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1.GİRİŞ 

Modern kestirim teorisi pek çok elektronik sinyal işleme sisteminde kullanılan temel 

süreçlerden birini oluşturmaktadır. Bu sistemler içerisinde; radar, sonar, konuşma 

görüntü işleme, biyomedikal, haberleşme, kontrol ve sismoloji sayılabilir. Bu 

sistemlerin tümünde ortak problem bir grup parametreye ait değerlerin kestirimidir. 

Gürültü tarafından bozulmuş bir veriye ait sinüzoidal parametre kestirimi sinyal işleme 

literatüründe sıklıkla karşılaşılan bir problemdir. Pek çok uygulamada kesin bir frekans 

kestirimi zorunludur. Bu yüzden gürültü içeren tekil bir sinüzoide ait frekansın en doğru 

ve en etkin biçimde kestirimi oldukça önemli bir problem haline gelmiştir.  

Tez çalışmasında reel beyaz Gauss gürültü içindeki bir reel sinüs sinyalinden oluşan 

veri modeli ele alınmıştır. Bu veri modelinde frekans parametrelerinin kestirimi için 

literatürdeki iki kestirim yöntemi ve bu yöntemlere ait olan algoritmalar ele alınmıştır. 

Frekans kestirim yöntemlerinin performansları Cramer Rao sınırı performans ölçütü 

olarak seçilerek karşılaştırmalı olarak incelenmiştir. Frekans parametrelerinin 

kestirimine ilişkin Cramer Rao sınırlarının çözümsel olarak elde edilerek model 

parametrelerine olan bağlılıkları karşılaştırılmıştır. 

 Yapılan karşılaştırmalar sonucunda frekansın en etkin ve doğru şekilde ve aynı 

zamanda en az işlemle gerçekleştirilebilmesi için kullanıma en uygun frekans kestirim 

yönteminin belirlenmesi üzerinde çalışılmıştır.  

 

 

 

 

 

 



2 
 

2.KURAMSAL TEMELLER  

2.1. Kestirim Teorisi  

Sinyal işleme alanında bilgi edinimi amacıyla tasarlanmış olan sistemlerin paylaştıkları 

ortak problem bir grup parametrenin kestirimine olan ihtiyaçlarıdır. Parametre 

değerlerinin kestirimi sürekli zaman dalga biçimlerinden örneklenen veri kümeleri 

kullanılarak gerçekleştirilir.  

Matematiksel olarak ifade edilirse, bilinmeyen θ parametresine bağlı N adet veriden 

oluşan  { y(0),y(1), . . . , y(N-1) }  kümesi kullanılarak  (2.1.1) eşitliğinde belirtilen ifade 

ile    kestiricisi aracılığıyla θ’ nın değeri elde edilir. 

   = g  ( y(0), y(1), . . . . , y(N −1) )                      (2.1.1) 

Burada, g kestiriciyi tanımlayan fonksiyondur. Kestirimin başarısı bu fonksiyonun 

seçimine bağlıdır. 

Başarılı kestiricilerin tanımlanması için bilinmeyen parametreye bağlı veri kümesinin 

modellenmesi gerekir. Veriler doğal olarak rasgele oldukları için olasılık yoğunluk 

fonksiyonu (PDF) yoluyla tanımlanırlar. PDF, bilinmeyen parametre θ’nın bir 

fonksiyonu biçiminde düzenlenirse farklı θ değerleri için farklı değerler alan PDF 

kümesi elde edilir. N=1 ve θ parametresi ortalama değer olsun. Bu durumda verinin 

olasılık yoğunluk fonksiyonu (2.1.2) denklemi yardımı ile elde edilir.  

 

P(y(0);θ ) =
 

       
      

 

                   (2.1.2) 

 

PDF fonksiyonunun belirlenmesi başarılı kestiricilerin tasarımı için önemli bir adımdır. 

Gerçek problemlerde PDF fonksiyonu verilmez. Problemin şartlarına ve sınırlamalarına 

uygun, aynı zamanda matematiksel olarak kolay bir tanesinin seçilmesi gerekir. 

Uygun PDF fonksiyonu seçildikten sonra, problem en iyi kestiricinin belirlenmesi 

problemine dönüşür. Kestirici, veri kümesinin her bir gerçeklenmesinde θ’ ya bir değer 

atayan kural gibi düşünülebilir.  
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Verilen bir gerçeklenme için elde edilen    değeri ise   θ’nın bir kestirim değeridir. 

Kestirici ve kestirim değeri arasındaki ilişki rasgele değişken ve onun aldığı bir değer 

arasındaki ilişkiye benzetilebilir.  

Gürültü içeren ve bir doğru akım bileşeni A’dan oluşan bir veri kümesi (2.1.3) eşitliği 

ile ifade edilir. 

y(t)= A + e(t),     t=0,1, . . . , N-1                       (2.1.3) 

Burada e(t) sıfır ortalamalı gürültü bileşenidir. Veri kümesi { y(0),y(1), . . , y(N-1)} 

kullanılarak bilinmeyen A parametre değerini kestirebilmek için veri kümesinin 

ortalama değeri olan bir kestirici (2.1.4 ) eşitliği ile öngörülür.                         

                 = 
 

 
         

                                    (2.1.4) 

 Bir başka kestirici ( 2.1.5 ) eşitliğinde verildiği biçimde olabilir: 

                                              =y(0)                                        (2.1.5) 

Bu kestiricide veri kümesinin bütün elemanları kullanılmadığından performansının 

yüksek olmayacağını ilk bakışta söylenebilir. Gürültü etkisini azaltacak herhangi bir 

ortalama değer alınmamaktadır.  

Kestirici, veri kümesinin bir fonksiyonudur ve bir rasgele değişkendir.     kestiricisi 

sadece bir gerçeklenme için gerçek değere yakın bir sonuç vermektedir. Kestirici 

performansının belirlenmesi işlemi istatistiksel olarak yapılmalıdır. İncelenen veri 

modelinde A=1 değeri sabit tutularak gürültü bileşeni e(t)’in farklı değerlerinin 

eklenmesi yoluyla y(t) için bir gerçeklenme kümesi elde edilir.  Daha sonra her bir veri 

kümesi için iki kestiricinin değerlerini belirleyerek histogramlar çizilir. 100 

gerçeklenme için elde edilen histogramlar Şekil 2.1 ‘de verilmiştir (Kay 1993). 
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Şekil 2.1. Örnek ortalaması ve birinci örnek değeri için histogramlar 

Şekilden de görüleceği gibi   , daha iyi bir kestiricidir, gerçek değer A=1 civarında daha 

fazla yoğunlaşmıştır.    ‘nın daha iyi bir kestirici olduğunu kanıtlanabilmesi için 

varyansının daha az olduğu gösterilmelidir. Modelde yer alan gürültü bileşeni e(t) için 

daha önce yapılan varsayıma (sıfır ortalamalı olması) ek olarak ilişkisiz ve eşit    

varyansa sahip olduğu varsayımları yapılır. Daha sonra ilk olarak her iki kestiricinin 

ortalama değerleri (2.1.6 )  ve (2.1.7) denklem takımları ile elde edilir: 

E(    )= E(
 

 
        

   )                   (2.1.6) 

E(    )= 
 

 
           

    

E(    )= A 

         E(    )= E(y(0)) = A                (2.1.7) 

Ortalama değerde her iki kestirici de gerçek değeri vermektedir. 

Kestiricilerin varyans değerleri  (2.1.8 ) ve  (2.1.9)  denklemleri yardımı ile elde edilir. 

 

                                  var(    )= var ( 
 

 
         

    )           (2.1.8)  
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                                  var(    ) = 
 

  
              

    

                                  var(    )  =  
  

 
 

                                 var (   ) = var (y(0))                           (2.1.9)  

                                 var (   ) =     

    kestiricisinin varyansı toplam veri sayısı ile ters orantılı iken,    kestiricisinin 

varyansı veri uzunluğu ne olursa olsun sabittir,   ’dir.  

Sonuç olarak bir kestiricinin iyi bir kestirici olabilmesi için ortalama değerde gerçek 

değeri vermesi (yansız olması)  tek başına yeterli değildir. Yansız bir kestiricinin 

performansı varyansının küçük olması ile ilişkilidir.  

2.2. Frekans Kestirimi  

Sinyal işleme alanında karşılaşılan bir çok  problem gürültü içindeki bir ya da daha fazla 

sönümlü veya sönümsüz sinüsün parametrelerinin kestirimine dayanmaktadır. 

Reel beyaz Gauss gürültü içindeki bir reel sinüsten oluşan zaman serisi veri modeli 

birden fazla sinyal içeren modellerin birer prototipidir ve bu model için tasarlanmış 

parametre kestiricilerin performans analizinde sıklıkla kullanılmaktadır.  

Bir veri modelinde, modele doğrusal olmayan biçimde bağlı parametrelerin kestirimi 

yapıldıktan sonra doğrusal biçimde bağlı diğer parametrelerin kestirimi, model doğrusal 

model biçiminde düzenlenebildiği için, en küçük kareler yöntemi ile kolaylıkla 

gerçekleştirilir (So ve ark. 2013). 

Frekans parametreleri sinüslere doğrusal olmayan biçimde bağlı iken faz ve genlik 

parametreleri doğrusal biçimde bağlıdır. Frekans parametreleri kestirildikten sonra faz 

ve genlik parametrelerinin kestirimi kolay bir şekilde gerçekleştirilir.  

Frekans kestirimi sinyal işleme alanında oldukça fazla ilgi çeken bir konudur ve bu tez 

çalışmasının temel amacını oluşturmaktadır.  
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2.3. Cramer-Rao Sınırı  

Cramer Rao (C-R Sınırı), herhangi bir yansız kestiricinin varyansı için bir alt sınır 

ifadesidir. Kullanılan kestiriciden bağımsız olarak veri modelleri için elde edilebilecek 

en yüksek performansı vermektedir. Bu yüzden Cramer Rao sınırı kestiricilerin 

performansını değerlendirmede bir ölçüt olarak kullanılmaktadır.  

Reel beyaz Gauss gürültü içindeki reel sinüsten oluşan zaman serisi veri modeli için 

frekans parametrelerinin kestirimine ilişkin Cramer Rao (C-R) sınırları çözümsel olarak 

elde edilmiştir  ( Kay 1993). 

Beyaz Gauss gürültü içindeki   bilinmeyen parametreye sahip sinyal (2.3.1) 

denkleminde verilen biçimde ifade edilir.  

         y(t) =s(t; θ)  +e(t),             t=0,1,.....N-1                (2.3.1) 

Olabilirlik fonksiyonu (2.3.2 ) denkleminde verilen biçimde ifade edilir.  

p(y; θ) =
 

            exp {  - 
 

                       
        (2.3.2) 

Olabilirlik fonksiyonunun ilk türevi (2.3.3) denkleminde verilen biçimde ifade edilir.  

         

  
 = 

 

                  
   )) 

       

  
                          (2.3.3) 

Olabilirlik fonksiyonunun düzenlilik koşulunu sağladığı kabul edilirse (2.3.3) 

denkleminin beklenen değeri, bütün θ’ lar için  (2.3.4) ifadesinde verilen biçimde 0 

olduğu görülür. 

E[
         

  
] = 0                           (2.3.4) 

Olabilirlik fonksiyonunun ikinci türevi alınır ve denklem (2.3.5) elde edilir. 

 

  
(
         

  
) = 

 

  
                

     )) 
 

  
(
      

  
))-

         

  

 

}          (2.3.5) 

(2.3.4 ) ifadesinin beklenen değeri alınarak  (2.3.6 ) eşitliği elde edilir.  

        E[
 

  
(
         

  
)] = - 

 

  
   

       

  
      

                                    (2.3.6) 
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Fisher bilgi matrisi I (    denklem (2.3.7) ifadesi ile elde edilir.  

I (    - E[
 

  
(
         

  
)]                                         (2.3.7) 

Bilinmeyen   parametresinin varyansı denklem (2.3.8 ) yardımı ile elde edilir. 

var(   ) ≥ 
  

  
       

  
      

   

                                          (2.3.8) 

Cramer Rao sınırı modele ait Fisher Bilgi Matrisinin evriği alınarak elde edilir. Fisher 

Bilgi Matrisi ile varyans arasındaki ilişki (2.3.9) eşitliği ile gösterilmiştir.  

var(   ) =
 

      
                                                       (2.3.9) 

Sınır ifadesi sinyalin   ‘ya bağlılığının önemini göstermektedir. Bilinmeyen 

parametrenin değişimleri ile hızlı değişen sinyaller doğru kestiricilere neden olurlar.  

2.4. Modifiye Cramer Rao Sınırı  

Modifiye Cramer Rao Sınırı, Fisher bilgi matrisinin birden fazla sinyal içeren veri 

modelleri için karmaşık bir yapıya sahip olmasından dolayı C-R sınırının çözümsel 

olarak elde edilmesi yerine sayısal yoldan hesaplanarak elde edilmektedir. 

Reel beyaz Gauss gürültü içeren sinüs fonksiyonu için bilinmeyen parametrelerin  

kestirimine ilişkin modifiye  C-R sınır ifadeleri incelenmiştir (Moeneclaey 1998).  

 Frekans kestiricilerin performans ölçüm kriteri olan Modifiye Cramer Rao Sınırı ve 

ifadeleri EK 1 ‘de elde edilmiştir.  

 Çözümsel sınır ifadeleri performans limitlerinin kuramsal olarak incelenmesine ve en 

uygun kestirim senaryolarının hazırlanmasına olanak verir.  

2.5. Kestirim Yöntemleri 

Gürültü tarafından bozulmuş bir dataya ait sinüzoidal parametre kestirimi sinyal işleme 

literatüründe sıklıkla karşılaşılan bir problemdir. Pek çok uygulamada kesin bir frekans 

kestirimi zorunludur. Bu yüzden gürültü içeren tekil bir sinüzoide ait frekansın en doğru 

ve en etkin biçimde kestirimi oldukça önemli bir problem haline gelmiştir. 
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 En küçük kareler metodu ile  reel sinüsten oluşan zaman serisi veri modeli için frekans 

parametrelerinin kestirimi ele alınmıştır (So ve ark.2013). Gerekli matematiksel 

kabuller ve ifadeler eşliğinde kestiricinin performansı hem teorik hem de sayısal olarak 

incelenmiştir. En küçük kareler frekans kestirim metodunda teorik kestirim yaklaşım 

ifadeleri EK 2 ‘de elde edilmiştir.   

Reel beyaz gauss gürültü içindeki bir reel sinüsten oluşan zaman serisi veri modeli için 

frekans parametrelerinin kestirimi otokorelasyon frekans kestirim metodu yardımı ile 

incelenmiştir (Ksibi ve ark.2010). Veri modelindeki sinüzoidal sinyale ait otokorelasyon 

katsayıları kullanılarak frekans kestirimi gerçekleştirilmiştir. Belirlenen kabuller ve 

matematiksel ifadeler kullanılarak sinyal gürültü oranı, frekans farkı ve toplam örnek 

sayısı değişirken kestiricinin performansı hem teorik hem de sayısal olarak 

incelenmiştir. Otokorelasyon teorik kestirim yaklaşım ifadeleri EK 3 ‘de elde edilmiştir.   
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3.MATERYAL ve YÖNTEM 

3.1. Veri Modeli 

Bu bölümde tez çalışmasında ele alınan gürültü içindeki bir reel sinüsten oluşan zaman 

serisi veri modeli tanıtımı yapılmıştır. Bu model birden fazla sinyal içeren modellerin 

birer prototipidir ve sinyal parametreleri için tasarlanmış kestiricilerin başarısını test 

etmede yaygın olarak kullanılmaktadır. 

Bir reel sinüsten oluşan zaman serisi veri modeli (3.1) denklemindeki şekilde 

tanımlanabilir. 

y (t)=            t +  ) + e(t),          t=1,2, . . . , N                 (3.1) 

Burada    ,    ve      (0, ) parametreleri sinüsün sırasıyla genliğini, fazını ve 

frekansını göstermektedir. N toplam örnek sayısını ve e(t) toplanır reel gürültü 

bileşenini temsil etmektedir. 

3.2.Gürültü Modeli ve Sinyal Gürültü Oranı   

Bu bölümde tez çalışmasında gürültü bileşeni olarak seçilen gürültü modellerinin zaman 

bölgesi istatiksel özellikleri verilmiş ve sinyal gürültü oranının tanımı yapılmıştır. 

3.2.1. Beyaz Gauss Gürültü 

Tez çalışmasında reel veri modelinde, sıfır ortalamalı ve      varyanslı reel toplanır 

beyaz gauss gürültüsü gürültü bileşeni olarak seçilmiştir. 

Reel beyaz gürültü bileşeni e(t)’nin zaman bölgesi istatiksel özellikleri (3.2.1) ve (3.2.2) 

eşitliğinde verilmektedir.                                                   

E[e(t)] = 0                                               (3.2.1) 

E[e(t)e(s)]=                                               (3.2.2) 

Burada δ kronecker delta fonksiyonu ve t, s =1,2, . . . . . , N. 

Gürültü bileşeninin gauss olması, gürültü örneklerinin genlik dağılımının gauss 

biçiminde olduğunu ifade eder. 
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3.2.2 Sinyal Gürültü Oranı  

Tez çalışmasında sinyal gürültü oranı SNR ile gösterilmiştir. Reel veri modeli için 

(3.2.3) eşitliği ile tanımlanmıştır. 

SNR= 
  

 

                               (3.2.3) 

3.3 En Küçük Varyanslı Yansız Kestirici (MVU) 

3.3.1. Yansız Kestirici  

Bir kestiricinin yansız olması, o kestiricinin ortalama değerde, bilinmeyen parametrenin 

doğru değerini vereceğini anlatır. Matematiksel olarak ifade edilirse, bir kestirici (3.3.1) 

eşitliğinde belirtilen koşulu sağlıyorsa yansızdır: 

E(  ) =  ,        a<   < b                                 (3.3.1) 

Burada (a, b)   ’nın mümkün olan değer aralığıdır. 

Bir kestiricinin yanı , (3.3.2) denkleminde verilen biçimde ifade edilir: 

b ( ) =E(   ) –                                               (3.3.2) 

Bir kestiricinin yansız olması, onun iyi bir kestirici olduğunu söylemek için tek başına 

yeterli değildir. Yansızlık, sadece ortalama değerde kestiricinin bilinmeyen 

parametrenin doğru değerini vereceğini garanti eder.  

3.3.2. En Küçük Varyans Kriteri  

En uygun kestirici aranırken bir takım uygunluk kriterlerine ihtiyaç var. En doğal 

olanlardan bir tanesi (3.3.3) denkleminde belirtildiği biçimde tanımlanan ortalama 

karesel hatadır.(MSE); 

mse(   )=E[        ]                          (3.3.3) 

MSE, kestiricinin doğru değere göre ortalama karesel sapmasının bir ölçütüdür.  
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Bu ölçütü daha iyi anlamak için ortalama karesel hata ifadesi açık olarak yazıldığında 

denklem (3.3.4) elde edilir. 

mse(   ) = E{[                         ]} 

= var (   ) +[           

                   mse(   )  = var (   ) +  (                                    (3.3.4 ) 

MSE, kestirici varyansı ve yandan oluşmaktadır. MSE, yana bağlı olduğu için bu kriteri 

benimsemek bizi gerçeklenmesi mümkün olmayan kestiricilere yönlendirebilir.  Bu 

sebepten dolayı en küçük MSE kestiricinin kullanımından kaçınılmalıdır. Alternatif bir 

yaklaşım ise yanı sıfır değerinde sabit tutarak en küçük varyansı veren kestiriciyi 

aramak olabilir. Bu kestirici en küçük varyanslı yansız (MVU) kestirici olarak 

isimlendirilir. Yansız bir kestiricinin varyansının küçültülmesi, aynı zamanda, kestirim 

hatası(       ’nın olasılık yoğunluk fonksiyonunun (PDF) sıfır civarında 

yoğunlaştırılması etkisine de sahiptir. 

3.4. En Küçük Kareler Frekans Kestirim Metodu  

3.4.1.Giriş 

Bu bölümde reel beyaz gauss gürültü içindeki bir reel sinüsten oluşan zaman serisi veri 

modeli için frekans parametrelerinin kestirimi En küçük kareler frekans kestirim metodu 

incelenmiştir (So ve ark. 2013). Kestirim metodu kestiricinin performansını sinyal 

gürültü oranı, frekans farkı ve toplam örnek sayısı değişirken incelemiştir. 

3.4.2. En Küçük Kareler Yaklaşımı   

Bir kestiricinin iyi bir kestirici olabilmesi için ortalama değerde gerçek değeri vermesi 

(yansız olması) ve minumum varyansa sahip olması beklenir. Varyansın 

belirlenmesinde başarı ölçütü gerçek parametre değeri ile kestirim işlemi ile elde edilen 

parametre arasındaki tutarsızlığı minimize etmektir. En küçük kareler yaklaşımında,  

gürültü içeren veri modeli ile gürültü içermeyen veri modelindeki parametrelerin 

farkının karesini minimize etmek amaçlanır.  
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Reel beyaz gauss gürültü içindeki reel sinüslerden oluşan zaman serisi veri modelinde N 

adet veriden oluşan     veri kümesi, sinüsoidal bir    sinyali ve     gürültü 

fonksiyonundan oluşacak şekilde (3.4.1) eşitliği ile ifade edilir. 

   =     +                   1≤ n≤N                (3.4.1) 

En küçük kareler kestirim metodunda,     sinyal kümesini oluşturan parametrelerin    

veri kümesini oluşturan parametrelere yakın olması amaçlanır. Yakınlığın ölçütü en 

küçük kareler yaklaşım hata kriteri (3.4.2) eşitliği ile ifade edilir (Kay 1993). 

J( )=              
       n = 0,1,2,….N-1       (3.4.2) 

(3.4.2) eşitliğindeki  ,    veri kümesini oluşturan n parametrelerine bağlı bir ifadedir. 

Bu ifade en küçük kareler yaklaşım hata kriteri J( )’yı minimize eden değerdir ve  

(3.4.3) eşitliği ile elde edilir. 

  

  
( J( ) ) = 0                     (3.4.3) 

Elde edilen   , en küçük kareler kestirim metodunda elde edilen kestiricidir.          

(3.4.3) eşitliği, en küçük kareler frekans kestirim yönteminde lineer fonksiyonlu veri 

kümeleri için pratik bir çözümdür. Ancak lineer ifadeler içermeyen veri kümeleri için en 

küçük kareler yaklaşım hata kriteri, kestirilmesi istenen parametreye göre Taylor seri 

açılımları kullanılarak elde edilir. Teorik ortalama karesel hata ve yanlılık ifadeleri EK 

2’de elde edilmiştir.  

3.4.3. En Küçük Kareler Frekans Kestirim Metodu Algoritması  

En küçük kareler frekans kestirim metodu ile veri modelinde toplam karesel hatayı 

minimize edecek şekilde ifadeler ve trigonometrik eşitlikler yardımı ile parametre 

kestirimi yapılır. 

En küçük kareler frekans kestirim metodunda aşağıdaki adımlar ile frekans kestirimi 

gerçekleştirilir. 

Adım 1: Reel beyaz gauss gürültü içindeki reel sinüsten oluşan zaman serisi veri 

modelinde denklem (3.4.4) yardımı ile    veri kümesi elde edilir. 
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  =          n +  ) +     ,        1≤ n≤N                (3.4.4) 

Burada     gürültü fonksiyonu rasgele üretilen beyaz gauss gürültüsüdür ve sinyal 

gürültü oranına bağlı bir fonksiyondur. Modelde ele alınan örnek sayısı N (n=0.1.2….N)  

olarak belirtilmektedir.    ,    ve      [0, ] parametreleri sinüsün sırasıyla genliğini, 

fazını ve frekansını temsil etmektedir. Sinyalin genliği (   ), fazı (  ) , ele alınacak olan 

    vektörünün boyutu (N) ve Sinyal Gürültü Oranı (SNRdB)  belirlenerek    veri 

kümesi elde edilir.  

 Sinüsoidal bir     sinyali (3.4.5) eşitliğinde belirtilen trigonometrik ifadeler yardımıyla 

yeniden düzenlenir ve (3.4.6) eşitliği elde edilir.  

cos(   n)+  )+cos(  (n-2)+  ) =    cos(  (n-1)+  ) ,    = 2cos(           (3.4.5) 

    +      – 2       =0                                  (3.4.6) 

Adım 2: En küçük kareler yaklaşım hata kriter fonksiyonu bir J fonksiyonu  (3.4.7) 

denklemi ile elde edilir.  

J(   ) =                    
  

                 (3.4.7) 

Burada    , kestirilmesi istenen bilinmeyen parametreye bağlı bir fonksiyondur ve 

(3.4.8) eşitliği ile ifade edilir.  

   = 2cos(                         (3.4.8) 

Adım 3:Toplam karesel hatayı minimize eden     kestiricisi, (3.4.9) eşitliği ile elde 

edilir. 

  

        
( J(   )) = 0 

  

      
( J(   )) = 2   

          -2      )( -2       = 0     

                 = 
              

 
   

      
  

   
                                 (3.4.9)     

Adım 4:       değeri kullanılarak bilinmeyen    frekansını kestirebilmek adına (3.4.10) 

ve (3.4.11) denklemleri kullanılır. |      | ≤  1 şartı aranır.     elde edilir. 
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      cos(   )                                          (3.4.10) 

    = arccos(      ,                                   (3.4.11) 

(3.4.11) ‘de verilen ifadeye göre     elde edilir. Burada    ’nın elde edilmesinde cos 

fonksiyonun tersi alınabilecek şekilde     değeri elde edilmeye çalışılır. Cos fonksiyonu 

ile tersi alınamayan     katsayıları algoritmada kullanılmaz. 

    | > 1 ise bu      frekansı kestirmek için kullanılmaz. Adım 1’e geri dönülür.    veri 

modelindeki    gürültü fonksiyonun rasgele olması ile  |      | ≤  1 olacak şekilde 

    üretilir ve      elde edilir. 

3.5. Otokorelasyon Frekans Kestirim Metodu  

Bu bölümde reel beyaz Gauss gürültü içindeki bir reel sönümsüz sinüsten oluşan zaman 

serisi veri modeli için frekans parametrelerinin kestirimi otokorelasyon frekans kestirim 

metodu ile incelenmiştir (Ksibi ve ark.2010). Kestirim metodu kestiricinin 

performansını sinyal gürültü oranı, frekans farkı ve toplam örnek sayısı değişirken 

incelemiştir.  

3.5.1. Otokorelasyon Frekans Kestirim Metodu Algoritması  

Otokorelasyon frekans kestirim metodu ile parametre kestirimi, reel sönümsüz sinüsten 

oluşan zaman serisi veri modelinde, otokorelasyon katsayıları kullanılarak elde edilir.  

Otokorelasyon frekans kestirim metodunda aşağıdaki adımlar ile frekans kestirimi 

gerçekleştirir: 

Adım 1: Reel beyaz gauss gürültü içindeki reel sinüsten oluşan zaman serisi veri 

modelinde denklem (3.5.1) yardımı ile    veri kümesi elde edilir. 

  =          n +  ) +     ,        1 ≤  n  ≤  N                (3.5.1) 

Burada     gürültü fonksiyonu rasgele üretilen beyaz gauss gürültüsüdür ve sinyal 

gürültü oranına bağlı bir fonksiyondur. Modelde ele alınan örnek sayısı N (n=0.1.2….N)  

olarak belirtilmektedir.    ,    ve      [0, ] parametreleri sinüsün sırasıyla genliğini, 

fazını ve frekansını temsil etmektedir.  
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Sinyalin genliği (   ), fazı (  ) , ele alınacak olan     vektörünün boyutu(N) ve sinyal 

gürültü oranı (SNRdB)  belirlenerek    vektörleri elde edilir 

Adım 2:  Ele alınan veri modeli için normalize edilmiş gürültü otokorelasyonu  (3.5.2) 

denklemine göre hesaplanır. 

   = 
            

        ,           = 0,  k > M  için         (3.5.2) 

Bu metotta “M” ele alınan    veri modelinin derecesini ifade etmektedir. (M = 0) 

Reel sönümsüz sinüslerden oluşan veri modelinin otokorelasyon katsayıları  (3.5.3) 

denklemine göre bulunur.  

     E{      } = 
  

 
 cos(k  ) +               (3.5.3) 

(3.5.3) formülünde görüleceği üzere     vektör bileşenlerinin beklenen değeri alınarak 

elde edilen otokorelasyon katsayıları arasında        +      = 2   cos (  )  ,  k > M+1 

şeklinde trigonometrik olarak bir ilişki bulunmaktadır.  

q >p > M+1 olacak şekilde seçilen p ve q indis değerlerine göre    otokorelasyon 

katsayıları denklem (3.5.4)  yardımı ile elde edilir. Otokorelasyon frekans kestirim 

metodunda  M = 0 kabul edilmiştir.  

                      
 
    (    +      ) = 2 cos(  )   

  
    ,    k > M+1               (3.5.4)  

      Otokorelasyon katsayıları kestiricisi denklem (3.5.5) ile hesaplanır. 

                                  
 

   
     

 
                                                    (3.5.5) 

Adım3: Veri modeli için tayin edilen değişkenler ve     , veri modelinin otokorelasyon 

katsayıları kestiricileri değerleri kullanılarak      kestirici  (3.5.6 ) denklemi yardımıyla 

elde edilir. 

                 = 
                       

 
 
   

     
  

   

    ,                           (3.5.6) 
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Adım 4:       değeri kullanılarak bilinmeyen    frekansını kestirebilmek adına (3.5.7) ve 

ve (3.5.8) denklemleri kullanılır. |      | ≤  1 şartı aranır.     elde edilir. 

      cos(   )                                          (3.5.7) 

    = arccos(      ,                                   (3.5.8) 

(3.5.8) ‘de verilen ifadeye göre     elde edilir. Burada    ’nın elde edilmesinde cos 

fonksiyonun tersi alınabilecek şekilde     değeri elde edilmeye çalışılır. Cos fonksiyonu 

ile tersi alınamayan     katsayıları algoritmada kullanılmaz. 

    | > 1 ise bu      frekansı kestirmek için kullanılmaz Adım 1’e geri dönülür. y(n) veri 

modelindeki u(n) gürültü fonksiyonun rasgele olması ile   |      | ≤  1 olacak şekilde 

    üretilir ve      elde edilir. 
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4.BULGULAR VE TARTIŞMA 

Reel beyaz gauss gürültü içindeki bir reel sinüsten oluşan veri modelinde frekans 

parametresinin kestirimi en küçük kareler frekans kestirim metodu ve otokorelasyon 

frekans kestirim metodu kullanılarak gerçekleştirilmiştir. Kestiricilerin performansı 

sinyal gürültü oranı, frekans farkı ve toplam örnek sayısı değişirken karşılaştırmalı 

olarak incelenmiştir. 

4.1.En Küçük Kareler Frekans Kestirimi Performans Analizi  

Veri modelinde, genlik parametresi   =1, sinyalin fazı -       <    aralığında rastgele 

seçilerek ve gürültü bileşeni     olarak sıfır ortalamalı reel beyaz gauss gürültü 

kullanılmıştır. Farklı N örnek  değerleri için benzetim sonuçları 200 Monte Carlo 

denemesi için elde edilmiştir. 

Örnek 4.1.1: En küçük kareler frekans kestirim metodunda N=50, SNR=10 dB ve 

ortalama karesel hatanın (MSEdB) tayin edilen      [0, ] frekans değerlerine göre 

oranlanmış frekans farkı (   /   ) ile dağılımı Şekil 4.1’de gösterilmiştir. 

 

Şekil 4.1. En Küçük Kareler Metodu ile frekans kestiriminde N=50  SNR=10 dB için 

ortalama karesel hatanın (MSE) oranlanmış frekans farkı (   /   ) ile değişimi 
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Örnek 4.1.2: En küçük kareler  frekans kestirim metodunda N=100, SNR=10 dB ve 

ortalama karesel hatanın(MSEdB) tayin edilen      [0, ] frekans değerlerine göre 

oranlanmış frekans farkı (   /   ) ile dağılımı Şekil 4.2’de gösterilmiştir. 

 

Şekil 4.2. En Küçük Kareler Metodu ile frekans kestiriminde N=100, SNR=10 dB için 

ortalama karesel hatanın (MSE) oranlanmış frekans farkı (       ) ile değişimi 

Örnek 4.1.3: En küçük kareler metodu ile frekans kestirim metodunda N=200, SNR=10 

dB ve ortalama karesel hatanın(MSEdB) tayin edilen      [0, ] frekans değerlerine 

göre oranlanmış frekans farkı (   /  ) ile dağılımı Şekil 4.3’de gösterilmiştir. 
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Şekil 4.3. En Küçük Kareler Metodu ile frekans kestiriminde N=200, SNR=10 dB için 

ortalama karesel hatanın (MSE) oranlanmış frekans farkı (   /   ) ile değişimi 

En küçük kareler metodu ile frekans kestiriminde N örnek sayısı arttıkça orta frekans 

bölgesinde  ortalama karesel hata  değerlerinin düştüğü  görülmektedir.(Şekil 4.3) Bu 

beklenen bir sonuçtur. N örnek sayısı arttıkça kestirimin başarısı artmaktadır.         

Örnek 4.1.4: En küçük kareler metodu ile frekans kestiriminde N=50,    = 0,4   

değerleri için ortalama karesel hatanın(MSEdB) farklı sinyal gürültü oranı                 

değerlerine göre dağılımı Şekil 4.4’de gösterilmiştir. 
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Şekil 4.4. En Küçük Kareler Metodu ile frekans kestiriminde N=50,    = 0,4   değerleri 

için ortalama karesel hatanın (MSE) sinyal gürültü oranı (SNRdB) ile değişimi 

Örnek 4.1.5: En küçük kareler metodu ile frekans kestiriminde N=100,    = 0,4   

değerleri için ortalama karesel hatanın(MSEdB)  farklı sinyal gürültü oranı                 

değerlerine göre dağılımı Şekil 4.5’de gösterilmiştir. 
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Şekil 4.5 En Küçük Kareler Metodu ile frekans kestiriminde N=100,    = 0,4   

değerleri için ortalama karesel hatanın (MSE) sinyal gürültü oranı (SNRdB) ile değişimi 

Örnek 4.1.6: En küçük kareler metodu ile frekans kestiriminde N=200,    =0,4   

değerleri için ortalama karesel hatanın(MSEdB)  farklı sinyal gürültü oranı                 

değerlerine göre dağılımı Şekil 4.6’de gösterilmiştir. 
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Şekil 4.6 En Küçük Kareler Metodu ile frekans kestiriminde N=200,    = 0,4   

değerleri için ortalama karesel hatanın (MSE) sinyal gürültü oranı (SNRdB) ile değişimi 

Örnek 4.1.7: En küçük kareler metodu ile frekans kestirim metodunda SNR=10 dB ve 

farklı N değerleri için simüle edilen ortalama karesel hatanın(MSEdB) tayin edilen 

     [0, ] frekans değerlerine göre oranlanmış frekans farkı (   /   ) ile dağılımı  

Şekil 4.7’de gösterilmiştir. 
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Şekil 4.7 En Küçük Kareler Metodu ile frekans kestiriminde SNR=10 dB ve farklı N 

değerleri için ortalama karesel hatanın(MSE) oranlanmış frekans farkı (      ) ile 

değişimi 

En küçük kareler metodu ile frekans kestiriminde şekillerden görülebileceği gibi N 

örnek sayısı arttıkça         ‘nin 0.5 olduğu frekans bölgesine doğru gidildikçe 

ortalama karesel hata azalır ve kestirimin başarısı artar. Kestirimi gerçekleştirmek için 

ele alınan örnek sayısı arttıkça da  teori ve pratik yaklaşımın simulasyon ortamında daha 

geniş bölgede uyumlu olduğu görülmektedir.  

Örnek 4.1.8: En küçük kareler metodu ile frekans kestiriminde    = 0,4   , farklı N 

değerleri için ortalama karesel hatanın(MSEdB)  farklı sinyal gürültü oranı               

değerlerine göre dağılımı Şekil 4.8’de gösterilmiştir. 
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Şekil 4.8. En Küçük Kareler Metodu ile frekans kestiriminde     = 0,4   ve farklı N 

değerleri için ortalama karesel hatanın(MSE) sinyal gürültü oranı (SNRdB) ile değişimi 

En küçük kareler metodu ile frekans kestiriminde şekillerden görülebileceği gibi N 

örnek sayısı ve sinyal gürültü oranı arttıkça ortalama karesel hata azalır. ve kestirimin 

başarısı artar. Kestirimi gerçekleştirmek için ele alınan örnek sayısı arttıkça teori ve 

pratik yaklaşımın simulasyon ortamında daha geniş bölgede uyumlu olduğu 

görülmektedir.  

4.2.Otokorelasyon ile Frekans Kestirimi Performans Analizi  

Veri modelinde, genlik parametresi   =1, sinyalin fazı -       <    aralığında rastgele 

seçilerek ve gürültü bileşeni     olarak sıfır ortalamalı reel beyaz gauss gürültü 

kullanılmıştır. Farklı p,q ve N örnek sayı değerlerinde benzetim sonuçları 200 Monte 

Carlo denemesi için elde edilmiştir. 

Örnek 4.2.1: Otokorelasyon metodu ile frekans kestiriminde SNR=10dB, p =2, q=7 ve 

N=50 değerleri için ortalama karesel hatanın(MSEdB)       [0, ] frekans değerlerine 

göre oranlanmış frekans farkı (   /   ) ile dağılımı Şekil 4.9’da gösterilmiştir. 
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Şekil 4.9. Otokorelasyon Metodu ile frekans kestiriminde p=2,q=7, SNR=10 dB, N=50 

için ortalama karesel hatanın(MSE) oranlanmış frekans farkı (       ) ile değişimi 

Örnek 4.2.2: Otokorelasyon metodu ile frekans kestiriminde SNR=10 dB, p=2, q=7 ve 

N=100 değerleri için ortalama karesel hatanın(MSEdB)       [0, ] frekans değerlerine 

göre oranlanmış frekans farkı (   /   ) ile dağılımı Şekil 4.10’da gösterilmiştir. 
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Şekil 4.10. Otokorelasyon Metodu ile frekans kestiriminde p=2,q=7, SNR=10 dB, 

N=100 için ortalama karesel hatanın (MSE) oranlanmış frekans farkı (     ) ile 

değişimi 

Örnek 4.2.3: Otokorelasyon metodu ile frekans kestiriminde SNR= 10 dB, p = 2, q= 7 

ve N=200 değerleri için ortalama karesel hatanın(MSEdB)      [0, ] frekans 

değerlerine göre oranlanmış frekans farkı (   /  ) ile dağılımı Şekil 4.11’de 

gösterilmiştir. 
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Şekil 4.11. Otokorelasyon Metodu ile frekans kestiriminde p=2, q=7, SNR=10 dB 

N=200 için  ortalama karesel hatanın(MSE) oranlanmış frekans farkı (      ) ile 

değişimi 

Örnek 4.2.4: Otokorelasyon metodu ile frekans kestiriminde p=2, q=7,    = 0,4    ve 

N=50 değerleri için ortalama karesel hatanın(MSEdB) farklı sinyal gürültü oranı 

değerlerine göre dağılımı Şekil 4.12’de gösterilmiştir. 
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Şekil 4.12. Otokorelasyon Metodu ile frekans kestiriminde p=2,q=7, N=50,    = 0,4    

için ortalama karesel hatanın(MSE) sinyal gürültü oranı (SNRdB) ile değişimi 

Örnek 4.2.5: Otokorelasyon metodu ile frekans kestiriminde p=2, q=7,     = 0,4    ve 

N=100 değerleri için ortalama karesel hatanın(MSEdB) farklı sinyal gürültü oranı 

değerlerine göre dağılımı Şekil 4.13’de gösterilmiştir. 
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Şekil 4.13. Otokorelasyon Metodu ile frekans kestiriminde p=2, q=7,N=100,    = 0,4    

için ortalama karesel hatanın(MSE) sinyal gürültü oranı (SNRdB) ile değişimi 

Örnek 4.2.6: Otokorelasyon metodu ile frekans kestiriminde p=2, q=7,    = 0,4    ve 

N=200 değerleri için ortalama karesel hatanın(MSEdB) farklı sinyal gürültü oranı 

değerlerine göre dağılımı Şekil 4.14’de gösterilmiştir. 

-10 -5 0 5 10 15 20 25 30 35 40
-120

-100

-80

-60

-40

-20

0

SNRdB

M
S

E
d
B

 

 

Otokorelasyon(Teori)

Otokorelasyon(Simülasyon)

Modified CRLB



30 
 

 

Şekil 4.14. Otokorelasyon Metodu ile frekans kestiriminde p=2,q=7,N=200,    = 0,4    

için ortalama karesel hatanın(MSE) sinyal gürültü oranı (SNRdB) ile değişimi 

Örnek 4.2.7: Otokorelasyon metodu ile frekans kestirim metodunda SNR=10 dB  p=2, 

q=7 ve farklı N değerleri için simüle edilen ortalama karesel hatanın(MSEdB)        

[0, ] frekans değerlerine göre oranlanmış frekans farkı (   /   ) ile dağılımı             

Şekil 4.15’de gösterilmiştir. 
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Şekil 4.15. Otokorelasyon Metodu ile frekans kestiriminde SNR= 10 dB, p=2, q=7 ve 

farklı N değerleri için ortalama karesel hatanın(MSE) oranlanmış frekans farkı (      ) 

ile değişimi 

Otokorelasyon metodu ile frekans kestiriminde şekillerden görülebileceği gibi N örnek 

sayısı arttıkça (      ) ‘nin 0.5 olduğu frekans bölgesine doğru gidildikçe ortalama 

karesel hata azalır ve kestirimin başarısı artar. Kestirimi gerçekleştirmek için ele alınan 

örnek sayısı arttıkça da  teori ve pratik yaklaşımın simülasyon ortamında daha geniş 

bölgede uyumlu olduğu görülmektedir.  

Örnek 4.2.8: Otokorelasyon metodu ile frekans kestiriminde    =0,4   , p=2, q=7 ve 

farklı N değerleri için simüle edilen ortalama karesel hatanın(MSEdB)  farklı sinyal 

gürültü oranı  değerlerine göre dağılımı Şekil 4.16’da gösterilmiştir. 
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Şekil 4.16. Otokorelasyon Metodu ile frekans kestiriminde     =0,4  , p=2, q=7 ve 

farklı N değerleri için ortalama karesel hatasının(MSE) sinyal gürültü oranı (SNRdB) 

ile değişimi 

Otokorelasyon metodu ile frekans kestiriminde N örnek sayısı ve sinyal gürültü oranı 

arttıkça ortalama karesel hata azalır ve kestirimin başarısı artar. Kestirimi 

gerçekleştirmek için ele alınan örnek sayısı arttıkça teori ve pratik yaklaşımın 

simülasyon ortamında daha geniş bölgede uyumlu olduğu görülmektedir. 

Örnek 4.2.9: Otokorelasyon metodu ile frekans kestiriminde SNR=10 dB, p=2, N=100 

ve farklı q değerleri için ortalama karesel hatanın(MSEdB)       [0, ] frekans 

değerlerine göre oranlanmış frekans farkı (   /  ) ile dağılımı Şekil 4.17’de 

gösterilmiştir. 
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Şekil 4.17. Otokorelasyon Metodu ile frekans kestiriminde p=2, SNR=10dB, N=100 ve 

farklı q değerleri için ortalama karesel hatanın(MSE) oranlanmış frekans farkı   (      ) 

ile değişimi 

Örnek 4.2.10: Otokorelasyon metodu ile frekans kestiriminde p=2,    =0,4  , N=100 

ve farklı q değerleri için ortalama karesel hatanın(MSEdB) farklı sinyal gürültü oranı 

değerlerine göre dağılımı Şekil 4.18’de gösterilmiştir. 
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Şekil 4.18. Otokorelasyon Metodu ile frekans kestiriminde p=2,    = 0,4  ,N=100 ve 

farklı q değerleri için ortalama karesel hatanın(MSE) sinyal gürültü oranı (SNRdB) ile 

değişimi 

Örnek 4.2.11: Otokorelasyon metodu ile frekans kestiriminde SNR=10 dB,  p=5 

N=100 ve farklı q değerleri için Ortalama Karesel Hatanın(MSEdB)      [0, ] frekans 

değerlerine göre oranlanmış frekans farkı (   /   ) ile dağılımı Şekil 4.19’da 

gösterilmiştir. 
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Şekil 4.19. Otokorelasyon Metodu ile frekans kestiriminde p=5, SNR=10dB, N=100 ve 

farklı q değerleri için ortalama karesel hatanın(MSE) oranlanmış frekans farkı        ile 

değişimi 

Örnek 4.2.12: Otokorelasyon metodu ile frekans kestiriminde p=5,    =0,4  , N=100 

ve farklı q değerleri için ortalama karesel hatanın(MSEdB) farklı sinyal gürültü oranı  

değerlerine göre dağılımı Şekil 4.20’de gösterilmiştir. 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
-70

-65

-60

-55

-50

-45

-40

-35

-30

-25

-20

w0/pi

M
S

E
d
B

 

 

Otokorelasyon p=5 q=7 Simülasyon

Otokorelasyon p=5 q=10 Simülasyon

Otokorelasyon p=5 q=20 Simülasyon

Modified CRLB



36 
 

 

Şekil 4.20. Otokorelasyon Metodu ile frekans kestiriminde p=5,    =0,4  ,N=100 ve 

farklı q değerleri için ortalama karesel hatanın(MSE) sinyal gürültü oranı (SNRdB) ile 

değişimi 

Şekillerden görülebileceği gibi  q > p > M+1 olacak şekilde q değerleri arttıkça ortalama 

karesel hata azalır. ve kestirimin başarısı artar. 

4.3.Kestiricilerin Karşılaştırmalı Performans Analizi 

Reel beyaz gauss gürültü içindeki bir reel sinüsten oluşan veri modelinde frekans 

parametresinin kestirimi En Küçük Kareler Metodu ve Otokorelasyon Metodu 

kullanılarak gerçekleştirilmiştir. Kestiricilerin performansları sinyal gürültü oranı, 

frekans farkı ve toplam örnek sayısı değişirken karşılaştırmalı olarak incelenmiştir. 

Sayısal örnekler yardımıyla kestiricilerin performans sonuçları 200 Monte Carlo 

denemesi için elde edilmiştir. 

Örnek 4.3.1:En Küçük Kareler Metodu ve Otokorelasyon Metodu ile frekans 

kestiriminde SNR=10dB, p=2, N=100 ve farklı q değerleri için ortalama karesel 

hatanın(MSEdB),      [0, ] frekans değerlerine göre oranlanmış frekans farkı       

(   /   ) ile dağılımı Şekil 4.21’de gösterilmiştir. 
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Şekil 4.21. En Küçük Kareler Metodu ve Otokorelasyon Metodu ile frekans 

kestiriminde SNR=10dB, p=2, N=100 ve farklı q değerleri için ortalama karesel 

hatasının (MSE) oranlanmış frekans farkı        ile değişimi 

Örnek 4.3.2: En Küçük Kareler Metodu ve Otokorelasyon Metodu ile frekans 

kestiriminde p=2,    = 0,4  , N=100 ve farklı q değerleri için ortalama karesel 

hatanın(MSEdB) farklı sinyal gürültü oranı değerlerine göre dağılımı Şekil 4.22’de 

gösterilmiştir. 
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Şekil 4.22. En Küçük Kareler Metodu ve Otokorelasyon Metodu ile frekans 

kestiriminde p=2,    = 0,4  , N=100 ve farklı q değerleri için ortalama karesel 

hatanın(MSE) sinyal gürültü oranı (SNRdB) ile değişimi 

Örnek 4.3.3: En Küçük Kareler Metodu ve Otokorelasyon Metodu ile frekans 

kestiriminde SNR=10dB, p=2, q=7 ve farklı N değerleri için ortalama karesel 

hatanın(MSEdB)      [0, ] frekans değerlerine göre oranlanmış frekans farkı (   /   ) 

ile dağılımı Şekil 4.23’de gösterilmiştir. 
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Şekil 4.23. En Küçük Kareler Metodu ve Otokorelasyon Metodu ile frekans 

kestiriminde SNR=10dB, q=7 ve farklı N değerleri için ortalama karesel hatanın(MSE) 

oranlanmış frekans farkı        ile değişimi 

Örnek 4.3.4: En Küçük Kareler Metodu ve Otokorelasyon Metodu ile frekans 

kestiriminde p=2,    = 0,4  , q=7 ve farklı N değerleri için ortalama karesel 

hatanın(MSEdB) farklı sinyal gürültü oranı değerlerine göre dağılımı Şekil 4.24’de 

gösterilmiştir. 
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Şekil 4.24. En Küçük Kareler Metodu ve Otokorelasyon Metodu ile frekans 

kestiriminde p=2,    = 0,4 , q=7 ve farklı N değerleri için ortalama karesel 

hatanın(MSE) sinyal gürültü oranı (SNRdB) ile değişimi 

Örnek 4.3.5: En Küçük Kareler Metodu ve Otokorelasyon Metodu ile frekans 

kestiriminde SNR=10dB, p=5, N=100 ve farklı q değerleri için ortalama karesel 

hatanın(MSEdB)      [0, ] frekans değerlerine göre oranlanmış frekans farkı (   /  ) 

ile dağılımı Şekil 4.25’de gösterilmiştir. 
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Şekil 4.25 En Küçük Kareler Metodu ve Otokorelasyon Metodu ile frekans kestiriminde 

SNR=10dB, p=5, N=100 ve farklı q değerleri için ortalama karesel hatanın(MSE) 

oranlanmış frekans farkı        ile değişimi 

Örnek 4.3.6: En Küçük Kareler Metodu ve Otokorelasyon Metodu ile frekans 

kestiriminde p=5,    = 0,4  , N=100 ve farklı q değerleri için ortalama karesel 

hatanın(MSEdB) farklı sinyal gürültü oranı  değerlerine göre dağılımı Şekil 4.26’da 

gösterilmiştir. 
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Şekil 4.26. En Küçük Kareler Metodu ve Otokorelasyon Metodu ile frekans 

kestiriminde p=5,    = 0,4 , N=100 ve farklı q değerleri için ortalama karesel 

hatanın(MSE) sinyal gürültü oranı (SNRdB) ile değişimi 

Örnek 4.3.7: En Küçük Kareler Metodu ve Otokorelasyon Metodu ile frekans 

kestiriminde SNR=10dB, p=2, q=7, N=100  için ortalama karesel hatanın(MSEdB) 

     [0, ] frekans değerlerine göre oranlanmış frekans farkı (   /  ) ile dağılımı   

Şekil 4.27’de gösterilmiştir. 
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Şekil 4.27. En Küçük Kareler Metodu ve Otokorelasyon Metodu ile frekans 

kestiriminde SNR=10dB, p=2, q=7, N=100  için ortalama karesel hatanın(MSE) 

oranlanmış frekans farkı        ile değişimi 

Örnek 4.3.8: En Küçük Kareler Metodu ve Otokorelasyon Metodu ile frekans 

kestiriminde p=2,q=7,    =0,4   , N=100  için ortalama karesel hatanın(MSEdB) farklı 

sinyal gürültü oranı  değerlerine göre dağılımı Şekil 4.28’de gösterilmiştir. 
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Şekil 4.28. En Küçük Kareler Metodu ve Otokorelasyon Metodu ile frekans 

kestiriminde p=2, q=7,    =0,4  , N=100  için ortalama karesel hatasının(MSE) sinyal 

gürültü oranı (SNRdB) ile değişimi 
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5.SONUÇ 

Otokorelasyon frekans kestirim metodunda veri modelindeki sinüzoidal sinyale ait 

otokorelasyon katsayıları kullanılarak frekans kestirimi gerçekleştirilmiştir. Belirlenen 

kabuller ve matematiksel ifadeler kullanılarak sinyal gürültü oranı, frekans farkı ve 

toplam örnek sayısı değişirken kestiricinin performansı hem teorik hem de sayısal 

olarak incelenmiştir. Otokorelasyon frekans kestirim metodunda, verinin 

otokorelasyonu arasındaki mesafe arttıkça gürültünün otokorelasyon üzerindeki etkisi 

azalır ve bu durumda daha başarılı bir kestirim elde edilir. Dolayısıyla otokorelasyon 

yönteminde diğer yönteme göre daha iyi kestirim gerçekleşir. 

En küçük kareler frekans kestirim metodunda gürültü içeren veri modeli ile gürültü 

içermeyen veri modelindeki parametrelerin farkının karesini minimize etmek 

amaçlanmıştır. Gerekli matematiksel kabuller ve ifadeler eşliğinde kestiricinin 

performansı hem teorik hem de sayısal olarak incelenmiştir.  En küçük kareler frekans 

kestirim yöntemi diğer yönteme alternatif olarak daha hızlı sonuç vermektedir ancak var 

olan gürültü, kestirimin başarısını olumsuz etkilemektedir. 

Frekans kestirim yöntemlerinin performansları Cramer Rao sınırı performans ölçütü 

olarak seçilerek karşılaştırmalı olarak incelenmiştir. Frekans parametresinin kestirimine 

ilişkin Modifiye Cramer-Rao sınırının çözümsel olarak elde edilerek model 

parametrelerine olan bağlılıkları karşılaştırılmıştır. Elde edilen simülasyon sonuçları ele 

alınan N örnek sayısı arttıkça her iki yöntemde de kestirim başarısının arttığını 

göstermiştir.Ancak otokorelasyon frekans kestirim  yönteminde en küçük kareler 

frekans kestirim yöntemine göre örnek sayısının artmasıyla  gürültünün kestirim 

üzerindeki etkisi azalmaktadır. Otokorelasyon frekans kestirim yöntemi ile daha hassas 

kestirim sonuçları elde edilmekte; fakat daha uzun simulasyon zamanı gerekmektedir.  

Kaba bir frekans kestirimi öngörülüyorsa en küçük kareler frekans kestirim yöntemi 

tercih edilebilir.   
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EK 1 

Bir Reel Sönümlü Sinüs için Modifiye Cramer Rao Sınırı  

Reel beyaz Gauss gürültü içeren sinüs fonksiyonu için bilinmeyen parametrelerin  

kestirimine ilişkin C-R sınır ifadeleri elde edilmiştir (Moeneclaey 1998). 

Gauss gürültü içerisindeki  bilinmeyen θ  parametresine bağlı N adet veriden oluşan 

T
Nyyy ],,[ 1  veri modeli E.1.1 denkleminde verilen biçimde yazılır. 

                             y(t) =s(t; θ)  +e(t),                      t=0,1,.....N-1                        (E.1.1) 

Veri modelinde bilinmeyen parametre vektörü 
T],,[ 0

2    kullanılarak (E.1.2) 

eşitliğinde belirtilen ifade ile    kestiricisi aracılığıyla θ’ nın değeri elde edilir. 

                                     = g  ( y(0), y(1), . . . . , y(N −1) )                                (E.1.2) 

Burada, g kestiriciyi tanımlayan fonksiyondur. Kestirimin başarısı bu fonksiyonun 

seçimine bağlıdır. 

Başarılı kestiricilerin tanımlanmasında ilk adım bilinmeyen parametreye bağlı veri 

kümesinin modellenmesidir. Veriler doğal olarak rasgele oldukları için olasılık 

yoğunluk fonksiyonu (PDF) yoluyla tanımlanırlar. PDF, bilinmeyen parametre θ’ nın 

bir fonksiyonu biçiminde düzenlenirse farklı θ değerleri için farklı değerler alan PDF 

kümesi elde edilir. 

İlk adım olarak bilinen  faz parametresi için olasılık yoğunluk fonksiyonu )|( yp

ifadesi elde edilir.  
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Cramer Rao sınırı için sınır ifadesi olan Fisher bilgi matrisi I (    E(1.4)  eşitliği ile 

ifade edlir. 

I (    - E[
 

  
(
         

  
)]                                         (E.1.4) 

I (  ‘nın hesaplanabilmesi için olasılık yoğunluk fonksiyonu olan )|( yp  ‘nın  

bilinmeyen θ parametre vektör bileşenlerine göre birinci ve ikinci dereceden türevi 

alınır. 
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Olasılık yoğunluk fonksiyonunun bilinmeyen parametrelere göre alınan ikinci 

türevlerinin beklenen değerleri hesaplanır.  
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Olasılık yoğunluk fonksiyonunun bilinmeyen θ  parametrelerine göre alınan ikinci türev 

ifadelerinin beklenen değerleri kullanılarak Fisher bilgi matrisi I (   elemanları elde 

edilir. 
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Diagonal I (   matris elemanları oluşturulur.  
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Fisher bilgi matrisinin tersi alınır. 
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Belirtilen matematiksel eşitlikler kullanılarak Modifiye Cramer Rao Lower Bound  

sınırı E(1.5) ifadesi ile elde edilir.  
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EK 2 

 En Küçük Kareler Yöntemi ile Teorik Kestirim Yaklaşımı  

Reel beyaz Gauss gürültü içindeki reel sinüslerden oluşan zaman serisi veri modelinde 

N adet veriden oluşan     veri kümesi, sinüsoidal bir    sinyali ve     gürültü 

fonksiyonundan oluşacak şekilde (E.2.1) eşitliği ile ifade edilir. 

   =     +                   1≤ n≤N                (E.2.1) 

En küçük kareler kestirim metodunda,     sinyal kümesini oluşturan parametrelerin    

veri kümesini oluşturan parametrelere yakın olması amaçlanır.  

Bir kestiricinin yansız olması, o kestiricinin ortalama değerde, bilinmeyen parametrenin 

doğru değerini vereceğini anlatır. Matematiksel olarak ifade edilirse, bir kestirici (E.2.2) 

eşitliğinde belirtilen koşulu sağlıyorsa yansızdır: 

                                      E(  ) =  ,        a<   < b                                         (E.2.2) 

Burada (a, b)   ’nın mümkün olan değer aralığıdır. 

Bir kestiricinin yanı , (E.2.3) denkleminde verilen biçimde ifade edilir: 

                                           b ( ) =E(   ) –                                                       (E.2.3) 

Kestirim işleminde yanlılık ifadesi kestirimin başarısında ölçüt olarak değerlendirilir. 

En küçük kareler yaklaşım hata kriteri (E.2.4) eşitliği ile ifade edilir.  




 
N

n
nnn yayyaJ

3

2
1020 )2()(     (E.2.4) 

Burada    , kestirilmesi istenen bilinmeyen parametreye bağlı bir fonksiyondur ve 

(E.2.5) eşitliği ile ifade edilir. 

  = 2cos(                             (E.2.5) 

Bilinmeyen frekansa ilişkin parametre kestiriminde yanlılık ifadesi elde edilmesi için 

birinci ve ikinci seviyeden türevler alınır.  
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Türevi alınan ifadelerin beklenen değerleri hesaplanır.  
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En küçük kareler yaklaşım hata kriterinin türevlerinin beklenen değerleri kullanılarak 

kestricinin yanı (E.2.6) denklemi ile elde edilir.  
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Kestirimde değerlendirme kriteri olarak Ortalama Karesel Hata ifadesi (E.2.7) denklemi 

ile elde edilir.  
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Toplamı oluşturan 91 TT  ifadeleri matematiksel olarak elde edilir.  
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En küçük kareler yaklaşım hata kriterinin türevlerinin beklenen değer ifadeleri 

kullanılarak ortalama karesel hata hesaplanır.  
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     ifadesi bilinmeyen    frekansının fonksiyonu olan    ifadesinin kestirim sonucudur 

ve (E.2.8) eşitliği ile ifade edilir. 
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Frekans kestirimindeki teorik yanlılık (E.2.9 )denklemi ile elde edilir.  
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En küçük kareler yaklaşımı ile frekans kestiriminde bilinmeyen    frekansları için 

ortalama karesel hata (MSE), (E.2.10) denklemi ile teorik olarak ifade edilir.  
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EK 3 

Otokorelasyon Yöntemi ile Teorik Kestirim Yaklaşımı  

Reel beyaz Gauss gürültü içindeki reel sinüslerden oluşan zaman serisi veri modelinde 

N adet veriden oluşan     veri kümesi, sinüsoidal bir    sinyali ve     gürültü 

fonksiyonundan oluşacak şekilde (E.3.1) eşitliği ile ifade edilir. 

   =     +                   1≤ n≤N                (E.3.1) 

Reel sönümsüz sinüslerden oluşan veri modelinin otokorelasyon katsayıları  (E.3.2) 

denklemine göre bulunur.  

     E{      }=
  

 
 cos(k  ) +               (E.3.2) 

    vektör bileşenlerinin beklenen değeri alınarak elde edilen otokorelasyon katsayıları 

arasında        +      = 2   cos (  )  ,  k> M+1 

şeklinde trigonometrik olarak bir ilişki bulunmaktadır.  

q >p > M+1 olacak şekilde seçilen p ve q indis değerlerine göre    otokorelasyon 

katsayıları denklem (E.3.3)  yardımı ile elde edilir. M=0 kabul edilmiştir. 

   
 
    (    +      ) = 2 cos(  )   

  
    ,    k> M+1               (E.3.3) 

      Otokorelasyon katsayıları kestiricisi denklem (E.3.4) ile hesaplanır. 

       
 

   
     

 
                                       (E.3.4) 

Veri modeli için tayin edilen değişkenler ve     , veri modelinin otokorelasyon 

katsayıları kestiricileri değerleri kullanılarak      kestirici  (E.3.5) denklemi yardımıyla 

elde edilir. 

                 =
                      

 
 
   

     
  

   

    ,                           (E.3.5) 

Otokorelasyon katsayıları kestirim fonksiyonu T
qpp rrrr ]ˆˆˆ[ˆ 11   şeklinde kestirim 

katsayılarının fonksiyonu olarak (E.3.6) yardımı ile  yazılabilir. 
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     kestiricisinin ortalama karesel hatası ve yanlılık ifadeleri (E.3.7) yardımı ile elde 

edilir.  

0)ˆ(ˆ)ˆ(bias 000  rrEvaaEa T
 

vCvaaEa T 2
000 )ˆ()ˆ(MSE     (E.3.7) 

(E.3.7) ifadesini TrrrrEC )ˆ)(ˆ(   şekilnde beklenen değer ve varyans ifadeleri 

biçiminde yazılabilir. Bunun için v’nin her bir elemanını hesaplamak gerekir.  
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Belirtilen ifadeler matematiksel olarak matris formatına getirilirse (E.3.8) ifadesi elde 

edilir. 
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Tüm matris elemanları matematiksel formda yazılabilir. 
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C kovaryans matrisinin elemanları kullanılarak      kestiricisinin ortalama karesel hatası  

elde edilir. 
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(E.3.9) matematiksel eşitliği yardımıyla bilinmeyen    frekansına ait teorik ortalama 

karesel hata ifadesi elde edilir.  
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