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ABSTRACT

Master Thesis
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This thesis deals with the estimation of the frequency of real sinusoid with noise which
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1.GIRIS
Modern kestirim teorisi pek ¢ok elektronik sinyal isleme sisteminde kullanilan temel
siireclerden birini olusturmaktadir. Bu sistemler igerisinde; radar, sonar, konusma

goriintii  isleme, biyomedikal, haberlesme, kontrol ve sismoloji sayilabilir. Bu

sistemlerin tiimiinde ortak problem bir grup parametreye ait degerlerin kestirimidir.

Giriiltii tarafindan bozulmus bir veriye ait siniizoidal parametre kestirimi sinyal isleme
literatiiriinde siklikla karsilasilan bir problemdir. Pek ¢ok uygulamada kesin bir frekans
kestirimi zorunludur. Bu ylizden giiriiltii igeren tekil bir siniizoide ait frekansin en dogru

ve en etkin bi¢imde kestirimi olduk¢a 6nemli bir problem haline gelmistir.

Tez calismasinda reel beyaz Gauss giiriiltii igindeki bir reel siniis sinyalinden olusan
veri modeli ele alinmistir. Bu veri modelinde frekans parametrelerinin kestirimi i¢in
literatiirdeki iki kestirim yontemi ve bu yontemlere ait olan algoritmalar ele alinmistir.
Frekans kestirim yontemlerinin performanslari Cramer Rao sinirt performans 6lgiitii
olarak secilerek karsilastirmali olarak incelenmistir. Frekans parametrelerinin
kestirimine iligkin Cramer Rao smirlarinin ¢oziimsel olarak elde edilerek model

parametrelerine olan bagliliklar1 karsilastirilmistir.

Yapilan karsilastirmalar sonucunda frekansin en etkin ve dogru sekilde ve ayni
zamanda en az islemle gerceklestirilebilmesi i¢in kullanima en uygun frekans kestirim

yonteminin belirlenmesi iizerinde ¢alisilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER
2.1. Kestirim Teorisi

Sinyal isleme alaninda bilgi edinimi amaciyla tasarlanmis olan sistemlerin paylastiklar
ortak problem bir grup parametrenin kestirimine olan ihtiyaglaridir. Parametre
degerlerinin kestirimi siirekli zaman dalga bicimlerinden Orneklenen veri kiimeleri

kullanilarak gerceklestirilir.

Matematiksel olarak ifade edilirse, bilinmeyen 6 parametresine bagli N adet veriden
olusan {y(0),y(1), ..., y(N-1) } kiimesi kullanilarak (2.1.1) esitliginde belirtilen ifade

ile @ kestiricisi araciligiyla #” min degeri elde edilir.

6=9 (y0),y@),....,y(N-1)) (2.1.1)

Burada, g kestiriciyi tanimlayan fonksiyondur. Kestirimin basarisi bu fonksiyonun

secimine baglidir.

Basaril1 kestiricilerin tanimlanmasi i¢in bilinmeyen parametreye bagli veri kiimesinin
modellenmesi gerekir. Veriler dogal olarak rasgele olduklari i¢in olasilik yogunluk
fonksiyonu (PDF) yoluyla tanimlanirlar. PDF, bilinmeyen parametre &’nin bir
fonksiyonu bi¢iminde diizenlenirse farkli 6 degerleri i¢in farkli degerler alan PDF
kiimesi elde edilir. N=1 ve 6 parametresi ortalama deger olsun. Bu durumda verinin

olasilik yogunluk fonksiyonu (2.1.2) denklemi yardimu ile elde edilir.

PO(0):0) ~ s exp (5 0(0) —6)))  (212)

PDF fonksiyonunun belirlenmesi basarili kestiricilerin tasarimi i¢in énemli bir adimdir.
Gergek problemlerde PDF fonksiyonu verilmez. Problemin sartlarina ve sinirlamalarina

uygun, aynt zamanda matematiksel olarak kolay bir tanesinin se¢ilmesi gerekir.

Uygun PDF fonksiyonu secildikten sonra, problem en iyi kestiricinin belirlenmesi
problemine doniisiir. Kestirici, veri kiimesinin her bir ger¢ceklenmesinde 6’ ya bir deger

atayan kural gibi diisiiniilebilir.



Verilen bir ger¢eklenme igin elde edilen 8 degeri ise  6’nin bir kestirim degeridir.
Kestirici ve kestirim degeri arasindaki iligki rasgele degisken ve onun aldig1 bir deger

arasindaki iligkiye benzetilebilir.

Giriiltii igeren ve bir dogru akim bileseni A’dan olusan bir veri kiimesi (2.1.3) esitligi

ile ifade edilir.
y(t)=A+e(t), t=01,...,N-1 (2.1.3)

Burada e(t) sifir ortalamali giiriiltii bilesenidir. Veri kiimesi { y(0),y(1), . . , y(N-1)}
kullanilarak bilinmeyen A parametre degerini kestirebilmek igin veri kiimesinin

ortalama degeri olan bir kestirici (2.1.4 ) esitligi ile ongoriiliir.

A=3 S5y (21.4)
Bir baska kestirici ( 2.1.5 ) esitliginde verildigi bicimde olabilir:

A =y(0) (2.1.5)

Bu kestiricide veri kiimesinin biitiin elemanlar1 kullanilmadigindan performansinin
yiiksek olmayacagimi ilk bakista sdylenebilir. Giiriiltii etkisini azaltacak herhangi bir

ortalama deger alinmamaktadir.

Kestirici, veri kiimesinin bir fonksiyonudur ve bir rasgele degiskendir. A kestiricisi
sadece bir ger¢eklenme i¢in gergek degere yakin bir sonu¢ vermektedir. Kestirici
performansinin  belirlenmesi islemi istatistiksel olarak yapilmalidir. Incelenen veri
modelinde A=1 degeri sabit tutularak giiriiltii bileseni e(t)’in farkli degerlerinin
eklenmesi yoluyla y(t) i¢in bir ger¢eklenme kiimesi elde edilir. Daha sonra her bir veri
kiimesi i¢in iki kestiricinin degerlerini belirleyerek histogramlar ¢izilir. 100

gerceklenme igin elde edilen histogramlar Sekil 2.1 ‘de verilmistir (Kay 1993).
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Sekil 2.1. Ornek ortalamasi ve birinci drnek degeri igin histogramlar

Sekilden de goriilecegi gibi A, daha iyi bir kestiricidir, gercek deger A=1 civarinda daha
fazla yogunlasmistir. A ‘min daha iyi bir kestirici oldugunu kanitlanabilmesi igin
varyansinin daha az oldugu gosterilmelidir. Modelde yer alan giirtiltii bileseni e(t) igin
daha &nce yapilan varsaymma (sifir ortalamali olmasi) ek olarak iliskisiz ve esit o2
varyansa sahip oldugu varsayimlar1 yapilir. Daha sonra ilk olarak her iki kestiricinin

ortalama degerleri (2.1.6 ) ve (2.1.7) denklem takimlar1 ile elde edilir:
E(4)= B 2 y () (2.1.6)
E(A)=-IFE( (D)
E(A)=A
E(A)=E(y(0)) =A (2.1.7)

Ortalama degerde her iki kestirici de ger¢ek degeri vermektedir.

Kestiricilerin varyans degerleri (2.1.8) ve (2.1.9) denklemleri yardim ile elde edilir.

var( 4 )= var(% NMiy()) (2.1.8)



var(4) = — YNt var(y(t))

var(4) = %2
var (4 ) = var (y(0)) (2.1.9)
var (4) = o2

A Kestiricisinin varyansi toplam veri sayisi ile ters orantili iken, A Kkestiricisinin

varyans1 veri uzunlugu ne olursa olsun sabittir, o2°dir.

Sonug olarak bir kestiricinin iyi bir kestirici olabilmesi i¢in ortalama degerde gercek
degeri vermesi (yansiz olmasi) tek basina yeterli degildir. Yansiz bir kestiricinin

performansi varyansinin kii¢iik olmas ile iligkilidir.
2.2. Frekans Kestirimi

Sinyal isleme alaninda karsilasilan bir ¢ok problem giiriiltii igindeki bir ya da daha fazla

soniimlii veya sonlimsiiz siniisiin parametrelerinin kestirimine dayanmaktadir.

Reel beyaz Gauss giiriiltii i¢cindeki bir reel sinilisten olusan zaman serisi veri modeli
birden fazla sinyal igeren modellerin birer prototipidir ve bu model igin tasarlanmis

parametre kestiricilerin performans analizinde siklikla kullanilmaktadir.

Bir veri modelinde, modele dogrusal olmayan bigimde bagl parametrelerin kestirimi
yapildiktan sonra dogrusal bicimde bagli diger parametrelerin kestirimi, model dogrusal
model bi¢ciminde diizenlenebildigi i¢in, en kiigiik kareler yontemi ile kolaylikla

gerceklestirilir (So ve ark. 2013).

Frekans parametreleri siniislere dogrusal olmayan bigimde bagli iken faz ve genlik
parametreleri dogrusal bigimde baglidir. Frekans parametreleri kestirildikten sonra faz

ve genlik parametrelerinin kestirimi kolay bir sekilde gergeklestirilir.

Frekans kestirimi sinyal isleme alaninda oldukga fazla ilgi ¢eken bir konudur ve bu tez

caligmasinin temel amacini olusturmaktadir.



2.3. Cramer-Rao Sinir1

Cramer Rao (C-R Sinir1), herhangi bir yansiz kestiricinin varyansi igin bir alt sinir
ifadesidir. Kullanilan kestiriciden bagimsiz olarak veri modelleri i¢in elde edilebilecek
en yiiksek performansi vermektedir. Bu yiizden Cramer Rao simnir1 kestiricilerin

performansini degerlendirmede bir 6l¢iit olarak kullanilmaktadir.

Reel beyaz Gauss giirtiltli i¢indeki reel siniisten olusan zaman serisi veri modeli ic¢in
frekans parametrelerinin kestirimine iliskin Cramer Rao (C-R) sinirlar1 ¢oziimsel olarak
elde edilmistir ( Kay 1993).

Beyaz Gauss giriiltii ig¢indeki 6 bilinmeyen parametreye sahip sinyal (2.3.1)

denkleminde verilen bi¢imde ifade edilir.
y(t) =s(t; 0) +e(t), t=0,1,.....N-1 (2.3.1)

Olabilirlik fonksiyonu (2.3.2 ) denkleminde verilen bi¢imde ifade edilir.
1 1 _
P(Y; 0) =gz P { - 357 Lo (D) —s(56))*  (232)

Olabilirlik fonksiyonunun ilk tiirevi (2.3.3) denkleminde verilen bi¢cimde ifade edilir.

aI ;0 1 _ ds(t;0
TR = S I () — 5(5:6) P2 (2.3.3)

Olabilirlik fonksiyonunun diizenlilik kosulunu sagladigi kabul edilirse (2.3.3)
denkleminin beklenen degeri, biitiin 8’ lar i¢in (2.3.4) ifadesinde verilen bigimde 0

oldugu gortiliir.

E[FE2) = 0 (2.3.4)

Olabilirlik fonksiyonunun ikinci tiirevi alinir ve denklem (2.3.5) elde edilir.

a ,Inp(y;0 1 wy— d ds(t;0y, (3s(t;0))>
2GR0 = L SN () — s(6; 0)) (o (Ci)-2y (2.35)

(2.3.4) ifadesinin beklenen degeri alinarak (2.3.6) esitligi elde edilir.

0 ,0Inp(y;0)\, _ 1 _1,0s(t;0)
El (5 = - 20 (=5, )? (2.3.6)



Fisher bilgi matrisi | (8), denklem (2.3.7) ifadesi ile elde edilir.
3 0
1 (8) =- E[o(*222)] (23.7)
Bilinmeyen 6 parametresinin varyansi denklem (2.3.8 ) yardimu ile elde edilir.

~ 2
var(f ) > —zzar— (2.3.8)
TN EE)2
Cramer Rao sinir1 modele ait Fisher Bilgi Matrisinin evrigi alinarak elde edilir. Fisher

Bilgi Matrisi ile varyans arasindaki iliski (2.3.9) esitligi ile gosterilmistir.

var( ) = (2.3.9)

I (9)

Sinir ifadesi sinyalin 6 ‘ya bagliliginin 6nemini gostermektedir. Bilinmeyen

parametrenin degisimleri ile hizli degisen sinyaller dogru kestiricilere neden olurlar.
2.4. Modifiye Cramer Rao Sinir1

Modifiye Cramer Rao Sinir1, Fisher bilgi matrisinin birden fazla sinyal iceren veri
modelleri i¢cin karmasik bir yapiya sahip olmasindan dolayr C-R sinirinin ¢éziimsel

olarak elde edilmesi yerine sayisal yoldan hesaplanarak elde edilmektedir.

Reel beyaz Gauss giiriiltii igeren siniis fonksiyonu ic¢in bilinmeyen parametrelerin

kestirimine iliskin modifiye C-R sinir ifadeleri incelenmistir (Moeneclaey 1998).

Frekans kestiricilerin performans 6lgiim kriteri olan Modifiye Cramer Rao Sinir1 ve
ifadeleri EK 1 ‘de elde edilmistir.

(Coziimsel siir ifadeleri performans limitlerinin kuramsal olarak incelenmesine ve en

uygun kestirim senaryolarinin hazirlanmasina olanak verir.
2.5. Kestirim Yontemleri

Giirtilti tarafindan bozulmus bir dataya ait siniizoidal parametre kestirimi sinyal isleme
literatiiriinde siklikla karsilagilan bir problemdir. Pek ¢ok uygulamada kesin bir frekans
kestirimi zorunludur. Bu yiizden giiriiltii i¢eren tekil bir siniizoide ait frekansin en dogru

ve en etkin bigimde kestirimi olduk¢a dnemli bir problem haline gelmistir.



En kiiglik kareler metodu ile reel siniisten olusan zaman serisi veri modeli igin frekans
parametrelerinin Kkestirimi ele alimmistir (So ve ark.2013). Gerekli matematiksel
kabuller ve ifadeler esliginde kestiricinin performansi hem teorik hem de sayisal olarak
incelenmistir. En kiiciik kareler frekans kestirim metodunda teorik kestirim yaklagim
ifadeleri EK 2 ‘de elde edilmistir.

Reel beyaz gauss giiriiltii i¢indeki bir reel siniisten olusan zaman serisi veri modeli i¢in
frekans parametrelerinin kestirimi otokorelasyon frekans kestirim metodu yardimi ile
incelenmistir (Ksibi ve ark.2010). Veri modelindeki siniizoidal sinyale ait otokorelasyon
katsayilar1 kullanilarak frekans kestirimi gerceklestirilmistir. Belirlenen kabuller ve
matematiksel ifadeler kullanilarak sinyal giiriiltii orani, frekans farki ve toplam 6rnek
sayist degisirken kestiricinin performanst hem teorik hem de sayisal olarak

incelenmistir. Otokorelasyon teorik kestirim yaklasim ifadeleri EK 3 ‘de elde edilmistir.



3.MATERYAL ve YONTEM
3.1. Veri Modeli

Bu boéliimde tez ¢alismasinda ele alinan giiriiltli igindeki bir reel siniisten olusan zaman
serisi veri modeli tanitimi1 yapilmistir. Bu model birden fazla sinyal igeren modellerin
birer prototipidir ve sinyal parametreleri i¢in tasarlanmis kestiricilerin bagarisini test

etmede yaygin olarak kullanilmaktadir.

Bir reel siniisten olusan zaman serisi veri modeli (3.1) denklemindeki sekilde

tanimlanabilir.
y ()=a, * cos (wot +@g) + e(t), t=12,...,N (3.2)

Burada «a, , ¢, ve wy € (0,m) parametreleri siniisiin sirasiyla genligini, fazin1 ve
frekansim1  gostermektedir. N toplam Ornek sayisimi ve e(t) toplanir reel giiriltii

bilesenini temsil etmektedir.
3.2.Giiriiltii Modeli ve Sinyal Giiriiltii Oram

Bu boliimde tez ¢alismasinda giiriiltii bileseni olarak secilen giiriiltii modellerinin zaman

bolgesi istatiksel 6zellikleri verilmis ve sinyal giiriiltii oraninin tanim1 yapilmastir.
3.2.1. Beyaz Gauss Giiriiltii

Tez ¢alismasinda reel veri modelinde, sifir ortalamali ve o2 varyansh reel toplanir

beyaz gauss giiriiltiisii giirtiltii bileseni olarak segilmistir.

Reel beyaz giiriiltii bileseni e(t)’nin zaman bolgesi istatiksel ozellikleri (3.2.1) ve (3.2.2)

esitliginde verilmektedir.

E[e()] =0 (3.2.1)
E[e(t)e(s)]= 026, (3.2.2)
Burada o kronecker delta fonksiyonuvet,s=12,..... , N.

Giriilti  bileseninin gauss olmasi, giriilti Orneklerinin genlik dagiliminin gauss

bi¢iminde oldugunu ifade eder.



3.2.2 Sinyal Giiriiltii Orani

Tez calismasinda sinyal giiriiltii oran1 SNR ile gosterilmistir. Reel veri modeli i¢in

(3.2.3) esitligi ile tanimlanmastir.
= %6
SNR= o7 (3.2.3)
3.3 En Kiiciik Varyansh Yansiz Kestirici (MVU)

3.3.1. Yansiz Kestirici

Bir kestiricinin yansiz olmasi, o kestiricinin ortalama degerde, bilinmeyen parametrenin
dogru degerini verecegini anlatir. Matematiksel olarak ifade edilirse, bir kestirici (3.3.1)

esitliginde belirtilen kosulu sagliyorsa yansizdir:
E(@@) =6, a<6<b (3.3.1)
Burada (a, b) 8’nin miimkiin olan deger araligidir.
Bir kestiricinin yani , (3.3.2) denkleminde verilen bigimde ifade edilir:
b () =E@)-6 (3.3.2)

Bir kestiricinin yansiz olmasi, onun 1iyi bir kestirici oldugunu sdylemek icin tek basina
yeterli degildir. Yansizlik, sadece ortalama degerde kestiricinin bilinmeyen

parametrenin dogru degerini verecegini garanti eder.
3.3.2. En Kiiciik Varyans Kriteri

En uygun kestirici aranirken bir takim uygunluk kriterlerine ihtiya¢ var. En dogal
olanlardan bir tanesi (3.3.3) denkleminde belirtildigi bicimde tanimlanan ortalama

karesel hatadir.(MSE);
mse( )=E[ (8 — 6)?] (3.3.3)

MSE, kestiricinin dogru degere gore ortalama karesel sapmasinin bir dl¢iitiidiir.
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Bu olgiitii daha iyi anlamak igin ortalama karesel hata ifadesi agik olarak yazildiginda
denklem (3.3.4) elde edilir.

mse(6 ) =E{[(d —E(8)) + (E(6) — 6)*1}
=var (0 ) +[E(0) — 0]?
mse(d ) =var (8 ) +b%(6) (3.34)

MSE, kestirici varyansi ve yandan olugsmaktadir. MSE, yana bagli oldugu i¢in bu kriteri
benimsemek bizi ger¢eklenmesi miimkiin olmayan kestiricilere yonlendirebilir. Bu
sebepten dolay1 en kii¢iik MSE kestiricinin kullanimindan kagmilmalidir. Alternatif bir
yaklagim ise yami sifir degerinde sabit tutarak en kii¢iik varyansi veren kestiriciyi
aramak olabilir. Bu kestirici en kiiglik varyansh yansiz (MVU) Kkestirici olarak
isimlendirilir. Yansiz bir kestiricinin varyansinin kiigtiltiilmesi, ayn1 zamanda, kestirim
hatasi(@ — 6 )’nin  olasithk  yogunluk fonksiyonunun (PDF) sifir civarinda

yogunlastirilmasi etkisine de sahiptir.
3.4. En Kiiciik Kareler Frekans Kestirim Metodu
3.4.1.Giris

Bu béliimde reel beyaz gauss giiriiltii igindeki bir reel siniisten olusan zaman serisi veri
modeli i¢in frekans parametrelerinin kestirimi En kii¢iik kareler frekans kestirim metodu
incelenmistir (So ve ark. 2013). Kestirim metodu kestiricinin performansini sinyal

giiriiltli orani, frekans farki ve toplam 6rnek sayisi degisirken incelemistir.
3.4.2. En Kiiciik Kareler Yaklasinm

Bir kestiricinin 1yi bir kestirici olabilmesi i¢in ortalama degerde gercek degeri vermesi
(yansiz olmasi) ve minumum varyansa sahip olmasi beklenir. Varyansin
belirlenmesinde basar1 lgiitii gergek parametre degeri ile kestirim islemi ile elde edilen
parametre arasindaki tutarsizligi minimize etmektir. En kiiciik kareler yaklasiminda,
guriiltli iceren veri modeli ile giirtilti igermeyen veri modelindeki parametrelerin

farkinin karesini minimize etmek amaglanir.
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Reel beyaz gauss giiriiltii igindeki reel siniislerden olusan zaman serisi veri modelinde N
adet veriden olusan y, veri kiimesi, siniisoidal bir s, sinyali ve wu, girilti

fonksiyonundan olusacak sekilde (3.4.1) esitligi ile ifade edilir.
Yn = Sp tUp I1<n<N (3.4.1)

En kiiclik kareler kestirim metodunda, y, sinyal kiimesini olusturan parametrelerin s,
veri kiimesini olusturan parametrelere yakin olmasi amaclanir. Yakinligin olciitii en

kiiglik kareler yaklasim hata kriteri (3.4.2) esitligi ile ifade edilir (Kay 1993).
JO)=YNL(y, —s,)? n=0,1,2,...N-1 (3.4.2)

(3.4.2) esitligindeki 6, s, veri kiimesini olusturan n parametrelerine bagl bir ifadedir.
Bu ifade en kiigiik kareler yaklasim hata kriteri J(6)’y1 minimize eden degerdir ve
(3.4.3) esitligi ile elde edilir.

25(30))=0 (343)

Elde edilen 6, en kiiciik kareler kestirim metodunda elde edilen Kestiricidir.
(3.4.3) esitligi, en kiiciik kareler frekans kestirim yonteminde lineer fonksiyonlu veri
kiimeleri i¢in pratik bir ¢oziimdiir. Ancak lineer ifadeler icermeyen veri kiimeleri ig¢in en
kiiciik kareler yaklagim hata Kriteri, kestirilmesi istenen parametreye gore Taylor seri
actlimlar1 kullanilarak elde edilir. Teorik ortalama karesel hata ve yanlilik ifadeleri EK

2’de elde edilmistir.
3.4.3. En Kiiciik Kareler Frekans Kestirim Metodu Algoritmasi

En kiiciik kareler frekans kestirim metodu ile veri modelinde toplam karesel hatayi
minimize edecek sekilde ifadeler ve trigonometrik esitlikler yardimi ile parametre

kestirimi yapilir.

En kiigiik kareler frekans kestirim metodunda asagidaki adimlar ile frekans kestirimi

gergeklestirilir.

Adim 1. Reel beyaz gauss giriiltii igindeki reel siniisten olusan zaman seriSi Veri

modelinde denklem (3.4.4) yardimu ile y;,, veri kiimesi elde edilir.
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Yn=asin(woh +@,) +u, , 1<n<N (3.4.4)

Burada u, giriltii fonksiyonu rasgele iiretilen beyaz gauss giiriiltiisiidiir ve sinyal
giiriiltii oranina bagli bir fonksiyondur. Modelde ele alinan 6rnek sayist N (n=0.1.2....N)
olarak belirtilmektedir. ¢ , ¢, ve w, € [0,m] parametreleri siniisiin sirasiyla genligini,
fazin1 ve frekansini temsil etmektedir. Sinyalin genligi ( « ), faz1 (¢y) , ele alinacak olan
Yn vektoriiniin boyutu (N) ve Sinyal Giiriilti Oran1 (SNRdB) belirlenerek y, veri

kiimesi elde edilir.

Sintisoidal bir s,, sinyali (3.4.5) esitliginde belirtilen trigonometrik ifadeler yardimiyla

yeniden diizenlenir ve (3.4.6) esitligi elde edilir.
cos(wq(N)+ @)+cos(wy(n-2)+ @) = ay cos(wey(n-1)+ @), ay=2cos(wg) (3.4.5)
Sp*+ Spn_z —2 aySp—1=0 (3.4.6)

Adim 2. En kiiglik kareler yaklasim hata kriter fonksiyonu bir J fonksiyonu (3.4.7)

denklemi ile elde edilir.

Hao) = XN=sWn + Yn-2 — 2a9Yn-1)> (3.4.7)

Burada a, , kestirilmesi istenen bilinmeyen parametreye bagl bir fonksiyondur ve

(3.4.8) esitligi ile ifade edilir.
ao = 2¢0S(wy) (3.4.8)

Adim 3:Toplam karesel hatayr minimize eden @, Kestiricisi, (3.4.9) esitligi ile elde

edilir.
d?ao) (Jap) =0
(a0 = 25a O+ Yz 20 r)(2 Yr) =0
a, = B aeanes (3.4.9)

2 Zg=3 Yn-1?

Adim 4. @, degeri kullanilarak bilinmeyen w, frekansini kestirebilmek adina (3.4.10)

ve (3.4.11) denklemleri kullanilir. | @, |< 1 sart1 aranir. @, elde edilir.
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ao = cos(ig) (3.4.10)
W, = arccos(dy) , (3.4.11)

(3.4.11) ‘de verilen ifadeye gore @, elde edilir. Burada @, ’nin elde edilmesinde cos
fonksiyonun tersi alinabilecek sekilde @, degeri elde edilmeye calisilir. Cos fonksiyonu

ile tersi alinamayan @, katsayilar1 algoritmada kullanilmaz.

[ao| > 1 ise bu @, frekansi kestirmek icin kullanilmaz. Adim 1’e geri déniiliir. y,, veri
modelindeki u,, girilti fonksiyonun rasgele olmasi ile | @, | < 1 olacak sekilde

a, uretilir ve @, elde edilir.
3.5. Otokorelasyon Frekans Kestirim Metodu

Bu boliimde reel beyaz Gauss giiriiltii i¢indeki bir reel soniimsiiz siniisten olusan zaman
serisi veri modeli i¢in frekans parametrelerinin kestirimi otokorelasyon frekans kestirim
metodu ile incelenmistir (Ksibi ve ark.2010). Kestirim metodu Kkestiricinin
performansini sinyal giiriiltii orani, frekans farki ve toplam 6rnek sayisi degisirken

incelemistir.
3.5.1. Otokorelasyon Frekans Kestirim Metodu Algoritmasi

Otokorelasyon frekans kestirim metodu ile parametre kestirimi, reel soniimsiiz siniisten

olusan zaman serisi veri modelinde, otokorelasyon katsayilar1 kullanilarak elde edilir.

Otokorelasyon frekans kestirim metodunda asagidaki adimlar ile frekans kestirimi

gerceklestirir:

Adim 1. Reel beyaz gauss giiriiltii igindeki reel sinilisten olusan zaman serisi Veri

modelinde denklem (3.5.1) yardimi ile y;,, veri kiimesi elde edilir.
Yn=asin(won +@y) +u, , 1<n<N (3.5.1)

Burada u, giriilti fonksiyonu rasgele iiretilen beyaz gauss giiriiltiisiidiir ve sinyal
giiriiltii oranina bagl bir fonksiyondur. Modelde ele alinan 6rnek sayisi N (n=0.1.2....N)
olarak belirtilmektedir. a , ¢, ve w, € [0,t] parametreleri siniisiin sirastyla genligini,

fazini ve frekansini temsil etmektedir.
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Sinyalin genligi ( « ), faz1 (¢,) , ele alinacak olan y, vektoriiniin boyutu(N) ve sinyal

giiriiltii oran1 (SNRdB) belirlenerek y,, vektorleri elde edilir

Adim 2. Ele alman veri modeli i¢in normalize edilmis giiriiltii otokorelasyonu (3.5.2)

denklemine gore hesaplanir.

— E{unun_r}
= —

Pk . pr=0,k>Micin  (3.5.2)

Bu metotta “M” ele alinan y,, veri modelinin derecesini ifade etmektedir. (M = 0)

Reel soniimsiiz siniislerden olusan veri modelinin otokorelasyon katsayilart (3.5.3)

denklemine goére bulunur.

2
Tie £ EQnyn-i} =5 cos(kwo) +o’p,  (35.3)

(3.5.3) formiiliinde goriilecegi tizere y,, vektor bilesenlerinin beklenen degeri alinarak

elde edilen otokorelasyon katsayilari arasinda 1,_; + 141 = 2 13,C0S (wg) , K> M+1
seklinde trigonometrik olarak bir iliski bulunmaktadir.

g >p > M+1 olacak sekilde segilen p ve q indis degerlerine gore 7, otokorelasyon
katsayilar1 denklem (3.5.4) yardim ile elde edilir. Otokorelasyon frekans kestirim

metodunda M = 0 kabul edilmistir.
ZZ:;; Tk (Me—1% Tht1) =2 COS(wO)le:p n?, k>M+1 (3.5.4)

7 Otokorelasyon katsayilari kestiricisi denklem (3.5.5) ile hesaplanr.

PO |
Tk =3% 11\1]=k+1yn Yn-k (3.5.5)

Adim3: Veri modeli i¢gin tayin edilen degiskenler ve 7, veri modelinin otokorelasyon
katsayilar1 kestiricileri degerleri kullanilarak @, kestirici (3.5.6 ) denklemi yardimiyla
elde edilir.

q . a

Zk:prk (Tk—l +?k+1 )
q A 2
22k=prk

, (3.5.6)

ay =
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Adim 4. 4, degeri kullanilarak bilinmeyen w, frekansini kestirebilmek adina (3.5.7) ve

ve (3.5.8) denklemleri kullanilir. | @, | < 1 sart1 aranir. &, elde edilir.
do = cos(@y) (3.5.7)
W, = arccos(dy) , (3.5.8)

(3.5.8) ‘de verilen ifadeye gore @, elde edilir. Burada @,’nin elde edilmesinde cos
fonksiyonun tersi alinabilecek sekilde @, degeri elde edilmeye calisilir. Cos fonksiyonu

ile tersi alinamayan @, katsayilar1 algoritmada kullanilmaz.

[ag| > 1ise bu @, frekansi kestirmek igin kullanilmaz Adim 1’e geri déniiliir. y(n) veri
modelindeki u(n) giiriiltii fonksiyonun rasgele olmasi ile | d, | < 1 olacak sekilde

da, uretilir ve @, elde edilir.

16



4 BULGULAR VE TARTISMA

Reel beyaz gauss giiriiltii i¢indeki bir reel siniisten olusan veri modelinde frekans
parametresinin Kkestirimi en kiigiik kareler frekans kestirim metodu ve otokorelasyon
frekans kestirim metodu kullanilarak gergeklestirilmistir. Kestiricilerin performansi
sinyal giiriiltii orani, frekans farki ve toplam Ornek sayisi degisirken karsilastirmali

olarak incelenmistir.
4.1.En Kiiciik Kareler Frekans Kestirimi Performans Analizi

Veri modelinde, genlik parametresi a =1, sinyalin fazi - m < ¢, <m araliginda rastgele
secilerek ve giiriiltii bileseni u, olarak sifir ortalamali reel beyaz gauss giriiltii
kullanilmistir. Farklt N 6rnek degerleri icin benzetim sonucglar1 200 Monte Carlo

denemesi icin elde edilmistir.

Ornek 4.1.1: En kiiciik kareler frekans kestirim metodunda N=50, SNR=10 dB ve
ortalama karesel hatanin (MSEdB) tayin edilen w, € [0,m] frekans degerlerine gore

oranlanmis frekans farki (w / ) ile dagilimi Sekil 4.1°de gosterilmistir.
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Sekil 4.1. En Kiigiik Kareler Metodu ile frekans kestiriminde N=50 SNR=10 dB i¢in

ortalama karesel hatanin (MSE) oranlanmis frekans farki (wq/ 1) ile degisimi
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Ornek 4.1.2: En kiiciik kareler frekans kestirim metodunda N=100, SNR=10 dB ve
ortalama karesel hatanin(MSEdB) tayin edilen w, € [0,t] frekans degerlerine gore

oranlanmis frekans farki (wq / 1) ile dagilimi Sekil 4.2°de gosterilmistir.
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Sekil 4.2. En Kiigiik Kareler Metodu ile frekans kestiriminde N=100, SNR=10 dB igin

ortalama karesel hatanin (MSE) oranlanmis frekans farki (wq / 1) ile degisimi

Ornek 4.1.3: En kiiciik kareler metodu ile frekans kestirim metodunda N=200, SNR=10
dB ve ortalama karesel hatanin(MSEdB) tayin edilen w, € [0,] frekans degerlerine

gore oranlanmis frekans farki (wg / ) ile dagilimi Sekil 4.3’de gosterilmistir.
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Sekil 4.3. En Kiiciik Kareler Metodu ile frekans kestiriminde N=200, SNR=10 dB i¢in

ortalama karesel hatanin (MSE) oranlanmis frekans farki (wq/ ) ile degisimi

En kiigiik kareler metodu ile frekans kestiriminde N 6rnek sayist arttik¢a orta frekans
bolgesinde ortalama karesel hata degerlerinin diistigii goriilmektedir.(Sekil 4.3) Bu

beklenen bir sonugtur. N 6rnek sayisi arttik¢a kestirimin basaris1 artmaktadir.

Ornek 4.1.4: En kigiik kareler metodu ile frekans kestiriminde N=50, w,= 0,4 T
degerleri i¢in ortalama karesel hatanin(MSEdB) farkli sinyal giiriiltii orani

degerlerine gore dagilimi Sekil 4.4’ de gosterilmistir.
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Sekil 4.4. En Kiigiik Kareler Metodu ile frekans kestiriminde N=50, w, = 0,4 7 degerleri
icin ortalama karesel hatanin (MSE) sinyal giiriiltii oran1 (SNRdB) ile degisimi

Ornek 4.1.5: En kiiciik kareler metodu ile frekans kestiriminde N=100, w,= 0,4
degerleri icin ortalama karesel hatanin(MSEdB)  farkli sinyal giiriilti orani

degerlerine gore dagilimi Sekil 4.5’de gosterilmistir.
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Sekil 4.5 En Kiiciik Kareler Metodu ile frekans kestiriminde N=100, w,= 0,4 m
degerleri i¢in ortalama karesel hatanin (MSE) sinyal giirtiltii oran1 (SNRdB) ile degisimi

Ornek 4.1.6: En kiigiik kareler metodu ile frekans kestiriminde N=200, w,=0,4 1
degerleri icin ortalama karesel hatanin(MSEdB)  farkli sinyal giiriiltii orani

degerlerine gore dagilimi Sekil 4.6’ de gosterilmistir.
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Sekil 4.6 En Kiiciik Kareler Metodu ile frekans kestiriminde N=200, w,= 0,4 m
degerleri i¢in ortalama karesel hatanin (MSE) sinyal giirtiltii oran1 (SNRdB) ile degisimi

Ornek 4.1.7: En kiiciik kareler metodu ile frekans kestirim metodunda SNR=10 dB ve
farkli N degerleri icin simiile edilen ortalama karesel hatanin(MSEdB) tayin edilen
wo € [0,m] frekans degerlerine gore oranlanmis frekans farki (wqy/ 1 ) ile dagilimi

Sekil 4.7°de gosterilmistir.
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Sekil 4.7 En Kiigik Kareler Metodu ile frekans kestiriminde SNR=10 dB ve farkli N
degerleri i¢in ortalama karesel hatanin(MSE) oranlanmis frekans farki (wq /m) ile

degisimi

En kiiciik kareler metodu ile frekans kestiriminde sekillerden goriilebilecegi gibi N
ornek sayisi arttikga wgy/ ™ ‘nin 0.5 oldugu frekans bolgesine dogru gidildikce
ortalama karesel hata azalir ve kestirimin bagarisi artar. Kestirimi gergeklestirmek i¢in
ele alinan 6rnek sayisi arttikca da teori ve pratik yaklagimin simulasyon ortaminda daha

genis bolgede uyumlu oldugu goriilmektedir.

Ornek 4.1.8: En kiigiik kareler metodu ile frekans kestiriminde wy= 0,41 , farkli N
degerleri i¢in ortalama karesel hatanin(MSEdB)  farkli sinyal giiriilti oram

degerlerine gore dagilimi Sekil 4.8’de gdsterilmistir.
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Sekil 4.8. En Kiigiik Kareler Metodu ile frekans kestiriminde wy= 0,4 ™ ve farkli N
degerleri i¢in ortalama karesel hatanin(MSE) sinyal giiriiltii oran1 (SNRdB) ile degisimi

En kiiciik kareler metodu ile frekans kestiriminde sekillerden goriilebilecegi gibi N
ornek sayisi ve sinyal giiriiltii oran1 arttikca ortalama karesel hata azalir. ve kestirimin
basaris1 artar. Kestirimi gergeklestirmek igin ele alinan ornek sayisi arttikga teori ve
pratik yaklagimin simulasyon ortaminda daha genis bélgede uyumlu oldugu

gorilmektedir.
4.2.0tokorelasyon ile Frekans Kestirimi Performans Analizi

Veri modelinde, genlik parametresi a =1, sinyalin fazi - T < @, < araliginda rastgele
secilerek ve giriltii bileseni u, olarak sifir ortalamali reel beyaz gauss giiriilti
kullanilmistir. Farkli p,q ve N o6rnek say1 degerlerinde benzetim sonuglart 200 Monte

Carlo denemesi i¢in elde edilmistir.

Ornek 4.2.1: Otokorelasyon metodu ile frekans kestiriminde SNR=10dB, p =2, q=7 ve
N=50 degerleri i¢in ortalama karesel hatanin(MSEdB) w, € [0,m] frekans degerlerine

gore oranlanmis frekans farki (wq / 1) ile dagilimi Sekil 4.9°da gosterilmistir.
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Sekil 4.9. Otokorelasyon Metodu ile frekans kestiriminde p=2,q=7, SNR=10 dB, N=50

icin ortalama karesel hatanin(MSE) oranlanmis frekans farki (wq / 1) ile degisimi

Ornek 4.2.2: Otokorelasyon metodu ile frekans kestiriminde SNR=10 dB, p=2, q=7 ve
N=100 degerleri igin ortalama karesel hatanin(MSEdB) w, € [0,m] frekans degerlerine

gore oranlanmus frekans farki (wq / 1) ile dagilimi Sekil 4.10°da gosterilmistir.
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Sekil 4.10. Otokorelasyon Metodu ile frekans kestiriminde p=2,g=7, SNR=10 dB,
N=100 i¢in ortalama karesel hatanin (MSE) oranlanmis frekans farki (wg /) ile
degisimi

Ornek 4.2.3: Otokorelasyon metodu ile frekans kestiriminde SNR= 10 dB, p =2, =7
ve N=200 degerleri i¢in ortalama karesel hatanin(MSEdB) w, € [0,m] frekans

degerlerine goére oranlanmis frekans farki (wq/m) ile dagilimi Sekil 4.11°de

gosterilmistir.
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Sekil 4.11. Otokorelasyon Metodu ile frekans kestiriminde p=2, q=7, SNR=10 dB
N=200 i¢in ortalama karesel hatanin(MSE) oranlanmis frekans farki (w, /m ) ile
degisimi

Ornek 4.2.4: Otokorelasyon metodu ile frekans kestiriminde p=2, =7, wo= 0,41 ve

N=50 degerleri i¢in ortalama karesel hatanin(MSEdB) farkli sinyal giiriilti orani

degerlerine gore dagilimi Sekil 4.12°de gosterilmistir.
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Sekil 4.12. Otokorelasyon Metodu ile frekans kestiriminde p=2,9=7, N=50, w,=0,4

icin ortalama karesel hatanin(MSE) sinyal giiriiltii oran1 (SNRdB) ile degisimi

Ornek 4.2.5: Otokorelasyon metodu ile frekans kestiriminde p=2, q=7, wy= 0,41 ve

N=100 degerleri icin ortalama karesel hatanin(MSEdB) farkli sinyal giiriiltii orani

degerlerine gore dagilimi Sekil 4.13°de gosterilmistir.
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Sekil 4.13. Otokorelasyon Metodu ile frekans kestiriminde p=2, q=7,N=100, w,=0,4
icin ortalama karesel hatanin(MSE) sinyal giiriiltii oran1 (SNRdB) ile degisimi

Ornek 4.2.6: Otokorelasyon metodu ile frekans kestiriminde p=2, q=7, wo= 0,41 Ve
N=200 degerleri i¢in ortalama karesel hatanin(MSEdB) farkli sinyal giiriiltii orani

degerlerine gore dagilimi Sekil 4.14°de gosterilmistir.
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Sekil 4.14. Otokorelasyon Metodu ile frekans kestiriminde p=2,q=7,N=200, w,=0,4
icin ortalama karesel hatanin(MSE) sinyal giiriiltii oran1 (SNRdB) ile degisimi

Ornek 4.2.7: Otokorelasyon metodu ile frekans kestirim metodunda SNR=10 dB p=2,
g=7 ve farkli N degerleri i¢in simiile edilen ortalama karesel hatanin(MSEdB) w, €
[0,mt] frekans degerlerine gore oranlanmis frekans farki (wo/m ) ile dagilimi

Sekil 4.15°de gosterilmistir.
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Sekil 4.15. Otokorelasyon Metodu ile frekans kestiriminde SNR= 10 dB, p=2, q=7 ve
farkli N degerleri i¢in ortalama karesel hatanin(MSE) oranlanmig frekans farki (wq /1)

ile degisimi

Otokorelasyon metodu ile frekans kestiriminde sekillerden goriilebilecegi gibi N 6rnek
sayist arttikga (wy/ m) ‘nin 0.5 oldugu frekans bolgesine dogru gidildikge ortalama
karesel hata azalir ve kestirimin basaris1 artar. Kestirimi ger¢eklestirmek i¢in ele alinan
ornek sayisi arttikga da teori ve pratik yaklagimin simiilasyon ortaminda daha genis

bolgede uyumlu oldugu goriilmektedir.

Ornek 4.2.8: Otokorelasyon metodu ile frekans kestiriminde w,=0,4 1 , p=2, q=7 ve
farklt N degerleri i¢in simiile edilen ortalama karesel hatanin(MSEdB) farkli sinyal

giirtiltii oran1 degerlerine gore dagilimi Sekil 4.16°da gdsterilmistir.
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Sekil 4.16. Otokorelasyon Metodu ile frekans kestiriminde w,=0,4m, p=2, q=7 ve
farkli N degerleri igin ortalama karesel hatasinin(MSE) sinyal giiriiltii oran1 (SNRdB)
ile degisimi

Otokorelasyon metodu ile frekans kestiriminde N 6rnek sayis1 ve sinyal giiriiltii orani
artttkca ortalama karesel hata azalir ve kestirimin basaris1 artar. Kestirimi

gerceklestirmek icin ele alinan Ornek sayisi arttikca teori ve pratik yaklasimin

simiilasyon ortaminda daha genis bolgede uyumlu oldugu goriilmektedir.

Ornek 4.2.9: Otokorelasyon metodu ile frekans kestiriminde SNR=10 dB, p=2, N=100
ve farkli q degerleri i¢in ortalama karesel hatanin(MSEdB) w, € [0,m] frekans
degerlerine gore oranlanmis frekans farki (wo/ m) ile dagilimi Sekil 4.17°de

gosterilmistir.
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Sekil 4.17. Otokorelasyon Metodu ile frekans kestiriminde p=2, SNR=10dB, N=100 ve
farkli q degerleri igin ortalama karesel hatanin(MSE) oranlanmis frekans farki  (wq / )
ile degisimi

Ornek 4.2.10: Otokorelasyon metodu ile frekans kestiriminde p=2, wq=0,4 mr, N=100

ve farkli q degerleri i¢in ortalama karesel hatanin(MSEdB) farkli sinyal giiriiltii orani

degerlerine gore dagilimi Sekil 4.18’de gosterilmistir.
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Sekil 4.18. Otokorelasyon Metodu ile frekans kestiriminde p=2, w, = 0,41 ,N=100 ve
farkl q degerleri igin ortalama karesel hatanin(MSE) sinyal giiriiltii oran1 (SNRdB) ile
degisimi

Ornek 4.2.11: Otokorelasyon metodu ile frekans kestiriminde SNR=10 dB, p=5
N=100 ve farkli q degerleri i¢in Ortalama Karesel Hatanin(MSEdB) w, € [0,m] frekans

degerlerine gore oranlanmis frekans farki (wo/ m ) ile dagilimi Sekil 4.19°da

gosterilmistir.
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Sekil 4.19. Otokorelasyon Metodu ile frekans kestiriminde p=5, SNR=10dB, N=100 ve
farkli q degerleri i¢in ortalama karesel hatanin(MSE) oranlanmis frekans farki w, / ile
degisimi

Ornek 4.2.12: Otokorelasyon metodu ile frekans kestiriminde p=5, w, =0,4 7, N=100

ve farkli q degerleri i¢in ortalama karesel hatanin(MSEdB) farkli sinyal giiriiltii oran1

degerlerine gore dagilimi Sekil 4.20°de gosterilmistir.
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Sekil 4.20. Otokorelasyon Metodu ile frekans kestiriminde p=5, w,=0,4m ,N=100 ve
farkli q degerleri igin ortalama karesel hatanin(MSE) sinyal giiriiltii oran1 (SNRdB) ile

degisimi

Sekillerden goriilebilecegi gibi q > p > M+1 olacak sekilde q degerleri arttikga ortalama

karesel hata azalir. ve kestirimin basarisi artar.
4.3.Kestiricilerin Karsilastirmah Performans Analizi

Reel beyaz gauss giiriiltii igindeki bir reel siniisten olusan veri modelinde frekans
parametresinin Kkestirimi En Kiicilk Kareler Metodu ve Otokorelasyon Metodu
kullanilarak gerceklestirilmistir. Kestiricilerin performanslar1 sinyal giiriiltii orani,
frekans farki ve toplam Ornek sayisi degisirken karsilastirmali olarak incelenmistir.
Sayisal ornekler yardimiyla kestiricilerin performans sonuglart 200 Monte Carlo

denemesi i¢in elde edilmistir.

Ornek 4.3.1:En Kiiciik Kareler Metodu ve Otokorelasyon Metodu ile frekans
kestiriminde SNR=10dB, p=2, N=100 ve farkli q degerleri i¢in ortalama karesel
hatanin(MSEdB), w, € [0,m] frekans degerlerine gore oranlanmis frekans farki

(wg/ 1) ile dagilimi Sekil 4.21°de gosterilmistir.
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Sekil 4.21. En Kiicik Kareler Metodu ve Otokorelasyon Metodu ile frekans
kestiriminde SNR=10dB, p=2, N=100 ve farkli q degerleri i¢in ortalama karesel

hatasinin (MSE) oranlanmis frekans farki w, /1 ile degisimi

Ornek 4.3.2: En Kiiciik Kareler Metodu ve Otokorelasyon Metodu ile frekans
kestiriminde p=2, wy= 0,4m, N=100 ve farkli q degerleri i¢in ortalama karesel
hatanin(MSEdB) farkli sinyal giiriiltii orani degerlerine gore dagilimi Sekil 4.22°de

gosterilmistir.
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Sekil 4.22. En Kiicik Kareler Metodu ve Otokorelasyon Metodu ile frekans
kestiriminde p=2, wy= 0,41, N=100 ve farkli q degerleri i¢in ortalama karesel

hatanin(MSE) sinyal giiriiltii oran1 (SNRdB) ile degisimi

Ornek 4.3.3: En Kiiciik Kareler Metodu ve Otokorelasyon Metodu ile frekans
kestiriminde SNR=10dB, p=2, q=7 ve farkli N degerleri igin ortalama karesel
hatanin(MSEdB) w, € [0,m] frekans degerlerine gore oranlanmis frekans farki (wq / 1)

ile dagilimi Sekil 4.23’de gosterilmistir.
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Sekil 4.23. En Kiiciik Kareler Metodu ve Otokorelasyon Metodu ile frekans
kestiriminde SNR=10dB, g=7 ve farkli N degerleri i¢in ortalama karesel hatanin(MSE)

oranlanmis frekans farki w, / T ile degisimi

Ornek 4.3.4: En Kiiciik Kareler Metodu ve Otokorelasyon Metodu ile frekans
kestiriminde p=2, wo= 0,4m, =7 ve farkli N degerleri i¢in ortalama karesel
hatanin(MSEdB) farkli sinyal giiriiltii orani degerlerine gore dagilimi Sekil 4.24’de

gosterilmistir.
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Sekil 4.24. En Kiicik Kareler Metodu ve Otokorelasyon Metodu ile frekans
kestiriminde p=2, wy= 0,4m, =7 ve farkli N degerleri i¢in ortalama karesel

hatanin(MSE) sinyal giiriiltii oran1 (SNRdB) ile degisimi

Ornek 4.3.5: En Kiiciik Kareler Metodu ve Otokorelasyon Metodu ile frekans
kestiriminde SNR=10dB, p=5, N=100 ve farkli q degerleri igin ortalama karesel
hatanin(MSEdB) w, € [0,m] frekans degerlerine gore oranlanmis frekans farki (w, / )

ile dagilimi Sekil 4.25°de gosterilmistir.
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Sekil 4.25 En Kiiciik Kareler Metodu ve Otokorelasyon Metodu ile frekans kestiriminde
SNR=10dB, p=5, N=100 ve farkli q degerleri i¢in ortalama karesel hatanin(MSE)

oranlanmis frekans farki w, / T ile degisimi

Ornek 4.3.6: En Kiiciik Kareler Metodu ve Otokorelasyon Metodu ile frekans
kestiriminde p=5, wy= 0,4m, N=100 ve farkli q degerleri i¢in ortalama Kkaresel
hatanin(MSEdB) farkli sinyal giiriiltii oran1 degerlerine gore dagilimi Sekil 4.26’da

gosterilmistir.
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Sekil 4.26. En Kiiciik Kareler Metodu ve Otokorelasyon Metodu ile frekans
kestiriminde p=5, w,= 0,4m, N=100 ve farkli q degerleri i¢in ortalama karesel
hatanin(MSE) sinyal giiriiltii oran1 (SNRdB) ile degisimi

Ornek 4.3.7: En Kiiciik Kareler Metodu ve Otokorelasyon Metodu ile frekans
kestiriminde SNR=10dB, p=2, g=7, N=100 igin ortalama karesel hatanin(MSEdB)
wo € [0,m] frekans degerlerine gore oranlanmis frekans farki (wq/ m) ile dagilimi

Sekil 4.27°de gosterilmistir.
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Sekil 4.27. En Kiicik Kareler Metodu ve Otokorelasyon Metodu ile frekans
kestiriminde SNR=10dB, p=2, q=7, N=100 i¢in ortalama karesel hatanin(MSE)

oranlanmis frekans farki w, /m ile degisimi

Ornek 4.3.8: En Kiiciik Kareler Metodu ve Otokorelasyon Metodu ile frekans
kestiriminde p=2,0=7, wy=0,4 ™, N=100 igin ortalama karesel hatanin(MSEdB) farkli

sinyal giirtiltii oran1 degerlerine gore dagilimi Sekil 4.28°de gosterilmistir.
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Sekil 4.28. En Kiiciik Kareler Metodu ve Otokorelasyon Metodu ile frekans
kestiriminde p=2, q=7, wy =0,4 , N=100 i¢in ortalama karesel hatasinin(MSE) sinyal

glirliltii oran1 (SNRdB) ile degisimi
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5.SONUC

Otokorelasyon frekans kestirim metodunda veri modelindeki siniizoidal sinyale ait
otokorelasyon katsayilar1 kullanilarak frekans kestirimi gergeklestirilmistir. Belirlenen
kabuller ve matematiksel ifadeler kullanilarak sinyal giiriiltii orani, frekans farki ve
toplam ornek sayisi degisirken kestiricinin performanst hem teorik hem de sayisal
olarak incelenmistir. ~ Otokorelasyon frekans kestirim  metodunda, verinin
otokorelasyonu arasindaki mesafe arttikga giiriiltiiniin otokorelasyon iizerindeki etkisi
azalir ve bu durumda daha basarili bir kestirim elde edilir. Dolayisiyla otokorelasyon

yonteminde diger yonteme gére daha iyi kestirim gergeklesir.

En kiigiik kareler frekans kestirim metodunda giiriiltii iceren veri modeli ile giiriiltii
icermeyen veri modelindeki parametrelerin farkinin karesini minimize etmek
amaglanmistir. Gerekli matematiksel kabuller ve ifadeler esliginde kestiricinin
performansi hem teorik hem de sayisal olarak incelenmistir. En kiigiik kareler frekans
kestirim yontemi diger yonteme alternatif olarak daha hizli sonug¢ vermektedir ancak var

olan giiriiltii, kestirimin basarisin1 olumsuz etkilemektedir.

Frekans kestirim yontemlerinin performanslart1 Cramer Rao smir1 performans olgiitii
olarak seg¢ilerek karsilagtirmali olarak incelenmistir. Frekans parametresinin kestirimine
iliskin Modifiye Cramer-Rao smirmin ¢oziimsel olarak elde edilerek model
parametrelerine olan bagliliklar1 karsilastirilmigtir. Elde edilen simiilasyon sonuglari ele
alman N Ornek sayisi arttikca her iki yontemde de kestirim basarisinin arttigini
gostermistir. Ancak otokorelasyon frekans kestirim yonteminde en kiiciik kareler
frekans kestirim yontemine gore Ornek sayisinin artmasiyla gilriiltiiniin kestirim
tizerindeki etkisi azalmaktadir. Otokorelasyon frekans kestirim yontemi ile daha hassas
kestirim sonuglar1 elde edilmekte; fakat daha uzun simulasyon zamani gerekmektedir.
Kaba bir frekans kestirimi Ongoriilityorsa en kiiciik kareler frekans kestirim yontemi

tercih edilebilir.
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EK1
Bir Reel Soniimlii Siniis icin Modifiye Cramer Rao Sinir1

Reel beyaz Gauss giiriiltii igeren siniis fonksiyonu igin bilinmeyen parametrelerin
kestirimine iligkin C-R sinir ifadeleri elde edilmistir (Moeneclaey 1998).

Gauss giiriiltii icerisindeki bilinmeyen € parametresine bagli N adet veriden olusan

Y =[¥y,..., Yy 1" veri modeli E.1.1 denkleminde verilen bigimde yazilur.
y(t) =s(t; 6) +e(t), t=0,1,....N-1 (E.1.1)

Veri modelinde bilinmeyen parametre vektori Gz[az,a,a)o]T kullanilarak (E.1.2)

esitliginde belirtilen ifade ile @ kestiricisi araciligiyla 6’ nin degeri elde edilir.

=g (y0),yQ@),....,y(N-1)) (E.1.2)

Burada, g kestiriciyi tanimlayan fonksiyondur. Kestirimin basarisi bu fonksiyonun

secimine baglidir.

Basarilt kestiricilerin tanimlanmasinda ilk adim bilinmeyen parametreye bagli veri
kiimesinin modellenmesidir. Veriler dogal olarak rasgele olduklar1 igin olasilik
yogunluk fonksiyonu (PDF) yoluyla tanimlanirlar. PDF, bilinmeyen parametre 6’ nin
bir fonksiyonu bi¢iminde diizenlenirse farkli € degerleri i¢in farkli degerler alan PDF

kimesi elde edilir.

[Ik adim olarak bilinen ¢ faz parametresi igin olasilik yogunluk fonksiyonu p(y|e)

ifadesi elde edilir.

[y1-asin(wp +9)1? 1 [yn —asin(Nog +9)]?
p(yle) = e 2 e
27162 2702 (E13)
N . .
1 oz Dnasn( ol
— e 0 n=1
(27202)%
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Cramer Rao simir1 i¢in siir ifadesi olan Fisher bilgi matrisi I (8), E(1.4) esitligi ile

ifade edlir.
1(0) =~ 555, (EL4)

I (6)‘nin hesaplanabilmesi i¢in olasilik yogunluk fonksiyonu olan p(y|¢) ‘nin

bilinmeyen 8 parametre vektor bilesenlerine gore birinci ve ikinci dereceden tiirevi

alinir.
In p_——In(27zo )— 5 Z[yn asin(na, +0))
20

Olnp N

oc? - 202 204 El[y“ asin(nay + (0)]

aér;p: lezz[yn asin(Nay + @)][-sin(na, + @)]

Z[yn sin(nay, + @) —asin (nao0 +9)]

q

1d a N1-cos(2nw, +2¢)
== sin(nw, + @) ——
2 Z:: ( 0 (P) (72 n=1 2

= _N_ 12 Zynsm(na)o +(p)+— 2c05(2na>0 +2¢),
20 O n=1 G

e ilz[yn —asin(nw, + ¢p)][-ancos(nw, + ¢)]

2 N .

n=1 2
a? N
ny, cos(Nay, + @) —— 2.nsin(2naw, + 2¢).
20° n=1

Mz

7
Q

2

Il
N
S
L=

&%In N 1N .
60‘28:2 = 20_4 _E Zl[yn _aSIn(na)O +¢)]2
n=

2
oInp _ 1 3oy, —asin(nay + p)l[-sin(ne, + 9)]
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o%In 1 .
aazap > ZZ[yn asin(nay + @)][~ancos(na, + ¢)]
0

2 N
0 Inp: N + 12 >.cos(2nawy, + 2¢)

dada  20° 202 i%

2 N N
o7Inp _ iz > ny, cos(Nay, + @) — % Y.nsin(2na, + 2¢)
Oadw, o n=1 O n=l

2y, i a’ N 2
n°y,sin(Ney, + @) —— 2n“cos(2na, +2¢)
1 O n=l

’Inp o
0wyl ol

Mz

Olasilik yogunluk fonksiyonunun bilinmeyen parametrelere gore alman ikinci

tiirevlerinin beklenen degerleri hesaplanir.

#hp N 1N 1N,
- E =520 =——F——F=—"7"—
yle 062002 20'4 o® nZ::1 6 2 2¢* o 20

#Inp 1
_— 2(Bu,)[-sin(hw, + 0
oo === 2 2(Euy)[-sin(nay +¢)] =

#Inp 1
2(Eu aoncos(naw, + 0
" 20%0wy 207 E (Buy) [~ (Nay +9)] =

2 N
o’/lnp__ N + 12 >.Cos(2nay, + 2¢)

9 000 202 202 ia

2 N N
O%Inp _ iz > n(Ey,)cos(na, + @) — % >.nsin(2nay, +2¢)
O n=1

(o}
1N . a N .
= — X nasin(naw, + ¢)cos(nw, + @) = Zlnsm(choO +2¢)
n=.

a N
= —ZE sin(2na, + 2¢),
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d%In a N _ oa? N
Byl 3 - = —— Y NE(Y,)sin(Nay + @) ——5 Y.n*cos(2na, +2¢)
Wy 0" n=1 o n=1
(04 N 2 . 2 az N 2
=—— Yn“asin®(na, + @) —— >.n"cos(2nw, + 2¢)
O n=l O n=l
a’ N ,1-cos(2an+29) o N
=-—xn’ . zn cos(2nay, + 2¢)
o n=1 2 o’ o
2
=—a—Z ——Zn cos(2na, + 2¢)
2(7 n=1 26 n=1

N(N+D@2N +)a?® a® N,
=— — n“cos(2nw, + 2p).
1202 26° nZ::1 ( b +2¢)

Olasilik yogunluk fonksiyonunun bilinmeyen 6 parametrelerine gore alinan ikinci tiirev

ifadelerinin beklenen degerleri kullanilarak Fisher bilgi matrisi | () elemanlar1 elde

edilir.
| _elE #Inp | N
[ M(g)]ll_ (4 - yle 802802 o 20_4
~ o*Inp
[ ()2 = B3 =Bypp = 1 =
[y (O =, |~E,, L ANP |
M 13 (4 Y|(P8628a)0
’Inp N N
Iy (@], =E_+—E = E_[cos(2n 2 —
[Iw (O] qp{ ylo 80{80{} 20?2 252 nzl [cos(2nay, +2¢)] = 952

*Inp
[Im (O)]s = E, —Ey, dada, 202 n;nE [sin(2na, +2¢)] =0

1257 20 nzln E,[cos(2nay +2¢)]

[y (O] =E {_E 0% In p} N(N +2)(2N +1)a
(4

N2 dandw,

_N(N+D@N+Da®  N%a°

~

1262 652
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Diagonal | (6) matris elemanlar1 olusturulur.

N
254
N
Iy (0) = —
M( ) 202
N3y 2
L 6o° |
Fisher bilgi matrisinin tersi alinir.
_20'4 ]
N
N 20?2
|M1(9) = T
602
N 3a2

Belirtilen matematiksel esitlikler kullanilarak Modifiye Cramer Rao Lower Bound
siirt E(1.5) ifadesi ile elde edilir.
60’ 3

MCRB(w,) = - E(1.5
Bl@) N%az? NB3SNR (1.5)
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EK?2
En Kiiciik Kareler Yontemi ile Teorik Kestirim Yaklasim

Reel beyaz Gauss giiriiltii i¢indeki reel sintislerden olusan zaman serisi veri modelinde
N adet veriden olusan 1y, veri kiimesi, siniisoidal bir s, sinyali ve wu, girilti

fonksiyonundan olusacak sekilde (E.2.1) esitligi ile ifade edilir.
Yn = Sp tlUy 1< n<N (E.Z.l)

En kiiclik kareler kestirim metodunda, y, sinyal kiimesini olusturan parametrelerin s,

veri kiimesini olusturan parametrelere yakin olmas1 amaglanir.

Bir kestiricinin yansiz olmasi, o kestiricinin ortalama degerde, bilinmeyen parametrenin
dogru degerini verecegini anlatir. Matematiksel olarak ifade edilirse, bir kestirici (E.2.2)

esitliginde belirtilen kosulu sagliyorsa yansizdir:
E@)=6, a<B<b (E.2.2)
Burada (a, b) 6’nin miimkiin olan deger araligidir.
Bir kestiricinin yani , (E.2.3) denkleminde verilen bicimde ifade edilir:
b(8)=E@)-6 (E.2.3)

Kestirim isleminde yanlilik ifadesi kestirimin basarisinda 0Olgiit olarak degerlendirilir.

En kiiglik kareler yaklagim hata kriteri (E.2.4) esitligi ile ifade edilir.

J(ay) = i(yn + Yoo —239Y,q)?  (E24)

n=3

Burada a, , kestirilmesi istenen bilinmeyen parametreye bagl bir fonksiyondur ve

(E.2.5) esitligi ile ifade edilir.
aoy=2c0s(wg) (E.2.5)

Bilinmeyen frekansa iliskin parametre kestiriminde yanlilik ifadesi elde edilmesi i¢in

birinci ve ikinci seviyeden tiirevler alinir.
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N
J'(@g) =—42 (Yo + Yn2 —280Y,1) Yo
n=3

N
J"(ay) =83 Vi
n=3
Tiirevi alinan ifadelerin beklenen degerleri hesaplanir.

N N
EJ '(ao) = _42 E(yn + Yoo — 2aOYn—l) Yna1 = _42 E(un +Uy_p — 2aOun—l) Yn-1

n=3 n=3
N

= _42 E(un TUy 2~ 2aounfl)(snfl + un—l)
n=3

N
2
= _42 E(Sn—lun + Sy qUn_p — 2aOsn—lun—l + Uy U, U Uy — 2a0un—1)
n=3

N N
=8a, > Eu’, =8a,> o =8ay(N - 2)o?

n=3 n=3

N N N
EJ"(89) =8 Eyn 1 =8 E(Spq+Un1)* =82 E(S74+25 1Up g +Un 1)

n=3 n=3 n=3
N N
=8 (Es? , +Eu? ) =8> (Ea’sin*((n-Day, + @) + 5°)
n=3 n=3
N _ _
=82(Ea21 cos(2(n 1)a)0+2(/))+02)
n=3 2
N o’ 2 2 2
:82(7+0' )=4(N -2)a” +8(N —2)o".
n=3

En kiigiik kareler yaklagim hata kriterinin tiirevlerinin beklenen degerleri kullanilarak

kestricinin yani (E.2.6) denklemi ile elde edilir.

EJ'(a,)

bias (8,) = Edy ~a, ~ o)
0

(E.2.6)

o A EJ'(ay) 82y(N —2)o” ag
b = E - ~ — = — = —
125(89) = Edo ~ o Ed"(a) 4(N-2)a’+8(N-2)c” 1+SNR

Kestirimde degerlendirme kriteri olarak Ortalama Karesel Hata ifadesi (E.2.7) denklemi
ile elde edilir.
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_EQ'())°

MSE(&,) = E(4, —a,) “(E)@)?  (E27)

N N
E(J '(ao))z :16E2(yn + Yoo~ 2a()Yn—l) Yn-1 Z(ym +Ymo2— 2aOYm—l) Ym-1

n=3 m=3

N N
:16EZ Z(yn + Yoo — 2a0yn—1)yn—1(ym +Ym2— 2aOym—l) Ym-1

n=3m=3

N N
=16E Z Z(un +U,_p — 2aOun—l) yn—l(um +Uy o — 2aoum—l) Ym-1

n=3m=3

N N
= 162 Z (Eunum yn—lym—l + Eunum—2 yn—lym—l - 2aO Eunum—lyn—lym—l

n=3m=3

T T2 T3
+ Eun—2um Yn-1¥Yma t Eun—zum—z Yn-1Ym-1— 23.0 Eun—zum—lyn—lym—l
Ty Tg Te
2
- 23.0 Eun—lum Yn-1Ym-1— 23.0 Eun—lum—2 Yn-1Ym-1 t 43.0 Eun—lum—lyn—lym—l)-
Tz Tg Tg

Toplami olusturan T, ...Ty ifadeleri matematiksel olarak elde edilir.

N N
Eunum Yna1Ymo1 = Z Z Eunum (Snfl + unfl)(smfl + umfl)
3 n=3m=3

Il
M=z
M=z

T

>
Il
w

m

Il
M=z
M=z

(Bu,u,Es,_4Sy,4+EU UL UL 4 ES, ; +EU UL U, ESy 4+ EULULUL U g)
—_— —_—

3 =0 =0

>
1]
w
3
Il

Il
M=z
M=z

(Eunum ESn—lsm—l + Eunumun—lum—l)
3

>S5

I

g
Z

(Bu,u,Es, S, ,+Euu,Eu, u. ,+Euu, ,Eu u. ,+Euu. ;EU. ,uU.)
=0 =0

Il
M=z

3

>
(\L
i

(c*5[n—m]Es, ;8,1 +c*S[n—m])

Il
M=z
M=z

=}
1]
w

m=3

2 : N ) N 0[2 .
Es;i+o" > 1=0°> —+(N-2)o
n=3 n=3 2

Il
q’\)
Mz

Il
w

n
2
= o2(N —2)%+(N ~2)o* =*(N=2)SNR +o* (N —2),
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N
ZE n“¥m- 2yn lym 1= Z Z(Eunum 2Esn 1Sm 1+Eunum 2un 1um 1)
3 n=3m=3

||
M=z

=}
‘\l’
i

(Eunum—ZEsn—lsm—l + Eunum—z Eun—lum—l + Eunun—lEl'Im—Zum—l + Eunum—lEun—lum—Z)

Il
M=z
M=z

n=3m=3 20 20
N N-2 N N-1
= > EUULES, 1Sm + X D Eu UL B U
n=3m=1 n=3m=2
N N-2 5 N N-1 4
=> > o°6[n-m]ES, 1Sy + 2, D0 6[n—m]
n=3m=1 n=3m=2

Z

-2
=0° Y ESy4Sp1+O 21 o’ z —cosZa)O+(N 3)c!
n=3 n=3 n=3
2
— 62(N —4)%c052a)0 +(N=3)c” = o*(N —4)SNR cos 2@, + (N —3),

N N N N
= Z Z Eunum—lyn—lym—l = Z Z(Eunum—lESn—lsm—l + Eunum—lun—lum—l)
n=3m=3 n=3m=3

(Eunum—lESn—lsm—l + Eunum—lEun—lum—l + Eunun—lEum—lum—l + Eunum—lEun—lum—l)

Il
M=z
M=z

n=3m=3 -0 20 -0
N N- N N-1
Z ZEu UnESy_1Sm = . >.0°S[n—m]Es,_sS;,
n=3 n=3m=2
) Ny 2
=0o ZES Sy =0 27005%

n=3 n=3
2
=o?(N —3)%0032(00 =o*(N —3)SNR cos a,

N N N
= Z Eun—2um Yn1Ym-1 = z Z(Eun—zumEsn—lsm—l + Eun—zumun—lum—l)
n=3 n=3m=3

(Eun—zumESn—lsm—l + Eun—ZUmEun—lum—l + Eun—zun—lEumum—l + Eun—zum—lEun—lum)

Il
M=z
o (5 [V

=}
I
w

=0 =0

N-2 N N-1N
= Z EUURESy1Smo1 + 2, D Eu unEuy Uy

n=1 m=3 n=2m=3

N-2 N N-1 N
= Z z 25[N—m]ES; 1St + D > 0 S[n—m]

n=1 m=3 n=2m=3
N-2 4Nfl 5 N-2 (ZZ 4
Z SpaShato D l=0o 2700520)0+(N—3)0'
n=3 n=3 n=3

2
=o?(N —4)“7(:032@0 +(N =3)c* = ¢*(N —4)SNR cos 2w, + o*(N - 3),
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N
D EUy ol 2Yn 1Y = ZZ(EUn 2Um_2ESy 481 + BUp_oUn oUp qUp, 1)
3 n=3m=3

Mz

T
w
?

I
M=
M=z

(Eun—Zum—ZESn—lSm—l + Eun—Zum—Z Eun—lum—l + Eun—zun—lEum—Zum—l + Eun—zum—lEun—lum—z)
3

7
w
i

=0 =0

=z
{

N

=
|

2

N N
EunumESn+lsm+1 + Z z Eun—2um—2 Eun—lum—l
=1 n=3m=3
-2

o?s[n— m]Esn+1sm+1+ZZa45[n m]
1 n=3m=3
o
=o? ZESn+1+0'421 o’ Z —+(N 2)o!
n=1 n=3 n=1
2

= o2(N —2)%+(N ~2)* = 5*(N = 2)SNR + o*(N - 2),

2 s
Hon
ZB

1

>
1
3
Il

I\J

N N

Eun—2um—1yn—1ym—l = Z Z(Eun%um—lESn—lsm—l + Eun—zum—lun—lum—l)
n=3m=3

Il
M=z

=}
Il
w

Il
M=
e

(Eun—zum—lESn—lsm—l + Eun—2um—1Eun—lum—1 + Eun—zun—lEum—lum—l + Eun—2um—1Eun—lum—1)

n=3 -0 =0 =0
N-2N-1 -2N-1
= > EUyU,ESp, 1S = Z > o*S[n—m]Es,, Sm
n=1 m=2 n=1 m=2
5 N-2 5 N-2 CZZ
=0° Y ES 1S, =0 ). ——C0S @y,
n=2 n=2 2

2
o2(N —3)“7(:05 @y = (N —3)SNR c0S 7y,

N N
Eun—lum yn—lym—l = ZZ(Eun—lumESn— + EU umun 1um 1)

n=3 m=3

>
m=3
N
Z(Eun,lum Es,,S,,+Eu, u Eu ,u ,+Eu ,u ,Eu u, ,+Eu ,u, ,Eu ,u.)
m=3
>

m~m-1
=0 =0 =0
N-1 N-1 N
= Eu,u,Es,s,, =Y > c’s[n-miEs;s, .
n=2 m=3 n=2 m=3
N-1
=0?Y Es,s, , = 2Z—cosa)o
n=3

=o*(N —3)057cosa)0 =o*(N —3)SNR cos m,,
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N N N
D EUy aUn oYn 1Yma =2 D (BUy qUy 5ES, 58y 3+ Eup qUp oUp 5Un )
3 n=3m=3

co_|
Il
M=z

>
&
i

Il
M=z
Mz

(Eun—lum—ZEsn—lSm—l + Eun—lum—Z Eun—lum—l + Eun—lun—lEum—Zum—l + Eun—lum—lEun—lum—z)

n=3m=3 20 20 20
N-IN-2 N-IN-2
= Z Eu U Esnsm+1 - Z Z 025[” - m]ESnSm+1
n=2m=1 n=2m=1
) N-2 ) N-2 0!2
=0° Y ES S, =0" ) —CoS,
n=2 n=2 2

2
(N —3)a—cosa)0 = o*(N —3)SNR c0s e,

N
z n- 1um 1yn 1ym 1= Z Z(Eun 1um 1Esn 1Sm 1+Eun 1um 1un 1um 1)
n=3m=3

_|
Il
Mz

3m

>
Il
w

p=4

N
z Eun lum 1ESn 1sm 1+ Eun 1um lEun lum 1+Eun 1un 1Eum lum 1+Eun 1um 1Eun 1um 1)

n=3m=3
N-IN-1
= Z z UnUm ES Sm +ZZ(2E Up_1Un 1+Eun 1Un- 1Eum 1Um- 1)
n=2m=2 n=3m=3
N-IN-1 N N N N
= a?o[n—mlEs, s, + Y. > 25*s[n-m]+ Y. > o*5[0]
n=2m=2 n=3m=3 n=3m=3
N -1 N-1~ 2
= Z 52 +2a421+a4z 25[0] 0'22—+2(N 2)o* +(N -2)°c
n=2 n=3 n=3m=3

2
= (N —2)%+2(N ~2)6* +(N=2)%6" =6*(N —=2)SNR + 25*(N - 2) + * (N - 2)2.

E(J'(a,))° =16{a4(N —2)SNR +6*(N —=2) +o*(N —4)SNR c0s 2, + o* (N —3)
—2a,0* (N —3)SNR cos @, +a* (N —4)SNR cos 2a, + o* (N —3)
+0*(N-2)SNR +c*(N —2) —2a,6* (N —3)SNR cos e,
~2a,0* (N —3)SNR cos @, — 2a,0* (N —3)SNR cos e,
+4a2|o* (N ~2)SNR + 26" (N - 2) +o* (N - 2)
=1604{2(2N —5)+2(N —2)SNR —4(N —4)SNR cos® @,
+2(N —4)SNR 05 2, + 4N (N —2) cos? e |

= 3204{(2N —5)+ (N —2)SNR — 2(N —4)SNR cos* e,
+ (N —2)SNR (2005 o —1) + 2N (N —2) cos? a,
— 320" {(2N —5)+ 2SNR + 2N (N - 2) cos a, |.
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En kiiciikk kareler yaklasim hata kriterinin tlirevlerinin beklenen deger ifadeleri

kullanilarak ortalama karesel hata hesaplanir.

E(J'(a,))? 320" {(2N —5)+ 2SNR + 2N (N —2)cos’ @, }
T (Bd"(a,))? (8(N —2)52(1+SNR))?
(2N —5) +2SNR + 2N (N - 2) cos® w,

2(N —2)?(1+SNR)? '

MSE(éo) = E(é-o _ao)2

MSE(4,) =

d, ifadesi bilinmeyen w, frekansinin fonksiyonu olan a, ifadesinin kestirim sonucudur

ve (E.2.8) esitligi ile ifade edilir.
4, =cosay = f (@) (E.2.8)
f () = f () + f'(ap) (@ — ax)
Frekans kestirimindeki teorik yanlilik (E.2.9 )denklemi ile elde edilir.

_Ef(@,)- f(w,) E4,-a, bias(a,)

Edv, — o
o f'(w,) —sin o, sin w,
B a, B COS @), . Cosaw,
(1+SNR)sinw, (1+SNR)sinw, SNRsinaw,
COS @
Ed,—wy x ——2— E.2.9
° 77 SNRsinw, (E29)

En kiiciik kareler yaklagimi ile frekans kestiriminde bilinmeyen w, frekanslar igin
ortalama karesel hata (MSE), (E.2.10) denklemi ile teorik olarak ifade edilir.

E(f () - f(%))z _ E(é‘o_ao)2 _ M SE(&,)
(f'(w,))? sin’ @, sin’ @,

_ (2N =5)+2SNR +2N(N - 2)cos® @,

~ 2(N-=2)?(1+SNR)?sin’ e,

_ N+SNR +N?cos® o

~ N’SNRZsin’e,

M SE(@,) = E(aw, _a’o)z ~

(E.2.10)
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EK3
Otokorelasyon Yontemi ile Teorik Kestirim Yaklasim

Reel beyaz Gauss giiriiltii i¢indeki reel sintislerden olusan zaman serisi veri modelinde
N adet veriden olusan 1y, veri kiimesi, siniisoidal bir s, sinyali ve wu, girilti

fonksiyonundan olusacak sekilde (E.3.1) esitligi ile ifade edilir.
Vo = Sp tuy 1<n<N (E.3.1)

Reel sonlimsiiz sintlislerden olusan veri modelinin otokorelasyon katsayilar1 (E.3.2)

denklemine gore bulunur.

2
Tie £ EQnyn-i}=7 cos(kwo) +o%p.  (E3.2)

v, vektor bilesenlerinin beklenen degeri alinarak elde edilen otokorelasyon katsayilari

arasinda 1,_q + 141 = 271%COS (wy) , k> M+1
seklinde trigonometrik olarak bir iliski bulunmaktadir.

g >p > M+1 olacak sekilde secilen p ve q indis degerlerine gore 1, otokorelasyon

katsayilar1 denklem (E.3.3) yardimu ile elde edilir. M=0 kabul edilmistir.
YrepTie (e—1¥ Tkpr ) = 2 COS(wo) X, 1%, k> M+1 (E3.3)
7 Otokorelasyon katsayilari kestiricisi denklem (E.3.4) ile hesaplanr.

A a1
Tk =3% 11\1]=k+1yn Yn-k (E.3.4)

Veri modeli i¢in tayin edilen degiskenler ve 73, veri modelinin otokorelasyon
katsayilar1 kestiricileri degerleri kullanilarak @, kestirici (E.3.5) denklemi yardimiyla
elde edilir.

4 . (a

a Lk=p Tk Pr—1 47, )

0~ A 2
ZZzzprk

, (E.3.5)

A

Otokorelasyon katsayilari kestirim fonksiyonu f=[f, ;f;...f, 41" seklinde kestirim

katsayilarinin fonksiyonu olarak (E.3.6) yardimi ile yazilabilir.
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df (F)

f(F)= f(r)+V (F-1) v=—"x
df

=l .l (E.3.6)

f=r
d, kestiricisinin ortalama karesel hatasi ve yanlilik ifadeleri (E.3.7) yardimi ile elde
edilir.

bias(4,) = E&4, —a, ~V' (EF—r) =0

MSE(4,) = E(4, —a,)° ~V'Cv (E.3.7)

(E.3.7) ifadesini C=E(f—r)(f—r)" sekilnde beklenen deger ve varyans ifadeleri

biciminde yazilabilir. Bunun i¢in v’nin her bir elemanini1 hesaplamak gerekir.

A

df (F)  F,  df(F)
df,_, zszz’dfp_l\

2
_ T 5 eos(pay) _ cos(pay)
2517 Zz%cosz(ka)o) a’ A

f=r
A= ZE:pCOSZ(ka)

df (F) _ (Foa +205,1)(2560) — Zh (s + fia)(4F,)
dr, (2Zf)?

df (F)|  Tpq + 20y, —COS(wyp)(41,) _Tou —2cos(@p)l,  — Ty

dr, P=r 23K 22K 22K

- %COS(( p—Day) _- cos((p —1)ay)
2y “ostkay) @A

df (F) _ 2(Fp +Fp12) (22 i) — S f (g + 26 ,1)(4F,.11)

drp+1 (22 sz)z
df (F)] _ 2+ . 2)(2X 1) — 2c08(@p) (X1 )(4r,.1) o
dfp. 2>12)?
dft () _,
dfyy |,
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df (7)) (2f, 4 +F )Y R = f (B g + g ) (4F,)

di, (2X72)?
df (F)| _ 2fga +Tqu1 —COS()(4ry)  Tqq —2COS(@o)ly — —Tgus

dfy |, - 2517 - 2517 2>
_ =% cos((g-+1)ap) _ —cos((q + D)
25"« cos? (Kay) a’A

df(F) _ fy T 9cos(qey) _ cos(qemp)
dfy 2% 72 drq+1‘ . erkz 22§cosz(ka)0) a’ A

1A[cos(pa)0) —cos((p-Daw,) 0 ... 0 —cos((q+1)w,) cos(qm,)]"

Elde edilen v fonksiyon degerleri kullanilarak C kovaryans matrisinin tiim elemanlari

elde edilir.

1
E
m N k N — I%lj%+ly|yl ky yJ m

1
- I%J%f(sw)(s UG U)o+ )

1 1 N
"N-KN Z 2 E(SiSikS)Sjom +SiSiokUjUj_m + SiS iU Uj_m + Sy
- _mi:k+1j=m+l

Ty Ty T3 Ty
+ Sk SiUillj_m + Sk Sj_mUilj + ;S j_mUili_y + Uil U;U; ).

Ts Te T7 Tg

Ti, Ty, Ts, Ty, Ts, T, Tove Tg ifadeleri tek tek elde edilir.
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N N

T=2 ZESisifkstjfm

i=k+1 j=m+1

NN
= > Y Easin(ia, + @)asin((i —k)ay, + )asin( jo, + p)asin((j —m)a, + @)
i=k+1 j=m+1

S % E[cos(key) — cos((2i — k), + 2¢)][cos(may,) — cos((2 j — M), + 2¢)]

i=k+1 j=m+1

= aT i Z[cos(ka)o)cos(ma)o) + Ecos((2i — k), + 2¢)cos((2 ] — m)aw, + 2¢)]

i=k+1 j=m+1
a4 N 4 N N ] ]
=— > Zcos(ka)o)cos(ma)o)+— > Ycos((2i—2j—k+m)ay)
4 i=k+1 j=m+1 8 i=k+1 j=m+1
4
=2 (N —Kk)(N —m)cos(kay) cos(may) + a’ sin((N - K))Sin((N = m)e)
4 8 sin® w,
N N N
i=k+1 j=m+1 =k+1 j= k+1%,—/

25[m]=0

N N N—Kk N—m N—Kk N—m o
T,= 2 ZESiS i—kUj—m = ZESi+ksj+mEuiuj => > ES;i kSjmo ol — ]I

i=k+1 j=m+1 i=1 j=1 i=1 j=1
2meax(k,m) 2meax(k,m)O[Z
=0 D ESiSum=0 > TCOS((k —m)ay)
i=1 i=1
2 2

=29 (N - max(k,m))cos((k — m)e,),

N N N-k N N—k N

2 - -

T,= > ZESisj—muifkuj = ZESHksj—mEuiuj = ZESnijme' ofi-jl
i=k+1 j=m+1 i=1 j=m+l i=1 j=m+l

2 N -k 2 N -k a2
=0" Y ESiySim=0" >, 7cos((k+m)a}0)

i=m+1 i=m+1
C( 0
N N N N-m N N-m 9 rs .
i=k+1 j=m+1 i=k+1 j=1 i=k+1 j=1
) N-m ) N-m 0(2
=0° D ES; Sium =0° >, ——cos((k + m)ay,)
i=k+1 i=k+1 2
CZZJZ

(N —k —m)cos((k + m)ay),
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ZN: ZN:Esi_ksj_muiuj = ZN: ZN:Esi_ksj_mEuiuj = ZN: ZN:ESi_ij_mO'25[i— il

Te =
i=k+1 j=m+1 i=k+1 j=m+1 i=k+1 j=m+1
N N a?
=o? Y Es,S.n,=0" >  Z—cos((k—m)a,)
i=max(k,m)+1 i=max(k,m)+1
a’o?
= > (N —max(k, m))cos((k —m)a,),
N N N N
i=k+1 j=m+1 j=m+1 i=k+1~—"—™—
25[k]=0
N N N N
To= D Z“Euiui,kujujfm = > > (Buu, Eu;u;_, + Euu;Eu; u; o + Euu; Eu; ;)
i=k+1 j=m+1 i=k+lj=m+l T
o“5[k]=0 525[m]=0
N N N N
=> Zazé[i—j]azd[i—j—(k—m)h > Zazé[i—j+m]025[i—j—k]
i=k+1 j=m+1 i=k+1 j=m+1

= ia%[k —m]= (N —k)o*s[k —m].

i=max(k,m)+1

sin((N —k)ay)sin((N —m)ay,)
(N —k)(N —m)sin? e,

2_2
o O

+—
N —min(k, m)

(N —k —m)a’c?

4
cos((k —m)ay)

cos((k + m)ay)

(N —Kk)(N —m)
+ N0_4 ok —m]
a20'2 0'4
= [cos((k — m)ay) + cos((k + m)ay,)]+ W5[k —m]
20%c? 4

cos(kay) cos(may,) + %5[k -m].
Belirtilen ifadeler matematiksel olarak matris formatina getirilirse (E.3.8) ifadesi elde
edilir.

Cu Cp Cif(w
Viev=[d 0" VI][Cl Chp Cu|| 0| =V v+ 2 Cpvy +VICry, (E3.8)
C1T3 Cg3 Ca || V2
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Tiim matris elemanlar1 matematiksel formda yazilabilir.

Vi = a_%A [COS( Pa,) —cos((p —1)500)]T

v =3[ oos(@+Daw) - cos(an)]

4

2 2
200 cosz((p—l)coo)+%

[C11]11 =Ef 4fp =Tl =

R 2a%c?
[Cu L, =Effy —rpryy = N = = cos((p —1)ay,)cos(pay)

Lo 2a%c?
[CuL, =Eff =1y = N = = cos((p —1)ay,)cos(pay)

2 _2 4
f 2a°a cosz(pa)o)+aW

L. 2a%c?
[Cishy = EFy4f, — 1y ity = Tcos((p—l)a)o)cos(qa)o)

20°c°
[Cuaky = By afia = Typatgs == 008((p— D) cos((q + Day)

2 2
~ a o
[Cl3]22 = Erprq+1 rprq+1 - N Cos(pa)o)cos((q +1)a’o)

4

. 2a’c? o2
[Casly = Ef,f, — 1yl = cosz(qa)o)+W

20’0
[C33]12 - Erq rq+1 rq rq+1 TCOS(QG)O) COS((q +1)a)0)

2 2
a‘c
[Css] = Efgyafy — Tl TN cos(qay)cos((q +1)ay)

2_2 4

20°0 o}
[C33] = Efgiafqn —Tgalgn = TCOSZ((Q +Day) +W
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C kovaryans matrisinin elemanlar1 kullanilarak @, Kkestiricisinin ortalama karesel hatasi

elde edilir.
04

MSE(4,) ~Vv'Cv = N [cosz(( p—1)ap) +cos®(Pay, ) +cos? (qa,) +cos?((q +1)a)0)]
(04

@, ‘nin yanlilik ve ortalama karesel hata ifadeleri elde edilir.

o bias(4
b|a3(w0) ~ —ﬁ =0
0

. MSE(4,) cos®((p—1)a,)+Cos?(pay) + cos? (qay) + cos? ((q +1)amy)
MSE(a}O) ~ .2 = 2.2 - 2
sin“ ay AN SNR“A”sIn” @,

(E.3.9) matematiksel esitligi yardimiyla bilinmeyen w, frekansina ait teorik ortalama

karesel hata ifadesi elde edilir.

A d=p+1 cos((p+g)ap)sin((q—p+D)e)
2 2sin o,

(E.3.9)

MSE(6,) ~ cos’((p -1 w,) +cos’ (pw,) +cos’(qem,) +cos*((q +1)w,)
"7 NSNR?[(q - p +1)sina, +cos((p +q)@,)sin((q — p +1Da,)]
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