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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
SABIT ORANLI EGRILER VE YUZEYLERIN BIR KARAKTERIZASYONU

Selin GURPINAR

Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danmigsman: Prof. Dr. Kadri ARSLAN

Bu ¢alismada R® deki egriler ve ylizeylerin sabit oranli olma durumlari incelenmistir.
Bu tez dort boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim giris bolimiidiir.

Ikinci boliimde ¢alismanin ilerideki boliimlerinde kullanilan temel tanim ve kavramlar
verilmigtir.

Ugiincii boliimde B® deki egriler ele alinmistir. Bu béliimde sabit oranl egriler ile ilgili
temel sonuclar elde edilmistir.

Dordiincii boliimde R deki ylizeyler ele alinmistir. Bu boliimde sabit oranli yiizeyler

ile ilgili baz1 sonuglar elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: R® de Frenet egrisi, Yiizey, Sabit oranli yiizey

2014, vi+40 sayfa.i



ABSTRACT
MSc Thesis
A CHARACTERIZATION CURVES AND SURFACES WITH CONSTANT
CURVATURE RATIOS
Selin GURPINAR
Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Kadri ARSLAN

In this thesis, a characterizations of constant curvature ratio surfaces in RB" with the
help of coefficients of the first and second fundamental form are given.

This thesis consist of four chapters.

Firs chapter is introduction.

In the second chapter it is given some basic definitions and theorems which will be use
in the other chapters.

In the third chapter constant curvature ratio curves in n-dimensional Euclidean space
R™ are considered.

In the fourth chapter constant curvature ratio surfaces in n-dimensional Euclidean space

are considered. Some of the original results were obtained.

Key Words: Frenet curve of R", Surface, Surface of constant ratio
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1. GIRIS

Bu ¢alismanin amaci1 R" deki sabit oranl egriler ve yiizeylerin bir siiflandirmasini
vermektir.

Bu tez dort boliimden olusmaktadir.

[k béliim giris boliimiidiir.

ikinci bolim temel kavramlar olup iki kisimdan olusmaktadir. Birinci kisimda R™**
deki bazi 6zel egriler ele almmustir. Ozellikle, R*** deki sabit egrilikli egriler ve
egrilikleri oran1 sabit olan egriler incelenmistir. Bu tiir egrilerin parametrik gosterimleri
ve egrilikleri verilmistir. ikinci kisimda R® deki yiizeyler ile ilgili temel kavramlar
tanimlanmis ve bunlarla ilgili baz1 temel 6zellikler verilmistir.

Ugiincii boliimde R® deki sabit oranli egriler ve bunlarm bir karakterizasyonu
verilmistir. Ilk kissmda R® deki sabit oranli egriler ile ilgili temel tanim ve bilinen
sonuglar verilmistir. ikinci kisimda sabit oranli diizlemsel egriler ve bunlar ile ilgili bazi
ornekler verilmistir. Ugiincii kisimda ise sabit oranli uzay egrileri ilgili sonuglar ve bazi
ornekler verilmistir. Bu boliimiin son kismi tamamen orijinal sonuglar icermektedir.
Ozellikle R*** deki Gergin egriler tamitilmis, bu egrilerin T-sabit ve N-sabit olmalar
incelenmistir. Bu tiir egrilerin 1. gesit ve 2. gesit T-sabit yada N-sabit olmalariyla ilgili
sonuglar elde edilmistir. Ayrica bu egrilerin R* ve R* deki sonuglar1 irdelenmistir.
Dérdiincti boliimde R™ deki sabit oranli yiizeyler ile ilgili temel kavramlar ele
alinmustir. Ayrica bu tiir yiizeylerin R? deki sonuglari irdelenmistir. Uygulama olarak

donel yiizeylerin sabit oranli olmalariyla ilgili bazi sonuglar verilmistir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

2.0. Giris

Bu boliimde daha sonraki bolimlerde kullanilacak olan bazi temel kavramlar, teorem ve
tanmimlar verilmistir. Bu bolim iki kisimdan olusmaktadir. Birinci kisimda R®** deki
egriler ve onlarin Frenet denklemleri ve egrilikleri ile ilgili temel esitlikler verilmistir.
Ikinci kisimda ise R® de regiiler yiizey yamasmin Gauss ve Weingarten esitlikleri ile

ilgili temel tanimlar verilmistir.

2.1. Frenet Catis1 ve Egrilikleri

71 >R regiiler parametrik bir egri olsun. Bu takdirde V tel igin y nin yiiksek

mertebeden tiirevleri  '(t), 7" (t), »"(t) ,...,]/(d)(t), (d <n+l1) lineer bagimsiz ve

7' (), 7"(t), ¥"(t) ,...,7(d)(t),7/(d+l)(t) lineer bagimli ise y egrisine d-ranklt Frenet

egrisi ad1 verilir. Bu durumda d-rankli bir Frenet egrisi R*** in d-boyutlu alt uzayinda

yatacaktir. R"*' in d-boyutlu alt uzaymi ¢,(t) ile gosterilsin. Bu alt uzay

7'(©), ¥"(@), y"(t) ,...,}/(d)(t) vektorleri ile gerildiginden ¢y (t) ye y egrisinin d. nci

oskiilator uzayr denir. Agik olarak ¢ (t) < & (t) <...c ¢y (t) dir.

Eger y, d-rankli bir Frenet egrisi ise 7'(t), »"(t), »"(t) ,...,}/(d)(t) vektorlerine Gram-
Schmidt ortonormallestirme metodu uygulanarak N, (t), N, (t),..., N, (t) ortonormal

d-gatis1 (Serret-Frenet Vektorleri) elde edilir. Yani,

E,(©)

=y'(5), N(H)=T =
E,(£) = y'(t) , No() £

12



E,(t)
[E.0)°

Ey(t) =y" (1) =" (0, E, ()

(2.1.1)

E, (t
Nkfl(t):ﬁ 2<k<d

Bl
dir (Gluck 1966).

Tammm 2.1.1.: y:1 > R**? regiiler bir egri olsun. Eger y egrisinin yiiksek mertebeden

tiirevleri y'(t), 7" (t),...,y™ (t) lineer bagimsiz ise y ya cenerik egri (yada oskiilator

mertebesi n olan egri) denir (Vargas 2005).

Teorem 2.1.2.: y:1 »>R™** d-rankli keyfi hizl1 bir Frenet egrisi olmak iizere » nmn

ortonormal gatist N (t), N, (t),..., N, (t) nin tirevleri v(t) = ||7/'(t)|| icin

T'(t) = Ng (1) = v(t)x, ()N, (t)
N{(t) =—v()x (N, (1) +v(Ox; (DN, (1) (2.1.2)

(2<i<d-1) dir. Burada «j,..,x,,:1 —> R fonksiyonlar1 y nin Frenet egrilik
fonksiyonlaridir.

Sonug¢ 2.1.3.: N,(t), N,(t),...,N, ,(t) vektorlerine Frenet d-catis1 ve (2.1.2) deki

esitliklere de Frenet denklemleri ad1 verilir. Bu denklemler matris formunda asagidaki

sekilde yazilir;
(TO]l 1o ok . . o] T]
N, (t) - 0 k, . . N,
=v@t) . K, . . . N, (2.1.3)
Ky
| Ng (D) ] L0 ' K 0 | Nos |

13



Aciklama 2.1.4.: y egrisinin hiz fonksiyonu Vv(t) = y'(t)”:l ise y egrisine birim hizli

egri denir. Birim hizl1 bir egrinin parametresi yay-parametresi olup s ile gosterilir.

Teorem 2.1.5.: y:1 »>R**! d-rankli keyfi hizl1 bir Frenet egrisinin ortonormal catis
N, (t), N, (t),..., Ny, (t) igin

E ) =70~ <rYO.N;©>N; 1) (2.1.4)

j<k
olmak tzere

ol .
JE.JE]

K (S) = <d-1 (2.1.5)

dir (Hacisalihoglu 1983).

Tamm 2.1.6.: y:1 >R cenerik bir egri olsun. » egrisinin oskiilator kiirelerinin

merkezleri

n+1l

C,(s)=7(s) Jchi ()N, (s) (2.1.6)

seklinde bir parametrelendirme ile ifade edilir ve bunlara » nin genellestirilmis evoliitii
(Fuster ve ark. 1999) (yada fokal egrisi (Vargas 2005)) adi verilir. Burada C;

fonksiyonlart » nin i-inci fokal egrilik fonksiyonlari olarak adlandirilir.

Su andan itibaren fokal egri deyince genellestirilmis evoliit anlagilacaktir.

Onerme 2.1.7.: R"*! de s-yay parametresi ile parametrelendirilmis » egrisinin fokal

egrilikleri, ¢, # 0 i¢in asagidaki Frenet denklemlerini saglanir:

14



t 0 x 0 .. 0 0 0fo0]
“ % 0 &, .. 0 0 0]c¢
% 0 -x, 0 ° c,
L 0 0 -x ]G 2.1.7)
06-2 0 x., O0fc.,
C”(Ezz), -x,, 0 «x,|cC
C, —— 0 0 0 -x, O0fc
2, | L R

Eger egri kiiresel ise bu taktirde esitligin sol tarafinin son bileseni sadece C; teriminden

ibaret olur (Vargas 2005).

Bu ise
1=k,
C; =K,C,
C, = —K,C, + K3Cs : (2.1.8)

4 —
Chs = €0k, TGk,

olmasi demektir. Boylece C) =(c| +C,,&,)N, dir. Oskiilator hiper kiirenin yarigapt

R, olmak iizere R? =HC7 —yHZ dir.

Teorem 2.1.8.: n>1 olmak iizere R*** de yay-parametresi ile parametrelendirilmis
cenerik bir egrinin kiiresel olmast i¢in gerek ve yeter kosul s6z konusu noktada
C, +C, &, =0 esitliginin saglanmasidir. (Vargas 2005).

2.2. R" de Yiizeyler

M yiizeyi X :U c R* = R" yamasi ile verilsin. M nin p e X (u,v) noktasindaki teget
uzayr T,(M), X, ve X, ile gerilen bir vektor uzayidir. Béylece M nin birinci temel
formu

| = Edu? + 2Fdudv + Gadv? (2.2.1)

esitligi ile hesaplanir. Burada
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(Xur X,)
(X4, X, ), (2.2.2)

(X, X,)

1. temel form katsayilari olup <,> bir Oklit i¢ ¢arprmidir. Bununla birlikte (2.2.2)

E
F
G

yardimiyla

[X, % X,|" =EG —F? (2.2.3)
elde edilir. Eger X, x X, #0 ise X(u,v) yamas regiilerdir denir (Gray 1993).

Su andan itibaren aksi sdylenmedikge X (u,Vv) yamasi regiiler kabul edilecektir ve

EG - F?=W?* (2.2.4)
ile gosterilecektir.

Tamm 2.2.1.: M cR" yiizeyi X (u,V) regiiler yamasi ile verilen bir yiizey olsun. R" de

Riemann koneksiyonu V ile gosterilsin. Bu durumda V X,Y € y(M) lokal vektor

alanlar1 i¢in M ylizeyi lizerindeki indirgenmis Riemann koneksiyonu V olmak lizere M

nin ikinci temel form doniisiimii

2(M)x 2(M) = z(M) ;h(X,Y) =V, Y V.Y, (2.2.5)
bi¢iminde tanimlanir. Bu doniisiim 1yi tanimli olup simetrik ve 2-lineerdir. Literatiirde
(2.2.5) esitligi Gauss denklemi olarak bilinir (Chen 1973).
Tamm 2.2.2.: M cR" yiizeyi X(u,v) regiiler yamasi ile verilsin. VX € y(M) ve
Ee y (M) icin M nin sekil operatérii doniisiimii
A 7 (M)x 2(M) = 2(M); A X =V, E+V5E (2.2.6)
bi¢iminde tamimlanir. Burada A, X, & ya karsilik gelen sekil operatorii ve V* ise
7+ (M) normal demete ait normal koneksiyondur. Herhangi X,Y €Tp(M) igin
(AX.Y)=(h(X,Y),&) (2.2.7)

dir. Bu operator self-adjoint ve 2-lineerdir. Literatiirde (2.2.6) esitligi Weingarten
denklemi olarak bilinir (Chen 1973).

3. R® DE SABIT ORANLI EGRILER
3.0. Giris
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Bu béliimde n-boyutlu Oklit uzayr B* deki egriler ele alinmistir. Bu boliim iki kisimdan
olugsmaktadir. Birinci kissmda R® deki sabit oranli egriler ile ilgili temel kavramlar

tanitilmustir. Tkinci kissmda R® deki sabit egriler ile ilgili temel sonuglar verilmistir.

3.1. R" de Sabit Oranh Egriler

y:Ic R— R" birim hizh regiiler bir egri olmak tizere ¥(I) egrisinin pozisyon

vektora

7(8)=r"(s)+7"(s) (3.1.1)
biciminde teget ve normal bilesenlerin bir ayrigimi olarak yazilabilir (Chen 2001).

Tanmm 3.1.1.: y:Ic R — R" birim hizli regiiler bir egri olsun. y egrisinin teget ve

normal bilesenlerinin uzunluklari sirasiyla H;/T (S)H veH;/N (S)H olmak tizere H)/T (S)H ile

H;/N (S)H nin orani sabit ise ¥ egrisine sabit oranl egri denir (Chen 2001).
Tanmm 3.1.2.: y:Ic R — R" birim hizli regiiler bir egri olsun. ¥ egrisinin teget ve
normal bilesenlerinin uzunluklari ”7T (S)H ve H;/N (S)H sabit ise y egrisine sirasiyla T-

sabit yada N-sabit egri ad1 verilir (Chen 2001).

Yardimcr Teorem 3.1.3.: y:Ic R — R" birim hizh regiiler bir egri olsun. ¥
egrisinin uzaklik fonksiyonu p = ||}/|| olmak iizere ||gradp|| =C, ce[0,1] olmasi i¢gin
gerek ve yeter kosul H;/T H = C||7/|| olmasidir.

Ispat. y egrisinin uzaklik fonksiyonu p(s) =||}/(S)|| nin gradiyenti

gradp =2y () = XErEy (5 (312)

lly =2l
dir. Bununla birlikte y egrisi birim hizli oldugundan

d =Ml e =y 3.1.3

dir. Boylece

2 (<7(s).8 >)?
gradp| =-——"—>"—
loredel == o

elde edilir. Son esitlik yardimiyla ||gradp||=C01mas1 icin H}/TH:C”)/”olmam

gerekmektedir. [

17



Sonug olarak H]/T H < ||7/|| oldugundan ||gradp|| =C=C<1 olmalidur.

Onerme 3.14.: y:Ic R — R® birim hizh regiiler egrisinin sabit oranli bir egri yani
H]/T (S)H ile H}/N (S)H nin oranlari sabit olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ||gradp|| = Csartinin

saglanmasidir.

Ispat. (<) w:IcR— R"  egrisi ||gradp||=c$art1n1 saglayan birim hizli bir
regiiler egri olsun. Bu taktirde Yardimci Teorem 3.1.3 den H;/T H = C||7|| oldugu goriliir.

Boylece (3.1.1) esitliginden
2
AN
<y 7 >:cz(<;/T,7/T >+ <N N >)
<yt >@A-c) =<y N>
elde edilir. Buradan H;/T (s)H ile H;/N (s)H nin oranlarinin sabit oldugu goriiliir.

(=): Benzer sekilde verilebilir.[]

Sonug¢ 3.1.5.: Baz1 ¢ €[0]] i¢in [|gradpll = ¢ sarti saglanirsa

l¥(s)ll = es + b (3.1.4)
dir (Chen 2003).

Ispat. [[gradpll = ¢ sart1 saglanirsa

¥ (),7() = 2e/(y(s).¥(s)) (3.15)
elde edilir. Bu nedenle p = /{y(s),¥(s)) oldugundan (3.1.2) esitliginden p(s) =c
elde edilir. Boylece llgradpll=c¢ sartimn saglanmasi igin gerek ve yeter kosul
ly(s)Il = s + b olmasidir. [J

Simdi asagidaki baz1 6zel durumlari inceleyelim:

i) c = 0 durumu:

(3.1.4) esitliginde ¢ =0 almwrsa |l¥(s)ll = b elde edilir. Buradan ¥(I) egrisinin
orjin merkezli b yarigapli hiperkiire {izerinde yatan bir egri oldugu sonucuna varilir.

ii) c = 1 durumu :

¢ =1 alalim. Bu durumda ¥(s) orjinden gegen dogrunun bir pargast olur.

iii) 0 < ¢ < 1 durumu:

lgradpll = ¢ sarti ¢ € (0,1) icin saglansin. Bu durumda (3.1.4) esitliginden
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y(s) = es¥(s) (3.1.6)
tanimlanabilir. Burada ¥(s) birim vektordiir.

O halde (3.1.6) den ¥ (s) =c¥(s) 4+ es¥ (s) bulunur. Buradan y egrisi birim hizl
oldugundan

1=y @) = (1+ v &)

. - 1-c*
dir. Boylece ||¥ (s)]| = \

1— z
elde edilir. O halde u = "qlch Ins parametre degisimi

es
yardimiyla ¥(u) nun R™ nin orjin merkezli hiperkiire iizerinde yatan bir egri oldugu
sonucuna varilir.

Boylece B.Y.Chen'in asagidaki sonucu elde edilir.

Teorem 3.1.6: yp:IcR— R birim hizli regiiler bir egri olsun. O halde
bazic €[0,1] sabiti i¢in ||g|’ad p|| =C sart1 saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul asagidaki
tic durumdan birinin saglanmasidir.

i) ¥(I) orjin merkezli hiperkiire iizerinde yatan bir egridir.

ii) ¥(I) R" nin orjinden gegen dogrusunun bir acik parcasidir.
1_g3
iii) y(s) = cs¥(u),c € (0,1), u= NfT‘.am dir. Burada ¥ (&) R™ nin orjin merkezli

hiperkiire iizerinde yatan bir egridir.
3.2. Sabit Oranh Diizlemsel Egriler
y:Ic R — R? birim hizli regiiler bir egrisi olsun. O halde (3.1.5) esitliginden

(¥ (), ¥(s))? = Ay (), v (s)) (3.2.1)
dir. Boylece y (s) =V,(t) yardimiyla
(@), y(s))?* = cHy(s),y¥(s) (3.2.2)

elde edilir. Buradan (3.2.2) nin s ye gore tiirevi alinirsa
(0, ¥y (O, ¥(5)) + (RO, TO)Y) = A1), v(s))
dir. Buradan
(O, v, y()) +1} = (R0), v (). ¢
bulunur. Buradan
(L y(sH+1=c* (3.2.3)

dir. Boylece ¥ diizlemsel egrisinin Frenet denklemi V,'(s) = k(s)V,(s) kullanilarak
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k(s v(s)) =" -1
(3.2.4)

elde edilir. Ayrica (3.2.4) denkleminin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa
& (7(9),7()) + & DU, 7 (D) + (1), )} =0
bulunur. O halde V;(t) = —«x(s)V,(s) Frenet denklemi yardimiyla
i€ (s)(7y(),¥(5)) = 2 (T, ¥ ()} + k (s)F(s), Hi()) = 0
dir. Ayrica {¥,(s), F;(s)) = 0 oldugundan

(y(s), ()} = Ff'*“':'

(2

(y(s), Pa(s)) (3.2.5)

elde edilir. Boylece (3.2.4) esitligi (3.2.5) de yerine yazilirsa

{y(s), "(s)) = ;fi (e* — 1) (3.2.6)

bulunur. (3.2.6) nin 5 ye gore tiirevi alinirsa

¥ (s), )+ (s, y(s)y = ( KE (s) ) (c?—1)
K *(s)

bulunur. Boylece Frenet denklemleri yardimiyla

1+ K (T30, ¥ (5)) = ( < (9 ) (c*—1)
K (s)

elde edilir. Buradan (3.2.4) yardimiyla

K .':3} e®
= 3.2.7
(£2) -2 @27)

esitligi bulunur. Bu diferansiyel denklem

cz

K" —(3x")° —b’*x* =0

= b2 (3.2.8)

‘gi-1

bicimine doniisiir. Bu denklemin Maple yardimiyla ¢6ziimiinden

1
k(s)=+
J—b2s? + 2ds— 2e

elde edilir. Burada d, ee R, G:_ = b? reel sabitlerdir (bkz. EK1) .

1
Boylece B.Y.Chen in asagidaki teoremi elde edilir:
Teorem 3.2.1: y € R— R* birim hizhi regiiler bir egri olsun. O halde ¥ egrisi

lgradpll = ¢ sartim saglarsa
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1— ¢~

)= G

dir (Chen 2003).

Ornek 3.2.2.: Oklit diizlemde birim hizh, regiiler bir @ egrisinin parametrik denklemi
a(s) = [_Ir cns[ﬁ(s])ds +ec [ sin[ﬁ'[s:])ris + d) (3.2.9)
seklinde tanimlanir. Burada c,delR integral sabitleri ve

B(s) = J_ x(s)ds

dir. Boylece (3.2.8) denklemi ile verilen egrinin sabit oranli olmasi i¢in Teorem 3.2.1

geregi @ egrisinin egriligi x(s) = + || 1-c S sartim1 saglamalidir. Buradan b:=10
et (254

o=

b=

alinarak @ egrisinin grafigi Maple komutu yardimiyla cizdirilirse Sekil 3.2.1

deki egri elde edilir (bkz. Ek 2).

01 0.2

K>

S~

Sekil 3.2.1. Sabit oranh diizlemsel egri

Onerme 3.2.3: Diizlemde
¥(s) = (r(s) coss,r(s)sins)

parametrik denklemi ile verilen birim hizli egri sabit oranli ise ¥ egrisi bir cember
belirtir.

Ispat. ¥ nin hiz vektorii

¥ (s) = (r'(s)coss —r(s) sins, » (s)sins + r(s) coss)
dir. Farz edelim ki ¥(s) egrisi sabit oranli olsun. O halde llgradpll = ¢* esitligini
saglar. Boylece (3.2.1) esitligi yardimiyla
v (). y() = eyl
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bulunur. Boylece
(¥ (s),y(s)) = r(s)r'(s)
ly ()l = r(s)
esitlikleri yerlerine yazilirsa
rr —ecr=0 (3.2.10)
elde edilir. Buradan  # 0 oldugundan r(r —¢) =0 dan r = ¢ bulunur. Ayrica ¥
birim hizli oldugundan
y@=6)+r* =1
dir. Bu denklemde = ¢ yerine yazilirsa 7* = 1 — ¢* bulunur. Boylece
= gﬁ
oldugundan ¥(s) bir gember belirtir. Buradan = nin tiirevinden » = ¢ = 0 bulunur.

Bu da bizi Teorem 3.1.6 in (i) sonucuna ulastirir. [

3.3. Sabit Oranh Uzay Egrileri
R® de
v(s) = (f(s) coss, f(s) sins, g(s)) (3.3.1)
parametresi ile verilen regiiler bir egri olsun. O halde (3.1.5) yardimiyla
r(8), v (N2 = y(s),v(s)
dir. Buradan ¥ nin 5 ye gore tiirevinden
y(s) = (f[s] coss — f(s) sins, f (s) sins, + f(s) coss, g [s])
elde edilir. Boylece
(v (&) =Ff+gg
(y(s),y(s)) = f* + ¢°
oldugundan yukaridaki esitlikten
(Ff +99) =+ %)
bulunur. Boylece asagidaki sonug elde edilir.
Onerme 3.3.1.: (3.3.1) parametrelendirmesi ile verilen uzay egrisinin sabit oranli

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

(f(s)f'(s)+9(s)g'(s))* =c(f(s)+g(s))

(f(s)F +(Fs)F + (o' (5)F =1 (33.2)
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denklem sisteminin saglanmasidir.

Ornek 3.3.2.: B? deki (3.3.1) parametrelendirmesiyle verilen uzay egrisi birim hizli ve
S?(1) de yatan kiiresel bir egri ise bu taktirde ||;/(S)||2 =1ve ||7/’(S)||2 =1 dir. Buradan
(f(s) +(g(s)) =1

(FOF +(ff +(0'©)f =1
diferansiyel denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin Maple yardimiyla ¢6ziimiinden

f(s) =+tanh(s+a), g(s)==1—(f(s))’ =+sech(s+a) (3.3.4)

elde edilir (Bulca 2012). Boylece (3.3.4) parametrelendirmesiyle verilen uzay egrisi

(3.3.3)

sabit oranlidir. Bu egrinin grafigi a=3 degeri icin $ekil 3.3.1 de verilmistir (bkz. Ek 3).

0.2
0.4
0.6

1
05 i oY
1]
45 05
-1

Sekil 3.3.1. Sabit oranh kiiresel uzay egrisi

Sonu¢ 3.3.3: R*de
¥(s) = (r(s) cos(f(s)),7(s) sin(f (s)), as) (3.3.5)

parametrelendirmesi ile verilen egri sabit oranli ise
(rr +a®s)? = c2(+? + a?s?)
(r)2+r2 () +a =1

dir.

Ispat. ¥ egrisinin tiirevinden
¥ (5) = (v cos(f (5)) — rsin(£(s))f (s),7 sin(f(s)) +rcos(f(s))f (s).a)

dir. Buradan
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(4 ()7 ()) = a2+ (r)? cos? +r2(f )2sin® —2rr f sin(F (5)) cos(£ ()
— (?‘;]2 sin® [f[s:]) +7r3(f ) cos? +2rr f sin[f[s]) cos[f(sj)
=(r)+r3(f)*+a’
(y(s),¥(s)) =r*cos?(f(5)) + r* sin®(f(5)) + a’s* =r? + a®s?,
(), ) = v’ cos*(£()
- 'rzf sin[f(sj) ccrs[f(s])
+ rr sin®(f(s))+r2f sin(£(s)) cos(f(s)) + a’s

y(s),y (s)) =rr' +a’s
elde edilir. Boylece yukaridaki esitlikler (3.1.5) de yerine yazilirsa
(rr +a®s)? = c2(+? + a?s?)
bulunur. Bununla birlikte ¥ egrisi birim hizli oldugundan

() +ri(f)P+al =1

denklem sistemi elde edilir [J.

Sonug 3.3.3 iin 6zel bir ¢6ziimii
r(s)=vc?+a’s
h_c? (3.3.6)

“% Ins
c’-a’

f(s)=

dir. Boylece B.Y. Chen'in asagidaki 6rnegi bu tiir egrilere giizel 6rnek olusturur.

Ornek 3.3.4.: B? de

a7 . 11— e _a 11—
y(s) = (\-’C‘ — a’s sin (:5_; Ins|,Ve? —a®s cos :z_:z Ins|,as (3.3.7)

ce(0,1),0<a <c <1 parametrelendirilmesiyle verilen egri ||gradp|l = ¢ sartini
saglayan bir uzay egrisidir (Chen 2003). Bu egrinin grafigi ¢ :% ve a :% degerleri

i¢cin Sekil 3.3.2 de verilmistir.
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0.25

0.2

.15

0.1

42
01

Sekil 3.3.2. Sabit oranli uzay egrisi

3.4. R""'de Gergin Egriler

R"*1 de birim hizli bir y egrisinin Frenet catis1 T(s), N,(s), N,(s) ,....N,(s) ve Frenet
egrilik fonksiyonlari x(S),...,k,(S)olsun. Genelligi bozmadan y egrisinin ¥ (S)

noktasinda

5
Oy(s)=myT +mN; +m,N, +...+ m N, (3.4.1)
bi¢iminde bir parametrelendirmesi segilebilir. Burada m;ler tiirevlenebilir

fonksiyonlardir. Biz (3.4.1) parametrelendirmesiyle verilen egrileri gergin egriler
(tight curves) olarak adlandiracagiz.

y egrisi gergin egri olsun. Boylece (3.4.1) den
7(s)=myT + i m;N; (3.4.2)
i1

elde edilir. Buradan
7' (s)=m,T

n 3.4.3
7™ (s) :ElmiNi ( )

ayrisimi tanimlanabilir. Eger ynin S ye gore tiirevi alimir ve (2.1.3) Frenet

denkleminden yararlanilirsa;
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mj — &M, + &5M, N (3.4.4)

elde edilir. Buradan y egrisi birim hizli oldugundan

my —x;m; =1

!
m; —x,M, + KM, =0
my — kM, +x,m; =0
m; —k,m, +xsm, =0

! —
My — KMy + K, My, = 0
m, +x,m,, =0

bulunur. Boylece asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 3.4.1.:y:1c R — R™! egrisinin gergin olmasi igin gerek ve yeter kosul
my —x;m; =1

m; —x,m, +k;m, =0

m, — kyMy +x,m; =0

m; —x,M, + x3mM, =0 (3.4.5)

’ J—
My — KM, + K, My, = 0
m, +x,m,,; =0

sartlarinin saglanmasidir.
Simdi n=1 durumunu inceleyelim;

Tamm 3.4.2.: y:I1c R — R? gergin bir egri ise bu taktirde (3.4.2) esitliginden y

egrisi ¥ (s) noktasinda

y(s) =mT +mN, (3.4.6)

bi¢iminde bir parametrelendirmeye sahiptir.
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Onerme 3.43.: y:Ic BR— R* birim hizli bir egri olsun. Bu taktirde y egrisinin

gergin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

my —x;m; =1 (3.4.7)
m; +x;m, =0 -

olmasidir.

Sonuc 3.4.4.: y:1c R — R® birim hizli gergin bir egri olsun. Eger m,=sbt. ise bu

taktirde y egrisi egriligi

mos+b

x(s)=e

olan bir egridir.

Ispat. m,= sbt. olsun. Bu taktirde (3.4.7) esitligi yardimiyla L m, dir. Bu denklemin
K

¢Oziimiinden istenilen sonug elde edilir.

Sonuc 3.4.5.: y:Ic R — R* birim hizli gergin bir egri olsun. Eger m, =sbt. ise bu

taktirde » egrisi ya diiz bir dogru ya da bir ¢cemberdir.

Ispat. m,=sbt. olsun bu taktirde (3.4.7) esitligi yardimiyla xm, = 0dir. Eger m, =0ise
y egrisi bir cember belirtir. Diger durumda ise bir dogru belirtir.

Simdi n=2 durumunu inceleyelim;

Tamm 3.4.6.: y:1c R — R® gergin bir egri ise bu taktirde (3.4.2) esitliginden y
egrisi ¥ (s) noktasinda

y(s)=myT +m;N; + m,N, (3.4.8)
bi¢iminde bir parametrelendirmeye sahiptir.

Onerme 3.4.7.: y:Ic BR— R® birim hizli bir egri olsun. Bu taktirde 7 egrisinin

gergin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
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my —x;m; =1

m, —x,m, + xk;m, =0

m, + x,m, =0
olmasidir. Eger m; = 0 ise bu egriler

y(s) =mT +m,N, (3.4.9)
dir. Bu egriler rektifiyen egri olarak bilinir (Chen 2003). Rektifiyen egrilerin bir

siiflandirilmasi B.Y. Chen tarafindan verilmistir.

Teorem 3.4.8.: y:Ic R— R?® birim hizli rektifiyen bir egri olsun. Bu taktirde
i) p=[y(s)| uzaklik fonksiyonu p* =s’+a;s+a,, a,a, <k,
i) <y(s),T(s)>=s+b, beR,

iii) H}/N (s)” =sht., p=|y(s)|= sbt. dir. Bu durumda ¥ egrisi N-sabit bir egridir.

3.4.1. R"! de T-Sabit Gergin Egriler

y:Ic R— R™1 gergin egrisi
y(s)=m,T + émiNi
parametrik denklemi ile verilen T-sabit bir egri olsun. Bu taktirde
7T (s)=mgT
vektOriiniin normu H)/T (S)H sabit olacagindan asagidaki iki durum s6z konusudur;
I. Durum: »7(s) =0, (yani m,=0),
I1. Durum: " (s)|=sbt. (yani, 0m, =sbt.)

Bu tiir egriler sirastyla 1. gesit ve 2.¢esit T-sabit egriler olarak adlandirilacaktir.

Simdi bu durumlari sirasiyla inceleyelim;
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I. Durum: »"(s) =0, (yanim,=0) olsun. Bu durumda y egrisi 1. cesit T-sabit egridir.

Bu taktirde (3.4.2) den
y(s)=>mN, (34.1.1)
i=1

dir. Boylece (3.4.5) den asagidaki sonug elde edilir.

Onerme 3.4.1.1.: y:I1c R — R™?! egrisi (3.4.2) parametrelendirmesiyle ile verilen

birim hizli regiiler bir egri olsun. Bu taktirde y egrisinin 1. ¢esit T-sabit olmast i¢in

gerek ve yeter kosul

m, =0
KM =-1
K,M, =m; (3.4.1.2)

_ ' . H
Kimy=mi, +x;,,m; ,; 3<j<n,

m +x,m ;=0
olmasidir.

Agiklama 3.4.1.2.: (3.4.1.2) deki esitlikler ile ifade edilen m; fonksiyonlari
y egrisinin (2.1.8) de tanimlanan j-inci ¢; fokal egrilik fonksiyonlarina karsilik

gelmektedir. Boylece Teorem 2.1.8 yardimiyla asagidaki sonug elde edilir;

Teorem. 3.4.1.3.: y ¢ R™* gergin bir egri olsun. Eger y egrisi 1. cesit T-sabit ise bu
taktirde y, S" < R™** hiperkiiresinde yatan bir egridir.

R? de 1. gesit T-sabit egriler i¢in asagidaki sonug verilebilir;

Sonug. 3.4.1.4.: y c R gergin bir egri olsun. Bu taktirde y egrisinin 1. gesit T-sabit

olmasi icin gerek ve yeter kosul

!

My, +(ﬂJ S (3.4.1.3)
K, Ky
olmasidir.
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Ispat. (3.4.1.2) esitliklerinden ispat kolayca goriiliir [J.
Ornek. 3.4.1.5.: Asagida egrilikleri verilen egri 1. gesit T-sabit gergin bir egridir;

K, =S,
o 1 (3.4.1.9)
27 (In(s) +a)s?

Coziim. yc R® egrisi «, =s olacak sekilde verilen 1. cesit T-sabit gergin bir egri
olsun. Bu taktirde (3.4.1.3) esitliginden

KyS+K3S? +2K, =0 (3.4.1.5)
diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin Maple yardimiyla ¢oziimiinden

1
KZ = —2
(In(s)+a)s

bulunur (bkz. Ek 4).
R* de 1. gesit T-sabit egriler i¢in asagidaki sonug elde edilir;

Sonuc 3.4.1.6.: y c R* gergin bir egri olsun. Bu taktirde » egrisinin 1. gesit T-sabit

olmasi icin gerek ve yeter kosul

LU [
(sz 2 K5y ) 1
+=21-0; m=—— (3.4.1.6)
K3 K, K
olmasidir.

Ispat. (3.4.1.2) esitliklerinden ispat kolayca goriiliir [J.

Aciklama 3.4.1.7.: Teorem 3.4.1.3 den anlasilacagi lizere Sonu¢ 3.4.1.4 ve Sonug

3.4.1.6 deki egrilerin kiiresel egriler oldugu kolayca goriiliir.

11 Durum: |7 (s)| =sbt. (yani, 0 m, =sbt.) olsun. Bu durumda y egrisi 2. gesit T-

sabit egridir. Bu taktirde (3.4.2) den
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n
y(S)=m,T + %mi N;
1=

dir.
Boylece (3.4.5) den asagidaki sonug elde edilir.

Onerme 3.4.1.8.: y:IcR — R™ egrisi gergin bir egri olsun. Bu taktirde ¥

egrisinin 2. ¢esit T-sabit egri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

m, = sbt,
KM, =-1,
KoM, =M, + kM, (3.4.1.7)

_ ! . H
Kim; =mj +x;m; ,; 3<j<n,

m, +x,m, ; =0,
olmasidir.
R? de 2. gesit T-sabit egriler i¢in asagidaki sonug elde edilir;

Sonuc. 3.4.1.9.: y ¢ R? gergin bir egri olsun. Bu taktirde y egrisinin 2. cesit T-sabit

olmasi icin gerek ve yeter kosul

!

(ml-f-/('lmo] +mx, =0, m z_i’ M, =sbt (3418)
K, Ky
olmasidir.

Ispat. (3.4.1.7) esitliklerinden ispat kolayca goriiliir [J.

Sonuc. 3.4.1.10.: y c R?* gergin bir egri olsun. Bu taktirde y egrisi sabit 1.egrilikli, 2.

cesit T-sabit egri ise

_ J(2s+ckymg )k my
~ 2s+ckm,

(3.4.1.9)

K,

dir. Burada c integral sabitidir.
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Ispat. y eprisinin 1l.egriligi «, sabit oldugundan (3.4.1.8) esitligi yardimiyla

[ij +mx, =0, m =——, elde edilir. Bu denklemin ¢dziimiinden istenilen sonug elde
Ky K

edilir 0.

Sonug¢. 3.4.1.11.: yc R? gergin 2. gesit T-sabit egri olsun. Bu taktirde y egrisinin

genel helis olmasi igin gerek ve yeter kosul

1 K
K== 1=

1
J-asP-2cs+2c, K A

olmasidir.

. K
ispat. » egrisinin genel helis oldugundan —% oram sabittir. Béylece (3.4.1.8)
K,

!

e m; 1 i . Ky, _ 1
esitliginden | —= | +mx, =0, m =-— elde edilir. Boylece —=4 ve m =-—
K, K3 Kl K3

esitlikleri kullanilarak

(mym;) +42 =0 (3.4.1.10)

diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢oziimiinden

m, =+ /- As? —2¢,5 + 2¢,
elde edilir (bkz. Ek 5) [J.
R* de 2. gesit T-sabit egriler i¢in asagidaki sonug elde edilir;

Sonug 3.4.1.12.: y ¢ R* egrisi gergin bir egri olsun. Bu taktirde y egrisinin 2. ¢esit T-

sabit olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
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07 m=—1,m, =sht (3.4.1.11)

K3 K3 Ky

olmasidir.
Ispat. (3.4.1.7) esitliklerinden ispat kolayca goriilir.

Sonug 3.4.1.13.: y ¢ R* egrisi gergin egri olsun. Bu taktirde y egrisi 2. gesit T-sabit

helis egrisi olamaz.

ispat. y c R* egrisi gergin bir egri olsun. Bu taktirde y egrisinin 2. cesit T-sabit
olmast icin (3.4.1.8) esitligini saglamalidir. Eger y egrisi bir helis ise «,x,,k;
egrilikleri sifirdan farkli sabitlerdir. Boylece (3.4.1.8) esitliginden x,x;m, =0elde edilir.

Bu da bir geligki olusturur. Bu nedenle y egrisi bir helis olamaz [].

Bazi egriliklerin sabit olmas1 durumuna gore 6zel haller incelenebilir.

Onerme 3.4.1.14.: y c R* egrisi gergin bir egri olsun. Bu taktirde y egrisi egrilikleri

Kk, Ve k, sifirdan farkli sabitler ve x; = sbt. sartlarin1 saglayan 2. gesit T-sabit bir egri

2
ise x, =T~ p=2f1Mo g, (3.4.1.12)
: bs+c K2
2

Ispat. x; ve «, sifirdan farkli sabitler ve x, # sbt. olsun. Bu taktirde (3.4.1.7) esitlikleri

m, = = = —mg, = sbt
m, + KMy Ko Koy
T = = — T =
3 1
K3 K3 K3

elde edilir. Ayrica
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yardimiyla

(3.4.1.13)

elde edilir. Bu diferansiyel denklemin ¢6ziimiinden (bkz. Ek 6)

P b_ZKme
" Jos+c' K5

elde edilir. Bu ¢oziimde bize istenilen sonucu verir.

3.4.2. R™*! de N-Sabit Gergin Egriler

y:Ic R— R™1 gergin egrisi
n
i=
parametrik denklemi ile verilen N-sabit bir egri olsun. Bu taktirde
N n
y(s)= _Z‘imi N;
i=
vektoriiniin normu H]/N (S)H sabit olacagindan iki durum s6z konusudur.
I. Durum: HyN(S)H =0,
1. Durum: ["(s)| = . (yani, 0 5 =sbt.)

Bu tiir egriler sirastyla 1. gesit ve 2. ¢esit N-sabit egriler olarak adlandirilacaktir.

Simdi bu durumlar1 inceleyelim,;
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I. Durum: ”;/N(s)uzo, olsun. Bu durumda y egrisi 1. ¢esit N-sabit egridir. Boylece

(3.4.2) den
yW9=émm
dir. Buradan
“y” (S)H —m?+..+m?=0
m, =0,...m =0
bulunur.

Boylece asagidaki sonug elde edilir.

Onerme 3.4.2.1.: y:Ic R — R™ egrisi (3.4.2) parametrelendirmesiyle ile verilen
birim hizl regiiler bir egri olsun. Bu taktirde y egrisi 1. ¢esit N-sabit ise y egrisi diiz

bir dogrudur.

Ispat. y egrisi 1. cesit N-sabit olsun. Bu taktirde y(s)=m,T dir.
Buradan y'(s) = mgT + xismyN,; yardimiyla «;=0 elde edilir. Boylece y egrisinin bir

dogru oldugu sonucuna varilir [].

Il. Durum: H;/N(s)uzsbt. olsun. Bu durumda y egrisi 2. gesit N-sabit egridir. Bu

taktirde (3.4.2) den
7(s) =mgT + 2 mN,
i=1
ve

H7N(S)H =mZ+..4mi =62, 06

sabittir.

Boylece (3.4.5) den asagidaki sonug elde edilir.
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Onerme 3.4.2.2.: y:IcR — R™' egrisi gergin bir egri olsun. Bu taktirde ¥
egrisinin 2. ¢esit N-sabit egri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

Kmp =mg —1

K,M, =M + &M,

KMy =M} + x,M,

(3.4.2.1)

4 —
m; +x,m,,; =0,
! !
mm; +...+mm; =0
olmasidir.

R? de 2. ¢esit N-sabit egriler icin asagidaki sonug elde edilir;

Sonug. 3.4.2.3.: y = R? gergin bir egri olsun. Bu taktirde y egrisinin 2. gesit N-sabit

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

!
KM =my -1

K,M, =M + KM, (3.4.2.2)
m, +x,m; =0 T

mm;+m,m; =0

olmasidir.

Teorem. 3.4.2.4.: y c R? gergin bir egri olsun. Bu taktirde » egrisi 2. gesit N-sabit ise
i) y egrisi diiz bir dogrudur, ya da

i) y egrisi

#(s) = (s+a)T +bN, , b= XK (3.4.2.3)

K
parametrelendirmesiyle verilen rektifiyen bir egridir.

Ispat. (3.4.2.2) deki son iki esitlikten
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m, (m; —x,m, ) =0
elde edilir. Boylece iki durum s6z konusudur; m; =0 veya m; —x,m, =0.

Simdi bu durumlari inceleyelim.

1. Durum: m, =0 olsun. Bu taktirde (3.4.2.2) deki esitliklerdenm, =s+ave

m, =b, bz(stcﬂelde edilir. Yani y egrisi (3.4.2.3) parametrelendirmeye sahip
2

rektifiyen bir egridir.

2. Durum: m;—«x,m, =0 olsun. Bu taktirde (3.4.2.2) deki esitliklerdenm, =s+a,

m, = sbt., m, =sbt., x; = x, =0 elde edilir. Bu durumda y egrisi diiz bir dogrudur. [].

4. R® DE SABIT ORANLI YUZEYLER

4.0. Giris
Bu béliimde n-boyutlu Oklit uzay1 B® deki yiizeyler ele alinmistir. Bunlarin sabit oranli

olmalari ile ilgili temel kavramlar ve sonuclar verilmistir.

4.1. B* deki Sabit Oranh Yiizeyler
Mc R® yiizeyi X(u,v) regiiler yamasi ile verilsin. M ylizeyinin ortonormal ¢at1 alani

€,8,,...,6, olmak iizere uzaklik fonksiyonu p =|X| nun gradiyenti

gradp =Y e;(ple; (4.1.1)
j=1
bi¢iminde tanimlanir. Ayrica
e,(p) =127 (4.1.2)
‘ IXI

gradp = Z—e (4.1.3)
halini alir.
O halde gradp nun normu alinirsa

n . X 2
Jgradp] =3 =12 (4.1.4)

= x|

elde edilir (Chen 2001).
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Tanmm 4.1.1.: M cR"yiizeyi X(u,v) regiiler yamasi ile verilsin. M nin uzaklik
fonksiyonu p =||X| olmak iizere
lgradp] =c, c eR” (4.1.5)

sart1 saglanir ise M yiizeyine sabit oranl yiizey denir.

Tanimdan anlagilacagi lizere ||gradp|| = C sartinin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul
x| =clx] (4.1.6)
olmasidir. Sonugta HX T H <|X| oldugundan |gradp|=c sarti saglanirsa ¢ <lolmalidir

(Chen 2003).

4.2. B* de Sabit Oranh Yiizeyler

M < R? yiizeyi X(u,v) regiiler yamasiyla verilsin. M iizerinde lokal ortonormal gati
alan1 ey,e,,e5 e5, X7 ye paralel olacak sekilde segilsin. Boylece
X=x"+x"
X=X"+XxV X" =1le, XV = pe, (4.2.1)
dir. M yiizeyi sabit oranli bir ylizey ise

IXTN = cllxIl (4.2.2)
dir. Boylece

A=clx], p=V1-¢c2 |X]. (4.2.3)
4.3.R* de Sabit Oranli Dénel Yiizeyler

R? de bir donel yiizey
X(w,v) = (g(w),h(w) cosv, h{u) sinv) (4.3.1)
regliler yamasi ile verilsin. Boylece ylizeyin teget bilesenleri

X, = (g,h cosv, h sinv)

X,=(0,—hsinv, hcosv)
dir. Birinci temel form katsayilar

E=(X,X,)=(g)*+(h)’
F=0
G=(X,X)=h?

ile hesaplanir. Yiizeyin birim normal vektor alani

X, %X, = (hh,—hg cosv,—hg sinv)
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w = |lx, xX,ll = VEG — F2 = b/ (g)? + (h)?

X, XX, 1 o |
N = = (h,—g cosv,—g sinv)
X% o) + (h)?

dir.

X, =(g h cosv,h sinv)

X,, = (0,—h'sinv,h cosv)

X, = (0,—hcosv,—hsinv)
K g

c}; = (X, . N)=
. J@rE+h)?

I:':I:I.-Z = {qu N} =0
gh
C’j‘-" = {ny! N} :f
= (g)* +(h)?

1=y
Bl €1y _ €12
1z W \IIIEG
1
hﬂj';-ﬂ = chj;ﬂ - Cﬂzl\”'lﬁr
dade W P M{'E
. 6_111 We' — ok
1n= g = - 3
((g)%+ (R)3)2
1
€12
hiy=—==10
VEG
e = = . 17 d
= WG h (g)? + (h)?
= == . r3 =7
[(g)* + (h)?
XT = le,
X=x"+xV
oldugundan
(g,hcosv, hsinv) =
:+ — (g,h cosv, h sinv) + —.#—z (h,—g cosv,—g sinv) ,
,\JI (g) +(r) ﬂll__gjl +(n)
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Ah'cos v — pg cosv
V(@) + ()32
Ah'sinv — pg sinv
V) + ®)?

Ag +uh

Vg)+ (h)?

hcosv =

hsinv =

AR —pg

V(g)*+ (h)?

h =

Ag +ph' =g (g)*+ (h)?
Ah —ng =hyf(g)2+ (h)?

denklemleri dizenlenirse

_ ggthh _ kg-gn
A= Ve p=r7—7r— (4.3.2)
..Jl._gjl +(&) ,‘Jl__g] +(n)
bulunur.

1) c=0 durumu
¢=0 olsun. Bu taktirde (4.2.3) esitliginden 4 = 0
p=vVi—cZlx| = ||x|l = /g% + hZ =sbt.
dir. Boylece (4.3.2) deki esitlikler yardimiyla
gg+hh=0
h.H -4 h =

- ﬂ:wn"g4+h_¢=-r
V(g)*+ (h)?

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin ¢oziimiinden
glu) =rcosu
h(w) = rsinu
bulunur.
Boylece asagidaki sonug elde edilir;
Onerme 4.3.1.: M, (4.3.1) yamas1 ile verilen bir dénel yiizey olsun. O halde M nin
uzaklik fonksiyonu 2 = || X[l olmak iizere [l gradpll = 0 sart1 saglanirsa M dénel yiizeyi
X(uw,v) = (rcosu,rsinu cosv,rsinu sinv)
yamastyla verilen bir kiiredir.

2) ¢=1 durumu
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c=1 olsun. Bu taktirde (4.2.3) esitliginden

p=0,1=|xll=yg>+hr

bulunur. Boylece (4.3.2) deki esitlikler yardimiyla

gg+hn _ m

(g)"+(r)"

hg—gh=0

bulunur. Ikinci denklemden h(u) = ag(u), ae R bulunur ve bu deger birinci denklemi
de saglar.
Boylece asagidaki sonug elde edilir;
Onerme 4.3.2.: M, (4.3.1) yamasi ile verilen bir donel yiizey olsun. O halde M nin
uzaklik fonksiyonu g = || X|| olmak iizere || gradpll = 1 sart1 saglanirsa M dénel yiizeyi
X(u,v) = g(u)(a,cosv,sinv)
yamastyla verilen bir konidir. Asagidaki sekiller sirasiyla 1) a=3, g(u)=cosu, ii) a=-1,

g(u)=exp(u), iii)a=-1, g(u)=In(u) degerleri igin ¢izdirilmistir.

Sekil 4.3.1. c=1 halinde sabit oranli donel yiizeyler

3)0<c<1 durumu
k(u) = hil{u}

k(u) =au+b
hg —gh
hi, = g -9 s=au+tb
((g)*+ (h)*)2

1= gg+hh B || —c ¢*—1
B e'{g*}z_'_{h*}z_ c?—lau+b
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hg—gh et —1
==
J@Y+ ()7 autb

Boylece asagidaki sonug elde edilir;
Onerme 4.3.3.: M, (4.3.1) yamasi ile verilen bir donel yiizey olsun. O halde M
yiizeyinin uzaklik fonksiyonu p = |[X|| olmak iizere llgradpl|l=1¢ 0<c< 1 sart:
saglanirsa M, iiretec egrisi
gg+hh  [—c -1
JG@rEF): N —lau+tb

hg—gh _cz—l
JG () auth

denklem sistemiyle belli bir donel yiizeydir.
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EKLER

Ek1.: (3.2.8) diferansiyel denkleminin Maple programi yardimiyla ¢6ziimiinden
> odel:= diff(k(s),s,s)*k(s)-3*diff(k(s),s)*2-b"2*k(s)"4=0;

(d? d ?
odel = [dsz k(s)j K(s)-3 (ds k(s)) _b2k(s)*=0

> dsolve(odel);
1 1

k(s) = 22 k(s)=~ 22
—-b“s“+2 Cls-2 C2 —b“s*+2 Cls-2 C2

elde edilir.
Ek2.: (3.2.9) denklemlerinin Maple programlama dilindeki karsiliklari sirasiyla

a(s):= [:Iﬂt[cc-s[teta (s) ),s)  Int [sin[teta (s) ),s) )
B(s): = Int(k(s),s)
biciminde ifade edilir. Buradan
U(s): = int(cos(teta(s)),s):
V(s): = int(sin(teta(s)),s):
plot([U(s), V(s), s = -a..b);

Maple komutu yardimiyla k(s) egrilikli egrinin grafigi ¢izdirilir (Gray 1993).

EKk3.: (3.3.4) parametrelendirmesiyle verilen uzay egrisinin a=3 i¢in grafigi asagidaki
Maple komutu yardimiyla ¢izdirilmistir:

with(VectorCalculus):

f(s):=tanh(s+3);

g(s):=sech(s+3);

X(s):=f(s)*cos(s);

y(s):=f(s)*sin(s);

2(s):=9(s);

SpaceCurve( <x(s),y(s),z(s)>, s=-2*Pi..2*Pi);
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Ek4.: (3.4.1.5) diferansiyel denkleminin Maple programi yardimiyla ¢oziimiinden
> ode4 = diff(k(s),s)*s+k(s)"2*s"2+2*k(s)=0;

ode4 = (C(Ijs k(s)j s+k(s)?s?+2k(s)=0

> dsolve(oded);
1

" (In(s) +_C1)§?

k(s)

elde edilir.

EK5.: (3.4.1.10) diferansiyel denkleminin Maple programi yardimiyla ¢6ziimiinden

> ode5 := diff(m1(s),s,s)*m1(s)+diff(m1(s),s)"2+b"2=0;
2 2

d d
ode5 = (dsz ml(s)j ml(s) + (ds ml(s)) +b%=0

> dsolve(odeb5);
mi(s)=./—b?s>~2 Cls+2 C2,mi(s)=—/-b?s?-2 Cls+2 C2

elde edilir.
Ek6.: (3.4.1.13) diferansiyel denkleminin Maple programi yardimiyla ¢éziimiinden
> 0de6 := diff(k(s),s)-a*k(s)"3=0;
—(d _ 3_
0de6 = [ds k(s)j ak(s)*=0
> dsolve(ode6);

1 1

K(s) =-
J—2as+ C1 J—2as+ C1

k(s) =

elde edilir.
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