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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
GRAFLAR VE ENERJi
Feriha CELIK

Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti

Matematik Anabilim Dali

Damsman: Prof. Dr. I. Naci CANGUL

Bu ¢alismanin amaci literatiirde sik kullanilan 6zel graflarin enerjisini hesaplamak i¢in
gerekli olan 6zdegerleri kok kabul eden spektral (karakteristik) polinomlar bulmak,
bulunan spektral polinomlar arasinda iliskiler kurarak indirgeme bagmntilar elde etmek,
baz1 graf tiirlerinin spektrumlar1 arasinda gegis yapmak ve bu elde edilen bilgiler ile

graflarin enerjilerini hesaplamak icin yeni iligkiler kurmaktir.

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris bolimidiir. Graf tanima,
tarihgesi, temel kavramlar, kullanim alanlari, ¢esitli graflar ve 6zellikleri verilmistir. Bu
bilgiler, bu tez boyunca kullanilacaktir. Ikinci boliimde literatiirde sik kullanilan 6zel
graflar i¢in spektrumlar bulunmus, spektrumun elemanlarini kok kabul eden spektral
polinomlar olusturulmus ve daha biiyiik mertebeli graflarin spektral polinomlarini
hesaplamada kolaylik saglayacak indirgeme bagmtilar1 olusturulmustur. Ugiincii
boliimde Cy ve Py graflariin spektrumlarindan Czn Ve Pan+1 graflarinin spektrumlarina
gecisler verilmistir. Dordiincti boliimde ise elde edilen bilgiler dogrultusunda graflarin

enerji hesaplamalar i¢in kolaylik saglayacak yeni bagitilar gelistirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Graf, spektrum, spektral polinom, enerji
2015, vi + 65 sayfa.



ABSTRACT

MSc Thesis
GRAPHS AND ENERGY
Feriha CELIK

Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. I. Naci CANGUL (Uludag University)

The main aim of this work is to find spectral (characteristic) polynomials of the
eigenvalues to calculate the energy of some well-known graph types which appear in
literature, to obtain relations between these graphs and recurrence relations that they
satisfy, to obtain the spectrum of some graphs from the spectrum of others and to

calculate the energy of these graph types.

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, definition of a graph, historical
background, fundamental notions, some applications of graphs, some graph types and
graph properties are recalled. These will be used throughout the thesis. In the second
chapter, the spectrums are obtained for some widely-used graph types, the spectral
polynomials which has the elements of the spectrum as their roots are found, and the
recurrence relations to find larger spectral polynomails in terms of smaller ones are
established. In the third chapter, the spectrums of the graphs Czn ve P2n+1 are obtained
by means of the graphs Ci ve Pn. In the fourth chapter, some new relations which help

to calculate the energy of graphs are established.

Key Words: Graph, spectrum, spectral polynomial, energy

2015, vi + 65 pages.
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Tanidigim giinden bu yana ilminden en ¢ok faydalandigim, insani ve ahlaki degerleri ile
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oldugu degerli hocam Prof. Dr. Ismail Naci Cangiil’e,
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1. GIRIS

18. yiizy1l ortalarinda Konigsberg Sehri, Pregel Nehri’nin iki yakasi ve nehirdeki iki ada
tizerinde kurulmustur. Bu adalardan biiyiik olan1 sehrin iki yakasina ikiser koprii; digeri
de birer koprii ile baglanmistir. Ayrica iki ada arasina da, bu iki aday1 birbirine baglayan

bir koprii insa edilmistir.

, A 5
—— w
° B

Sekil 1.1. Pregel Nehri

Sehir sakinlerinin asagidaki sorunun cevabini arayarak eglendikleri sOylentisi

giiniimiize kadar ulasmistir:

“Herhangi bir noktadan harekete baslayip, yedi kopriiniin hepsinden bir
ve yalnmiz bir kez gegip sehrin biitiin béliimlerini dolastiktan sonra

baslangi¢ noktasina varilabilir mi?”

Unlii matematik¢i Leonhard EULER (1707-1783) bu problemin ¢oziimii olmadigina
dair 1736 yilinda ’Konigsberg Koprii Problemi’’ adinda bir makale yayimlamistir.
Bunun sonucunda ise Graf Teori kavrami ortaya ¢ikmistir. Ornegin yukaridaki problem

asagidaki graf gdsterimine sahiptir:
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Sekil 1.2. Konigsberg Grafi

Gilinlimiizde graflar tiim bilim dallarinda oldukca faydali bir sekilde kullanilmakta ve
bir¢ok problemin ¢oziimiine yardimci olmaktadir. Bunlar arasinda ilk akla gelenler
pazarlamact problemi, tesisat problemi; birgok benzeri optimizasyon problemleri,
kimyasal atom ve molekiillerin ¢alisilmasi, dort renk problemi, kisilerin - toplumlarin

aralarindaki iliskilerin ¢alisilmasi olarak siralanabilir.

Baz1 6zel graflarin enerjileri literatiirde yer almaktadir. Biz burada bu enerjilerin elde
ediliglerini detayli olarak ele alip enerjiyi olusturan 6zdegerleri kok kabul eden bir

polinomu hesaplayacak ve bu polinomun sagladigi bazi bagintilari elde edecegiz.

Asagidaki kistmda bu tezde kullanilacak olan temel kavramlart gorecegiz. Bu
kavramlar1 daha genis bir sekilde ele almak istenirse su kaynaklara bakilabilir: Harris,
Hirst, Mossinghoff, [Combinatorics and Graph Theory, 2008], Cvetkovic, Doob, Sachs,
[Spectra of Graphs, 1995], Aldous, Wilson, [Graphs and Applications, 2004], Berge,
[The Theory of Graphs, 2001], Bollobas, [Modern Graph Theory, 1998], Bondy, Murty,
[Graph Theory, 2008], Biggs, LLoyd, Wilson, [Graph Theory 1736-1936, 1986],
Balakrishnan, Ranganathan, [A Textbook of Graph Theory, 2012], Chen, [Applied
Graph Theory, 1976], Foulds, [Graph Theory Applications, 1992], Golumbic, Hartman,
[Graph Theory, Combinatorics and Algorithms, 2005], Harary, [Graph Theory, 1994]
and West, [Introduction to Graph Theory, 1996].



1.1 Tammm. Adina késeler (vertex) denilen elemanlardan olusan bir kiime ile adina
kenarlar (edge) denilen, her biri iki kdseyi birlestiren elemanlardan olusan ikinci bir

kiimenin olusturdugu bir sirali ikiliye graf (graph) denir.

Bir grafi ¢izebilmek igin her seyden 6nce V(G) ile gosterilen ve ¢izilecek G grafinin
koselerinden olusan bir kose kiimesi ve V(G)’den segilen koselerin birlestirilmesiyle

olusan kenarlar1 i¢ceren E(G) kenar kiimesi bilinmelidir.

1.2 Tanim. V(G)’nin eleman sayis1 mertebe (order), E(G)’nin eleman sayisi ise boyut

(size) olarak adlandirilir.

1.3 Tamim. Aralarinda en az bir kenar bulunan koselere komsu (adjacent) koseler,
ortak bir ucu bulunan kenarlara ise komsu kenarlar denir. Ornegin u,v € V(G) igin
uv € E(G) ise u ile v koseleri komsu koselerdir. Eger uv ¢ E(G) ise u ile V’ye komsu

olmayan (non-adjacent) koseler denir.

Bir e € E(G) alindiginda, bu e kenari, u € V(G) kosesi ile birlesiyorsa e kenart u

kosesi ile bitisiktir (incident) denir.

Bir v kosesini ug kabul eden kenarlarin sayisina o kosenin derecesi denir ve deg(v) ile

gosterilir.

Bagslangic ve bitis koseleri ayni olan bir kenara dongii (loop) ad1 verilir.

v € V(G) olmak tizere;
N={xeV| xv € E(G)}
kiimesine ise vV kosesinin a¢ctk komsulugu denir.

1.4 Tamim. Herhangi iki kosesi arasinda birden fazla kenara sahip olmayan ve dongi

icermeyen graflara basit (simple) graf denir.



Sekil 1.3. Basit bir graf

Sekil 1.4. Basit olmayan bir graf

A

B
Sekil 1.5. Basit olmayan bir graf

Yukarida verilen Sekil 1.3.’deki graf basit graf iken, Sekil 1.4.’deki graf igerdigi
dongiiden dolayi basit graf degildir. Sekil 1.5.’deki grafta A ile B koseleri arasinda iki
kenar bulundugu icin bu graf ta bir basit graf degildir.

1.5 Tamm. Bir G grafinda her u,v € V(G) igin uv £ E(G) olacak sekildeki uv

kenarlarinmn olusturdugu grafa tiimleyen (complement) graf denir ve G ile gosterilir.

S

Sekil 1.6. G ve G graflan



1.6 Tammm. Bir G grafinda V u € V(G) i¢in tiim deg(v) degerleri esit ise bu grafa

diizenli (regular) graf denir. Eger deg(v) = n ise grafa n-diizenli (n-regular) de denilir.
Simdi baz1 6zel graf tiirlerini hatirlayalim:

1.7 Tamim. n koseye sahip bir G grafinda, eger Vu,v € V(G) icin uv g E(G) ise bu

grafa bog (empty) graf denir. Bos graf yalnizca noktalardan olusur ve E,, ile gosterilir.

Sekil 1.7. Eg bos grafi

1.8 Tanim. n koseye sahip bir G grafinda, kenarlar bir yol olusturuyorsa bu grafa yol
(path) grafi denir ve P,, ile gosterilir.

———0—9
Sekil 1.8. Ps yol grafi

1.9 Tamim. n koseye sahip bir G grafinda, kenarlar bir ¢cember olusturuyorsa bu grafa

devir (cycle) graf: denir ve C,, ile gosterilir.

Sekil 1.9. C5 devir grafi

1.10 Tamim. Bir G grafi, graftan alinan her bir kenarin bir kdsesi M’ye ait, diger késesi
N’ye ait olacak sekilde M ve N seklinde iki alt kdse kiimesine ayrilabiliyorsa bu grafa
iki parcaly (bipartite) graf denir. s(M) = m ve s(N) = n ise bu graf K, ,, ile gosterilir.



Sekil 1.10. K, , iki pargal1 grafi

1.11 Tanim. Baglantili olan ve dongii icermeyen graflara agac (tree) graf denir. T, ile

<5

Sekil 1.11. 16 koseli bir T;¢ agaci

gosterilir.

1.12 Tanmm. n kdseye sahip, agac Ozelligini tasiyan ayrica yalnizca bir kosesinin
derecesi n-1, diger koselerinin dereceleri ise 1 olan graflara yuldiz (star) graf denir. S,

ile gosterilir.

Sekil 1.12. Sg yildiz grafi

1.13 Tanmm. n koseye sahip bir G grafinda, eger Vu,v € V(G) icin uv € E(G)

oluyorsa bu grafa tam (complete) graf denir ve K,, ile gosterilir.
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Sekil 1.13. K, tam grafi

Sekil 1.14. K3 tam grafi

Sekil 1.15. K, tam grafi

1.14 Ornek. Tam graflar, diizenli grafa birer 6rnektir. V u € V(K,,) igin
deg(u) =n—1

dir.

1.15 Tamim. Késeleri v4, vy, vs, ..., v, olan n koseli bir G grafinda

1, v; ve v; komsu (adjacent) koseler ise

[A]; Z{

0, diger durumlarda

olacak sekilde nxn tipinde yazilan [A];; kare matrisine G grafinin komsuluk

(adjacency) matrisi denir ve A ile gosterilir.

v M"

Uy Vs
Sekil 1.16. Bir G grafi




Yukarida Sekil 1.16.’da verilen grafin komsuluk matrisi,

[0 111 0]
|1 0 0O 1|
A=110 0 1 1
I101 01I
lO 1 11 OJ

seklindedir.



2. GRAFLARIN SPEKTRUMLARI
2.1. Genel Kavramlar

Graflarin uygulamada kullanilan 6nemli bir 6zelligi graf enerjisidir. Bu kavram ilk
olarak 1930’larda Alman Matematik¢i Erich Hiickel tarafindan bir organik molekiil
smifi i¢in Schrédinger denkleminin yaklagik ¢ézlimlerini bulmaya yarayan bir metod
arayist sirasinda ortaya atilmisti. Schrédinger denklemi, iginde sistemin enerjisi
kavraminin da bulundugu ikinci dereceden bir kismi diferansiyel denklemdir. Daha
sonra 1978’de Ivan Gutman, o zamana kadar molekiiler graflar i¢in tanimli olan bu

kavram tiim graflara genellestirmistir.

Bir G grafinin enerjisi, asagida tamimlayacagimiz 6zel bir kiimenin elemanlarinin

mutlak degerlerinin toplami olarak tanimlanmaktadir.

2.1 Tammm. Verilen n koseli basit bir G grafinda komsuluk matrisinin 6zdegerlerinin
olusturdugu kiimeye G grafinin spektrumu denir ve S(G) ile gosterilir. Komsuluk

matrisinin 6zdegerlerine ayni1 zamanda grafin ézdegerleri de denilir.

n koseli bir G grafinin komsuluk matrisi n x n tipinde bir A kare matrisi olsun. I,,,

n x n tipindeki birim matrisi gostermek tizere, A matrisinin 6zdegerlerinin
|A—AlL|=0

denklemini saglayan 4 sayilar1 oldugunu hatirlayalim. Bu durumda her bir 6zdeger,
spektrumun bir eleman1 olacagindan n mertebeli bir grafin spektrumu; A4, 4,, 43, ... 4,

grafin 6zdegerleri olmak iizere

S(G) ={11, 1,5, 23, ... 1.}

seklinde olacaktir.

2.2 Ornek. K grafinin komsuluk matrisini bulup, spektrumunu hesaplayalim.



Sekil 1.7.°de verilen K5 grafinin komsuluk matrisi;

0 1 1
A=I1 0 1
1 10

seklindedir. K3 tin spektrumunu bulmak i¢in |4 — AL,|= 0 denklemindeki 1 degerlerini

bulmaliy1z.
-1 1 1
det(A—-AL)=11 -1 1
1 1 =2
=—22+31+2

=—AAF -1 +2(2+1)
=—(A+1)2(A-2)

olur ve buradan da |A — AlL,|= 0 igin,
Mp= —1vel; =2
bulunur. Yani A matrisinin 6zdegerleri -1, -1 ve 2’dir. Bir baska deyisle de
S(K3) = {—1¥,2}

olur. Burada -1’in istiindeki parantez iginde 2 sayist iki tane 6zdegerin -1 oldugunu

belirtmek i¢in kullanilmaktadir.
2.2. Graflarin Spektral Polinomlari

Yukarida bahsedildigi gibi n boyutlu bir G grafinin komsuluk matrisi A olmak iizere
|A — AI,| = 0 denkleminin kokleri bize G grafinin 6zdegerlerini vermekteydi. Aslinda
bu denklemin sol tarafindaki determinantin agik hali bize A’ya bagl derecesi n olan bir

polinom vermektedir. Bu boliimde,

Pol(G) = |4 — AL,|

10



tanimlayarak bu polinomu bazi sik kullanilan graf tiirleri icin agik bir sekilde
hesaplayacagiz. Daha once literatiirde bazi graflarin 6zdegerleri bulunmus olsa da bu

polinom burada ilk kez hesaplanmistir.

Simdi sik kullanilan G = B, Sy, K, C, Ve K, ,, graf tiirleri i¢in Pol(G) polinomlari, bu
polinomlarin tam ifadeleri, sagladiklar1 indirgeme bagintilari, buradan hareketle de
0zdegerlerinin nasil elde edildigi gosterilecek ve bu sayede graflarin spektrumlari

bulunacaktir.
Pol(P,,)

Bu kisimda P, yol grafinin 6zdegerlerini veren polinom hesaplanacaktir. ilk olarak n =
1, 2, 3 ve 4 i¢in P, graflarinin komsuluk matrisleri olusturulacak ve buradan
determinant Ozellikleri kullanilarak bu dort durumdaki polinomlar hesaplanacak ve
buradan hareketle genel durumda herhangi bir yol grafinin spektral polinomu i¢in bir
formiil elde edilecektir. Daha sonra da bu polinomun sagladig:i indirgeme bagintisi

olusturulacaktir.

2.2.1 Ornek. P; yol grafi

Sekil 2.1 P, grafi
seklinde oldugundan P;’in komsuluk matrisi,

A=[0]
seklindedir. Buradan hareketle,

=| -1
=-2

elde edilir.

11



2.2.2 Ornek. Simdi de P, yol grafini ele alalim.
o——eo
Sekil 2.2. P, grafi
oldugundan P,’nin komsuluk matrisi,
_[0 1
A= [1 0
seklindedir. Buradan hareketle,
-1 1 |
1 -2
=12 —1
elde edilir.

2.2.3 Ornek. P; grafi icin de benzer sekilde,

—

Sekil 2.3. P; grafi

oldugundan P;’tin komsuluk matrisi,

A=

oo
_ O
o= o
—

seklindedir. Buradan hareketle,

-1 1 0
=11 -1 1
0 1 -2

12



=-2*+22
=1 (A2 -2)

elde edilir.

2.2.4 Ornek. Son olarak P, grafi igin

———

Sekil 2.4. P, grafi

oldugundan P,’tin komsuluk matrisi,

0 1 0 O
~11 0 1 0
A= 0 1 0 1
0 01 O
seklindedir. Buradan hareketle,
-1 1 0 O
-1 -2 1 0
0 1 -2 1
0 0O 1 -2
-1 1 0 1 1
=—A|1 -1 1[-1|0 -2
0 1 -1 0 1
= —A[Pol(P;)] — Pol(P,)
=A*-32%2+1
elde edilir. Buradan hareketle,
Pol(P,) = -1
Pol(P,) =12 — 1

Pol(P;) = =23 + 24

Pol(P,) =A* - 312 + 1
Pol(Ps) = —A5 + 4243 — 31
Pol(Pg) = 2° — 52* + 642 — 1

13




seklinde Pol(B,) polinomlarini yazabiliriz.
2.2.5. Teorem. Pol(B,) polinomu,

e niftise,

cift iken
tek iken

(3]
Il
ISHIERN

olmak iizere,

2
n-—2
2

n+2 n
Pol(P,) = (A" — (" HAm2 + ("2)Am* L. — £< >,1"—<n—2> + ¢ <;> Ann
2

e R Y R A e LV LAY

e ntekise,

+1, n+l cift iken

L tek iken
olmak iizere,

2
n-3 n-—1
2

n+3 n+1
-Pol(P,) = ())A" — (" HA 2+ (M)A L+ g( )/1”‘(”‘3) — ¢ <_> An-(=1)

2
n+3 n+1
== (- DA+ S e () 23— (7 )2

2
2 3

seklinde ifade edilebilir. Burada,

_n(n+1)
=—

n

ifadesi n. liggensel say1y1 gostermektedir.
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2.2.6 Teorem. B, i¢in Pol(P,) polinomunun sagladigi indirgeme bagintisi,
Pol (P,) = —A Pol(P,,_;) — Pol(P,_,), n>3
seklindedir.

Ispat. n koseli bir P, yol grafinin komsuluk matrisi,

0 1 0]
01 ... 0
A= 10 0
0 00 ... 0
- nxn
olup,
-4 1 0 0
1 -2 1 ... 0
Pol(B,)=|A—AL,J=|0 1 -2 ... O
0O 0 O -1
nxn
seklindedir. Bu determinant birinci satira gore agilirsa,
-2 1 0 .. 0 1 1 0
_/11—/11...0 0 -4 1
T 701 <2 .0 B 0 1 -2 .
o 0 0 .. -4 00 0 .. -4
(n—-1)x (n-1) (n—-1) x(n-1)

Birinci determinant Pol(P,,_;)’e esit olup, ikinci determinant1 birinci siituna gore tekrar

acarsak,

-2 1 0 .. 0
1 -2 1 .. 0

= —ﬂPOI(Pn—l) - 0 1 -4 ... 0

(n-2)x (n-2)

15



elde edilir. Son ifadede elde edilen determinant ise Pol(P,_,)’yi veren determinanttir.

Dolayisiyla,
POI(Pn_l) - - APOZ(Pn_l) - POl(Pn_Z)
oldugu kolayca goriiliir.

Yukarida buldugumuz Pol(B,) polinomunun kdklerinin
A=2c0os(Z5)  i=123,.,n

seklinde oldugu iyi bilinen bir sonugtur, Li, Shi, Gutman, [Graph Energy, 2013] ve
Brouwer, Haemers, [Spectra of Graphs, 2012]. Dolayisiyla,

S(Pn):{li: A =Zcos(nn—:1), i=1,23,.. ,n}

seklindedir.
Pol(K,,)

Bu kisimda K,, tam grafi i¢in, yukarida P, grafina uyguladigimiz islemlerin benzerleri
uygulanacak, komsuluk matrisleri olusturulacak ve buradan determinant Ozellikleri

kullanilarak bu polinomun sagladig indirgeme bagintis1 olusturulacaktir.

2.2.7 Ornek. K; tam grafi ele almirsa Sekil 2.1°de verilen P, grafi, K; grafina esit

oldugu i¢in,

=| -2
=2

oldugu kolayca goriilmektedir.

2.2.8 Ornek. K, tam grafim ele alalim. Sekil 2.2°de verilen P, grafi, K, grafina esit
oldugu i¢in,

16



Pol(P,) = |A — AL,|

-4 1 |
1 -2
=12 -1

oldugu kolayca goriilmektedir.

2.2.9 Ornek. Sekil 1.14°de verilen K; grafi igin, K3’iin komsuluk matrisi,

A=11 0 1

1 10

011]

seklindedir. Buradan hareketle,

Pol(Ks) = |A — AL

2 1 1
=1 -1 1
1 1 =2
1 1 1 1] -2
:—/1 _ +
1 Al o =4 @b o1
= —1 Pol(K,) 21
- i )

=—A Pol(K,) + 2(2 + 1)

=—1Pol(K,) + 2(1 + A% — Pol(K;))
=—(1 + 2) Pol(K,) + 2(A + 12)
=—(1+ 2) Pol(K;) + 2A(1 + 1)

=—(1 + 2) Pol(K,) —A(A + 1)Pol(K;)
=—2B+31+2

=—(A+1)2(1-2)

elde edilir.
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2.2.10 Ornek. Son olarak Sekil 1.15°de verilen K, grafi igin, K, *iin komsuluk matrisi,

e =
e =
=

O R B
S — |

seklindedir. Buradan hareketle,

2 1 1 1
4 1 -2 1 1
| A
1 1 1 -2
-2 1 1 1 1 1
=—2Al1 -2 1|-|1 -2 1
1 1 =2 1 -2
1 -2 1| |1 -2 1
+1 1 1|-[1 1 -2
11 —=al hho1o1
1 1 1
=—APol(K;)-3[1 -1 1
1 1 -2

=—A Pol(K3) —=3(42 + 22+ 1)

=—1 Pol(K3) —3(1 + 1)2

=—(1 + 3) Pol(K3) —3(A + 1)Pol(K,)
=1*—62?-81-3

=1+ 131 -3)

elde edilir. Buradan hareketle Pol(K},) polinomlarini

Pol(K,) = -2
Pol(K,) =A% — 1

Pol(K3)=— A3 +3A+2=—(1+1)?(1—2)

Pol(K,) = 2* — 6A2 —8A — 3=(1 + 1)3(1 — 3)

Pol(Ks) = —2° + 1043 + 2042 + 154+ 4 = —(A + D)*(1 — 4)

18



seklinde yazabiliriz.

2.2.11 Teorem. K,, i¢in Pol(K},) polinomunun sagladigi indirgeme bagintisi,

seklindedir.

Ispat. n koseli bir K,, tam grafinin komsuluk matrisi,

= O

1]

nxn

Pol (K,,) = =2 Pol(Kp—1) — (n — D)(—A — 1)"72

olup, kosegen elemanlar1 0, diger tiim elemanlar1 1 olan n x n tipinde bir matristir.

Dolayisiyla,

Pol(K,,) = |A — Al |=

-4 1 1
-4 1

1 -2
1 1

N

nxn

seklindedir. Bu determinant birinci siituna gore agilirsa,

-1
1
1

1 1
-4 1
1 -1 ..
1 1

A
(n—-1)x (n-1)

19
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1 1 1 ... 1
1 -2 1 ... 1

=—APol(Ky) — (=1 . (2.1)
11 1 -

(n-1)x(n-1)

elde edilir. Son determinanttaki birinci satir -1 ile carpilip diger satirlara eklenirse,

(-1-2) 0 0 .. 0
0 (-1-2) 0 .. 0
0 0 (-1-2) .. 0
0 0 0 .. (-1-2)

(n-2)x(n-2)

determinant: elde edilir ve bu determinantin degeri olan (—1 — 2)™~2 degeri (2.1)’de

yerine konulursa,

Pol (Ky) = =2 Pol(Kp—1) — (n — (= — 1)""2

elde edildigi kolayca goriiliir. Benzer sekilde asagidaki baginti da elde edilir:

2.2.12 Sonug. K, grafinin 6zdegerlerini kok kabul eden Pol (K,,) polinomunun

indirgeme bagintisi,

Pol (K,,) = -(A +n — 1) Pol (K,_,) —(n — 1)(1 + 1) Pol (K,,_,)

seklindedir.

Yukarida buldugumuz Pol (K;,) polinomunun koklerinin,

-1, i=1,2,...n—1
Ai_{n—l, i=n

seklinde oldugu iyi bilinen bir sonugtur. Dolayisiyla,

S(K,)={4;: ,=-1,i=1,23, ...n—1ve 1, =n—1}
={n-1-1"1}

seklindedir.
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Pol(S,)

Bu kisimda da S, yildiz grafinin 6zdegerlerini veren polinom hesaplanacaktir. Yukarida
P, ve K, graflarina uyguladigimiz islem basamaklar1 uygulanacak, komsuluk matrisleri
olusturulacak, determinant 6zellikleri kullanilarak S,, icin polinomlar hesaplanacak ve
buradan hareketle genel durumda herhangi bir yildiz grafinin spektral polinomu i¢in bir
formiil elde edilecektir. Daha sonra da bu polinomun sagladigi indirgeme bagintisi

olusturulacaktir.

2.2.13 Ornek. ilk olarak S5 grafi

Sekil 2.5. S5 grafi

seklindedir. Yukarida verilen Sekil 2.5.’de ve Sekil 2.3’de de goriildiigii gibi S; grafi

ile P; grafi aynidir. Dolayisi ile komsuluk matrisleri de esittir. Buradan hareketle,

-2 1 0
=1 -1 1

0o 1 -2
=-13+21

oldugu kolayca goriiliir.

2.2.14 Ornek. S, yildiz grafi;

Sekil 2.6. S, grafi

seklindedir. Sekil 2.6’da verilen S, grafi i¢in, S,’iin komsuluk matrisi,
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[0 0 0 1]
0 001
A=
0 001
|1 11 0
seklinde olup buradan hareketle,
-2 0 0 1]
B 0 -4 0 1
o 0 -2 1
1 1 1 -1
-1 0 1 0 0 1
==A{0 -1 1|—-|-42 0 1
1 1 -1 0o -1 1
= —1 Pol(S;) — 22
= 1*—31?

elde edilir.

2.2.15 Ornek. Ss yildiz graft;

Sekil 2.7. S5 grafi

oldugundan Sekil 2.7’de verilen Sy grafi i¢in, S5’in komsuluk matrisi,

00001
00001
A=|0 0 0 0 1
00001
1111 0]

seklindedir. Buradan hareketle,
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POI(Ss) = |A - /1[5'

-A 0 0 0 1
0 -4 0 0 1
= 0 0 -4 0 1
0 0 0 -4 1
1 1 1 1 -4
-2 0 0o 1| |o o0 o
-4 0 1 -4 0 0
=—1 +
-A 1 0 -4 0
1 1 -2 0 0 -4
0 0 1
= —APol(Sy)) +A|-2 0 1
0 -1 1

= —1 Pol(S,) + 23
=— 2>+ 42

elde edilir.

2.2.16 Ornek. Sekil 1.12.’de verilen S, y1ldiz grafi icin komsuluk matrisi,

(0 0 0 0 0 1]

0 00 O0O01

A:O 0 00O01

0 00O0O01

0 00O0O01

1 111 1 0]

seklinde olup, buradan hareketle
Pol(Se) = |A — Al¢|

-2 0 0 0 0 1
o -2 0 0 0 1
10 0 -2 0 0 1
o 0 0 -2 0 1
o 0 0 0 -2 1
1 1 1 1 1 -2
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2 0 0 0 1 0 0 0 0 1
0 -2 0 0 1 2 0 0 0 1

=—2{0 0 -2 0 1|-|l0 -2 0 o0 1
0 0 0 -2 1 0 0 -2 0 1
1 1 1 1 =2 0 0 0 -21

= —2Pol(Ss) —2*

= 26— 52t

elde edilir. Buradan hareketle,

Pol(S;) = — A3 + 2
Pol(S,) = 1* — 3A?
Pol(S5) = =25 + 423
Pol(S) = 1° — 51*
Pol(S;) = —17 + 64°

seklinde Pol(S,,) polinomlarini yazabiliriz.

2.2.17 Teorem. S, i¢in Pol(S,,) polinomunun sagladig: indirgeme bagintis1 n > 4 igin
Pol (S,,) = =1 Pol(S,_;) — 1(—A)"?2

seklindedir.

Ispat. n koseli bir S,, tam grafinin komsuluk matrisi,

nxn

olup, n x n tipinde bir matristir. Bu matriste a,,,, = 0 disinda n. satir ve n. slitundaki

tiim elemanlar 1 sayisina esit iken, diger tiim elemanlar da 0’a esittir. Dolayisiyla,
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2 0 0 .. 1
0 -4 0 .. 1
Pol(S,)=|A—AL|=|0 0 -2

1 1 1 ... -4

nxn

seklindedir. Bu determinant birinci siituna gore agilirsa,

-2 0 0 .. 1 0 0 0 .1
0 -2 0 .. 1 4 0 0 .. 1
_ _1\n+1
_100—/1...1 +(=1 0 -2 0 1
1 1 1 - 0 0 0 ..1
(n-1)x (n-1) (m-1) x(n-1)
0 0 0 .1
-2 0 0 1
= —APol(S,_y) + ()" (-1)(-1)3
0 -2 0 .1
0 0 0 1
(n-2)x(n-2)A

elde edilir. Ikinci kisimda elde edilen determinanti her seferinde 2. satira gore acip bu

islemi 3x3 tipindeki determinanti elde edene kadar tekrarlarsak,

= —APol(Sp—1) + (D™ [(-D)" (=)™ (=D?]
elde edilir. Dolayistyla n > 4 i¢in

Pol (S,) = =1 Pol(S,_1) — 1(—=A)"2
oldugu kolayca goriiliir.
2.2.18 Sonug. S,, grafinin 6zdegerlerini kok kabul eden Pol (S,,) polinomu n > 3 igin
Pol (Sp) =(-D)" 2 (1> —n+1)

seklindedir.
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Yukarida buldugumuz Pol (S,,) polinomunun koéklerinin,

; _{0, i=1,2,..,n—2
l+vn—-1 i=n-1,n

seklinde oldugu iyi bilinen bir sonugtur. Dolayisiyla

SGS)={A:4,=0,i=1,23,..,n—=2; Ap,=Vn—-1, 4, =—n—-1, i€ 2%}
={0™2,+vn -1}

dir.

Pol(K ;. 0)

Bu kisimda da K, iki parcali grafinin 6zdegerlerini kok kabul eden polinom
hesaplanacaktir. Yukarida S, ve K, graflarina uyguladigimiz islem basamaklarinin
benzerleri uygulanacak, komsuluk matrisleri olusturulacak, determinant Ozellikleri
kullanilarak K, ,, i¢in polinomlar hesaplanacak ve buradan hareketle de bu polinomun

sagladig1 indirgeme bagintis1 olusturulacaktir.

2.2.19 Ornek. ilk olarak K,,, grafim m=1 icin inceledigimizde elde edilen graflarm

Sn+1 grafina esit oldugu kolayca goriilmektedir. (Sekil 2.5, Sekil 2.6, Sekil 2.7)
e K, iki pargali grafinin 6zdegerlerini veren polinom,

Pol(K; ) = Pol(Ss) = |A — ALy

-2 1 0
=11 -2 1

0 1 -2
=-23+22

seklindedir.

e K, 3 iki pargal grafin 6zdegerlerini veren polinom

Pol(K, 5) =Pol(S,) = A*— 32
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seklindedir. Buradan hareketle K; ,, grafinin indirgeme bagntisinin;
Pol( Ky,,) = —APol(Ki1n-1) — (=t
seklinde oldugunu, S, indirgeme bagintisini kullanarak sdyleyebiliriz.

2.2.20 Ornek. Simdi ise K, , grafini inceleyelim.

Sekil 2.8. K, , grafi

Verilen K,, grafinin komsuluk matrisi;

>

I
P P O O
P P O O
© O r P
© O
|

—————

seklindedir. Buradan hareketle,

Pol(K,, ) = |A — Al4]

-4 0 1 1
o -2 1 1

1 1 -4 0

1 1 0 -2

-2 1 1| |0 1 1| |0 1 1
=—2|1 -2 o|+|-2 1 1|-|-2 1 1

1 0 —a 1 0 —al 11 -2 0
= —APol(K, ;) — 272
= A% — 472

elde edilir.
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2.2.21 Ornek. Simdi ise K, 5 grafini inceleyelim.

Sekil 2.9. K; 3 grafi

Sekil 2.9°de verilen K, 3 grafi i¢in, K, 3’in komsuluk matrisi,

00111
00111
A={1 100 0
11000
1100 0

seklindedir. Buradan hareketle,

Pol(K33) = |14 — Als|

2 0 1 1 1

0 -4 1 1 1

= |1 2 0 0

1 0 -4 0

1 0 0 -2
21 1 1 0 1 1
__,|r o N 1
1 0 -4 0 1 0 -2 0
1 0 0 -2 |1 0 0 -2
0 1 1 1 0 1 1 1
21 1 1 21 1 1
"1 <20 o|T |1 -2 0 o0
1 0 0 -2 1 0 -4 0

bulunur. Burada elde edilen dort determinanttan ilki incelendiginde, bu determinantin

Pol( Ky 3) determinantina esit oldugu Ornek 2.2.19°dan agik bir sekilde goriilmektedir.
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Diger li¢ determinanta da uygun elementer satir (slitun) islemleri uygulandiginda

liclinlin de esit oldugu ortaya ¢ikmaktadir.

0

= —1 Pol( K, 3)+3 A

0 0 -4

Buradaki elde ettigimiz determinantta ise birinci satir1 -1 ile ¢arpip ikinci satira, tiglincii

satir1 -1 ile ¢arpip dordiincii satira eklersek,

0 1 1 1

-2 0 0 O
=—APol(K;3)+3

(K1) Yy &

0 0 4 -4

1 1 1|1 1 1
=—APol(Ky3)+3[A0 -4 0|+[0 0 0]
0 4 -4 0o 4 -2

=—1 Pol( K, 3)+323
=—2°+ 63

elde edilir.

2.2.22 Ornek. Son olarak da K3 3 grafini inceleyelim.

Sekil 2.10. K3 3 grafi

K33 grafi Sekil 2.10°daki gibi oldugundan, verilen Kj3’iin komsuluk matrisi,
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[0 0 0 1 1 1]
000111
A 000111
111000
111000
1 11 0 0 0]
seklindedir. Buradan hareketle,
Pol(K33) =|A — Al|
-4 0 0 1 1 1
o -2 0 1 1 1
10 0 -2 1 1 1
1 -2 0 0
0

1
1 1 1 0 -2
1

bulunur. Elde edilen bu determinanta da Ornek 2.2.21°deki gibi elementer satir (siitun)

islemleri uygulandiginda,

-2 0 1 1 1 0 0 1 1 1
0 -4 1 1 1 -2 0 1 1 1
Pol(Ks;3) =-aA|1 1 -2 0 0 |-3/0 -2 1 1 1
1 1 0 -2 0 1 1 0 -1 0
1 1 0 0 -4 1 1 0 0 -4

:—A POI( K2‘3 )_3)\4
=26 — ox*

elde edilir.
2.2.23 Teorem. K, iki par¢al1 graf olmak tizere,
Pol( Ky p) = ()™ Am+n=2. (22 — mn)

dir.
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Ispat. . K, , iki parcali grafinin A komsuluk matrisi,

00 - 0011
00 - 0011 1
00 o011 -1
A=11 1 1100 -0
11 1100 -0
11 1100 -0
11 1 100 0
“(m+n)x(m+n)
seklindedir. Buradan ise,
POI( Km,n)= |A — ALyl
-2 0 -~ 0 O 1
0 =4 - 0 0 1
0 O -2 0 1 1 1
=0 O o -2 1 1 1
1 1 1 1 -2 0 0
1 1 1 1 0 -4 0
1 1 .1 1 0 0o - -2
(m+n)x(m+n)

elde edilir. Elde ettigimiz bu (m + n)x(m + n) tipindeki determinantta, son satir1 -1 ile

carpip sirastyla m+1, m+2, m+3, ..., m+n-1 satirlarina ekleyelim. Ardindan ise sirasiyla

birinci satirin (1/ ) katii son satira, ikinci satirn (1/ ) katini son satira, t¢linci

satirin (1/ A) katin1 son satira, ..., en son ise (m+1). satirin (1/ A) katin1 son satira

eklersek, elde ettigimiz determinant degismez ve
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Aﬂxm Bmxn
=10~ D

nxm nxn
(m+n)x(m+n)

elde edilir. Lineer cebirde determinant hesaplamalarina dayanarak bu determinantin

degerinin |A|-|D| ifadesine esit oldugu sOylenebilir. Burada;

-2 0 -+ 0
o -4 -~ 0
A=| - .. .
0 0 -2
1 1 1
1 1 1
B=
1 1 1
-A 0 0 A
0 A 0 A
D= 0 0 A A
1 1 1 1
m.(—=) m.(=) --- m(=) m(-=)-A4
(/1) (i) (ﬂ) (i)

dir. Ayrica
|Al = (=)™ I
= ()™ 1
= (2"
dir.
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ID| determinantin1 hesaplamak igin ise |D| determinanti {izerinde, 1. siitundan (n-1).
siituna kadar tiim siitunlar bir bir son siitun ile toplanir. Son durumda elde edilen

determinant,

-1 0 0 0
0 -A 0 0
IDI=1 o 0 . - 0
1 1 1 1
m- (— m-(— -« m.A= m-n-(=)-=A
(i) (1) (/1) (/1)

seklinde olup bu ifadeyi de son siituna gore Laplace agilimini kullanarak hesaplarsak,

0 -1 - 0
n+n 1
=0 (- ). | O
0 - 0 -2
(n-1)x(n-1)

= (_1)271 (nm% _ /1) (_A)n—l
=(—D" 1 (mmaA"2 - ")
bulunur. Buradan hareketle,

POI( Km,n): IA - /Um+n|
=|A||D]
:(_1)m+n(lm+n—2)(/12 _ mn)

seklindedir.

2.2.24 Teorem. K,,, , iKi parcali grafi i¢in indirgeme bagintisi;

POI( K )= —AP0L( Kpp_y,) + (—1)mn-1amin=2y m>1
ve
POI(Kl,Tl) == _APOI( Kl,n—l) - (_A)Tl—l m = 1
dir.
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Ispat. m=1iken K;, = S, oldugundan Teorem 2.2.17’den ispat1 agiktir.
m>1 iken ise;

—APOl( K1) + (—1)mFn-tpmén-2
=~ — (n — 1w+ (1) )
= (=1)MH2(AMFN2Y (12 — i + ) + (—1)MH T AmEN-2
(D)™™ 222 —mn +n —n)
(=)™ (Am+=2) (22 — mn)
= Pol( Kynn)

oldugu goriilmektedir.

Yukarida buldugumuz Pol (K, ,) polinomunun koéklerinin,

. _{0, i=1,2..,n—2
"l +vVmn i=n—-1,n

seklinde oldugu iyi bilinen bir sonugtur. Dolayisiyla

SKmn) ={4:24;=0,i=1,2,3,....m+n—2; Apin1=Vmn, Ay =
—mn, i€ 7"}
:{O(m+n—2) ) i\/ﬁ}

bulunur.
Pol(C,,)
Bu kisimda ise C,, devirli grafinin (n>3) 6zdegerlerini kok kabul eden polinom

hesaplanacaktir. Yukaridaki graflara uyguladigimiz islem basamaklarinin benzerleri

uygulanacak, komsuluk matrisleri olusturulacak, determinant 6zellikleri kullanilarak C,
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icin polinomlar hesaplanacak ve buradan hareketle de bu polinomun sagladigi

indirgeme bagintis1 olusturulacaktir.

2.2.25 Ornek. ilk olarak C; grafi

Sekil 2.11. €5 grafi

seklindedir. Yukarida verilen Sekil 2.11.°de verilen C3 grafinin komsuluk matrisi,

A= 011
1 01
1 10
seklindedir. Buradan ise,
Pol(C3) = |A — Al5|
-1 1 1
=1 -1 1
1 1 -2
=-A+31-2

=—(A—2)(A+1)?

oldugu hesaplanir.

2.2.26 Ornek. ilk olarak C, grafi

Sekil 2.12. C, grafi
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seklindedir. Yukarida verilen Sekil 2.12.’de verilen C, grafinin komsuluk matrisi,

0101
Af1 010
0101
1010
seklindedir. Buradan ise,
Pol(C,) = |A — A1,]
-4 1 0 1
A 1 -2 1 0
0 1 -4 1
i’ 0 1 -2
= 1* — 422

=(1=2)2%(1+2)
oldugu hesaplanir.

2.2.27 Ornek. ilk olarak Cs grafi Sekil 1.9°da verilmistir. Verilen Cs grafinin komsuluk

matrisi,
0 1 0 0 1]
1 0100
A=/0 1 0 1 O
0 01 01
1 0 01 0

seklindedir. Buradan ise,

Pol(Cs) = |A — Al|
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21 0 0 1
1 -2 1 0 0
=0 1 -2 1 0
0 0 1 -2 1
1 0 0 1 -2

= -2 +523-51+2
=—(A=2)A* 283 =22-21+1)

oldugu uygun determinant hesaplar ile bulunur.
Burada Pol(C;) ve Pol(C,) polinomlarini 6zel olarak tanimlayalim.

Pol(Cy) = -1(A —2)
ve
Pol(C,) = (A — 2)(A + 2)

olsun.n>3 i¢in determinant hesaplar1 yapildiginda,

Pol(C3)==—-A3 + 31+ 2=—(1—-2)(A + 1)?

Pol(C,) = A* — 42%= (1 — 2)2(1 + 2)
=\ Pol(C5)- Pol(C,)+(—1)*2 Pol(C,)

Pol(Cs) = —A5 + 513 =51+ 2=—(A — 2)(A* + 223 — 212 =21+ 1)
=—APol(C,) — Pol(C3) — 2Pol(C;)

Pol(Cq) =A% —6A* + 912 —4 = (A1 —2)(A° +24* — 243 — 422+ 1+ 2)
=—APol(Cs) — Pol(C,) + 2Pol(C;)

oldugu hesaplanr.
2.2.28. Teorem. n>3 olmak iizere, Pol(C,) i¢in indirgeme bagintisi,
Pol(C,)=—APol(C,,_1) — Pol(C,,_;) + (=1)"Pol(C,)

seklindedir.
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Ispat. Bu indirgeme bagintis1 da diger graf polinomlarina uyguladigimiz islem

basamaklarinin benzerleri uygulanarak gortliir.

Yukarida buldugumuz Pol(C,,) polinomunun koklerinin
2mi .
L=2c0s(2)  i=0123..,n-1
seklinde oldugu iyi bilinen bir sonugtur. Dolayistyla
2mi .
S ={A;: 2 =2c0s(%), 1=0,123,..,n-1}

seklindedir.
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3. SPEKTRUMLAR ARASI GECIS$

Graf enerjisi, kimya alaninda 6nemli ve uygulamalar1 ¢ok olan bir kavramdir. Bu
nedenle matematik kullanarak verilen bir grafin ya da graf smifinin enerjisinin
belirlenmesi de matematikgiler i¢in oldukga 6nemli bir hal almistir. Bir grafin enerjisini
hesaplayabilmek i¢in bu grafa karsilik gelen spektrumu belirlemek gerekir. Bu da
Lineer Cebir kavramlar1 yardimiyla yapilmaktadir. Bir grafa karsilik gelen spektral
(karakteristik) polinomun belirlenmesi ve bu polinomun kdklerinin bulunmasi bazi graf
cesitleri i¢in kolay olsa da bazi tiirlerde olduk¢a zor olabilmektedir. Bu nedenle
literatiirde graflarin spektral polinomunu ve bu polinomun koklerini veren genel
sonuglar bulunmamaktadir. Burada belli graf siniflar1 icin elde ettigimiz enerji
bilgilerinden faydalanarak baska graflarin enerjilerini hesaplamaya yarayan bazi
yontemler gelistirilecektir. C, ve B, graflar1 i¢in verilen spektrumun elemanlarin
kullanarak, C, ve Py, graflarinin spektrumlarini veren bagmti hesaplanacak, uygun
ornekler ile bu bagmtinin uygulamasi gosterilecektir. Verilen bir C,, veya P, grafinin
spektrumunu kullanarak, C,, ve P,,,; graflarmin enerjileri de kolaylikla hesaplanmis
olacaktir. Bunlardan faydalanarak C,, ve P43, Cgn V€ Pgpys, ... graflarimin enerjileri

de hesaplanabilmektedir.
3.1. C,, ve C,, Arasinda Spektral Gegis

C,,’in spektrumunun,
S(Cn)={/1i P = 2cos(27”i), i=0,1,2 3,..,n— 1}

oldugunu Teorem 2.2.28’den hatirlayalim. Bundan faydalanarak hesaplamalarda

kolaylik saglayacak bir sonug elde edilebilir:

3.1.1. Lemma. C,’in spektrumunda her k=0, 1, 2, ..., n-1 i¢in
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A = Ak

olur.
ispat. Inose = 2 cos (FE) = 2 cos (22 - 2F)
=2cos (n— %)
= 2.cos (- )
=2 cos (2)
= Ay

3.12. Ornek. S(Co) = {Ao, A1, A2, A3, A4, A5} veriliyor. Bununla birlikte yukarida
verilen Lemma 3.1.1’in bir sonucu olarak,

AO = 2, AI=ASI AZ = 14,, A3 =-2

olur.
n > 3 olmak iizere, C,,’in spektrumu,

S(Cn) = {20, A1, A2, A3y, Angy Any )

ve C,,,’in spektrumu,

S(Can) = {llo, Ui, Uz U3, ey Hop—1 }

olsun.

3.1.3. Teorem.j=0, 1, 2, ..., n-1i¢in Cy;,’in spektrumunu, C,,’in spektrumunu
kullanarak,

» n =0 (mod4) igin;

taj = 4

Hajer = [ Azjer + 2 j=012.22 pe j=22 -1
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H2j+1 = —+ Azji1 t 2

ve

fn = =2, pn =0, psn = 0;
2 2

» n =1 (mod4) igin,
Haj = 4

Hajs1 =/ Azje1 +2
Hzj+1 = —/Azjs1 + 2

ve

Hn = =2,
» n=2(mod4) igin,
Uaj = Aj

Hajy1 = \/12j+1 + 2
Hajr1 = —y/Azj41 + 2

ve

Un = —2,H2= 0) Usn = O’
2 2

ve son olarak
» n =3 (mod4) igin;
Haj = A

Hzjr1 = \/Azju1 +2
Hajr1 = —+/ Azj1 +2

ve

_n n+4 3n—4
J= T Ty
. n-5 . 3n+1 3n+5
]:0’1’2""T ve ==,
n-1 n+3 3n-3 n-1
_] - 4 ) 4 rr " 4 { 2 }
. n—6 . 3n+2 3n+6
]=0’1’2""T ve J=——",—,
., n+2 n+6 3n—6
] _—4 ,—4 ) 4
. n-3 3n—-1 3n+5
j=20,12,..— wve = 2
__nh+l n+5 3n-5
T a o T
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Pn = —2

olmaktadir.

Ispat. S(C,) = {/’loj A, Az Azye, Aoy A } verilsin. Ayrica
2mi :
L=2c0s(2), i=01,23..,n—1

oldugundan dolayz,
AO == 2
A = 2cos (27”) ,
A, = 2cos (%) ,

A3 = 2cos (%),

An_1 = 2cos (@)

seklinde oldugu bilinmektedir. Bununla birlikte S(C,) = {go, i1, ta, K3, o r tan—1 )

olarak alinirsa,
Uo = 2 '
2
Uy = 2cos (ﬁ) )
2m2
o= 2005 (22,

Uz = 2 cos (%),

2n(n—1))

Hon-1 = 2 COS( on

olur. Buradan u,; = 4; oldugu kolayca goriilmektedir. Ayrica trigonometrik yarim ag1

formiilleri kullanilarak da k = 2j + 1 alindiginda
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0,12,.., n-z n ¢ift say,

2
0,1,2, ,%3 n tek say,

i¢in,
2mk 2mk
cos (—) = 2c0s? (—) -1
n 2n
2k 2k
cos (—) +1 = 2cos? (—)
n 2n
21k 21k
2cos (—) + 2 = 4cos? (—)
n 2n
21k 2mk
+ [2cos (—) 4+ 2 =2cos (—)
n 2n
oldugundan dolayzi;
Uk = iﬂ/’{k + 2
dir.

» n = 0 (mod 4) igin olusturulan

90° 180° 2700 360°

Ho Hz o Hn=t Un fnes oo ly_p Hp o Hpgp oo M3n=4 [3n Usnts .. Uop_p !

2 ? 2 : 2 :2 2 :

My Mg 2 ?#"T“ e Hn-1 Hngr e Msv;_—ziusnz_w e Hon—i
+ - - +

tablosunda isaretler ve ispatin ilk kisminda elde ettigimiz veriler de kullanilarak,

Ha2j = 4

. n—4 . 3n 3n+4
ﬂ2j+1=,/}.2j+1+2 ]=0,1,2,T ve ]=T, 2 ,...,n—l

. n n+4 3n—4
H2j+1 = =/ A2j+1 + 2 ] =3 T,
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ve

Pn= =2, pn =0, psn= 0
2 2
oldugu goriilmektedir.

» n =1 (mod 4) igin olusturulan

90° 180° 270° 360°
Ho M2 unz;lg Hois = Hno1 ! Hnta e Hans §u3n2+1 e H2p—2 !
! 2 ! ! !
Wi H3 e pns R TR S S TP S usnz_flé Hants .. fion— é
P2 i i i
+ - - +

tablosunda isaretler ve ispatin ilk kisminda elde ettigimiz veriler de kullanilarak,

Ha2j = A
. -5 . 3n+1 3n+5
Hzjr1 = A/ Azj41 + 2 ]=0,1,2,...nT ve = n4 , n4 , e —1
. n-1 n+3 3n-3 -1
llzj+1=—\//12j+1+2 J =3 T, —{nT}
ve
Pn = —2
oldugu goriilmektedir.
» n = 2 (mod 4) i¢in olusturulan
90° 180° 270° 360°
Ho Mz o M2 : e Hn Hniz - u$gug v Hon—z !
Wi Mg o Hnca fn fnrs oo g fpgr oo fanes flan fanes o foplq |
2 52 2 . 2 2 2 .
+ 1 _ 1 _ 1 + 1

tablosunda isaretler ve ispatin ilk kisminda elde ettigimiz veriler de kullanilarak,
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Hzj = 4

Hoj+1 =/ Azj+1 + 2
. n+2 n+é 3n-6
H2j+1 = —/A2j41 + 2 ] ==

—.
Il
=
l—l
N

S
o
o
<
Q
I
I
—_

ve

o= —2,pn=10, psmm=0
2 2
oldugu goriilmektedir.
» n = 3 (mod 4) igin olusturulan

90° 180° 270° 360°

1
Hny1 o ,Ll3n—1: HU3n+3 ... Uop_o
2 2
1

Un+3 ... Un_2 Un HU3n-3  U3n+1 e MUop—1
i 2 i 2

tablosunda isaretler ve ispatin ilk kisminda elde ettigimiz veriler de kullanilarak,

Ha2j = 4

. n-3 . 3n—-1 3n+5
Uzjr1 =/ Azje1 +2 ]:0’1’2""T ve j=———, , e, —1

. n+1 n+5 3n-5 n-1
Hzj+1 = =/ Azje1 + 2 J = T_{T}

ve
Pn = —2

oldugu goriilmektedir.

3.1.4. Ornek. n=4 olmak iizere, C,’iin spektrumu A; = 2 cos (%), i=01, 2, 3

icin {Ag,41, A5, As}tiir. Cg’in spektrumu ise {po, ty o s, -, fi7} ile gdsterilsin.

Cg’in spektrumunu C,’iin spektrumunu kullanarak bulalim.
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Lemma 3.1.1.°den w1= p-, Uy = Ue, Uz = Us Ve A; = A3 olup Teorem 3.1.3’den ise

Us = —2 oldugu bilinmektedir. Ayrica Teorem 3.3.’ten,

S(Cg):{z, ﬁ /11 +2, Al' _\/ A3 +2, /12,_\/ A3 +2, /13,\/ /11 +2}
={2, VA& +2, 4 =y A4 +2,-2, =/ +2, 2,4/, +2}

yazilabilir. Ayrica A; = 2 cos (%) = 0 oldugundan

S(Cg)={2,2,0,—/2,-2,—/2, 0,42}

dir.

3.1.5. Ornek. n=5 olmak iizere, Cs’in spektrumu A; = 2 cos (%), i=0,1 2, 3,

4 1(;111 {/10 ,/11 B Az, 13, 14}’1:1.:11'. Clo,un Spek'[rumu ISG {‘uO, ,UL 'uz' 'u3' ,'ng} |Ie
gosterilsin. €y un spektrumunu Cs’in spektrumunu kullanarak bulalim.

Lemma 3.1.1.den py= po, Uy =g, Uz =7, 4 = He V& A =44, A; = A3 OlUp
Teorem 3.1.3’den ise us = —2 oldugu bilinmektedir. Ayrica Teorem 3.1.3.’ten,

S(Clo):{z, \/ Al + 2, All _ﬂ 13 + 2, Az, _2, 13, _ﬂ A3 + 2, 14, \/ ll + 2 }
:{AO = 2, 1/ Al + 2, All —4/ AZ + 2, Az, _2, Az, —/ Az + 2, lll 1/ ll + 2 }

yazilabilir.

2mi

3.1.6. Ornek. n = 9 olmak iizere, Cy’un spektrumu A; = 2 cos (T)’ i=0,1,

2,...,8 igin{Ag, A1, A5, ..., Ag}’tlir. Cyg’in spektrumu ise {.Uo, Ui Ho U3 e, ,u17} ile

gosterilsin. Cyg’in spektrumunu Cq’un spektrumunu kullanarak bulalim.

Lemma 3.1.1. ve Teorem 3.1.3. kullanilarak;

S(6‘18) = {ﬂo, Uy, U U3, ey H17}

={2,J A +2, A4, A3 +2, Ay =44 +2, 25,—[ 2, +2,

14,_2,14,_\/ AZ +2,A3,_\/A4 +2,Az,\/l3 +2')’1’\/)’1 +2}

dir.
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2mi

3.1.7. Ornek. n = 6 olmak iizere, Cs'nin spektrumu A; = 2 cos (T)’ i=0,1,

2,.., 5i¢cin{Ay, 44, A3, ..., As}’tir. C;, °nin spektrumu ise {,uo’ U1, Ho, U3, ...,ull} ile

gosterilsin. €y, nin spektrumunu Cg’nin spektrumunu kullanarak bulalim.

Lemma 3.1.1. ve Teorem 3.1.3. kullanilarak;

S(C12):{ll0, Uy, Up, Uz, - 11 }
:{2, \/ 11 +2, All 0,_12, _\/ 11 +2,
=2, = A +2, =2,,0, A4, VA +2}

elde edilir.

2mi

3.1.8. Ornek. n = 7 olmak iizere, C,’nin spektrumu A; = ZCOS( — ), i=0, 1,

2,..., 6icin{Ay, 11, A3, ..., A} dir. C;, in spektrumu ise {yo_ U1, Mo, M3, ...,/113} ile

gosterilsin. €y, lin spektrumunu C; nin spektrumunu kullanarak bulalim.

Lemma 3.1.1. ve Teorem 3.1.3. kullanilarak;

3(614):{#0, Uy Up Uz, ..oy g3 }
:{2, \/ Al +2, All 1/ 13 +2, Az, _\/ AZ +2, 13, _2, 13,
—J Ay +2, A, =3 +2, A4, VA +2}

elde edilir.

3.2. P,, ve P,,, .1 Arasinda Spektral Gecis
Simdi ise P, i¢in yukarida yaptigimiz benzer uygulamalar1 yapalim.

P,’in spektrumunun,

S(Pn):{li: AiZZCOS(:—:l)' i=1, 2 3,.. ,n}
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oldugunu Teorem 2.2.6’dan hatirlayalim. Bundan faydalanarak hesaplamalarda kolaylik

saglayacak bir sonug elde edilebilir:

3.2.1. Lemma. P,’in spektrumunda her k=1, 2, ..., n i¢in

A = —Ans1-k

olur.
. m(n+1-k) n+m Tk
Ispat. Aimie = 2cos (FEE2) = 2 cos (T - )

_ n(n+1) _ n'_k

=2cos ( n+1 n+1)

=2cos (n — nn—fl)

=2 cos (X

=—2cos (n+1)

= —A.

3.2.2. Ornek. S(Py) = {Al_ Ay, A3, Ay, A, /16} veriliyor. Bununla birlikte yukarida

verilen Lemma 3.2.1.’in bir sonucu olarak,
A =4, Ay, = —As, Az =— A4
olur.
n > 1 olmak iizere, P,’in spektrumu,
S(By) = {11, A2, A3, s A1, An}
ve Py, .1 in spektrumu,
S(Pan+1) = {.U1, Ho, U3, -y Hons Hon+1 }
olsun.

3.2.3. Teorem.j=1, 2, ..., nigin P,,,;’in spektrumunu, P,’in spektrumunu

kullanarak,
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» n tek say1 iken,
Haj = 4
oj1 =21+ 2 j=12.7>
ve

Uzj—1 = —Hon-2j+3 = —4/ /12n—2j+3 + 2

» ngift iken,

Hz2j = 4

‘u.zj_:l:,//’{zj_l'{‘z _]:1,2,
Hzj—1 = —Han—2j+3 = —/Aan—2j+3 + 2

ve

tn+1 =0

olmaktadir.
Ispat. S(P,) = {Al, Az, A3y Ap_a, An} verilsin. Ayrica
A= ZCOS(nn—_:l>, i=1, 2 3,..,n

oldugundan dolayz,

n+1
T2
A, =2cos|—),
n+1
w3
A3 =2cos|—),
n+1
A, = 2cos (—)
n +1

n
2

.,n+1



seklinde oldugu bilinmektedir. Bununla birlikte S(Pyp,11) = {ft1, ts, U3 -, Honyq } Olarak

alinirsa,

Vs
W =2 cos (2n+2 ’
T2
M2 = 2c0S 2n+2/’
3
3 = 2c0s (2n+2 ’
Han+1 = 2 COS (%)

olur. Buradan u,; = 4; oldugu kolayca goriilmektedir. Ayrica trigonometrik yarim ag1

formiilleri kullanilarak da k = 2j — 1 alindiginda

N3

n ¢ift say,

+

r 1F2F )
] = n+1
1,2,..,— nteksay,

N

i¢in,
(nk)_z 2( k ) 1
COS\nt1) T \an 12
(nk>+1_2 2( k )
“S\nt1 — A0S \an 2
) (nk>+2_4 2( nk)
cos n+1 - oS 2n+ 2
+ (2 (nk)+2—2 (nk)
S n+1 = ecos 2n+ 2
oldugundan dolay1
,le=$ Ak+2
dir.
> ntekiken,
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0°
U1 Uz
Uy Uy

olusturulan tabloda isaretler ve ispatin ilk kisminda elde

kullanilarak,

ve

90°

Hn—2 Hn : Hn+2

HUn—1 Hré+1 Un+3

H2j—1 = —Han-2j+3 = —y/A2n—2j+3 + 2

oldugu goriilmektedir.

» ncift iken,

251
|2%)

Us
Uy

olusturulan tabloda isaretler
kullanilarak,
taj = 4

Haj—1 = JAzj—1+2

90°
Hn—1 llrél+1 Hn+3
HUn-2  Hn : Hn+2
ve ispatin

j=12,..

Hzj—1 = —Han—2j+3 = —/Aan—2j+3 + 2

ve

o1

180°
M2n+1:
Uon !
ettigimiz veriler de
n+1
)
— n_-|-3’n_+5’.“’ n+ 1 ’
2’ 2
180°
ﬂ2n+1:
Han

ilk kisminda elde ettigimiz veriler de

n
2

.,n+1



Hn+1 =0

oldugu goriilmektedir.

3.2.4.0rnek. n = 8 olmak iizere, Pg’in spektrumu A; = 2 cos (ﬁ) , 1=1, 2,..,8

icin{ Ay, A5, ..., Ag}’dir. P;;’nin spektrumu ise {,uL Uz, U3, o) u17} ile gosterilsin.

P; 7 nin spektrumunu Pg’in spektrumunu kullanarak bulalim.

Lemma 3.2.1. ve Teorem 3.2.3. kullanilarak

S(Py7) = {#1, Uz, U3, w17}

={V A +2 4, VA5 +2, 25, A5 +2, A5,/ A, +2,,,
0, As, =/ A7 +2, Ag,—/ A5 + 2,
A= Az +2, A= A, + 2}

dir. Burada istenilirse,

Al = _/18, AZ == _/17, A3 - - 16’ A4

Il

I
~

ul

esitlikleri kullanilarak

S(P17) = {pa, B2, U3, s a7}
=V +2, 4, A3 +2, A, Ay +2, 23, =2, +2,A,
0, Ay ==z +2, A3, =24 +2,
— Ao =y A3 +2, 2, — 2 +2}

seklinde ifade edilebilir.

3.2.5.0rnek. n = 7 olmak iizere, P, nin spektrumu A; = 2 cos (”—l) , i=1,2,..,7

n+1
icin{A;, A5, ..., A;}’dir. P;<’in spektrumu ise {,LLL Uz, U3, o) H15} ile gosterilsin.

P;5’°1n spektrumunu P, ’nin spektrumunu kullanarak bulalim.

Lemma 3.2.1. ve Teorem 3.2.3. kullanilarak;
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S(Pis) = {#1, Uz U3z, ey 15}

=V 42, 4, V25 +2, 25, s 42, 43,2, +2, A4,
S 42, A5, = 2As +2,4,—[ Az +2, Ay, —J A, + 2}

dir. Burada istenilirse,
Al= _17, AZ = _A6P /13 = — 15, /14, =0
esitlikleri kullanilarak

S(Pis) = {Ha, Uz, U3, - 5 }
={J A& +2,0,\ 5 +2,25,\/-23 +2,45, /-2, +2,0,
—JA 2,45, — /23 +2,-1;,
V=% +2-h,—/-1 +2}

seklinde ifade edilebilir.
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4. GRAFLARDA ENERJI

Verilen bir grafin enerjisinin, grafin komsuluk matrisinin &zdegerlerinin mutlak
degerlerinin toplami oldugunu ve bu saymin molekiiler graflarin bazi o6zelliklerini
calismada kullanildigini hatirlayalim. Bu 6zdegerlere ayn1 zamanda grafin 6zdegerleri
de denilmekteydi. Dolayisiyla G grafinin 6zdegerleri 44, A5, ..., A, olmak ilizere G’ nin

enerjisi

E(G) =§w

seklinde tanimlanmaktadir. Bu tezin 2. Boliimiinde literatiirde en ¢ok kullanilan bazi
0zel graf simiflart icin spektrumlari belirlenmis ve bu spektrumlar1 elde etmemize
yarayan spektral polinomlar bulunmustu. Bu boélimde 2. Boéliimdeki bilgilerden

faydalanarak s6z konusu graf tiirlerinin enerjileri hesaplanacaktir.

Burada Cy ve Py graflarinin 6zdegerlerinin ifadeleri trigonometrik ifadeler oldugundan
3. Bolimde elde edilen bazi ozelliklerden faydalanilarak Cn, ve Pn graflarinin
enerjilerinin literatiirdeki ifadelerine alternatif ifadeler bulunacak ve bunlardan
faydalanilarak Czn ve P2, graflarinin enerjileri Cn ve Py, graflarinin enerjilerine bagh
olarak hesaplanacaktir.

Enerji kavrami ile ilgili olarak Adiga, Khoshbakth, Gutman, [More graphs whose
energy exceeds the number of vertices, Iranian Journal of Mathematical Sciences and
Informatics, 2 (2) (2007), 57-62], Gutman, [The energy of a graph, Ber. Math. Statist.
Sekt. Forshungsz. Graz 103 (1978), 1-22], Nikiforov, [The energy of graphs and
matrices, J. Math. Anal. Appl. 326 (2007), 1472-1475] and Walikar, Ramane,
Hampiholi, [On the energy of a graph, in: Balakrishnan, Mulder, Vijayakumar (Eds.),
Graph Connections, Allied Publishers, New Delhi, 1999, 120-123] c¢alismalarina
bakilabilir.
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4.1. Cy Devirli Graflarinin Enerjisi

Teorem 2.2.28’de n koseli bir Cp devirli grafinin spektrumunun
{Ai DA = 2cos(27""), i=01,23,..,1n— 1}

seklinde oldugunu belirlemistik. f birimin n. kdkii olsun. Yani §, ™ = 1 denkleminin

2mi

bir kokii olsun. B = e?™ olarak yazilabileceginden 8 = e = olur. Buradan

21
M =,8+[3_1=2c057

) _y 4
Ar=p°+p =2cos7

. _g 61
A3=pB"+p =2c057

Mo =p"+ B =2cos T =2 =1

olarak 1; = 2 Cossz' degerlerini tanimlayalim. Burada i = 0,1,2,3,...,n—1 igin 4;

degerleri Pol(Cn)’in  koklerini verir. Yani Cp devirli grafinin  spektrumunun

elemanlaridir.

4.1.1. Teorem. Cydevirli grafinin enerjisi

EC)= 3

i=0

2COS@

n

seklindedir.

Ispat. {1;,1i=0,1,2,3,..,n—1} kiimesi Pol(Cn)’in 6zdegerlerinin olusturdugu
kiime olmak tiizere, bu 6zdegerler ayn1 zamanda yukarida belirtildigi gibi Cn grafinin da

0zdegerleridir. Burada

AL =B +p7 =2COSZTni
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oldugundan dolay1, enerji taniminin bir sonucu olarak;

E(C,) = |2cosz—n| + |2cos4—"| + |2cos6—n| + -+ |2coszn—n|
n n n n

_yn-1 2mi
=)i=0 |2cosT

dir.
Li, Shi, Gutman, [Graph Energy, 2012]’de bu degerin ayn1 zamanda
Vs
(4 cotE n = 0(mod4)

s
E(Cy) = i 4CSCE n = 2(mod4)

I
LZ csc% n = 1(mod?2)

seklinde ifade edilebildigi gosterilmistir. Burada Lemma 3.1.’den faydalanilarak n’in

tek ve ¢ift say1 olmast durumlarinda C,, grafinin enerjisinin yeni ifadeleri verilmistir:

412. Lemma. S(Cn) ={A;: 4;=2cos(Z%), 1=0,1,23,..,n—1} igin Cp

grafinin enerjisi;

-1
( =
242 ZIAiI n tek iken,
E(Cy) =4 it
2z
4+22|Ai| ngift iken
\ i=1

dir.
Ispat. ilk olarak n tek say1 iken Cn’in spektrumunun

{)li: /'li=2c‘os(27m), i=0,1,...,n—1}.
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oldugunu hatirlayalim. Lemma 3.1.’den

/10:2, /11 = A‘l’l—l’ AZ == An_z, reey ﬂ.n_—l = )ln_-i—l
2

2

olur. Dolayisiyla

n-1
n—1 2

E(C) =) Il =2+2 ) |4
i=0 i=1

oldugu kolayca goriiliir.

Ikinci olarak n ¢ift say1 iken Lemma 3.1. geregi Cn’in spektrumunda 1o=2, A; = ,,_4,

Ay =Ay_5, ..., An—2 = An+2 olur. Dolayisiyla
2 2

n-2
n—1 2

E(C) =) Il =4+2 ) |4
i=0 i=1

oldugu kolaylikla hesaplanir.

4.1.3.0rnek. E(C;) =Y |4l =2+2%3 |2c0527ni

2mi

4.1.4.0rnek. E(Ci¢) = Y12, =4+2¥7, |2cos§

Aslinda bu 6zdegerlerin Uygulamali Matematikte oldukca sik kullanilan Dickson ve

Chebycheff polinomlari ile yakin ilgisi vardir. Simdi bu iliski ortaya konulacaktir:
n € N i¢in n. Chebycheff polinomu T, (x) ile gosterilir ve

T,,(x): = cos(Arccosx)
veya denk olarak

T,,(cos@): = cos(no)
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seklinde tanimlanir. Burada x, 8 € R, |x| < 1°dir. Ilk birkag Chebycheff polinomu,

To(x) =1

T,(x) =x

T,(x) =2x?> -1

T3(x) = 4x3 — 3x
T,(x) =8x* —8x2 +1

seklindedir.
4.1.5. Lemma. n € N igin T,,(x) polinomu;

Tn1(X) = 2T, (x) — Ty (%)
indirgeme bagintisini saglar.

Ispat. Yukarida goriildiigii gibi T, (x) polinomlar: birim baskatsayili olmadiklarindan

bu polinomlarin normalizasyonu tanimlanir ve kullanilir:

Ay (x) = 2T, (;)

= 2cos(nArccos (;))

= 2cosnd@.

Burada x = A;(x) = 2cosf, x,60 € R,|x| < 2,n € N’dir. Amacimiza uygun olarak

0= g alinirsa x = 2COS% ve A, (x)’ de u, = 2cos %’nin bir polinomu olur. Aslinda

2tk
A(uy,) = 2COST
:ﬁk +ﬁ_k
2mik —2mik
—=—en +e n
olur. Yani Cy devir grafinin 6zdegerleri
A= Ay (un)
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AZ = A4(:un)

A =2 = AZn(:un)

olmaktadir.

4.2. Pn Yol Graflarinin Enerjisi

Teorem 2.2.6’da n kdoseli bir Pp yol grafinin spektrumunun
{/11- A= ZCOS(nn—_:l) ,i=1,2,3, .. ,n}

seklinde oldugunu belirlemistik. Buradan hareketle enerji tanimimi da goz Oniinde

bulundurursak yol grafinin enerji bagintisin1 yazabiliriz;

4.2.1. Teorem. Pnyol grafinin enerjisi

EP)= Y

i=1

i
2C0S——
n+1

Ispat. {1;]i=1,2,3,..,n} kiimesi Pol(Pn)’in 6zdegerlerinin olusturdugu kiime
olmak iizere, bu 6zdegerler aym1 zamanda yukarida belirtildigi gibi Pn grafinin da

0zdegerleridir. Enerji taniminin bir sonucu olarak;

2 3
E(B,) = |2cosi| + |2cos—n| + |2cos—n + o+ |2cosﬂ|
n+1 n+1 n+1 n+1
on 2 i |
=)= COS—
Zl‘l | n+1

dir.

4.2.2. Lemma. S(Pn) ={Ai : A =2cos (nn_+l1) , 1=1,23,.. ,n} icin Pn grafinin
enerjisi;
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~
S

|
[uy

2
2 Z [4;] n tek iken,
E(R) =7 5
2
ZZI/L-I ngift iken
k .

,~
1l
iy

dir.

Ispat. Ilk olarak n tek say1 iken Py’in spektrumunun

+1

A Ay =2cos ”—i, i=1,..,n¢.
n

oldugunu hatirlayalim. Lemma 3.9.’dan

Al = _){n, AZ :/17,'_1, ceey /111_—1 :/171_-!-3 ve /171_-!—1: 0
2 2 2

olur. Dolayisiyla

n—1
n 2
E(R) = ) Il =2 IAl
i=1 i=1
oldugu kolayca goriiliir.

Ikinci olarak n ¢ift say1 iken Lemma 3.9. geregi Pn’in spektrumunda

Al = _An, AZ = A‘l’l—lﬁ ceey Aﬂ = ﬂ.n_+2

olur. Buradan da

n
n 2

EB) =) 12l =2 IAd
i=1 i=1

oldugu kolaylikla hesaplanir.
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4.2.3.0rnek. E(P,) = Y7_,|4]| =233, |2C05%i|

4.2.4.0rnek. E(Pyg) = 18,12, = 252, |2c0s =

4.3. Kn Tam Graflarimin Enerjisi

Sonug 2.2.12°de K grafi igin indirgeme bagintis1 hesaplanmis olup ardindan ise Kn tam
grafinin 6zdegerlerini veren polinomun kokleri hesaplanmistir. K, grafinin 6zdegerleri
n—1,—-10"Y olarak bulunmustur. Elde edilen bu 6zdegerlerin mutlak degerleri

alinarak toplandiginda ise Kn grafinin enerjisi hesaplanmis olur.
4.3.1. Teorem. K, tam grafimin enerjisi

E(K,) =2.(n—1)
seklindedir.

4.3.2.Ornek. E(Kg) =2.(8—1) = 14

4.4. Sp Yildiz Graflarinin Enerjisi

Teorem 2.2.17°de Sy yildiz grafi i¢in indirgeme bagintis1 elde edilmis ve Sp grafinin

ozdegerlerini veren polinomun kokleri hesaplandiginda koklerin 02  +4/n —1
oldugu bulunmustu. Bu verileri ve enerji tanimini kullanarak Sp grafinin enerjisi

kolaylikla hesaplanabilir.

4.4.1. Teorem. Sy yildiz grafinin enerjisi
E(S)) = 2[Jn-1
seklindedir.

4.4.2. Ornek. E(Ss) = 2_‘«/5_1‘ =4 olur.
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4.5. Kmn Iki Parcali Graflarinin Enerjisi

Teorem 2.2.24 de Kmn iki pargali grafinin indirgeme bagintisi elde edilmis ve Kmn
grafinin 6zdegerleri 02, +y/mn olarak bulunmustu. Elde edilen bu 6zdegerleri ve

enerji tanimini kullanarak Kmn nin enerjisi kolaylikla hesaplanabilir.

4.5.1. Teorem. Kmn iki par¢al1 grafin enerjisi

E(Km,n) = 2‘\/%‘

seklindedir.

4.5.2. Ornek. E(K4,9) = 2. ‘«/4 . 9‘ =12 olur.
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