T.C.
ULUDAG UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

ANALITIK ORTU DONUSUMLERI ve MODULER FONKSIYONLARA
UYGULANMASI

ilker INAM

YUKSEK LiSANS TEZI
MATEMATIK ANABILIM DALI

BURSA - 2005



T. C.
ULUDAG UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

ANALITIK ORTU DONUSUMLERI ve MODULER FONKSIYONLARA
UYGULANMASI

[lker INAM

YUKSEK LiSANS TEZI
MATEMATIK ANABILIM DALI

2005

Bu tez 24.08 . Za2 5~ tarihinde asagidaki jiiri tarafindan oybirligi /oycektugu ile
kabul edilmistir.

Prof. Dr. Miimin YAMANKARADENIZ Rog 2Nl UG

(Danisman)




OZET

Uc béliimden olusan bu ¢alismada rtii uzaylari, analitik 6rtii uzaylari, modiiler

fonksiyon ve modiiler fonksiyonun ortii doniistimlerine uygulamalari ele alinmistir.

Birinci boliimde ilerideki bdliimlere hazirlik olmasi amaciyla bazi temel
kavramlar tanmitilmistir. Ayrica ikinci ve iiclincli boliimdeki teoremlerin ispatlarinda

kullanilmak tizere baz1 6nemli teoremler ispatsiz olarak verilmistir.

Ikinci boliime ortii doniisiimii yardimiyla elde edilen &rtii uzaylar1 tanitilarak
baslanmistir. Ardindan ortii uzaylarinin 6nemli bir 6zelligi olan, ortiilen uzaydaki her
bir egrinin Ortli uzayindaki bir egriye ylikseltilebilmesi 6zelligi ve bunun sonuglar1 ele
alimustir. Bunun yani sira son olarak, bu boliimde analitik ortii doniistimleri ve analitik
Ortii uzaylar kavramlar1 incelenmistir. Burada evrensel Ortlii uzayi tanimlanmis ve

bunun ¢ok 6nemli sonuglari verilmistir.

Ugiincii béliimde, oncelikle modiiler grup ve bunun bir elemani olan modiiler

fonksiyon tanitilmig ve Ortli uzaylar ile baglantis1 arastirilmistir. Bunun sonucunda

modiiler fonksiyon yardimiyla iist yar1 diizlemin, Cy; in bir ortii uzay1 oldugu elde

edilmistir. Ardindan modiiler fonksiyonun 6rtii uzaylarina bir uygulamasi olarak {ist yar1
diizlemin bir désemesi ele alinmistir. Bunun yani sira C. E. Picard’a (1856-1941) ithaf
edilen 6nemli iki teorem incelenmistir. Son olarak evrensel analitik Ortii uzaylarinin

varlig1 hakkinda gerek ve yeter sartlar verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Ortii doniisiimii, értii uzayi, modiiler grup, modiiler fonksiyon,
evrensel Ortii uzayi, analitik Ortii doniisiimii, analitik Ortii uzayi, doseme, evrensel

analitik Ortii uzayi, yiikseltilme



ABSTRACT

Covering spaces, analytic covering spaces, modular function and applications of
the modular function to covering maps are considered in this work, consisting of three

sections.

In the first section some fundamental concepts are introduced for the next
sections. In addition, some important theorems are given without proofs, to be used in

the second and the third sections.

The second section begins with covering spaces which are obtained from
covering maps. And then the fact that every path in the covered space can be lifted to a
path in the covering space, which is an important feature of the covering spaces, is
given. Finally in this section, analytic covering maps and anaytic covering spaces are
examined. Here, the universal covering space is defined and its consequences which are

very important are given.

In the third section, firstly modular group and a special element of it, the
modular function, are introduced and the connection with covering spaces is

investigated. As a consequence of this, the fact that upper half plane is the covering

space of Cy is obtained. Then as an application of the modular function to covering

maps, a tessellation of the upper half plane is considered. However two important
theorems dedicated to C. E. Picard (1856-1941) are given. Lastly necessary and
sufficient conditions for the existence of the universal analytic covering spaces are

given.

Key Words: covering map, covering space, modular group, modular function, universal
covering space, analytic covering map, analytic covering space, tessellation, universal

analytic covering space, lifting
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GIRIS

Ortii uzaylar1 kavrami topoloji ile karmasik fonksiyonlar teorisinin bulustugu bir
kavramdir. Siirekli ve baz1 durumlarda analitik olan karmasik fonksiyonlar yardimiyla,
baglantili bir topolojik uzayin herhangi bir topolojik uzay {izerine belli kosullar altinda
resmedilmesi olan Ortii uzay1 kavrami 1900 li yillarin baginda calisilmaya baglanmistir.
Hem analizin hem de topolojinin bir araya geldigi bu kavram oldukgca ilging 6zellikler
ve sonuglar ortaya koymustur. Calismanin amaci da bu 6zelliklerin ve sonuglarin
calisilmast ve bir araya getirilmesidir. Ozellikle, 6rtii uzaylari teorisinde énemli bir yer
tutan bir egrinin yiikseltilmesi kavramimin glinimiizde uygulamali matematik,

miithendislik alanlarinda kullanildig1 goriilmektedir.

Bu calismada ortii uzaylar1 ve 6zellikleri lizerinde durulduktan sonra en 6nemli
ayrik grup olan modiiler grup ve ortli uzaylar1 arasindaki iliski tizerinde durulmustur.
Modiiler doniisiimler veya modiiler fonksiyonlarin iist yari diizlemin birer ortii
dontistimii oldugu dikkate alinarak iist yar1 diizlemin ortii uzayi olusturulmustur. Bir
uygulama olarak modiiler grubun temel bélgesi yardimiyla iist yar1 diizlemin bir

désemesi, yani bir bakima 6zel bir ortiisii olusturulmustur.

Bu calismanin son kisminda, ortii uzaylar1 yardimiyla elde edilen ve karmasik

fonksiyonlar teorisinde 6nemli bir yer tutan Picard Teoremleri ele alinmistir.



1. BOLUM

ON BILGILER

Bu boliimde ¢aligmamizda kullanacagimiz bazi temel kavramlar tanimlanacak

ve bu kavramlarin bazi temel 6zellikleri tizerinde durulacaktir.

1.1. Tanim. X bos olmayan herhangi bir kiime, J ise X in bazi alt kiimelerinden olusan
bir aile olsun. Eger

) ¢ Xeg,

i1) A;ve A, € 6oldugunda A; N A4 € 6,

ii1) / indis kiimesi olmak {izere 4; € 7 oldugunda |J4; € &
iel

sartlar1 saglaniyorsa dya X de bir topoloji; (X, ) ikilisine de topolojik uzay denir.

X herhangi bir topolojik uzay olmak iizere eger X, ayrik ve acgik kiimelerin birle-
simi cinsinden yazilamiyorsa X e baglantili topolojik uzay denir. X topolojik uzayinin

baglantili her alt kiimesine X in bileseni denir.

1.2. Tamim. (X, 0) ve (Y, o) iki topolojik uzay, ae X noktasi ve f: X — Y fonksiyonu
verilsin, N (a), a nin komsuluklar1 sistemi olmak iizere, her bir Ve Mf (a)) icin AU)c V
olacak sekilde en az bir U < N (a) bulunabiliyor ise f fonksiyonuna ae X noktasinda

sureklidir denir.

Ornegin, (R, &) alisilmis topolojik uzayinda f: R — R, f{x) = 2x fonksiyonu sii-
rekli bir fonksiyondur.
1.3. Tanim. X ve Y topolojik uzaylar olmak {izere bire-bir, orten, kendisi ve tersi siirekli

olan f: X — Y doniigiimiine X den Y ye bir homeomorfizm (topolojik esyap1 doniisiimii)

denir.



Ornegin, a €R, a # 0 olmak iizere /: R — R, x — ax bi¢iminde tanimlanan f

fonksiyonu bir homeomorfizmdir.

1.4. Tanim a) Z bostan farkli herhangi bir kiime, Y = {(Y¥;, &) | i € I } topolojik uzay ai-
lesiolsun. G = {g;| g;: Yi—> Z,i € I} fonksiyonlar ailesini gz 6niine alalim. Her bir i
€ [ i¢in G fonksiyonlar ailesindeki tiim g; fonksiyonlarini siirekli yapan Z kiimesi iize-

rindeki en ince topolojiye tiimel topoloji denir.

b) y, X kiimesi iizerinde bir denklik bagintist ve p, X den X / y {lizerine dogal izdiisiim
fonksiyonu olmak tizere {X/ y, p} ailesine karsilik gelen tiimel topolojiye boliim topolo-
jisi denir ve bu topoloji o, ile gosterilir. (X / y, &) ikilisine (X, o) nun y ya gore boliim
uzay1 denir.

Ornegin; (R, 6) alisilmis topolojik uzay verilsin. Her x, y € R i¢in

(x,y) € y< (xvey<0)veya (x ve y > 0)

seklinde tanimlanan bir denklik bagintisini ele alalim. R / y= { [0], [1] } boliim kiimesi

uzerinde

p:R>R/y,x— px)=[x]

fonksiyonu ile {iretilen béliim topolojisi 0, = { ¢, R/ y, {[1]} } dir. O halde (R / y, &,)

bir boliim uzayidir.

1.5. Tamim a) X bostan farkli herhangi bir kiime, Y = {(Y}, o;) | i € I } topolojik uzay ai-
lesiolsun. &' = {f;:fi : X— Y, iel } fonksiyonlar ailesini gbz 6niine alalim. Her i €/
icin &F fonksiyonlar ailesindeki tiim f; fonksiyonlarint siirekli yapabilen X kiimesi tize-
rindeki en kaba topolojiye izdiisel topoloji denir.

b) X = {( X, 6) : il } topolojik uzaylar ailesi ve X= [T X; =X; x X2 x ... olsun. P = {

P;: P, : X —> X, iel } izdisel fonksiyonlar ailesine karsilik gelen X kiimesi tizerindeki



izdiisel topolojiye ¢arpim topolojisi ve bu topoloji ile birlikte X topolojik uzayina ¢ar-
pim uzayi denir.

Ornegin; (R, &) alisiimus topolojik uzay verilsin. R* = R x R kiimesi igin
P :R* >R, Pi(x,y) =x PR >R, Py (x,)) =y

izdiisiim fonksiyonlari yardimiyla R bir carpim uzayu olur.

1.6. Tamim a) X herhangi bir topolojik uzay ve x, y € X olsun. x € U, y € V 6zelligin-
deki U ve V agik komsuluklari icin U n V' = ¢ oluyorsa X uzayma Haussdorff uzay1 de-
nir.
b) X bir topolojik uzay olsun. Eger

1) X bir Hausdorff uzay1,

ii) Xin her bir agik alt kiimesi R" veya R nin bir agik alt kiimesine homeomorf,

ii1) X sayilabilir coklukta ac¢ik kiimelerle Ortiilebilirse
X uzayia bir n-manifold denir.
¢) Baglantili 2-manifolda yiizey denir. Ornegin; S 'x S' carpim uzayma izomorf olan T
tor yiizeyi bir ylizeydir.
d) A4 herhangi bir kiime ve G; < A4 olmak tizere Il = {G; | i€l } ailesi verilsin. Eger 4

kiimesi G; kiimelerinin birlesimi tarafindan kapsaniyorsa, yani 4 < UGi oluyorsa I

il
ailesine 4 kiimesinin bir ortiisii denir. Eger her bir G; agik kiime ise I'1 ye 4 nin bir agik
ortiisti denir.

e) S herhangi bir yiizey olmak {izere, eger S nin her agik oOrtiisiiniin sonlu bir alt ortiisii
varsa S ye kompakt yiizey denir.

f) Kompakt, yonlendirilebilir her bir yiizey belli bir g > 0 tamsayist icin kiireye g tane
kulp takilarak elde edilen bir S, yiizeyine homeomorftur, bu 6zellikteki g sayisina yiize-
yin cinsi denir.

Ornegin T tor yiizeyinin cinsi 1 dir.



1.7. Tamim. X bos olmayan herhangi bir kiime ve P(X), X in kuvvet kiimesi olmak iizere
=P (X)={T|T c X} olsun. (X, 7) uzayna ayrik topolojik uzay, rtopolojisine ayrik

topoloji denir.

1.8. Tamim. X ve Y topolojik uzaylar olmak iizere f: X — Y doniisiimii eger agik (kapa-

11) kiimeleri acik (kapali) kiimelere resmediyor ise f'ye agik (kapali) doniisiim denir.

1.9. Tamim a) C U {co} = X Riemann kiiresi olmak tizere /: 2 — X rasyonel fonksiyo-

nuna meromorf fonksiyon denir.

Ornegin; 1: X — Z, z+ flz) = ! 1 fonksiyonu meromorf fonksiyondur.
z+

b) z € C olmak iizere bir f{z) fonksiyonu z nin herhangi bir U agik komsulugundaki tiim

noktalarda diferansiyellenebilir ise f'ye z € C noktasinda analitiktir (holomorftur) denir.

Ornegin; f(z) = sin z fonksiyonu analitik bir fonksiyondur.

Tiim C karmasik diizlemi {izerinde analitik olan fonksiyona tam (entire) fonksi-

yon denir.

Ornegin; f(z) = e iistel fonksiyonu tam fonksiyondur.
1.10. Teorem. (Liouville Teoremi) ftam fonksiyonu sinirl1 ise sabittir. (Baskan 1998)

1.11. Tamim a) X bos olmayan herhangi bir kiime olmak tiizere,

d: XxX->R

fonksiyonu; her x, y, z € Xigin
Ml1. d(x,y)>0
M2.d(x,y) =0 x=y
M3. d(x, y) =d(y, x)
M4. d(x, y) < d(x, z) + d(z, y) (licgen esitsizligi)



kosullarimi1 gergekliyor ise d fonksiyonuna X kiimesi lizerinde bir metrik; (X, d) ikilisine
ise metrik uzay denir.
b) (X, d) metrik uzay olsun. Eger X deki her bir agik ortiisiiniin sonlu bir alt 6rtiisii varsa

(X, d) metrik uzayma kompakttir denir.

1.12. Teorem (Lebesgue Ortii Teoremi).(X, d) kompakt metrik uzay ve i € [ igin {U; }
de X in bir agik ortiisii olsun. Bu takdirde her bir x € X i¢in B(x, r) < U, (i € I) olacak
sekilde bir tek pozitif » sayis1 vardir. Bu 6zellikteki » sayisina ortiiniin Lebesgue sayisi

denir. [] (Brown 1988)

1.13. Tamim. C nin basit baglantili acik alt kiimelerine bdlge denir.

1.14. Tanim. a) X herhangi bir topolojik uzay olmak tizere f: [0, 1] — X siirekli donii-
slimiine X de bir egri denir. x € X olmak iizere, baslangi¢c ve bitim noktasi x olan egriye
X de kapal1 bir egri ya da x taban noktali bir ilmik (loop) denir.

b) Kendi kendisini kesmeyen egriye basit egri denir.

¢) B, C de bir bolge ve 5 : [0, 1] > B, 55 : [0, 1] > B kapali iki egri olsun. Eger

H:[0,1]x[0,1] > B

fonksiyonu

i) Her bir s € [0, 1] i¢in, ¢ — H(z, s) kapal1 bir egridir.

1) H(t, 0) = n(f), Ht, 1) = p(r) 0<t<1
kosullarii gercekliyorsa y ve j» egrilerine birbirine homotopik egridirler denir.
d) X bir topolojik uzay olsun. Eger X ic¢indeki her bir kapali egri X de bir noktaya
homotopikse X e basit baglantili uzay denir.
e) Eger y= u«¢) egri fonksiyonu siirli degisimli, yani egrinin boyu sonlu ise, y egrisine
dogrultulabilir (rektifiye edilebilir) egri denir.
f) x taban noktali bir ilmiklerin kiimesini #(X, x) ile gosterelim. y ve p, X topolojik uza-
yinda 1 1) = p(0) 6zelliginde iki egri olsun. Bu takdirde bu iki egrinin ¢arpimi

7(2s) ,0<s<1/2

(P)s) = {p(ZS—l) 1/2<s<1



olarak tanimlanir ve bu iglem yardimi ile (X, x) bir grup olusturur. Bu gruba temel grup

denir. (Jones ve Singerman 1987)

1.15. Tamm. By, C de bir bolge ve fy, By iizerinde analitik bir fonksiyon olmak iizere

(fo, Bo) ciftine bir fonksiyon elemani denir. B; bolgesi By N By # ¢ 0zelliginde olmak
tizere bir (f;, By) bir fonksiyon elemani i¢in By M B lizerinde fo(z) = f1(z) gercekleniyor-

sa, f1(z) fonksiyonu fy(z) nin B, i¢ine bir analitik devamidir, denir.

1.16. Tanmm. y: [0, b | > C bir egri olmak iizere, tiim 0 < ¢ < b degerleri i¢in Y(¢) mer-

kezli disklerde yakinsak olan
Az, )= %an (z—y@)"

kuvvet serileri varsa ve
1) fiz, 0) = fo(2),
2) Herbirs € [0, b ]icin |t — s | < ¢kosulu altinda f(z, ), f(z, s) nin dogrudan anali-
tik devamui olacak bi¢cimde bir £ >0 sayis1 varsa
fo, yegrisi boyunca analitik olarak devam ettirilebiliyor denir. Bu durumda
F={flz,t):0<t<b}

fonksiyon ailesine, fj 1n, y egrisi boyunca analitik devami denir.

1.17. Tamim. ¥ siirekli fonksiyonlarin ailesi olsun. Eger 3 deki her bir fonksiyon dizi-

sinin siirekli bir f fonksiyonuna yakinsayan bir alt dizisi varsa 3 ye normal aile denir.

1.18. Tammm. y, C de kapali bir egri ve zo € C noktas1 y egrisi iizerinde bulunmasin. y

nin zo 1 sarma sayisi n(y; 0) ile gosterilir ve

n(i0) = [ ——dz
27,z -z

olarak tanimlanir.

Ornegin; birim ¢emberin orjini sarma sayisi 1 dir.



1.19. Tammm. a, b, ¢, d €C ve ad — bc = 1 olmak lizere,

az+b

Mz)= cz+d

bi¢iminde tanimlanmis fonksiyona Mobiiis doniigiimii denir.

1.20. Tanim a) B, C de bir bdlge olmak iizere f : B — C siirekli doniisiimii verilsin.

Eger bir zy € B noktasindan gegen ve aralarinda « agis1 yapan herhangi iki diizgiin 5 ve
5 egrilerinin f{y1) ve f(») egrileri de wy da aralarinda yon ve biiyiikliik bakimindan «
acis1 yapiyorlarsa f fonksiyonuna z, da bir konform dontistimdiir denir.

b) ki bolgeden biri digeri iizerine bire-bir konform olarak resmedilebiliyorsa bu iki

bolge konform denktir denir.

1.21. Teorem. (Yonlendirme Prensibi) C; ve C,, X da iki ¢gember, M Mobiiis donii-
simii M(C,) = C, 6zelliginde olsun. Eger C; i¢in (zj, z, z3) yonlendirmesi varsa bu tak-
dirde M dontisiimii C; ¢cemberinin sag ve sol yanlarini (Mz;, Mz,, Mz3) yonlendirmesine

gore C, gemberinin sag ve sol yanlarina resmeder. [1 (Conway 1995)

1.22. Tamim a) a € X igin ¢, , @ nin belli bir komgulugunda analitik olan tiim fonksi-

yonlarin ailesi olsun.Eger f, g €gf,icin a nin belli bir komsulugunda f'= g oluyor ise f ~,

g yazilir. Bu bagint1 bir denklik bagintis1 olup [f], ile gosterilen denklik siniflarina f nin

a daki tohumu denir.
b) a € X igin tiim [f], tohumlarinin ailesine analitik fonksiyonlarin tohumlarinin demet-

leri ad1 verilir.



2. BOLUM

ORTU UZAYLARI

Bu béliimde ¢alismamizin temelini olusturan ortii uzayi1 kavramini tanimlayaca-

g1z, 6rnekler verecegiz ve ortii uzaylarinin 6zellikleri iizerinde duracagiz.

2.1. Ortii Uzay

2.1.1. Tamim. X baglantili topolojik uzay ve Y herhangi bir topolojik uzay olmak iizere
7 : X = Y iizerine fonksiyonu siirekli olsun. Eger her bir @ e Y i¢in 7 ~'(4) nin her bir
bileseni agik olacak bigimde @ nin bir A komsulugu var ve iistelik 7, bu bilesenlerin her
birisini 4 iizerine homeomorf olarak resmediyor ise (X, 7) ikilisine Y nin bir 6rtii uzay:

denir.

Bu sekildeki A agik kiimelerine de temel komsuluk denir.

2.1.2. Uyar1. 7 doniistimiiniin farkli secimleri ile bir ¢cok (X, 7) ortii uzay1 elde edilebilir.

Dikkat edilirse, tanimdaki 7 6rtii doniigiimiiniin bire-bir olmas1 gerekmemektedir.

2.1.3. Ornek 1. X baglantili herhangi bir uzay ve i : X — X 06zdeslik déniisiimii goz
Oniine alinirsa (X, i), X in asikar Ortii uzayi olur.
2. Benzer olarak eger f: Y — X {izerine bir homeomorfizmi ise (7, f), X in bir ortii uzayi

olur.

2.1.4. Uyan. Asagida bu iki 6zel ortii uzayindan baska ornekler iizerinde de duracagiz.
Konunun ilerleyen kisimlarinda X in basit baglantili olmasi durumunda, ortii uzayinin
bu iki agikar ortii uzayindan birisi olmasi gerektigini gérecegiz, yani bu halde ortii uzay1

(X, i) veya Y, X e homeomorf olmak tizere (Y, f) dir.

2.1.5. Ornek. ([0, 27], 7), birim ¢emberin &rtii uzaylaridan birisidir. Gergekten de

7:[0,27] > S', 7(¢) = (sin 1, cos ?)
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olarak tanimlanirsa yukaridaki tanimin saglandigi aciktir. Bu durumda S' in herhangi bir

acik alt aralig1 olan yay parcalari bir temel komsuluk olur.

v

1

A

N
L/

Sekil 2.1.1. Birim ¢emberin Ortii uzay1

2.1.6. Tanim. X baglantili topolojik uzay ve Y herhangi bir topolojik uzay olmak iizere
(X, 7), Y nin bir ortii uzay1 olsun. £ > 1 olmak iizere, eger 7 doniisiimii Y topolojik uza-

yini k defa ortiiyorsa (X, 7) uzayina Y nin k - yaprakli ortii uzayr denir.

2.1.7. Ornek. Yukaridaki 6rnekte 7 doniisiimii yardimiyla elde edilen 6rtii uzay1 S' cem-

berini tam bir defa 6rtmektedir. Ancak ([0, 27], 7) Ortii uzay1 yerine (R, 7) ortii uzayi

alirsa bu uzay S' in sonsuz-yaprakli bir 6rtii uzay1 olur. Benzer diisiince ile ([0, 27], 7)

ortii uzay1 yerine ([57, 157], 7) alinirsa bu uzay S' in 5-yaprakli bir 6rtii uzay: olur.

2.1.8. Ornek. ([-7,7), ), C\ {0} delinmis diizlemin 1-yaprakli ortii uzayidir. Bura-
da herhangi bir zeC i¢in U, = {we[-x, n) : |w—z|<|z|} acik diski bir temel komsu-

luktur. Bunu gostermek igin U, nin ters goriintiisiiniin herhangi bir ¥ bileseninin e” yar-
dimiyla U. iizerine homeomorf olarak resmedildigini gérmek yeterlidir.

Buna gore herhangi bir w € U. i¢in e/ ") =1w ve her bir v € Vigin fle") = v ola-
cak bicimde siirekli bir f': U, — V bulunmalidir. Gergekten de logaritma fonksiyonunun

U, diskine diisen dali istenilen 6zellikteki fonksiyondur.
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2.1.9. Uyar1. Yukaridaki 6rnekte [-7, 7) yerine C \ {0} alinmasi halinde de C \ {0} de-

linmis diizlemin bir oOrtii uzayr elde edilir. Ancak bu durumda Ortii uzayi

sonsuz-yaprakli olur. Benzer diisiince ile n € N olmak lizere
7,: C\ {0} > C\ {0}, z(z)> 2"

dontigimii yardimiyla (C \ {0}, 7,) ikilisinin C \ {0} delinmis diizleminin sonsuz-

yaprakli bir 6rtii uzay1 oldugu goriiliir.

2.1.10. Ornek. ()N( , 7), Xinve ()7 , P), Y nin ortii uzaylar1 ise
Tx i X x V> X x ¥, () (1 xp)x,9) = (13, py)
olmak iizere (X x ¥, 7 x p), X x Y carpim uzayinin bir Ortii uzayi olur. U, x € X in bir

temel komsulugu ve V, y € Y nin bir temel komsulugu ise U x V, (x, y) € X x Y nokta-

sinin bir temel komsulugu olur.

2.1.11. Ornek. T, Tor yiizeyini géz oniine alalim. Asikar olarak i : T — T olarak alinir-

sa (T, i), T tor yiizeyinin bir ortii uzay olur. Diger yandan
7:R* > T, (x, y) - 7(x, ) = (cos y cos x, cos y sin x, sin )
olarak tanimlanirsa (R, 7), tor yiizeyinin bir 6rtii uzay: olur. T=S 'x S ' oldugundan 2.

1.10. Ornek geregi bu fonksiyon iizerine ve siireklidir.

Tor yiizeyinin diger bir 6rtii uzay1 ise R x S' silindiridir. xeR, y = (1, 2), X = »»

olmak uzere

r:Rx S'S T, (x,y) > 7(x,y) = (sin y2, sin y; cos ya, oS ¥, ¢S 1)

bigiminde tanimlanirsa (Rx S ', 7) tor yiizeyinin bir ortii uzay: olur.

2.1.12. Ornek. S kompakt, yonlendirilebilen ve cinsi 2 olan bir yiizey olsun. Bu érnek

ile S nin birden fazla 6rtii uzaylarinin nasil elde edilebilecegi goriilecektir.
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M cinsi 0 olan ve smurlart C{, C/, C;, C, ¢emberlerinden olusan yonlendirile-

bilir, sinirli ve kompakt bir yiizey olsun. Bu durumda, asagidaki homeomorfizmler yar-

dimiyla, S yiizeyini M nin bir béliim uzay1 olarak diislinebiliriz.

Sekil 2.1.2. Bir siurlt yiizeyin boliim uzay1 olarak cinsi 2 olan yiizey

i=1,2i¢in h;: C; - C/ homeomorfizmi ile C; ve C; cemberleri 6zdeslene-
rek bir tek C; gemberi elde edilir. Tersine S yiizeyi, C, ve C, ¢emberleri boyunca kesile-
rek M yiizeyi elde edilebilir.

D={1,2,3, ..., n} sonlu bir kiime ve bu kiime {izerinde ayrik topoloji tanimli
olsun. 0: M x D — M doniisiimiinii g6z oniine alalim. Bu takdirde M x D yi, her biri
o tarafindan homeomorfik olarak M {izerine resmedilen M nin n tane ayrik kopyasi ola-
rak diistinebiliriz.

M x D nin boliim uzayin elde edelim. Burada elde edecegimiz boliim uzay1 bag-
lantili bir S 2-manifoldu (yani ylizey) olup; o, boliim uzaylarinin bir 7: S — S donii-

stimil indirgeyecektir. O halde asagidaki degigmeli diyagram elde edilmis olacaktir.

MxD ————>§

o T

M ———>S§

Sekil 2.1.3. Boliim uzaylarinin degismeli diyagrami
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Buna gore (§ ,7), S nin bir ortii uzay1 olur. M x D den elde edilen S nin asagida-

ki formlardan birisi oldugu goriiliir.

i=1veya2vej, k < nbzelligindeki j, ke Z" igin (x, j) noktasin1 (/;(x), k) nokta-

sina resmeden homeomorfizm yardimiyla C; x{j} ¢cemberi C x{k}cemberi ile 6zdesle-

sir, yani bunlar bir tek ¢cember olusturur. M x D den elde edilen S ylizeyi baglantili ol-
dugu siirece gemberlerin bu sekildeki 6zdeslenmeleri farkli bi¢cimlerde de yapilabilir.
Ornegin; n = 3 igin asagidaki sekilde bir 6zdesleme yapilabilir:

C/x{1} ile C/x{2}

C/x{2} ile C|x{3}

C/x{3} ile C|x{1}

Cyx{1} ile C;x{2}

Cyx{2} ile C;)x{l}

C,x{3} ile C;x{3}

2.1.13. Onerme. (X, 7), Y nin bir 6rtii uzay1 olsun. Buna gére;

a) 7: X — Y ortii doniistimii bir agik doniistimdiir,

b) x € X olmak iizere x in Oyle bir U komsulugu vardir ki 7, U tlizerinde bir
homeomorfizmdir,

¢) Her bir acgik temel komsuluk baglantilidir,

d) Eger Y yerel olarak egrisel baglantili ise X de yerel olarak egrisel baglantilidir.

Ispat. a) Ortii doniisiimiiniin tanimina dikkat edilirse her bir @ € Yigin 7 _I(A) nin her
bir bileseni agik olacak bicimde @ nin bir A komsulugu vardir ve 7 bir homeomorfizm
oldugundan, X deki her bir acik kiimenin 7 altindaki goriintiisii yine bir acik kiimedir.
Boylece 7: X — Y 6rtii doniisiimii bir agik doniigiim olur.

b) Yine tanimdan hareketle bu 6zellikteki bir komsulugun varlig1 agikardir.

¢) Herbir w € Yigin 7 _I(A) nin her bir bileseni acik olacak bi¢imde @ nin bir A komsu-
lugu vardir. Ustelik 7, bu bilesenlerin her birisini A iizerine homeomorf olarak resmeder.

Diger yandan X baglantili topolojik uzay oldugundan A agik temel komsulugu baglantili

bir kiime olur.
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d) Y yerel olarak egrisel baglantili bir uzay ve 7 stirekli bir fonksiyon oldugundan X

baglantili topolojik uzay1 ayn1 zamanda da yerel olarak egrisel baglantili bir uzay olur.

2.1.14. Uyar1. Yukaridaki 6nermenin b) sikki diisiiniildiigiinde akla soyle bir soru gele-
bilir: X den Y iizerine yerel olarak bire-bir olan her bir 7 doniisiimii i¢in (X, 7), ¥ nin bir

Ortlii uzayr olur mu? Bu soruyu cevaplayabilmek i¢in X uzaymi ve 7 doniisiimiini

X={zeC lz+0, O<arg z<577[} ve 17(z) = z* olarak alalim, bu durumda ¥ =7(X) = C\{0}

dir. ze X in herhangi bir komsulugu goz 6niine alinirsa, bu komsulukta 7 bire-bir ve do-
layistyla z keyfi oldugundan 7 yerel olarak bire-birdir. Simdi de (X, 7) ikilisinin ¥ nin bir
ortli uzay1 olup olmadigini inceleyelim. 0 < » < 1 6zelligindeki herhangi bir » i¢in Y de

4={¢

: |g — i| < r} kiimesini goz Oniine alalim.

Sekil 2.1.4. X kiimesi ve raltindaki goriintlisti

Sekle dikkat edilirse A, diskinin bir kismi(hafif tarali kism1 yani ikinci bolgede
kalan kismi1) 7 doniisiimii ile 1 defa oOrtiiliirken bir kismi da (koyu tarali kismi yani birinci
bolgede kalan kismi) iki defa ortiildiigiinden, 7 ~'(A,) kiimesi iki bileseni bulundurur.
Bunun sebebi 7 (z) = z* fonksiyonu herhangi bir ze X noktasinin argiimanini 2 katima ¢i-
karmasidir. O halde (X, 7), Y nin bir 6rtli uzay1 degildir yani yerel olarak bire-bir olan

her bir doniisiim yardimiyla bir ortii uzay1 elde edilemez.



2.2. Egrilerin Ortii Uzayna Yiikseltilmesi
Bu béliimde 6rtii uzaylariin en énemli 6zelliklerinden birisi olan Ortiilen uzay-
daki her bir egrinin, asagida tanimi verilecek olan, ortii uzayidaki bir egriye ylikseltile-

bilmesi 6zelligi incelenecektir.

2.2.1. Tamm. (X, 7), Y nin bir ortli uzay1 ve y, Y de bir egri olsun. Eger 70 = y oluyor

o~ o e e

2.2.2. Uyar1. Yiikseltme kavrami géz Oniine alinacak olursa, /= [0, 1] ve y, Y de bir egri

olmak tizere asagidaki diyagram elde edilir.

X
lr
Y

Sekil 2.2.1. yegrisi ve 7 ortli donlislimil

] —»
4

y nin yiikseltilebilir olmas1 demek yukaridaki diyagramin asagidaki diyagram

gibi degismeli bir diyagram olacak bigimde bir y fonksiyonunun tanimlanabilir olmasi

demektir.

Sekil 2.2.2. y nin yiikseltilmesi

Dikkat edilirse yukaridaki degismeli diyagramda bir yerden digerine ele alinan

egriden bagimsiz gidilebilir.
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2.2.3. Teorem. (X, 7), Y nin bir ortii uzayi ve F : [0, 1] x [0, 1] — Y siirekli fonksiyonu
7 (x0) = wo Ozelligindeki her bir nokta i¢in F(0, 0) = wy Ozelliginde ise bu takdirde
F: [0, 1] x [0, 1] —> X stirekli fonksiyonu F 0,0 =xove 7 o F = F olacak sekilde
vardir ve tektir. (Conway 1995)

Ispat. 0<i, j <n—1 olmak iizere [0, 1] in iki pargalanis1 {0 = so<s; < ... <s,=1} ve
{0=1t<t<...<t,= 1} olsun. F'siirekli oldugundan F( [s;, s;+1] % [, t:i+1] ), ¥ deki bir
A;; agik temel komsulugu tarafindan kapsanir. wo = F(0, 0) € Aoy ve Uy ise r_l(Aoo) n
Xo 1 bulunduran bir bileseni olsun. 7 doniisiimiiniin Uy, iizerine kisitlamasi olan r‘ Uoo
doniigiimii, Uy 1 Ay lizerine bir homeomorfizmi oldugundan F: [0, s1]%x[0, 6] > X,
(s, ) > F (s, 1) = (z] Uso) ~'o F(s, #) olarak tanimlanabilir. 7 y1 [0, s>]x[0, #,] kiimesi-
ne genigletelim. X kompakt oldugundan her agik Ortiisiiniin sonlu bir alt ortiisii vardir ve
X baglantili oldugundan F ({s1} %[0, #;]) baglantil1 bir kiimedir. O halde F({s;} %[0, #])
c Ay oldugundan 7 _I(Alo), F ({s1} %[0, #]) tarafindan kapsanir. Uy, 7 —1(A10) 1n
F({s1} %[0, #;]) 1 bulunduran bir bileseni olsun. Bu takdirde r| Uio bir homeomorfizm-
dir. (s, ) e [s1, s2] x [0, #,] i¢in F (s, £) = (Z'| Uyo) ‘o F(s, f) olarak tanimlansin. Tanim
kiimesi iki kapal1 kiimenin birlesimi olarak yazlabilir. Ustelik F bu iki kiime iizerinde
de siireklidir. Bunlarin arakesiti lizerinde de siirekli oldugundan bu iki kiimenin birlesi-
mi iizerinde de siireklidir. Bu mantikla hareket edilerek 7o F = F ve F (0, 0) = xg Ozel-
liginde bir F: [0, 1]1x [0, 1] = X stirekli fonksiyonu elde edilmis olur. Dikkat edilirse

her bir adimda F fonksiyonunun tanimu tek tiirliidiir. O halde varlig1 gosterilen F fonk-

siyonu bir tektir.

2.2.4. Sonug. (X, 7), Y nin bir ortii uzay1 olsun. Eger y, Y de baslangi¢c noktasi wy olan
ve 7 (xo) = wy Ozelliginde bir yol ise bu takdirde, y egrisinin, baslangi¢ noktasi x, olan
bir tek 7 yiikseltilmesi vardir.

Ispat. F : [0, 1]x [0, 1] = Y fonksiyonu (s, £) — F(s, £) = (s) olarak tamimlansin. O

halde F siirekli ve F(0, 0) = wy dir. 2.2.3. Teorem geregi toF=Fve F (0, 0) = x¢ ola-
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cak bicimde bir tek F: [0, 1]x [0, 1] = X fonksiyonu vardir. 7 (s) = F (s, 0) ise bu
takdirde 7 nin baglangi¢ noktasi xo dir ve ¥, y nin bir yiikseltilmesidir.
y nin tekligini gostermek i¢in & yolunun da X de baglangi¢ noktasi xy olan ve y
y1 yiikselten baska bir yol oldugunu kabul edelim.
K:[0,1]1 % [0,1] > X, (s, )) > K (s, )= & (5)
olarak tanimlansin. Bu takdirde
K(0,0)=xove 70 K (s, )= 70 &(s) = F(s, f)
olur ve boylece 2.2.3. Teorem in teklik kismi1 geregi F = K olur. Buradan
7©)=F(s,00= K(5,0)= 5 (s)

bulunur.

2.2.5. Soyut Monodromy Teoremi. (X, 7), Y nin bir 6rtii uzay olsun. y ve o, Y de bas-

langi¢ ve bitim noktalari ayni olan iki yol olarak alinsin. ¥ ve & ise baslangi¢ noktalari

ayni olan ve sirastyla y ve o nin ylikseltilmesi ile elde edilen iki yol olsun. Bu takdirde
eger Yde y~o ise ¥ ve & nin bitim noktalar1 aynidir ve tstelik y ~& dir. (Conway
1995)

ispat. wove wi, ¥ ve o nin sirastyla baslangi¢ ve bitim noktalar1 olsun. xy € z'_l(wo)
noktast 7 (0) = & (0) = xy 6zelliginde olsun. Hipotez geregi, her bir s, ¢ € [0, 1] igin
F . [0, 1]x [0, 1] — Y stirekli fonksiyonu F(0, ¢) = wo, F(1, t) = wy, F(s, 0) = As),
F(s, 1) = o (s) olacak bi¢imde vardir. Dikkat edilirse 2.2.3. Teoremin sartlar1 saglan-
maktadir. O halde 2.2.3. Teorem geregi, F nin siirekli bir tek F: [0,1] x [0, 1] > X
yiikseltilmesi F (0, 0) =xp ve 70 F = F olacak bigimde vardir. Béylece F({0} x[0, 1]) =
{wo} ve 7 O F= F oldugundan F ({0} %[0, 1]) = 7 ~"(wp) olur. 7 '(wp) in her bir bile-
seni tek bir noktadan olusur ve F ({0} x[0, 1]) baglantilidir. O halde her ¢ i¢in F 0,6H=

xo dir. Benzer olarak her ¢ i¢in F (1, ©) = x; olacak bi¢cimde bir x; noktasi var olup

77 (x1) = wy dir.



18

7 nin bir tekligi ve s — F (s, 0) 1 baslangi¢ noktasi xo olan, y y1 yiikselten bir
yol oldugundan y (s) = F (s, 0) olmalidir. Benzer diisiince ile & (s) = F (s, 1) olur. O

halde her 7 i¢in 7 (1) = & (1)=x;=F(1, ) ve F,Xde 7 ~& oldugunu gdsterir.

2.2.6. Uyar1. Bundan sonraki amag 2.2.5. Soyut Monodromy Teoremi yardimiyla asa-
g1da ifadesi verilen Monodromy Teoremini elde etmek olacaktir. Ardindan 2.2.5. Soyut

Monodromy Teoreminin uygulamalari ele alinacaktir.

2.2.7. Monodromy Teoremi. (f, D) bir fonksiyon elemani, G ise D yi bulunduran ve
(f, D) nin sinirsiz devamu oldugu bir bolge olsun. a, b € D olmak lizere » ve 1, G de
baslangi¢ noktasi a, bitim noktasi b olan iki egri olsun. { (f;, D;) : 0<¢<1 } ve { (g, B)) :
0< ¢ <1}, (f, D) nin sirastyla y ve 7 boyunca analitik devamlari olsun. Eger G de  ~ 1
ise bu takdirde [f1], = [g1] olur. [1 (Conway 1995)

2.2.8. Uyar1. 2.2.5. Soyut Monodromy Teoremi yardimiyla Monodromy Teoremini elde

edebilmek i¢in 2.2.9. Yardimci Teorem ve 2.2.10. Teorem e ihtiyag vardir.

2.2.9. Yardimei Teorem. (g, 4) bir fonksiyon elemani ve B diski A c B 6zelliginde bir
disk olsun. Ayrica B de (g, 4) nin smirsiz analitik devami olsun. Eger 5 B de
7(0) =y (1) =a € A dzelliginde bir egri ve {(g;, 4;)}, (g, A) nin y boyunca analitik de-
vami ise bu takdirde [go], = [g1]. dir. (Conway 1995)

2.2.10. Teorem. (D, f), G bolgesinde sinirsiz analitik devami olan bir fonksiyon elemani

olsun. H, belli bir zo € D i¢in (zo, [f],,) 1 bulunduran (S(G), 7) demetinin bir bileseni

olsun. Bu takdirde (G, 7), G nin bir 6rtii uzayidir.
ispat. B, B < G 6zelligindeki herhangi bir disk ve €/ H de kapsanan z'(B) nin bir bi-
leseni olsun. Eger 7 nun ¢/ yu, B {lizerine homeomorf olarak resmettigi gosterilebilirse

ispat biter.
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(a, [g0].) € dDbelli bir nokta olsun. Bu takdirde asagidaki iddianin ispati ile teo-

remin ispatinin tamamlanmasinda kullanilacaktir.

2.2.11. iddia. (z, [h].) € @< z €B ve [h]., B de belli bir egri boyunca [g], nin bir de-
vamudir.
Ispat. (<:) Gergekten de, (z, [4].) bu 6zellikte bir nokta ise bu takdirde 7' (B) de
(=S(G)) de baslangi¢ noktasi (a, [g],), bitim noktasi (z, [4].) olan bir y egrisi vardir. O
halde (z, [A].), tipki (a, [g].) gibi 7~'(B) nin ayn bileseninde bulunmak zorundadir, yani
(z, [h]:) € dolur.

(=) (z, [h]:) € dolsun. ¢ iist yar diizlemi egrisel baglantili oldugundan ¢/da
baslangi¢ noktasi (a, [g],), bitim noktasi (z, [/4],) olan bir yol bulunabilir. Bu ise [/], nin

() < B boyunca [g], nin devami oldugunu gosterir. (f, D), G de siirsiz devami oldu-

gundan ve zo € D olmak tizere [g], [f]., 1n devami oldugundan agikar olarak [g],, B de

siurs1z analitik devama sahiptir. Dolayisiyla 7 (¢/) = B olur.
Ispatin tamamlanmasi igin geriye sadece 7 | @l kisitlanmus fonksiyonunun bire-
bir oldugunu goérmek kaldi. Bunun icin (b, [4]5) ve (b, [k]») € iken [h], = [k]» oldu-

gunu gormek yeterlidir. Bu ise 2.2.9. Yardime1 Teorem un asikar sonucudur.

2.2.12. Uyar1. 2.2.10 Teorem notasyonu yardimiyla, a € D belli bir nokta ve y, o G de
baslangi¢ noktasi a, bitim noktast z = b olan iki yol olsun. {(D, f;)} ve {(D;, g)}, (D, f)

nin sirastyla y ve o boyunca devamlari olsun. O halde [fo], = [g0]. = [fo]. olur. Boylece
A = (1D, [f;1,)) ve o () = (0(0), [8¢15())» S de baslangi¢ noktasi (a, [f].) olan iki
yol olur. Ustelik 707 =y ve 06 = colur. O halde ¥ ve &, y ve onn S ye bir tek
yiikseltilmesidir. 2.2.5. Soyut Monodromy Teoremi geregi G de y ~o ise bu takdirde »
ve & ayni bitim noktasina sahiptir yani (b, [f1],) = ¥ (1) = & (1) = (b, [g1]») ve bdylece

[f1]5=[g1]» olur.

2.2.13. Uygulama. 2.2.5. Soyut Monodromy Teoreminin bir uygulamasi olarak “De-

linmis diizlemdeki kapali egriler homotopiktir. <> Bu egrilerin orijini sarma sayilari ay-
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nidir. 6nermesinin dogrulugu goriilecektir. Buna gore S' = { z: |z | =1} birim ¢embe-

r1 olsun. 2.1. kisminda da belirtildigi gibi 7 (¢) = 2™ olarak alinirsa (R,7), ' in bir ortii

uzayt olur. ¥, C \{0} da rektifiye edilebilir herhangi bir egri ise y, C \{0} da

y(1)

o(t)= | | olarak tanimlanan o egrisine homotopiktir. Ger¢ekten de, yukarida tanim-
t

lanan o egrisi, y egrisinin kendi boyuna boliinmesinden bagka bir sey degildir. O halde y
~ oolur.

O halde her # igin |y(r)| = 1 oldugu kabul edilsin. Benzer olarak da #(0) = 1 oldu-

gu kabul edilebilir. 7 (0) =0 ve 1¢) = e>™7® szelligindeki bir tek egri olsun. y rektifi-
ye edilebilir olarak verilmisti; o halde y egrisinin boyu sonlu oldugundan bu egriye baglh
olarak tanimlanan y egrisi de rektifiye edilebilirdir.

Ustelik;

1 ¢dz
n(y;0)= —|—
(7:0) 27zi-£z

_ 1 pdy@

274 y(t)

1t de?™®
27y y(1)

dy (1)

S —_— —

ve boylece 7 (0) = 0 oldugundan n(y; 0) = 7 (1) olur.

O halde eger o da |o(1)|= 1, o(0) = 0 = o(1) ve n(y; 0) = n(c; 0) = n dzelliginde
G nin R ye bir tek yiikseltilmesi olmak tizere & (1) = ¥ (1) dir. F fonksiyonu

F:[0,1]x[0, 1] > Sl’ (s, )= F(s, t) = e 2Al-0)G ()+17 (5)]
olarak tanimlansin. Bu takdirde 7 (0) = 0 ve & (0) = 0 oldugundan F(0, ) =1 = F(1, f)

olur. s = 0 i¢in 7 (0)=0, 5(0)=0ve s =1 i¢cin 7 (1)=n ve e*™ =1 oldugundan y~c
dir.
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2.2.14. Uyar1. 1. Dikkat edilirse ¥ ve o nin rektifiye edilebilirlik sart1 sadece ¥ ve o nin
orijini sarma sayisini tanimlamada kullanilmastir.

2. Sarma sayis1 tanimu rektifiye edilemez egrilere genisletilebilir.

2.2.15. Tanim. y, C \{0}da ©0) = 1 = «1) 6zelliginde herhangi bir kapali egri olsun.

y(1)
7 (1)

Ayrica y,(t) = ve 7, R de 7 (0)=0ve n(t) = 277 (M ozelliginde bir tek egri ise

ymin orijini sarma sayisi n(y; 0) = 7 (1) olarak tanimlanir.

2.2.16. Uyar1. 2.2.13 Uygulama da elde edilen esitlik gbz Oniine alinirsa yukarida veri-

len tanimin rektifiye edilebilir egriler i¢in verilen formal tanimla da ortiistiigii goriiliir.

2.2.17. Teorem. yve o; C \{0}da o(0) = ©(0) = 1 6zelliginde iki kapal1 egri ise bu tak-
dirde

“C\{0}da y~o < n(y;0)=n(o; 0) “

Ispat. n(y ; 0) = n(o; 0) ise ¥ ~o oldugu yukarida gosterilmisti. Tersine eger  ~o ise
2.2.5. Soyut Monodromy Teoremi geregi 7 (0) = & (0) = 0 6zelligindeki y ve & yik-

seltilmeleri ayn1 bitim noktasina sahiptir yani n(y; 0) = n(o; 0) olur.
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2.3. Analitik Ortii Doniisiimleri

Bu béliimde, Uniformizasyon (diizgiinlestirme) Teoreminin esas kismimni olustu-

ran analitik ortli doniistimleri ele alinacaktir. Diizlemdeki her bir £2bdlgesi igin C\£2en

az iki nokta bulunduran bir kiime ve ID birim diski gostermek {izere bir 7: ) — (2 anali-

tik ortli donlistimiiniin varlig1 goriilecektir.

2.3.1. Tamm. G ve 2 C de iki bolge olmak {lizere 7 analitik fonksiyonu i¢in (G, 7),

£2 nin bir Ortii uzay1 oluyor ise (G, 7) ikilisine €2 nin bir analitik ortii uzayr denir. Bu

Ozellikteki 7 analitik fonksiyonu bir analitik ortii doniisiimii adini alir.

2.3.2. Ornek. 2.1. Kisminda ele aldigimiz delinmis diizlem (C, e”) ve n # 0 olmak iize-

re (C\{0}, ") ortii uzaylari birer analitik 6rtii uzayidir.

2.3.3. Uyar1. Burada herhangi bir homeomorfizm ya da bir konform denklik bir analitik

ortii uzay1 olusturmasina karsilik temel amag; G = D ve €2, C de bir bdlge olmak iizere

(G, 7) analitik ortii uzaylar1 olusturmak olacaktir. Bu boliimde sadece G ve {2 nin met-
rik uzay olmasi durumu ele alinacaktir.
Ayrica G ve 2 metrik uzaylari yol ve yerel yol baglantili olarak; (G, 7), Q nin

bir ortii uzayi, ape G ve op = ap) € £2olarak diisliniilecektir.

2.3.4. Tammm. Eger y: [0, 1] > Q2 yolu ©0) = a 6zelliginde bir yol ise 2.2.3. Teorem
geregi 7 (0) = oo ve 70 ¥ = yolacak bigimde bir tek 7 : [0, 1] = G yolu vardir. Bu

ozellikteki 7 yolu y min bir ay - yiikseltilmesi olarak adlandirilir.
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2.3.5. Tammm. X, bir topolojik uzay olmak iizere, eger her bir xeX noktasi ve x in her

bir U komsulugu i¢in yol baglantili V' < U 6zelliginde bir ' komsulugu varsa X, ya ye-

rel yol baglantili topolojik uzay denir.

2.3.6. Uyar1. Tekrar1 6nlemek amaciyla, aksi belirtilmedikce
1) G ve Q2yol ve yerel yol baglantili metrik uzaylar,
i1) (G, 7), 2nin Ortii uzayi,

ii1) ape G ve ay = 1ap) € L2 olarak alinacaktir.

2.3.7. Tamm. y, 2 da kapali bir egri ise y ya bir ilmek (veya diigiim) denir. Eger y: [0,
1] > Qilmegi ©0) = A1) = ap 6zelliginde ise yilmegine ay - taban noktall bir ilmektir

denir.

Asagida yiikseltilebilir siirekli fonksiyonlar hakkinda bazi temel sonuglar veril-

mistir.

2.3.8. Yardimc1 Teorem. (G, 7 ), €2 nin bir Ortii uzayi, X yerel baglantili uzay,
f: X — Qsiirekli bir fonksiyon ve 7: X — G, 7o T = f 6zelliginde siirekli bir fonksi-
yon olsun. Bu durumda

1) xeX,

i1) A, &= f(x) in bir temel komsulugu,

iii) U, 7 '(4) mn z = T(x) noktasim bulunduran bileseni,

iv) W, x in (W) < A 6zelliginde baglantili bir komsulugu ise,
TIw=(clvy ‘o (W) dir.
Ispat. Yukaridaki notasyonu kullanarak, W baglantili ve 7 siirekli oldugundan (W) nin
baglantili oldugu ve 7 ~'(4) da kapsandigi bulunur. Ayrica hipotez geregi z = T(x) ve W,
x in baglantili komsulugu oldugu i¢in ze T(W) oldugu bulunur. Béylece T(W) < U ol-
dugundan her we W i¢in filw) = «(T(w
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3.BOLUM

MODULER GRUP VE ORTU UZAYLARI

3.1. Modiiler Fonksiyon

Bu kisimda 6zel bir analitik fonksiyon olan modiiler fonksiyon ele alinacaktir.

Ilk olarak 7~ modiiler grup tamtilip bazi temel dzellikleri incelenecektir.

3.1.1. Tanim. a, b, ¢, d € Z ve ad — bc = 1 olmak tizere

az+b
cz+d

M(z) =

bigimindeki Mobitlis dontisiimlerine modiiler déniigiim, tiim modiiler doniisiimlerin kii-

mesine modiiler grup denir ve ["ile gosterilir.

3.1.2. Onerme. 7 fonksiyonlarin bileskesi islemine gore bir gruptur.
Ispat. Sirasiyla ad — bc=1ve a'd'—b'c’ =1 olmak iizere

M(z) = az+b ve T(z) = az+b
cz+d c'z+d'

doniisiimlerini gdz dniine alalim. Ilk olarak, M o T € I” oldugu goriilmelidir.

az+b'
a +b / A ! !
(c’erd'j _ (ad’+bc")z +(ab"+bd")
c(a'z+b'j+d (ca' +dc")z + (cb'+dd")
c'z+d'

MoT(z)=

olup
(aa"+bc")(ch'+dd")— (ab'+ bd")(ca' + dc")
=(aca'b’ + ada'd' + beb'c' + bdc'd") — (aca'b’ + adb'c' + bea'd' + bdc'd")
=ad(a'd'-b'c"y—bc(a'd' - b'c")
=1
dir. O halde M o T /" olur. Diger yandan direk islem yapilarak 7 nin birlesmeli oldu-

gu goriilebilir.
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Ayrica I (z) = 1) z +(1) =z olup /" nin birim elemanidir. Ote yandan ad — bc = 1
Z4+
olmak tizere keyfi bir M(z) = az+b e I" déniistimiine karsilik M ~'(z) = dz=b olup
cz+d —cz+a
herz € Cigin (M ™" o M)(z) = (M o M ")(z) = I(z) dir.
O halde 7, fonksiyonlarin bileskesi islemine gore bir gruptur. 0

3.1.3. Uyan. { ile st yarn diizlemi, ¢ ile alt yan diizlemi gosterelim yani
d={z:Imz>0}ve {={z:Imz<0 } olsun.

3.1.4. Teorem. /" modiiler grubu 7(z) =z + 1 ve S(z) = 1 doniigtimleri yardimiyla
z

tiretilir. [ (Yildiz 2004)

3.1.5. Onerme. Eger M € Iise bu takdirde M(R.,) = R., ve M(¢l) = {/olur.

az+b
cz+d

ispat. M e I'olsun. O halde a, b, ¢, d € 7Z ve ad — bc = 1 olmak tizere M(z) =

dir. zy € R, olarak alinirsa M(z) = azy +b

olur. O halde M(R.) =Ry, olur. M € I ve

cz, +

ad — bc = 1 oldugundan z = x + iy olmak tizere M(z) = azth _ ax+btiay olarak ya-
cz+d cox+d+icy

zilirsa
1
Im M(z) = - Imz (1)
|cz +d |
olur. Eger z € {ise Im z > 0 olacagindan | |2 Im z >0 olur, bu ise M(¢) = U ol-
cz+d

dugunu gosterir.
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3.1.6. UyarL /'nin §(z) =

ve T(z)=z+2 (1)
2z+1

doniistimleri yardimziyla {iretilen alt grubunu (5 ile gosterelim. Ayrica G ile

G={ze d: -1<Rez<],

2z 41|21,

2z-1|>1} (1)

kiimesini gosterelim ve yonlendirmeyi sekildeki gibi yapalim.

-1 0 1
Sekil 3.1.1. G kiimesi

Re z=—-1 dogrusunu L, ile
Rez= 1 dogrusunu L, ile

|2z + 1| =1¢emberini C| ile

|22 - 1| =1 ¢emberini C; ile
gosterelim. Dikkat edilirse G N R = ¢ dir. Bu bdlge ve 6zellikleri konunun ilerleyen ki-
simlarinda kullanilacaktir.
3.1.7. Ornek. S doniisiimii ve G kiimesi yukaridaki gibi olmak iizere G kiimesinin S do-

nlislimii altindaki resmini elde etmeye ¢alisalim. Bunun i¢in Yo6nlendirme Prensibini

kullanacagiz. O halde S doniisiimii altinda 0, —1, 1 ve o noktalarinin goriintiilerini bula-

lm. §(z) = olmak tizere

2z+1

S(0) = =0
© 2-0+1
-1

SEh=—10

=1
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11
S(1) = ——=—
M =305

S(0) = %

olur.

Mobiiis doniisiimleri gemberleri gemberlere resmettigi ve dogrularin da sonsuz
yarigapli gemberler olarak kabul edildigi géz oniine alinirsa Yonlendirme Prensibi gere-
gi

Ly dogrusu C" gemberine
Lrdogrusu C" gemberine
C) ¢emberi C"" ¢cemberine

C, ¢emberi C'¢gemberine

resmedilir. O halde S(G) = {£: Img>0, 26 —1|<1,[45 -3 1,

6&—1>1,

126 -5>1}

olur. Dikkat edilirse S(G) N G = ¢ dir.

Cllll

0 1/3 1/2 1

Sekil 3.1.2. G kiimesinin S altindaki goriintiisii
3.1.8. Yardime1 Teorem. G ve (5, (II) ve (II) de verildigi gibi olsun.
a) Eger M| ve Mre (5 ve M, # M, ise M(G) N M(G) = ¢ dir.

b) ¢/=\J{ M(G) : Me G}

az+b

¢) (5, a,b,c,d e Zve ad — bc =1 olmak tizere / nin M(z) = bi¢imindeki donii-

cz +

stimlerinin igerisinde a ve d tek, b ve c ¢ift tamsay1 olan dontistimlerden olusur.



Ispat. (51, yardime1 teoremin ¢) kisminda belirtilen tiim modiiler doniisiimlerin kiimesi

olsun. S ve T doniistimleri (II) da verildigi gibi tanimlansin. S(z) = Z+01 , T(2) =
+
z2+2 - e : N
0 " oldugundan bu doniisiimler de (5 in elemanlari olur, ¢iinkia=d=1ve b =0,
7+

¢ = 2 dir. Benzer sekilde T(z) € (51 olur. (51 in fonksiyonlarin bileskesi islemine gore
bir grup oldugu gosterilmelidir. Bu halde (5 < (51 olacaktir. Bunun ig¢in (2k+1)(2g+1) —
4pt=1ve Qk'+1)(2q'+1)—4 p't" =1 olmak tlizere

_ (2k+Dz+2t Un(2) = 2k"+1)z+2t

Ui(2) A%
2pz+(2q+1) 2p'z+(29'+1)

dontistimlerini goz oniine alalim. U;0 Uz_1 € (51 oldugu goriilmelidir.

( ) 29"+z-2t ot
(2k+Dz+2t (29'+Dz-2t" _ 2p'z+(2k"+1)

(0]
2pz+(2q+1)  2pz+2k +1 2{(2(1 +1)z—2t}+(2q+1)

(Uio Uy H(2) =

2p'z+(2k"+1)

_(4kq'+2k +2q" +1+4tp")z — 4kt' - 2t" + 4tk’ + 2t
(4pg’ +2p+4qp)z—4pt' +4gk’+2k" +2g+1

Eger,
A= 4kq'+2k +2q9"+1+4tp’
B = —4kt'-2t"+ 4tk + 2t
C=4pq +2p+4qp’
D= —4pt' +49k’+2k'+2q+1

denirse A ve D tek, B ve C ¢ift tamsayi olur, o halde (5 = (5 dir.

Ilk olarak M, ve Mae G ve M; = M, ise Mi(G) N My(G) = ¢ oldugunu
gosterelim. (57 grup oldugundan bu iddiayr dogrulamak i¢in M € (51 ve M = | ise
M(G) N G = ¢ oldugunu gérmek yeterlidir. Bu durumda iki hal ortaya ¢ikar.

Ilk olarak, M(z) = az +b
cz+d

doniistimiinde ¢ = 0 olmas1 durumu olur ki bu halde a

az+b

ve d tek, b ¢ift tamsay1 olmak tizere M doniisiimii M(z) = bi¢imindedir.
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1 = ad — bc = ad oldugundan a = d = £1 olmalidir. O halde M(z) doniistimii n € Z ol-

mak {izere M(z) = z + 2n bi¢imindedir. M # I oldugundan n # 0 dir. Dikkat edilirse M,
2n kadarlik bir kaymadir. Boylece M(G) N G = ¢ olur.

az+b

Ikinci olarak, M(z) = doniistimiinde ¢ # 0 olmasi durumunu goz Oniine

cz+d

alalim. Dikkat edilirse B [—%,%) kapali diski G ile kesisen ve —1, 0, 1 noktalarinin hig

birini i¢ nokta olarak bulundurmayan kapali bir disktir. Ancak merkezi reel eksen {ize-

rinde kalan ve G ile kesisen diger herhangi bir kapali disk bu noktalardan en az birisini

i¢ nokta olarak bulundurur. O halde b bir ¢ift say1 ve S(z) = olmak lizere eger

2z+1

M(z) # S(z) + b ise bu takdirde her z € G i¢in |cz + d| >1 olmalidir. Gergekten de, eger

G de |cz +d | <1 6zelliginde bir nokta olsaydi B (— i,ﬁ} N G # ¢ olurdu. Bir an i¢in
c |c

bu kapali diskin B (—%,%) diski olmadigini kabul edelim. Bu durumda yukarida ele

alindig1 gibi, —1, 0, 1 noktalarindan biri B (—i,ll—J diskinin elemani olurdu. Bu tam-
c |c

k+i
c

sayilar1 k ile gosterirsek

< ﬁ ve boylece |kc + d| <1 olurdu. Ancak c ¢ift, d tek
c

oldugundan kc + d tek olur ki bu bir ¢eliskidir. O halde her z € G i¢in
lcz+d > 1 (Iv)

oldugundan _4 # —% veya —ﬁ # —% oldugu goriiliir. Bir Mdbilis doniisiimiinde
c c

doniistimiin her bir terimini belli bir sabit ile ¢arpilmasi doniisiimii degistirmeyecegin-
den ¢ =2 ve d = 1 olarak kabul edilebilir. M nin determinantinin 1 olmasi gerektiginden
a—2b=1 =a=1+2bolur. O halde

az+b: z+2bz+b

M(z) =
2z+1 2z+1

= S(z) + b,

yani M(z) # S(z) + b olmasi halinde ( IV ) saglanir.
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Dikkat edilirse ( I1 ) geregi ( I1I ) deki gibi S(z) i¢in M(z) # S(z) + b ve b ¢ift tam-
say1 ise bu takdirde her z € G i¢in Im M(z) < Im z olur.

G nin tanimi ve ( II') geregi M(z) = S(z) + b olmasi halinde de Im M(z) < Im z
olur.

Simdi M, (5, in keyfi bir eleman1 olsun. Bu durumda M ya da M - S(z) + b bi-
¢iminde olamaz. Ciinkii M (M ") in bu formda oldugunu kabul edersek M ~'(M) bu
formda olamaz.

O halde her z € G i¢in ya Im M(z) < Im z ya da Im M ~'(z) < Im z olur. Bir an
icin ilk durumun gegerli oldugunu kabul edelim. Eger M(G) N G de bir z eleman1 bu-
lunsaydi

Imz=ImMM (z)<ImM '(z) < Imz
olurdu ki bu bir ¢eliskidir. O halde M(G) " G=O dir.
Simdi ise L = U{ M(G) : Me (5}< dolsun. Eger T(z) = z + 2 ise bu takdirde

T"(z) = z + 2n olur. O halde her bir ne Z i¢in L, G nin 2n birim otelemesi olan 7"(G),

Y yi kapsar.
T%G) G 7(G)
-3 -2 -1 0 1 2 3

Sekil 3.1.3 G bolgesi ve goriintiileri

Dikkat edilirse 3.1.7. Ornek teki yontemle S déniisiimiiniin |2z + 1| = 1 gemberini
|22 - 1| =1 ¢emberine resmettigi goriilebilir.

Bu son iki sonucu birlestirerek ve Sekil 3.1.3 gz ontline alinarak, £ tek tamsay1

olmak tizere,

L;

2z — k| > 18zelligindeki tiim z € @/noktalari bulundurur. (V)
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& e belli bir nokta olsun. {c +d : c,d €Z, c, d belli bir M nin katsayilar1}

kiimesinin diizlemde bir yi1gilma noktasi bulunmadigindan, bu kiimenin bir en kii¢lik

az+b
cz+d

modiile sahip olan elemam1 vardir. Boylece her M(z) = € (5 igin bir

a,z+b

|CO§ + d0| < |c§ +d | ozelliginde M ,(z) = % déniigtimii vardir. O halde (1) geregi

coz+d,
her M € (5 i¢in ImM (&) 2 Im M (&) oldugu elde edilir. z = My(&) yazarak ve M € (5
oldugunda MM, € (5 oldugu dikkate alinarak

Her M € (5 ve z=My(&) icin Imz > ImM (z) (VD)
oldugu elde edilir.

n € Z olsun. Belli bir & € ¢/ icin z = My(¢) almaya devam edelim. ( 1) i uygu-

layarak ve ( VI') y1 kullanarak

Imz

Imz>ImST " (z) = ————
2z-4n+1

elde edilir.
Simdi ise ( VI ) y1 M = S™'T ™" doniisiimiine uygulayalim. O halde

Imz

Imz>——————
[-2z+4n+1
olur.

Ancak Im z > 0 oldugundan bu esitsizlikler her n € Z i¢in 2z —4n+1>1 ve

2z—4n— 1| >1 haline dontisiir. { 4n—1,4n+ 1 :n € Z } kiimesi tiim tek sayilarin aile-

si oldugundan ( V) geregi z = My (&) € L olur. Boylece & = My '(z) € My '(L) olur. &
keyfi oldugundan b) 6nermesinin dogrulugu goriilmiis olur.

Ispatin basinda G =G oldugu goriilmiistii. Simdi ise ters kapsamay1 gérmeye
calisalim. Buna gbre M, € (5; olsun. b) dnermesi geregi (5 de bir M doniisimii M(G) N
M(G) # ¢ olacak bicimde vardir. Ancak hem M hem de M,, (z de oldugundan

M; =M € (5 olur ki bu da c¢) 6nermesinin dogru oldugunu gosterir.
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Simdi ise bu kismin temel sonucunu ele alalim. Aksi belirtilmedikge

C\ {0, 1} = C,, ; olarak aliacaktir.

3.1.9. Teorem. Eger G ve (5 swrastyla ( II ) ve ( IIT ) de verildigi gibi ise bu takdirde

asagidaki ozellikleri saglayan analitik bir A : ¢/— C fonksiyonu vardir:

a) Her M € (5 i¢in A 0o M = A olur,

b) A, (5 lizerinde bire-bir ve analitiktir,

) A d)=Co,,

d) A, /daki bir has alt bolge lizerinde analitik degildir.

e) (¢l 1), Co,1in bir Ortli uzayidir.

Ispat. Go={z:Imz>0,0<Rez<1ve|2z—1|>1} olsun. O halde Gy c G dir.

fo 1 Go > herhangi bir konform denklik olsun. f;, fonksiyonunu aou{oo} dan

@ U{o} iizerine olan bir homeomorfizme genisletilebiliriz.

A ise A(fo(0)) =0, A(fo(1)) =1, A( fo(0)) = o0 6zelliginde bir Mobiiis doniislimii
olsun. Bu nedenle /= A4 o fy, sabit noktalar1 0, 1, o olan, 50 U{ oo Ydan @ U{ oo } iize-
rine bir homeomorfizmdir ve bu Gy in {/iizerine bir konform denkligidir. f fonksiyonu

0G, iizerinde gercel degerli oldugundan f fonksiyonunu Re z = 0 dogrusu boyunca yan-

o
sima olarak diisiinerek G kiimesine genisletebiliriz. / nin bu genisletilmis versiyonu,

x + iy €Gy igin flx + iy) = f(—x +iy) dzelligini gergekler. Dikkat edilirse f; 2z — 1| = 1
ve |2z + 1| = 1 ¢emberlerinin G da kalan kisimlari iizerinde de gercel degerlidir. Dolayi-
styla uygun yansimalar yardimiyla f'yi iist yar1 diizleme genigletmek de miimkiindiir.
Asagidaki kiimeleri tanimlayalim:
L={z:Imz>0,Rez=0} U {0}
Ly={z:Imz>0,2z—-1|=1}
Ly={z:Imz>0,Rez=1} U {0}
O halde L; U Ly U L3 = 0,Gy olur. j = 1, 2, 3 i¢in L; baglantili olup f(L;) de bag-
lantilidir. Yonlendirme prensibi yardimiyla

fiL)={z:z=Rez<0} U {w}



41

fil))={z:z=Rez 0<z<1}
fils)={z:z=Rezz21}uU {oo}

olarak bulunur.

L L; L) AL)  fils)
0 1

L,

0 12 1

Sekil 3.1.4 L; dogrular1 ve faltindaki resimleri

Boylece
o
AG)=C\[0,0) ve { G)=Cy,1 =2

olur.

M € G ve z € M(G) olmak iizere, f fonksiyonunu A(z) = AM ~'(z)) olarak alarak

A @ — C fonksiyonuna genisletelim. 3.1.8. Yardimci Teorem geregi bu fonksiyon iyi

tanimlidir.

A analitik fonksiyondur. Gergekten de eger S ve T doniistimleri ( II ) de tanim-

o
landig gibi alinirsa A, V=[G U T (G) U S~ (G)] kiimesi iizerinde analitik olur. Ayrica
V, G yi kapsayan agik bir kiimedir. Boylece her M € (5 i¢in A, M(G) nin bir komsulugu
tizerinde analitik olur. O halde A, ¢/nun tamaminda analitiktir.

A nin tanimi geregi teoremin a) sikki saglanir. Ciinkii f, G tizerinde bire birdir,
dolayistyla b) sikki da saglanmis olur. Kompleks fonksiyonlar teorisinde analitik ve ay-
n1 zamanda bire bir olan fonksiyonlar tinivalent (yalinkat) olarak adlandirilirlar (Baskan

1998). O halde A, (5 iizerinde iinivalent (yalinkat) bir fonksiyondur. f{ G ) = £2 oldugun-

dan c) sikki da saglanmistir.
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Simdi de A nin, ¢/ daki bir has alt bolge iizerinde analitik olmadigin1 gorelim.

Bunun i¢in { M(0) : M € (5 } kiimesinin R de yogun oldugunu gérmek yeterlidir.

M € (5 ve M dontlistimii, M(z) = az+b bigiminde olsun. O halde
cz+
M(0) = a-0+b _ b
c-0+d d

dir, yani b ve c ¢ift, a ve d tek tamsayilardir. Iddiay1 dogrulamak igin b ve d nin ortak
boleni olmamak iizere verilen her cift b ve tek d sayisina karsilik ad — bc = 1 olacak bi-
cimde a tek ve c ¢ift tamsayilarin1 bulmak yeterlidir. Denk olarak 2m + 1 ve 2n nin or-
tak boleni olmamak tizere verilen her m ve n tamsayilarina karsilik
1=2p+1)2m+1)-(2n)(29)

=4pm +2m+2p+ 1 —4ng
ozelliginde p ve g tamsayilarin1 bulmak yeterlidir. Bunun gerceklesmesi ancak ve ancak
p ve g tamsayilarinin bulunabilmesi demektir, dolayisiyla

—m=p@2m+1) - (2n)g

olur. Ancak; 2m + 1 ve 2n nin ortak boleni olmadigindan { p(2m + 1) — (2n)q : p, g€Z }
kiimesi Z nin tamamini {iretir, yani { M(0) : M € (5 } kiimesi R de yogundur.

Son olarak e) sikkini gérelim. £ € C\ [0, o) olsun ve 6> 0 sayis1 B = B(¢; 0) <

o
C \ [0, =) olacak bi¢imde yeterince kiigiik secilsin. Uy ile Uy =/ '(B) = G kiimesini

gosterelim. Dikkat edilirse 2 '(B) = U { M(Uy) : M € G } olup { M(Up) : M € G }
kiimesi A ~'(B) in bilesenleri olur. £=¢ € [0, 1] oldugunu kabul edip &> 0 sayisini B =

B(t; 0) < Cy, 1 olacak bigimde yeterince kiigiik segelim. Burada z; ile ze ¢/ 6zelligindeki

noktalari, z. ile ze {0zelligindeki noktalar ve —¢/ile alt yar1 diizlemi gosterelim.
f G_Ou { 0 } dan @/ U{ o }iizerine bir yanstma homeomorfizmi olarak diisii-

niiliirse | 2z+ ¥ 1 | = 1 olmak tizere f _I(B), zy € Us olmak tlizere U, ve U_ bilesenlerin-

z

den olusur. O halde {Us) = BN () olur. Eger S(z) = olarak alinirsa bu do-

2z+1
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niisiimiin | 2z + 1 | ¢gemberini | 2z — 1 | = 1 ¢emberi iizerine resmettigini daha dénce gor-
miistik. ¢ = f{z+) = Az+) = AS(z+)) oldugundan S(z.) = z; oldugu bulunur. Béylece U, =
U; U S(U-), z+ m bir acik komgulugudur ve A (Uy) =AU;) U AS(U-)) =AUy) U AU-) =
B olur. Bu nedenle { M(Uy) : M € G }, A”'(B) nin bilesenleri olup A bunlarin her birini
homeomorf olarak B {izerine resmeder. £ =t € (1, ) olmas1 halinde de benzer islemler

yardimi ile e) nin dogru oldugu goriiliir.

3.1.10. Ornek. Eger 7: D — C, ; doniisiimii /1(1(11_2)) olarak alinirsa (ID,7 ) ikilisi
+z

Co, 1 in analitik bir ortii uzay: olur.

3.1.11. Tanim. Yukaridaki teoremde elde edilen A fonksiyonuna modiiler fonksiyon de-

nir.



44

3.2. Modiiler Fonksiyonun Ortii Déniisiimlerine Uygulamalar

Bu boliimde (¢ A) nin C nin sonsuz-yaprakli ortii uzay1 oldugu goriilecektir.

Ayrica bundan yararlanilarak C. E. Picard’a (1856-1941) ithaf edilen 6nemli iki teorem
elde edilecektir.

3.2.1. Uyar1. Oncelikle temel bolge kavrami ele alinacak, ardindan /7igin bir temel bél-
ge bulunacaktir. Elde edilen bu boélgenin uygun doniisiimler yardimi ile iist yar1 diizle-
min bir désemesi oldugu goriilecektir. Burada ¢/ ile @ = ¢/ U {o} genisletilmis iist

yar1 diizlem gosterilecektir.

3.2.2. Tanim a) Eger F kiimesi ¢/ 1n 7"modiiler grubu altindaki denk noktalarinin her
bir denklik sinifindan tam bir tane eleman bulunduruyor ise F kiimesine ¢/ " i¢in 7"mo-
diiler grubunun temel kiimesi denir.

b) Eger F bir temel kiimeyi bulunduruyor ve z € F olmak tizere S(z) e F, [ # S € 1)

oldugunda z, F nin bir sinir noktasi oluyor ise F kiimesine bir temel bélge denir.

3.2.3. Teorem. z € ¢/ olmak lizere,

1 1 1
F={z: \Rez|<§, lzZ| >1} U {0} Uiz : ReZ:—E, lzZl = 1 uiz: |z =1, Y <Rez <0}
bolgesi ¢/ * icin / 'modiiler grubunun bir temel bolgedir. [ 1 (Schoeneberg 1974)

3.2.4. Uyan. Ust yar1 diizlemi déseyebilmek icin ilk olarak F nin /"altindaki goriintiile-

rinin hangilerinin F ye bitisik oldugu bulunmasi gerekir.

I 'nin
1
Xizb—>——
z
Y iz - !
z+1

Z z—>z+1



45

doniigiimleri géz Oniine alinirsa; X doniisiimiiniin sabit noktalar1 + i, ¥ doniistimiiniin

. 1 3 e e e .
sabit noktalan p = _Ei 71’ ve Z doniisiimiiniin sabit noktasi o olup, Jones ve

Singerman (1987) ye gore, X ve Y eliptik, Z parabolik bir doniistimdiir. Ayrica
X*=y’=1,
XY=2

olur.

3.2.5. Tammm. Yukaridaki X, Y ve Z doniisiimleri ile bu doniisiimlerin bileskelerinin F
ye uygulanmasiyla (F nin bu doniisiimler altindaki resimleriyle) {ist yar1 diizlem kapla-

nir, bu isleme ¢/nun dosenmesi adi verilir.

Z\(F) F Z(F)
ZX(F)
YX(F)| Y(F) YX(F) ZY(
1 10 1 2
33 3 3

Sekil 3.2.1. Ust yari diizlemin dosemesi

3.2.6. Uyari.. Dikkat edilirse F temel bolgesi Z(F), Z '(F) ve X(F) ile sirasiyla
Re z = —%, Re z = % dogrular1 ve | z | = 1 ¢gember yay1 boyunca kesisir. Ayrica p ve

p + 1 noktalar1 harig, her bir z € 0 F noktas1 F nin /" altindaki tam olarak iki goriintii-

stinde (F nin kendisi dahil) bulunur. Ancak p ve p + 1 noktalarinin her birisi (i¢ acilari

2?7[ olan koseler) F nin 6 tane goriintiisiinde bulunur.
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3.2.7. Teorem. A : ¢/ — C sonsuz yaprakli, sirasiyla i ve p noktalarin1 bulunduran

A71(1) ve A 71(0) yoriingeleri iizerinde 1 ve 2. mertebeden dallanma noktasi olan dal-

lanmisg bir 6rtii doniisiimiidiir. (Jones ve Singerman 1987)

3.2.8. Kiiciik Picard Teoremi Eger f'tam fonksiyonu iki deger almiyor ise bu takdirde f
sabittir.
Ispat.  nin a ve b gibi iki farkli degeri almadigim kabul edelim. Bu takdirde

f—a
b—a

fT=

tam fonksiyonu O ve 1 degerlerini almaz. Dikkat edilirse f nin sabit olmasi
icin gerek ve yeter sart /~ 1n sabit olmasidir. O halde f'yerine f~ yazarak fnin 0 ve 1 de-
gerlerini almadigini kabul edebiliriz. Bu ise {C) < Co, | olmast demektir.

3.2.7. Teorem geregi A : ¢ — C donlisiimii agagidaki degismeli diyagramda ve-

rilen dallanmamus bir 6rtii doniistimii olan A : @/ \ 1 7'({0, 1}) — Cy, 1 d6niisiimiine ki-

sitlanabilir.

o\ 270, 1})
,"

.
.
.
. A
.
p
.
.

(C’ > (C()’l
S

Sekil 3.2.2. Doniigtimlerin degismeli diyagrami

Baylece Cy, | kiimesi; 4 7' (U), A tarafindan U iizerine resmedilen ¥ kiimelerinin ayrik

birlesimi olmak tizere U temel komsuluklarinin bir birlesimi olur. g =4 U > Vters

homeomorfizmlerini kullanarak, z € C olmak tizere ¢ok degerli

Alof:Co> @ \A17'({0,1})
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fonksiyonunun yerel dallarin1 temsil eden [g o f], analitik tohumlarinin bir ¢ kiimesini

elde ederiz. &, basit baglantili C bolgesinde analitik devam i¢in yeterli olsun. O halde

Monodromy Teoremi geregi ¢ deki herhangi bir tohum bir tek degerli analitik

h: C— @\ A7'({0, 1}) fonksiyonuna genisletilebilir. Bu fonksiyon aslinda yerel ola-

rak 1o f fonksiyonunun bir dalma esittir. O halde Ao & = folur. & tam ve C yi {/igine

h—i

resmeden fonksiyon oldugundan 4 "= fonksiyonu da tam fonksiyon olup her zeC

h+i

icin | 77 (z) | < 1 bzelligini saglar. Liouville Teoremi geregi 4~ sabittir; o halde 4 da sa-

bittir. Boylece /= A0 h fonksiyonu da sabit fonksiyon olur. 0

3.2.9. Uyar. Picard’a ithaf edilen diger bir teorem olan Biiyiik Picard Teoremine hazir-

lik olmas1 amaciyla asagidaki teorem ispatsiz olarak verilecektir.

3.2.10. Teorem. Eger X diizlemde keyfi bir bolge ve

7= {f:f, Xiizerinde tamimh f{X) < C,, ; 6zelliginde bir fonksiyon }

ise bu takdirde 7, C(X, C.) da bir normal ailedir. [1 (Conway 1995)

3.2.11. Biiyiik Picard Teoremi. Eger f fonksiyonunun z = a da bir esash aykirilig1 var-

sa bu takdirde & # « olmak iizere @ nin herhangi bir delik komsulugunda f(z) = £ esitli-

ginin sonsuz ¢oklukta ¢oziimii olacak sekilde bir a € C sayis1 vardir. [1 (Conway 1995)

3.2.12. Sonug. Eger f fonksiyonunun z = a da ayrik aykirilig1 var ve eger f tarafindan
sonsuz defa alinmayan 2 kompleks say1 varsa bu takdirde z = a noktasi ya bir kutup yeri

ya da kaldirilabilir aykiriliktir. 71 (Conway 1995)

3.2.13. Sonug. Eger f fonksiyonu polinomdan farkli bir tam fonksiyon ise bu takdirde,
bir durum harig, her bir kompleks degeri sonsuz ¢oklukta alir.] (Conway 1995)
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3.3. Evrensel Analitik Ortii Uzayimin Varhg

Bu bolimde daha dnceden varligi halinde tekligini bildigimiz evrensel analitik
ortii uzaymm hangi sartlarda var oldugunu belirleyecegiz. Bunun igin Uniformizasyon
(Diizgiinlestirme) Teoremi adi verilen teorem bu boliimiin asil amaci olup ispat1 baz1 6n

hazirliklar gerekmektedir. Asagidaki iki yardime1 teorem bu ihtiyaci gidermektedir.

3.3.1. Yardimci Teorem. a, b, oy € C noktalar1 o # a, b 6zelliginde noktalar olmak

tizere 7(0) = ap ve 7' (0) > 0 olacak bigimde bir 7: D — C\ {a, b} analitik 6rtii donii-

stimii vardir. ('] (Conway 1995)

3.3.2. Yardimer Teorem. 2, C de bir bolge ve belli bir a € G igin (G, 7), 2 nin

(a) = o Ozelliginde analitik bir ortii uzay1 olsun. Eger Ay = B(aw; ro), o 1n bir temel
komsulugu ve gy, 7 nun 4y lizerinde taniml ve go() = a 6zelliginde yerel tersi ise bu
takdirde asagidaki 6nermeler dogrudur :
a) Eger 7' (a) > 0 ise g, () > 0 dur.
b) Eger : [0, 1] > Qyolu ©0) = o 6zelliginde bir yol ise bu takdirde (go, 4o) 1n y bo-
yunca her ¢ i¢in g(4;) < G olacak bi¢imde analitik bir { (g;, 4,) : 0 <¢< 1 } devami var-
dir.
¢) Eger (g1, A1) ve (g2, 4); (go, 4o) dan analitik devam yardim ile elde edilmis ve
g(A) < G ise bu takdirde her w € 4 i¢in 7( g(w)) =w dir.
Ispat. a) da verilen 6nerme asikardir. b) yi gérmek icin, 6n bilgilerde verilen Lebesgue
ortii teoremi kullanilacaktir. Buna gore 0 < ¢ < 1 6zelligindeki her bir ¢ icin B(/(); o) bir
temel komsuluk ve 0 < ry olacak bi¢cimde bir 6 > 0 sayis1 bulunmalidir. # noktalarinm
0=t <t<..<t,=1olmakiizere #,_; <t < t1¢in ft) € B(At); o) olacak bigimde se-
cilsin.

Ozel olarak ©0) = ap € A; = B(At1); J) olarak alinsin ve g; : 4, = G, 7 nun

g1(aw) = a ozelliginde bir yerel ters olsun. Dikkat edilirse 49 N A4; lizerinde hipotez ge-
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regi g1 = go olur. Boylece (g1, 41), (g, 4o) 1n bir devami olur. Benzer olarak
A= B(f(t); o) ve g2 : A — G, T nun g@(Ut))) = g1(At1)) 0zelliginde yerel tersi olsun. O
halde A; " 4, tlizerinde g, = g; olur. Bu sekilde devam edilerek (go, 49) 1n y boyunca her
t icin g(4,) < G olacak bi¢cimde analitik bir { (g, 4;) : 0 <¢ <1 }devami bulunmus olur.
Simdi ise (go, 4o) m bir y egrisi boyunca her ¢ i¢in g(4) < G olacak
bigimde herhangi bir { (g, 4;) : 0<¢< 1 } devamini alalim ve F'ile
F={te[0,1]:Herz e 4 icin 1(g(z)) =z }
kiimesini gosterelim. a = go(a) = go(7(a)) oldugundan 0 € F olup F # ¢ dir. Bu kiime
acik ayni zamanda kapali oldugundan F = [0, 1] dir.
c¢) deki notasyonu kullanarak, d) 6nermesi geregi g; ve g, nin 7 nun yerel tersleri
olmast @; = 7(gi(@)) = ©7(g(a@»)) olmasint gerektirir. Yerel ters bir tek oldugundan c)

Onermesi saglanmis olur.

Simdi asil teoremimize gegebiliriz.

3.3.3. Teorem. £, tiimleyeni C de en az iki nokta bulunduran C deki herhangi bir bolge

ve o € Qise bu takdirde 7(0) = ap ve 7' (0) > 0 olacak bi¢imde bir tek 7 : D — 2 ana-

litik Ortli doniistimii vardir.

ispat. a ve b, £2 nm tiimleyeninde bulunan birbirinden farkli olsun ve £ ile £y = C \

{ a, b } kiimesini gosterelim. 3.3.1 Yardimc1 Teorem geregi 7(0) = o ve 7,(0) > 0 ola-

cak bicimde bir 7 : D — (2 analitik 6rtii donilistimii vardir. 4y, a 1n £2 da kapsanan bir
temel komsulugu; 4 : 4p— D doniisimi 7’1n Ao() = 0 ve h;(0) > 0 dzelligindeki ye-

rel tersi olsun. F ise asagidaki ozellikleri saglayan tiim g : A4y — D analitik fonksiyonla-

rin ailesini gostersin : Bu durumda,

(@) g(a) =0 ve g'(a0) > 0
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(b) Eger y: [0, 1] > Qyolu ©0) = o 6zelliginde bir yol ise bu takdirde (g, 4p) in ¥
boyunca her 7 i¢in g(4,) < G olacak bi¢imde analitik bir { (g, 4, : 0 <¢ <1 }devami
vardir.

(c) Eger (g1, 41) ve (g2, 4); (g, dp)’dan 4, = Q2 ve belli @, € A1, an € 4 igin g1(@)) =
22(an) ozelligindeki analitik devam yolu ile elde edilmis @, = @, ve her w € A1 N 4, i-

¢in gi(w) = g»(w) dir.

(Bu ii¢ 6zelligi (1) olarak belirtelim, daha sonra bu 6zellikleri kullanacagiz)

Dikkat edilirse (b) ve (c) onermeleri 3.3.2. Yardimc1 Teorem de G yerine D ya-

zilmast ile elde edilmistir. Bu nedenle 4, € F ve bdylece F = ¢ dir. F deki her bir fonk-
siyon 1 ile sinirli oldugundan F bir normal ailedir. Teoremdeki iddiay1 dogrulamak i¢in
oy daki tiirevi en biiyiik olan bir fonksiyon bulunmalidir.

O halde y=sup{g'(w) : g € F } olsun. F bir normal aile oldugundan 0 < y < oo
olur. { i } < F fonksiyon dizisi &, (ap) — y 6zelliginde olsun. F bir normal aile oldu-

gundan Ay in kompakt alt kiimeleri {izerinde 4, — h yakinsamasi diizgiin olacak bicimde
var oldugunu kabul edebiliriz. Bdylece 4(a) = 0 ve &' (o) = y > 0 olur. O halde (1) in
(a) onermesi saglanmis olur. (b) ve (c) sartlarinin saglandig1 goriilerek 4 € F oldugu go-
rillmiis olacak.

Buna gore; », £2da ©0) = o 6zelliginde bir yol olsun. 6> 0 sayisin1 0 < ¢ <1 i-
¢in B(ap; 0) < Ay ve B(A(t); 0) < £2olacak bigimde secelim. [0, 1] araliginin parcalanisi
i<t <ticin (t) € 4= B(y (t); J) 6zelliginde olsun. Hipotez geregi her bir 4 fonksi-
yonu A; boyunca sinirsiz analitik devami oldugundan, Monodromy teoremi geregi

ANy tizerinde tanimlt /1, = h 6zelliginde analitik bir /14 : 47 — D fonksiyonu vardir.

Bu sekilde devam ederek 1 <j < n i¢in A4y A, tizerinde tamiml1 4, = h(-1y 6zelliginde

analitik bir 4 : 4; — D fonksiyonu vardir. j sayisini bir an i¢in sabit tutalim. O halde

{ hir : k2 1}, A; lizerinde taniml analitik fonksiyonlarin diizgiin sinirli bir dizisidir ve

bu nedenle 4, ’nin kompakt alt kiimeleri iizerinde analitik bir g; : 4; — I fonksiyonuna

diizgiin yakinsayan bir alt dizisi vardir. Benzer tartigma sirastyla uygulanarak 4; N A
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lizerinde g; = gj-1 olacak bigimde g; fonksiyonlar: elde edilebilir. O halde { (gj, 4) : 1 <j
<n}, (h, 4)) m analitik bir devam1 olur ve bdylece (b) saglanmis olur.

Simdi (1) in (c) dnermesinde 4 yerine g fonksiyonunu yazalim. Onceki paragraf-
taki tartisma geregi analitik fonksiyonlarin { (hix, 41) } ve { (hu, 4) } dizilerij =1, 2
icin (hj, 4y), (he, o) 1 bir devami ve k — oo yapildiginda 4; nin kompakt alt kiimeleri
lizerinde hj; — g; yakinsamasi diizgiin olacak bi¢cimde vardir. O halde Hurwitz Teoremi
geregi j = 1, 2 ve yeterince bliylik £ degerleri i¢in A(@ix) = g1(@1) = 22(@2) = ha( @)
ozelliginde @ € 4; noktalar1 vardir. Ayrica bu noktalar £ — oo yapildiginda @ — @ ola-
cak bigcimde secilebilir. 4; € F ve boylece (1)(c) geregi Ay N 4, lizerinde her bir £ igin
w1 = any Ve hyx = hy olur. O halde @, = @, ve 41 N 4, lizerinde g; = g» olur ki bu da (1)
(¢) nin saglanmas1 demektir. Buna gore & € F olur.

Bundan boyle 2 € F denildiginde %' (o) = y 6zelligindeki fonksiyon anlasila-

caktir. Teoremin ispatin1 tamamlamak i¢in asagida verilecek olan iddiay1 ispatlamak ge-
reklidir:

3.3.4. Iddia. Her bir z € D icin z € gi(4)) olacak bigimde (4, 4) n analitik bir (g1, 4))

devami vardir.

Bir an i¢in iddianin dogru olmadigini1 kabul edelim. Bu takdirde D birim diski

tizerinde Oyle bir ¢ € C sayist vardir ki 4 nin G de ¢ degerini almayan devami yoktur.

() = 0 oldugundan, 0 < | ¢ | < 1 olur. T Mobiiis doniisiimii 7(z) = 1"’;_2 biciminde
-cz
olsun. O halde 7, D\ {0} in D\ {c} iizerine 7(0) = ¢ 6zelligindeki bir konform denkligi

olur. Boylece eger s(z) = T(z%) olarak almirsa (D \ {0}, z), D\ {c} nin bir analitik ortii

uzay1 olur.

I=|cf

a = +Jc olsun. O halde ua)=0ve u'(a)= olur. g doniistimii ¢ donii-

simiiniin 0 1n g(0) = a 6zelligindeki bir komsulugunda tanimli bir yerel tersi olsun.

3.3.2. Yardimec1 Teorem yi (D \ {0}, 1) ye uygulayalim. Boylece g fonksiyonu 3.3.2.
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Yardimci Teorem in b), ¢) ve d) sartlarini saglar. Burada o9 =0, G=D\ {0}, 7= u ve
Q=1D\ {c} dir. O halde g o 4 taniml1 olup & 1n civarinda analitik ve ayn1 zamanda
g(h(aw)) = a olur. Eger (h;, A1), (h, 4y) n hi(4;) < D 6zelligindeki herhangi bir analitik

devami ise 41(4;) < D\ {c}olur. 3.3.2. Yardimc1 Teorem b) geregi g nin, D\ {c} de si-

nirsiz analitik devami vardir. O halde g o 4 1n da (2 da sinirsiz analitik devami olur.
g o h € F oldugunu gérmeye ¢alistyoruz, ancak ortada iki tane eksiklik var. Bi-
rincisi g(h(a)) = a # 0 ve ikincisi (g o 4)' (o) > 0 olmayabilir. Bu eksiklikleri asagida-

ki gibi giderecegiz. M Mobiiis doniisiimii, b = 4~ 9 olmak iizere M(z) = b(a—__z)

la| e l-az
biciminde olsun. f= M o g o h olarak alalim. O halde f{ag) = 0 ve f, g o h gibi 3.3.2.

Yardime1 Teorem b) ve ¢) sartlarim saglar. Ustelik
S (a0) = M' (g(h(aw0)) g' ( h()) x
=M'(a) g'(0) 1
dir. O halde z = 1(g(z)) olur. Boylece
1= 4 (g0)) g'(0)

—2a
el g'(0)
olur. Bu nedenle
—2a
1 O —
g'(0) el

olur. Diger yandan

_ b(1—az)+ab(a—z)
(1-az)’

M’ (z)

olup

_ b(+]a))

M=

olarak bulunur. O halde
S (a0) = M'(a) g'(0) y
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_ b(+|a]) —-2a
I-la|] 1-|c|?
_ 1+|c|}(>0

2l

olur. Boylece f € F oldugu goriildii. Ancak diger yandan /'€ F olmasi ayn1 zamanda
f'(aw) > y oldugunu gésterir ki bu da y min tanimu ile gelisir. O halde 3.3.4. iddia sag-

lanmuis olur.

Simdi 7 doniisiimiini D nin (2 {izerine bir Ortii donilisiimii olarak tanimlayalim.

Yukarida oldugu gibi 4 € F fonksiyonu 4’ (ay) = y olacak bigimde verilsin. Eger z € D

ise 3.3.4. iddia geregi 4 nin z € hy(4;) dzelliginde analitik bir (41, 4;) devamu vardir. @,
€ A, i¢in z = hy(wy) diyelim. Eger (h,, 4y); h nin belli bir @, € A, i¢in z = hy(@,) 6zelli-
ginde diger bir devami ise (1)(c) geregi @ = @, olup A; N A, tlizerinde h; = h, olur. (1)
(c) ayrica h; fonksiyonunun A, iizerinde bire-bir ve analitik oldugunu gosterir. Dolayi-

styla 7 déniisimii U = /,(4,) tizerinde 7= (h, | 4,) "' olarak tammlayabiliriz. z keyfi ol-

dugundan 7 doniisiimii D {izerinde tanimlanmus olur. 7 doniisiimiiniin tanim1 geregi ana-
litik olup #(ID) = €2 olur. 7 doniistimii yerel olarak bire-bir ve analitik oldugundan her z
€ Dig¢in 7' (z) # 0 olur.

Ispatin tamamlanabilmesi i¢in geriye sadece 7 doniisiimiiniin bir 6rtii doniisiimii
oldugunu gérmek kaldi. Buna gére @ € 2belli bir nokta olsun. 7 doniigiimiiniin bir ortii
dontistimii oldugunu goérebilmek icin @ nin dyle bir A4 komsulugunu bulmaliyiz ki
77(4) nin her bir bileseni 7 tarafindan homeomorf olarak A iizerine resmedilmelidir. A
y1 bulmak i¢in 4, @ merkezli bir disk olmak {lizere 4 nin herhangi bir (%, A) analitik de-
vamini goz Oniine alalim. (4, 4;) nin 4 nin @ € A, 6zelligindeki diger bir devami oldu-
gunu kabul edelim. (1)(b) ye gore A, nin A nin her bir noktasinda bir devami1 mutlaka
vardir. O halde Monodromy Teoremi geregi 4, fonksiyonu 4, U A lizerinde taniml1 ana-
litik bir fonksiyona genisletebilir. Boylece 4, fonksiyonunun A iizerinde tanimli oldugu-

nu kabul edebiliriz yani @ € 4, olmak iizere (4, 4p) 1n her bir (h2, 4;) devaminin 4 < 4,
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ozelliginde oldugunu kabul edebiliriz. H, = { (h;, A) : iel } kiimesi (4, 4p) 1 4 ya tim
farkli analitik devamlarinin ailesi olsun (Dikkat edilirse burada H,, kiimesinin sayilabilir

olup olmadigini bilmiyoruz, ancak bunu asagida gorecegiz). 7 doniisiimiiniin tanimindan

hareketle
(= Jh )

iel
oldugu bulunur. Ancak (1)c) geregi i # j icin h{(A) N h(4) = ¢ dir. O halde
{ h(4) : iel } kiimesi 7 “!(4) nmn bilesenleridir. Boylece [ sayilabilir bir kiime olur.
v | hi=(h1| A1) " oldugundan asikar olarak 7 déniisiimii 4(A) y1 A {izerine homeomorf
olarak resmeder. Boylece ispatin varlik kismi tamamlanmis olur.

Teklik kismi1 ise daha onceki konularda ele alinmis olup, evrensel analitik Ortii

uzayinin varliginin tekligini gerektirdigi goriilmiistiir. O

3.3.5. Sonug. G bolgesi C de 0 1 bulunduran bir has boélge olsun. Eger £, G nin kendi

tizerine f{0) =0 ve f"(0) > 0 6zelliginde bir konform denkligi ise bu takdirde herz € G
i¢in f(z) = z olur.

Ispat. Eger G nin tiimleyeni en az iki nokta bulunduruyor ise 7 : ) — G déniisiimii
70) = 0 ve 7'(0) > 0 ozelliginde evrensel analitik ortii donlisimii olsun. O halde
fo 7 :DD— G donisiimii de (fo 7)(0)=0ve (f o) (0)> 0 6zelliginde analitik bir 6rtii
doniigiimiidiir. Boylece fo 7 = rolur ki bu da her z € D i¢in f{ 7(z)) = 7(z) oldugunu gos-

terir. Boylece istenilen sonug elde edilmis olur.
Eger G nin tiimleyeninde bir nokta bulunuyor olmasi halinde ortaya,3.3.3. Teo-

remin hipotezi ile ¢eliski ¢ikar.
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