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OZET
Yiksek Lisans Tezi
FIBONACCI SAYILARI VE PASCAL UCGENI ARASINDAKI BAGINTILAR
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Bursa Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitusu
Matematik Anabilim Dali

Damsman: Dog. Dr. Musa DEMIRCI

Bu tez bes boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde ilk olarak Fibonacci sayilarinin
tarthinden bahsedilmis ve Fibonacci sayilari ile Altin oran kavrami tanimlanmustir.

Tezin ikinci boliimiinde Fibonacci sayilarmin sagladigi baz1 6nemli 6zdeslikler verilmis
ve bu sayilarin kullanildig1 bazi problemler ele alinmistir. Fibonacci sayilarinin ve Altin
oranin dneminden bahsedilmistir.

Tezin Uglinct boluminde Pascal tiggeni ve Binom ag¢ilimma iligkin temel kavramlar
verilmistir. Fibonacci sayilariyla Pascal liggeni arasindaki iliski ortaya koyulmustur.

Tezin dordinct béliminde Pascal iiggenine benzer bir yapiya sahip olan Hosoya
Ucgeni ve Catalan tiggeni tanimlanmistir. Ve son olarak Fibonacci sayilarindan yola
cikarak belli bir tekrarlama bagmtisina sahip ve yap1 olarak Pascal iiggenine benzeyen
bir liggen elde edilmistir.

Tezin son boliimiinde sonug verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Leonardo Fibonacci, Fibonacci sayilari, Altin oran, Pascal ti¢geni,
Catalan sayilar

2019, vi + 24 sayfa.



ABSTRACT
Msc Thesis

THE RELATIONS BETWEEN FIBONACCI NUMBERS AND PASCAL’S
TRIANGLE

Sumeyye KOCA

Bursa Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Musa DEMIRCI

This thesis consists of five chapters. In the first chapter, the historical background of
Fibonacci numbers and the definitions of both Fibonacci numbers and the Golden ratio
are given.

In the second chapter of the thesis, some well known identities that Fibonacci numbers
satisfy and the problems that can be solved by using Fibonacci numbers are shown. The
importance of Fibonacci numbers and the Golden ratio is mentioned.

In the third chapter of the thesis, the basic statements about Pascal’s Triangle and
Binomial Expansion are given. After that the relation between Fibonacci numbers and
Pascal’s Triangle is found.

In the forth chapter of the thesis, Hosoya’s triangle and Catalan triangle, which have
similar structures as Pascal’s triangle are defined. And finally, starting with Fibonacci
numbers, it was discovered a Pascal-like triangle which has a recurrence relation of its
own.

In the last chapter of the thesis, the result is given.

Key words: Leonardo Fibonacci, Fibonacci numbers, Golden ratio, Pascal’s triangle,
Catalan numbers.
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1. GIRIS

Bu boliimde {inlii italyan matematik¢i Pisa’li Leonardo ya da bilinen ismiyle Leonardo
Fibonacci tarafindan ortaya konulan, kendine has dizilisi olan, 6zel bir say1 dizisi ele

almacaktir.

Bu sayilar ilk olarak, Fibonacci’nin 1202 yilinda kaleme aldig1 “Liber Abaci” (Abakiis
Kitab1) adli kitabin 1228 yilindaki ikinci baskisinda yer alan iinlii tavsan probleminde
yer almigtir. Temel olarak bu problem: “Bir ¢ift tavsan ile baglanmak (zere, her ay yeni
bir ¢ift tavsan diinyaya gelir, yeni dogan ¢ift bir ayda yetiskin hale gelerek ikinci ayda
yeni bir ¢ift tavsan diinyaya getirir, bu dongii 1 yil boyunca devam eder ve bu slrecte
hi¢ tavsan 6lmezse yil sonunda kag ¢ift tavsana sahip olunur?” seklinde bir problemdir.

Problemdeki veriler dikkate alindiginda aylara bagh olarak tavsan cifti sayis1 asagidaki
say1 dizisini olusturur. Dolayisiyla Ocak-Aralik aylar1 donemindeki tavsan ciftlerinin

sayisi;
1,1,2 3,5, 8,13, 21, 34, 55, 89, 144

seklindedir. Bu dizilise dikkatli bakildiginda, ilk iki terimden sonraki her bir terimin,
kendisinden 6nceki ardigik iki terimin toplami oldugu goriiliir. Ashinda verilen say1
dizisi istenildigi kadar genisletilebilir ve bu dizinin n. terimini F, olarak yazarak sonsuz

bir say1 dizisi tanimlanabilir.

Tamm 1.1 F},F,, F5, ..., E,, ... seklindeki F,, dizisi igin

ven > 3igin

Fy=Fo1+Fy (1.1)

baslangi¢ kosullar1 saglaniyorsa F, dizisine “Fibonacci dizisi” denir (Koshy 2001) .



Diger yandan Fibonacci sayilarinin oranlar1 da matematikte oldukca 6nemli bir yere
sahiptir. SOyle ki; her bir Fibonacci sayis1 kendisinden bir 6nce gelen Fibonacci sayisina
boliinerek  elde edilen oranlar hesaplandiginda, bu sayilarm  giderek
1,618033988749895... sayisina yaklastigi gorilir. Bu say1r ondalik acilimi hig

tekrarlanmadan sonsuza kadar siiren bir irrasyonel sayidir.

Tanim 1.2 F,, n. Fibonacci sayisini gostermek lizere

li Fn+1 _
m =@

n—oo n

seklinde elde edilen ¢ sayisina “altin oran” denir (Koshy 2001) .

Fibonacci sayilari, ii¢ farkli nedenle yilizyillardir insanoglunun ve 6zellikle de bilim
insanlarinin ilgi odagi olmustur. Birincisi, dizinin baslangi¢ terimlerinden birkaginin
dogada beklenmedik yerlerde tekrar tekrar gorilebilmesidir. Ikinci neden, oranlarin
limit degeri olan 1,618033988749895... sayisinin ¢ok Onemli ve bilinen bir sayi
olmasidir. Uglinclisii ise bu sayilarin kendilerinin, sayilar teorisinde ilging kullanim

alanlarinin bulunmasidir (Lines 1990) .



2. FIBONACCI SAYILARI VE ALTIN ORAN
2.1 Dogada Fibonacci Sayilar

Dogada Fibonacci sayilartyla ne sekilde karsilagildigina bakilacak olursa bazi bitki ve
agac tlrlerinin incelenmesi gerekir. Eger agacin yapraklarindan biri baslangi¢ noktasi
olarak alinirsa ve buradan baslayarak, baslangic noktasinin tam olarak altinda veya
iistliinde olan bir yaprak bulunana kadar yapraklar sayilirsa (sap ¢evresinde birden fazla
donmeye gerek olabilir) bulunan yaprak sayis1 farkli bitkiler ve agaglar igin farklidir
ancak her zaman bir Fibonacci sayisidir. Dahasi, yaprak sayma islemi sirasinda siireg
kendini tekrarlamadan 6nce yapilan tam devir sayisi1 da bir Fibonacci sayisidir.

Ornegin bir kaym agacinm iizerindeki bir tam devir igin ti¢ yaprak gerekir. Bununla

birlikte piiskiillii s6giit agacina bes devir i¢in on ii¢ yaprak gerekir.

Genel olarak, Fibonacci sayilar1 i¢in bitki bilimi botanik tam bir altin madeni gibidir.
Papatyalarm normal olarak bir Fibonacci sayisi kadar tag yapragi vardir. Dogadaki
Fibonacci sayilari ile ilgili bilinen en nli érneklerden biri de aycicekleriyle ilgili olan
durumdur. Aygigeginin ¢igek kisminda, baklava bigimindeki ufak bélmelerde tohumlar
vardir. Bu boliimlerin simnirlar1 merkezden baslayip cicegin dis kenarmna giden sarmal
egriler seklindedir. Eger boyle bir modelde, saat yoniinde olan ve saat yoniinde olmayan
sarmallar sayilirsa Fibonacci dizisinde art arda gelen sayilarla karsilasilir (Lines 1990) .

Double Spiral Pattern in the Sunflower
(Helianthus Annuus)

21 Clockwise Spirals and 34 Anticlockwise Spirals
(21 and 34 are Successive Fibonacci Numbers)

Sekil 2.1. Ayciceginde saat yOniinde ve saat yoniiniin tersi yonde olan sarmallar
(Anonim 2015)



Bir¢ok ¢igegin tohum basi, bir kivircigin yapraklari, bir soganin katmanlari, ananas ve
kozalaklarin kat kat kabuklar1 gibi bitkisel sekillerin bircogu Fibonacci sarmallar1

igerirler.
2.2 Altin Oran ve Onemi

Fibonacci dizisinin ardisik terimlerinin oranlari sonucu elde edilen altin oran da
yiizyillardan beri ilgi odagi olmay1 basarmistir. Bu sayiya olan ilgi 2000 y1l 6ncesinden
de geriye uzanir. O zamanlar belki de altin oranin matematiksel temeli buginki bigimde
bilinmiyordu; ancak eskiden yapilmis birgok mimari eserde oldukg¢a sik kullanilmustir.
Bununla birlikte altm oran geometride de oldukca 6nemlidir. Oyle ki bir diiz dogru
parcasini ikiye ayiwran noktanin 6zelligi su sekildedir: Biiyiikk par¢anin kiiclige orani,

bltunin buyik parcaya oranina esittir.

Kugtk bolumi 1, biytk bolimi x olarak alinirsa, yukaridaki dogru pargasi ile ilgili

cebirsel ifade;

_x+1
T x

x
1

seklinde yazilabilir. Burada x + 1, dogal olarak dogru parcasmin biitiiniiniin

uzunlugudur. Bu ifadeyi
x2—x—-1=0

145

bigimindeki ikinci derece ifadeye doniistiirerek x;, = - cozumiini elde edilir. Iste

bu denklemin pozitif koki olan ¢ = # sayis1 altin orandir.

Eski Yunan’da uzun kenarmnimn kisa kenarma olan orani altin oran kadar olan “altin
dikdortgene” Kutsal Kesit adin1 vermislerdir. Sanatgilarin ve psikologlarm tam
agiklayamadiklar1 gizemli bir nedenle daima altin dikdortgenin estetik bir ¢ekiciligi

olmustur.



Altin dikdortgen, bir kare ile daha kiigtk bir dikdortgene béliindrse, kiglk dikdortgenin
de ‘altin’ oldugu goriiliir. Dahas1 ayn1 sekilde devam edilerek kiiclik dikdortgen de bir
kare ile daha kiiciik bir dikdortgene boliinebilir ve bu yeni dikdortgen de altin
dikdortgendir. Bu durum aymi diisiince ile strdurulebilir ve giderek kuculen kareler ve

altin dikdortgenler ortaya ¢ikar.

Bu ardisik sekilde olusan ve giderek kigcllen dikdortgen ve kareler, kosegenlerinden
gecen diizgiin bir egriyle birlestirilirse, genel olarak altin sarmal olarak bilinen bir

sarmal elde edilir. Bu diizgiin egri bir sarmal olusturarak sonugta bir noktaya yonelir.

N

Sekil 2.2. Altin dikdortgenlerin kdsegenlerinden gecen egriyle birlestirilmesi sonucu
olusan sarmal (Anonim 2008)

Bu egrinin matematiksel adi esit acili sarmal veya logaritmik sarmaldir. Logaritmik
denmesinin nedeni, onu en basit bicimde ifade eden cebirsel denklemin logaritmalar
kullanilarak yazilmasidir. Bu ¢ok 6zel sarmal dogada pek ¢ok yerde bulunur. Aygigegi
sarmal1 bu sekildedir. Deniz kabuklulari, salyangozlar, boganin boynuzlari, pengeleri ve
uzun azi disleri logaritmik sarmaldan olusur. Uzaym derinliklerindeki galaksilerin de

disa dogru donen yildizlardan olusmus dev boyutlu esit acili sarmal kollar1 vardir.

Bu oOrneklerden de anlasilacagi gibi altin oran olduk¢a dnemli bir sayidir ve sahip
oldugu ozellikler sayesinde matematikgileri oldugu kadar diger bilim dallariyla ugrasan

kisileri de etkilemeyi basarmustir (Lines 1990) .



2.3 Fibonacci Sayilar ile Tlgili Ozdeslikler

Fibonacci sayilar1 matematikgiler tarafindan yiizyillardir ¢alisilan sayilar olup ¢ok
sayida Ozdesligi sagladiklar1 kesfedilmistir. Bu boliimde temel nitelikte birkag
0zdeslikten bahsedilecektir.

Teorem 2.3.1 Fibonacci sayilarmin ilk n teriminin toplami
n
By =Fpo—1
i=1
seklindedir (Lucas 1876) .

Ispat. (1.1) her bir adimda kullanilarak

Fi=F—-F
F,=F,—F;
F3=F;—F,

Fpo1=Fu — F,
B, = Fpyo — Foiq

yazilir ve taraf tarafa toplanirsa

Fi=Fpy— F

n
i=1

=Fpyp— 1

elde edilir.



Teorem 2.3.2 F, n. Fibonacci sayisini gostermek tizere

n
ZFi2=Fn'Fn+1
i=1

dir (Lucas 1876) .

Ispat. Tiimevarim yontemiyle ispat yapilir. n = 1igin F2 = 12 = F; - F,

oldugu goriiliir. n = k igin dogru oldugu kabul edilsin. Yani

K
2 _p .
Ff =Fy - Frqq
i=1

olsun. n = k + 1 icin ise dogru oldugu gosterilir. Oyle ki;

k1 K
Z F? = Z F? + Fiy
i=1 i=1

:Fk'Fk+1+Flg+1
= Fk+1(Fk + Fk+1)

= Fy1 " Frez

olarak bulunur.

Asagidaki sonug Italyan matematik¢i Giovanni Cassini tarafindan bulunmustur ve

Cassini Formili olarak bilinir.

Teorem 2.3.3n > 1 icin
Fnoqy " Fpyq = Fn2 + (=" (2.1)

dir (Cassini 1680) .



Ispat. Ispat timevarim yontemi kullanilarak yapilir. n = 1 igin
FprF,=0:1=0=1—-1=F2+ (1)}
olup iddia dogrudur. n = k igin F,_; * Fy.41 = F# + (—1)* oldugu kabul edilir.

n=k+1icin

Fi Fryz = Féew = (Fepr = Fre) (Frpr + Fi) — Féyq
= Fryq " Fo = Feeq " Frey1 — Frq " F
= Fiyr " Fe = (F¢ + (=1)) = Fe_q - Fy
= Fi(Fiee1 = Feoq) = FE + (=1)F
=Fy Fp — F2 + (—1)k*
= (—1)k+1

olur ve iddia her n > 1 i¢in dogrudur.

Fibonacci sayilarmmn genel dagilimini veren asagidaki formil 1843 yilinda Fransiz

matematik¢i Binet tarafindan elde edilmistir.

Teorem 2.3.4 a, x? — x — 1 = 0 kuadratik denkleminin bir pozitif koku, g da negatif

kokl olsun. O halde n > 1 igin

an_ﬁn
TR

dir (Binet 1843) .

Teorem 2.3.5 a, x2 — x — 1 = 0 kuadratik denkleminin bir pozitif koki, g da negatif

koki olmak tzere her n > 1 i¢in a™ + ™ = F,, + 2F,_; dir (Koshy 2001) .

ispat. Binet Formiilii geregi a™ — "™ = v/5F, dir. Bu ifadede esitligin her iki tarafinin

karesi almirsa;



(an_'gn)z — aZn + ,an _ zanﬁn — 5Fnz

olur ve buradan

a?" + B2n = 5E2 4+ 2q"B" (2.2)

sonucu elde edilir. Diger yandan

(an + ﬁn)z = q?2" +'82n + zanﬁn

olup (2.2) uygulanirsa

(a™+ p™)? = 5E? + 4(—1)"
= 4(FZ + (-1D™) + F?

olur. Burada (1.1) ve (2.1) kullanilirsa

= 4’(Fn—an+1) + (Fn+1 - Fn—l)2
= (Fn+1 + Fn—l)2 = (Fn + Fn—l + Fn—l)2
= (Fn + 2Fn_1)2

olur ve buradan

a + B = F, + 2F,_,

oldugu sonucuna ulastlir.

Teorem 2.3.6 Fibonacci sayilar1 aralarinda asaldir. Yani her n igin (F,,, F,) = 1 dir
(Koshy 2001) .



Ispat. p, E, ve F,,, sayilarinin ortak asal ¢arpani olsun. O halde (2.1) geregi p| + 1
oldugu sonucuna ulasilir ki bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla Fibonacci sayilar1 aralarinda

asaldr.
2.4 Fibonacci Sayillarimin ve Altin Oranin Kullamldig1 Bazi Problemler

Teorem 2.4.1 x%+ xy —y? = ¥1 Diophant denkleminin sonsuz ¢oklukta ¢ézimu
vardir (Koshy 2001) .

Ispat. (1.2) geregi

O D Fn2 = (_1)11
Fn—l(Fn—l +Fn) _Fn2 = (_1)11
Fr%—l +F B — Fn2 = (_1)11

oldugundan x=F,_; ve y=F, olmak Ulzere x?+xy—y?=+1 Diophant

denkleminin sonsuz ¢oklukta ¢oziimii oldugu sonucuna ulasilir.

Fibonacci sayilari, ilk ispat1 bundan yaklasik 2300 yil 6nce Euclid tarafindan yapilmis
olan, giiniimiize kadar da farkli yontemler kullanilarak bir¢ok kez ispatlanmis olan asal

sayilarin sonsuzlugu teoreminin ispatinda da kullanilir. Bu teorem asagidaki gibidir.
Teorem 2.4.2 Asal sayilarin sayist sonsuzdur (Koshy 2001) .

Ispat. Aksine sonlu sayida asal say1 oldugu kabul edilsin. Bunlar p;,p,, ..., p olsun.
Ey By e Fpk Fibonacci sayilar1 dikkate alinsin. Tiim sayilarin en az bir asal ¢arpani
oldugundan bu sayilarin da en az bir asal ¢arpan1 vardir. k tane asal say1 var oldugundan
bu sayilarin her birinin sadece bir tane asal carpani olmalidir. Fakat

Fi9 = 4181 = 37 - 113 olup iki asal carpana sahiptir. Bu ise bir ¢eliskidir. Dolayisiyla

sadece sonlu sayida asal say1 oldugu varsayimi yanlistir. Asal sayilarin sayis1 sonsuzdur.

Ornek 2.43 y"—y —1 =0 ikinci dereceden diferensiyel denkleminin ¢ozimleri
bulunmak istenirse bu denklemin karakteristik polinomu t* —t — 1 = 0 oldugundan

karakteristik kokler a ve B olarak bulunur.

10



Hatirlanacag gibi buradaki a sayisi altin oranin yaklasik degeridir. O halde diferensiyel

denklemin genel ¢6ziimii A ve B keyfi sabitler olmak lizere y = Ae® + Bef* dir.

Ornek 2.4.4 f, reel degerli bir fonksiyon olmak iizere f'(x) = f~(x),x = 0
sartin1 saglayan f fonksiyonunun ne oldugu sorusuna P.Gattei su cevabi vermistir:
A sabit bir say1 olmak tizere f(x) = Ax™ olsun. O halde
f'(x) = Anx™1
ve
) = (/Y™
olur. Istenen sart geregi
Anx™ 1 = (x/A)Y"
almirsa A" 1n"x™=D-1 = 1 olur ve buradan
n2-n—-1=0
ve

An+1nn =1

bulunur. O halde n = a,8 ve A =n""/"*1 dir. Fakat n = 8 iken f reel fonksiyon

olmayacagi i¢in bu 6zellikteki tek fonksiyon f(x) = (ax)* dir.

11



3.PASCAL UCGENI VE FIBONACCI SAYILARI

Bu boliimde 6zellikle tinlii Fransiz matematikgi, fizik¢i ve diistiniir Blaise Pascal (1623
— 1662) tarafindan ¢alisildiktan sonra onun ismini alan, fakat tarihi binlerce yil 6ncesine
dayanan Pascal ti¢geni incelenecektir. Daha sonra ise bu iiggen yardimiyla Fibonacci
sayllarmin elde edilebilecegi goriilecektir. Tim bunlar igin Oncelikle bu tggenin

olusmasini saglayan temel yap1 ortaya koyulmalidir.

3.1 Binom Ac¢ilimi ve Binom Katsayilar

Tamim 3.1.1 q, b reel sayilar, n negatif olmayan bir tamsay1 olmak tzere

n

(a+b)" = (g)a”+(1)a”‘1b+---+( )ab"‘1+(2)bn

n
n—1

acilimina “binom acilimi1” denir. Burada k = 0,1, ..., n olmak Uzere

n n!
(k) T k(n—k)!

seklindedir ve bu katsayilara “binom katsayilar1” adi verilir. k > n olmasi durumunda

ifade 0’a esittir (Koshy 2001) .

Teorem 3.1.2 n ve k negatif olmayan tamsayilar ve k < n olmak izere

dir ( Koshy 2001) .

Ispat.
n _ n! _ n! _ n! _(m
(n—k)_ m—K)!'n-m-k)]! -k k'n—k)! (k)

dir.
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Asagidaki teorem Pascal 0zdesligi olarak bilinir ve binom katsayilarinin sagladigi

onemli bir tekrarlama bagntisinin var oldugunu gosterir.

Teorem 3.1.3 n ve k pozitif tamsayilar ve k < n olsun. O halde

=G0+ ()
dir ( Koshy 2001) .

Ispat.

n—1 n—1 (n—1)! (n—1)!
(k—1>+< k )=(k—1)!(n—k)!+k!(n—k—1)!

k(n—1)! n—k)(n-1)!
S kk—DIm—0) T m—m—k=1)!
kin—-1)! Mm—-kn-1)!
S M-k K@=k

B (n—D!'[k+ (n—k)] B (n—1D'!n
B k! (n—k)! Ck!'(n—k)!

n! n
“kKm—k) (k)

olur.

3.2 Pascal Uggeni

Yukarida verilen Ozelliklerden yola ¢ikilarak 0 < k <n olmak Uzere (Z) binom

katsayilari, iggen olusturacak sekilde diizenlendiginde Pascal iiggeni elde edilmis olur.

13



Sekil 3.1. Binom katsayilar1 kullanilarak elde edilmis olan Pascal tiggeni

Binom agilimindaki katsayilarin, Pascal liggeninin n. satirindaki sayilara karsilik geldigi

agiktir.
Siradaki teorem Pascal liggeniyle Fibonacci sayilar1 arasindaki iligkiyi belirtir.

Teorem 3.2.1 n = 0 olmak Uizere

In/2) _
n—i
Fuer = Z ( i )
i=0
dir ( Lucas 1876) .
A
y 2
I T . o
I S S e
q it S L T T

g F ET 520715 6 1
735735 21 7 1

3+ 828756 70 56 28 8 1
}.l‘rEl 36 84 126126 84 36 9 1

o1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

Sekil 3.2. Pascal iiggeninde Fibonacci sayilar1 (Lee ve ark. 2017)

14



Dolayisiyla bu teorem, Pascal (Uggeninde kosegenlerin iizerindeki

toplamlarmnm Fibonacci sayilarini verdigini ifade etmektedir. Ornegin,

Y= () ()= rrersss

Genel olarak asagidaki esitlik gergeklenir.

Teorem 3.2.2 n = 0 olmak Uzere

> (e

i=0
dir (Lucas 1876) .

Ispat. Binet Formiilii geregi,

> (=Y ()%=

i=0 i=0

Burada Binom Teoremi geregi;

U+ ar = +B)"
(=)

a’ = a + 1ve f? =B + I oldugu kullanilirsa;

aZn_'BZn
a—p
_FZn

15
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Bir baska 6zellik asagidaki teoremle verilmistir.

Teorem 3.2.3

N (’;) (—1)iF, = (—1)""1F, n=0
=0

l

Ispat. Binet Formiilii geregi;

> (yen =Y () e (S2E)

i=0 i=0
1 [x R .
o= [Z () o= Z () (—B)‘]
_G-ar-(-p)
«—p

("= (" an-p"
=T e VT g
= (_1)n_1Fn

elde edilir.
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4. PASCAL — BENZERI UCGENLER

4.1 Hosoya Ucgeni

1976°da Hosoya tarafindan tanimlanan ve Fibonacci sayilartyla yakindan iligkili olan

bir bagka tlicgensel yap1 Hosoya ti¢genidir. Bu tliggen ortasindan gecen diisey dogruya

gore simetrik olup, en dis tarafta yer alan kuzeydogu ve giineybati yonli kosegenleri

Fibonacci sayilarindan olusmustur. Uggenin i¢ kisminda yer alan her sayi, iizerinde

bulundugu kosegende kendinden 6nce gelen iki saymin toplamidir. Bu 6zelliklere sahip

Hosoya tiggeni asagidaki gibidir.

3
1 1
2 1 2
3 2 2 3
5 3 4 3 5
8 5 6 6 5 8
B8 o’ 10 8 13
N

21 13 16 (15 15 16 13 21

3 21 26 24 25 24 26 21
55 34 42 39 40 40 39 42 34

Sekil 4.1 Hosoya li¢geni ( Koshy 2001)

H(n,j) n.satrr j. sutundaki eleman, n > j > 0 ve n > 2 olmak Uzere

H(0,0) = H(1,0) = H(1,1) = H(2,1) = 1
Hn,j)=Hmn-1,j)+Hn-2,j)
=Hn-1j-1)+Hn-1,j-2)

tekrarlama bagmtismna sahiptir. En digtaki kosegenlerin Fibonacci sayist oldugu

bilindigine gore H(n,0) = F,,; ve H(n,n) = F,,, yazilabilir. Verilen tekrarlama

bagntisinin art arda uygulanmasiyla Hosoya iicgenindeki sayilarla Fibonacci sayilari

arasinda cebirsel bir bagmnt1 elde edilir.
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=H(n,j) =Hn—1,j) + Hin - 2,j)
=[Hmn—-2,j))+Hmn-3,)]+ Hn - 2,j)
=2H(n—2,j) + H(n — 3,j)
=2[Hm—-3,))+Hmn—4,))]+Hn - 3,))
=3H(n—-3,j) + 2H(n — 4,))

bu sekilde devam edilerek H(n,j) ile Fibonacci sayilar1 arasinda asagidaki bagmti elde
edilir.

1<k<n-—j—1iken
Hn,j) = FeyHn—k,j)+ FkH(n —k — 1,§)
sonucuna ulasilir. Ozel olarak k = n — j — 1 alinsm. O halde

H(n,j) = Foo jHG + 1,j) + Fnjo1H( )
= Fn_jFj1 + Fuoj1Fjn
= Fjy1(Foj + Foj-1)

= Fjy1Fn-j+1

elde edilir. Dolayistyla Hosoya ti¢genindeki her bir eleman iki Fibonacci sayismin

carpimudir.
4.2 Catalan Ucgeni

Binom katsayilarindan sonra en 6nemli kombinatoriyel sayilar olan Catalan sayilar
Pascal iliggenine benzer bir yapiya sahip olan Catalan iiggeninin olusturulmasinda
kullanilir. Soyle ki; 0 < k < n olmak Uzere n. satir k. situndaki eleman C(n, k) ile
gosterilsin. Ilk eleman €(0,0) = 1 olup sonraki her eleman, Ustiindeki eleman ile
solundaki elemanin toplamudir. 0 < k < n araligmmn disinda kalan her eleman 0 kabul

edilir.
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Tanim 4.1.1 0 < k < nve €(0,0) = 1 olmak iizere Catalan tiggenindeki diger sayilar

Clnk—1)+C(n—1,k) 0<k<nise
C(nk) = C(n—1,0) k =0ise
C(n,n—1) k =nise

seklindedir. n = 0 olmak lzere n. Catalan sayis1 C,, = C(n,n) dir. Catalan t¢genindeki

sayilarm kapali formda yazilan formiilii, 0 < k < n olmak Uzere

m+k)ln—-k+1)

Cvk) =——rm T

elde edilir. Ozel olarak

dir. Verilenler yardimiyla asagidaki tiggen elde edilir.

9 14 14
b 14 28 42 42
G20 48 OO0 132 132
T 27 Td 165 297 429 429

Sekil 4.2 Catalan ticgeni (Lee ve ark. 2019)

Bu iicgene “Catalan {iggeni” adi verilmistir (Shapiro 1976). Dikkat edilirse Catalan
sayllari bu {iggenin hipoteniisii tizerindeki sayilardir. Yani n >0 igin C(n,n)

elemanlaridur.

19



4.3 Pascal-Benzeri Bir Uggen

Fibonacci sayilar1 ile baglantili olarak Pascal-benzeri liggenler elde edilebilir. Asagida
verilen ¢alismada Fibonacci sayilar1 temel alinarak kendi iginde uyumlu ve belli bir
diizende ilerledigi gosterilen tiggensel bir yap1 elde edilmistir.

Fibonacci sayilar1 incelendiginde indisi 5 in kat1 olan Fibonacci sayilar1 11 tabaninda

yazildiginda asagidaki esitlikler elde edilir.

Fs=5-11°
Fio=5-111
Fis =5(11%2 + 119)
Fo =5(113 +2-11%)
Fs =5(11*+3-112 4+ 119)
F3o=5(11°+4-113 +3-111)
F3s =5(11°+5-11*+6-112 +1-119)

Bu esitliklerde11’in azalan kuvvetlerinin katsayilari olan sayilar asagidaki gibi yazilirsa
ortaya cikan liggensel yapinin Pascal iiggeni ile ayn1 olmamakla birlikte ilging bir yap1

oldugu gozlenebilir.

5

5 0

5 0 5

5 0 10 0

5 0 15 0 5

5 0 20 0 15 0

5 0 25 0 30 0 5

5 0 30 0 50 0 20 0

5 0 35 0 75 0 50 0 5

5 0 40 0 105 0 100 0 10 0

Sekil 4.3 Indisi 5°in kat1 olan Fibonacci sayilariyla elde edilen iiggensel yap1
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Burada (n, k) n. satir k. situndaki eleman, n > k ve t = {1,2, ... } olmak Uizere bu liggen

(n'k)=0) k=2t
(n k) =5, n=k=2t—-1

baslangic kosullar1 ile birlikte (n,k) =(n—1,k)+ (n—2,k—2) tekrarlama
bagintisina sahip bir yapidir.
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5. SONUC

Bu tezde Fibonacci sayilar1 ve sahip olduklar1 6zellikler incelenmistir. Bu sayilarin
matematikteki 6nemine deginilmis ve Ozellikle Pascal {iggeni ile arasindaki iligki
lizerine yogunlagilmistir. Fibonacci sayilarni veya bu sayilardan cebirsel islemler
yoluyla elde edilen sayilar1 bulunduran tiggensel yapilarm varligina iliskin arastirmalar
yapilmig ve Pascal benzeri liggenlere drnekler verilmistir. Son olarak ise kendine has bir
tekrarlama bagmtisina sahip yeni bir yap1 elde edilmistir. Arastirilan konular ile ilgili
gerekli literatiir taramas1 yapilmis olup, cesitli makaleler ve kitaplardan faydalanilarak

bir derleme diizenlenmistir.
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