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OZET

Analitik Devam ve Uygulamalarinin ele alindig1 bu ¢alisma toplam {i¢ bdliimden
olugsmaktadir. Birinci boliimde daha sonraki boliimlerde ihtiya¢ duyulabilecek temel
tanim ve teoremlere yer verilmistir. Ikinci béliimde baz1 analitik devam yontemleri bir
araya getirilmis ve bunlarla ilgili ¢esitli uygulamalara yer verilmistir. Son boliimde ise
Topolojik Uzaylar ve Demet Teorisi basligi altinda topolojik uzaylar ve komsuluk
sistemleri ve bir acgik kiime {izerindeki fonksiyonlarin c¢ekirdeklerinin demeti
incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Analitik Devam, Topolojik Uzay, Demet Teorisi



ANALYTIC CONTINUATION and APPLICATIONS

ABSTRACT

Analytic Continuation and applications are considered In this work, consisting of
three sections. In the first section fundamental definitions and teorems are introduced
for the next sections. In the second section some methods of analytic continuation and
applications are given. In the third section which is topolojical spaces and sheaf theory
are cosisting topolojical space and neighborhood systems and the sheaf of germs of

analytic functions an open set is given.

Key Words: Analytic Continuation, Topolojic Space, Sheaf Theory
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1. GIRIS

Bu boliimde, sonraki boliimlerde sik¢a kullanilacak olan bazi temel tanim ve

teoremler verilecektir.

1.1. Temel Tanim ve Teoremler

1.1.1. Tamim. Diizlemsel bir 4 kiimesi ayrik acik iki kiimenin birlesimi seklinde

yazilamiyorsa A kiimesine baglantilidir denir.

1.1.2. Tammm. Kompleks diizlemde agik ve baglantili bir kiimeye bolge denir.
Eger bir bolgenin tiimleyeni acik ve baglantili ise bu bolgeye basit baglantili bolge

denir.

1.1.3. Tanim. Kompleks diizleminin kapali ve sinirli bir alt kiimesine kompakt

kiime dentr.

1.1.4. Tanim. A4 c C kiimesini bulunduran kapali kiimelerin en kii¢iigline 4 nin
kapamist denir ve A ile gosterilir. 4 min bulundurdugu en bityiik agik kiimeye de 4 nin

ici denir ve A° ile gosterilir. 4 kiimesinin sinir1 ise 04 = A — A° bigiminde tamimlanr.

1.1.5. Tamm. a<¢<) araliginin z = ¢(¢) siirekli fonksiyonu altindaki resmine
C de bir yay (egri) denir. Eger yay sonlu uzunluga sahip ise bu yaya dogrultulabilir yay,
eger yay kendini kesmiyorsa yaya Jordan yayr denir. Ug noktalar bitisik bir yaya
kapali egri, sadece u¢ noktalarinda kesisen egriye de basit kapali egri veya kapali

Jordan egrisi denir. Jordan egrisinin igine bir Jordan bélgesi denir.



1.1.6 Tanim. f bir G bolgesinde kompleks degiskenli bir fonksiyon ve z, € G

olsun. Eger

llm f(Z)_f(ZO)

>z Z—2Z,
limiti mevceut ise f ye z, noktasinda diferansiyellenebilirdir denir. Limit degerine de f
nin z, noktasindaki ziirevi adi verilir. f nin z, noktasindaki tiirevi f'(z,) ile gosterilir.
Eger f fonksiyonu z, noktasinin belli bir acik komsulugundaki biitiin noktalarda

differansiyellenebiliyorsa f ye z, da analitiktir denir.

1.1.7. Teorem. f bir z, eC noktasinda differansiyellenebiliyorsa bu noktada

her mertebeden tiirevlere sahiptir ve f z, merkezli agik bir dairede yakinsak olan

F()=Ya(z=2)"; a,=f"()/n

Taylor Serisi biciminde tek tiirlii yazilabilir.

1.1.8. Teorem. f ve g bir G bdlgesinde analitik iki fonksiyon olsun. Eger G
de yakinsak bir (z, ) dizisi i¢in f(z,)=g(z,) ise bu takdirde G de f =g dir.
Bu teoremden ‘‘ f* fonksiyonu bir z, noktasinda analitik, z, =z, ve f(z,)=0

ise bu takdirde f =0 dir.”’ sonucu ¢ikarilabilir.

1.1.9. Teorem. Bir G — C bdlgesinde bir analitik fonksiyonun sifir yerleri G de

f =0 olmamak sartiyla ayriktirlar.

1.1.10. Teorem. (Analitik fonksiyonlar icin ozdeslik teoremi). f ve g

fonksiyonlar1 bir G — C bdlgesinde analitik ve en az bir yi1gilma noktasi bulunduran bir

Ac G kiimesinde f = g ise bu taktirde her z € G i¢in f(z) = g(z) dir.



1.1.11. Teorem. (Morera Teoremi). w = f(z) fonksiyonu basit baglantili bir G

bolgesinde siirekli ve bu bolgede bulunan her basit kapali y egrisi i¢in

j f(2)dz=0

ise bu taktirde f G de analitiktir.

1.1.12. Teorem. (Schwartz Lemmasi). f, G ac¢ik birim dairesinde f(0)=0 ve
| f(z)|<1 ozelliginde analitik bir fonksiyon olsun. Bu takdirde G de | f'(0)| <1 ve

| £(2)|< | z|dir. Esitlik f(z)=e"z fonksiyonu i¢in gecerlidir.

1.1.13. Teorem. (Argiiment Prensibi). f, dogrultulabilir bir y Jordan egrisi ile
smirlanmig bir G bdlgesinin i¢inde analitik, kapanisinda siirekli ve y iizerinde
f(z)#0 olsun. Bu takdirde f nin G deki sifirlarinin sayisi (kath kokler katlilig
kadar sayilmak ftizere), z y {lizerinde pozitif yonde haraket ederken, f(z) nin
argiimentinin 1/(27) katina esittir.

Baska bir deyisle argliment prensibi; f nin y igindeki sifirlarinin sayisi f(y)

goriintli egrisinin orijin etrafindaki sarma sayisina esittir.

1.1.14 Tammm. G bolgesinde analitik bir f fonksiyonu ayni degeri iki kere
almiyorsa, bagka bir deyigle f, G yi bir bolge lizerine bire-bir olarak resmediyorsa f
ye G de inivalenttir ( yalinkat) denir.

Univalent fonksiyonlar teorisinde &nemli bir sonug¢ {inivalentligin diizgiin

yakinsaklik altinda korunmus olmasidir.

1.1.15 Teorem. ( f,), bir G boélgesinde analitik ve yalinkat fonksiyonlarin bir
dizisi ve G nin her bir kompakt alt kiimesinde diizgiin olarak f, (z) = f(z) olsun. Bu

takdirde fde G de yalinkattir veya sabittir.



1.1.16. Tammm. Bir G bélgesinde iki y,,y, :[0,l]] > G kapali dogrultulabilir
egri verilsin. Eger bu iki egri
0,1)=T(,1) 0<t<))
I'(s,0)=yp,(s) ve I'(s,))=p,(s) (0<s<1)

sartin1 saglayacak sekilde bir I'":[0,1]x[0,1] > G siirekli fonksiyonu varsa bu taktirde

7, egrisine y, egrisine homotopiktir denir.



1.2. Déoniisiim Ozelikleri

1.2.1. Teorem (Ters Doniisiim Teoremi). G kompleks diizlemde bir bolge ve
f:G — C analitik iinivalent bir fonksiyon olsun. Bu takdirde f: f(G) — G ters

fonksiyonu analitiktir.

Ters doniisiim teoremi kullanilarak agsagidaki 6nemli sonug elde edilebilir.

1.2.2. Teorem. f bir bolgede analitik ve bdlgenin bir z, noktasinda f'(z,) # 0
ise bu takdirde f, z, in uygun bir komsulugunda yerel olarak {inivalenttir. Tersine f, z,
da yerel olarak tinivalent ise f'(z,)# 0 dir.

Analitik dontigiimler i¢in, J, # 0 olmasi yerel tnivalentlik i¢in gerek sart olup

yeter sart degildir. Yeter sart f nin harmonik olmasi durumunda gegerlidir.

1.2.3. Teorem. y dogrultulabilir bir yay ve f, y ilizerinde analitikse "= f(y)
yayinin uzunlugu

[l @l

dir.

Eger y, z,=¢(t,) ve f'(z,)#0 ozelliginde z=¢(¢t) parametrik ifadesi ile
verilen diizglin bir egri ise bu takdirde I'= f(y) egrisinin w, = f(z,) da ki teget
vektorii arg{f'(z,)@'(¢,)} =arg f'(z,) +arge'(¢,) egimine sahiptir. Baska bir deyisle f
doniisiimii » egrisini z, noktasinda arg f'(z,) agist kadar dondiiriir. Ozellikle z,
noktasindan gegen iki yay arasindaki ag1, f'(z,)#0 olmasi durumunda herhangi f

analitik donligiimii altinda korunmustur. Bu yiizden analitik {inivalent bir doniisiim

konform doniisiim olarak bilinir.

1.2.4. Teorem (Rieamann Doéniisiim Teoremi). G, C nin basit baglantili 6z

alt kiimesi ve z,€G noktast verilmis olsun. Bu takdirde f(z,)=0, f'(z,)>0
ozelliginde G yi birim daire tizerine konform olarak doniistiiren bir tek f fonksiyonu

vardir.



1.3. Metrik Uzaylar

1.3.1. Tammim. X bos olmayan herhangi bir kiimesi ve d : XxX — R fonksiyonu
verilsin. Eger her x,y,z € X i¢in

a) d(x,y)>0

b) d(x,y)=0 & x=y

¢) d(x,y)=d(y,x)

d) d(x,z)<d(x,y)+d(y,z)
aksiyomlar1 saglaniyorsa d fonksiyonuna X de bir metrik ve (X,d) ikilisine bir

metrik uzay denir.

1.3.2 Tanmm. (X,d) bir metrik uzay ve Dc X olsun. Her xe D igin

B(x,&) < D olacak sekilde bir ¢ > 0 sayis1 varsa D ye a¢ik kiime denir.

1.3.3. Tammm. Bir X kiimesi verilsin. P(X) = { A: A — X } kiimesine X in kuvvet

kiimesi denir.

1.3.4. Teorem. (X,d)bir metrik uzay olsun. Bu taktirde

a) X, ¢ aciktirlar.
b) D,,...,D, agik kiimeler ise bu taktirde fn]Dk kiimesi de agiktir.
k=1

c) I indeks kiimesi olmak iizere her i €/ igin D, agik kiime ise bu taktirde

UD, acik kiimedir.

iel
Teorem 1.3.4° e De Morgan kurali uygulanirsa asagidaki sonug elde edilir.

1.3.5. Teorem. (X,d) bir metrik uzay olsun. Bu taktirde

a) X, ¢ kapali kiimelerdir.

b) D,,...,D, Xinkapali alt kiimeleri ise bu taktirde ﬁDi kiimesi de kapalidur.

i=1

c¢) I indeks kiimesi olmak tizere her i €/ i¢in D, kapali kiime ise bu taktirde

(D, kapali kiimedir.

iel



2. ANALITiK DEVAM
2. 1. Dogrudan Analitik Devam

Bir analitik fonksiyonun tanim bolgesinin daha biiylik bir bdlgeye genisletme
islemi ¢ogunlukla analitik devam olarak bilinir. Kisaca analitik devam, bir fonksiyonun
analitiklik bolgesinin genisletilmesi yontemidir. Bu yontem, G bolgesinde analitik bir
f fonksiyonunun hangi sartlarda daha genis bir bolgede analitik olan g fonksiyonuyla
ifade edilebilecegini gosterir.

Ornegin; |z|<1 i¢in f(z)=>,z" ve zeC—{l} i¢in g(z)=1/(1-7z)
fonksiyonlar1 ayni analitik fonksiyonun farkli gésterimleridir. Bu ise f* fonksiyonundan

analitik devamla g fonksiyonuna ulasilabilecegini gosterir.

2.1.1. Tamm. f fonksiyonu kompleks diizlemdeki bir G bdlgesinde analitik
ise (f,G) ciftine bir fonksiyon elemant denir.

Buna gore (f,G) ve (g,D) fonksiyon elemanlarinin esit olmasi i¢in gerek ve
yeter sart f =g ve G=D olmasidir. iki fonksiyon elemanmin esit olmasi durumu
(f,G)= (g,D) ile gosterilir.

Herhangi bir (f,G) fonksiyon elemani verilsin. Eger

aA)R=GND=#¢

b) Her z e R icin veya en azindan R de bir yi8ilma noktasina sahip R nin
sonsuz elemanli bir alt kiimesi iizerinde f(z)=g(z) ise (g,D) fonksiyon elemanina
(f,G) in dogrudan analitik devami denir. Bu durumda, 6zdeslik prensibi geregi her
ze R icin f(z)=g(z) dir.

Ayni sekilde f ile g nin rolleri degistirildiginde (f,G) nin de (g,D) nin

dogrudan analitik devami oldugu goriiliir. (Sekil 2.1)

aob

Sekil 2.1



Dc G ve g, f nin D ye kisitlanmasi olsun. Bu taktirde (g, D) fonksiyon elemaninin
(f,G) nin dogrudan analitik devami oldugu aciktir. Boyle bir analitik devama agsikar

analitik devam denir.

2.1.2. Teorem. Eger (g,.,D) ve (g,,D), (f,G) nin iki dogrudan analitik

devamu ise bu taktirde g, = g, dir.

Ispat. Varsayim geregi her ze GN D igin f(z)=g,(z) ve f(z)=g,(z) dir.
Boylece her ze GND i¢in g,(z)=g,(z) olur. Analitik fonksiyonlar i¢in 6zdeslik
teoremi (Teorem 1.1.10) geregi her z € D icin g,(z) = g,(z) elde edilir.

Boylece, g,, D de R=GnND deki f nin degerleriyle tam olarak belirlenir.
Tersine f fonksiyonuda G de g, in R deki degerleriyle tam olarak belirlenir. Bundan
dolayidir ki genellikle f nin ve g, in birbirlerinin analitik devamlar1 olduklar
sOylenebilir. O halde f ve g, fonksiyonlari, GU D de

z):ze G i¢in
Fz)= {];((z)) 1z e(l;) if;in
biciminde tanimlanan bir F'(z) analitik fonksiyonunun kismi veya yerel temsili olarak
goriilebilir. Ayrica F(z) nin, G den daha biiyiik bir GuU D bolgesine f nin bir
analitik devami oldugu sdylenebilir. Benzer sekilde F(z), G den GUD ye g, in bir

analitik devami gibi diisiliniilebilir.

2.1.3. Teorem. (g,D), (f,G) nin ve (h,B) de (g,D) nin dogrudan analitik
devami ve G B # ¢ olsun. Bu taktirde (GND)NB#¢ ise GNB de f(z)=h(z)
dir. (Sekil 2.2)

Ispat: Analitik fonksiyonlar icin 6zdeslik teoremi geregi (GND)NB < GN B
bolgesinde f(z)=g(z) = h(z) dir.

Uyari: Eger (GND)nB=¢ ise bu teorem dogru degildir (Sekil 2.3). Ciinkii
GND de f(z)=g(z) ve DNnB de g(z)=h(z) olmasma ragmen GNB de

f(2) # h(z) dir. Bu durum asagidaki 6rnekte acik¢a goriilecektir. Boyle bir durumda



f(z) ve h(z) fonksiyonlart G N B de en azindan iki degerli olan F(z) cok degerli

fonksiyonunun dallar1 olarak g6z 6niine alinabilir.

/N

Sekil 2.2 Sekil 2.3

Ornek: G= {z:|z—e"'°|<1}, D={z:|z-e""'"°|<1}, B={z|z+i|<1} ve

bu bolgelere logz fonksiyonunun kisitlamalari

f(z)zlogz|G=1n|z\+i91 ; —m<0, <rx
. T 3z
g(z)=logz|, =In|z|+if, ; -S<6,<—
2 2

h(z)=10g2|B:ln|z|+it93 ;  —rm<6,<rx

olsun. /' ve g, GnD bdlgesinde aym degerleri aldiklarindan (g,D) (f,G) nin
dogrudan analitik devamidir. Ayrica DB ilizerinde g ve h fonksiyonlart esit
oldugundan (#,B) de (g,D) nin dogrudan analitik devamidir. Ancak f ve A, GN B

de aym degerleri almaz. Ornegin, [0A4] dogru par¢asinin orta noktast olan z, noktasinda

f(zy)=In(1/2)+i (-7 /6) olmasma ragmen Ah(z,) =In(1/2)+i (11z/6) dir.

Sekil 2.4

Temel problem sudur: Verilen bir (f,D) fonksiyon elemani i¢in diger

fonksiyon elemanlari nasil bulunabilir? Bunun i¢in ¢ok kullanilan analitik devam
metotlar1 vardir. Asagida bu metotlardan bazilar1 verilecektir.
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2.2. Weierstrass Anlaminda Analitik Devam

Bu anlamda analitik devam Taylor agiliminin tekrarl kullanimi esasina dayanir.

f(z) bir G bolgesinde analitik bir fonksiyon ve z, € G olsun. f(z) fonksiyonunun

z, civarindaki seri agilimi

5@ =Ya(z-z)" . |z-z|<r @.1)

dir. Eger bu serisinin yakinsaklik yarigap1 sonsuz ise bu taktirde f,(z), f(z) nin tim

sonlu kompleks diizleme analitik devamini gosterir. Eger yakinsaklik yarigapi sonlu ise

bu taktirde C,, (2.1) serinin yakinsaklik ¢emberi ve D,, C, 1n i¢i olmak iizere iki

durum s6z konusudur.

1) D, mbir kismi G nin digia genisler yani G', G nin timleyeni olmak tizere
D, NG'# ¢ dir (Sekil 2.5).

2) z, € G nasil secilirse segilsin D, < G dir (Sekil 2.6).

Birinci durumda (2.1) serisi  f(z) nin D, "G  bdlgesine ilk analitik devamini
verir. z, dan farkli z, € D, noktasini segerek (2.1) yardimiyla f,(z,), f,(z,), fi(z,),

. degerleri hesaplanabilir. Bu degerler yardimiyla Taylor acilimi kullanilarak z -z,

in kuvvet serisi olan
[(2)=>b,(z—2)" (2.2)
n=0

ifadesi elde edilir.

& B

Sekil 2.5 Sekil 2.6
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Ayrica b, katsayilar asagidaki gibi de hesaplanabilir. {, }, z, e yakinsayan
D, daki noktalarin bir dizisi olmak tizere

by = fo(z,), bIZIimM

m—>o0 é:m -z

dir. Genel olarak

b =lim £ &) =by=b(C, —z)—.=b, (, —2z)""
Lo <&, —z)"
dir.
Bundan baska asagidaki gibi de hesaplanabilir:

Ya,(z-2)" =Y a2z 4z, -2, =Za2@( —z) =)

n=0 n=0 =0

-3 { a@( —zo)""‘}(z—zok SN

Elde edilen bu serinin yakinsaklik bolgesi |z—z, |+]|z, —z, |[<r dir.

2.2.1. Tamim. Bir fonksiyonun analitik devamla elde edilen miimkiin en genis
bolgenin siniria fonksiyonun dogal siniri denir. Boyle bir sinir iizerinde fonksiyonun
singiiler noktalarinin kiimesi yogundur.

(2.2) serisinin yakinsaklik ¢gemberi C, ve bu ¢emberin i¢i D, olsun. Boylece
asagidaki durumlardan biri ortaya ¢ikar.

1) D, in bir kismi D, "G niin disina oldugu kadar G nin disina da genisler.
Bu taktirde f,(z) D, inbukisminda f(z) nin bir analitik devamidir.

2) D, in bir kism1 D,, G nin i¢inde kalacak sekilde D, in disma genisler
(Sekil 2.7). Bu taktirde z, in bu 6zellikte segilmesiyle analitik devam elde edilmez.

3) C, ¢emberi C, ¢emberine tegettir. Bu taktirde kesim noktasi olan s f nin
singliler noktast olmak zorundadir. Yani C, in lizerinde f nin en azindan bir
singiilaritesi olmalidir ve bu singiiler nokta C;, 1n i¢inde olamayacagindan s ile
cakisacaktir (Sekil 2.8). Bu durumda D, < D, olur ki boyle bir analitik devam elde

edilmis olmaz.
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4) C, gemberi C, c¢emberine z, € D, 1 segimine bagli olmaksizin teget
olabilir. Sekil 2.9 da goriildiigii gibi G < D, ise f,(z), f(z) nin bir tek analitik
devamudir. D, fonksiyonun varlik bolgesi ve C, onun dogal siniridir.

Ikinci durumda tiim olasiliklar i¢in G disina devam yoktur (Sekil 2.6). G, f(z)

nin varlik bolgesidir ve 0G dogal siniridir.

L ©)
Sekil 2.7 Sekil 2.8

Ornek: G=D,={z:z|<1} da f,(z)=1+z+z"+..+z"+.. biciminde

taniml1 fonksiyonu goz Oniine alalim.

Sekil 2.9

(0,1) araliginda olmayan bir z, € D, noktas1 secelim ve z, civarinda f,(z)
fonksiyonunu f,(z) fonksiyonuna genisletelim.

n 1 ' n— l
folz)=l+z, 4.4z " +..= . fo(z) =142z +..+nz,"" +.

1=z ”:(1_21)2’

2!
(1-z)" "

fo (z)=2+32z +.4n(n—1)z"" +..=

oldugundan
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1

. + 1-2) (z=2z)" +.... (2.3)

(z—z)+

1
@) =1~ +W

elde edilir.
(2.3) serisi D, ={z:|z—z |<|1-z |} de yakinsak olup f,(z) nin D, N D,

bolgesine ilk analitik devamin verir (Sekil 2.10).

Y Dl ﬁD'O
Z S~
0 1 » x
Dy
Sekil 2.10

Hem f,(z) hem de f,(z) fonksiyonlar1 C-{l} de analitik olan
F(z)=1/(1-z) fonksiyonunun yerel gosterimleridir. z, noktast (0,1) araliginda
secilirse yakinsaklik ¢emberi z =1 singiiler noktasinda 0D, a tegettir ve i¢gi D, 1n
icinde kalir. Boylece f,(z) nin uygun analitik devami elde edilemez.

Eger a noktasindan baslayip ardisik analitik devamlarla b noktasina ulasirsak
b de fonksiyonun aldig1 deger ardisik analitik devamlarin segilis tarzindan bagimsiz
olabilir de olmayabilir de. Ornegin; Sekil 2.11 deki durumda soldaki veya sagdaki

cemberler zincirinin kullanilmasiyla b ye ulasilabilir.

Sekil 2.11
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F(b) degeri devamlarin meydana getirilis tarzlarindan bagimsiz ise F(z), b de

tek degerlidir aksi taktirde b de ¢ok degerlidir.

Ornek: f(z)= z;zz” serisinin yakinsaklik diski D(0,1) dir.
y yakinsaklik ¢cemberi ilizerindeki f nin aykiri noktalar1 yogun bir kiime

olusturur. Bu nedenle de D(0,I) diskinin i¢indeki hi¢bir noktadaki Taylor agiliminin

yakinsaklik diski D(0,1) in disina tasmaz. f nin z = 1 de aykiriliklar1 vardir. Ayrica

fl@=z22+z"+ f(z"),
f(z):Z2 +Z4+28+f(28)

bigiminde yazilabileceginden z° =1, z* =1, z* =1.... esitliklerinin kokleri f nin
aykiriliklaridir ve tiim bu kokler y ={z:|z|=1} de yogun bir kiime olustururlar. Bu

nedenle de |z|=1 {izerindeki en kisa yay iizerinde bile f nin aykirilig vardir.
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2.3. Yol Boyunca Analitik Devam

G bir bolge olmak iizere G" ={z:ze G} olsun. Eger f, G de analitik ise
f7(z) = f(Z) olarak tanimlanan f~ :G"~ — C fonksiyonu da analitiktir. G=G ise G

reel eksene gore simetrik bir bolgedir. Bu taktirde g(z) = f(z)— f(2) fonksiyonu G de

analitiktir. G baglantili oldugundan reel eksenin acik bir alt araligimi kapsar. Her

xeGNR icin f(x) reel ise bu taktirde g(x)=0 dir. Ancak her ze G igin

f(z) = f(Z) olacak sekildle GNR, G iginde bir limit noktasina sahiptir.
/f nin bu esitligi saglamasi1 G N {z:Im(z) > 0} {lizerinde tanimli bir fonksiyonun
G nin tamamina genisletilmesinde kullanilir.
Eger G simetrik bolge ise (yani; G=G ) bu taktirde
G, ={zeG:Im(z) > 0}
G_={zeG:Im(z)< 0}
G, ={zeG:Im(z) =0}

bolgelerini tanimlayabiliriz.

2.3.1. Teorem ( Shwarz Yansima Prensibi ). G, G=G O0zelliginde bir

bolge olsun. Eger f: G, UG, — C siirekli fonksiyonu G, iizerinde analitik ve x € G,
icin f(x) e R ise bu taktirde z € G, UG, i¢in g(z)= f(z) olacak sekilde g: G — C

analitik fonksiyonu vardir.

Ispat: zeG_ icin g(z)=f(z), zeG, UG, icin g(z)=f(z) olsun.
g:G —» C fonksiyonunun siirekli oldugu agiktir. g nin analitik oldugunu gosterelim.
g, G,uUG_ de analitiktir. O halde bir x, e G, ve R>0 icin B(x,,R) = G olsun.
Morera Teoremi kullanilarak g nin B(x,,R) de analitik oldugunu gosterecegiz.
T =la,b,c,a], B(x,,R) de bir iiggen olsun. jTg =0 oldugunu goérmek i¢in, P bir
ticgen veya G, UG, ya da G_uUG, i¢inde kalan bir dortgen olmasi durumunda

[,& =0 oldugunu gostermek yeterlidir.
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&

Go

G.

Sekil 2.12

Simdi TcG, UG, ve [a,b]c G, olmast durumunu inceleyelim. Diger

durumlarin ispat1 benzer olarak yapilabilir.

A, T ve T nin ig¢ini gostersin. Bu taktirde her z € A i¢in g(z)= f(z) dir.
Hipotez geregi [, G, UG, da siirekli oldugundan f', A iizerinde diizgiin siireklidir. O
halde herhangi bir & >0 verildiginde |z-z'|[<d sartin1 saglayan biitiin z,z'€e A
noktalart i¢in | f(z)— f(z')|< ¢ olacak sekilde bir & > 0 sayis1 vardir. «, f noktalarini
sirastyla [c,a] ve [b,c] dogru pargalart tlizerinde |a—al<d ve |B-b|<O
esitsizliklerini saglayacak sekilde secelim. 7, =[a,f,c,a] ve Q=la,b,p,a,a]

diyelim. Bu taktirde
Jr=]r+]1
T 0
olur. Ancak 7, ve 7, in 1¢i, G, tarafindan kapsanmis olup f burada analitiktir.

Boylece

[r=]r (2:4)
T 0

Gy

[~
o

Sekil 2.13
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Eger 0 <t <1 ise bu taktirde her & > 0 igin
f@B+(1-0a)— f(tb+(1-1)a) < &
olacak sekilde
B+ -0a]-[tb+1-nd]| < 5
dir.

Eger M =max{| f(z)|:z€ A} ve [, T nin smir1 olarak alinirsa

(b-a) j ftb+(1-ta)dt—(B-a) j FB+(0-0)a)dt

[r

B.a]

Jr+
[

[a.6]

S|b—a|

[[rab+-0a)- r@p+a-nea)li

Ho-a) - (B-a)

j f(tB+(1—-t)a)de

<éb—al+M|(b-p)+(a—a) <el+2MS

Olur. Ayrica

£M|a—a|£M5 ve <Mo

[r

[0.5]

[r

[a.a]

esitsizlikleri (2.4) ve (2.5) ile disiiniiliirse

[fl<el+ams

T

elde edilir. 0 < ¢ olarak segilir ve & nun keyfi oldugu gz Oniine alinirsa

If:O dir.

olur. Boylece Morera teoremi geregi f analitiktir.

2.5)
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2.3.2. Tammm. Bir (f,G) fonksiyon elemani verilsin. @ € D olmak iizere a nin
bir komsulugundaki her z i¢in f(z) = g(z) olacak sekilde biitiin (g, D) fonksiyon
elemanlarinin olusturdugu sinifa f nin a daki ¢ekirdegi denir ve [f7], ile gosterilir.

Dikkat edilirse [ /], bir fonksiyon elemani olmayip fonksiyon elemanlarinin bir
smifidir. “(g,D) €[ f], olmasi igin gerek ve yeter sart (f,G)e[g], olmasidir.”
Onermesinin dogrulugu agiktir. Ayrica a=b iken [f], ve [g], ¢ekirdeklerinin
esitliginden bahsetmenin bir anlami1 yoktur. Ornegin; (f,G) bir fonksiyon elemani ise

bu taktirde farkli a,b € G noktalari i¢in [ ], =[f], oldugunu sdylemek anlamsizdir.

2.3.3. Tanim. y:[0,1] > C yolu verilsin. Her ¢ e[0,1] i¢in (f,,D,) fonksiyon
elemant asagidaki sartlar1 saglasin.
(a) y(1) € D,

(b) Her ¢ €[0,1] igin | s —#|< 0 olacak sekilde & > 0 sayis1 varsa y(s) € D, ve

[fs ]7(s) = [f; ]}/(s) (26)

dir. Bu taktirde (f;,D,)’e y egrisi boyunca (f,,D,) 1n bir analitik devam: denir. Bagka
bir deyisle (f;,D,) y boyunca analitik devamla (f,,D,) fonksiyon elemanindan elde

edilir.

Sekil 2.14
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Dikkat edilirse tanimdaki D, kiimeleri devami bozmayacak sekilde
genigletilebilir veya daraltilabilir. Bu durum asagidaki ispatlarda kullanigh olacaktir.

Bu tanimin (b) kisminin anlami y siirekli bir fonksiyon oldugundan ve y(¢), D,
acik kiimesinin iginde kaldigindan |s —7|<o igin y(s)e D, olacak sekilde bir o >0
sayisinin var olmasidir. (b) nin 6nemli bir 6zelligi de | s —7|<J oldugu her durumda
(2.6) esitliginin saglanmasidir. Yani |s —¢|<J Ozelligindeki her s ve ¢ igin ve y(s)
yi bulunduran D, "N D, kiimesindeki her z igin f,(z)=f,(z) dir.

Bir egri ve bir fonksiyon elemani verildiginde egri boyunca analitik devamin var
olup olmadigi sorusu zor bir soru olabilir. Bunun ig¢in heniiz bir genelleme
yapilamamustir. Verilen bir egri ve verilen bir fonksiyon elemani i¢in egri boyunca
analitik devamin olup olmadigi sorusuna cevap vermek zordur. Asagida sorunun
cevaplari aranacaktir. Monodromy Teoremi bunlardan biridir. Bu teorem bize ne zaman
iki noktay1 birlestiren farkli egriler boyunca analitik, ayni fonksiyon elemanini verdigini
ifade edecektir.

Asagidaki Oonerme ayni fonksiyon elemanindan baglayarak verilen bir egri
boyunca iki analitik devamin sonunda ayni fonksiyon elemanini verdigini ifade eder.
Boylece “Bir egri boyunca bir ¢ekirdegin devami” kavramini tanimlamak miimkiin

miidiir, sorusuna bir cevap verilmis olacaktir.

2.3.4. Teorem. a dan b ye bir y:[0,]] > C yolu verilsin. {(f,,D,):0<¢<1}
ve {(g,,B,):0<¢<1}, [f,],=[g,], olacak sekilde y boyunca analitik devamlar

olsun. Bu taktirde [ f,], =[g,], dir.

Ispat: Teoremi ispat etmek icin
T ={te[0,]: [ft]y(;) = [g[]}/(t)}
kiimesinin [0,1] da hem ac¢ik hem kapali oldugunu gostermeliyiz. T # ¢ oldugundan

(0eT) T=[0,1] ozellikle 1 e T dir.
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Once T nin acik oldugunu gosterelim. £ #0 veya 1 olmak iizere belli t €T

alalim. ( £ =1 ise T =[0,1] olup ispat tamamlanmis olur. # = 0 ise verilen hakkindaki
tartisma ayni zamanda bazi ¢ > 0 i¢in [a,a+ ) c T olacagini gosterecektir.) Analitik

devamin tanimindan |s —¢[<J i¢in y(s)e D, N B, ve

2.7)

{[f ]7(0 [f]y(?)

¢, ]m) =[g, ]y(s)

olacak bi¢cimde bir & >0 sayist vardir. H, y(s) ve y(t) yi bulunduran D, N B,
kiimesinin baglantili bir alt kiimesi olsun. Ancak ¢#€7 oldugundan her ze H igin
f,(z)=g,(z). Bodylece her y(s)e D, nB, i¢in [f, ], =[g ], dir (2.7) geregi
|s—t|<o Ozeligindeki her s ve ¢ i¢in  [f,],, =[g],, oldugu gorilir. Yani
(t-0,t+0)cT olup T agiktir.

T nin kapali oldugunu gérmek i¢in # yi 7 nin bir limit noktasi olarak alalim.
0 >0 sayisimt y(s)e D, "B, ve |s —t|<o Ozeligindeki her s ve ¢ igin (2.7) bagintisi
saglanacak sekilde yeniden secelim. ¢, 7 nin limit noktasi oldugundan |s—17|<o
ozelliginde bir s € T noktas1 vardir. G, y((¢—s,t+s)) < G < D, "B, ozelliginde bir
bolge ve y(s) € G olsun. T nin tanimi geregi her z € G i¢in  f,(z) =g, (z) dir. Ancak
her ze G i¢in (2.7) den f.(z)=f,(z) ve g,(z)=g,(z) dir. Boylece her ze G icin
f,(z2)=g,(z) ve G D, n B, de bir limit noktasina sahip oldugundan [f.],,, =[g,],.,

dir. Yani ¢t € T dir. Boylece 7' kapalidir.

2.3.5. Tamm. y:[0,]] > C a dan b ye bir yol ve {(f,,D,):0<t<1}, v
boyunca bir analitik devam ise bu taktirde [f,], cekirdegine [f,], nin y boyunca

analitik devamidir denir.
Teorem 2.3.4, Tanim 2.3.5 iin anlamli olmasini gerektirir. Tanim 2.3.5 in

{(f,,D,)} devaminin se¢imine bagli oldugu goriiliir. Bununla birlikte Teorem 2.3.4
{(g,.B)} [f,],=[g,], Ozelliginde y boyunca bir baska analitik devam ise

[f,1, =[g,], oldugunu ifade eder. Bu yilizden tanim devamin se¢imine bagli degildir.
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2.3.6. Tamm. [g],, 7:[0,]] > C boyunca [f], nmn analitik devami olacak

a

sekilde G de bir a noktasi ve a dan b ye bir y:[0,1] > C yolu olsun. Eger (f,G) bir
fonksiyon eleman ise bu taktirde (f,G) den elde edilen tam analitik fonksiyona tim
[g], ¢ekirdeklerinin bir ailesidir denir.

Eger 3 (f,G) den elde edilen tam analitik fonksiyon olacak sekilde bir (f,G)
fonksiyon elemani varsa ¢ekirdeklerin 3 sinifina bir tam analitik fonksiyon denir.

Dikkat edilirse tanimda gegen a noktasi keyfidir. G, C nin basit baglantili alt
kiimesi oldugundan @ G de herhangi bir nokta olarak segcilebilir. Ustelik I, (f,G) ile
olusturulan tam analitik fonksiyon ise bu taktirde her ze G i¢in [f], € J dir.

Tam analitik fonksiyonun taniminda herhangi bir belirsizlik olmamasina
ragmen bir eksiklik vardir. Bu bir fonksiyon mudur? Fonksiyon olmayan bir nesneyi
fonksiyon olarak isimlendirmekten sakinmaliyiz. Ancak J bir fonksiyondur. Simdi
bunu gosterelim: Once I igin bir tanim kiimesi belirleyelim. Bu kiime

R={[f1):[f]. €3}
olsun. 3:R—>C ve 3(z,[f].)=f(z) bigiminde tanimlansin. Boylece I, I deki
bir ¢ekirdege ait olan her bir fonksiyon elemaninin davranisini gosterir.

a,b iki kompleks say1r olmak iizere ¥ ve o, a dan b ye iki yol olsun.
{(f,,D,)} ve {(g,,B,)} swasiyla ¥ ve o boyunca analitik devamlar olduklarin1 ve
[fo], =[g,], oldugunu kabul edelim. Bu taktirde [f,], =[g,], midir? Eger y ve o
ayni yollar ise bu taktirde Teorem 2.3.4 bunun dogru oldugunu gosterir. Bununla
birlikte » ve o farkli iki yol ise cevap hayir olabilir. Cevabin olumlu olmasi
durumunu bize Monodromy Teoremi sOyleyecektir. Monodromy Teoreminin ispat1 i¢in
ilk adim bir egri boyunca bir analitik devamin yakinsaklik yarigapinin davranislarini

arastirmaktir.

2.3.7. Yardimc1 Teorem. y:[0,1] > C bir yol ve {(f,,D,):0<t<1}, y
boyunca bir analitik devam olsun. 0 <¢<1 i¢in R(¢), f, nin z = y(¢) civarindaki seri

aciliminin yakinsaklik yarigapi olsun. Bu taktirde ya R(f)=o yada R :[0,1] — (0,)

sureklidir.
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Ispat: Baz1 ¢ degerleri igin R(f) = o ise bu taktirde f, yi bir tam fonksiyona
genigletmek miimkiindiir. Buradan her s <[0,1] i¢in R(s) = olacak sekilde biitiin
ze D, leri¢in f (z)=f,(z) yani R(s) = o oldugu goriiliir. Her 7 €[0,1] igin R(¢) <

oldugunu kabul edelim. Belli ¢t €[0,1] ve 7 = y(¢) olsun. Ustelik

£@)=Yr,(z-1)

n=0

f, nin 7 civarindaki seri acilimi olsun. | s —¢|< 6, Ozelligindeki tim s ve ¢ ler i¢in
y(s)e D, NB(z,R(1)) ve [f],) =[], olacak sekilde &, >0 sayisin segelim.
|s—t|< 0, Ozelliginde belli s ig¢in o =y(s) olsun. Bu durumda f,, B(z,R(t))
lizerinde bir analitik fonksiyona genisletilebilir. f,, o nm bir komsulugunda f, ile
aynm Ozelliklere sahip oldugundan f, , B(r,R(¢)) U D, lzerinde de analitik olacak

sekilde genisletilebilir. Eger f,, z=0 civarinda

f=Yo,G-o)

bi¢iminde bir kuvvet serisi agilimina sahip ise bu taktirde R(s) yakinsaklik yaricapi en

azindan o nin |z —7|=R(¢) cemberine uzaklig1 kadar biiyiik olmalidir yani
R(s)2 R(t)—-|t—o|=d(o,{z:|z—1|=R(t)})

dir. Ancak bu

R(6)=R(s) < |r(1) = 7(s),
oldugunu gosterir. Benzer bir tartisma ile

R(s) = R(0) < |y(1) = 7(s)
oldugu goriiliir. Boylece | s —¢|< o, i¢in

[ R($)=R@) [<[7(O)=7(s)|

dir. ¥ :[0,1] > C siirekli oldugundan R, ¢ de siirekli olmalidir.
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2.3.8. Yardimel Teorem. o :[0,1] > C a dan b ye herhangi bir yol olsun. Her
t€[0,1] i¢in | y(¢) —o(t)|< ¢ olacak sekilde bir &>0 sayis1 var ve {(g,,B,):0<¢<1}
[g,], =[f,], Ozelliginde y boyunca bir analitik devam ise bu taktirde [g,], =[f,],
dir.

Ispat: 0<7<1 icin f nin z=y(¢) civarindaki kuvvet serisi agilimimin
yakinsaklik yaricapt R(¢#) olsun. Eger R(f)=o ise herhangi bir & degeri
bulunabilecegi gosterilebilir. Her ¢ €[0,1] i¢in R(¢) < oo olsun. Yardimci Teorem 2.3.7
den R siirekli fonksiyon ve her ¢ €[0,1] i¢in R(¢) >0 oldugundan R bir pozitif en

kiiciik degere sahiptir.

O<g<%min{R(t):0StS1} (2.8)

segelim. o ve {(g,,B,)} mn teoremin hipotezini sagladigi kabul edelim. Ustelik D,
nin y(¢) civarinda R(¢) yarigapl disk oldugunu kabul etmemiz ispati tamamlamamizi

kolaylagtiracaktir. Aynt nedenden her B, yi bir disk kabul edelim.

|o(t)—y(t)|[<e<R({) oldugundan her ¢€[0,l] i¢in o(t)eB, ND, dir. Bu
aklimiza her ze B, "D, i¢in g,(z)= f,(z) olup olmadig:1 sorusunu getirir. Aslinda
ispatin tamamlanmasi icin esitlifin #=1 i¢in saglandigin1 gostermemiz yeterlidir.
T={te[0,]1]: f,(z)=g,(2),ze B, nD,} kimesi tanimlansmm. 1e€7  oldugunu
gosterelim. Bunun i¢cin 7 #¢, T c[0,1] kiimesinin hem ac¢ik hem kapali oldugunu

gormek yeterlidir.

Hipotezden 0 €T olup T # ¢ dir. T nin agik oldugunu gosterelim. Belli bir

teT veher|s—t|<o ozelligindeki o > 0 sayisini

r(s)—r(@)|<e L/, ]y(s) =/, ]7(s)
lo(s)—o(0)] <& g, ]a(s) = t]a(s) (2.9)
o(s)e B,
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olacak sekilde segelim. Simdi |s—t|<o i¢in B,NB, "D, "D, #¢ oldugunu ve
o(s) nin bu kesisimde yer aldigini gosterelim. Eger |s—t|<o ise bu taktirde

o(s)e D, iken |o(s)—y(s)|< &< R(s) dir. Ustelik (2.8) geregi

|o(5) =y (0] <|o(s) =y ()| +[r(s) = 7(1)] < 26 < R(2)
olup boylece o(s)eD, dir. (29) geregi o(s)eB,NB, oldugundan
o(s)e B,NB, "D, "D, =G dir. t €T oldugundan her ze G icin f, (z)=f,(z) ve
g.(z)=g,(z)dir. Boylece ze G i¢in f (z)=g,(z) olur. Ancak G, B, "D, de bir
limit noktasina sahip oldugundan s € 7 olmahdir. Yani (1 —0,t+9)e T ve T aciktir.

T nin kapali oldugu benzer sekilde gosterilebilir.

2.3.9. Tammm. (f,D) fonksiyon elemani ve G, D yi igeren bir bolge olsun.
Eger baslangic noktas1 D de olan herhangi bir y — G yolu boyunca, (f,D) analitik
devami varsa (f, D) ye G bolgesinde kisitsiz analitik devam denir.

Eger D={z:|z—-1k1} ve [, Jz veya logz nin esas dali ise (f, D) delinmis

diizlemde kisitsiz devam olarak kabul edilir, tiim diizlemde degil.

2.3.10. Teorem (Monodromy Teoremi). (f,D) fonksiyon elemanint ve G
(f,D) nin kisitlamasiz devam edebilecegi D yi kapsayan bir bolge olsun. Ayrica
aeD ve beG olmak tlizere y, ve y, G de a dan b ye iki yol olsun.
{(f,,D,):0<t<1} ve {(g,,B,):0<¢t<1} srastyla y, ve y, yollar1 boyunca (f,D)
nin analitik devamlari olsun. y, ve y;, G de ayn bitim noktali homotopik iki egri ise

bu taktirde

1), =],

dir.

Ispat: y, ve y, G de aym bitim noktali homotopik iki yol olduklarindan bir
her #,u €[0,1] i¢in

L@0)=7,@) INAVESAG
r'o,u)=a I'd,u)=>
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Ozelliklerini saglayan I': [O,l]x [0,1] — G siirekli fonksiyonu vardir. Belli u €[0,1] icin
7, yolunu a dan b ye y, (t)=I(t,u) bigiminde tanimlayalim. Hipotez geregi y,
boyunca ( f, D) nin bir

{(h,.D, ) 0<t<1}
analitik devami  vardir. Buradan Teorem 2.3.8 geregi [g], =[h,], Ve

[fi], =[h,], elde edilir. O halde teoremi ispat etmek igin

(7101, =[],
oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun igin
U={uel0l]:[h,], =[]}
kiimesini gz oniline alalim. U nun [0,1] in bos olmayan kapali ve acik bir alt kiimesi
oldugunu gosterelim. 0 eU oldugundan U #¢ dir. U nun hem agik hem kapali
oldugunu gostermek icin asagidaki iddianin dogru oldugunu gdésterecegiz.

“uel0,l] i¢in |u—-v|<o iken [h,,], =[h,,], olacak sekilde bir 6 >0 sayisi

Lu
vardir.”

Gergekten, belli bir u €[0,1] icin Teorem 2.3.8 den faydalanarak o, her
t€[0,1] i¢in |y, (¢)—0o,(¢)|< & Ozelliginde a dan b ye bir yol ve {(k,,E,)}, o yolu

boyunca (f, D) nin herhangi bir analitik devami ise

[hl,u]h =[k1, (2.10)

olacak sekilde bir & > 0 sayisi bulunabilir. I' diizgiin siirekli bir fonksiyon oldugundan
her 1 €[0,1] i¢in |u—-v|<o oOzelliginde |y, (t)—y, (@)|=T'(t,u)-I(t,v)|<e& olacak
sekilde bir 0 > 0 sayisi vardir. (2.10) esitligi ile iddianin dogrulugu goriiliir.

uelU ve 0>0 saywst iddiada gegen sayr olsun. U nun tanimi geregi
(u-0,u+8)cU olup U agiktir. Eger ueU ve O, iddiadaki gibi secilmisse
|u—v|<d olacak sekilde bir veU vardir. Ancak iddia geregi [h,,], =[h,,], ve
veU oldugundan [, ], =[h,,], dir. Buylizden u €U olacak sekilde [A, ], =[h,,],

dir. Yani U kapalidir.
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2.3.11. Sonug. (f,D) basit baglantii G bolgesinde kisitlamasiz devam eden
fonksiyon elemani olsun. Bu taktirde her ze D i¢in F(z)= f(z) olacak sekilde

F : G — C analitik fonksiyon vardir.

Ispat: a € D sabit bir nokta ve ze G herhangi bir nokta olsun. Eger y, G
bolgesinde a dan b ye bir yol ve {(f,,D,):0<¢<1}, y boyunca (f,D) nin analitik
devamu ise bu taktirde F(z,y)= f,(z) dir. G basit baglantili oldugundan G deki
herhangi iki » ve o a dan b ye yollart i¢in F(z,y)=F(z,0) dir. Boylece
F(z)=F(z,y) esitligi F:G— C ye iyi tanimh fonksiyonunu verir. /' nin analitik
oldugunu gostermek icin ze G ve y ve {(f,,D,)} yukarida verildigi gibi olsun.
Kolayca z nin bir komsulugundaki w i¢in F(w)= f(w) oldugu goriiliir. Boylece F

analitik olmak zorundadir.
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3. TOPOLOJIK UZAYLAR VE DEMET TEORISIi

3.1 Topolojik Uzaylar ve Komsuluk Sistemleri

Bu boéliimde topolojik uzaylar ve komsuluk sistemleri ile ilgili temel tanimlar ve
teoremler verilecektir. Bir topolojik uzay fikri metrik uzaylar teorisinin en Onemli
kavramlarindan biri olan “agik kiime” ile ortaya cikar. Bir topolojik uzayda bize agik
kiime denilen bir X kiimesinin alt kiimelerinin bir ailesi verilir. Ancak ortada bir

metrik olmayabilir.

3.1.1. Tanim. X bos olmayan bir kiime ve P(X)={4: A< X} olmak ilizere
7 < P(X) olsun. Eger
a) g, X et

b) Eger U,,U,,...,U, e ise (n]Uj eT

j=l
c) Eger {U,:iel} kimesi 7 da ki kiimelerin herhangi bir koleksiyonu iken
U, U, € 7. aksiyomlarin1 sagliyorsa bu taktirde (X,7) ikilisine bir topolojik uzay
denir.
7 kiimeler ailesine X {izerinde bir fopolojidir ve = nun her bir elemanina bir
actk kiime dentlir.

Dikkat edilirse tanimin a), b), c) aksiyomlar1 bir metrik uzaymn acgik alt

kiimelerinin 6zellikleridir. Dolayisiyla eger (X,d) bir metrik uzay ve 7, X in tim

acik alt kiimelerinin ailesi ise bu taktirde (.X,7) bir topolojik uzaydir.

3.1.2. Tamm. (X,r) bir topolojik uzay olsun. Eger Fc— X olmak iizere
F'=X—F et ise bu taktirde F kiimesine (X,7) topolojik uzayinda kapali kiime

denir. Bir a € X noktasi verilsin. Eger a y1 bulunduran her a e U agik kiimesi i¢in
x#a olacak sekilde bir xe ANU noktas: varsa a noktasina A4 mnin bir limit
noktasi denir.

Bu kesimde verilen bazi 6nermelerin ispat1 kolay oldugundan verilmeyecektir.
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3.1.3. Teorem. (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Bu taktirde
a) ¢ ve X kapali kiimelerdir.
b) F,F,,...,F, kapali kiimeler ise F, U F, U...UF kiimesi de kapalidir.

c) {F, :i eI} kapali kiimelerinin bir ailesi ise ., F, kapali bir kiimedir.

3.1.4. Teorem. Bir topolojik uzayin bir alt kiimesinin kapali olmas1 i¢in gerek
ve yeter sart tiim limit noktalarin1 bulundurmasidir.
Her metrik uzay topolojik uzay olmasina ragmen tersi her zaman dogru degildir.
Ornegin X =[0,1]={t:0<¢<1} olsun. 7 ailesi
1) 0€U ise X —U yabostur yada X deki noktalarin bir dizisidir.
2) 0¢U ise U herhangi bir kiime olabilir.
ozelliklere uygun tim U kiimelerinden meydana gelsin.
(X,7) bir topolojik uzaydir. Bu topolojideki bazi acik kiime 6rnekleri sunlardir:
X deki tiim irrasyonel sayilarin kiimesi, sifirla birlikte tiim irrasyonel sayilarin
kiimesidir. A¢ik kiimelerin 7 ailesini veren hi¢ bir metrik yoktur.
X lizerinde d metrigini “Uer < her xeU i¢in B(x,¢)

={y:d(x,y) <&} c U olacak sekilde bir & >0 sayis1 vardir.” Bi¢iminde tanimlayalim.
A=(0,1) verilsin. Eger U ez ve 0€U ise bu taktirde bir aeU m 4 (a #0) noktas1
vardir. (Aslinda bu noktalardan sonsuz tane vardir). Boylece 0, 4 nin bir limit noktasidir

sonucu ortaya ¢ikar. O halde 4 da d(¢,,0) - 0 olacak sekilde bir {¢,} dizisi vardur.
Ancak eger U = {xe X:x#t,, herhangi bir n i¢in} = X -{¢,t,,...} ise bu taktirde
0eU ve U aciktir. Boylece yeterince biiyiik » icin ¢, € U olmalidir. Bu agik bir

celiskidir. Dolayisiyla boyle bir metrik bulunamaz.

Bu 6rnek, metrik uzaylar i¢in var olan bununla birlikte biraz da genel topolojik
uzaylar i¢in kullanilan “dizilerin yakinsaklig1” teknigiyle ilgili bir 6rnektir. Bir topolojik
uzayda “yakinsak dizi” tanimlamak miimkiindiir ama bu kavram bir topolojik uzaymn
yapistyla bir metrik uzaymnki kadar siki bagh degildir. Ornegin, yukarida gosterildigi
gibi bir nokta bir 4 kiimesinin bir limit noktas1 olabilir ancak A kiimesinde bu noktaya

yakinsayan bir dizi yoktur.
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(X,7) bir topolojik uzay olsun. Eger X {izerinde bir d metrigi r =7, olacak
sekilde bulunabilirse (X,7) ya metriklenebilir uzay denir. Bir ¢ok metriklenemeyen

uzay vardir. Yukarida oldugu gibi metriklenemeyen topolojilerin elde edilmesi igin
topolojik uzaylarin keyfi kartezyen ¢arpimi tanimlanabilir. Bu durumda ¢arpim uzayi
yalmiz sayilabilir ¢oklukta koordinatlarin mevcut olmasina ve her koordinat uzayinin
metriklenebilir olmasina ragmen metriklenemez.

Bir diger bir 6rnek; 7/ =[0,1] araligmi dikkate alalim. / nin bir kopyasim
digerine ekleyelim. Hala / ya benzeyen bir topolojik uzaya sahibiz. Ornegin [1,2] [
nin bir kopyasidir ve bunu / ya eklersek [0,2] araligini elde ederiz. Sonlu sayida kapali

aralik birbirine eklenirse yeni bir kapali aralik elde edilir. Sayilabilir ¢coklukta kapali

aralik bir araya getirilirse [0,00) aralig1 elde edilir. (Araliklar her iki taraftan eklenirse
(—o0,0) elde edilir.) Bu islem sayilamaz ¢oklukta aralikla yapilirsa “Uzun Eksen ” adi

verilen bir uzay elde edilir. Uzun eksen reel eksene benzemesine ragmen
metriklenemez. Genel olarak eskilerinden yeni uzaylar elde etmek i¢in kullanilan bir
yontem sayilamaz defa uygulaniyorsa metriklenemeyen bir uzay elde edilir.

Bir diger metriklenemeyen uzay oOrnegi olarak su verilebilir: X ={a,b,c}
kiimesi verilsin. 7 = {¢, X,{a},{b},{a,b}} olarak alindiginda (X,7) bir topolojik uzay
olur. (X,7) nun metriklenebilir olmadigini gérmek i¢in ¢ yi bulunduran acik kiimenin

yalniz X in kendisi oldugunu gbz 6niinde bulunduralim. Burada U ve V' ayrik agik
kiimeleri a €U ve ceV olacak sekilde yoktur. Ote yandan X iizerinde bir d
metrigi, 7 bu metrige bagl acik kiimelerin ailesi olacak sekilde var olsaydi bu taktirde

Boyle acgik kiimeler bulmak miimkiin olacakti. (Ornegin; & < d(a,c) olmak iizere
U = B(a;e) ve V =B(c;e)) Diger bir ifadeyle 7, noktalar1 ayirmak icin yeterli agik
kiimeye sahip olmadigindan (X,7) nun metriklenebilir olmas1 miimkiin degildir. Simdi

verecegimiz tanim bu zorlugu asmak i¢in yeterli acik kiimeyi ortaya koyar.

3.1.5. Tammm. (X,7) bir topolojik uzay olsun. a # b olmak iizere her a,b € X
icin aeU ve beVl olacak sekilde ayrik agik U ve V' kiimeleri varsa (X,7) uzayma

bir Hausdorff Uzay denir.
Her metrik uzay bir Hausdorff uzaydir. Daha once goriildigi gibi Hausdorff

uzay olmayan topolojik uzay 6rnekleri vardir.
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3.1.6. Tammm. (X,7) bir topolojik uzay olsun. Eger X in bostan farkli hem
acik hem kapal1 alt kiimesi yalniz kendisi ise (X,7) ya baglantilidir denir.

3.1.7. Teorem. (X,7) bir topolojik uzay olsun. Bu taktirde her C;, X in bir
(maksimal baglantil alt kiimesi) bileseni olmak {izere X =U{C, :ie I} dir. Ustelik X

in farkl1 bilesenleri ayriktir ve her bileseni kapalidir.

3.1.8. Tamm. (X,7r) ve (Y,o0) topolojik uzaylar olsun. Bir f:X —>Y

fonksiyonu i¢in A e o iken f'(A)er ise f ye siireklidir denir.

3.1.9. Teorem. (X,7) ve (Y,o) topolojik uzaylar olsun. f: X — Y fonksiyonu

verilsin. Bu taktirde asagidaki dnermeler denktir.

a) f streklidir.
b) Eger A Y kapahiise f'(4)c X kapalidir.
c) Eger ae X veeger f(a)e A e o isebutaktirde aeU ve f(U)c A olacak

sekilde bir U € r kiimesi vardir.

3.1.10. Teorem. (X,7) ve (Y,o) topolojik uzaylar olsun. X in baglantili
oldugunu varsayalim. Eger f: X —»> Y, f(X)=Y olacak sekilde siirekli bir fonksiyon

ise bu taktirde Y baglantilidir.

3.1.11. Tamm. K c X kiimesi verilsin. Eger 7 nun K cuU{U :U €7}

ozelligindeki her O alt koleksiyonu i¢in sonlu sayida U,,U,,..,.U, €0 kiimesi

K c LnJU , olacak sekilde varsa K kompakttir.
k=1

3.1.12. Teorem. (X,7) ve (Y,o) topolojik uzaylar ve K X in kompakt bir alt
kiimesi olsun. Eger f: X — Y siirekli bir fonksiyon ise bu taktirde f(K), Y de

kompakttir.
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(X,d) bir metrik uzay ve Y < X iken (Y,d) de bir metrik uzaydir. Buna gore
bir topolojik uzayn alt kiimesinden bir topolojik uzay elde etmenin bir yolu var midir?
Siiphesiz, eger (X, 7) bir topolojik uzay ve ¥ < X ise bu taktirde

7, ={UnY:Uert}

bi¢ciminde tanimlanirsa 7, de Y iizerinde bir topolojidir.

3.1.13. Tanmm. Eger Y, (X,7) topolojik uzayinin bir alt kiimesi ise bu taktirde
7, ye Y lzerinde rélatif (goreli) topoloji denir. W ez, ise WY ye Y de rolatif

olarak agiktir denir. Eger Y-Wet, ise W, Y de rélatif olarak kapalidir denir.

Bir topolojik uzaymn alt kiimesinden topolojik uzay olarak bahsedildiginde aksi

belirtilmedik¢e onun rolatif topoloji oldugu anlasilacaktir.

3.1.14. Teorem: (X,7) topolojik uzay ve Y < X olsun.
a) X kompaktve Y, X in kapali bir alt kiimesi ise (¥,7,) kompakttir.
b) ¥ < X kompakt olmas: i¢in gerek ve yeter sart (¥,7,) nin bir kompakt

topolojik uzay olmasidir.

¢) (X,7) bir Hausdorff uzay ise (Y, 7, ) da bir Hausdorff uzaydir.

d) (X,7) bir Hausdorffuzay ve (Y,7,) kompaktise ¥ — X kapalidir.

Ispat: {lk iigiiniin ispat1 kolaydir. Bir fikir vermesi acisindan sadece d) yi ispat

edelim. Bunun i¢in her a € X —Y i¢in a €U ve U NY = ¢ olacak sekilde bir U agik

kiimesinin var oldugunu gostermek yeterlidir. Boylece belirli bir a € X —Y ve her

yeY i¢gin X de aeU,, yeV, ve U, NV, =¢ olacak sekilde U, ve V, agik
kiimeleri de mevcuttur. (Ciinkii (X, 7) Hausdorff uzaydir)

Bu taktirde {V/, "Y:yeY} kimesi 7, deki kiimelerin Y yi Orten

koleksiyonudur. Boylece Y LnJ(Vy NY)c LHJVV =V olacak sekilde y,»,,...,y, €Y
= =

noktalari vardir. Her @ i¢in @ e U, oldugundan a eU = (n]U ,, ve boylece U ez dir.
1 l:l i

Buradan U NV = LnJ(U NV, )=¢ oldugu goriilir. Buradanda UNY =¢ elde edilir.
i=1 '
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3.1.15. Sonug¢. (X,7) Hausdorff Uzay ve Y, X in kompakt bir alt kiimesi
olsun. Bu taktirde her ae X —Y icin aeU, YV ve UnV =¢ olacak sekilde X

de U ve V' agik kiimeleri vardir.

Eger metrik uzaylar1 yeniden goz oniine alirsak bir topoloji tanimlamak i¢in yeni
bir yol kesfedebiliriz. Soyle ki: Once metrik verilir, ardindan agik yuvarlar tanmimlanir,
daha sonra her noktanin civarinda bir yuvar bulunduran acik kiimeler tanimlanir. islem

bir kiime tizerinde bir komsuluk sisteminin tanimlanmasiyla son bulur.

3.1.16. Tanmm. X bir kiime olsun. Her xe€ X i¢in X kiimesinin alt

kiimelerinin bir N ailesinin asagidaki 6zellikleri sagladigini kabul edelim.

a) Her U e N_ i¢in x €U dur.

b) U,V € N, ise bu taktirde W c U NV olacak sekilde bir W € N vardir.

¢) UeN, ve Ve N, ise bu taktirde her zeUNV igin W cUNV olacak
sekilde bir W € N_ vardir.

Bu ozelliklere sahip {N_ :xe X} ailesine X lizerinde bir komsuluk sistemi
denir. Eger (X,d) bir metrik uzay ve x € X ise bu taktirde N_ = {B(x;¢): ¢ > 0} ailesi
bir komsuluk sistemi olan {N_:x e X} ailesini verir. Aslinda bu yukaridaki tanimlarin
ilk 6rnegidir.

Dikkat edilirse ¢) sart1 farkli noktalarin komsuluk sistemleri ile ilgilidir. Eger

sadece a) ve b) sartlar1 saglansaydi, verilen topolojideki bu komsuluklarin acik kiimeler

oldugu sonucuna ulasilamayacakti. Ornegin; Eger X bir metrik uzay ve N_, x
civarindaki kapali yuvarlarin ailesi ise bu taktirde {N_:x e X} a) ve b) sartin1 saglar
ancak c) sartim saglamaz. Ustelik x=y=z alinmasiyla b) sarti c) den elde

edilebilecegi kolaylikla gdsterilebilir.

3.1.17. Teorem. a) Eger (.X,7) bir topolojik uzay ve N ={U er:xeU} ise

bu taktirde {N_:x e X} ailesi X iizerinde bir komsuluk sistemidir.
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b) {N :xe X} X fzerinde bir komsuluk sistemi ve 7 ={U :x U olmasi
V cU olacak sekilde bir /' € N olmasini gerektirir} ise bu taktirde 7, X {izerinde
bir topolojidir ve her x igcin N_ < 7 dur.

c) Eger (X,7) bir topolojik uzay ve {N, :xe€ X} a) da ki gibi tanimli ise bu
taktirde b) deki gibi elde edilen topoloji yine 7 dur.

d) Bir {N, :xe X} komsuluk sistemi verilir ve 7 topolojisi b) deki gibi
tanimlanirsa bu taktirde 7 dan elde edilen komsuluk sistemi {N :xe X} kiimesini

bulundurur. Yani, /', 7 dan elde edilen x in komsuluklarindan biri ise U — V' olacak

sekilde bir U € N vardr.

Ispat: a), c) ve d) nin ispat1 nispeten daha kolay oldugundan sadece b) yi

ispatlayalim. Ispata baslarken 6nce X, ¢ €7 oldugunu hatirlayarak baslayalim.

U,U,,.,U, et olsun ve U = (n]Uj olarak segelim. Eger x e U ise bu taktirde her j

J=1

igin V, cU,; V olacak sekilde bir V; € N vardir. Tanim 3.1.16 b) deki tlimevarimdan
V< (n] V, olacak sekilde bir V € N vardir. Buradan V' c U ve U, 7 ya ait olmalidir.
J-l

7 daki kiimelerin bir koleksiyonunun birlesimi 7 ya ait oldugundan 7 bir topolojidir.

Son olarak belli xeU ve U e N_ alalim. Eger y €U ise Tanim 6.16 ¢) den V c U

olacak sekilde bir V' € N_ vardir. Boylece U e 7.

3.1.18. Tanmm. {N_ :xe€ X}, X iizerinde bir komsuluk sistemi ve 7, Teorem

3.1.17 nin b) kismindaki gibi tanimli topoloji ise bu taktirde 7 ya bu komsuluk

sisteminden indirgenmis topoloji denir.

3.1.19. Sonu¢c. {N :xe X}, X lzerinde bir komsuluk sistemi ve 7
indirgenmis topoloji olsun. Bu taktirde (X,7) nun Hausdorff uzay1 olmasi i¢in gerek ve
yeter sart farkli herhangi iki x, y € X noktasii¢cin U NV = ¢ olacak sekilde bir U e N,

vebir Ve N ) kiimesinin mevcut olmasidir.
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3.2 Bir Acik Kiime Uzerindeki Analitik Fonksiyonlarin Cekirdeklerinin Demeti

Bu boliimde kompleks analizde 6nemli bir role sahip olan bir topolojik uzay

tanimlanacaktir. Eger (f,D) bir fonksiyon elemani ise bu taktirde z=a € D olmak
tizere a nin bir komsulugundaki her z i¢in f(z)=g(z) olacak sekilde biitiin (g,D)
fonksiyon elemanlarinin olusturdugu ailenin f nin a daki ¢ekirdegi oldugunu ve bu

cekirdegin [ 1], ile gosterildigini hatirlayalim.

3.2.1 Tanim. Bir G  C agik kiimesi i¢in
o(G)={(z, f(2)):ze G; f, zdeanalitik}

olsun. Bir p:¢(G) —> C donisiimini p(z,[f].) =z olarak tanimlayalim. Bu taktirde
(p(G),p) ciftine G lizerindeki analitik fonksiyonlarin ¢ekirdeklerin demeti ve p
doniisiimiine de izdiigiim doniisiimii denir. Her ze G icin p'(2)=p '({z}), =z
tizerinde sap veya lif ve G kiimesi ise demetin temel uzay: olarak adlandirilir.

Bir (z,[f].) € (G) noktasi i¢in, f nin G nin tamaminda tanimli olmasi
gerekmez. f yalnizca z nin bir komsulugunda analitik olmalidir.

Bu demeti nasil aciklariz. Demet kavramini agiklamanin yontemlerinden biri
tanimda kullanilan tarimsal terminolojiyi takip etmektir. Her sapin u¢ kisminda

cekirdeklerin bir koleksiyonu bulunur. Saplar bir demetle birbirine baglanir. ¢(G),
kendisine ait noktalar notasyonunun gozden gecirilmesiyle elde edilebilir. Bir
(z,[f1.) € (G) noktasin1 goz oniine aldigimiz da [f]. ¢ekirdegindeki bir (f,D)
fonksiyon elemanmi bu ¢ekirdegin yerine dislinliriz. Her we D igin bir
(z,[f].) € (G) noktast bdylece (z,[f].) civarinda bir {(w,[f],):we D} tabakasi
veya yiizeyi vardir. Gergekten ¢(G) tam olarak boyle tabakalardan yapilmistir ve
bunlar ¢esitli yollarla iist tiste gelirler. Ayrica ¢(G) yi grafiklerin birlesimi olarak
diistiniilebiliriz; her (z,[f].) € (G) noktast (f,D) nin grafigindeki (z,[f].)
noktasina karsilik gelir. ((f,D) nin grafigi C* ve R* {in bir alt kiimesidir) Eger iki

fonksiyon elemaninin grafikleri bir z noktasi civarinda cakisik ise bu taktirde bu z

noktasi civarinda denktirler.
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Bir topoloji bir komsuluk sisteminin tanimi yardimiyla ¢(G) {izerinde
tanimlanacaktir. Bir D c G agik kiimesi ve D {izerinde analitik bir f:D —> C

fonksiyonu

N(f,D)=1{(z[f].):z€ D} (3.1

tanimlar. Yani N(f,D) her (f,D) fonksiyon elemani i¢in tanimlanir. Eger ¢(G) yi

cekirdekler tarafindan indislenen G iizerindeki tabakalarin koleksiyonu olarak
diisiiniirsek, bu taktirde N(f,D), D iizerinde yer alan ve f tarafindan indislenen bu

tabakanin bir parcasidir.

3.2.2. Teorem. Her (a,[f],) € ¢(G) noktas1 i¢in
N (a,[f]u): { N(g7B) : aEB Ve [g]a :[f]a }
verilsin. Bu taktirde {N (,[,1):(a.[f],) € (G)} ¢(G) de bir komsuluk sistemidir ve

indirgenen topoloji Hausdorfftur. Ustelik indirgenen topoloji p:¢(G) — G

dontistimiinii stirekli yapar.

Ispat: Belli bir (a,[f],) € (G) igin; Tamim 6.16 nin a) kismi saglandigindan

c) kismu da saglanir. N(g,,B,), N(g,,B,) €N (,[;1) Ve

(b,[h],) e N(g,,B,) N N(g,,B,)
(3.2)

olsun. N(k,W)eN,,,, ve N(kW)c N(g,,B)n N(g,,B,) olacak sekilde bir
(k,W) fonksiyon elemani bulmaliy1z. (3.2) geregi b€ B, "B, ve [h], =[g,], =[g,],
dirr Eger beWcB nNB, ise ve h, W  {izerinde tanmimlanirsa
N(h,W)c N(g,,B,) N N(g,,B,) olur.

Indirgenmis topolojinin Hausdorff oldugunu géstermek igin Sonug 3.1.19 u

kullanalm.  (a,[f],) ve (b,[g]l,), @(G) nin farkhh iki noktas1 olsun.

N(f,A) N N(g,B)=¢ olacak sekilde (a,[f],) nin bir N(f,A4) ve (b,[g],) nin de bir
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N(g,B) komsulugunu bulmaliyiz. (a,[f],) # (b,[g],) hangi durumda olabilir. iki
ihtimal vardir. Ya a#b veya a=b ve [f], #[g], dir. Eger a # b ise bu taktirde 4

ve B sirasiyla a ve b civarinda ayrik diskler olsun. Bu durumda
N(f,A4) N N(g,B)=¢ dir. Eger a =0 ancak [f], #[g], ise bu taktirde [ /], #[g],
oldugundan f ve g, D = B(a;r) iizerinde tanimli fonksiyonlar olmak iizere ve
O0<|z—al|<r i¢cin f(z)=# g(z) olacak sekilde D diski vardir. ( f(a) = g(a) olabilir
ancak bu istenilen sonug¢ degildir). Simdi iddia ediyoruz ki “N(f,D)NN(g,D)=¢"
dir.

Gergekten eger (z,[/].) € N(f,D)NN(g,D) ise bu taktirde z € D, [h]. =[f].
ve [h], =[g], dir. Buise f ve g nin z nin bir komsulugunda ¢akisik oldugunu

gosterir. Boylece ¢eliskiye diisiilmiis olur. O halde indirgenmis Topoloji Hausdorfftur.

U, G nin bir agik alt kiimesi olsun. Ispata p: @(G) — G nin siirekli oldugunu
o '(U) yu hesaplayarak baglayalim. p(z,[f],) = z oldugundan
pU)={(z[f1.):z€U}
dir. Béylece eger (z,[f].)e p'(U) ve D, z civarinda, iizerinde f nin tamml

oldugu D c U olacak sekilde bir disk ise bu taktirde N(f,D) < p ' (U) dir. Buise p

nin siirekli oldugunu gosterir.

Indirgenmis topolojinin Hausdorff oldugunu géstermekle yapmis oldugumuza
bir goz atalim. Eger a = b ise (a,[f],) ve (b,[g],) farklh p~'(a) ve p~'(b) saplari
tizerindeydi. Boylece farkli saplar ayristirildi. Gergekten eger ae€ A, be B ve
ANB=¢ ise 0 zaman p'(a) N p ' (b)=¢ dir. Eger a=5b ise (a,[f],) ve (a.[g],)
aym p~'(a) sapi iizerindedir. [f], #[g], oldugundan sap1 bélebiliyorduk yani bir

cekirdek digerinden daha yiiksektedir.

3.2.3. Tamm. (X,7) bir topolojik uzay olsun. Eger x,,x, € X ise bu taktirde
7(0)=x, ve y(1)=x, olacak sekilde bir y:[0,1] > X siirekli fonksiyonu varsa y ya
X de x, ile x, 1birlestiren yay (veya yol) denir. Bu durumda x, a y nin baslangi¢ x,

e ise bitim noktast denir. {y} ={y(¢):0 <t <1} kiimesine de y nin izi denir.
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Bos olmayan bir 4 — X kiimesi verilsin. Eger herhangi iki x,,x, € 4 noktalar1
icin izi A da bulunan x, dan x, e bir yol varsa 4 kiimesi yol veya yay baglantilidir

denir. Eger her x € X i¢in ve x 1 bulunduran her U agik kiimesi icin xelV ve

V < U olacak sekilde bir yol baglantili agik 7 kiimesi varsa bu taktirde (X,7)

topolojik uzay1 yerel yol ve yay baglantilidir denir.

Her xeX i¢in N, X in x 1 bulunduran tiim acik yay baglantili alt

kiimelerinin ailesi olsun. Bu taktirde X in yerel yay baglantili olmasi i¢in gerek ve
yeter sart {& :xe X} nin X {lizerindeki orijinal topolojiden indirgenen bir komsuluk

sistemi olmasidir.

3.2.4. Teorem. (X,7) bir topolojik uzay olsun.

a) Eger 4, X inyay baglantili bir alt kiimesi ise bu taktirde 4 baglantilidir.

b) Eger X yerel yay baglantili ise bu taktirde X in her bileseni bir acik
kiimedir.

Yukaridaki teoreminin a) kisminin tersi dogru degildir. Ornegin;

X ={t+isin(1/t):t >0 U{si:-1<s<1}
olsun. X baglantili bir kiimenin kapanisi oldugundan baglantilidir. Bununla birlikte
X de 1/x den i ye uzanan bir yay yoktur. X ayni zamanda baglantili fakat yerel yay
baglantili olmayan bir topolojik uzay drnegidir.

X in baglantili ve yerel yay baglantili oldugunu varsayalim. Bu taktirde X yay
baglantili olacak midir? Cevabimiz evet olacaktir. Aslinda bu diizlemin agik alt
kiimeleri i¢in ispatlanan bir teoremin degisik bir seklidir. Diizlemdeki diskler baglantili
olduklarindan C nin acik alt kiimeleri lokal yay baglantilidir. Simdi C de gecerli olan

su sonucu verelim.

3.2.5. Teorem. Bir G — C agcik kiimesi baglantili olmasi i¢in gerek ve yeter sart
herhangi iki a,b € G noktasin birlestiren bir poligonun G de bulunmasidir.

Bu teoremin kismi genellestirilmesi, ispatt hemen hemen Teorem 3.2.5 in ispat1

ile ayn1 olan asagidaki sonucu verebiliriz.

3.2.6. Teorem. Eger X yerel yay baglantili ise bu taktirde X in agik baglantili
bir alt kiimesi de yay baglantilidir.
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Simdi bir G agik kiimesi iizerindeki analitik fonksiyonlarin g¢ekirdeklerinin

demetine yeniden donelim.

3.2.7. Teorem. G diizlemin acik bir alt kiimesi, U ise lizerinde tanimli bir f
analitik fonksiyonu olacak sekilde G nin agik baglantili bir alt kiimesi olsun. Bu

taktirde N(f,U), ¢(G) de yay baglantilidir.

Ispat: (a,[f1,).(b,[g],) € N(f,U) herhangi iki nokta olsun. Bu taktirde
a,beU dur. U bolge oldugundan a dan b ye bir y:[0,1]] > U yolu vardir. Bu yol
o:[01] > N(f,U), o@)=(y().,[f],,) biciminde tanimlansin. o(0)=(a,[f],) ve
o(l)=(b,[f],) oldugu agiktir. Eger o nin siirekli oldugu gosterilebilirse o zaman o

istenilen yaydir.

Belli bir ¢ €[0,1] verilsin ve N(g,V), o(t) nin bir komsulugu olsun. Bu taktirde
y@ eV ve [fl,, =gl dir. Boylece B(y(t);r)cUnV ve |z—y()l<r igin
f(z)=g(z) olacak sekilde bir r>0 sayis1 vardir. Ustelik y siirekli oldugundan
|s—t|<o oldugunda |y(s)—y(¢)|<r olacak sekilde bir 6 >0 sayist vardir. Son iki
ozellik birlestirilirse
(t=0,t+8)c o (N(g,V))

elde edilir. Bu ise o nin siirekli oldugunu gosterir.

3.2.8. Sonu¢. ¢(G) yerel yay baglantilidir ve ¢(G) nin bilesenleri agik yay

baglantili kiimelerdir.

Ispat: Bu sonucun ilk kism1 6nceki teoremin bir sonucu oldugundan dogrudan

goriiliir. Tkinci kisim Teorem 3.2.4 b) ve Teorem 3.2.6 den elde edilir.

3.2.9. Teorem. ¢(G) de (a,[f],) dan (b,[g],) ye bir yay olmas1 i¢in gerek ve
yeter sart G de [g],, [ /], nin y boyunca analitik devami olacak sekilde a dan b ye bir

y yolunun olmasidir.
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Ispat: o :[0,1]] > @(G), o(0)=(a,[f],) ve o(1)=(b,[f],) dzelliginde bir yol
olsun. Bu taktirde y = poo G de a dan b ye bir yoldur. Her ¢ i¢in o(t) € p(G)
oldugundan

o) =GO,/ ],u)
olacak sekilde bir [f,],,, ¢ekirdegi vardir. Iddia ediyoruz ki {[f,] s 0st<1}, [f],
nin y boyunca analitik devamidir. Bunun i¢in [ f],= [f,], ve [g], =[f,], oldugundan
yalnmizea {[f,],,} nin bir devam oldugunu gostermek gereklidir. D,, her 7 igin
z =y(t) civarinda D, c G olacak sekilde bir disk olsun. f,, D, lizerinde tanimlansin.
Belli bir ¢ €[0,1] i¢in N(f,,D,), o(¢) nin bir komsulugu ve o siirekli oldugundan
(t-0,t+8)c o ' (N(f,,D,))

olacak sekilde bir 6>0 sayist vardir. Yani eger |s—f|<d @ ise
(y(s),[f ), =0(s) e N(f,,D,) dir. Ancak tanimdan y(s)e D, ve [/ Lo =11
elde edilir. Bu, {(f,,D,):0<¢<1} nm y» boyunca bir analittk devam olmasin

gerektirir.

Simdi ¥ nin G de a dan b ye bir egri ve {[f,] ,, :0<¢<1} kiimesinin [f;],

0]
= [f1, ve [g], =[f,], olacak sekilde y boyunca bir devam oldugunu kabul edilir.
o:[01] - o(G), o()=(y(#),[/],,) biciminde tammlansin. o nin (a,[f],)dan
(b,[g],) ye bir yol oldugu iddia edilmektedir. o nin baslangi¢ ve bitim noktalar1 dogru

secildiginden yalnizca stirekli oldugunu gostermek yeterlidir. Bu ise birinci kisimdaki

adimlarin tekrar edilmesiyle elde edilir.

3.2.10. Teorem. u c ¢(G) ve (a,[f],) € x olsun. Bu taktirde ¢ niin ¢(G) nin
bir bileseni olmasi igin gerek ve yeter sart u={(b,[g],):[g],, G deki bazi egriler

boyunca [ /], nin devamidir} olmasidir.

Ispat: x4 niin ¢(G) nin bir bileseni oldugunu kabul edelim. Sonug 3.2.8 den x,
o(G) nin yay baglantili acik bir alt kiimesidir. Onceki teoremden dolay:r her

(b,[g],) € 4 noktast icin [g],, G deki baz1 egriler boyunca [f], nin devamudir.



40

Tersine eger [g], G deki bazi egriler boyunca [f], nin devami ise bu taktirde
(b,[g],), (a,[f],) yr bulunduran ¢(G) nin bir bilesenine aittir. Yani (b,[g],) € x diir.

Simdi x niin [g],, [f], mn bir devami olacak sekilde (b,[g],) nin tim
noktalarindan meydana geldigini farz edelim. Bu taktirde x# yay baglantili ve bdylece
baglantilidir. Eger 4,, ¢(G) nin g yi iceren bileseni ise bu taktirde bu ispatin ilk
kismindan = x4, sonucu ¢ikar.

Belli bir (f, D) fonksiyon eleman1 ve (f,D) ile elde edilen F tam analitik
fonksiyonu herhangi bir ae D icin [f], nin analitik devamlar1 olan tim [g].

a

¢ekirdeklerinin ailesidir.
G ={z:bir [g], € F ¢ekirdegi vardir } (3.3)

verilsin. Burada G aciktir. Gergekten eger z € G ise bu taktirde bir [g]. € F' ¢ekirdegi
vardir ve z civarinda ilizerinde g nin tanimli oldugu bir B diski vardir. Agikgasi

B c G dolayisiyla G aciktir. Teorem 3.2.10 dan yararlanarak

R={(z[g].):[g). € F} (3.4)
@(C) nin bir bilesenidir ve p(R) =G dir.

3.2.11. Tammm. F bir tam analitik fonksiyon olsun. Eger R (3.4) te taniml

kiime ve p, ¢(C) demetinin izdiisiim doniisiimii ise bu taktirde (R, p) ciftine F nin

Riemann Yiizeyi denir. (3.3) de tanimli G acik kiimesi F nin temel uzay: olarak

adlandirilir.

3.2.12. Teorem. F', G temel uzayi ile bir tam analitik fonksiyon ve (R, p), F
nin Riemann Yiizeyi olsun. Bu taktirde p:R — G  bir agik siirekli doniistimdiir.
Ustelik eger bir (a,[f],) € R ise bu taktirde p,N(f,D) yi diizlemdeki bir agik disk
tizerine homeomorfik olarak doniistirecek sekilde (a,[f],) nmn bir N(f,D)

komsulugu vardir.
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Ispat: R yi @(C) nin bir bileseni olarak goz 6niine alalim. p:@(C)— C
stirekli oldugundan p: R — G de siireklidir. p nun agik oldugunun gdsterilmesi i¢in
her (f,U) i¢in p(N(f,U)) nun agik oldugunun gosterilmesi yeterlidir. O halde
P(N(f,U))=U ve U aciktir. Eger (a,[f],) € R ise D, (f,D)e[f], olacak sekilde
bir disk ise bu taktirde p:N(f,D)—> D agik, siirekli ve 6rten doniisiimdiir. p nun
homeomorfizm oldugunu gdstermek icin geriye p nun N(f,D) nin lizerinde 1:1
oldugunun gosterilmesi kalir. Eger (b,[ f1,),(c,[f].) € N(f,D) nin ayrik noktalar1 ise

bu taktirde b # ¢ dir ve buradan da p, 1:1 elde edilir.
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