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OZET

Yiksek Lisans Tezi
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Siikran KORKMAZ

Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitisu
Matematik Anabilim Dali

Damsman: Prof. Dr. Sibel YALCIN TOKGOZ
Bu tez U¢ boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, tezin ilerleyen kisimlarinda kullanilacak bazi temel tanim ve teoremler
ifade edildi.

Ikinci béliimde, U = {z:|z|] < 1} olmak (izere, U birim diskinde reel kismi pozitif
analitik fonksiyonlarin olusturdugu P smifi tanimlandi ve bu sinifin temel 6zellikleri
verildi. Ayrica, bu smiftaki fonksiyonlar i¢in sabordinasyon prensibi, integral temsili,
katsay1 bagintilari, distorsiyon teoremleri ifade edildi.

Tezin asil kismini olusturan son bolimde, P sinifinin bazi alt siniflar1 tanimlandi ve bu
alt smiflara ait fonksiyonlar igin Kkatsayr bagintilari, sabordinasyon prensibi ve
distorsiyon teoremleri gibi bazi dzellikler verildi.

Anahtar Kelimeler: Reel Kismi Pozitif Analitik Fonksiyonlar, Sabordinasyon,
Distorsiyon, Katsay1 Hesaplamalari, §-komsuluk

2017, vi+100 sayfa.



ABSTRACT

MSc Thesis

THE CLASS OF ANALYTIC FUNCTIONS WITH POSITIVE REAL PARTAND
SOME OF ITS RELATED CLASSES
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This thesis consists of three chapters.

First chapter includes the basic definitions and theorems which will be used in the next
chapters.

Second chapter defines the class P of analytic functions with positive real part in the
unit disk U. Besides, basic features of this class including distortion theorems,
subordination principle, coefficient equations are given.

Last chapter, the main part of the thesis, defines some subclasses of the class P and
gives some features of the functions in these subclasses.
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Coefficient Estimates, §-Neighborhood
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TESEKKUR

Okul hayatim boyunca bana emegi gegen biitiin degerli hocalarima ve 6zellikle bu tez
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GIRIS

Geometrik fonksiyonlar teorisinin 6nemli konularindan biri olan reel kismi pozitif
analitik fonksiyonlar ilk olarak MacGregor (1962 ve 1964) tarafindan ¢alisilmistir ve bu
fonksiyonlar, reel kismi pozitif harmonik fonksiyonlar, yildizil ve konveks yalinkat

fonksiyonlar gibi bir¢ok konuya temel olusturmaktadir.

Riemann Doniistim Teoremi geregi, kompleks diizlemin herhangi basit baglantili bir 6z
alt kiimesi yerine U = {z:|z| < 1} birim diski {izerinde ¢alismak kolaylik saglar
(Riemann 1851). Dolayisiyla, reel kismi1 pozitif analitik fonksiyonlarla ilgili ¢alismalar,
U birim diskinde analitik, p(0) = 1 ve Rep(z) > 0 (z € U) sartlarin1 saglayan p(z) =
1+ a,z + a,z? + --- seklinde seri acilimina sahip fonksiyonlar iizerinde yogunlagmis ve

bu fonksiyonlarin sinifi P ile gosterilmistir.

Bu tezin amaci, reel kismi pozitif analitik fonksiyonlarin sinifi ve bazi ilgili siniflarinm
incelemektir. Uc¢ bolimden olusan tezin birinci béliimiinde, ilerleyen kisimlarda

kullanilacak bazi temel tanim ve teoremler ifade edilmistir.

Ikinci béliimde, P smifi tanimlanmis ve bu sinifin temel 6zellikleri verilmistir. Ayrica,
bu siiftaki fonksiyonlar i¢in sabordinasyon prensibi, integral temsili, katsay1 bagintilari,

distorsiyon teoremleri ifade edilmistir.

Tezin asil kismini olusturan {igiincii boliim, P sinifina ait bazi ilgili smiflarin tanitildig
sekiz alt boliimden olusmaktadir. Bu siiflara ait fonksiyonlar i¢in katsay1 bagntilari,
komsuluk, Hadamard ¢arpimi, sabordinasyon prensibi ve distorsiyon teoremleri gibi bazi
ozellikler verilmistir. Bu alt boliimlerde, P’ simfi (Walker 1990), P, (a) ve P’ (@)
siniflar1 (McCarty 1972), P, ,, sinifi (Bernardi 1974), 7, (a) ve Q,(a) siniflar1 (Owa ve

o—

ark. 1993), P (%) ve P’ (Tm) smiflar1 (Owa ve ark. 2006), P, ve P,(n) siniflari
(Shaffer 1973), P(a) smifi (Lecko 2000) ve P[a,t,o] ve Py siniflar1 (Libera ve

Livingston 1972) incelenmistir.



1. ON BIiLGILER

Bu béliimde, gelecek boliimlerde kullanilacak temel tanim ve teoremler ifade edilecektir.
Bu bilgilerin ayrintilar1 Palka (1991), Goodman (1983), Conway (1995) ve Duren (1983)

yayinlarinda bulunabilir.
1.1 Tamim. C kompleks sayilar kiimesi, z, € C ve r > 0 olmak {izere,

D(zy, 1) ={z € C:|z—zy| <71}

D(zyp,17) ={z € C:|z—zy| <7}

D*(zg,7) ={z€C:0< |z—2y| <71}

0D(zy,r) ={z € C:|z — 75| =71}
kiimelerine sirasiyla z, merkezli r yarigaplh acik disk, kapal disk, delinmis acik disk ve
¢ember denir. Bundan sonra D(0,r) agik diski D, ile ve D(0,1) birim diski de U ile
gosterilecektir.
1.2 Tamm. A c C ve z, € A i¢in D(zy, 1) € A olacak sekilde bir r > 0 sayis1 varsa z,
noktasina A kiimesinin bir i¢ noktasi denir. Eger A kiimesinin biitiin noktalar1 i¢ nokta ise
A kiimesine agtk kiime ve tiimleyeni agik olan kiimeye de kapali kiime denir. A kiimesini
kapsayan kapali kiimelerin kesisimine A kiimesinin kapanis: denir ve A ile gosterilir. A

kiimesini kapsayan en genis acik kiimeye veya A kiimesinin biitiin i¢ noktalarinin

kiimesine A kiimesinin i¢i denir.

1.3 Tanmm. A c C ve z € C olsun. Her D(z,r) diski ile A ve A nin tiimleyeni olan A*

kiimesinin kesisimi bos kiimeden farkli ise z noktasina A kiimesinin sinur noktas: denir.

1.4 Tanmmm. A c C kiimesinin herhangi iki noktasini birlestiren dogru pargast A

kiimesinde kaliyor ise bu kiimeye konveks kiime denir.



1.5 Tamim. (z,) kompleks sayilarin bir dizisi olsun. Her € > 0 sayisina karsilik n > n,
ozelligindeki biitiin n dogal sayilar1 i¢in z,, € D(z,, €) olacak sekilde bir n, dogal sayisi

varsa (z,) dizisine z, noktasina yakinsaktir denir ve lim z, = z, veya z, = z, seklinde
n—>oo

gosterilir.

1.6 Tamm. z, € A olmas! icin gerek ve yeter sart lim z, = z, olacak sekilde A
n—->0oo

kiimesinde bir (z,,) dizinin mevcut olmasidir. (Conway 1995)

1.7 Tammm. A c C olmak iizere f: A — C bir fonksiyon ve z, € A olsun. Her £ > 0 sayisi

i¢in
fIA N D(zo,6)] < D(f(2),¢€)

seklinde bir § = &(¢,zy) > 0 sayisi varsa f fonksiyonuna z, noktasinda siireklidir denir.

Eger her z € A noktasi igin

fIAND(z,6)] € D(f(2),¢€)

seklinde bir § = §(&) > 0 sayis1 varsa f fonksiyonuna A kiimesinde diizgiin siireklidir

fonksiyonuna z, noktasinda dizisel siireklidir denir. C kompleks sayilar kiimesinde

dizisel siireklilik ile stireklilik birbirini gerektirir.

1.8 Tanim. A c Colsun. Her z € A igin |z| < M < o olacak sekilde M > 0 sayis1 varsa
A kimesine sinrlidir denir. A kiimesinde alinan her dizinin yigilma noktasi yine A

kiimesine ait ise A kiimesine kompakt veya dizisel kompakt denir.

1.9 Teorem. A c C kiimesinin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart kapali ve sinirl
olmasidir. (Palka 1991)



1.10 Tammm. A c C herhangi bir kiime olsun. Eger AN U # ¢p, ANV #gpveAcUUV
sartlarim1 saglayan U € Cve V c C ayrik agik kiimeleri mevcut degilse A kiimesine

baglantili kiime denir. A¢ik ve baglantili bir kiimeye bolge ad1 verilir.

1.11 Tamim. [a, b] kapali araliginin z = ¢(t) siirekli fonksiyonu altindaki resmine C de
bir yol veya egri denir. Her t € [a, b] i¢in ¢'(t) mevcut ve ¢'(t) # 0 ise egriye diizgiin
egri, [a, b] araligmin sonlu sayida alt araliklarinda diizglin olan egriye parc¢ali diizgiin
egri denir. Kendi kendini kesmeyen egriye basit egri, ug noktalar1 bitisik bir egriye kapalt
egri ve sadece u¢ noktalarinda kesisen egriye de basit kapali egri veya Jordan egrisi

denir. Jordan egrisinin sinirladig1 bolgeye Jordan bélgesi ad1 verilir.

1.12 Tanmm. A c C bolgesinde her basit kapali egri sadece A kiimesinin noktalarini
iceriyorsa veya A da alinan her kapali egri i¢inde bolgeye ait herhangi bir noktaya

biiziilebiliyorsa bolgeye basit baglantil bolge denir.

1.13 Tanum. f bir A bolgesinde kompleks degiskenli bir fonksiyon ve z, € A olsun. Eger

i 18 — f(20)
m-———-—-—-

z-z0 Z — Z

limiti mevcut ise f fonksiyonuna z, noktasinda diferensiyellenebilir veya tirevienebilir
denir. Limit degerine de f fonksiyonunun z, noktasindaki #irevi adi verilir ve f'(z,)
bigiminde gosterilir. Eger f fonksiyonu z, noktasinin belli bir komsulugunda bulunan

biitiin noktalarda diferensiyellenebiliyorsa f fonksiyonuna z, noktasinda analitik denir.

1.14 Tamim. z, € C ve ay, a4, a,, ... kompleks sayilarin bir dizisi olmak iizere,
oo
Z an(z — z)" = ag + a,(z — zp) + a,(z — zg)% + -+

n=0

seklindeki fonksiyon serisine z, merkezli Taylor serisi denir. (Palka 1991)



1.15 Teorem. z, merkezli Z:;O a,(z — zy)™ Taylor serisinin yakinsaklik yarigapi p

olsun. Seri, |z — zy| > p sartin1 saglayan her z noktasi i¢in raksaktir. p > 0 ise 0 zaman

bu seri, D = D(z,, p) diskinde mutlak ve normal yakinsaktir. Dolayisiyla,

(0]

f@) =) an(z=20)"

n=0

seklinde tanimli f(z) fonksiyonu D diskinde analitiktir. a,, katsayis1 ve f fonksiyonu

arasindaki iligki

L f(n) (Zo)

n!

an

seklindedir. (Palka 1991)

1.16. Teorem (Maksimum Modiil Teoremi). f(z) fonksiyonu sinirli bir A bélgesinde
analitik ve kapanisinda stirekli ise |f(z)| degeri sinirda maksimum degerini alir. Ayrica,
f (z) fonksiyonu sabit ise | f (z)| degeri A bolgesinin bir i¢ noktasinda maksimum degerini

alir. (Ponnusamy ve Silverman 2006)

1.17 Tammm. A kompleks diizlemde acik bir kiime ve f = u 4+ iv olsun. Eger A
kiimesinde f fonksiyonu ve k. mertebeden biitiin kismi tiirevleri mevcut ve stirekli ise f

fonksiyonu C*(A4) sinifindadwr denir.

1.18 Tammm. A c C bir bolge olmak lizere, A bolgesinden f(A) lizerine birebir olan f
fonksiyonuna A bolgesinde yalinkat (tinivalent) fonksiyon denir. Buna gére A bolgesinde
yalinkat bir f fonksiyonu z;, z, € A olmak iizere, f(z,) = f(z,) olmasi z; = z, olmasini
gerektirir. Geometrik olarak, f(A) gorintii bolgesinin katli bir bolge olmamasi demektir.
Eger f fonksiyonu A bolgesinin bir z, noktasinin belli bir komsulugunda yalinkat ise f

fonksiyonuna z, noktasinda yerel (lokal) yalinkat fonksiyon denir.



1.19 Teorem. f fonksiyonu bir A bolgesinde analitik olsun. Eger z, € A noktasi igin
f'(zo) # 0 ise f fonksiyonunun yalinkat oldugu z, noktasinin bir D(z,, 1) C A
komsulugu vardir.

1.20 Tanmm. A c C agik bir kiime, f: A > C, f = u + ivve f € C1(A) olsun. z, € A igin

Uy (ZO) Uy (ZO)
Uy (Z0) Uy (Z0)

J5(zo) =

= ux(zo)vy(zo) - uy(ZO)vx(ZO)

sayisina f fonksiyonunun z, noktasinda Jakobiyeni denir.

1.21 Teorem. Bir f =u+iv fonksiyonunun basit baglantili bir A bdlgesindeki
Jakobiyeni J; = |f,|* — |fz|* dir.

Ispat. f = u + iv olmak iizere
fo= 2 (h = if) = 5 (e + 1) + 5 (0 — )
ve
1 1 i
fz = E(fx +if,) = E(ux ~vy) t5 W tuy)
olur. Buradan
121> = Ifzl? = Uy — Vyly, = Jf

elde edilir.

Teorem 1.19 dan, f fonksiyonu analitik ise /;(z) = |f'(2)|? oldugu goriiliir.



1.22 Tammm. A c C bir bolge, f: A — C yalinkat bir fonksiyon ve f € C1(A) olsun. Her
z € Aigin J¢(z) # 0 ise f fonksiyonuna A bolgesinde diffeomorfizm denir. f: A — C bir
diffeomorfizm ve J;(z) > 0 ise f fonksiyonuna A bolgesinde yon koruyan, J¢(z) < 0 ise

f fonksiyonuna yonii ters ¢eviren adi verilir.

J7 = —Jf oldugundan f yon koruyan ise f eslenik fonksiyonu yonii ters ¢evirendir.

1.23 Tamm. z,w € C — {0} olmak iizere 6(z,w) = Arg (g) degerine z den w ya
yonlendirilmis a¢i denir. 8(z,w), z ile w arasindaki en kii¢iik aginin 6l¢iisii olup bu deger
(—m, ] araligindadir. Eger agiin yonii saat yoniiniin tersi ise 8(z, w) > 0, saat yoniinde
ise 8(z,w) <0 dir. Buna gore 8(z,w) =m durumu hari¢ 0(z,w) = —6(z,w) ve

0(z,w) = —0(z,w) oldugu agiktir.

1.24 Tanim. A c C bir bolge, f: A — C bir diffeomorfizm olsun. A bolgesinde z, kose

noktasina sahip egrisel bir aginin kenarlar1 « ve 8 olmak iizere

16(a, )| = |6(f (@), £ (B))]

ise f fonksiyonuna z, € A noktasinda a¢: koruyan denir. Eger z, noktasinda J(z, ) > 0
ve 8(a,B) = 0(f(a),f(B)) ise f fonksiyonuna z, € A noktasinda konform, J¢(z,) < 0
ve 8(a,B) =0[f(B), f(a)] ise f fonksiyonuna z, € A noktasinda ters konform denir.
Yani, ag1 olglisiinii ve yoniinii koruyan bir diffeomorfizme konform doniisiim, agi
oOl¢iistinti koruyan fakat yoniinii ters geviren diffeomorfizme de ters konform adi verilir.
Eger her z € A noktasi i¢in f fonksiyonu konform ise f ye A bolgesinde konform

doniistim denir.

Ornegin, f(z) =az+ b, a # 0 doniisiimii Cden C ye bir konform doniisiim iken

f(z) = Z doniistimii C de ters konform doniistimdiir.

1.25 Teorem. f fonksiyonu bir A bolgesinde analitik ve z € A olsun. Eger f'(z) # 0 ise
f fonksiyonu z noktasinda konformdur. (Zill 2003)



1.26 Teorem. f fonksiyonu bir A boélgesinde analitik ve z, € A olsun.

f’(zo) = f”(zo) P — f(n—l)(ZO) =0

ve

f™(zp) # 0

olacak bigimde n > 1 dogal sayis1 varsa, w = f(z) fonksiyonu z, noktasinda kesisen
herhangi iki diizgiin egri arasindaki ag1y1 n carpani kadar biiyiitlir. Dolayisiyla, w = f(z)
fonksiyonu z, da konform degildir. (Zill 2003)

1.27 Teorem. A c C bir bolge, f: A — C bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun A
bolgesinde konform olmasi i¢in gerek ve yeter sart f fonksiyonunun A da analitik ve
yalinkat olmasidir. (Palka 1991)

1.28 Teorem. (Riemann Déniistim Teoremi). A, C kompleks diizlemin basit baglantili bir
0z alt kiimesi olsun. A bolgesini U birim diski tizerine birebir ve analitik (konform) olarak
resmeden z, € A igin f(z,) = 0 ve f'(zy) > 0 dzelliginde bir tek f fonksiyonu vardur.
(Palka 1991)

Eger A bir Jordan bélgesi ise Riemann doniisiim teoremi siirekli olarak A bolgesinin
sinirina genisletilebilir ve genisletilmis fonksiyon smir egrisini birebir olarak birim

¢ember lizerine doniistiiriir. Caratheodary’ nin bu sonucu asagidaki teoremde ifade edilir.

1.29 Teorem (Caratheodary Genisleme Teoremi). A bir y Jordan egrisi ile sinirlanmis bir
bolge ve f fonksiyonu A bolgesini U birim diski tizerine konform olarak doniistiirsiin. O
zaman f fonksiyonu A bélgesinden U iizerine homomorfizme genisletilebilir. (Palka
1991)



1.30 Teorem (Schwarz Lemma). f fonksiyonu U birim diskinde f(0) = 0ve |f(2)| < 1
seklinde analitik bir fonksiyon olsun. O zaman U diskinde |f'(0)| < 1 ve |f(2)| < |z|
dir. Esitlik f(z) = e'®z fonksiyonu igin gegerlidir.

1.31 Teorem (Schwarz-Pick Lemma). f: U — C analitik bir fonksiyon ve her z € U igin

|f(z)| < 1ise 0zaman

1-1f@)*

@l s ==

dir. (Gamelin 2001)

Sinirli analitik fonksiyonlarin yliksek mertebeden tiirevlerinin hesabini elde etmek i¢in

bu teoremden faydalanilarak siradaki teorem ifade edilir.

1.32 Teorem. f: U — C analitik bir fonksiyon ve her z € U i¢in |f(z)| < 1 ise 0 zaman

nt(1-1f@I1%)

a—japyr T

" (@) <

dir.
Bu teoremin bir sonucu agagidadir.

1.33 Sonug. f: U — U analitik bir fonksiyon olsun. O zaman,

I = 12" _
e 1-If@F

| 2n—1

dir.

1.34 Tamm. |z| < 1 i¢in |¢(z)| < 1 sartin1 saglayan analitik ¢(z)fonsiyonlarinin sinifi
A ile gosterilsin. (McCarty 1972)



1.35 Lemma. ¢(z) € A ve ¢(0) = z, olsun. O zaman

M) 1)l < SEOE

1-|z|?2 ’

(ii) |Zo|—|z| <o) < |Zo|+|z]

1-|zpz| 1+|zpz|

olur. (McCarty 1972)

1.36 Teorem (Helly Segme Teoremi). (u,), [a, b] araliginda p,(a) = 0 ve u,(b) =1
ozelliginde azalmayan bir fonksiyon dizisi olsun. O zaman [a, b] araliginda azalmayan
bir u fonksiyonuna yakinsayan (u,) dizisinin bir (u,, ) alt dizisi vardir. Ustelik [a, b]

araliginda her siirekli ¢ fonksiyonu i¢in

b b
Jim | (©dun, 0 = [ o0t

dir. (Duren 1983)

1.37 Teorem (Hurwitz Teoremi). (f,), bir D bdlgesinde sifiri olmayan analitik
fonksiyonlarin bir dizisi ve D bolgesinin kompakt alt kiimelerinde f,, = f yakinsamasi
diizgiin olsun. O zaman f fonksiyonunun D bolgesinde ya hig sifir1 yoktur ya da f 6zdes

olarak sifirdir. (Duren 1983)

1.38 Tamim (Hadamard Carpimi). U birim diskinde her z € U i¢in f ve g,

f(2) = Xi=o anz"™ Ve g(2) = Xno bpz"

10



seklinde iki analitik fonksiyon olsun. Bu iki fonksiyonun Hadamard carpimi, f * g

seklinde gosterilir ve su sekilde ifade edilir;

f *g = Z anbnzn-
n=0

(Walker 1990, Owa ve ark. 1993)
1.39 Teorem (Noshiro-Warschawski). f fonksiyonu konveks bir D c C bolgesinde
analitik ve her z € D i¢in Re{f'(z)} > 0 ise f fonksiyonu D bolgesinde yalinkattir.

(Duren 1983)

1.40 Tamim. Bir D bolgesinde tanimli u = u(x, y) fonksiyonu ikinci mertebeden siirekli
kismi tiirevlere sahip ve D de Au = uy, + uy, = 0 ise u fonksiyonuna D bolgesinde

harmonik denir.

1.41 Teorem (Harmonik Fonksiyonlar icin Maksimum ve Minimum Prensibi). Sabit

olmayan reel degerli bir u(x,y) fonksiyonu, sinirli bir D bolgesinde harmonik olsun.

u(x, y) fonksiyonu maksimum veya minimum degerini D bolgesinin sinirinda alir.

Teorem 1.42 konveks bolgeler i¢in bir yalinkatlik testini verir.

1.42 Teorem. D konveks bir bolge olsun. Belli bir & € R sayisi ve z € U igin
Re[ei“f’(z)] >0

ise f fonksiyonu D bolgesinde yalinkattir.

Ispat. z, ve z, D bolgesinde iki farkl1 nokta olsun. f fonksiyonunun

11



r={zz=2z+t(z,—2,),0<t<1}cU

dogru parcas1 boyunca integrali alinirsa

f(z) - f(z2) = f f(2)dz = j (@) (25— z)dt

1

= (2, - z)e f e f/(2)dt

0

olur. Hipotez geregi bu son integral sifir olamaz. Dolayisiyla, f(z,) # f(z;) olur.

Dolayisiyla, bu f fonksiyonunun D bolgesinde yalinkat oldugunu gosterir.

1.43 Tanim. A c C olsun. Eger sabit bir wy € A noktasini, her bir w € A noktasina
birlestiren dogru pargasi A i¢inde kaliyorsa, yani her t € [0,1] i¢in (1 —t)wy, +tw € A

ise, A kiimesine w, noktasina gére yildizil kiime denir.

1.44 Tanmm. r € (0,1], f € A(D,) Ve z, € D, olsun. Eger f fonksiyonu D, de yalinkat
ve f(D,) bolgesi wy = f(z,) noktasina gore yildizil ise, f fonksiyonuna D,. iizerinde z,
noktasina gore yildizil fonksiyon denir. Orijine gore yildizil olan fonksiyonlara kisaca
yiuldizil fonksiyon ad1 verilir. Ayrica, f fonksiyonu D, de yalinkat ve f(D,.) bolgesi C de

konveks ise, f fonksiyonuna D, tizerinde konveks fonksiyon denir.

12



2. P SINIFI VE TEMEL OZELLIiKLERIi

Bu bolimde, U birim diskinde reel kismi pozitif analitik fonksiyonlarin sinifi
tanimlanacak ve bu sinifin temel 6zellikleri verilecektir. Ayrica, sabordinasyon prensibi,
katsay1 hesaplamalari, domine edilmis seri kavramlari tizerinde durulacak ve bu sinifa ait

fonksiyonlarin integral temsili ifade edilecektir.

2.1 Tammm. U birim diskinde analitik, p(0) =1 ve z € U i¢in Rep(z) > 0 sartlarim

saglayan
p(z) = 1+alz+a222+---=1+zanzn (2.1)
n=1

seklinde seri a¢ilimina sahip fonksiyonlara reel kismi pozitif analitik fonksiyonlar denir.
U birim diskinde bu sekilde tanimli reel kismi pozitif analitik fonksiyonlarin sinifi P ile

gosterilir.

Herhangi bir p € P fonksiyonunun yalinkat olmas1 gerekmez. Ornegin; n < 2 tamsayisi
icin p(z) = 1 + z" fonksiyonu P sinifina ait olmasina ragmen U birim diskinde yalinkat
degildir.

P smifina ait onemli bir fonksiyon 6rnegi z € U i¢in

1+z

L(Z)=1—Z

fonksiyonudur. Bu fonksiyon U birim diskini H* = {w: Rew > 0} bolgesi iizerine

konform olarak resmeder.

Siradaki teorem, P sinifina ait fonksiyonlarin bazi islemler altinda sabit kaldigini gosterir.

Tanim 2.1 den ispatlar aciktir.

13



2.2 Teorem. p(z2), p,(z) ve p,(z) fonksiyonlar1 her z € U i¢in P sinifina ait ise 0 zaman

asagidaki sartlar altinda q(z) fonksiyonu da P sinifina aittir. (Goodman 1983)

(i) q(2) = p(e*z), 6 € R icin

(i) q(2) = [p(2)]* veya q(z) = p(t2), —1<t<1igin

(iii) g(z) = 1/p(2),

(iv) q(2) = [p1(2)]" [p2 (2], t1,t; > 0,t; +t; < 1igin
() p(A) = a + ibise q(z) = 1/alp (=) - ib], 1 € U igin
(vi) q(2) = (p(2) +ib)/(1 + ibp(2)), b € R igin

ispat. (ii) z€ U ve p(z) € P olsun. p(z) = re'? olacak sekilde r >0 ve 6 € R

(—g <6< g) sayilar1 vardir. Buradan,
Req(z) = Re[p(2)]* = Re(rte®t) = rtcos(6t)

elde edilir. -1 <t <1igin tf € (—%,g) ve rt > 0 oldugundan Req(z) > 0 bulunur.

Ayrica q(0) = 1 olur ve q(z) € P dir.
2.3. Teorem. P sinifi konveks ve kompakttir.
Ispat. 1,1, > 0ve A, + A, = 1 olsun. p;,p, € P olmak iizere,

p =Mp + A0, (2.2)

fonksiyonu i¢in Rep > 0 ve p(0) =1 oldugundan p € Pdir. Dolayisiyla, P sinifi

konvekstir.

14



P sinifinin kompakt oldugunu ispatlamak i¢in kapali oldugunu gostermek gerekir. Bunun
i¢in U birim diskinde lokal diizgiin p,, = p 6zelliginde P sinifina ait her (p,,) dizisi i¢in,
p € P oldugunu gostermek yeterlidir. Hurwitz teoremi geregi p limit fonksiyonunun U

birim diskinde sifirt yoktur ya da ozdes olarak sifirdir. p(0) = lim p,(0) =1
n—->oo

oldugundan p € P dir.

(2.2) fonksiyonu sonlu toplama ve her k igin t;, = 0 ve };°-, t, = 1 olmak {izere

(0]

p() = ) tipi()

k=1
seklinde sonsuz toplama genisletilebilir.

2.4 Tamm. f ve g fonksiyonlar1 U diskinde analitik olsun. Her z € U i¢in w(0) = 0,
f(z) = gw(z)) ve |w(z)| < 1 sartlarim1 saglayan U da analitik bir w(z) fonksiyonu

varsa f fonksiyonu g(z) fonksiyonuna sabordinedir denir.

2.5 Tamm. g(z) = ay + a,z + --- fonksiyonu U birim diskinde analitik ve yalinkat
olsun. U birim diskinde analitik f(z) fonksiyonu i¢in f(0) = g(0) ve f(U) c g(U)
sartlar1 saglaniyorsa f(z) fonksiyonuna U diskinde g(z) fonksiyonuna sabordinedir

denir ve f(z) < g(z) seklinde gosterilir.

2.6 Teorem. U birim diskinde f fonksiyonu analitik, g fonksiyonu da analitik ve yalinkat
olsun. f(z) < g(z) olmasi i¢in gerek ve yeter sart f(z) = g(w(z)) olacak sekilde
Schwarz Lemmanin sartlarini saglayan, U birim diskinde analitik bir w(z) fonksiyonunun

mevcut olmasidir.

Ispat. f(z) < g(2) ve g(U) = A olsun. Dolayistyla, g~ ters fonksiyonu A da analitik,
971 (A) = U ve g~1(ap) = 0 oldugundan w(z) = g~*(f(2)) bileske fonksiyonunun U
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bolgesini kendi igine resmeden, w(0) = 0 6zelliginde analitik bir fonksiyon oldugu ve

Schwarz Lemmanin sartlarini sagladig goriiliir. Burada, f(z) = g(w(z)) dir.

Tersine f(z) = g(w (Z)) olacak sekilde Schwarz Lemmanin sartlarin1 saglayan bir w(z)
fonksiyonu mevcut olsun. Bu takdirde, her z € U i¢in |w(z)| < |z| ve w(0) = 0 dur.
Buradan, £(0) = g(w(0)) = g(0) ve f(w(U)) c g(U) olur ve f(z) < g(z) elde edilir.

f(z) < g(z) ifadesinde g(z) fonksiyonu yalinkattir. Fakat Teorem 2.6 g6z 6niine alinirsa

sabordinasyon tanimi yalinkat olmayan fonksiyonlara da genisletilebilir.

2.7 Teorem. U birim diskinde f < g olsun. O zaman, her 0 < r < 1i¢in f(D,) < g(D,)
dir.

Ispat. f < g ise f(z) = g(w(2)) olacak sekilde Schwarz Lemmanin sartlarini saglayan
w(z) analitik fonksiyonu vardir. Buradan, f(D,) = g(w(D,)) dir. w(D,) c D,

oldugundan f(D,) = g(w(D,)) c g(D,) elde edilir.
2.8 Sonug. U birim diskinde f < g olsun. Bu takdirde, her r € (0,1) i¢in

max(1 — |z|?)|f'(2)| <max(1 - |z|*)|g' (2]
|z|sr |z|sr

dir.

Ispat. U birim diskinde f < g ise her r € (0,1) icin

max|f (z)| < max|g(2)|
|z|sr |z|<r

olur. Schwarz-Pick Lemma geregi
max(1 — |z|*)|f'(2)| <max(1 - |z|*)|g'(2)]|
|z|sr |z|sT

elde edilir.
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2.9 Teorem. p € P olmasi i¢in gerek ve yeter sart her z € U i¢in

p@) < T = L(2)

olmasidir.
. 1+z .
Ispat. L(z) = E olsun.p < L ise

1
PE) = L) = e

olacak sekilde Schwarz Lemmanin sartlarini saglayan, U birim diskinde analitik bir w(z)

fonksiyonu vardir. Dolayisiyla, her z € U icin

Re[(1+w(@))(1-w@))] 1-Iw@)|?

= w)? “T—wr

Rep(z) =

dir. Boylece, p(0) = 1 ve p(z) fonksiyonu U birim diskinde analitik oldugundan p € P

elde edilir.

Tersine, p € P olsun. Bu takdirde, L(0) = p(0) = 1, p(U) < L(U) dir ve L fonksiyonu
U birim diskinde yalinkat oldugundan p < L dir.

2.10 Lemma. U birim diski iizerinde g fonksiyonunun yildizil fonksiyon oldugu

f'(z)
g9'(2)

varsayilsin. Eger < H(z) bagintisinda f fonksiyonu analitik ve H fonksiyonu

konveks yalinkat ise 0 zaman ;E—Z < H(z) dir. (Brown 1984)

P smifina ait fonksiyonlarin integral temsilini elde etmek i¢in Herlogtz (1911) un temsil
teoreminden faydalanilacaktir. Bu integral temsilleri Lebesgue integrali yardimiyla elde
edilebilecegi gibi asagidaki teoremde oldugu gibi Poisson ¢ekirdegi yardimiyla da elde
edilebilir.
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2.11 Tamim. [0,27] aralig iizerinde tamml p(27) — u(0) = 1 veya |

ipl=1 A0 =1

ozelliginde azalmayan u fonksiyonlarina X = {n: |n| = 1} lizerinde bir olasilik olgiimii

denir. X tizerindeki olasilik 6l¢timlerinin kiimesi @ ile gosterilir.

2.12 Teorem. f fonksiyonu U birim diskinde analitik olsun. Bu takdirde, Ref(z) = 0

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

2m 1 4 ze™lt

F&) = | f e du(®) + imf © (23)

olacak sekilde [0,27] araligi {izerinde tanimli u(2m) — u(0) = Ref (0) = 1 6zelliginde

azalmayan bir u fonksiyonunun mevcut olmasidir.

Ispat. f fonksiyonu (2.3) bagmtisim saglasin. [0,2m] arahig: iizerinde tanmimli u
fonksiyonu azalmayan bir fonksiyon ve integrali alinan fonksiyonun reel kismi pozitif

oldugundan

21 —it

R ()—j Re—2°__qu(t) = 0
efz—O el—ze‘itﬂ =

elde edilir.
Tersine, U da Ref(z) = 0 olsun. Bu ifadeyi Ref(z) > 0 seklinde almak genelligi

bozmaz. f(z) = Yo-p anz™ olmak lizere b, = Rea,, ve ¢, = Ima, olsun. 0 < r < 1 ve

0 <t < 21 olmak tlizere

u(r,t) = %ftRef(reie)dB
0

seklinde tamimlanirsa bu fonksiyon [0,27] araliginda azalmayan ve u(r,2m) = b,

ozelliginde olur. Basit bir hesaplamayla
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T.n

21
.[- e_lntdu(-r’ t) - {an 7’ n - 1’2’ o
0 bo, n=20

oldugu goriiliir. Boylece

21 o 2 2w
f(z) = f du(r,t) + Z r—nf e "™du(r,t)z"™ + ic,
0 n=1 0

olur. |z| < r i¢in integral i¢indeki seri diizgiin yakinsak oldugundan bu fonksiyon

£(2) =f nl1 +sz 1<Ze:> ]d,u(r, £) + icy
0 n=

seklinde yazilabilir. Serinin toplami géz oniine alinirsa

2m relt

f(z) = jo T t idu(r, t) +ico (2.4)

elde edilir.

Simdi #_)7’2) pn = 1 Ozelliginde (0,1) araliginda artan bir (p,,) dizisi ele alinsin. Ayrica,
t € [0,2m] igin py,(t) = u(py,, t) olsun. Bu durumda (u,), [0,21] araliginda azalmayan
bir fonksiyon dizisidir. Teorem 1.29 geregi, k — oo iken u,, — p olacak bigimde (uy)
dizisinin bir (uy, ) alt dizisi ve [0,21] araliinda azalmayan bir ufonksiyonu bulunabilir.

Ayrica [0,2m] araliginda her bir siirekli h fonksiyonu i¢in

27T 27T

lim h(t)dpy,, () = h(®)du(t)
k=0 o 0

dir. Dolayisiyla, sabit z degeri ve k — oo i¢in
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pnke” +7z elt4gz

. - —
et —z et —z
p‘l’lk

yakinsamasi t ye gore diizglindiir. Buradan

lim =
k— o 0 pnke —

21 it 2w it
Ppn.° +2z e +z
e = f du(t)

0

Zd'unk(t) = el't —z

elde edilir. Bu esitlik ve (2.4) bagmtisindan (2.3) bagintisi elde edilir ve ispat tamamlanir.

P smifina ait fonksiyonlarin integral temsilini veren ve Herglotz Temsil Teoremi olarak

bilinen sonug, Teorem 2.12 nin dogrudan bir sonucudur.
2.13 Sonug (Herglotz Temsil Teoremi). f, U birim diskinde analitik bir fonksiyon ve
f(0) = 1 olsun. O zaman f € P olmasi igin gerek ve yeter sart u(2m) — u(0) =1ve U

birim diskinde

2] 4 ze7Ht

F@) = | foaemdu(® 25)

olacak sekilde [0,2m] aralig1 lizerinde tanimli azalmayan bir u fonksiyonunun mevcut

olmasidir.

Herglotz Temsil Teoremi, reel kismi pozitif fonksiyonlar i¢in distorsiyon sonuglarinin

elde edilmesinde kullanilir.

2.14 Teorem.p e P ve|z| =r < 1ise

1—r<|()|<1+r 26
1+r_pz “1-r (2.6)
1-—r 1+7r

—— < Rep(z) < (2.7)

1+r 1-—1r
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. 2Rep(2) 2
'@l s ——5 < =

(2.8)

dir. Esitlik @ € R olmak iizere L(e'*z) fonksiyonu icin gecerlidir.
Ispat. p € P oldugundan |z| = r < 1 igin p(z) < L(z) dir. O halde

1+w(z)

p(z) = T—wio)

olacak sekilde Schwarz Lemmanin sartlarini saglayan bir w(z) fonksiyonu vardir.

Boylece, z € U i¢in |w(z)| < |z| oldugundan

1+w(2)

1+|W(z)|<1+|z|_1+r
1-w(2)

“1-|w@| 1=z 1-r

lp(2)| = ‘ (2.9)

elde edilir. Teorem 2.2 geregi p € P iken 1/p € P oldugundan (2.9) esitsizligi 1/p
fonksiyonu i¢in de gegerlidir. Buradan, |1/p(z)| < (1+71)/(1 —r) veya buna denk
olarak

1—r

1+r < [p(2)| (2.10)

bulunur. Boylece, (2.9) ve (2.10) dan (2.6) bagintisi elde edilir.

(2.7) bagintisi, (2.6) dan veya (2.5) bagintisinin her iki yaninin reel kismi alinarak elde
edilir.

(2.8) bagintisini elde etmek i¢in (2.5) in z ye gore tiirevi alinirsa

2T 2du(t) 2 fz’f 1+ ze %
0

Re Te_lt d,l,l(t)

o :

o |11 —ze |2 1 =72
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_ 2Rep(2) < 2
C1-712 T (1-71)2

elde edilir ve ispat tamamlanir.

. 2
2.15 Uyar. p € P ve z = re'® € U icin (2.6) bagintisinin her iki tarafindan i:z ifadesi
cikarilirsa
( 1+r? - 2r 211

elde edilir. (2.11) esitsizligi, P sinifina ait bir p fonksiyonunun p(U) goriintii kiimesinin

2r

1+
— 1—12

1

merkezi

2
:2 Ve yarigapt olan kapali diskin i¢inde kaldigin1 gosterir. Bu durum Sekil

2.1 de gosterilmistir.

@
NS

I

Sekil 2.1 C,, U, goriintiisii
216 Tamm. f(z) =Y7_,a,z" ve F(z) = Yy_oAnz™ serileri, U, ={z:|z| <1}

diskinde yakinsak olsunlar. O zaman, her n > 0 tamsayisi i¢in |a,| < A4, Ise, f

fonksiyonuna F ile domine edilmistir denir ve f(z) < F(z) ile gosterilir.

22



Asagida verilen, domine edilmis fonksiyonlarla ilgili bazi sonuglar P smifina ait

fonksiyonlarin katsayi esitsizliklerini bulmada 6nemli rol oynar.

2.17 Teorem. f(z) < F(z) olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler dogrudur.
()n=0,1,2,..i¢cin A, = 0 dir.

(i) 0 < |z| =r <R igin |[f(2)| < F(r) dir.

(iii) f'(2) K F'(2) dir.

(V) J;" f(©)dE « [ F(£)dé dur.

Ispat. (iii) f(2) < F(2) olsun. z € D, igin
f@ =%, (+ Danez" Ve F'(z) = X7 (n+ DAnsq 2"

dir. Her n > 0 tamsayis1 i¢in |a,| < A, oldugundan (n + 1)|a,| < (n+ 1)A, olur.
Boylece f'(z) < F'(z) elde edilir.

2.18 Teorem.p € P ve n = 0 igin

n 2(n!)
Ip"(2)| < A=

dir. Esitlik p(z) = L(e'*z) fonksiyonu igin gegerlidir.

Ispat. p € P ve z € U icin p(z) < L(z) dir. Teorem 2.17 geregi n = 0,1,2, ... igin
p™(z) <« L™ (2) olur. |z] =r < 1igin

dn (1 + Z) g 2_(:_1;),14_1

(n) < LMWy = ——(—Z=
P @) < LP@) —

dzmn
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elde edilir ve ispat tamamlanir.

2.19 Teorem. p(z) =1+ X 1a,z" €P isen=1,2,.. i¢in |a,| <2 dir. Esitlik
p(z) = L(e'*z) fonksiyonu icin gegerlidir. (Hayami ve Owa 2009)

ispat. Teorem 2.18 de z = 0 aliursa, her n > 1 igin [p™(0)|= n!|a,| < 2(n!) olur.

Buradan, |a,| < 2 elde edilir.

Reel kismi pozitif analitik fonksiyonlarin yiiksek mertebeden tiirevlerinin hesabini elde

etmek i¢in Teorem 1.31 in benzer uygulamalari siradaki iki teoremde ifade edilir.
2.20 Teorem. p: U — C analitik bir fonksiyon ve z € U igin Rep(z) > 0 olsun. O zaman

'R
p"(2)] < %(1 + |2y (2.12)

olur.
Ispat.p(z) = 1+ X%, a,z" ve z € U icin Rep(z) > 0 iken
la,| <2 (n=1,23,...)
oldugu biliniyor ve bu esitsizlik yardimiyla teorem kolayca ispatlanir.

Basit bir 6rnek su sekilde ifade edilebilir. L(z) = g olsun. L(z) bir analitik fonksiyon

2n!
(1_Z)n+1

ve ReL(z) > 0 oldugu biliniyor. Hesaplamalardan, L™ (z) = elde edilir. Buradan,

2n!

IL*(2)| = Tz

olur. Dolayisiyla, her x (0 < x < 1) reel sayisi1 igin z = x alinirsa
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2n!

IL"(x)| = Tzt

olur.

Siradaki teorem, (2.12) esitsizliginin asimptotik olarak birim diskin her sinir noktasinda

dogru oldugunu gosterir.

2.21 Teorem. p: U — C analitik bir fonksiyon ve z € U i¢in Rep(z) > 0 olsun. r = |z|,

z = re'® ve her 0 icin,

1+

r
lim(1 — )"*p"(2)| = 2n!lim Rep(2)
r-1 r-1 Tr

dir.

2.22 Tamim. Herhangi bir p(z) = 1+ Y-, a,z™ € P ve § = 0 igin, p nin § komsulugu
su sekilde ifade edilir;

Ns(p) = {q(z) =1+ Z Cpz" Z la, — cp| < 6}.

n=1 n=1
(Walker 1990, Owa ve ark. 1993)

2.23 Lemma. U birim diskinde, p(z) = 1 + Y71 a,z" kuvvet serileri P sinifina ait bir

fonksiyona yakinsaktir ancak ve ancak a_,, = a, iken

2 a, a, e Ay
a_1 2 a1 e an_1
DTl = a_, a_—q 2 o Qp—2 (n = 1,2,3, )
An QA_pny1 Apy2 2
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Toeplitz determinantlarinin hic¢biri negatif degildir.

L(z) =— ,pn > 0,t, reelven # j icin t,, # ¢; sartlari altinda p(z) = Yk, ppL(e'nz)

fonk51y0nlar1 harig biitiin degerleri kesinlikle pozitiftir. Bu durumda n < mi¢in D,, > 0

ven = migin D, = 0 dir. (Hayami ve Owa 2009)

Libera ve Zlotkiewicz (1982) in ¢alismalarinda, Lemma 2.23 kullanilarak n = 2,3 i¢in

asagidaki lemma elde edilir.
2.24 Lemma. p(z) € Pise {ven (|¢] £ 1,|n| £ 1) kompleks sayilari igin,
2a, = a2 + (4 — a?){
4az =ai + (4 —ada,{ — (4 —aP)a;{* +2(4 — a1 - {7
esitlikleri elde edilir. (Hayami ve Owa 2009)

2.25 Lemma. p(z) =1+ Y2, a,z" € P © limmax|z"|Y/™ < 1 sartin1 saglayan her

n—oo

{z,} kompleks say1 dizisi igin

(o]

2zj + Z AnZnyj

[ee]

E n+lzn+]

n=0

)

Jj=0

dir. (Ravichandran ve Verma 2015)

2.26 Lemma. a, 3,y ve c degerler, 0 < a < 1,0 <c < 1ve

8c(1—0o)[(af —2y)* + (alc+a) =) ]+ a(l—a)(B — 2ca)?
< 4a?(1 —a)?c(1—70¢) (2.13)

esitsizliklerini saglasin. p(z) = 1+ X, a,z" € P ise
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4 2 3 2
ya; + ca; + 2aa,a3 — Eﬁalaz —aul <2

dir. (Ravichandran ve Verma 2015)

Ispat. {z,} kompleks say1 dizisi, zy = aa; — fa,a, + ya3, z; = ca, — 5a?, z, = ba,,

z3 = —1vehern = 4 i¢in z, = 0 olsun. {z,,} dizisinin bu se¢imi ile

61 -c)+cd-6)
B c(1-0¢)

olmak tizere Lemma 2.25 den

lyai + caj + (c + b)aya; — (B + §)afa, — a,l?
<|Q2a—-1asz+ (c+b-2B)aja, + 2y — a3 |?
+|(2c = Day + (b —28)a?|?> — |(c + b)aya, — §a3 — as|?
+ (2b — 1)?|ay|* = |bai — ay|* + 4 — |a,|?

2
tota — D (@ —7ai + (alc +b) — Pasa,|*
+ —a(az_ D@ = V)ilarl®+ ﬁ(d(c +b) = B)?|a;|?|a,|?
+4-c(c—1)|a —Ea2|2 +M|a |4+4b(b— 1)|a |2 + 4
22 c(l—¢c) ! 1

8 8 — ch)?
(a8 —y)?|a,|® +m(fl(€ +b) = B)?|ay|? +%

+4b(b — 1D]a|?> + 4

< — 4
T ala—1) o

elde edilir. b = a, § = /2 olarak alinirsa yukaridaki esitsizlik
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2

4 2 3 2
)/al + Caz + 2aa1a3 - Eﬁalaz - a4_

< ﬁ(%— )’)2 la;]® + ﬁ(g - C05>2 la;|*

+ (ﬁ (a(c+a) — B)* + 4a(a — 1)> lai|* + 4

=px> +qx*+rx+4

olur ve burada x = |a,|? € [0,4] ve

2
p:ﬁ<¥_y>

2
1 :ﬁ@ﬁ“)

r=(g@%jﬂﬂ@+a)—mz+ﬂﬂa—D>Mﬂz

dir. p = 0 ve g = 0 oldugundan (2.13) bagintist kullanilarak

px2+qx+r<16p +4q +r
- (8c(1- )[(af — 21)? + (alc + @) — B)?]
= 2la Dol —o 8¢ o))[(a % alc+a

+ala—1)(B —2ca)? —4a’(1—a)’c(1—¢c) <0

elde edilir ve buradan

px3+qx*+rx+4 <4

bulunur.
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227 Lemma. p(z) =1+ Y ,a,z" € P ise
a) laf + a3+ 2a,a; — a?a, — au| < 2;
b) |af + 3a,a% + 3a%a; — 4aja, — 2a,a, — 2a,a3 + as| < 2;

¢) |ad+ 6a%dai + 4dajas + 2a,as + 2a,a4 + a% — a3 — 5ata, — 3ala, —

6a,a,a; — agl < 2;

d) lag|<2((k=1)

dir. (Ravichandran ve Verma 2015)
Ispat. Biitiin esitsizlikler Lemma 2.25 de farkli {z,,} segimleriyle elde edilir.

(a) esitsizligi i¢in {z,} dizisi z, = a; — 2a,a, + a3,z;, = a, —a?,z, = a;,z3 = —1 ve

her n > 4 i¢in z,, = 0 seklinde segilir.

(b) esitsizligi icin {z,} dizisi z, = af + a% + 2a,a; — 3a%a, —a,, z; = —az+

2a,a, — a3, z, = —a, + a?,z3 = —ay,z, = 1 ve hern > 5igin z,, = 0 seklinde segilir.
(c) esitsizligi icin {z,} dizisi z, = as + a} + 3a,a3 + 3a%a; — 4a3a, — 2a,a, —
2a,a3, 2, = —aj — a% — 2a,a; + 3a%a, + a4, z, = a; — 2a,a, + a3, z; = —a? + a,,

Z, = a4, Zs = —1 ve hern = 6 igin z, = 0 seklinde segilir.

Son olarak, (d) esitsizligi i¢in {z,} dizisi z,_, =1 ve her n # k —1 i¢in z, =0

secimiyle ispat tamamlanir.

2.28 Lemma. p € P ise her i,j € N igin
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| .._..|<{ 2, 0<usi;
HAG) = Airj] = 2|2u — 1|, diger

dir. (Ravichandran ve Verma 2015)
Ispat. i < j durumunu ispatlamak yeterlidir. Sabit i, j € N i¢gin {z,,} kompleks say1 dizisi

Zi_q = paj, zi,j = —1vehern #i—1,i +j— 1igin z, = 0 seklinde segilsin. Lemma

2.25 den
pa;a; — al-+j|2 < |(2,u - 1)aj|2 + |aj|2 + 4

=4u(u — 1)|aj|2 + 4

4, 0<u<i;
S0
42u — 1), diger

elde edilir. Eger 0 < u < 1 ise esitsizlik p(z) = (1 + z'*/)/(1 — z'*/) fonksiyonu igin

ve diger durumlar da L(z) = (1 + z)/(1 — z) fonksiyonu i¢in sonug kesindir.
2.29 Sonug. p € P ise u < 1i¢in

lua;az; — a;®| < 42 — p)
ve

luai?az; — a;*| < 8(2 — p)

dir. Esitsizlikler L(z) = (1 + z)/(1 — z) fonksiyonu igin kesindir. (Ravichandran ve
Verma 2015)

Ispat. u = 0 icin ispat acik oldugundan u # 0 oldugu varsayilsimn. Lemma 2.28 in

uygulanmasindan
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lpa;az; — a®l = |ulla;l <42 -

1
ay; a;
u

ve

1
lpa;?ay; — a*l = lulla;|? |az; — ;aiz <8(2-pw)

elde edilir. Esitsizlikler L(z) = (1 + z)/(1 — z) fonksiyonu i¢in kesindir.
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3. P SINIFININ BAZI ALT SINIFLARI VE OZELLIKLERI

Bu boliimde reel kismi pozitif analitik fonksiyonlarin bazi alt siniflar1 tanitilacak ve bu

smiflarin sabordinasyon, komsuluk ve distorsiyon gibi 6zellikleri incelenecektir.
3.1 P’ Simfi ve Ozellikleri

Bu kisimda, Walker (1990) tarafindan calisilan P’ smufi tamitilip sabordinasyon,

komsuluk ve Hadamard garpimi 6zellikleri verilecektir.

3.1.1 Tamim. U birim diskinde analitik

p(z) =1+ z a,z"

n=1
seklinde seri agilimina sahip ve
Re[zp(z)]' > 0
sartini saglayan p fonksiyonlarinin sinifi P’ ile gosterilir.
3.1.2 Teorem. P’ sinifi P sinifinin bir alt sinifidur.

Ispat. Teorem 2.6 dan,
1+z
pEP & p(Z) < E = L(z) (3.1

ve

1+z
1—2z

peEP & [zp(2)] < (3.2)
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oldugu goriiliir. Simdi P’ c P oldugu gosterilsin. (3.2) bagintisindan p € P’ ise

14+2z

(D)) < T—

olur ve buradan

[zp(2)]! 14z
[z] = 1—2z

yazilabilir.

L(z) fonksiyonu konveks ve yalinkat oldugundan Lemma 2.10 geregi = Zp( ) o Ltz ~ elde

edilir ve buradan p(z) < L(z) bulunur. Dolayisiyla, (3.1) bagintisindan p € P oldugu

goriiliir ve boylece P’ c P elde edilir.

3.1.3 Uyar1. g € P olmasi icin gerek ve yeter sartin q(z) < L(z) oldugu biliniyor. L(z)

fonksiyonu yalinkat oldugundan

1+ e
qe?@q(z)i 9(0<0<1|z|<1)

olur. Yani,
geP = (1-e9)q(2)—(1+e¥)#0(0<0<2m|z|<1) (3.3)
dir.

Diger yandan, Tanim 1.38 den

, , 71 :
(1= )a@ = (1+6) = (1=e) [ 4] = (1+ ) ¢4

1
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1—e'f .
=< 1—ez - (1+819)>*q(z)

seklinde yazilabilir. hy(z) fonksiyonu hg(z) = e [1_e

(1 + ele)] seklinde

tanimlanirsa hg (0) = 1 olur ve

qEP S hg(z)*q(2) #0(0< 0 < 2m,|z| <1) (3.4)
oldugu goriiliir.
3.1.4 Lemma. p € P'ise z(p * hy) fonksiyonu her 0 < 6 < 2m i¢in yalinkattir.

Ispat: 0 < 6 < 2m icin

[z(p x hg)]' = [2 5 ((1 — 319)p(z) — (1 + ele))]

=—-|2p(2)

-1 1+eif 11—ei®
2 T1—elf?| et

+ et . .
— ewl (1—ei?)et0 (3.5)

~1 1
=7[(ZP(Z)) ~71

elde edilir. Tanim 3.1.1 den goriiliir ki U birim diskinin (zp (z))’ fonksiyonunun altindaki

goriintiisii Re(z) > 0 bolgesinde ve — fonk51y0nunun altindaki goriintiisii de sanal

eksen iizerindedir. Dolayisiyla,

Refe'“[z(p x ho) ()]} > 0 (Iz] < 1)

olacak sekilde bir a = arg{—(1— eie)_leie} secilebilir. Teorem 1.39 dan her
0 (0 < 6 < 2m) igin z(p * hy) fonksiyonunun yalinkat oldugu goriiliir.

34



3.15Lemma.p € P'iseher6 (0 < 6 < 2m) ve |z] =r < 1igin

1—-r
[[z(p * he)]'l >1—+r

dir.

Ispat: |[z(p * hy)]'| ifadesi i¢in (3.5) bagintis1 kullanilarak F(w) fonksiyonu

_io 0 1+ ei® 1+ reit
F(W):el(l_el) 1_ei9_w W:1_—relt’0S9S2T[

biciminde tanimlanir ve ayrica
F(w) = e {1+ e9) — (1 — e®)w} (0<6<2m)
seklinde de ifade edilebilir. Buradan,
IF(w)| = 11+ wl |1_—W+ e|
1+w
= |1+ wl|e®® —re’t|
= |1+ w||1 — reit=9)

>(1-=7r)1+w]

1+reit
1-reit

elde edilir. |1 + w| = |1 +

>2 oldugundan, |[F(w)| = 2 g oldugu

_| 2
1-reit] = 14r

goriiliir. Son olarak, w = [zp(z)]’ segilirse istenilen esitsizlik yani

1—1r
1+r

|[z(p * ho)]'| >
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elde edilir.

1
3.16Lemma.pe P ise|pxhg| =6 = f — dt = 2In2 — 1 dir.
0

u
1+t
Ispat: p € P’ olsun. Bu takdirde, Lemma 3.1.4 geregi z(p * hy) fonksiyonu yalmkattir.

minlz(p » ho)l = I20(p * ho) (z0)]

olacak sekilde bir zy, |zo| =7 (0 <r < 1), segilsin. z(p * hy) fonksiyonu yalinkat
oldugundan, 0 ve z,[(p * hg)(z,)] noktalar1 arasindaki dogru pargasinin L ters goriintiisii

|z| < r igerisinde bir yaydir. Dolayisiyla, |z| < r i¢in

|z(p * hg)| = |zo(p * ho)l

=jm@*@nmw|
L

zLHdwmeMd

elde edilir. Benzer sekilde Lemma 3.1.5 uygulanarak
1 T
o+ o)1 2 [ 1120+ ho )1t
0

r
1r1-—-t
>—| ——dt
rJ] 1+t

0

2
=—In(1+r)—1
r
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bulunur.

2

A <0 ise

g(r) =2In(1 +r) /r — 1 fonksiyonu r > 0 i¢in g'(r) = ;—Zzln(l +7)+

azalandir. ¥ =0 igin r — (1 +7r)In(1 +r) < 0 oldugundan g'(r) < 0 dir.Boylece,
|p * hg| = 2In2 — 1 olur.

3.1.7 Teorem: p € P’ olsun bu takdirde § = 2In2 — 1 = 0.3862944 ise Ns(p) c P

dir. Bu sonug kesindir.

Ispat. p(z) =1+ Y% a,z" € P' ve § = 2In2 — 1 = 0.3862944 olsun. Tanim 2.22
den, her q(z) =14Y,-,¢,z" € Ns(p) fonksiyonunun P sinifina ait oldugu
gosterilmelidir. Burada, q(z) fonksiyonu keyfi fakat Ng(p) komsulugunda belli bir

fonksiyondur. Dolayisiyla, Yo, |a, — ¢,| < & olur. Buradan,
lhe * ql = [(hg * q) + hg * (q — p)|

> [(hg * p)| — |hg = (g — P)|

- 1—et?
Z 2 (an - Cn) z"

n=1

> 6 —

>6—Z|an—cn|26—6=0
n=1

bulunur. Boylece, |z| < 1 igin hg * q # 0 olur ve (3.4) bagintisindan q € P oldugu

gortliir. Sonug olarak, Ng(p) < P dir.

Simdi bu sonucun kesin oldugunu ispatlayalim. p(z) fonksiyonu (zp(z))’ =1+

z)/(1 — z) seklinde tanimlansin. Boylece,
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p(z) = -1 —;ln(l —2Z)

olur. q(z) =p(z) +6z=-1- Sln(l —z)+ 8z alinirsa q € Ng(p) oldugu aciktir.
Ancak, z - —1 iken q(z) » —1 + 2In2 — § = q(—1) olur. Dolayisiyla, § > 2In2 — 1

iken g(—1) < 0 dir ve sonug olarak, z - —1 iken Req(z) < 0 olur. Ancak bu durum
Req(z) > 0 (|z] < 1) olmasiyla ¢elisir ve ispat tamamlanir.
3.2 Pp(a) ve P',(a) Simflart ve Ozellikleri
Bu bolimde McCarty (1972) tarafindan c¢alisilan Pp(a) ve P’ (a) sniflan
tanimlanacaktir. Distorsiyon sinirlarin1 ve kapsama 6zelliklerini elde etmek i¢in b ve «
ya bagli baz esitsizlikler ifade edilecektir.
3.2.1 Tanim. U birim diskinde analitik

p(z2)=1+b(1—a)z+ -
seklinde seri a¢ilimina sahip ve @ € [0,1), b € [0,2] iken her z € U igin

Rep(z) > a

sartin1 saglayan p fonksiyonlarinin sinifit P, (@) ile gosterilir.

Lemma 1.35 ve agagidaki lemma, P, () smifi igin ifade edilecek teoremlerin ispatlarinda

gereklidir.

3.2.2 Lemma. p(z) € P,(0) olsun. O zaman

i) Ip(z)| <Rl

1-|z|2
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1—-|z|?
1+b|z|+]|z|?

(i) Rep(z) =

dir. (Tepper 1970)
Lemma 3.2.2, daha sonra kullanilmak iizere agagidaki sonuca genisletilebilir.
3.2.3 Sonug. p(z) € Py(a) ise

1+b(1-a)|z|+(1-2a)|z|?

() Ip(x)] < HPO-DEEA2ORE,

1+ba|z|-(1-2a)|z|?
1+b|z|+]|z|?

(i) Rep(z) =

dir ve sonug kesindir.

ispat. H(z) = p(lz_);“ olsun. O zaman H(z) € P,(0) ve p(z) = (1 — a)H(2) + a dir.

Lemma 3.2.2 (i)
P2 <1 -a)|H@|+«a
denklemine ve Lemma 3.2.2 (ii)
Rep(z) = (1 —a)ReH(z) + a
denklemine uygulanip sadelestirilsin. Ayrica, her b € [0,2] iken (i) igin

1+b(1—a)z+ (1 -2a)z?
1—2z2

p1(2) =

ve (1) i¢in
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1—baz— (1 - 2a)z?
1—bz+ z2

p2(2) =

fonksiyonlari ele alinirsa sonug kesindir.

3.2.4 Teorem. p(z) € P,(0) ise

w |<Rep(z) b|z|*> + 4|z| + b
A e A YS!

dir.

Ispat. Rep(z) > 0 ve p(0) = 1 oldugundan, p(z) fonksiyonu L(z) = g fonksiyonuna
sabordinedir. Dolayisiyla,

1
p(2) =1J_r—:l"g= 1+bz+ - (3.6)

olacak sekilde bir w(z) € A fonksiyonu mevcuttur. Hesaplamalardan w(z) = % + -

oldugu goriliir. Ayrica, w(0) =0 ve |w(z)| <1 oldugundan w(z) = z¢(z) olacak

sekilde bir ¢p(z) € A fonksiyonu mevcuttur ve (3.6) denkleminde yerine yazilirsa

1+ z¢p(2)

=70 (3.7)

p(z) =

elde edilir. (3.7) esitliginin iki tarafinin da z ye gore tiirevi ve mutlak degeri alinirsa

2|z¢"(2) + ¢ (2)|
11— z¢(2)|?

Ip'(2)] =

_2lz¢’ @) + 0|1 — |20 (2)|?
1-lz¢@I> 11-2z¢(2)I?
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_212¢'@) + $(2)]

1= 12002 Rep(2) (3.8)

elde edilir. (3.8) denkleminin sag tarafina 6nce tiggen esitsizligi sonra Lemma 1.35 (i)

uygulanirsa

v’ () < 2Rep(2) {I¢(Z)I(1 — |z|?) + IzI(1 - I¢(Z)I2)}

1—|z? 1-z|?[¢(2)|?

_ 2Rep(z){ lp(2)] + |z } (3.9)

C1=zI2 |1+ zllg(2)]

bulunur ve (3.9) esitsizliginin saginda bulunan biiylik parantezin igindeki ifade |¢p(z)]| ye
gore monoton artandir. Gergekten de, r = |z|, x = [p(2)], ve g(x) = (x + ) /(1 + x1)

1-r2
(1+x7r)2

alinirsa r = [0,1) ve x € [0,1] oldugu igin g'(x) = > 0 olur. Son olarak, ¢(z) =

w(z)/z =b/2 + -+ ve z, = b/2 olmak lizere Lemma 1.35 (ii), (3.9) esitsizliginin sag

tarafina uygulanirsa

2|z| + b

, 2Rep(2) | 2152 T 1
lp'(2)| < >
1=z |4 , |2I@2lz] + b)
2+ b|z|

_ Rep(2) (blz|* + 4]z| + b
T 1—z)2| |z|2 4+ blz| + 1

elde edilir ve ispat tamamlanir.

3.2.5Sonug¢. p(z) € Py(a) ise

Ip'(2)| <

Rep(2) — « {bIZI +4lz| + b} (3.10)

1—1z|2 |z|2 + b|z| + 1
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dir.

Ispat. H(z) = p(12);a alimirsa H(z) € P,(0) olur. Teorem 3.2.4 kullanilarak —hﬁ?l <

Re {p(z)—a} 1 {b|z|2+4|z|+b

oa ) 127 UzPabizian } elde edilir ve bu ifadenin (3.10) esitsizligine denk oldugu

goriiliir.

b|z|*+4|z|+b

b < 2 olmasi
|z|2+b|z]|+1

< 2 esitsizligini verir ve dolayisiyla siradaki iki sonug kolayca

elde edilir.
3.2.6 Sonug. p(z) € P(a) ise

Rep(z) — a
1—z|?

Ip'(2)| <
dir.

3.2.7 Sonug¢. p(z) € P(a) ve p'(0) = 0 ise

(D) < 4z
A M Rep@ — @

dir.

3.2.8 Teorem. p(z) € Pp(a) ise

p'(2)
p(2)

- 1—«a blz|?> + 4|z| + b
T1-1zP (1 -2)|z)? + b(1 —a)|z] + 1

dir.

Ispat. H(z) = p(lz_# alinirsa H(z) € P,(0) ve p(z) = (1 — a)H(z) + « olur. Boylece,
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| a-oH'@
T |(1—a)H(2) + a

H'(z)
H(z) + %

‘p’(Z)
p(2)

elde edilir ve bu esitligin sag tarafinin payina Teorem 3.2.4 uygulanirsa

H'(z) - 1 {blzl2 + 4|z| +b} Re H(2)

_a |7 1—zI2| |z]* + blz| + 1 a
H(z) + 212 ( 1z|* + bz |H(2) + =]

- 1 {blz|2+4|2|+b} 1
- _ 2 2 a
L=zl Uzl +blzl + 1) 1 4 |2 ] /Re H(2)

elde edilir. Re H(z) < |H(z)| oldugundan, son esitsizlikte Re H(z) i¢in Lemma 3.2.2 (i)

uygulanirsa teorem ispatlanir. Ayrica,

1+b(1—a)z+ (1 - 2a)z?
1—2z2

p(z) =
fonksiyonu i¢in sonug kesindir.
3.2.9 Tanim. p'(z) € P,,(a) sartin1 saglayan

p(z) =z+a(l—a)z?+ -
fonksiyonlarmimn sinifi P’ (a) ile gosterilir.

3.2.10 Teorem. p(z) € P',(a) ise

1+2a(1-a)|z|+(1-2a)|z|?

M @< —
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1+2aa|z|-(1-2a)|z|?
|z|2+2a|z|+1

(i) Rep'(2) =

(iii)  |p@D| <= -1 -2a)|z| + (1 —a)[(1 — a).log(1 + |z])
—(1+ a).log(1 —|z])]

(iv) a#1ligin

lp(2)| = —(1 - 2a)|z| + a(1 — a).log(|z|? + 2alz| + 1)

arctan(|z| + a) a
> +2(1 - a)/1 — a? { e arctan <m>}

a = 1i¢in
lp(2)| = —(1 - 2a)|z| + 2(1 — a).log(1 + |z])
dir ve sonug kesindir.
Ispat. (i) ve (ii), Sonug 3.2.3 ten kolayca elde edilir. (iii) ve (iv)
z |z|

p(2) = f p'(€) dE = f p'(te'®)e®® dt
0

0

fonksiyonundan elde edilir. Sonug 3.2.3 ten (i) ve (ii) kesindir. (iii) esitsizliginin kesinligi

i¢cin
p(2)=—1-2a)z+ (1 —a)[(1 —a).log(1+2z)—(1+a).log(1—2)]
fonksiyonu ele alinmalidir. Son olarak, (iv) asagidaki sartlar altinda kesindir;

a # 1icin
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p1(2) = -1 -2a)z+ a(l —a).log(z? + 2az + 1)

arctan(z + a) a
+2(1 - a)y1—a? {W — arctan <m>}

dir ve a = 1igin

p.(z) =—(1—-2a)z+2(1 — a).log(1 + 2)

dir.

3.2.11 Sonug. P',(a) smifindaki her fonksiyon |z| < 1 bolgesini asagidaki diski

kapsayan bolgeye dontistiiriir;

a # 1icin
arctan(1 + a) a
lw| < a(1—a).log(2 + 2a) +2(1 — a)y1—a? {— — arctan
V1 —a? 1—a?
—(1-2a)
ve a = 1igin

lw| < 2(1 —a).log(2) — (1 — 2a).

Sonug kesindir.

Ispat: Teorem 3.2.10 da, |z| — 1 iken (iv) esitsizliginin sag tarafindan istenilen sonug

elde edilir. Teorem 3.2.10 un ispatinda bulunan p, (z) fonksiyonundan bu sonug kesindir.
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3.3 P, Sifi ve Ozellikleri

Bu boliimde, Bernardi (1974) tarafindan ¢alisilan 7, ,, sinifi tanimlanacak ve bu simifla

ilgili distorsiyon teoremleri verilecektir.

3.3.1 Tanmim. U birim diskinde analitik

p2)=1+a,z2"+: (n=1)

seklinde seri agilimina sahip ve

Rep(z) >a(0<a<1)

sartin1 saglayan p fonksiyonlarimim smifi 7, ;, ile gosterilir.

3.3.2 Teorem. p(z) € P, , olsun. O zaman |z| =r < 1ven = 1,2,3, ... i¢in,

2nr"Re[p(z) — a
1—r2n

lzp'(2)| < (3.11)

dir. Esitlik her n ve her a igin

(1-a)(1-2")
14+ 2z"

p(Z):d+[ l:l—Z(l—a)Zn+

fonksiyonunda z = r de elde edilir.

Ispat. @ =0 oldugu varsayilirsa p(z) - % donilisimii genel sonucu Verir.
p(2) € Py, ise k(z) = 1;523 =d,z" + - fonksiyonu |z| <1 i¢in analitiktir ve

|k(z)| < 1 dir. Dolayisiyla, Lemma 1.35 (i) den faydalanarak |z| = r olmak iizere

2"¢(2) = 1;53 fonksiyonu i¢in
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1-p(2)|?

1+p(2)

1

@ 1@ = =

zzp'(z)+n(1—p2(z))
(1+p(2)°

1

(b) 1¢' (D) =

elde edilir. (a) ve (b), Lemma 1.35 (i) de yerine yazilip |1 + p(2)|?ile carpilirsa

r’1+p@))° -1 -p@)I?
(1 _rZ)rn—l

|2zp'(2) + n(1 - p%(2))| <

r1+4p@)|* =11 -p(2)|°

12zp"(2)| < nl1 -p?(2)| + (1= r2)rn1

bulunur. Boylece, &« = 0 durumunda (3.11) i ispatlamak i¢in

r14+p(2)|* = |1 —p2)|? - 4nr"Rep(z)
(1—-r2)rn-1 B B

n|1 —p?(2)| + (3.12)

oldugunu goéstermek yeterlidir. Simdi |1+ p(2)|?, |1 —p(2)|? ve Rep(z) ifadeleri

|1 — p?(2)| tiiriinden yazilsm.

n _1-p()
z"¢(z) RETIO)

fonksiyonundan faydalanarak
© 11 -p@I? =11 -p*@DIz"¢()I,
@) 11+ p@)?Iz"¢(2)] = |1 — p*(2)]

elde edilir. (c) ve (d) den
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(e) 4Rep(2) = |1+ p(@)|* — |1 —p(2)|?> = |1 — p?(2)| [rlﬁ;dzg'z]

elde edilir. (c), (d) ve (e), (3.12) esitsizliginde yerine yazilip |1 — p?(z)| degerleri

sadelestirilirse
(1= lp@Dr*" -1 -r)A + [¢@DIr*™) +r(1 —r*M)(1 + [p(2)D] < 0
bulunur. Dolayisiyla, 0 < r < 1,|¢p| < 1ven = 1,2,3,...i¢in
r(1=r*(1+1p@D —n1 —rH(A + [¢p@)Ir*") <0 (3.13)
oldugunu géstermek yeterlidir. (3.13) esitsizligi

r—r _1+1¢@Ir " _ A i Mg (2)|
n(1-r3) " 1+|¢(2) 1+|¢(2)|

(3.14)

esitsizligine denktir.

Belli bir r i¢in |¢| = 1 iken (3.14) esitsizliginin sag tarafi minumumdur. Dolayisiyla,
(3.13) esitsizliginde |¢| = 1 alinirsa

n1-rHA+r*)-2r(1-r"™)=>200<r<1;,n=123,..)
gerekli sart1 elde edilir ve bu (1 — r2)M(n,r) > 0 esitsizligine denktir. Burada,
M) =n+nr? —2r{1 +r2 + r* + - + r20-1}

dir. Simdi 0 <r<1ven =1 igin M(n,r) > 0 oldugu gosterilecektir. M(1,7) =

(1 —1r)? > 0 oldugu biliniyor. n = 2,4,6, ... igin
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Mnr)=2[Q-nNA-r""H+ A -rHA-r"H+ A -r)A -7 + .
+ (1 _ T'n_l)(]. _ rn+1)]

n/2

=2 Z(]‘ _ T'Zk_l) (1 _ 7.2n—2k+1) >0
k=1

bulunur. n = 3,5,7, ... igin

Mnr)=0-r"2+2[A-r)A—-r"""H+ 1A -r>A-7r?"3)
+ A=A =)+ (1= 72 (1 - r2)]

(n-1)/2
= (1 . rn)Z +2 z (1 _ ,r.Zk—l) (1 _ r2n—2k+1) >0
k=1

elde edilir. Boylece (3.11) esitsizligi z = r de elde edilir.

3.3.3 Teorem. p(z) € P, olsun. O zaman, |z| =7r,0<r <1,n=123,..ve Reu =
B = 0 ozellligindeki herhangi bir u kompleks sayis1 i¢in

n

zp'(z) - 2nr
p@@)—a+Q-—au|~ A-rM)[1+L+(1-p)r"]

(3.15)

dir.

)—a

Ispat. @ = 0 oldugu varsayilirsa p(z) - p(1z7 dontisiimii genel sonucu verir. @ = 0

icin (3.11) esitsizligi kullanilarak

zp'(2)
p(z) +

|zp'(2)| - 2nr™Rep(z) 1 - 2nr™ 1
“Rep(z)+ B~ 1—7r2" Rep(z)+pB ~ 1-—-r2n1+4p/|p(2)|
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elde edilir. [p()| = [=522] < 21

esitsizligi yerine yazilip, Teorem 3.3.3 de u =

% segilirse, p(z) € P(a),|z| =7r,0 <r <1vey = Rec < a igin

2n(1 —a)r™
T A-rM1-y+A-2a+y)rt

zp'(z)
p(z) —c

bulunur ve ispat tamamlanir.
3.3.4 Sonug. Teorem 3.3.3 teki hipotezden

1+p+@—-p)r"
=T A pa—r

‘10 p(z)—a+d-au
1-a)(1+p

ve

1+p+@—-p)r"

p(z) —a+(1—a)u -
- @A+pa-rm

Q-1+

elde edilir. 4 = (a — ¢)/(1 — ) seklinde segilirse Rec < a i¢in

1—Rec+ (1 —2a+ Rec)r™
(1—-Rec)(1—1rn)

lp(2) —cl <

bulunur.

3.4 P, (@) ve Q,(a) Simflar ve Ozellikleri

Bu bolimde, Owa ve ark. (1993) tarafindan ¢alisilan P,(«@) ve Q,(a) siniflar
tanimlanacak ve komsuluk bilgileri verilecektir. Sabordinasyon ve OWA Carpimi gibi

ozellikler kullanilarak bazi teoremler ispatlanacaktir.

3.4.1 Tammm. U birim diskinde analitik, n € N = {1,2,3, ...} ve z € U i¢in
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p(z) =1+ Z az®
k=n

seklinde seri agilimina sahip ve 0 < a < 1 i¢in
Rep(z) > «a
sartin1 saglayan p fonksiyonlarinin sinifi P, (@) ile gosterilir.

3.4.2 Tamm. U birim diskinde analitik g fonksiyonlar1 q(z) = 1 + Z:):n cz® seklinde

olmak tizere, herhangi p(z) € P, (a) fonksiyonunun §, > 0 komsulugu

N5, (p(@)) = {q(z):z g — o | < Sn}
k=n

olarak tanimlanir.

3.4.3 Tanim. U birim diskinde analitik

p(z) =1+ Z arz® meN={123,..)

k=n

seklinde seri agilimina sahip ve 0 < a < 1 i¢in
Re(zp(z)), > a
sartin1 saglayan p fonksiyonlarinin sinifi @, («) ile gosterilir.

3.4.5 Teorem. Q, (@) snifi P, () smifinin bir alt sinifidir.
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ispat. Tanim 3.4.1, Tanim 3.4.3 ve Tanim 2.4 ten, z € U olmak iizere

1—-QRa—-1)z"
1—2z"

p(z) € P (a) © p(2) <

ve

Qa—-1)z"
1—2z"

, 1-—
p(2) € Qn(a) & (2p(2)) < (3.16)

o (zp(z))’ - 1-—Qa—-1)z"
(2)’ 1—2zn

elde edilir. Lemma 2.10, (3.16) ya uygulanirsa p(z) € Q,,(«) iken

1-Qa—1)z"
1—2zn

p(z) < (zeU)

1-2a—-1)z"
_ZTL

oldugundan Q,,(a) c P,(a) oldugu goriiliir. fonksiyonu U birim diskinde

yalinkat oldugundan 0 < 6 < 27” ve z € U i¢in

1—-(Qa—1)e™
4(2) € Qul@) = q2) % e e

veya
4(2) € Qu(@) & (1 —e)q(2) — {1 — 2a — 1)e®} % 0
elde edilir. Ayrica, Tanim 1.38 kullanilarak

(1 - eina)q(z) - {1 - Qa - 1)ei”9}

- (-ev)

Z

* q(z)) —{1 - Qa-1e"}xq(2)

1—2z
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1— inf )
=< 1_eZ —{1—(2a—1)em9}>*q(z)

bulunur. Dolayisiyla, hg(z) fonksiyonu

1 1—em® .
ho(2) = 2(a — 1)ein® ( 1-z {1- @a- 1)eme}>

seklinde tanimlanirsa 0 < 6 < 27” icin hg(z) = 1 dir. Buradan, 0 < 8 < 27” vezeU

igin
q(2) € P(a) & 2(a — 1) (hy(2) * q(2)) % 0
& (hg(2) xq(2)) # 0
elde edilir.

3.4.6 Lemma. p(z) € Q,() ise her 0 < 6 < 2m/n igin z(p(z) * he(2)) fonksiyonu

yalinkattir.

Ispat. Belli 0 < 6 < 27” i¢in

1 1—emb
< 1-2z

(0@ + he@)] = [ (m SV ~[1-@a- 1>ei“9])) : p<z>]

= <2(a_ZW((1 — ein9)p(z) - [1 - Qa - 1)ein9])>

1— ein@

= —2(01 ~ e <Zp(z) _

1- Qa—1ei \
1-— eine
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1—em? , 1-Qa—-1em?
= Z(Cl —_ 1)ein9 (Zp(Z)) - 1 — eind
et . 1—Qa—1)em
- m((zp@) e )
elde edilir. Burada
in@
= m = 1/#2(1 — COS@)

ve

o — e 1\ s _1< sinné )
B \gme —1) =" M \cosnd —1

dir. Sonug olarak p(z) € Q,(a) oldugundan

Re {Aem (Z(p(z) * hg (Z))) '} >0(zel) (3.17)

elde edilir. Teorem 1.39 un uygulanmasiyla her 0 < 8 < 2m/n igin Z(p(z) * hg (Z))

fonksiyonu yalinkat oldugu goriiliir.

3.4.7Lemma. p(z) € Q (a)ise |z]| =r<1ved <O < 27” icin

|(z(p(z) * hg(z))),| > 1 ;::

dir.

Ispat. (3.17) den
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Re {e® (2(p(2) » he(z)))'} >0 (0 <6< 27”; z€ tU)

oldugu goriiliir. Boylece,

| (s 1) | = (0@ * 1)) | > 5

dir.

3.4.8 Lemma. p(2) € Q,,(a) ise 8, = fol(lf—tn)dt —1 icin

[(p(2) * ho(2))| = 6,

dir.

Ispat. Lemma 3.4.6 da, p(2) € Q,,(a), her 0 < 6 < 27” ve z € U igin z(p(2) * hg(2))

fonksiyonunun yalinkat oldugu gosterildi. z, € U noktasi bellir (0 < r < 1) igin

lrzr}i=1;|z(p(z) * hg(2))| =|20(p(20) * ho(20))|

olacak sekilde segilsin. Dolayistyla, 0 ve zy(p(zo) * hg(2,)) noktalar: arasindaki dogru

parcasinin L ters goriintiisii |z| < r igerisinde bir yaydir. Boylece, |z| < r i¢in,

|12(p(2) * he(2))| = |20(p(20) * ho(2))|

= f |(z(p(z) * he(z))),| |dz|
L

elde edilir. Lemma 3.4.7 den
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T _tn

p(2) * he(2)| = % f dt

o 1+tn

BN L B
_r0(1+t")

bulunur. g(r) = = [T —

SJo Ty dt — 1 fonksiyonu r(0 < r < 1) igin azalan oldugundan

1
2
|(p(z) * hg(z))l >0, = L mdt— 1
dir ve ispat tamamlanr.

3.4.9 Teorem. p(z) € Q,(a) ise §, = f1 2

o mdt — 1igin
N(l—a)Sn (p(z)) c :Pn(a)

dir.

Ispat. q(z) =1+ Z;in ckz® olsun. Tanmm 3.4.2 den, p(2) € Q,,(a) olmak iizere

q(z) € Na—ws, (p(z)) ise q(z) € P,(a) oldugu ispatlanmalidir.
Lemma 3.4.8 ve };_, lax — ¢ | < 6, esitsizligini kullanarak

lhe(2) * q(2)| 2 |he(2) * p(2)| = |he(2) * (p(2) — q(2)))|

o)

1— ein@

k
= 5n - m(ak - Ck)Z
=n
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elde edilir. hg(z) xq(z) #0 (0< 0 < 27”; z € U) oldugundan, q(z) fonksiyonunun

P (@) smifina ait oldugu yani N(;_qys, (p(2)) © P, (@) oldugu goriiliir. Ayrica,

o 2(0—1) (2 1
p(2) = 2a—1+—— L(l_tn)dt

seklinde taniml1 fonksiyon ele alinirsa

1-Q2a—-—1)z"
1—2z"

(zp(2)) =

elde edilir. Eger q(z) =p(&)+ (1 —a)d,z" seklinde tanimlanirsa q(z) €
Na-as,(p(2)) dir. z > e'™™ iken q(z) - q(e™™) = a oldugu goriilir. Buradan,

8n>f1 2

o e dt — 1 iken q(e™™) < a dur. Dolaystyla, z > e'™™ iken Req(z) < a

olur ki bu q(z) € P,(a) olmasiyla gelisir.

35P (%) ve P’ (?) Siniflar1 ve Ozellikleri

Bu boliimde, Owa ve ark. (2006) tarafindan galisilan P (%) ve P’ (?) siiflari

tanitilacak bazi ozellikleri verilecektir.

3.5.1 Tanmim. U birim diskinde analitik

p(z) =1+ Z a,z"

n=1

57



seklinde seri acilimma sahip ve m<a<m+n, meN;=0,1,23,.., neN=

1,2,3, ... i¢in

a—m
Rep(z) >

sartin1 saglayan p fonksiyonlarinin sinifi P (%) ile gosterilir.

3.52 Tamm. U birim diskinde analitik q(z) =1+ Y-, c,z™ fonksiyonlar: igin

herhangi p(z) € P (%) fonksiyonunun &, > 0 komsulugu

Ns(p(2) = {q(z) ) lag— il < SH}
k=1

seklinde tanimlanir.

3.5.3 Teorem. p(z) € P (%) ise|zl=r<1lm<a<m+nmeN,ven € N igin

2 —
|zp'(2)| < _rrz Re {p(z) — %} (3.18)

1

dirHer m<a <m+nve

a—m a—m\1—z 2
p(z) - +( " )1+z n(n a+m)z+

fonksiyonu i¢in esitlik z = r de elde edilir.

ispat. p(2) € P(0) ise k(z) = iig; = 112 + 1,22 + -~ fonksiyonu U birim diskinde

analitik ve |k(z)| < 1 dir. Dolayisiyla, k(z) = z¢(z) olacak sekilde Lemma 1.35 (i)
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1-p(z)

sartlarin1 saglayan analitik bir ¢(z) fonksiyonu mevcuttur. z¢(z) = prvon esitliginden
|z| = r i¢in,
() 1p@E =52
PN == 50l

1

(i) I’ ==

r2

2zp1(z)+1-p?(2)
(1+p(2))?2

elde edilir. (i) ve (ii) denklemleri Lemma 1.35 (i) de yerine yazilip |1 + p(2)|? ile
carpilirsa

r*I1+p@|* -1 -p@)|?
1—7r2

12zp"(2) + 1 - p*(2)| <

bulunur ve buradan

2|11+ p(2)|* = |1 - p(2)|?

220 @] < 11 = p*(2)| + —

elde edilir.
Dolayistyla, « = m durumunda (3.18) esitsizligini ispatlamak i¢in

r?|14+p(2)|* = |1 - p(2)|? _ 4rRep(2)
1—12 - 1-—r2

11-p*(2)] + (3.19)

oldugunu gostermek yeterlidir. Simdi |1 + p(2)]?, |1 — p(2)|? ve Rep(z) ifadeleri

|1 — p?(2)| tiiriinden yazilsin.

1-p(2)

PO =10m

fonksiyonundan faydalanarak
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(i)  [1-p@I* =11-p*@)llz¢(2)|
ve
(iv) 11+p@)I°Izp(2)| = |1 — Re?(2)|

elde edilir. (iii) ve (iv) den

() 4Rep(z) = [1+p@[ — 1= p@I = [1 - p*()]| [ 2L

bulunur. (iii), (iv), ve (v) ifadeleri (3.18) de yerine yazilip |1 —p?| degerleri

sadelestirilirse
L 0|10
1-p2@)] + 2%
2 2 1
) 4Rep(z) + (1 —1%)|1 —p*(2)| (1 - m) - 4Rep(z)
- 1—7r2 - 1-r2

elde edilir ve @ = m igin (3.16) esitsizligi saglanir. Ayrica, @ # m durumu igin

)

@ - (5
T

fonksiyonu ele alinirsa ispat tamamlanur.

1—%{20{—(2m+n)}z

3.5.4 Lemma. w(z) =

— seklinde tanimli w(z) fonksiyonu U birim
diskinde yalinkat, w(0) =1vem < a <m+n,m € Ny ve n € N igin Rew(z) > ?

dir.
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3.5.5 Lemma. p(z) € SD(%) olsun. O zaman p(z) fonksiyonu |z| < r < 1 diskini

|p(z) — n(A)| < é(A) diskine doniistiiriir. Burada

1+ Ar? r(1+ A) A_2m+n—2a

L I A i = "

dir.

3.5.6 Teorem. p(z) € P (%) k>0ve|z|=7<1ise

Re {p (2) + —pz(z; (-iZ-)k}
S (k+1)+2(2—O‘_m)r+((1—l\z)—2(0‘_’")>r2
>( + ailm ailm
n (k+1)-2(1-"= )r+((1—k)—2( ; )>r2
cre o) - (=)
dir.

Ispat. Lemma 3.5.5 ten

1+ Ar? " r(1+ A)
1—1r2 1—17r2

lp(2) + k| = [n(A) + k| = §(A) =

oldugu goriiliir. Boylece Teorem 3.5.3 {in uygulanmasiyla
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zp'(z)
p(z) +k

zp'(z)
p(z) +k
2r

—1_ > a—m
= Rep(z) - 1+ Ar2 + k(l _1;.2) _ T'(l +A) Re [p(Z) N ( n )]

1—17r2

Re {p(z) + } > Rep(z) —

a—m 2r
>( n )_{1_1+Ar2+k(1—r2)—r(1+A)}

X Re [p(z) _Z —m]

elde edilir ve ispat tamamlanir.

3.5.7 Tammm. U birim diskinde analitik

p(z) =1+ Z a,z"
n=1

seklinde seri agilimma sahipvem <a <m+n,me€ Ny, n € N, z € U i¢in

a—m

Re(zp(2))' >

sartin1 saglayan p fonksiyonlariin sinifi P’ (%) ile gosterilir.

3.5.8 Teorem. P’ (ﬂ) sinift P (ﬂ) stnifinin bir alt sinifidir.
n n
Ispat. Tanim 3.5.1, Tanim 3.5.7 ve Tanim 2.4 ten, z € U olmak iizere

1—%(2a—(2m+n))z
11—z

p() € P (—) = p@) < (3.20)

ve
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1 —%(Za —(2m+n))z

-m
p(2) € P’ ( - ) o (zp(2) < — (3.21)
1
(zp(z)) 1-— - (2a —(2m+ n))z
<

(2) 1—z
elde edilir. Lemma 2.10, (3.21) e uygulanirsa p(z) € P’ ( ) iken

1

1- H(Za -(2m+ n))z
p(z) < =5

oldugundan P'(5) c P () oldugu gorillii. 17(2“;f2m+"))2 fonksiyonu U birim

diskinde yalinkat oldugundan 0 < 6 < 2m ve z € U i¢in

1 0
1- E(Za — (2m +n))et

1—et®

a—m
q(z) € P (T) = q(z) #
veya
1 .
q(2) e:P( ) = (1—ele)q(z) {1——(2a—(2m+n))e“9}¢ 0
n n
elde edilir. Ayrica Tanim 1.38 den,

(1-e"®)q(2) - {1 — % [2a — (2m + n)]eie}

- (1-) (12

' q(z)> 1= 2~ 2m + e} + 42
Z n

1—2z

_ ,if
= {1 ° _ [1 —%(Za - (2m+ n))eie]} * q(2)

elde edilir. Dolayisiyla, hgy(z) fonksiyonu
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n 1— et 1 .
ho(2) = Z(a—m—n)eie{ 1—-2z [1_H(Za_ (2m +m))e 9]}

seklinde tanimlanirsa 0 < 6 < 27 i¢in hy(0) = 1 olur. Buradan, 0 < 8§ < 2mve z € U

icin
- 2 .
4@ € P () © (@ —m - e (hy(2) x q(2)} # 0

& hg(2)*q(z) #0
elde edilir.

359 Lemma. p(z)e?’(ﬂ) ise her 6(0<6<2m) isin z(p(z) * ho(2))

n

fonksiyonu yalinkattir.

Ispat. Belli 8 (0 < 6 < 2n) igin

[2(p(2) * he(®)]'
_ ,i6 '
— I “n <1 ¢ _ {1 - % (2a — (2m + n))ew}) p(z)l

2(d—m—n)ei®\ 1—z

. 1 ' l
- [aa e (e~ {1 —L e m e myer] |

2(d—m

1 .
. 1-=(2a—(2m+n))e®
=[ - (1—e19)<p<z>— il " )>]

4

2(a —m —n)ei®

!

(1 — eiH) n 1 —%(Za - (2m+ n))eie
= eiH Z(Q—m—n)eig Zp(Z)_ 1—ei9 VA
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1 ; .
1-=(2a - (2m+n))e?\1—¢#

1-— eie eie

n

=s————| (@) -

2(d —m—n)

bulunur. Tanim 3.5.7 den, |z| < 1 icin (zp(z))' fonksiyonunun gbriintiisii Re(w) >

a—m
n

tizerindedir. Ayrica,

1—%(26(— (2m +n))e® _ 1 +%(2a— (2m +n))

Re 1— 0 2

olur. Boylece,

[2(p(2) * he(@)]

1 —%(Za — (2m+n))e®

1—et®

n e i
" 2(a—m-n) K

(Zp(Z)), — (3.22)

yazilabilir ve burada

ei@

el —1

_ 1

J2(1—cos8)

K =

ve

B el? ot _1< sin @ )
¢ =arg e —1) an cosf —1

dir. Sonug olarak, p(z) € P’ (%) oldugundan

Re (Kei‘l’[z(p(z) * hg(Z))],) >0(zel)
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elde edilir. Teorem 1.39 un uygulanmasiyla her 0 < 8 < 2m igin Z(p(Z)*hg(Z))

fonksiyonunun yalinkat oldugu goriiliir.

n

3.5.10 Lemma. p(z) € P’ (“_m) ise|z] =r<1ve0 <6 < 2micin

' 1-—
[z(p@ * he @)} | = 1
dir.

1+%(2m+n—2a)reit

Ispat. (3.22) fonksiyonu kullanilarak w = (0 <t < 2m) olmak iizere

1-relt

1 +%(2m +n—2a)e?

1—el?

F(w) =e (1 —¢%) -w

fonksiyonu tanimlansin. Ayrica, F(w) fonksiyonu su sekilde de yazilabilir;
. 1 . .
F(w)=e™ {1 + - 2m+n—2a)e® — (1 — e‘e)w}
. 1 .
= et {(1 -w) + [H Cm+n-—2a)+ W] e‘e}

1 _io 1—-w 0
=|-2m+n-2a)+wl|e e' ¢
[ 2m +n— 2a) + ] l b el

n H(2m+n—2a)+w

Buradan,
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1 1—w ”
IF(w)| = ’£(2m+n—2a)+wy . +el

2m+n-2a)+w

n
1 0 it
= ’;(2m+n—2a) +w‘ le®® —re't|

1 .
=|[-@m+n-20)+w |1 —rei®=9)|

v

1
H(2m+n—2a)+w 1-7)
bulunur. Ayrica

1+ % (2m +n —2a)re't

1 —reit

1 1
;(2m+n—2a)+w = £(2m+n—2a)+

1+l(2m+n—2a) 1+l(2m+n—2a)
n : - n
1—rett - 1+r

oldugundan

FnI 2 1o [14 - @m +n— 20)|
Wil = 1+r n mon *
oldugu goriilir. p(z) € P’ (?) oldugundan ve (3.22) saglandigindan w = [zp(z2)]’

alinirsa istenilen esitsizlik yani

n 1+%(2m+n—2a) 1—7

! > - —
I_Z(m+n—a) 1+r a-r 1+7r

|[zp(2)]
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elde edilir ve ispat tamamlanir.

3.5.11 Lemma. p(z)eP’( )lse0<0<2n z€eUve
6= f—dt—l—Zan—l

i¢in
lp(2) * he(2)| = 6

dir.

Ispat. Lemma 3.5.9da, p(z) € P’ ( ) her0 <6 <2mveze [Ul(;mz(p(z) ¢ hg(Z))

fonksiyonunun yalinkat oldugu gosterildi. z, € U noktast, belli r (0 < r < 1) i¢in
lr;r}izrilz(p(z) * hg(2))| =|20(p(20) * ho(2)))]

olacak sekilde secilsin. Dolayisiyla, 0 ve z, (p (zo) * hy (ZO)) noktalarini birlestiren dogru

pargasinin L ters goriintiisii |z| < r bolgesi iginde bir yaydir. Dolayisiyla, |z| < r i¢in

|2(p(2) * ho(2))| = |20 (p(20) * ko (20))|
B f (2@ * ho(@))) | 142
L

elde edilir. Lemma 3.5.10 den

1
@+ ho@ 2 [ e = [ prpde-1
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bulunur. g(r) = % Orf?dt — 1 fonksiyonu r (0 < r < 1) i¢in azalan oldugundan

Ip(2) * he(2)| = 6 = ] —dt— 1=2In2-1

olur ve ispat tamamlanur.

min—a

3.5.12 Teorem. p(z) € P’ (%) ise § = folﬁdt —1=2In2-1 ve B =

olmak tizere

a—m
dir. Sonug kesindir.

Ispat. q(z) =1+ Y%, c,z™ olsun. Tanim 3.5.2 den, p(z) € P’ ( ) olmak {izere

q(z) € Ngs (p (Z)) iseq(z) P ( ) oldugu ispatlanmalidir.

Lemma 3.5.11 ve }7°; |ax — ¢ | < 6 esitsizligi kullanilarak

lhg(2) * q(2)| 2 |he(2) * p(2)| = |he(2) * (p(2) — q(2)))|

e}

>6 —

n(1—e') .
2(a —m —n)e'® (@ = a2

S e
T m+n-— |2 = ci

n
>§— (
mi+n—a

m+n—a
)5
n
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>5-8=0

elde edilir. 0 < 8 < 2w ve z € Uigin hg(z) * q(z) # 0 oldugundan, q(z) fonksiyonunun

P (?) smifina ait oldugu yani Ngs (p(2) cP (?) oldugu goriiliir. Ayrica,

2
P<Z>=%(2a—<2m+n>)+"(m+zn a)Uo L‘”)

seklinde taniml1 fonksiyon ele alinirsa

1—%(2a—(2m+n))z
1-2z

(zp(2)) =

m+n—a

elde edilir. Eger q(z) = p(2) + ( )52 seklinde tanimlanirsa q(z) € Nﬁ(g(p(z))

n

olur.z = e™ iken q(z) = q(e™) = %oldugu goriiliir. Buradan, § > folﬁdt —1lise

im) « M 4 in . i a-m
q(e ) < ——dir. Dolayisiyla, z — e iken Req(z) > ~ olurkibugq(z) € ?( ~ )

olmastyla celisir.
3.6 P, ve P,(n) Smflan ve Ozellikleri

Bu bolimde, Shaffer (1973) tarafindan ¢alisilan P, ve P, (n) smiflari tanitilacak ve ilgili

distorsiyon teoremleri verilecektir.
3.6.1 Tamim. U birim diskinde analitik
p(z) =1+ a,z+ a,z? + - (z € U)

seklinde seri agilimina sahip ve 0 < a < 1 i¢in

1 1
|p(Z) - §a| < EC( (323)
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sartin1 saglayan p fonksiyonlarinin sinifi , ile gosterilir.

c=1-2ave —1< ¢ <1 olmak iizere p°(0) = 1 dzelligindeki p°(z) = % yalinkat
fonksiyonu birim diskin i¢ini |w —%a| < %a diskinin i¢ine doniistiirtir. (3.23) sartini

saglayan p(z) fonksiyonu p°(z) fonksiyonuna sabordinedir ve bdylece |g(z)| < |z|

1-g(z)

1+cg(2) seklinde yazilabilir. Sonug olarak asagidaki teorem elde

olmak tizere p(z) =

edilir.

3.6.2 Teorem. p(z) € P, ise |z| < 1i¢in ¢ = 1 — 2a olmak {izere

Ll Rep(a) < o) < =2
1+ clz| 1—clz]
dir.
3.6.3 Teorem. p(z) € P, ise |z] < V2 — 1 i¢in
11+ cp(2)|?

! <
Ip'(2)| < T+ ¢

dir ve |z| > V2 —1i¢in

11+ cp(@)I*(1 + |2|*)?
4(1 +0)|z|(1 = |z]?)

Ip'(2)] <

dir.

3.6.4 Teorem. p(z) € P, ise |z| < 1 i¢in

1+4+c
T (1= 1zDA +clz))

‘p’(z) (3.24)

p(2)
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dir.

Ispat. h(2) = 1/p(2) seklinde secilirse |z| < 1 igin h(z) analitik ve h(0) = 1 dir. (3.23)

esitsizliginden Reh(z) > a ve ’;l(—(zz)) =— I;(—(ZZ)) oldugu goriiliir.

3.6.5Teorem. 0 < a < 1/2 i¢in p(z) € P, ve
cx3+x2(1-20)+x(2-¢c)—1=0
denkleminin en biyiik pozitif kokii p olmak tizere |z| < p i¢in

, 1+c¢
Ip (Z)|Sm

dir ve |z| > p igin

, (1+ )1 + |z]?)?
POl a0 - 190+ o)

dir.
ispat. p(z) fonksiyonunun seri agilimindan

=g @ +0)
z) = >
(1 + cg(z))

elde edilir. @« < 1/2 oldugundan ¢ > 0 olur. |¢(z)| < 1 olmak iizere

_ (- 1g@P)@)

9'(2) 1122
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bulunur (Carathéodory 1954). |¢(0)| = a yerine yazilirsa

1+ ) —alz))(a + |z])
(1 —aclz])?(1 - |z]?)

Ip'(2)| < (3.27)

elde edilir. (3.27) esitsizliginin a ya gore tiirevi alinirsa sag taraf maksimum degerini

1+ 2|z|%c — |z|? (3.28)
a = .
|z|(2 — c(1 — |2|»))

i¢cin alir. a < 1 olmasi
clzP+1zP(1=2c)+|z|(2—¢c)—1=0

esitsizligini verir. a = 1 yerine yazilirsa (3.26a) esitsizligini ve (3.28) denkleminin sag

tarafi (3.26b) esitsizligini verir.
3.6.6 Sonug. Rep(z) > 0ise |z| < 1 i¢in
Ip' ()| < 2/(1 - |z])?
dir.
3.6.7 Tammm. U birim diskinde analitik
p(z2) =1+a,z"+a, 12"+ (n=>1)
seklinde seri agilimina sahip ve 0 < a < 1 i¢in

o) -3 <
p(z) —sal <5a

sartin1 saglayan p fonksiyonlarinin sinifit P, (n) ile gosterilir.
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1-p(z)

1rep() = b,z" + -+ seklinde taniml1 bir fonksiyon olsun. Teorem 1.16 dan

g9(z) =

lg(@)| < |z|" (3.29)

elde edilir. Tanim 2.4 ten siradaki teoremin sinirlar elde edilir.

1+|z|"

1—c|z|™

2" < Rep(2) < |p(2)] < dir.

1
1+c|z|™ —

3.6.8 Teorem.

Vi+n2-1 . .
icin

3.6.9 Teorem. p(z) € P,(n) ise |z| <

n

11+ cp(2)|*n|z|™?
1+c

Ip'(2)| <

. vi+n2-1. .
dir veya |z| > ++1(;1n

|z|"72[4]z]* + n*(1 — |z]*)*]|1 + cp(2)|?
41— 291 + ¢

Ip'(2)] <
dir.
Ispat. (3.29) esitsizligini saglayan g(z) fonksiyonu icin asagidaki sinirlar elde edilir.

vi+n2 -1. .
< — ——I¢in

|z|

19'(@)| < nlz|*™! (3.30a)

Vi+n2-1. .

ve |z| > icin
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|z|""?[4]z]* + n®*(1 — |z|*)?]
41— z/?)

lg'(@)| < (3.30b)

olur. (3.30a) ve (3.30b) esitsizlikleri

@A+ op@)°
- 1+c¢

p'(2)

denkleminde yerine yazilirsa teorem ispatlanir. n = 1 durumu Teorem 3.6.3 e karsilik

gelir.

3.6.10 Teorem. p(z) € P,(n) ise |z| < 1 igin

(1+ c)njz|*?
~ (M +clzm@ = z[™)

’p’(z) (3.31)

p(2)

dir.

p'(@) _ -4 @+0)

D~ e @l-s @] dir. Teorem 3.6.5 te verilen

ispat. |g(2)| < |z|™ olmak iizere

ifadeler ve yontemler tekrar kullanilarak

(1-1z1)lg' @)

|Z|n—1

< —a?|z| + an(1 — |z|?) + |z|

esitsizligi elde edilir. $(0) = a < 1 iken g(z) = z"¢(0) yazilabilir.

r'@
p(2)

en kiigiik degerinin bulunmasi gerekir. ¢ = 0 i¢in D = |1 — g(2)(1 — ¢) — cg?(2)|

ifadesinin st sinirimi bulabilmek i¢in D = |[1 + cg(2)][1 — g(2)]| denkleminin

denkleminin g(z) yi igeren terimlerinin katsayilar1 sifirdan kiigiik veya esittir. D nin en
kiiciik degeri |g(z)| = al|z|™ > 0 igin elde edilir. ¢ < 0 i¢in D de g(z) fonksiyonunu
iceren iki terim de g(z) > 0 i¢in minimize edilir. Bdylece, her c icin ve A = n(1 — |z|?),

B=|zI"(1-¢),C=c|z]*",A>0,B >0, —1 < C < 1 olmak iizere
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—a?|z| + an(1 — |z]?) + |z|
“1—alz|*(1 —c) — a?c|z|?"

(1—1z*)
(1+0)lz|*1

p'(2)
p(2)

_ —a?|z| +aA + |z _ F(a) 332
T 1_aB—a2c (3:32)

elde edilir. Simdi F(a) fonksiyonunun 0 < a <1 igin monoton artan oldugu
gosterilmelidir. x2(|z|B + AC) — 2x|z|(1 = C) + A+ B|z| = 0 denkleminin kokleri
F(a) fonksiyonunun kritik noktalaridir. x? nin katsayis1 |z|"*1(1—c¢) +n(1—

A+B|z|

1z|?)c|z|?™, |z] <1 ve —1 < ¢ <1 igin pozitiftir ve carpimlari v 1 olan iki
pozitif kokii verir. 1 den biiyiik olan kii¢iik kok i¢in
21z (1 —¢) + n(1 — |z]>) (1 + ¢|z|*™) — 2|z|(1 — c|z]*™) > 0 (3.33)

esitsizligi elde edilir. ¢ = —1 i¢in

(1= 1zIM[=2lz|(1 = |zI") + n(1 = |zI>)(A + |z]M)] > 0

bulunur. ¢(|z|,n) = [-2]|z|(1 — |z|™) + n(1 — |z|?)], $(|z],1) > Ove p(|z],n + 1) >
¢(|z|,n) olsun. Buradan, ¢(|z|,n) + n|z|*(1 — |z|?) > 0 oldugu goriiliir ve (3.33)
esitsizligi saglanir. Benzer bir ispat ¢ = 1 igin yapilabilir. (3.33) esitsizligi ¢ de dogrusal
oldugundan —1 < ¢ <1 ig¢in saglanir ve 0 < a <1 igin F(a) < F(1) olur. (3.32)

1-z"

1+cz™

esitsizliginde a = 1 alinirsa (3.31) saglanir ve bu smirin p(z) = fonksiyonu i¢in

kesin oldugu goriiliir. n = 1 igin Teorem 3.6.4, Teorem 3.6.10 dan elde edilir. h(z) =

_ [p@
p(2)

p(2) h@

oldugundan, (3.31) esitsizligi %, ,, smifindaki fonksiyonlar i¢in

de saglanir.
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3.7 P(a) Smifi ve Ozellikleri

Bu boliimde, Lecko (2000) tarafindan calisilan P(a) simifi tanitilacak ve Kkatsayi

hesaplamalariyla bazi 6zellikleri verilecektir.

3.7.1 Tanum. U birim diskinde analitik, (2.1) seklinde seri agilimina sahipve 0 < a < 1,

z € U i¢in
Rep(z) > a
sartin1 saglayan p fonksiyonlarinin sinifi P () ile gosterilir.

3.7.2 Lemma. U birim diskinde analitik

4@ = G0+ ) qua" (2 € V) (3:34)
n=1

seklinde seri agilimina sahip q fonksiyonlari, @ € [0,1) ve z € U i¢in Req(z) > a sartini

sagliyorsa
|gn] < 2(Reqy — a) (n € N) (3.35)

dir. (3.35) esitsizligi kesindir.(3.34) te esitligi saglayan bir ekstremal fonksiyon

q(z)

+ (g — 200)z
:CIO (QOZ )(ZE[U)

1 —
dir.

3.7.3 UyarL z € U olmak lizere Req(z) > 0 sartin1 saglayan ve (3.34) de verilen g

fonksiyonunun g,, (n € N) katsayilar1 i¢in & = 0 iken |q,| < 2Req, dir.
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3.7.4 Teorem. a € [0,1) ve £ € Uolsun. p € P(a) ise z € U i¢in

) (3.36)

02 = q(e:z) = LS AA 2z +af] | (2 6)21 &)

zZ

fonksiyonu U birim diskinde analitiktir ve
Req(&z) > a (3.37)
dir. (3.37) denkleminde esitlik sadece [é| = 1 ve

1+ (1-2a)éz
7

p(z) =p(a,§;z) = (zel) (3.38)

fonksiyonu i¢in saglanir.
Ispat.

q(§;0) =limq(§2) = 1+ (1 - )I* = §ay

oldugundan (3.36) fonksiyonunun z = 0 noktasinda kaldirilabilir singiileritesi vardir. p
fonsiyonunun ve dolayistyla g fonksiyonunun da dU iizerinde analitik oldugu varsayilirsa

z=e%ved e Ricin
q(&e?) = 2ilm(ée™) — al€|? + 2ae® + [1 + |€|2 — 2Re(Ee~)]p(e'?)
elde edilir. p € P(a) oldugundan

Req(&;e?) = —alé|? + 2aRe(&e®?) + [1 + |€]> — 2Re(ée ) |Rep(ef)
> a + 2a[Re(ée?) —Re(ée™)] = a (3.39)
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dir. Teorem 1.41 den (3.39) esitsizligi U iizerinde saglanir ve z € U i¢in Req(§;2) = «a
dir. Eger p fonksiyonu dU iizerinde analitik degilse, r € (0,1) ve z € U igin p,(z) =
p(rz) fonksiyonlar1 ele alinir. (3.36) denkleminin sag tarafinda p yerine p, yazilirsa
qr(&;z) fonksiyonu bulunur. Yukaridaki islemler tekrar yapilirsa z € U igin
Req,(&;z) > a esitsizligi elde edilir. r = 1 iken p, = p ve q, = q oldugu goriiliir.
Sonug olarak, z € U i¢in Req,(¢; z) = a dir.

|€] < 1ise (3.36) denkleminden q(&;¢) = 1 — (1 — a)|¢|? > a elde edilir. Dolayisiyla,
z € Uve €| < 1igin Req(§;2z) > a bulunur.

|€] = 1 ise (3.36) denkleminden her a € [0,1) igin
Req(§;0) —a=(1-a)(1 + [§]?) —Re(§ay)
> (1-a)@A+E1») - [§aql
>(1-a)(1-[*=0
bulunur. Esitlik sadece Re(éa;) = a, ve |a;| = 2(1 — @) igin saglanir. Dolayisiyla,
sadece (3.38) fonksiyonu i¢in a; = 2(1 — a)& olur. Bdylece, her z € U ve & € U igin
q(&;z) = a dr.

Simdi ¢ € U igin Teorem 3.7.4 (in tersi ifade edilecektir.

3.7.5 Teorem. a € [0,1) ve & € U olsun. q fonksiyonunun U birim diskinde analitik, z €

U i¢in Req(z) > a ve

) =1-(1-a)§I? (3.40)

oldugu varsayilirsa z € U i¢in
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§—§&z[(1 - 2a)z + aé]

VA

Z
p(z) =p(2) = -0 <q(z) - > (3.41)

fonksiyonu U birim diskinde analitiktir ve p € P(«a) dir.
Ispat.

1+ (1 -2a)1> = §q'(D)
1-[8?

p(&;¢) = Ligrglp(f;Z) =

oldugundan p fonksiyonu z = & noktasinda kaldirilabilir singiileriteye sahiptir. Ayrica,
her ¢ € Uigin p(&; 0) = 1 dir. Boylece, p fonksiyonu U da analitiktir ve & € U igin (2.1)

seklinde seri agilimina sahiptir.

Simdi p € P () oldugu ispatlanacaktir. Ilk olarak, g fonksiyonunun dU iizerinde analitik

oldugunu kabul edelim. (3.41) fonksiyonundan ve z = e%®,8 € R i¢in

1
1+ |&|2 — 2Re(ée~10)

p(&;e) = (q(eie) + alé)? — 2aée’® — 2iIm(5ei9))

bulunur. z € AU i¢in Req(z) = a oldugundan

1
1+ |&|2 — 2Re(ée~19)
1+ (> —2Re(ée?)
=1+ [¢|2 - 2Re(ce-)* ~©

Rep(&;e'?) = (Req(eie) + alé|? - ZaRe(ggeie))

(4.42)

elde edilir. Teorem 1.41 den (3.42) esitsizligi U iizerinde saglanir ve z € U igin
Rep(&;2) = a dir.

q fonksiyonu 0U fizerinde analitik degilse, Teorem 3.7.4 te p,. ile verilen hesaplamalar

ele alinirsa z € U i¢in Rep(&; z) = a bulunur.
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Son olarak, her ¢ € U i¢in p(é;0) = 1 oldugundan z € U i¢in Rep(&;z) > a dir ve
dolayisiyla p € P(a) olur.

Teorem 3.7.4 ve Teorem 3.7.5 ten @ = 0 igin siradaki sonuglar elde edilir.

3.7.6 Sonuc. £ € Uolsun.p € Pise z € U igin

—&72 — 1-¢
q(z) = q(§; 2) ¢ ZEZ + < f)g gz)p(Z)

fonksiyonu U birim diskinde analitiktir ve z € U igin Rep(&; z) = a dir. Esitlik sadece
1§ =1ve

1+¢&z
1-¢&z

p(z) =p(&;2) = (z€U)

fonksiyonu i¢in saglanir.

3.7.7 Sonug. ¢ € U olsun. g fonksiyonunun U da analitik oldugu, z € U i¢in Req(2) > «

ve q(&) = 1 — |&|? oldugu varsayilirsa

@) =p&2) = —— ((z)—‘;“gzz)
P T -\ z

fonksiyonu U birim diskinde analitiktir ve p € P dir.

Simdi Teorem 3.7.4 kullanilarak P (a) smnifindaki fonksiyonlarin katsayi esitsizlikleri

ifade edilecektir.

3.7.8 Teorem. a € [0,1) ve & € U olsun. p € P(a) ve p fonksiyonu (2.1) seklinde seri

acilimina sahip ise n = 2,3, ... i¢in
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§a; — A+ §1))a; +2(1 - )] < 2((1 — ) (1 + [§]%) —Re(€ay)),  (3.43)

§anss = (L+1E1Da, +Eanq| < 2((1 = @)1 + [¢]1*) — Re($ay)) (3.44)

ve

|||€|an+1 - anl - |€|||E|an - an—1|| < 2((1 - a)(l + |E|2) - |€|Rea1) (3-4’5)
dir. Sonuglar kesindir.
Ispat. Teorem 3.7.4 ten, (3.36) ile taniml1 g fonksiyonunun U birim diskinde analitik ve

z € U i¢in Req(&;z) = a oldugu biliniyor. g fonksiyonunun (3.34) formunda oldugu

varsayilirsa (3.36) denkleminden

2q(§2) = [1+ (1 - )§1* — §ay]z + [=§a, + (L + [§]))a; — 2(1 — a)§]z® + -

+[=fan + A+ §1D)an-1 — §an_s]2z" + -
elde edilir. Sonug olarak,
G =1+ 1 - a)§* —$ay, (3.46)
g1 =—§a; + (1 + [§[Da; — 2(1 — a)é
ven = 2,3, ...i¢in
Gn = —§an + (L + [§1Dan_1 —Ean_,

dir. (3.35) esitsizligi ve (3.46) denklemi kullanilarak (3.43) ve (3.44) esitsizlikleri elde

edilir.

82



(3.45) esitsizligini ispatlamak igin ¢ € [0,27) olmak iizere & = |€]e'? oldugu
varsayilsin. p € P(a) oldugundan, z € U igin p(e~z) fonksiyonu da P(a) simnifina
aittir. (3.44) esitsizligi uygulanirsa
|||€|an+1 - anl - |€| ||€|an - an—1|| = ||Ee_i(pan+1 - anl - |‘>;_||’>;e_i(pan - an—1||
< |Ee_i(pan+1 - (1 + |€|2)an + gei(pan—ll
2(A -+ 1§13 ~ Re(fe™ay))

= 2((1 — a)(1 + |£]?) — |¢|Rea;)

bulunur. z € U igin

p(a,1;2) = ! +1(1 — Oz _ +2(1—a) Z (3.47)

fonksiyonu P (a) sinifindadir ve (3.43), (3.44) ve (3.45) deki esitlikleri saglar.
a = 0 i¢in siradaki sonug elde edilir.

3.7.9 Sonug. ¢ € U olsun. p € P ve p fonksiyonu (2.1) seklinde seri agilimina sahip ise
n=2,3,..i¢in

|fa2 —(1+[¢®a; + Zsz_l < 2(1 + €% - Re(f‘h))» (3.48)

§anss — (L + [§1))an + §ans| < 2(1 + [§]* — Re(§ay)) (3.49)

ve
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11141 = @n| = 181 |1€lan — @noa]| < 201+ 1€1% = [€IReay)  (3.50)
dir.
3.7.10 Sonug. p € P ve (2.1) seklinde seri agilimina sahip olsun. n = 2,3, ... i¢in

Iaz - 2a1 + 2| S ZRe(Z - al),

|@ns1 — 2@, + an_q| < 2(2 — Reay), (3.51)
lay + 2a; + 2| < 2(2 + Rea,), (352)
lan+1 + 2a, + an_q| < 2(2 + Reay), :
|a + 2ia; — 2| < 2(2 + Imay), 555
|an+1 + 2ian — ap—q1| < 2(2 + Imay), -
|a2 s 2ia1 - 2| S 2(2 k. Imal)' (354)

|an1 — 2iay — ap-1| < 2(2 — Imay),
dir. Tiim hesaplamalar kesindir.
Ispat. (3.48) ve (3.49) esitsizliklerinde, & = 1 secilirse (3.51) ve & = —1 segilirse (3.52)
elde edilir. Benzer sekilde, (3.48) ve (3.49) esitsizliklerinde & =i ve & = —i segilirse
sirastyla (3.53) ve (3.54) esitsizlikleri elde edilir.
(3.50) denkleminde [é| = 1 segilirse siradaki sonug elde edilir.
3.7.11 Sonug. p € P ve (2.1) seklinde seri agilimina sahip olsun. n = 2,3, ... igin

llan+1 — anl — lan — an-1ll < 2(2 - Real)

dir. Sonug kesindir.

(3.49) esitsizliginde n = 2,3, ... i¢in & = 1/n segilirse siradaki sonug elde edilir.
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3.7.12 Sonug¢. p € P ve (2.1) seklinde seri agilimina sahip olsun. n = 2,3, ... igin

1
SZ(n+——Rea1>
n

1
Ani1 — (n + E) a, + ap_q

dir. Sonug kesindir.
(3.49) esitsizliginde n = 2,3, ... i¢in £ = 1 — 1/n segilirse siradaki sonug elde edilir.
3.7.13 Sonug¢. p € P ve (2.1) seklinde seri agilimina sahip olsun. n = 2,3, ... igin

n +n—1
n—1

<2( n_o n-t g )
= n—1 n eaq

An+1 — ( )an +an

dir. Sonug kesindir.

3.7.14 Teorem. a € [0,1) ve ¢ € Uolsun. p € P(a) ve (2.1) seklinde seri agilimina sahip

isen = 2,3, ...i¢in

|$an+1_an|
2 L1 )1+ 161?) - Re(gan)] + 1201 — @) — €@ JE1™ [¢] < 1
<12 T a e(éa, a a,]. [E]", (3.55)
@2n+ D21 - a) - £aul, €l =1
ve
1€l = lanl|
2L )+ 16 - aulRee] + 201 — @) — Elanl]. lé1™ 1¢] < 1
<{"1-¢ ! e (3.56)
2n+D|2(1 - a) — €layl|, 1€l =1

dir. Sonuglar her ¢ € [0,1] i¢in kesindir.
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Ispat. Teorem 3.7.4 ten, (3.36) ile taniml1 g fonksiyonu U birim diskinde analitiktir ve
z € U igin Req(&;2z) = a dir. g fonksiyonunun (3.34) seklinde seri agilimina sahip
oldugu varsayilirsa (3.36) fonksiyonundan

q(z)  §—$§z[(1-2a)z + ag] +Z—f

1-¢&z z(1-¢&2) z P(2)
1
- 1-2a+ 2= [A- - kP - a5+ (1-2)p@)
= [1+ (1 - I - §a,] + [a, — £a, — (1 - (A = [¢1%) - )¢z
oot fan = fapn = (A=A = G )]z + - (357)

elde edilir. Fakat

1q_(Z§Z = qo + [@1 + Qof]z + -+ [qn + dporf + -+ quE"L + qof"]2" + - (3.58)

dir. (3.57) ve (3.58) denklemlerinden
G =1+ 1 —a)l§]* —¢ay,
41+ qoé = ag —§a; — (1 —a)(1 = [§1*) — )¢
ve her n € N i¢in
n + Qnoa§ + o+ @&+ qo" = ap — §api — (1 — )1 = [§17) — a)$"
bulunur. (3.35) esitsizliginden
$ani1 = anl < |n + @u-a + 0+ 018" + g0 + X1 —)A = §17) — al. 1§
<2(Reqo — @)X+ [&] + -+ 11" D) + [2(1 — a) — §aq]. [§]"
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elde edilir ve bu (3.55) esitsizligini verir.
(3.56) esitsizligini ispatlamak igin ilk olarak Y € [0,2m) olmak iizere a; =

la;|e¥oldugu varsayilsin ve |€] = 1 olsun. p € P(a) oldugundan z € U i¢in p(e~¥z)

fonksiyonu da P (a) sinifina aittir ve (3.55) esitsizligi uygulanirsa
|[§ans1l = lanl| < [§e™ ¥ anyy — an|
<C@Cn+ D20 -a)— e ¥a,|
=21 = &) = §la, ||
elde edilir. (3.56) esitsizligi |€| < 1 i¢in de benzer sekilde ispatlanir.
Eger & € [0,1) ise (3.55) ve (3.56) esitsizlikleri (3.47) fonksiyonunun katsayilaridir.
Her @ € [0,1), 0 € [0,27) ve z € U i¢in

1—2azcosO — (1 - 2a)z?
1—2zcos@ + z2

Pao(2) = =1+2(1-a) Z cos(nf) z*>
n=2

fonksiyonundan, (3.55) ve (3.56) esitsizliklerinin (¢ = 1) sag tarafinda bulunan 2n + 1
carpaninin daha kiigiik bir degerle degistirilemeyecegi goriiliir. Buradan, ¢ = 1 ve her
0 € [0,2m) igin

|Ppt1 — Pnl =21 — a)|cos((n + 1)9) — cos(n9)|

sin <(2n +1) %) p
=4(1-a) 7 sin? >
sin7
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6
<4(1-a)2n+1) sinZE

elde edilir. 8 yeteri kadar kiigiik alinirsa 2n + 1 ¢arpaninin en iyi se¢im oldugu goriiliir.
Teorem 3.7.14 te a = 0 alinirsa siradaki sonug elde edilir.

3.7.15 Sonug. ¢ € U olsun. p € P ve (2.1) seklinde seri agilimma sahip ise n = 2,3, ...

i¢in

|€an+1 - anl
2L 4 e~ Re(Ea)] + 12— Ean i, 11 <1

<<{71-|¢ 4 11 4 (3.59)
(2n+ D]2 — &ay|, €] =1

ve

|1Eans1] — lanl|
21_m%u+m%—mm®Hp—ﬂamw1m<1

<{"1-¢ ! e (3.60)
(2n+ 1|2 = ¢&layl|, 1€l =1

dir. ¢ € [0,1] i¢in sonuglar kesindir.
Sonug 3.7.15te n = 2,3, ... i¢cin £ = 1/n segilirse siradaki sonug elde edilir.

3.7.16 Sonugc. p € P ve (2.1) seklinde seri agilimina sahip ise n = 2,3, ... igin

n
1- () 1\
—(n2+1—nRea1)+( ) |2n — a4

Apiq —Nay| <2 -
n+ n Tl—]_ n

dir. Sonug kesindir. Ozel olarak n = 2 ve n = 3 i¢in
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15 aq
|a3 - Zazl S 7_ 3Rea1 + |1 _I|
ve
1
la, —3as| < ﬁ(260 — 78Rea; + |6 — aq|)
elde edilir.

Sonug 3.7.15ten € Niginé =1 — ﬁ secilirse siradaki sonug elde edilir.

3.7.17 Sonug. p € P ve (2.1) seklinde seri agilimina sahip ise n € N igin

|nan+1 - (n + 1)an|

n n
—_ — 2 —
<2 (1 (n - 1) ) (2n“+2n+1—n(n+ 1)Rea,)

+ (nn?)" 2(n+ 1) — na,|

dir. Sonug kesindir. Ozel olarak n = 1 ve n = 2 i¢in

a;
la, — 2a,| <5 — 2Rea, + |2 -5
ve
1
|2a; — 3a,| < ﬁ(260 — 78Rea, + |6 — a4])
elde edilir.

3.7.18 Teorem. p € P(«a) olmasi i¢in gerek ve yeter sart z € U i¢in
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21
1 [1+ A= 2a)ze7?)
p() =5 f : au ()

— ze 9]

olmak iizere i ) 0211' du(8) = 1 ozelliginde azalmayan bir u(8) fonksiyonunun mevcut

olmasidir.

Ispat. p € P(a) ve z€ U icin q(z) = % seklinde tanimlanirsa q(0) =1 ve

Req(z) > 0 olur ve boylece g € P dir. Sonug 2.13 geregi

1 Tt [1+ ze~¥]

CI(Z) = EO [1 F_ Ze_l'g] d,ll(@)

olacak sekilde istenilen 6zellige sahip u(6) fonksiyonu mevcuttur. Boylece,

21T 2T

B 1—a [1+e7%] 1 ([1+(1-2a)]
o= 22 |

——du(f) = — -
21 1—ze™ 9] H(o 2 [1—ze~if]
0

elde edilir ve ispat tamamlanir.

3.8 P[a, t, 0] ve Py Simflar ve Ozellikleri

du(6)

Bu boliimde, Libera ve Livingston (1972) tarafindan c¢alisilan P[a, t, o] ve Py, siniflar

tanitilacak ve bazi1 6zellikleri verilecektir.

Sag yar1 diizlemde bulunan ¢ (¢ > 0) yarigapl ve (o + a) + it merkezli disk a + it

noktasinda w = a + iv (@ = 0, v reel) dogrusuna tegettir. (1,0) noktasinin bu disk

icinde kalmas1 i¢in |1 — (¢ + @ + it)| < o veya

D=D(ato)=2001—-a)+al—a)—(1—-t%)>0
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olmasi gerekir. Ayrica, (3.61) diskinde (1,0) yerine (0,0) noktas1 alindiginda elde edilen

yeni diskin lizerine U birim diskinin lineer doniisiimii, rotasyonu harig,

-2
dir. Burada
A=A(a,t,0) =0(1—2a)+a(l—a)—t%+it (3.62a)
ve
B=B(a,to)=1—p—a+it (3.62b)

dir. Ayrica, T(z) doniistimiiniin diskriminant1 (4 — B) = @D dur.

38,1 Tanm. 0 < a <1, treel, o > % ve D(a,t,0) > 0 olmak lizere p(z) € Pla,t, 0]

dir ancak ve ancak (3.62) den ve z € U igin

0+ Aw(2)

p(2) = 0+ Bw(z)

ve lw(z)| < |z| (3.63)

olacak sekilde U birim diskinde bir analitik w(z) fonksiyonu mevcuttur.

Tanim 2.4 ten, her p(z) € P|a, t, o] fonksiyonunun T (z) fonksiyonuna sabordine oldugu

gortliir. Dolayisiyla, p(U), (o + a + it) merkezli ¢ yarigapl agik diskin i¢indedir.
3.82Teorem.p(z) =1+ Y- a,z" € Pla,t, 0] ise k = 1,2, ... igin

_ _ 2
] < 201 — a) + 22 “)Q & +1) (3.64)
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olur. Bu sonuglar her uygun a, t ve g i¢in kesindir.

Ispat. (3.63)

[A = Bp(2)]w(z) = o[p(2) — 1]

veya

A—BZanZ”]w(z) =Q2anzn,a0 =1
=0

n n=1
denklemlerine denktir ve
-1

(A-B)—B ) auz ]W(Z) = QZ a,z" + z b,z" (3.65)

1 n=k+1

3

S
]

sekilinde de yazilabilir. Ayrica, (3.65) denkleminin son terimi U birim diskinin kompakt
alt kiimelerinde mutlak ve diizgiin yakinsaktir. z = re® ve her z € Uiigin |w(2)| < |z| <

1 oldugundan

k-1 o k-1 2
|A—B|2+|B|ZZ|a |2r2n=if (A-B)+B ) a,r"e™| dp
n 271_ n
n=1 0 n=1
o k-1 2
> 2—f (A-B)+B a,r"en? w(re‘e) do
0 n=1
1 (7| < IR i
2—[ QZa rieind 4 Z b, r"em?| do
2m ),
n=1 n=k+1
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k )
> 02 ) lanlr™+ ) Iby[2rn
n=1

n=k+1
elde edilir. Son terim negatif degildir ve r < 1 dir. Dolayisiyla,

k

k-1
A= B2 +1BI2 Y lanl* = ) o*lanf?
n=1

n=1
veya

k-1
QPlanl? <14 - B + (IBI2 = 0) ) la, P

n=1

bulunur. Baz1 hesaplamalardan sonra |B|? — 0% = —D(a, t,0) elde edilir ve bu (3.61)

den goriilecegi gibi negatiftir. Buradan,

|A—B| D(a,t0)

la,| <
" 0 0

(3.66)

elde edilir ve (3.64) esitsizligine denktir. Eger w(z) = z" ise

D(a,t,
p(z) =1 +Mzn +

olur ve (3.64) iin kesin oldugu goriiliir.

Uyan 3.8.3. p(2) € P[a, t, 0] ise

P i3] - amr® L POa-P)
=@ T Rep®
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fonksiyonu her é € U i¢in P smifindadir. Ayrica, q(U), o/Rep(¢é) yarigaph

(a+0)-i(t-Imp(§))
Rep($)

merkezli diskin i¢indedir. Sonug olarak,

q(z)egjl a t—Imp() o l

Rep(§)’ Rep(§) "Rep($)

dir ve bu durumda (3.66) dan

I’ ()]
Rep(§)

_1£12
1-K1") = Rep(§)’ Rep(é) 'Rep(§)

Rep(f)D< a t—Imp) o )

elde edilir. Bu esitsizliklerden siradaki sonug elde edilir.

3.8.4 Sonug¢. p(z) € Pla,t,p]vez € U ise

(Rep(z) — @)? + (t — Imp(z))2

Ip'(2)1(1 —1z]?) < 2(Rep(2) — ) — 0

dir.
3.8.5 Teorem. p(z) € Pla,t, 0] ise |z| <rve D = D(a,t, o) i¢in

(1 —712)0? +12%(0 + a)D + ir?tD| — roD
(1-1r2)pe?+1r?D

- |(1—71%)0%+712%(0 + a)D + ir?tD| + roD
- (1—-7r2)p%2+1r2D

< lp(2)|

(3.67)

ve

rlr(1—a)+ o1 —1r)]D rlr(1—a) —o(1+71)]D

1-— <R <1-
(1—-7r2)p?+1r2D < Rep(z) = (1-1r2)p%+1r2D

(3.68)
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dir. Bu smirlar her 0 < r < 1 ve her uygun a, t ve g i¢in kesindir.
Ispat. Baz1 hesaplamalardan sonra T'(z) doniisiimiiniin D, diskini

A 0*(A-B)
Yo =B T Blo? — |B2r7]

merkezli ve

_ rolA-B|
% - |BI?r?|

yarigapli diske doniistiirdiigii goriilir. (3.61) ve (3.62) den
lo? — IBI*r?| = (1 —r¥)e*+1%D >0
elde edilir. Buradan

_ 0*—ABr* ) r2BD
B 0% — |B|*r? B (1-1r2)pe?+1r2D

Wy

ve

R roD
B (1—-7r%)p%2+1r?D

bulunur. Eger p(z) € P[a, t, 0] ise |z| < r i¢in Tanim 2.4 ten

lwol =R < |[p(2)] < wo| + R

ve

Rewy, — R < Rep(z) < Rew, + R
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dir ve bu esitsizlikler sirasiyla (3.67) ve (3.68) esitsizliklerine denktir.

3.8.6 Uyari. Uygun sinirlar alindiginda P[a,t,e] smifi i¢in elde edilen sonuglar,
P(a),0 < a < 1veP(0) =P siiflarina genisletilebilir.

3.8.7 Sonug. Eger p(z) € P(a) ise

'@ _ 2
Re(p(z) —a) — 1 —71r%

1—2(1—a)r+(1—2a)r2<| ()|<1+2(1—a)r+(1—2a)r2
1—1r2 =Pzl = 1—1r2
ve
1-2(1—-a)r+ (1 —2a)r? 1+2(01—a)r+ (1 —2a)r?
< <
1—1r? < Rep(z) < 1—1r2
dir.

3.8.8 Tamim. U birim diskinde analitik

p(z) =1+ Z a,z"

n=1
seklinde seri agilimina sahip, z € U ve belli M > % i¢in
lp(z) - M| <M

sartin1 saglayan p fonksiyonlarinin sinifi Py, ile gosterilir.
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Pla,t, o] sinifinda ¢ =t = 0 ve o = M segilirse Py, sinifina denk olur.

3.8.9 Sonug¢.p(z) € P[0,0,M] = Py ise z € U igin

1
<2—-——(n=12..)
lanl <2 =22 (n )

2
P @10~ 121 < 2Rep(z) — L2,
M(1—|z|) M(1+ |z])
mr =Dz = PO ST
ve
M(1—|z]) M(1 + |z])
M+ =Dz = PP S ==
dir.
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