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ÖZET 

 

Yüksek Lisans Tezi 

 

KAUDRATĠK FORMLAR VE DĠOPHANTĠNE DENKLEMLERĠ 

 

 

Hatice ALKAN 

 

Uludağ Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

 

DanıĢman: Doç. Dr. Ahmet TEKCAN 

 

 

Bu tezde kuadratik formlar ve Diophantine denklemleri ele alınmıĢ ve bunlar ile ilgili 

bazı cebirsel özellikler elde edilmiĢtir. 

 

Bu tez beĢ bölümden oluĢmaktadır. Birinci bölümde çalıĢma ile ilgili temel tanım ve 

teoremlere yer verilmiĢtir.  

 

Ġkinci bölümde,  sonlu cisimler üzerinde tanımlı özel eğriler ele alınmıĢ ve bunlar üze-

rindeki rasyonel noktaların sayısı sonlu p  cisimlerinde ele alınmıĢtır.  

 

Üçüncü bölümde, 0322 yxy  Diophantine denkleminin tamsayı çözümleri 

tamsayılarda ve sonlu p  cisminde ele alınmıĢtır. Daha sonra bu Diophantine 

denkleminin köklerine bağlı olarak tanımlanan eğri üzerindeki rasyonel noktaların 

sayısı sonlu p  cisminde belirlenmiĢtir.  

 

Dördüncü bölümde, kuadratik idealler ve indefinite kuadratik formlar ele alınmıĢtır. Bu 

bölümde iki özel kuadratik ideal ele alınmıĢ ve bu ideallerin özellikleri verildikten sonra 

bu ideallerin çarpımları oluĢturulmuĢtur. Daha sonra bu kuadratik ideallere karĢılık 

gelen indefinite kuadratik formlar ele alınmıĢtır. 

 

BeĢinci bölümde, özel bir tamsayı dizisi verilmiĢ ve bu dizinin parametrelerine bağlı 

olarak tanımlanan Pell denkleminin tamsayı çözümleri ve bu çözümlerle ilgili 

indirgeme bağıntıları elde edilmiĢtir.  

 

 

 

 

 

Anahtar Kelimeler: Kuadratik formlar, Kuadratik idealler, Diophantine ve Pell denk-

lemleri, Tamsayı dizileri 

 

2011, vi + 68 sayfa. 
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ABSTRACT 

 

MSc Thesis 

 

QUADRATIC FORMS AND DIOPHANTINE EQUATIONS 

 

 

Hatice ALKAN 

 

Uludağ University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics 

 

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ahmet TEKCAN 

 

 

In this thesis, some algebraic properties of binary quadratic forms and Diophantine equ-

ations are given. 

 

The thesis consists of five chapters. In the first chapter, the preliminary notations, defi-

nitions and theorems which are to be used in later chapters are given. 

 

In the second chapter, the number of rational points on some specific curves is formu-

lated over finite fields p . 

 

In the third chapter, the integer solutions of Diophantine equation 0322 yxy  are 

considered both over integers and over finite fields p . Later the number of rational 

points on curves related to roots of 0322 yxy  are determined over p . 

 

In the fourth chapter, quadratic ideals and indefinite binary quadratic forms are consi-

dered. Here two specific kuadratik ideal are considered and derived some properties of 

them. Later their product is obtained. Finally, some properties of indefinite binary qua-

dratic forms related to these ideals are obtained. 

 

In the last chapter, some properties of a specific integer sequence are given and later 

integer solutions of a Pell equation related to parameters of this integer sequence are 

formulated. Also some recurrence relations on this integer sequence are given. 

 

 

 

 

 

Key words: Quadratic forms, Quadratic ideals, Diophantine and Pell equations, Integ-

ers sequences.  

 

2011, vi + 68 pages. 
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1. GĠRĠġ 

 

Bu bölümde, tezin sonraki bölümlerinde kullanılacak olan bazı temel kavramlara, 

teoremlere ve notasyonlara yer verilmiĢtir.  

 

1.1 Tanım. cba ,,  olmak üzere 

                        22 cYbXYaX           

Ģeklindeki polinomlara kuadratik (ikinci dereceden) form denir ve bu form kısaca 

katsayılar yardımıyla ),,( cbaF  ile gösterilir. Bu formun determinantı )(F  ile 

gösterilir ve  

                 acbF 4)( 2   

olarak tanımlanır. Üstelik ),,( cbaF  formu için  

i) “F  tamdır   cba ,,  dir. ” 

ii) “F  pozitif tanımlıdır  0,,0)( caF  dır”.  

iii) “F  indefinitedir  0)(F  dır”. 

iv) “F  ilkeldir  1),,( cbaobeb  dir”.  

 

Bu formun matrisi )(FMM  ile gösterilir ve 

cb

ba
FM

2/

2/
)(     

olarak tanımlanır. Bu matrisin izi ve determinantı sırasıyla  

caFMtr ))((   ve   
4

|)(|
2b

acFM   

dür. Üstelik F formu, bu matris yardımıyla  

                               
Y

X

cb

ba
YXcYbXYaXYXF

2/

2/
][),( 22               

olarak yeniden ifade edilebilir. Üstelik F nin determinantı matris yardımıyla  

 ))(det(4)( FMF   

olarak verilebilir.  
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F formunun özdeğerleri, F nin matrisinin özdeğerleri olarak tanımlanır. Dolayısıyla F 

nin özdeğerleri  

0|)(| 2IFM   

denkleminin kökleridir. Buna göre  

cb

ba

cb

ba
IFM

2/

2/

10

01

2/

2/
)( 2  

olup buradan  

0
4

))((
2/

2/ 2b
ca

cb

ba
 

elde edilir. Bu son denklem  ya göre çözülürse F nin özdeğerleri  

2

2222

1

accbaca
   ve  

2

2222

2

accbaca
 

olarak bulunur. Bu son denklemde karekök içerisinde gerekli düzenlemeler yapılırsa 

 

))((

)(4

24

242

2

22

222

222222

FMtr

caacb

accaacb

acaccbaaccba

 

olduğundan F nin özdeğerleri  

 

2

))(())(( 2

1

FMtrFMtr
   ve  

2

))(())(( 2

2

FMtrFMtr
 

olarak elde edilir.  

 

Kuadratik formların bir çok cebirsel özelliği (denkliği, indirgenebilirliği, devri, has 

devri, sağ ve sol komĢuları) modüler veya geniĢletilmiĢ modüler grup yardımıyla verilir 

ki bu gruplar aĢağıdaki tanımda verilmiĢtir.  

 

1.2 Tanım. utsr ,,,  olmak üzere  

     1, stru
utz

srz
z          
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Ģeklindeki dönüĢümler bileĢke iĢlemine göre bir grup oluĢtururlar. Bu gruba modüler 

grup denir ve  ile gösterilir. O halde  

    1,,,,: struutsr
utz

srz
     

dır. Bu grup PSL(2, ) ile de gösterilir. zzR )(  dönüĢümü sanal eksene göre 

yansıma dönüĢümü olmak üzere R  da bir grup olup bu gruba da geniĢletilmiĢ 

modüler grup denir ve bu grup  ile gösterilir.  

 

Formların bir çok önemli özelliğinin modüler veya geniĢletilmiĢ modüler grup 

yardımıyla verilebileceği belirtilmiĢti. Bu nedenle ilk olarak bir formun modüler veya 

geniĢletilmiĢ modüler grubun elemanı altındaki resmi verilsin: ),,( cbaF  herhangi bir 

form ve 
ut

sr
g  dönüĢümü için F nin g altındaki gF  resmi  

                   
222

222

)(

)22()(),(

Ycubtuat

XYcsubtsbruartXcsbrsarYXgF
              

olarak tanımlanır.  

 

1.3 Uyarı 1. Yukarıdaki tanıma dikkat edilirse gF  de ikinci dereceden bir formdur. 

Üstelik gF  formu, F formunda uYsXYtYrXX , değiĢken değiĢimi 

yapılarak elde edilmiĢtir, yani  

  

       ),( uYsXtYrXFgF      

dir. 

2. Bu tanıma göre F  ile gF  aynı özelliklere sahiptirler, yani F pozitif tanımlı, indefinite 

veya ilkel ise gF de pozitif tanımlı, indefinite veya ilkeldir. Üstelik F ile gF  aynı 

determinantlıdır,  yani )()( gFF  dir. 

3.  gF nin bu Ģekildeki tanımı geniĢletilmiĢ modüler grubun formlar kümesi üzerinde bir 

grup etkisidir, yani her hg,  için g(hF) = (gh)F ve 
10

01
F = F dir.  
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1.4 Tanım. F ve G herhangi iki kuadratik form olsun. Eğer  gF = G olacak Ģekilde en az 

bir g  varsa F ve G formlarına denktir denir. Eğer 1)det(g  ise bu formlara has 

denk, 1)det(g  ise bu formlara has olmayan denk formlar denir.  

 

1.5 Örnek 1. )6,7,1(F  ve )3,7,2(G  kuadratik formları ve 
43

11
g  

dönüĢümü için  

 

                       

G

YXYX

YXYXYXYX

YXYXFgF

22

22

372

)4(6)4)(3(7)3(

)4,3(

 

dir. Diğer yandan 1)det(g  olduğundan bu iki form birbirine has denktir.  

2. )1,2,7(F  ve )6,0,1(G  kuadratik formları ve 
11

10
g  dönüĢümü için 

    

G

YX

YXYXYY

YXYFgF

22

22

6

)())((2)(7

),(

 

ve 1)det(g  olduğundan bu iki form birbirine has olmayan denktir.  

 

1.6 Uyarı. Denk formlar aynı determinantı iken, aynı determinantlı formların denk 

olması gerekmez. Örneğin )1,2,8(F  ve )7,0,1(G  kuadratik formları denk olup 

determinantları -28 dir. Ancak 8 determinantlı F = (1, 4, 2) ve G = (1, 2, -1) formları 

denk değildir.  

 

1.7 Tanım. ),,( cbaF  pozitif tanımlı formu için 

                                                             cab ||           

Ģartı sağlanıyor ise bu forma indirgenebilirdir denir. F indefinite formu için  

                                                       ba |||2|               

Ģartı sağlanıyor ise F ye indirgenebilir form denir.  



 5 

Eğer bir F formu indirgenebilir değilse bu form aĢağıdaki indirgeme algoritması 

kullanılarak indirgenebilir hale getirilebilir.  

 

1.8 Teorem (Buchmann ve Vollmer 2007). ),,( cbaF  pozitif tanımlı formu 

indirgenebilir olmasın. Bu takdirde 0i  için  

i

ii
i

c

cb
r

2
 

olmak üzere 

),2,()( 21
iiiiiiiii

i arbrcrcbcF  

tanımlanırsa F nin indirgenmiĢi )(1 Fi  dir.  

 

1.9 Örnek. 3  determinantlı )1807,37615,195751(F  pozitif tanımlı formu 

indirgenebilir değildir. Bu forma yukarıdaki indirgeneme algoritması uygulanırsa 

aĢağıdaki tablo elde edilir: 

     

Tablo 1.1 )1807,37615,195751(F  nin indirgenmiĢi 

i 0 1 2 3 4 5 

ia  195751 1807 301 61 3 1 

ib  37615 -1475 271 -27 3 1 

ic  1807 301 61 3 1 1 

ir  10 -2 2 -4 2  

 

Bu tabloya göre F nin indirgenmiĢi )1,1,1()(5 F  formudur. 

 

1.10 Teorem (Buchmann ve Vollmer 2007). ),,( cbaF  indefinite formu 

indirgenebilir olmasın. Bu takdirde 0i  için  

||
||2

)sgn(

||
||2

)sgn(

i
i

i
i

i

i

i
i

i

c
c

b
c

c
c

b
c

r  

olmak üzere F nin indirgenmiĢi 
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),2,()( 21
iiiiiiiii

i arbrcrcbcF  

dir.  

 

1.11 Örnek. 5 determinantlı )102509,747003,1360889(F  indefinite formu 

indirgenebilir değildir. Bu form için aĢağıdaki tablo elde edilir: 

 

Tablo 1.2 )102509,747003,1360889(F  nin indirgenmiĢi 

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

ia  -1360889 -10509 -13021 -491 -355 -241 -149 -79 -31 -5 -1 

ib  -747003 -73069 -5057 -835 -585 -379 -217 -99 -25 -5 1 

ic  -102509 -13021 -491 -355 -241 -149 -79 -31 -5 -1 1 

ir  4 3 6 2 2 2 2 2 3 2 2 

 

Bu tabloya göre F nin indirgenmiĢi )1,1,1()(10 F  dir.  

 

Pozitif tanımlı bir ),,( cbaF  formu, verilen bir }0:{ yiyxzz  karmaĢık 

sayısı için  

             ))((),( YzXzYXaYXF         

Ģeklinde yazılabilir. Eğer iyxz olarak alınırsa yukarıdaki eĢitlik  

 
222 ||2))((),( YzaaxXYaXYzXzYXaYXF  

haline gelir. 2ax = b ve cza 2|| denklemlerinden 
a

b
x

2
 ve 

a

F
y

2

)(
 elde edilir.  

y  pozitif olduğundan   

a

Fib
z

2

)(
  

dur. Tersine herhangi bir  z  karmaĢık sayısı verildiğinde taban  noktası z olan 

pozitif tanımlı bir form vardır. Gerçekten de iyxz  için  

22 ||

2
,

||

1

z

x
b

z
a  ve  c = 1 
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olarak alınırsa taban noktası z olan 0
||

4
)(

4

2

z

y
F  determinantlı  

1,
||

2
,

||

1
),,(

22 z

x

z
cbaF      

pozitif tanımlı kuadratik formu elde edilir. Dolayısıyla )(: FzF  dönüĢümü, sabit 

determinantlı pozitif tanımlı formlar ile  nun noktaları arasında birebir bir 

dönüĢümdür. Üstelik pozitif tanımlı F kuadratik formunun indirgenebilir olması, onun 

taban noktasının modüler grubun temel bölgesinde olması Ģartına denktir ki bu bölge 

aĢağıdaki gibidir.  

                                      

 ġekil 1.1 Modüler grubun temel bölgesi 

 

1.12 Tanım. Yukarıda elde edilen  

 
a

ib
z

2
  

karmaĢık sayısına F pozitif tanımlı formun taban noktası denir ve )(Fzz  ile 

gösterilir. F indefinite formunun taban noktası da  

a

b
Fzz

2
)(       

olarak tanımlanır. 

 

1.13 Uyarı 1. Yukarıda pozitif tanımlı bir F formunun indirgenebilir olma Ģartının bu 

formun taban noktasının modüler grubun temel bölgesinde olma Ģartına denk olduğu 

görüldü. Benzer Ģekilde indefinite formların taban noktaları ise yine bu formların 
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indirgenebilirliklerinde kullanılır. Buna göre “ ),,( cbaF  indefinite formunun 

indirgenebilir olması için gerek ve yeter Ģart 1||,1|| zz  ve 0zz  olmasıdır”.  

2. 1F  ve 2F  indefinite formlarının denklikleri ve bu formların 1z  ve 2z taban noktaları 

için Tekcan 2007 aĢağıdaki teoremi vermiĢtir. 

 

1.14 Teorem (Tekcan 2007). 1F  ve 2F  indefinite formları ve bu formların 1z  ve 2z  

taban noktaları için  

i) “ 1F  ve 2F  has denk, yani 1)det(g  için 21 FgF  dir 21
1)( zzg T  dir.”  

ii) “ 1F  ve 2F  has olmayan denk, yani 1)det(g  için 21 FgF  dir 21
1)( zzg T  

dir”. 

 

1.15 Örnek 1. 73 determinantlı )6,7,1(1F  ve )4,3,4(2F  formları 
1310

97
g  

dönüĢümü altında birbirine has denktirler. 1F  in taban noktası 
2

737
1z  ve 2F  nin 

taban noktası 
8

733
2z  olup 

79

1013
)( 1 Tg  için  

21
1

8

733

7
2

737
9

10
2

737
13

)( zzg T  

dir. 

2. 84 determinantlı )5,8,1(1F  ve )3,6,4(2F  formları 
217

19
g  dönüĢümü 

altında birbirine has olmayan denktirler. 1F  in taban noktası 
2

848
1z  ve 2F  nin 

taban noktası 
8

846
2z  olup 

91

172
)( 1 Tg  için  
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21
1

8

846

9
2

848

17
2

848
2

)( zzg T  

dir. 

  

1.16 Tanım.  ),,( cbaF  herhangi bir form ve n  bir tamsayı olmak üzere  

ncYbXYaX 22             (1.1) 

denklemini gerçekleyen en az bir ),( YX  tamsayı ikilisi varsa n sayısı F formu ile 

gösterilebilirdir denir. Eğer F formu ile tüm n tamsayıları gösterilebiliyorsa F ye 

evrensel form denir.  

 

1.17 Örnek.  F = (3, 5, 2) formu evrenseldir. Gerçekten de verilen herhangi bir n 

tamsayısı için  

      nYXYX 22 253   

denkleminin bir çözümü )3,2(),( nnYX  dür. 

 

1.18 Tanım. ),,( cbaF  herhangi bir kuadratik form ve n de pozitif tamsayı olmak 

üzere bu forma  

1

);(1);(
n

nzFnrF                          (1.2) 

Ģeklinde bir teta serisi karĢılık gelir (Burada );( Fnr , (1.1) denklemini sağlayan ),( YX  

tamsayı ikililerinin sayısını göstermektedir). 

 

1.19 Örnek. )6,0,1(F  formu ve pozitif  n tamsayısı için  

nYX 22 6  

denkleminin  

i) 1n  için iki tane çözümü vardır ve bu çözümler )0,1(  dır. 

ii) 5,3,2n  için çözümleri yoktur.  

iii) 4n  için iki  tane çözümü vardır ve bu çözümler )0,2(  dır. 
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iv) 6n  için iki tane çözümü vardır ve bu çözümler )1,0(  dir. 

Dolayısıyla (1.2) den  

64

1

2221);(1);( zzzzFnrF
n

n  

teta serisi elde edilir.  

 

1.20 Uyarı. 1F  ve 2F  formları denk ise bu formlara karĢılık gelen teta serileri aynıdır, 

yani );();( 21 FF  dir. Örneğin, )3,7,4(1F  ve )3,5,2(2F  formları 

denktirler. 1F  formu için  

nYXYX 22 374   

denkleminin  

i) 1n  için iki tane çözümü vardır ve bu çözümler )3,2(  dür. 

ii) 2n  için dört tane çözümü vardır ve bu çözümler )7,5(),2,1(  dir. 

iii) 3n  için dört tane çözümü vardır ve bu çözümler )11,8(),1,0(  dir. 

iv) 4n  için altı  tane çözümü vardır ve bu çözümler )6,4(),1,0(  ve  

)15,11(  dir. 

v) 5n  için dört tane çözümü vardır ve bu çözümler )19,14(),1,2( dur. 

Dolayısıyla  

5432

1
11 464421);(1);( zzzzzzFnrF

n

n  

dır. Benzer Ģekilde 2F  formu için  

nYXYX 22 352   

denkleminin  

i) 1n  için iki tane çözümü vardır ve bu çözümler )1,2(  dir. 

ii) 2n  için dört tane çözümü vardır ve bu çözümler )3,5(),0,1(  dür. 

iii) 3n  için dört tane çözümü vardır ve bu çözümler )5,8(),1,0(  dir. 

iv) 4n  için altı tane çözümü vardır ve bu çözümler )2,4(),2,1(  ve 

)7,11(  dir. 

v) 5n  için dört tane çözümü vardır ve bu çözümler )9,14(),3,2( dur.  
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Dolayısıyla  

5432

1
22 464421);(1);( zzzzzzFnrF

n

n  

dır. Buradan açıkça görülür ki );();( 21 FF  dir.  

 

ġimdi formların devirleri ve has devirleri ile ilgili aĢağıdaki teorem verilebilir. 

 

1.21 Teorem (Buchmann ve Vollmer 2007). ),,( cbaF  indefinite formunun devri, 

birbirine denk olan formların  

   1210 ~~~~ lFFFF   

bir dizisi olup bu formlar 0i  için  

      
||2 i

i
i

c

b
s   

olmak üzere  

)|,|2|,(| 2
1 iiiiiiiiii scsbacsbcF   

Ģeklindedir. ),,()( cbaF  dönüĢümü için F nin has devri, birbirine has denk olan 

formların bir dizisi olup bu dizi l çift iken  

)(~~~)(~~)(~ 123210 ll FFFFFF   

ve l tek iken  

)(~~~)(~~)(~~)(~~)(~~)(~ 12210123210 llll FFFFFFFFFFF  

dir. 

 

1.22 Uyarı. ),,( cbaF  indefinite formunun 
a

b
Fz

2
)(  taban noktasının sürekli 

kesirli açılımı, is  ler F nin devrindeki sayılar olmak üzere  

],,,,[)( 1210 lssssFz  

dir.  
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1.23 Örnek 1. 73  determinantlı )6,7,1(F  formu için yukarıdaki tanımdan 

aĢağıdaki tablo elde edilir: 

Tablo 1.3 )6,7,1(F  formunun devri  

 

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 

ia  1 6 2 3 4 4 3 2 6 

ib  7 5 7 5 3 5 7 5 7 

ic  -6 -2 -3 -4 -4 -3 -2 -6 -1 

is  1 3 2 1 1 2 3 1 7 

 

Bu tabloya göre,  F nin 
2

737
)(Fz   taban noktasının sürekli kesirli açılımı  

]7,1,3,2,1,1,2,3,1[)(Fz  

olup F nin devri 9 uzunlukludur ve 

)1,7,6(~)6,5,2(~)2,7,3(~)3,5,4(

~)4,3,4(~)4,5,3(~)3,7,2(~)2,5,6(~)6,7,1(

8765

43210

FFFF

FFFFF
 

Ģeklindedir. Dolayısıyla has devri 18 uzunluklu olup  

)1,7,6(~)6,5,2(~)2,7,3(

~)3,5,4(~)4,3,4(~)4,5,3(~)3,7,2(~)2,5,6(

~)6,7,1(~)1,7,6(~)6,5,2(~)2,7,3(~)3,5,4(

~)4,3,4(~)4,5,3(~)3,7,2(~)2,5,6(~)6,7,1(

171615

1413121110

98765

43210

FFF

FFFFF

FFFFF

FFFFF

 

Ģeklindedir.  

2. 84  determinantlı )5,8,1(F  formu için aĢağıdaki tablo elde edilir:  

Tablo 1.4 )5,8,1(F  formunun devri  

 

i 0 1 2 3 4 5 

ia  1 5 4 3 4 5 

ib  8 2 6 6 2 8 

ic  -5 -4 -3 -4 -5 -1 

is  1 1 2 1 1 8 
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Bu tabloya göre,  ]8,1,1,2,1,1[
2

848
)(Fz   dir. Üstelik  F nin devri 6 uzunluklu 

olup 

)1,8,5(~)5,2,4(

~)4,6,3(~)3,6,4(~)4,2,5(~)5,8,1(

54

3210

FF

FFFF
 

Ģeklindedir. Has devri ise 6 uzunluklu olup  

)1,8,5(~)5,2,4(

~)4,6,3(~)3,6,4(~)4,2,5(~)5,8,1(

54

3210

FF

FFFF
 

Ģeklindedir.  

 

1.24 Tanım. 0  tam kare olmayan bir sayı olmak üzere  

},:{)( yxyx    

kuadratik sayı cismi için )(  elemanı verilsin. Bu takdirde  elemanı, P ve Q  lar  

       ))((| PPQ         

özelliğindeki tamsayılar olmak üzere
Q

P
Ģeklinde yazılabilir. Bu sayıya kuadratik 

irrasyonel denir. 

 

1.25 Teorem (Mollin 1996). Bir  kuadratik irrasyonel sayısı verildiğinde bu sayıya  

           ],[ PQI   

kuadratik ideali ve  

))(( YXYXQF   

indefinite kuadratik formu karĢılık gelir.  

 

1.26 Uyarı. t,  nın izi ve n de normu olmak üzere F  indefinite formu 

                 2
2

2 )2())(( Y
Q

PtPn
XYPtQXYXYXQF           

haline gelir. Bu formun diskriminantı ntF 4)( 2  dir.  
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1.27 Tanım. ],[ PQI  kuadratik ideali için 0P  ve 0PQ Ģartı 

sağlanıyorsa bu ideale indirgenebilirdir denir. Eğer 
Q

P2
 tamsayı ise ideale ambiguous 

ideal denir.  

 

1.28 Teorem (Mollin 1996). 
Q

P
 kuadratik irrasyoneli ve ],[ PQI  ideali 

için 0i  olmak üzere  

        iiii

i

i
i PQmP

Q

P
m 1,   ve  

i

i
i

Q

P
Q

2
1

2

1     

tanımlansın. Bu takdirde nın basit sürekli kesirli açılımı ],,,;[ 1210 lmmmm  ve I  

nın devri 
1210

~~~~
l

IIII  Ģeklindedir.  

 

1.29 Uyarı. 
Q

P
 kuadratik irrasyonel sayısı için 1 ve 01  ise  nın 

basit sürekli kesirli açılımı ],,,[],,,;0[ 121121 ll mmmmmm  Ģeklindedir. Bu açılıma 

saf açılım denir. 

 

1.30 Örnek. 73  için 
3

738
 bir kuadratik irrasyoneldir. Çünkü )7364(|3  

dür. 151.5  ve 18.0  olup 01  dır. Dolayısıyla ]738,3[I  bir 

kuadratik ideal olup aĢağıdaki tablo elde edilir: 

 

Tablo 1.5  ]738,3[I  idealinin devri 

i 0 1 2 3 4 5 6 

iP  8 7 1 8 8 1 7 

iQ  3 8 9 1 9 8 3 

im  5 1 1 16 1 1 5 
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Bu tabloya göre  nın sürekli kesirli açılımı ]5,1,1,16,1,1,5[  ve I  idealinin devri 

]737,3[~]731,8[~]738,9[

~]738,1[~]731,9[~]737,8[~]738,3[

654

3210

III

IIII
 

dir. 

 

1.31 Teorem (Mollin 1996). 0D  tam kare olmayan bir tamsayı olmak üzere 

],[ 111 DPQI  ve ],[ 222 DPQI  herhangi iki ideal olsun.  

             

)2(mod

)(
2

),,(

212112

2

21

2121

Q
S

DPP
W

PVQPUQ

P

S

QQ
Q

PPQQobebS

        

olarak tanımlansın. WVU ,,  lar SPP
W

VQUQ )(
2

2112 denklemini sağlayan 

tamsayılar olmak üzere 1I  ve 2I  nin çarpımı ],)[( DPQSI  idealidir.  

 

1.32 Örnek.  ]213,4[1I  ve ]214,5[2I  idealleri için  

1)7,5,4(obebS  ve 20
1

)5)(4(
2

21

S

QQ
Q   

ve  

)40(mod
2

33
1615

W
VuP  

dır. Diğer yandan 1
2

7
45 WVU  denkleminin bir çözümü )0,4,3(),,( WVU  

dır. Dolayısıyla  

 

)40(mod19

)40(mod
2

33
1615

W
VuP

 

elde edilir. O halde 1I  ve 2I ideallerinin çarpımı ]2119,20[I  idealidir. 
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1.33 Tanım. cba ,,  olmak üzere  

       cbyax   

denklemine birinci dereceden Diophantine denklemi denir.  

 

Yukarıdaki denklemin çözümünün olması için gerek ve yeter Ģart ),( baobebd  olmak 

üzere cd |  olmasıdır. Eğer ),( 00 yx  bu denklemin bir özel çözümü ise denklemin diğer 

tüm çözümleri t  için  

 t
d

a
yt

d

b
xyx 00 ,),(   

Ģeklindedir.  

 

1.34 Örnek. 502214 yx  Diophantine denklemi için 2)22,14(obebd  ve 50|2  

olduğundan denklemin çözümleri vardır. )1,2(),( 00 yx  bu denklemin bir özel çözümü 

olup denklemin diğer tüm çözümleri t  için )71,112(),( ttyx  Ģeklindedir. 

  

1.35 Tanım. fedcba ,,,,,  olmak üzere  

 022 feydxcybxyax        

denklemine ikinci dereceden Diophantine denklemi denir.  

 

Birinci ve ikinci dereceden bu tür denklemler, ilk olarak Yunanlı matematikçi olan 

Alexandra Diophantus tarafından ele alınmıĢ ve ondan sonra bir çok matematikçi 

tarafından çalıĢılmıĢtır. Günümüzde de bu tür denklemler hala çalıĢılmaya devam 

etmektedir (Bu denklemler ile ilgili daha fazla bilgi için Barbeau 2003, Mollin 2008, 

2010 ve Nathanson 2000 referanslarına bakılabilir). 

 

1.36 Tanım. 0d  tam kare olmayan bir tamsayı ve N  olmak üzere ikinci tür Di-

ophantine denkleminin özel bir hali olan  

Ndyx 22  

denklemine Pell denklemi denir. Ndyx 22  ye pozitif, Ndyx 22  ye ise 

negatif Pell denklemi denir.  
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1.37 Uyarı 1.  Yukarıdaki tanımda geçen d  tamsayısının tam kare olması durumunda 

verilen denklem çarpanlara ayrılabilir. Gerçekten de belli bir 0t  tamsayısı için 

2td ise bu denklem NtyxtyxNytxNdyx ))((22222  haline 

gelir ki N nin lkN  Ģeklinde çarpanlara ayrılması durumunda sonlu sayıda durum 

söz konusu olup bu halde verilen Pell denkleminin sonlu sayıda çözümü vardır veya 

yoktur. Örneğin 64 22 yx  denklemi için 6)2)(2(64 22 yxyxyx  olup 

aĢağıdaki durumlar söz konusudur:  

   Tablo 1.6  64 22 yx  Pell denklemi 

 

yx 2  yx 2  

1 6 

2 3 

3 2 

6 1 

-1 -6 

-2 -3 

-3 -2 

-6 -1 

 

Yukarıdaki çarpanların toplamları çift olmadığından verilen denklemin çözümü yoktur. 

Benzer Ģekilde 79 22 yx  Pell denklemi için 7)3)(3(79 22 yxyxyx  

olup aĢağıdaki durumlar söz konusudur:  

Tablo 1.7  79 22 yx  Pell denklemi  

 

yx 3  yx 3  

1 7 

7 1 

-1 -7 

-7 -1 

 

Buna göre denklemin çözümleri sırasıyla )1,4(),1,4(),1,4(  ve )1,4( dir. 
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2. Ndyx 22  Pell denklemleri ilk olarak Ġngiliz matematikçi olan John Pell (1611-

1685) tarafından 17. yüzyılda ele alınmıĢ ve sonraları Leonhard Euler (1707-1783) tara-

fından 18. yüzyılda detaylı olarak incelenmiĢtir. Bu denklemde özel olarak 1N  olarak 

alınırsa 122 dyx  denklemi elde edilir ki bu denkleme klasik Pell denklemi denir. 

Bu denklemi sağlayan en küçük pozitif ),( 11 yx  çözümüne denklemin temel çözümü 

denir. Eğer ),( 11 yx , 122 dyx  pozitif Pell denkleminin temel çözümü ise denklemin 

diğer tüm çözümleri 1n  tamsayısı için 

n
nn dyxdyx )( 11   

olmak üzere ),( nn yx Ģeklindedir. Eğer ),( 11 yx , 122 dyx  negatif Pell denklemini 

temel çözümü ise denklemin diğer tüm çözümleri 1n  tamsayısı için  

12
111212 )( n

nn dyxdyx    

olmak üzere ),( 1212 nn yx  Ģeklindedir. Üstelik 122 dyx  Pell denkleminde n  

için  d
y

x

n

n  dir. 

1.38 Örnek. 1. 16 22 yx  pozitif Pell denkleminin temel çözümü )2,5(),( 11 yx  

olup denklemin diğer çözümleri  

619011984656965)625(6

6192060470449)625(6

61940247525)625(6

619604801)625(6

6198485)625(6

62049)625(6

7
77

6
66

5
55

4
44

3
33

2
22

yx

yx

yx

yx

yx

yx

 

Ģeklinde devam etmektedir. Burada 449489743.2
7

7

y

x
 ve 499489743.26  dür.  
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2. 126 22 yx  negatif Pell denkleminin temel çözümü )1,5(),( 11 yx  olup denk-

lemin diğer çözümleri  

261109283515055572387755)265(26

26107151001546365045)265(26

2610506015357035)265(26

261030152525)265(26

26101515)265(26

11
1111

9
99

7
77

5
55

3
33

yx

yx

yx

yx

yx

 

Ģeklinde devam etmektedir. Burada 099019514.5
11

11

y

x
 ve 099019514.526  dür.  
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2. SONLU CĠSĠMLER ÜZERĠNDE TANIMLI ÖZEL EĞRĠLER  

 

 

Bu bölümde 5p asal sayısına bağlı olarak bir fonksiyon tanımlanacak ve bu fonksiyon 

ile ilgili bazı cebirsel özellikler verilecektir. Daha sonra bu fonksiyona bağlı olarak 

tanımlanacak olan eğri üzerindeki rasyonel noktaların sayısı sonlu p  cisminde ele 

alınacaktır. Bu bölümde elde edilen tüm sonuçlar Tekcan, Alkan ve ark. 2010 dan 

alınmıĢtır. 

 

b  pozitif tam kare olmayan bir tamsayı ve 5p  asal sayısı için  

                                       
b

bxbx
xf

pp

p

11 )()(
)(     

fonksiyonu tanımlansın. Bu takdirde aĢağıdaki sonuçlar verilebilir. 

 

2.1 Teorem. )(xf p , derecesi p ve baĢ katsayısı da 22p  olan bir polinom fonksiyon, 

yani ][)( xxf p  dir. Üstelik  

    
2

1

0

2

12

1
2)(

p

i

iip
p bx

i

p
xf          

dir.  

Ġspat:  5p  asal sayısı için Binom formülünden            

iip

p

i

p

pp

pp

pp

p

bx
i

p

xb
p

p
bx

p
x

p

bxbx
b

b

bxbx
xf

2
2

1

0

2

1

2

11

11

12

1
2

1

3

1

1

1
2

])()[(
1

)()(
)(

 

olduğu görülür.  
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2.2 Örnek. 175 p  asal sayıları için 

 
235

5 124012)( xbbxxxf  

 
32357

7 1611211216)( xbbxbxxxf  

 5433527911
11 244401584158444024)( xbbxbxbxbxxxf                  

653

4537291113
13

28728

40046864400472828)(

xbbx

bxbxbxbxxxf
           

873656557

493112131517
17

361632171361713663648

972406364817136163236)(

xbbxbxbxbx

bxbxbxbxxxf
 

dir.  

 

2.3 Uyarı. Teorem 2.1 deki )(xf p  nin  

      
2

1

0

2

12

1
2)(

p

i

iip
p bx

i

p
xf  

eĢitliği açılırsa 

                           2

1

2
3

)1(2
3

)1(2

p

pp
p xbpbx

pp
xpf                      

olduğu görülür. Dolayısıyla )(xf p  polinom fonksiyonu, sonlu p  cisminde dikkate 

alınırsa aĢağıdaki teorem verilebilir.  

 

2.4 Teorem. )(xf p  polinom fonksiyonu için  

                                       )(mod22)( 2

1

pxbxxf

p

p
p       

dir.  

Ġspat. )(xf p  nin 2

1

2
3

)1(2
3

)1(2

p

pp
p xbpbx

pp
xpf   açılımına 

dikkat edilirse bu açılımdaki  

            2

3

3242 ,,,

p

pp bxbxbx    
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terimlerinin katsayıları p nin bir katını bulundurur. Dolayısıyla da bu katsayılar mod p 

de sıfıra denk olurlar. O halde )(mod22)( 2

1

pxbxxf

p

p
p  dir.  

 

2.5 Tanım 1. 1m  tamsayı ve a  sayısı için )(mod2 max  denklemini sağlayan 

en az bir x  varsa a  ya mod m ye göre ikinci dereceden kalan denir. Ġkinci 

dereceden kalanların kümesi mQ  ile gösterilir.  

2. 2p  asal sayısı ve p ile aralarında asal a  sayısı için a nın Legendre sembolü 

p

a
 ile gösterilir ve )(mod2 pax  kongrüansının çözümünün olması halinde 1; ap |  

olması halinde 0 ve )(mod2 pax  kongrüansının çözümünün olmaması halinde 1 

olarak tanımlanır (Mollin  2008). 

 

2.6 Teorem (Fermat’ ın Küçük Teoremi). 2p  asal sayısı ve mod p de sıfırdan farklı 

a  sayısı için  

          )(mod11 pa p   

dir (Mollin  2008). 

 

2.7 Teorem. }0{*
ppb  bir sabit sayı olmak üzere  

)(mod
1

1
2

1

p
Qbp

Qb
b

p

p
p

 

dir.  

Ġspat. pQb  olsun. Bu takdirde 1
p

b
 olup yukarıdaki tanım gereği )(mod2 pbx  

kongrüansının en az bir çözümü vardır. ġimdi 0a  olmak üzere 2ab  olsun. Bu 

takdirde Fermat’ ın küçük teoremi gereği  

                                           )(mod1)( 12

1

22

1

paab p

pp

  

olur. Benzer Ģekilde pQb  için 12

1

pb

p

 olduğu da gösterilebilir. 
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2.8 Tanım. 5p  asal sayı ve pba,  olmak üzere  

baxxy 32  

eĢitliğini gerçekleyen tüm ),( yx  noktalarının kümesine eliptik eğri denir ve E ile 

gösterilir. Bu eğrinin diskriminantı )274(16)( 23 baE  dir (Silverman 1986). 

 

2.9 Uyarı 1. Yukarıdaki tanımdaki E eliptik eğrisine Weierstrass formu denir.  

2. E nin bir eliptik eğri olması için 0)(E , yani 0274 23 ba  olmalıdır. Bu Ģart 

baxx3  denkleminin katlı kökünün olmaması demektir. Aksi halde eğri singüler bir 

eğri belirtir, yani baxx3  polinomu katlı köke sahiptir. 

3. ),(O , sonsuzdaki ideal nokta olmak üzere eğri üzerindeki tüm ),( yx  rasyonel 

noktalarının 

   )( pE }{)}(mod:),{( 32 Opbaxxyyx pp  

kümesi (toplam iĢlemine göre) bir grup oluĢturur. Bu grubun mertebesi )(# pE  ile 

gösterilir ve  

p

baxx
pE

px
p

3

1)(#  

olarak tanımlanır. Örneğin, 7p  ve 4,2 ba  için 42: 32 xxyE  eliptik 

eğrisi üzerindeki rasyonel noktaların sayısı  

7

1

7

6

7

6

7

2

7

2

7

0

7

4
8

7

42
17)(#

3

7

7

xx
E

x
 

dır. Diğer yandan }4,2,1{7Q  olduğundan  

1
7

6
,1

7

4

7

2

7

1
 ve 0

7

0
 

dır. Dolayısıyla yukarıdaki eĢitlikten  

     10)(# 7E  

elde edilir (Eliptik eğriler ile ilgili daha fazla bilgi için Washington 2003 ve Silverman 

1986 kaynaklarına bakılabilir).    
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Teorem 2.4 de )(xf p  fonksiyonu için )(mod22)( 2

1

pxbxxf

p

p
p  olduğu 

gösterildi. ġimdi bu )(xf p  fonksiyonuna bağlı olarak eğri tanımlanabilir ve bu eğri ile 

ilgili bağıntılar elde edilebilir. )(xf p  fonksiyonu için eğri 

                 )(mod)(: 2 pxfyE pp        

olarak tanımlansın. Bu takdirde 

)(mod22: 2

1

2 pxbxyE

p

p
p  

olur. O sonsuzdaki ideal nokta olmak üzere (eliptik eğrilerdekine benzer Ģekilde) bu eğri 

üzerindeki rasyonel noktaların kümesi  

                    )( ppE }{)}(mod22:),{( 2

1

2 Opxbxyyx

p

p
pp                          

ile gösterilsin. Bu takdirde aĢağıdaki teoremler verilebilir. 

 

2.10 Teorem. pE  eğrisi için 

      # 1)( pE pp   

dir.  

Ġspat. Ġki hal söz konusudur.  

1. Hal:  pQb  olsun. Bu takdirde Teorem 2.7 gereği )(mod12

1

pb

p

 dir. Dolayısıyla 

verilen eğri 

)(mod22

)(mod22: 2

1

2

pxx

pxbxyE

p

p

p
p  

haline gelir. Diğer yandan Fermat’ ın küçük teoremi gereği )(mod pxx p  olduğundan 

yukarıdaki eĢitlikten 

                                                 )(mod4: 2 pxyEp                                        

elde edilir. 
224  olduğundan 4 bir kuadratik kalan, yani pQ4  dir. ġimdi pQx  

sabit bir nokta olsun. Bu takdirde belli bir 0t  için 2tx  (mod p) dir. Dolayısıyla 
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     2222 )2(2 tty  (mod p) ty 2  (mod p) 

elde edilir. Bu ise kongrüansın farklı iki çözümünün olması demektir. Dolayısıyla pE  

eğrisi üzerinde )2,( 2 tt  ve  )2,( 2 tpt  Ģeklinde iki rasyonel nokta vardır. Diğer yandan 

kuadratik kalanların sayısı 
2

1p
 olduğundan, pE  eğrisi üzerinde 1)

2

1
(2 p

p
 tane 

rasyonel nokta vardır. (0,0) daima pE  üzerindedir. Ġdeal noktanın da eklenmesiyle eğri 

üzerinde toplam 1p  tane rasyonel nokta olduğu görülür. pQx  için )(mod42 pxy  

kongrüansının çözümü olmadığından pE  eğrisi üzerinde rasyonel nokta yoktur.  

2. Hal.  pQb  olsun. Bu takdirde  12

1

pb

p

 )(mod p  ve )(mod pxx p  

olduğundan verilen eğri 

)(mod0

)(mod)11(2

)(mod)1(22

)(mod)1(22

)(mod22: 2

1

2

p

ppx

ppxx

ppxx

pxbxyE

p

p

p
p

 

haline gelir. )(mod02 py  kongrüansı, her px  elemanı için bir çözüme sahip 

olduğundan pE  eğrisi üzerinde )0,1(,),0,2(),0,1(),0,0( p rasyonel noktaları vardır. 

Ġdeal noktanın da eklenmesiyle pE de 1p  tane rasyonel noktanın olduğu görülür. 

 

pE  eğrisi üzerindeki ),( yx  rasyonel noktaların x ve y koordinatlarının toplamları 

için  

             )}(),(:{)( pppp
x
p EyxxE    

ve   

)}(),(:{)( pppp
y
p EyxyE    

kümeleri tanımlansın.  Bu kümedeki elemanların toplamları sırasıyla 

][

)(
x

p
x
pE   ve  

][

)(
y

p
y
pE    

ile gösterilsin. Bu takdirde aĢağıdaki teorem verilebilir. 
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2.11 Teorem. pE  eğrisi için 

     
][

)(
x

p
x
pE =

p

p

Qb
pp

Qb
pp

2

12
2

3

 

ve  

][

)(
y

p
y
pE =

p

p

Qb

Qb
pp

0

2

2

 

 

dir.  

Ġspat. }1,,2,1{ pU p , p  deki birimlerin kümesi olmak üzere bu kümedeki her 

bir elemanın karesi alınmak suretiyle ikici dereceden kalanların 

      

2

22

2

1
,,2,1

p
Qp   

kümesi elde edilir. pQ  deki bu elemanların toplamı  

     
pQx

pp
x

24

3

  

dür.  ġimdi pQb  olsun. Bu takdirde, Teorem 2.10 gereği pQx  için pE  eğrisi 

üzerinde )2,( 2 tt  ve  )2,( 2 tpt  gibi iki rasyonel nokta vardır. pQ  de 2/)1( p  tane 

eleman vardır ve bunların her birisi için eğri üzerinde iki rasyonel nokta elde edilir. O 

halde eğri üzerindeki rasyonel noktaların x  koordinatları toplamı  

                        
][

)(
x

p
x
pE =

pQx

pp
x

12
2

3

   

olur. pQb  için eğri üzerindeki rasyonel noktalar )0,1(,),0,2(),0,1(),0,0( p olup 

bu rasyonel noktaların x  koordinatları toplamı 

             
22

1 2 ppp
p  

olur.   
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Eğri üzerindeki rasyonel noktaların y koordinatları için pQb  olsun. Bu takdirde pQ  

deki her bir eleman için eğri üzerinde )2,( 2 tt  ve )2,( 2 tpt  rasyonel noktaları vardır. 

Bu noktaların y koordinatları toplamı p dir. pQ  de 
2

1p
 tane eleman olduğundan 

eğri üzerindeki tüm rasyonel noktaların y koordinatları toplamı  

                                                
][

)(
y

p
y
pE =

22

1 2 ppp
p    

olur. pQb  için, eğri üzerindeki rasyonel noktalar )0,1(,),0,2(),0,1(),0,0( p  olup 

bu noktaların y koordinatlarının toplamının 0 olduğu açıktır.  
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3. 0322 yxy  DIOPHANTĠNE DENKLEMĠ VE BU DENKLEME KARġI-

LIK GELEN EĞRĠ ÜZERĠNDEKĠ RASYONEL NOKTALAR 

 

 

Bu bölümde özel bir Diophantine denklemi ele alınacak ve bu denklemin tamsayı 

çözümleri  de ve 5p  asalı için sonlu p  cisimlerinde ele alınacaktır. Daha sonra 

ise denklemin köklerine bağlı olarak bir eğri tanımlanacak ve bu eğri üzerindeki 

rasyonel noktaların sayısı 5p  asalı için sonlu p  cisimlerinde belirlenmeye 

çalıĢılacaktır. Son olarak bu eğri üzerindeki ),( yx  rasyonel noktalarının x  ve y  

koordinatları toplamları ile ilgili sonuç verilecektir. Bu bölümde elde edilen tüm 

sonuçlar Tekcan, Özkoç ve Alkan 2009 dan alınmıĢtır.  

 

 3.1 0322 yxy  Diophantine Denklemi 

  

Bu kısımda  

:D 0322 yxy   

Diophantine denkleminin çözümleri tamsayılar kümesinde ve 5p  asalı için sonlu p  

cisminde ele alınacaktır.  

 

3.1.1 Teorem. D Diophantine denkleminin tamsayılarda dört tane çözümü vardır.  

Ġspat.  Verilen Diophantine denklemi  

 0322 yxy  3)2( xyy  

haline getirilirse bu denklem için aĢağıdaki durumlar söz konusudur:  

y            xy 2  

1                 3 

3                 1 

-1               -3 

-3                -1 

Buradan ).( yx = )3,1( , )1,1(  tamsayı çözümleri elde edilir. O halde denklemin dört 

tane tamsayı çözümü vardır.  
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ġimdi verilen Diophantine denkleminin tamsayı çözümleri 5p  asalı için sonlu p  

cisimlerinde ele alınsın. Eğer verilen Diophantine denklemi p  de düĢünülürse 

                                                :pD 0322 yxy )(mod p      

Diophantine denklemi ele edilmiĢ olur. Bu denklemin tamsayı çözümlerinin kümesi  

 

                        )}(mod032:),{()( 2 pyxyyxD pppp         

ile gösterilirse  aĢağıdaki teorem verilebilir. 

                       

3.1.2 Teorem. pD  Diophantine denklemi için  

                          # 1)( pD pp   

dir.  

Ġspat. 
p

x
 Legendre sembolü olmak üzere 

                     
)12(mod11,51

)12(mod7,113

p

p

p
            

ve    

                    
)12(mod7,51

)12(mod11,113

p

p

p
     

olduğu bilinmektedir. Verilen Diophantine denklemi y ye göre çözülmek istenirse 

verilen her bir px  için denklemin diskriminantı  

                                    )3(4)3(4)2( 22 xx )(mod p       

olur. Dolayısıyla denklemin kökleri 

                               3
2

322 2
2

2,1 xx
xx

y )(mod p         

olarak elde edilir. Burada iki hal söz konusudur:  

1.Hal. 7,1p )12(mod  olsun. Bu takdirde 1
3

p
 dir. Bu ise 32x )(mod p  kon-

grüansının 21, xx  gibi iki tane tamsayı çözümünün olması demektir. 
1x  ve

2x  nin bu de-
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ğerleri için farklı iki
1y  ve 

2y  değerleri elde edilir. Dolayısıyla denkleminin ),( 11 yx  ve 

),( 22 yx  gibi iki tamsayı çözümü vardır. Burada yine iki durum söz konusudur: 

i) 1p )12(mod  olsun. Bu takdirde 0x  ise )(mod032 py kuadratik kongrüansı 

için 1
3

p
 olduğundan bu kongrüansın 3y ve

4y  gibi iki çözümü vardır. Dolayısıyla 

denkleminin ),0( 3y  ve ),0( 4y  gibi iki tamsayı çözümü vardır. x lerin bu değerleri p  

den çıkartılarak },,0{ 21 xxH pp  kümesi dikkate alınsın. Bu takdirde # pH 3p  

dür. Üstelik pH  de )(mod3 22 ptx  kuadratik kongrüansının çözümü olacak Ģekilde 

2

5p
 tane x  vardır ve bunların her birisi için denklemin )(mod2,1 ptxy gibi iki çö-

zümü vardır. Bu ise pH deki her bir x değeri için denkleminin 5
2

5
2 p

p
 tane 

tamsayı çözümünün olması demektir. Yukarıda bu denklemin ),,( 11 yx ),( 22 yx , ),0( 3y  

ve ),0( 4y  gibi dört tane daha çözümünün olduğu gösterilmiĢti. O halde denklemin top-

lam 145 pp  tane tamsayı çözümü vardır. 

ii) )12(mod7p  olsun. Bu takdirde 1
3

p
 dir. Eğer 0x  ise )(mod032 py   

kuadratik kongrüansının çözümü yoktur. Bu ise denkleminin ),0( y  gibi bir tamsayı çö-

zümünün olmaması demektir. Yukarıda elde edilen 21, xx  değerleri p  den çıkartılarak 

},{ 21 xxG pp  kümesi oluĢturulsun. Bu takdirde # pG 2p  olduğu açıktır. Üste-

lik pG  de )(mod3 22 ptx  kongrüansının çözümü olacak Ģekilde  
2

3p
  tane x e-

lemanı vardır ve bunların her birisi için )(mod2,1 ptxy  çözümleri elde edilir. Do-

layısıyla her bir pGx  için denklemin 3
2

3
2 p

p
 tane tamsayı çözümü vardır. 

),( 11 yx  ve ),( 22 yx  de birer çözümü olduğundan denkleminin toplam 123 pp  

tane tamsayı çözümü vardır. 

2. Hal. )12(mod11,5p olsun. 1
3

p
olduğundan 32x )(mod p  kuadratik kon-

grüansının çözümü yoktur. Burada yine iki durum söz konusudur. 
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i) )12(mod5p  ise 1
3

p
 olduğundan 0x  için )(mod032 py  kongrüansı-

nın çözümü yoktur. x in bu değeri p  den çıkartılırsa }0{PPS  kümesi elde edilir. 

Bu takdirde )(mod3 22 ptx kongrüansının çözümü olacak Ģekilde pS  de 
2

1p
 tane 

x değeri vardır ve x in bu değerleri için )(mod2,1 ptxy  çözümleri elde edilir. ġu 

halde pS  deki her bir x değeri için iki çözüm olduğundan denklemin 1
2

1
2 p

p
 

tane çözümü vardır.  

ii) )12(mod11p  ise 1
3

p
 dir. 0x  ise )(mod032 py  kongrüansının

1y  ve
2y  

gibi iki tamsayı çözümü vardır. Bu ise verilen denklemin ),0( 1y  ve ),0( 2y  gibi iki 

tamsayı çözümünün olması demektir. x in bu değeri yine p  den çıkartılırsa 

}0{ppL  kümesi elde edilir. Üstelik bu kümede )(mod3 22 ptx  

kongrüansının çözümü olacak Ģekilde 
2

3p
 tane x  değeri vardır ve x in bu değerleri 

için )(mod2,1 ptxy  çözümleri elde edilir. Dolayısıyla denklemin 3
2

3
2 p

p
 

tane tamsayı çözümü vardır. ),0( 1y  ve ),0( 2y  de birer çözüm olduğundan denklemin 

toplam 123 pp  tane tamsayı çözümü vardır. 

 

3.1.3 Örnek. p 13, 17, 19 ve 23 asalları için pD  Diophantine denkleminin tamsayı 

çözümlerinin kümesi sırasıyla aĢağıdaki gibidir: 

)10,12(),1,12(),5,10(),2,10(),7,7(),6,6(

),11,3(),8,3(),12,1(),3,1(),9,0(),4,0(
)( 1313D  

            
)14,16(),1,16(),7,13(),2,13(),11,10(),9,10(),13,9(

),5,9(),12,8(),4,8(),8,7(),6,7(),15,4(),10,4(),16,1(),3,1(
)( 1717D  

       
)16,18(),1,18(),9,17(),6,17(),15,15(),17,14(),11,14(),14,13(

),12,13(),7,6(),5,6(),8,5(),2,5(),4,4(),13,2(),10,2(),18,1(),3,1(
)( 1919D         
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)20,22(),1,22(),11,20(),6,20(),21,17(

),13,17(),5,16(),4,16(),15,12(),9,12(),14,11(),8,11(),19,7(

),18,7(),10,6(),2,6(),17,3(),12,3(),22,1(),3,1(),16,0(),7,0(

)( 2323D  

 

3.2 p  de Tanımlı Eğri Üzerindeki Rasyonel Noktalar 

 

Bu bölümde bir önceki bölümde ele alınan pD  Diophantine denkleminin köklerine bağlı 

olarak bir polinom fonksiyon tanımlanacak ve bu fonksiyonun özellikleri verilecektir. 

Daha sonra bu polinoma bağlı olarak tanımlanacak olan eğri üzerindeki rasyonel 

noktaların sayıları, p  cisminde belirlenecek ve son olarak elde edilen bu rasyonel 

noktaların x ve y koordinatları toplamları ile ilgili sonuç verilecektir. 

pD Diophantine denkleminin köklerinin
1y 32xx  ve 

2y 32xx  Ģeklinde 

olduğu hatırlanırsa, bu kökler yardımıyla 1n  tamsayısı için  

                                                         
nn

n yyxP 21)(                           

fonksiyonu tanımlansın. Bu takdirde aĢağıdaki teorem verilebilir.  

 

3.2.1 Teorem. )(xPn  fonksiyonu, tamsayılar halkasında bir polinom fonksiyondur. Yani 

her 1n  tamsayısı için xxPn )(  dir.  

Ġspat.  n  çift tamsayı olsun. Bu takdirde Binom formülü gereği 

   

nn

nnn

nn

nnn

kkn
n

k

kkn
n

k

nn
n

x
n

n
xx

n

n

xx
n

xx
n

x
n

x
n

n
xx

n

n

xx
n

xx
n

x
n

xx
k

n
xx

k

n

xxxxxP

)3()3(
1

)3(
2

)3(
10

)3()3(
1

)3(
2

)3(
10

)3()()3()(

)3()3()(

2121

222121

2121

222121

2

0

2

0

22




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2

0

22

2

0

222

2222

)3(
2

2

)3(
2

2

)3()3(
20

2

n

i

iin

n

i

iin

nnn

xx
i

n

xx
i

n

x
n

n
xx

n
x

n


 

elde edilir. Benzer iĢlemler n nin tek olması halinde de yapılırsa  

2

1

0

22 )3(
2

2)(

n

i

iin
n xx

i

n
xP  

olduğu görülür. O halde xxPn )(  dir.  

 

Yukarıdaki teoremden aĢağıdaki sonuç verilebilir. 

 

3.2.2 Sonuç. )(xPn  polinomu baĢ katsayısı n2 olan n. dereceden bir polinom 

fonksiyondur ve 1n  için 
2

n
 terime sahiptir. 

 

ġimdi bu polinom fonksiyon yardımıyla tanımlanacak olan eğri ile ilgili cebirsel 

özellikler ele alınabilir. 5p  asalı için, bu polinom fonksiyonu yardımıyla eğri  

                                           )(mod)(: 2 pxPyE pp                                                 

olarak tanımlansın. Bu eğri üzerindeki rasyonel noktaların kümesi  

)}(mod)(:),{()( 2 pxPyyxE ppppp  

ile gösterilirse aĢağıdaki teorem verilebilir.  

 

3.2.3 Teorem. pE  eğrisi için  

                                                     # pE pp )(   

dir.  
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Ġspat. Fermat ın küçük teoreminden )(mod11 pa p  olduğu bilinmektedir. Diğer 

yandan 

                                       
)8(mod5,31

)8(mod7,112

p

p

p
                                           

dir. Teorem 3.2.1 e göre )(xPn  polinom fonksiyonunun açık hali   

                          xcxcxcxcxcxP pp
ppp

p 1
3

1
4

6
2

42)(   

dir. Üstelik Sonuç 3.2.2 gereği pc 22  olup 1164 ,,,, pp cccc  katsayıları p çarpanı 

bulundurduklarından bu katsayılar mod p de sıfıra denk olurlar, yani  

          1164 ,,,, pp cccc  )(mod0 p   

dır. )(mod222 pc p  ve )(mod pxx p  olduğu dikkate alınırsa yukarıdaki eĢitlik  

 )(mod2)(: 2 pxxPyE pp       

haline gelir. Burada iki hal söz konusudur:  

1.Hal. )8(mod7,1p  olsun. Bu takdirde 1
2

p
 dir. Buna göre;  

i) 1
p

x
 ise 111

22

p

x

pp

x
 olduğundan 2x bir ikinci dereceden kalan, 

yani 2x pQ  dir. ġimdi pt olmak üzere 22 tx olsun. Buradan  

)(mod)(mod)(mod2 222 ptyptypxy  

olur. Bu )(mod22 pxy  kongrüansının t ve tp  gibi iki çözümünün olması demektir. 

O halde her bir pQx  için eğri üzerinde iki rasyonel nokta vardır. #
2

1p
Qp  

olduğundan eğri üzerinde 1
2

1
2 p

p
 tane rasyonel nokta vardır. (0, 0) da eğri 

üzerinde olduğundan eğri üzerinde toplam p tane rasyonel nokta vardır, yani 

# pE pp )(  dir.  
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ii) 1
p

x
 ise 1

2

p

x
 olduğundan 2, ikinci dereceden kalan değildir, yani 2x pQ  

dir. Dolayısıyla )(mod22 pxy  kongrüansının çözümü olmadığından pE  eğrisi 

üzerinde rasyonel nokta yoktur.  

2.Hal. )8(mod5,3p  olsun. Bu takdirde 1
2

p
 dir. Buna göre  

i) 1
p

x
 ise 1

2

p

x
 olduğundan )(mod22 pxy  kongrüansının çözümü yoktur. 

Bu ise eğri üzerinde rasyonel noktanın olmaması demektir.  

ii) 1
p

x
 ise 1

2

p

x
 olduğundan yukarıdaki durumdan dolayı eğri üzerinde 

toplam p tane rasyonel nokta vardır. 

 

3.2.4 Örnek. 17p  ve 19p  asalları için pE  üzerindeki rasyonel noktaların kümesi 

sırasıyla        

           
)7,16(),8,15(

),3,13(),1,9(),4,8(),5,4(),2,2(),6,1(),0,0(
)( 17pE  

)6,18(),7,15(),3,14(

),8,13(),9,12(),1,10(),4,8(),5,3(),2,2(),0,0(
)( 19pE  

dır.  

 

ġimdi  eğri üzerindeki rasyonel noktaların x ve y koordinatları toplamları ele 

alınabilir. Bunun için  

       )}(),(:{)( pppp
x

p EyxxE  ve )}(),(:{)( pppp
y

p EyxyE   

kümeleri tanımlansın ve bu kümelerdeki elemanların toplamları  

][

)(
x

p
x
pE   ve  

][

)(
y

p
y
pE  

ile gösterilsin. Bu takdirde aĢağıdaki teorem verilebilir.  
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3.2.5 Teorem. pE üzerindeki rasyonel noktaların x ve y koordinatları toplamları için  

)8(mod5,31112

)8(mod7,1

12

1
)(

23

3

][ pppp

ppp
E

x
p

x
p  

ve                

                       

p

p

p

p

y
p

y
p

Qxppp

Qxp

Qxp

Qxppp

E

),8(mod5,3

),8(mod5,30

),8(mod7,10

),8(mod7,1

2

1
)(

2

2

][

 

dir.  

Ġspat: }1,,2,1{ pU p   birimlerin kümesi için  

2

2 pp
x

pUx

 

dır. Bu kümedeki her bir elemanın karelerinin alınmasıyla ikinci dereceden kalanların 

kümesi yani pQ  kümesi elde edilmiĢ olur. Bir önceki bölümde, pQ  deki elemanların 

toplamının  

                        

pQx

x =
24

3 pp
    

olduğu gösterilmiĢti. ġimdi )8(mod7,1p  olsun. Bu takdirde bir önceki teorem gereği 

her bir pQx  için x2  bir ikinci dereceden kalan olup eğri üzerinde ),( tx  ve ),( tpx  

gibi iki tane rasyonel nokta vardır. Bu rasyonel noktaların x koordinatlarının toplamı 

x2  dir. Dolayısıyla eğri üzerindeki tüm ),( yx  rasyonel noktaların x koordinatlarının 

toplamı 

               
][

)(
x

p
x
pE =

12
2

3 pp
x

pQx

 

dır. )8(mod5,3p  için her bir )( pp QUx  için x2  bir ikinci dereceden kalan olup 

bu x ler için eğri üzerinde ),( tx  ve ),( tpx  rasyonel noktaları vardır ve bu rasyonel 

noktaların x koordinatları toplamı 2x dir. Dolayısıyla eğri üzerindeki tüm rasyonel 

noktaların x koordinatları toplamı 
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][

)(
x

p
x
pE =2

12

1112 23 ppp
xx

pp QxUx

 

olur. 

Noktaların y koordinatları toplamı için )8(mod7,1p  ve pQx ise x2  ikinci 

dereceden bir kalan olup )(mod22 pxy kongrüansının t ve tp  gibi iki çözümü 

vardır. Dolayısıyla eğri üzerinde iki rasyonel nokta olup bu rasyonel noktaların 

y koordinatları toplamı p dir. 2/)1(# pQp  olduğundan y lerin 

toplamı
2

2 pp
dir. pQx  için pQx2  olduğundan )(mod22 pxy  kongrüansının 

çözümü yoktur. Dolayısıyla eğri üzerinde rasyonel nokta olmadığından bu toplam 0 dır. 

)8(mod5,3p  ve pQx  için pQx2  olduğundan )(mod22 pxy  kongrüansının 

çözümü yoktur. Dolayısıyla eğri üzerinde rasyonel nokta olmadığından bu toplam 0 dır. 

pQx  ise x2  bir ikinci dereceden kalan olup )(mod22 pxy  kongrüansının t ve 

tp  gibi iki çözümü vardır. Bu ise eğri üzerinde iki rasyonel nokta olması demektir. 

Bu rasyonel noktaların y koordinatları toplamı p olup eğri üzerindeki tüm rasyonel 

noktaların y koordinatlarının toplamı 
22

1 2 ppp
p   olur.  
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4. KUADRATĠK ĠDEALLER VE ĠNDEFĠNĠTE KUADRATĠK FORMLAR 

 

 

Bu bölümde kuadratik idealler ve indefinite kuadratik formlar ele alınacak bu iki 

kavram arasındaki iliĢki verilecektir. Ayrıca bu bölümde iki farklı kuadratik ideal ele 

alınıp bu ideallerin özellikleri verildikten sonra bu ideallerin çarpımları ele alınacaktır. 

Bu bölümde son olarak bu ideallere karĢılık gelen indefinite kuadratik formlar ele 

alınacak ve bu formların bazı cebirsel özellikleri verilecektir.  

 

Mollin 2006, Quadratics isimli kitabında geniĢ bir Ģekilde kuadratik idealleri ele almıĢ-

tır. 1D  pozitif tam kare olmayan bir tamsayı olmak üzere r sayısı, )4(mod1D  iken 

2r , diğer hallerinde 1r  olarak tanımlansın. Bu takdirde )(K , 
2

4

r

D
 de-

terminantlı bir kuadratik sayı cismidir. Bu sayı cisminin tamsayılar halkası O  ile gös-

terilirse 

                                                   },|{ yxyxO  

olur. Bu takdirde her bir Ow elemanı yx,  ve O,  olmak üzere 

                                                            yxw  

Ģeklinde yazılabilir. Buradaki ,  ikilisine K için bir tam baz denir ve ],[I  ile 

gösterilir. cba ,,  ve Ow elemanı için ],[ cwbaI  olarak tanımlanırsa 

aĢağıdaki teorem verilebilir.  

 

4.1 Teorem (Mollin 2006). ],[ cwbaI  bir idealdir c |b , c|a  ve ac| N( cwb ) 

dir.  

 

GiriĢ bölümünde kuadratik irrasyonellerden ve kuadratik ideallerden bahsedilmiĢti. Ha-

tırlanacağı üzere izi t  ve normu n  olan bir  irrasyoneli verildiğinde 

Q | ))(( PP  özelliğinde öyle P ve Q tamsayıları vardır ki )(
Q

P
 bir 

kuadratik irrasyonel olup bu kuadratik irrasyonele bir I  ideali ve nt 42  determi-

nantlı bir F  indefinite kuadratik formu karĢılık gelir.  
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4.1 Kuadratik Ġdealler ve Bu Ġdeallerin Çarpımı 

 

Bu bölümde iki özel kuadratik ideal ele alınacak ve bu ideallerin bazı özellikleri 

verildikten sonra bu iki idealin çarpımı elde edilecektir. 2k  tamsayı olmak üzere 

                     ]11,[ 2
1 kkkkI   ve ]1,1[ 2

2 kkkkI                   

idealleri ele alınsın. Bu takdirde aĢağıdaki sonuçlar verilebilir ki bunlar Tekcan, Özkoç 

ve Alkan 2010 dan alınmıĢtır.   

 

4.1.1 Teorem.  1I  ve 2I  idealleri için 

i) 1I  ideali her 2k  tamsayısı için indirgenebilirdir. 

ii)  1I   ideali ambiguoustur 2k  dir.  

iii) 1t  tamsayısı için 13tk  formunda ise 1  kuadratik irrasyonelinin sürekli 

kesirli açılımı ]2,1,1,26,1,1[1 tt  Ģeklinde olup 1I  in devri 

             ]3993,13[ 20
1 ttttI ~ ]3991,23[ 21

1 tttI ~  

]39913,1[ 22
1 tttI ~ ]39913,23[ 23

1 ttttI ~ 

]3991,13[ 24
1 tttI ~ ]3993,3[ 25

1 tttI  

dir.  

iv) 2I  ideali her 2k  tamsayısı için indirgenebilirdir. 

v)  2I  ideali her 2k  tamsayısı için ambiguous değildir.  

vi) 1t  tamsayısı için 13tk  formunda ise 2  kuadratik irrasyonelinin sürekli 

kesirli açılımı ]26,1,1,2,1,1[2 tt  Ģeklinde olup 2I  nin devri  

]39913,23[ 20
2 ttttI ~ ]3991,13[ 21

2 tttI ~  

]3993,3[ 22
2 tttI ~ ]3993,13[ 23

2 ttttI ~ 

]3991,23[ 24
2 tttI ~ ]39913,1[ 25

2 tttI  

dir.  

 



 40 

Ġspat. i)  2k  olduğundan 112 kk  olup buradan  

112 kk    )1(2)1(1 222 kkkkkk  

                       11
2

1
2
1 2 QPPQD  

                 11 QDP  

elde edilir. Diğer yandan  

                   131 22 kkk   1)1( 22 kkk   01 DP   

ve  

         1144 22 kkkk    1)1(2)1( 222 kkkkkk  

                                                    DQPQP 11
2
1

2
1 2 11 QDP  

dir. O halde  

                    11 QDP   ve 011 DPQ   

olduğundan 1I  indirgenebilirdir.  

ii) 1I  idealinin ambiguous olması için gerek ve yeter Ģart tanımdan dolayı 
1

12

Q

P
 in 

tamsayı olmasıdır. O halde 2
2

2
222

1

1 k
kk

k

Q

P
 dir. 

iii) 1t  tamsayısı için 13tk  olsun. Bu takdirde aĢağıdaki tablo elde edilir:  

 

                                           Tablo 4.1.1 1I  idealinin devri 

 

 

 

 

 

          

Bu tabloya göre 1  in sürekli kesirli açılımı ]2,1,1,26,1,1[1 tt  ve 1I  idealinin 

devri 

]3993,13[ 20
1 ttttI ~ ]3991,23[ 21

1 tttI ~  

]39913,1[ 22
1 tttI ~ ]39913,23[ 23

1 ttttI ~ 

i  0 1 2 3 4 5 

iP  3t 1 13t  13t  1 3t 

iQ  13t  23t  1 23t  13t  3 

im  1 1 26t  1 1 2t 
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]3991,13[ 24
1 tttI ~ ]3993,3[ 25

1 tttI  

Ģeklindedir.  

iv) 2k  olduğundan 02 kk  olup buradan 112 kk  olur. Buradan 

122221 222 kkkkkk     )1(2)1(1 222 kkkkkk  

                                                              22
2

2
2
2 2 QPPQD  

                                                               22 QDP  

elde edilir. Diğer yandan  

                                 01 2
2

2
22 DPDPkkk   

ve  

       033 2 kk     12212 2222 kkkkkkk  

                           1)1(2)1( 222 kkkkkk  

                           DQPQP 22
2
2

2
2 2  

                                                    22 QDP  

olduğundan 22 QDP  ve 022 DPQ  olur. O halde 2I  indirgenebilirdir.  

v) 
1

2
2

1

22

2

2

kk

k

Q

P
 hiçbir zaman tamsayı olmadığından 2I  ambiguous değildir.  

vi) 1t  tamsayısı için 13tk  olsun. Bu takdirde aĢağıdaki tablo elde edilir:  

                                                

                                          Tablo 4.1.2 2I  idealinin devri 

 

                                                  

Bu tabloya göre ]26,1,1,2,1,1[2 tt  olup 2I  nin devri  

]39913,23[ 20
2 ttttI ~ ]3991,13[ 21

2 tttI ~  

]3993,3[ 22
2 tttI ~ ]3993,13[ 23

2 ttttI ~ 

i  0 1 2 3 4 5 

iP  13t  1 3t  3t 1 13t  

iQ  23t  13t  3 13t  23t  1 

im  1 1 2t 1 1 26t  



 42 

]3991,23[ 24
2 tttI ~ ]39913,1[ 25

2 tttI  

dir.  

 

4.1.2 Sonuç. 2
1I  ve 5

1I , 1I  idealinin devrinde, 2
2I  ve 5

2I  ise 2I  idealinin devrindeki am-

biguous ideallerdir.  

 

ġimdi yukarıda ele alınan 1I  ve 2I  ideallerinin çarpımları ele alınabilir.  

 

4.1.3 Teorem. 1I  ve 2I   ideallerinin çarpımı 

]11,[ 222 kkkkkkI                              

idealidir.  

Ġspat.  GiriĢ bölümünde verilen iki idealinin çarpımı tanımlanmıĢtı. Bu tanıma göre 1I  

ve 2I  idealleri için  

1)12,1,( kkkobebS    ve   kk
S

QQ
Q 2

2

21   

dır. O halde  

))(2(mod)12(
2

)1(

))(2(mod)1(
2

))(()1)(1(

)2(mod)(
2

1

2222

222

212112

kkk
W

VkkU

kkkkkk
W

kkVkkU

QDPP
W

PVQPUQ
S

P

 

olur. Burada U, V ve W  lar  

1)12(
2

)()1( k
W

kVkU   

denklemini gerçekleyen tamsayılar olup bu denklemin çözümü )0,,1(),,( kkWVU  

dır. O halde yukarıdaki eĢitlik  

1))2((mod1 222 kkkkkkP  

olur. Dolayısıyla 1I  ve 2I   ideallerinin çarpımı ]11,[ 222 kkkkkkI  dır. 
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4.1.4 Örnek. 5t  için  

]10,1,1,32,1,1[
16

27315
1  

olup ]27315,16[1I  idealinin devri  

]27315,16[0
1I ~ ]2731,17[1

1I ~ ]27316,1[2
1I ~ 

]27316,17[3
1I ~ ]2731,16[4

1I ~ ]27315,3[5
1I  

dir. Benzer Ģekilde  

]32,1,1,10,1,1[
17

27316
2   

olup ]27316,17[2I  idealinin devri  

]27316,17[0
2I ~ ]2731,16[1

2I ~ ]27315,3[2
2I ~ 

]27315,16[3
2I ~ ]2731,17[4

2I ~ ]27316,1[5
2I  

dir.  Üstelik 1I  ve 2I  ideallerinin çarpımı ]273271,272[I  idealidir.  

 

4.1.5 Teorem. I çarpım ideali her 2k  tamsayısı için indirgenemezdir ve ambiguous 

değildir.  

Ġspat. 2k  olduğundan   

0322 234 kkkk   

dır. Buradan  

    11220322 2234234 kkkkkkkkkk  

                                                         11 22 kkkk  

                                                         DP  

          0DP  

elde edilir ki bu indirgenebilirlik tanımı ile çeliĢir. O halde I indirgenemezdir. Diğer 

yandan  

kkkk

kk

Q

P
22

2 2
2

)1(22
  

olduğundan I  ambiguous değildir.  
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4.2 Ġndefinite Kuadratik Formlar 

 

Bu bölümde bir önceki bölümde ele alınan kuadratik ideallere karĢılık gelen indefinite 

formlar ele alınacak ve bu formların bazı özellikleri verilecektir. GiriĢ bölümünde 

kuadratik irrasyoneller, kuadratik idealler ve indefinite formlar arasındaki iliĢki 

verilmiĢti. Bu iliĢkiye göre 
Q

DP
 kuadratik irrasyoneli için ],[ DPQI  

bir kuadratik ideal ve ),2,(
2

Q

DP
PQF  da D4  determinantlı bir indefinite 

formdur. Dolayısıyla ]11,[ 2
1 kkkkI  ve ]1,1[ 2

2 kkkkI  

ideallerine karĢılık gelen indefinite formlar sırasıyla  

   )3,22,(
1

kkF
I

 ve )1,2,1(
2

kkF
I

                        

dır. Bu takdirde aĢağıdaki teorem verilebilir.  

 

4.2.1 Teorem. 
1I

F ve 
2IF  indefinite formları için  

i) Her 2k  tamsayısı için 
1I

F  indirgenebilir ve ambiguoustur.  

ii) 1t  tamsayısı için 13tk  ise 
1I

F  in devri  

 )3,6,13(0
1

ttF
I

~ )13,6,3(1
1

ttF
I

 ~ )23,2,13(2
1

ttF
I

~ 

           )1,26,23(3
1

ttF
I

~ )23,26,1(4
1

ttF
I

~ )13,2,23(5
1

ttF
I

 

dir. 

iii) Her 2k  tamsayısı için 
2IF  indirgenebilir ve ambiguoustur. 

iv) 1t  tamsayısı için 13tk  ise 
2IF nin devri  

     )1,26,23(0
2

ttF
I

~ )23,26,1(1
2

ttF
I

~ )13,2,23(2
2

ttF
I

~ 

     )3,6,13(3
2

ttF
I

~ )13,6,3(4
2

ttF
I

~ )23,2,13(5
2

ttF
I

 

dir.  

Ġspat. i)  0k  olduğundan  

4844444844 22 kkkkkk  
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1

2 22444

b

kkk
 

dır. Üstelik 2k  olduğundan 044k  dır. Buradan 

kkkkkkk 24444444044 222
 

olur, yani 02444 2 kkk  dir. Diğer yandan 053k  olduğunda  

4420120)53(4 2 kkkk  

                          4442016 22 kkk  

                          11 2 ab  

olur. Buradan 112 ba  elde edilir. O halde 
1I

F  indirgenebilirdir.  

];;;[ vuqpg  elemanı ve )3,22,(
1

kkF
I

 indefinite formu için  

          kqpqkkp 22 3)22(  

   226)22()22(2 kqvuqkpvkkpu  

                    33)22( 22 vuvkku  

denklem sisteminin bir çözümü, 1,0,0,1 vuqp  dir. 1det g  olduğundan 

1I
F  kendisine has olmayan denk ve böylece ambiguoustur.  

ii) 1t  tamsayısı için 13tk  ise 
1I

F formu için aĢağıdaki tablo elde edilir: 

                                            Tablo 4.2.1 
1I

F  formunun devri 

i  0 1 2 3 4 5 

i  13t  3 13t  23t  1 23t  

ib  6t 6t 2 26t  26t  2 

ic  3  13t  23t  1  23t  13t  

is  2t 1 1 26t  1 1 

                                                   

 

Bu tabloya göre 
1I

F  indefinite formunun devri 

)3,6,13(0
1

ttF
I

~ )13,6,3(1
1

ttF
I

 ~ )23,2,13(2
1

ttF
I

~ 
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       )1,26,23(3
1

ttF
I

~ )23,26,1(4
1

ttF
I

~ )13,2,23(5
1

ttF
I

 

dir. 

iii) i) dekine benzer Ģekilde gösterilebilir.  

iv) 1t  tamsayısı için 13tk  ise 
2IF formu için aĢağıdaki tablo elde edilir: 

                                           Tablo 4.2.2  
2IF  formunun devri 

i  0 1 2 3 4 5 

i  23t  1 23t  13t  3 13t  

ib  26t  26t  2 t6  t6  2 

ic  1  23t  13t  3  13t  23t  

is  26t  1 1 t2  1 1 

 

 

Bu tabloya göre 
2IF  nin devri  

     )1,26,23(0
2

ttF
I

~ )23,26,1(1
2

ttF
I

~ )13,2,23(2
2

ttF
I

~ 

     )3,6,13(3
2

ttF
I

~ )13,6,3(4
2

ttF
I

~ )23,2,13(5
2

ttF
I

 

dir.  

 

4.2.2 Örnek.  5t  olsun. Bu takdirde 16k  olup )3,30,16(
1I

F formunun devri  

  )3,30,16(0
1I

F ~ )16,30,3(1
1I

F ~ )17,2,16(2
1I

F ~ 

             )1,32,17(3
1I

F ~ )17,32,1(4
1I

F ~ )16,2,17(5
1I

F  

ve )1,32,17(
2I

F  formunun devri ise 

     )1,32,17(0
2I

F ~ )17,32,1(1
2I

F ~ )16,2,17(2
2I

F ~ 

     )3,30,16(3
2I

F ~ )16,30,3(4
2I

F ~ )17,2,16(5
2I

F  

dir.  

 

4.2.3 Sonuç. Eğer 1t  tamsayısı için 13tk  ise 
1I

F ve 
2IF indefinite formlarının 

devrindeki tüm formlar ambiguoustur.  
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]11,[ 222 kkkkkkI  çarpım idealine karĢılık gelen indefinite form 

                                )3,222,( 222 kkkkkkFI                                    

olup bu form ile ilgili aĢağıdaki teorem verilebilir.  

 

4.2.4 Teorem. IF  indefinite formu indirgenemez, fakat ambiguoustur.  

Ġspat. 2k  olduğundan 0322 23 kkk  dır. Buradan  

0)322(4 23 kkkk   444)444(12884 22234 kkkkkkkk  

                                             44448484 2234 kkkkkk  

                                             444)1(4 222 kkkk  

                                             444)1(2 22 kkkk  

                                             b  

elde edilir. O halde 
IF  indirgenebilir değildir.  

];;;[ vuqpg  dönüĢümü için  

3)3()1(2)(

222)3(2))(1(2)(2

)3()1(2)(

222222

2222

222222

kkvkkuvkkukk

kkqvkkuqpvkkpukk

kkqkkpqkkpkk

 

sisteminin bir çözümü 4,2,3 uqp  ve 3v  dür. 1det g  olduğundan 
IF  

kendisine has olmayan denk ve böylece ambiguoustur.  
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5. ÖZEL TAMSAYI DĠZĠSĠ VE PELL DENKLEMĠ 

 

Tamsayı dizileri sayılar teorisinde çok eski bir konu olup hala da günümüzde 

geçerliliğini koruyan bir konudur. En çok bilinen tamsayı dizisi, meĢhur Fibonacci 

tamsayı dizisidir ki bu dizi ilk kez bir Ġtalyan matematikçi olan Leonardo Fibonacci, 

(1170-1250) tarafından ele alınmıĢtır. Aslında bu sayı dizisi 6. yüzyıldan itibaren Hintli 

matematikçiler tarafından bilinmesine rağmen Avrupa’ da 13. yüzyılda Fibonacci 

tarafından ele alınmıĢtır. Bu sayı dizisi, 1,0 10 FF  ve tüm 2n  için  

             21 nnn FFF   

indirgeme bağıntısı ile verilen bir sayı dizidir, yani dizinin terimi kendisinden önce ge-

len ilk iki terimin toplamı olarak tanımlanmaktadır. Buna göre dizinin ilk birkaç terimi 

                 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377 , 610, 987, 1597, ∙∙∙ 

Ģeklindedir. Bu sayı dizisinin karakteristik denklemi 012 xx  olup bu denklemin 

kökleri  

    
2

51
   ve  

2

51
 

dir. Bu köklerden  olanı, altın orana karĢılık gelmektedir ve yaklaĢık değeri 1,618 dir. 

Üstelik 2n  için 
1

lim
n

n

n F

F
 dır. Fibonacci sayıları Binet formülü olarak ta bilinen  

        
nn

nF   

formülü ile verilebilir. Fibonacci sayıları ile ilgili yüzlerce bağıntı bulunmakta olup bu 

bağıntılardan bazıları aĢağıdaki gibidir: 

n

n

i
i

i

n

n

i
i

n

n

i
i

n

n

i
i

nn

n

i
i

FF
i

n

FF
i

n

FF

FF

FFF

3
0

2
0

2
1

12

12
1

2

1
1

2

1

1
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Ayrıca dizinin terimleri arasında 

                       

n
n

n

nnn

nnn

nmmnmn

nnn

nnnn

nnnnn

nnnn

nnnn

nnn

nnnnnnnnn

FF

FFF

FFF

FFFFF

FFF

FFFF

FFFFF

FFFF

FFFF

FFF

FFFFFFFFF

1

321212

42222

11

12
2

1
2

2
21

2
1

32
2

2
2

1
2

3
2

1
2

2

3
1

33
13

22
112

111
2

1
2

12

)1(

3

3

4

23

)2()(

 

Ģeklinde indirgeme bağıntıları vardır. Diğer önemli bir tamsayı dizisi Lucas tamsayı 

dizisi olup bu dizi de ilk olarak bir Fransız matematikçi olan François Édouard Anatole 

Lucas (1842–1891) tarafından ele alınmıĢtır. Bu sayı dizisi, Fibonacci sayı dizisine 

benzemekle birlikte baĢlangıç değerleri farklı olan bir sayı dizisidir ve 1,2 10 LL  ve 

tüm 2n  için 21 nnn LLL  Ģeklinde tanımlanmaktadır. Bu dizinin ilk birkaç terimi  

           2, 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47, 76, 123, 199, 322, 521, 843, ∙∙∙ 

dir. Bu dizinin karakteristik denklemi ve bu denklemin kökleri Fibonacci sayı dizisi ile 

aynı olup dizinin n. terimi nn
nL  Binet formülü ile verilebilir.  

Fibonacci ve Lucas sayıları arasında bir çok cebirsel bağıntı olup bunlardan bazıları: 

         11
22 ,)1(45,

2
nnn

n
nn

nmnm
nm FFLFL

FLLF
F  ve nnn LFF2  

Ģeklindedir. BaĢka bir tamsayı dizisi Pell tamsayı dizisi olup bu dizi de ilk olarak bir 

Ġngiliz matematikçi olan John Pell (1611 –1685) tarafından çalıĢılmıĢtır. BaĢlangıç 

değerleri Fibonacci sayı dizisine benzemekle birlikte, dizinin genel terimindeki katsayı 

farkı yüzünden bu dizisinden farklıdır ve 1,0 10 PP  ve 2n  için 212 nnn PPP  

Ģeklinde tanımlanan bir tamsayı dizisidir.  Bu dizinini ilk birkaç terimi 

  0, 1, 2, 5, 12, 29, 70, 169, 408, 985, 2378, 5741, 13860, ∙∙∙ 

Ģeklindedir. Bu dizinin karakteristik denklemi 0122 xx  olup bu denklemin 

kökleri 212,1x  dir. Dolayısıyla dizinin herhangi bir n.terimi Binet formülünden  
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22

)21()21( nn

nP   

elde edilebilir. Bu sayı dizilerinden baĢka, Pell-Lucas, Jacobsthal ve Pell-Jacobsthal sayı 

dizileri de en önemli sayı dizileridir.  

 

Bu sayı dizilerinin daha genel hali Ģu Ģekildedir: P ve Q, 042 QP  özelliğinde iki 

tamsayı olmak üzere bu iki parametreye bağlı ve  

    1,0 10 UU   ve   PVV 10 ,2  

baĢlangıç değerleri verilen tamsayı dizileri 2n  için  

    21),( nnnn QUPUQPUU        

ve 

21),( nnnn QVPVQPVV  

Ģeklindedir. Bu dizilerinin karakteristik denklemi 02 QPxx  olup bu denklemin 

kökleri  

 
2

42

2,1

QPP
x    

dir. Dolayısıyla dizilerin n. terimi Binet formülü gereği  

21

21

xx

xx
U

nn

n     ve   
nn

n xxV 21  

dir. Bu tamsayı dizileri için aĢağıdaki tablo elde edilir: 

Tablo 5.1 Tamsayı Dizileri 

 

P Q nU  nV  

1 -1 Fibonacci sayı dizisi Lucas sayı dizisi 

2 -1 Pell sayı dizisi Pell-Lucas sayı dizisi 

1 -2 Jacobsthal sayı dizisi Pell-Jacobsthal sayı dizisi 

 

 

Bu nU  ve nV  tamsayı dizileri için  

01

QP
M  

matrisi tanımlanırsa 



 51 

0

11

1

n

n

n
M

U

U
   ve   

2

1

1

P
M

V

V
n

n

n
 

olur. Üstelik QPD 42  için bu iki tamsayı dizisi 

11

11

2
1

2
1

22 4

nnn

nnn

n
nnnn

n
nn

QUUV

QVVDU

QQUUPUU

QDUV

 

indirgeme bağıntılarını,  

                      

mnnmnm
n

mnnmnm

nm
n

nmnm
n

nmnm

nm
n

nmnm

VUVUUQ

VUVUU

VQUDUVQVVV

UQVUU

2

2
 

toplamsal bağıntılarını ve 

                

)3(

)3()(

2

2
3

22
3

2
2

2

n
nnn

n
nn

n
nnn

n
nn

nnn

QVVV

QDUUQVUU

QVV

VUU

 

çarpımsal bağıntılarını gerçekler (Daha fazla bilgi için Mollin 2008, 2009 ve Ribenboim 

2000 e bakılabilir). 

 

 

5.1 Özel Tamsayı Dizisi 

 

Bu bölümde Tekcan, Özkoç ve ark. 2011 in 21 nnn QUPUU  tamsayı dizisine 

benzer Ģekilde tanımladıkları tamsayı dizisi ile ilgili elde ettiği sonuçlar verilecektir.  

 

5.1.1 Teorem QP,  için her bir )4(mod1p asal sayısı QP 42  formunda 

yazılabilir.  

Ġspat. )4(mod1p  asal sayı ise k için kp 41  olup  

        QPp 42    
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denkleminin bir çözümü ),12(),( 2kkQP  dir. O halde her bir )4(mod1p  asalı 

QP 42  formunda yazılabilir.  

 

5p , )4(mod1p  özelliğinde bir asal sayı olsun. Bu takdirde P ve Q yukarıdaki gibi 

olmak üzere Tekcan, Özkoç ve ark. 2011, nkA , tamsayı dizisini, 00,kA , 11,kA  ve tüm 

2n  için  

   2,
2

1,2,1,, )12( nknknknknk AkAkQAPAA                  

olarak tanımlamıĢlardır. Bu eĢitliğin karakteristik denklemi 02 QPxx  olup 

denklemin kökleri  

 
2

12 pk
   ve   

2

12 pk
                                 

dir. Dolayısıyla Binet formülü gereği her 1n  için 
nn

nkA ,  dir.  

 

5.1.2 Teorem. nkA ,  dizisinin ilk n terim toplamı 

             
n

i

nknk

nk
kk

AkA
A

1
2

,

2

1,

,
2

1
                                                       

dir.  

Ġspat. 2,
2

1,2,1,, )12( nknknknknk AkAkQAPAA  dizisi için  

nknknknknknk AkAkAAkAkA ,
2

1,1,,
2

1,2, 2)12(  

olduğundan nknknknk AkkAAA ,
2

1,1,2, 2  elde edilir. Bu son eĢitlikte n yerine 0 dan 

n ye kadar değerler verilirse ve denklem taraf tarafa toplanırsa  

                        0,
2

1,,2,1,
2

1,2, 2))(2( knknkkkknk AkkAAAAkkAA  

elde edilir. 00,kA  ve 11,kA  olduğundan bu son eĢitlik  

  1,,2,1,
2

2, 2))(2(1 nknkkknk kAAAAkkA  

haline gelir. Buradan  
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2

1,2,
,2,1,

2

12

kk

kAA
AAA

nknk
nkkk                                  

olur. Bu son eĢitlikte nknknk AkAkA ,
2

1,2, )12(  değiĢken değiĢimi yapılırsa 

istenilen sonuç görülür.  

 

5.1.3 Teorem. nkA ,  dizisi her 2n  tamsayısı için  

42,
4

22,
2

2, )142( nknknk AkAkkA  

32,
4

12,
2

12, )142( nknknk AkAkkA  

indirgeme bağıntılarını gerçekler.  

Ġspat. 22,
2

12,2, )12( nknknk AkAkA  olduğu hatırlanırsa  

      22,
2

12,2, )12( nknknk AkAkA  

               22,
2

3-2,2-,2 ]²1)(2)[12( nknknk AkAkAkk  

    32,
222

2-,2 1)(2]1)(2[ nknk AkkkkA  

    ]1)(2[1)(2]1)(2[ 5,2

2

4,2

222

2,2 nknknk AkAkkkkkA  

    5,2

4

4,2

2222

2,2 1)(21)(2]1)(2[ nknknk AkkAkkkkA  

    

52,

4

4,2

22

2,2

2

2,2

222

2,2

)12(

1)(2]1)(2[

nk

nknknknk

Akk

AkkAkAkkkA
 

      42,

22

42,

2

32,

22

22, 1)(2]1)[(2²]21)[(2 nknknknk AkkAkAkkkkA  

        nkAkk ,

4
 

    42,

22

2,

4

32,

222

22, 1)(21)(2]21)[(2 nknknknk AkkAkAkkkkA  

         5,
4

nkAkk  

    ]1)(21)(2[]21)[(2 22422

42,

22

22, kkkkkAkkA nknk  

     ][ 24

52, kkkkA nk  

    42,

422

22, ]21)[(2 nknk AkkkA  

elde edilir. Diğer ifade de benzer Ģekilde gösterilebilir.  
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5.1.4 Teorem. nkA ,  dizisi için 

         

ikenteknkk
i

n

ikençiftnkk
i

n

A
n

i

iin

n

i

iin

nnk

2

1

1

1)(2

2

2

1

1)(2

1,

1)(41)(2
12

1)(41)(2
12

2

1
 

ve 

    

ikenteknkk
i

in

ikençiftnkk
i

in

A
n

i

iin

n

i

iin

nk

2

1

0

21)(2i

2

2

0

21)(2i

,

1)(21)(
1

1)(21)(
1

 

dir.   

Ġspat. Binet formülünden görülür. 

 

5.1.5 Teorem. Her 1n  tamsayısı için  

    

1,
2

,

,1,

1,
2

1,

21)(2

)12(2= 

nknk

nknk

nknk

nn

AkAk

AkA

AkA

 

 

dir. 

Ġspat. 1,
2

,1, 1)(2 nknknk AkAkA  olduğu dikkate alınırsa  

                   1,
2

1,
2

,1,
2

1, 2]1)(2[ nknknknknk AkAkAkAkA  

                    

nn

nn
nn

nnnn

nknk

k

k

k

k

kk

AkAk

14

2
)(

14

12

21)2(

21)(2

2

11
2

1,

2

,

 

elde edilir. Diğerleri de benzer Ģekilde gösterilebilir.  
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ġimdi 12kP  ve 2kQ sayıları için  

        
D

DQP
M

2

2
, 1QPN , 

D

DP
H

2

2
 , 

DQ

DPQ
L

2

2
, 

                                      
D

DPQQPPQ
K

2

)23(284
 

sayıları tanımlansın. Bu takdirde aĢağıdaki teorem verilebilir.  

 

5.1.6 Teorem. nkA ,  dizisi için  

i. ]1[
1

1
,

nn
n

i
nk MM

N
A  dir. 

ii. 0n  için nn
nknk HHAA 1,,  dır. 

iii.  2n  için 22
1,1,

nn
nknk KKAA  dir. 

iv.   1n  için nn
nknk LLAA 1,,  dir. 

Ġspat. i. 
nn

nkkk AkA 1,

2

1,  eĢitliğinde 1nn  değiĢken değiĢimi yapılırsa  

nknknknk

nknknknk
nn

AkkAAkA

AkAkAkA

,
2

1,,
2

1,

,
2

1,,
2

2,
11

2)(

2)12(
 

olur. Buradan  

        nknk

nn

nknk AkkAAkA ,

2

1,

11

,

2

1, 2  

                   

nn

nn

nn

nn

nnnn
nn

MM

D

DQP

D

DQP

k

kkk

k

kkk

k

k

k

k

k

k

k

k

kk

2

2

2

2

142

14212

142

14212

1414

2

1414

2

2

22

22

2
11

11

 

elde edilir. Buna göre Teorem 5.1.2 den istenilen sonuç görülür. 
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ii. 1,

2

,1, 1)(2 nknknk AkAkA  olup buradan 

nn
nknk

nn
nknk

n
nknk

nnnn

nknk

nknknknk

nknknknk

nknknknknknknknk

HHAA

D

DP

D

DP
AA

D

Dk

D

Dk
AA

D
k

D
kAA

AkAkAA

AkAkAA

AkAAkAAAkAkA

,1,

,1,

n
,1,

11
2

,1,

1,
2

,,1,

1,
2

,,1,

1,
2

,,,1,1,
2

,1,

2

2

2

2

2

32

2

32

)22(

)22(

)22(

221)(2

 

elde edilir. Diğerleri de benzer Ģekilde gösterilebilir. 

 

nkA ,  tamsayı dizisi için  

01

12
)(

2

,

kk
AM nk    ve   

01

112
)( ,

k
AW nk                      

matrisleri tanımlanırsa  

0

1
)( 1

,
1,

, n
nk

nk

nk
AM

A

A
 

olduğu açıktır. W matrisi için aĢağıdaki teorem verilebilir.  

 

5.1.7 Teorem. nkA ,  dizisi verilsin. Bu takdirde her 1n  tamsayısı için         

 )()( ,
1

,
1,,

,1,

nk
n

nk
nknk

nknk
AWAM

AA

AA
 

dir. 

Ġspat. 1n  için 

      
0,1,

1,2,

,
0,1,

1,2,
)(

kk

kk

nk
kk

kk

AA

AA
AW

AA

AA
 

olup eĢitlik doğrudur. Kabul edilsin ki eĢitlik 1n  için doğrudur. Bu takdirde  
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1,,

2,
2

1,1,
2

,

2,1,

1,,

,

,
1

,
1,,

,1,

)12()12(

)(

)()(

nknk

nknknknk

nknk

nknk

nk

nk
n

nk
nknk

nknk

AA

AkAkAkAk

AA

AA
AM

AWAM
AA

AA

 

olduğundan eĢitlik her n için doğrudur. 

 

5.1.8 Sonuç. nkA ,  dizisi verilsin. Buna göre 1n  için n
nknknk AAA )1(2

,1,1,  dir ve 

0n  için 
212

,

2

,1,

2

1, )1(1)(2 kAkAAnA n

nknknknk  dir.  

 

Hatırlanacağı üzere dcba ,,, sayılarının çapraz oranı  

))((

))((
],;,[

adcb

dcba
dcba  

olarak tanımlanmaktadır. ġimdi ardıĢık 2,1,, ,, nknknk AAA ve 3,nkA  terimlerinin çapraz 

oranlarının limitleri ile ilgili olarak aĢağıdaki teorem verilebilir. 

 

 5.1.9 Teorem. 2,1,, ,, nknknk AAA ve 3,nkA  terimleri için  

       13342312,44,4122 232 kkkTkSkkR  ve 11165 2 kkU  

olmak üzere  

ikenp
pUT

pSR

ikenp

AAAA nknknknk
n

5

5
4

1

],;,[lim 3,2,1,,  

dir. 

Ġspat.  5p  için 1k  olup 2,11,1,1 3 nnn AAA  dir. Dolayısıyla  

nnnnnnnn

nnn

AAAAAAAA

AAA

,11,11,1,11,11,12,13,1

,11,12,1

383]3[33

3
 

olup çapraz oran tanımından  
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))((

))((
],;,[

,13,12,11,1

3,12,11,1,1

3,12,11,1,1

nnnn

nnnn

nnnn
AAAA

AAAA
AAAA                             

                                        
])38)][(3([

)]38()3)[((

,1,11,1,11,11,1

,11,1,11,11,1,1

nnnnnn

nnnnnn

AAAAAA

AAAAAA
 

                   
))(2(4

)25)((

,11,1,11,1

,11,11,1,1

nnnn

nnnn

AAAA

AAAA
                                                                 

olur. Diğer yandan  

               
5

2

53

2

53
11

1,1

nn

nA  ve 
5

2

53

2

53

,1

nn

nA  

olduğu hatırlanır ve her iki tarafının limiti alınırsa  

           
4

1
],;,[lim 3,12,11,1,1 nnnn

n
AAAA  

elde edilir.  

7p  için 2,1,, ,, nknknk AAA  ve 3, nkA  ardıĢık dört tamsayının çapraz oranı  

))((

))((
],;,[

,3,2,1,

3,2,1,,

3,2,1,,

nknknknk

nknknknk

nknknknk
AAAA

AAAA
AAAA                                      

dır. Diğer yandan 2,

2

1,, )12( nknknk AkAkA  olduğundan  

nknknk AkAkA ,

2

1,2, )12(   

nknknknknk AkkAkkAkAkA ,

23

1,

2

1,

2

2,3, )2()143()12(  

nknknknk AkAkkAA ,

3

1,

2

3,2, 2)23(  

nknknknk AkkAkkAA ,

23

1,

2

,3, )12()143(  

bulunur. O halde yukarıdaki eĢitlik  

])12()13)[(2)(1(

]2)23)[((

])12()143)[(2(

]2)23)[((

])12()143][(2[

]2)23)[((

],;,[

,

2

1,,1,

,

2

1,1,,

,

23

1,

2

,1,

,

2

1,1,,

,

23

1,

2

,

2

1,

,

3

1,

2

1,,

3,2,1,,

nknknknk

nknknknk

nknknknk

nknknknk

nknknknk

nknknknk

nknknknk

AkkAkkAAk

AkAkAA

AkkAkkkAA

AkAkAA

AkkAkkAkA

AkAkkAA

AAAA
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haline gelir. 
11

1,

nn

nkA  ve 
nn

nkA ,  olduğu dikkate alınır ve 

yukarıdaki eĢitliğin limiti alınırsa istenilen sonuç görülür. 

 

5.1.10 Örnek. 5p  için 1k  olup 3P  ve 1Q  dir. O halde 2,11,1,1 3 nnn AAA  

dır. Bu dizinin ilk birkaç terimi 

                       0,1, 3, 8, 21, 55, 144, 377, 987, 2584, 6765, 17711, 46368, ∙∙∙ 

dir. 9n  için  

25849,1A , 676510,1A , 1771111,1A  ve 4636812,1A   

dir. O halde  

25,0
479259664

119814917

)43784)(10946(

)28657)(4181(
],;,[lim 12,111,110,19,1 AAAA

n
 

bulunur. Dolayısıyla  

4

1
],;,[ 12,111,110,19,1 AAAA   

dür. 13p  için 3k  olup 7P  ve 9Q  dur. Buna göre 2,31,3,3 97 nnn AAA  için  

       0,1, 7, 40, 117, 217, 1159, 6160, 32689, 173383, 919480, 4875913, 25856071,  

       137109280, 727060321, ∙∙∙ 

dir. 10n  için 

487591310,3A , 2585607111,3A , 13710928012,3A  ve 72706032113,3A  

olup  

 15405,0
97652728034533287

24444781237726605
],;,[lim 13,312,311,310,3 AAAA

n
 

bulunur.  Diğer yandan 13p  ve 3k  için 376,16,58 TSR  ve 104U  olup  

15405,0
768

1316176

13104376

131658

pUT

pSR
 

dır. O halde  

pUT

pSR
AAAA ],;,[ 13,312,311,310,3   

dir. 
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Yukarıdaki teoremden aĢağıdaki sonuç verilebilir.  

 

5.1.11 Sonuç. ArdıĢık 2,1,, ,, nknknk AAA ve 3,nkA  tamsayıları için  

pSR

pUT
AAAA nknknknk

n
],;,[lim 2,3,1,,  

pSUTR

pUT
AAAA nknknknk

n )()(
],;,[lim 1,3,2,,  

  
pUT

pSUTR
AAAA nknknknk

n

)()(
],;,[lim 3,1,2,,  

  
pSUTR

pSR
AAAA nknknknk

n )()(
],;,[lim 1,2,3,,  

  pSUTR

pUT
AAAA nknknknk

n )()(
],;,[lim 2,1,3,,

 

dir. 

 

 

5.2 Pell Denklemi 

 

Bu bölümde bir önceki bölümde elde edilen tamsayı dizisinin parametrelerine bağlı 

olarak tanımlanacak olan Pell denklemi ve bu denklemin tamsayı çözümleri ele alınacak 

ve bu çözümlerle ilgili indirgeme bağıntıları verilecektir. Bu bölümdeki elde edilen tüm 

sonuçlar, Tekcan, Özkoç ve ark. 2010 dan alınmıĢtır.  

Hatırlanacağı üzere bir önceki bölümdeki tamsayı dizisinin parametreleri 12kP  ve 

2kQ  idi. Bu P ve Q  parametrelerine bağlı olarak Pell denklemi 

                                  QPyx 22              

olarak tanımlansın. 5p  için 1k  olup 1,3 QP  olduğundan 13 22 yx  klasik 

Pell denklemi elde edilir. 7p  için ise elde edilen Pell denklemleri klasik Pell 

denklemi değildir. Dolayısıyla QPyx 22  Pell denkleminin çözümleri iki kısımda 

ele alınacaktır.  
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5.2.1 Teorem. 5p  olsun. Bu takdirde 13 22 yx  klasik Pell denklemi için 

i) 3  ün sürekli kesirli açılımı ]2,1;1[3  dir. 

ii) Denklemin temel çözümü )1,2(),( 11 yx  dir. 

iii) Denklemin tüm çözümleri 1n  için 

                                                      
0

1

21

32
n

n

n

y

x
 

olmak üzere ),( nn yx  Ģeklindedir.  

iv) Denklemin ),( nn yx  çözümleri 2n  için 11 32 nnn yxx  ve 11 2 nnn yxy  

bağıntısını ve 4n  için 321 )(3 nnnn xxxx  ve 321 )(3 nnnn yyyy  

bağıntısını gerçekler.  

v) Denklemin ),( nn yx  çözümleri 2n  için  

                                      ]3,1,2,1,,2,1;1[

tan2


en

n

n

y

x
      

kesirli açılımı yardımıyla da verilebilir.         

Ġspat. i) 3  ün sürekli kesirli açılımı için  

)13(2

1
1

1
1

13

1
1

1
1

13

2

1
1

1
1

2

13
1

1
1

2

13

1
1

13

1

1
1)13(13

 

olduğundan ]2,1;1[3  dir.  

ii) )1,2(),( 11 yx  denklemin temel çözümüdür, çünkü 1132 22  dir. 

iii) Ġspat tümevarım ile yapılmak istenirse, 1n  için  

1

2

0

1

21

32

2

1

x

x
 

olup bu temel çözüm olduğundan denklemin bir çözümüdür. Kabul edilsin ki denklem 

1n  için gerçeklenir, yani 13 2
1

2
1 nn yx  dir. Bu takdirde  
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11

11

1

1

1

2

32

21

32

0

1

21

32

21

32

0

1

21

32

nn

nn

n

n

nn

n

n

yx

yx

y

x

y

x
 

olup buradan  

13)2(3)32(3 2

1

2

1

2

11

2

11

22

nnnnnnnn yxyxyxyx  

elde edilir. O halde ),( nn yx  de denklemin bir çözümüdür.  

iv) Yukarıdaki eĢitlikten 

11 32 nnn yxx  ve  11 2 nnn yxy   

olduğu görülür. Diğer bağıntılar da tümevarımla gösterilebilir.  

 

5.2.2 Örnek. 13 22 yx  Pell denkleminin tamsayı çözümleri aĢağıdaki gibidir:  

780

1351

0

1

21

32

209

362

0

1

21

32

56

97

0

1

21

32

15

26

0

1

21

32

4

7

0

1

21

32

1

2

0

1

21

32

6

6

6

5

5

5

4

4

4

3

3

3

2

2

2

1

1

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

 

Üstelik  

4

7
=[1; ]3,1 ,  

15

26
=[1; 1,2,1,3],  

56

97
=[1;1,2,1,2,1,3], 

 
209

362
=[1;1,2,1,2,1,2,1,3]  ve  

780

1351
=[1;1,2,1,2,1,2,1,2,1,3]  

dür.  

 

ġimdi  5p   için QPyx 22  Pell denklemi ele alınabilir. 
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5.2.3 Teorem. 5p  asal sayısı için QPyx 22  Pell denklemi verilsin. Bu takdirde  

i)  Denklemin temel çözümü )1,1(),( 11 kyx  dir.  

ii) P  nin sürekli kesirli açılımı  

52]22,1,2,1;1[

32]2,;[

12]2;[

2

2

2

tpttt

tpttt

tptt

P  

dır.  

iii)  1n  için 

                                                      
0

1

11

121
n

n

n

k

kk

y

x
 

olmak üzere )},{( nn yx  dizisi tanımlansın. Bu takdirde 
n

nn QPyx 22
 dir. 

iv) Denklemin ),( nn yx  çözümleri 2n  için  

11 )12()1( nnn ykxkx  ve 11 )1( nnn ykxy  

bağıntısını gerçekler.  

Ġspat.  2,12 kQkP  olduğu hatırlanırsa 

i) )1,1(),( 11 kyx  denklemin temel çözümüdür. Çünkü 222 1)12()1( kkk  dir. 

ii) 12 2tp  olsun. Bu takdirde 
2

2t
k  olup 112 2tkP  dir. O halde 

)1(2

1

1

1

1

1

1

1
)1(1

22

2

22

ttt
t

tt
t

tt

ttttt  

olduğundan ]2;[ ttP  dir. p nin diğer iki değeri için P  nin sürekli kesirli açılımı 

benzer Ģekilde gösterilebilir. 

iii) Tümevarım ile yapılmak istenirse 1n  için  

1

1

0

1

11

121

1

1 k

k

kk

y

x
 

olup bu temel çözüm olduğundan denklemin bir çözümüdür. Kabul edilsin ki denklem 

1n  için gerçeklenir, yani 
12

1
2

1
n

nn QPyx  dir.  Bu takdirde  
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11

11

1

1

1

)1(

)12()1(

11

121

0

1

11

121

11

121

0

1

11

121

nn

nn

n

n

n

n

n

n

ykx

ykxk

y

x

k

kk

k

kk

k

kk

k

kk

y

x

 

 

olup buradan 

nn
nnnnnn QkykxkykxkPyx 22

11
2

11
22 ])1()[12(])12()1[(  

olduğundan ),( nn yx  de denklemin bir çözümüdür. 

 

5.2.4 Örnek 1. 6t  için 73p  olup 18k  dir. Dolayısıyla 32437 22 yx  Pell 

denklemi elde edilmiĢ olur. ]12;6[37  dir. Üstelik )1,19(),( 11 yx  denklemin temel 

çözümü olup diğer bazı çözümleri 

786544

5143984

0

1

191

3719

30243

211832

0

1

191

3719

1120

8968

0

1

191

3719

38

398

0

1

191

3719

5

5

5

4

4

4

3

3

3

2

2

2

y

x

y

x

y

x

y

x

 

dir.  Tüm çözümleri için 
n

nn yx 32437 22
 dir.  

2. 23t  için 1061p  olup 265k  dir. Dolayısıyla 70225531 22 yx Pell denklemi 

elde edilir. ]46,23;23[531  dir. Üstelik )1,265(),( 11 yx  denklemin temel çözümü 

olup 1n  için  



 65 

0

1

2651

531265
n

n

n

y

x
 

olmak üzere 
n

nn yx 70225531 22
 dir.  

3. 9t  için 157p  olup 39k  dir. Dolayısıyla 152179 22 yx Pell denklemi elde 

edilir. ]16,1,7,1;8[79  dır. )1,40(),( 11 yx  bu denklemin temel çözümü olup 1n  

için  

0

1

401

7940
n

n

n

y

x
 

olmak üzere 
n

nn yx 152179 22
 dir.  

 

QPyx 22  Pell denkleminin tamsayı çözümleri 5p  asalı için p  de ele alınırsa 

denklemin tamsayı çözümlerinin   

)}(mod:),{( 22 pQPyxyxD ppp   

kümesi için aĢağıdaki teorem verilebilir.  

 

5.2.5 Teorem. QPyx 22  Pell denklemi için  

                                      # Dp =
)8(mod11

)8(mod51

pp

pp
 

dir.  

Ġspat: )8(mod5p  olsun. 0y  ise )(mod22 pkx nin kx  ve kpx  gibi fark-

lı iki çözümü vardır. Bu ise verilen denklemin )0,(k  ve )0,( kp  gibi iki tamsayı çö-

zümünün olması demektir. Eğer 0x  ise )(mod)12( 22 pkyk  kongrüansının çö-

zümü olmadığından denklemin tamsayı çözümü yoktur. },{ kpkS pp  tanımlan-

sın. Bu takdirde 
P

Qx2

 tam kare olacak Ģekilde pS  de 
2

1p
 tane eleman vardır. u ≠ 0  

için 
P

Qx2

 = u
2
 denilirse )(mod22 puy  nin uy  ve upy  gibi farklı iki çö-

zümü vardır. Bu ise verilen denklemin ),( ux  ve ),( upx  gibi iki çözümünün olması 
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demektir. Dolayısıyla verilen denklemin toplam 1
2

1
2 p

p
 tane tamsayı çözümü 

vardır. )0,(k  ve )0,( kp  da bu denklemin birer çözümü olduğundan denklemin 1p  

tane tamsayı çözümü vardır. Benzer Ģekilde )8(mod1p  iken denklemin 1p  tane 

tamsayı çözümünün olduğu gösterilebilir.  
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