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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

KAUDRATIK FORMLAR VE DIOPHANTINE DENKLEMLERI

Hatice ALKAN

Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstittsi
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Dog. Dr. Ahmet TEKCAN

Bu tezde kuadratik formlar ve Diophantine denklemleri ele alinmis ve bunlar ile ilgili
bazi cebirsel 6zellikler elde edilmistir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde c¢alisma ile ilgili temel tanim ve
teoremlere yer verilmistir.

Ikinci boliimde, sonlu cisimler tizerinde tanimli 6zel egriler ele alinmis ve bunlar iize-
rindeki rasyonel noktalarin sayisi sonlu @, cisimlerinde ele alinmistir.

Ugiincii  boliimde, y*—2yx—3=0 Diophantine denkleminin tamsay1 ¢dziimleri
tamsayilarda ve sonlu @, cisminde ele almmugtir. Daha sonra bu Diophantine

denkleminin koklerine bagli olarak tanimlanan egri iizerindeki rasyonel noktalarin
sayist sonlu @, cisminde belirlenmistir.

Dordiincii boliimde, kuadratik idealler ve indefinite kuadratik formlar ele alinmistir. Bu
boliimde iki 6zel kuadratik ideal ele alinmis ve bu ideallerin 6zellikleri verildikten sonra
bu ideallerin ¢arpimlari olusturulmustur. Daha sonra bu kuadratik ideallere karsilik
gelen indefinite kuadratik formlar ele alinmastir.

Besinci boliimde, 6zel bir tamsay: dizisi verilmis ve bu dizinin parametrelerine bagh

olarak tanimlanan Pell denkleminin tamsayi c¢ozlimleri ve bu ¢o6ziimlerle ilgili
indirgeme bagintilari elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kuadratik formlar, Kuadratik idealler, Diophantine ve Pell denk-
lemleri, Tamsayi dizileri

2011, vi + 68 sayfa.



ABSTRACT
MSc Thesis

QUADRATIC FORMS AND DIOPHANTINE EQUATIONS

Hatice ALKAN

Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ahmet TEKCAN

In this thesis, some algebraic properties of binary quadratic forms and Diophantine equ-
ations are given.

The thesis consists of five chapters. In the first chapter, the preliminary notations, defi-
nitions and theorems which are to be used in later chapters are given.

In the second chapter, the number of rational points on some specific curves is formu-
lated over finite fields @, .

In the third chapter, the integer solutions of Diophantine equation y* —2yx—3=0 are
considered both over integers and over finite fields @, . Later the number of rational

points on curves related to roots of y> —2yx—3 =0 are determined over D, .

In the fourth chapter, quadratic ideals and indefinite binary quadratic forms are consi-
dered. Here two specific kuadratik ideal are considered and derived some properties of
them. Later their product is obtained. Finally, some properties of indefinite binary qua-
dratic forms related to these ideals are obtained.

In the last chapter, some properties of a specific integer sequence are given and later

integer solutions of a Pell equation related to parameters of this integer sequence are
formulated. Also some recurrence relations on this integer sequence are given.

Key words: Quadratic forms, Quadratic ideals, Diophantine and Pell equations, Integ-
ers sequences.

2011, vi + 68 pages.



TESEKKUR

Yiiksek Lisans tez ¢alismam boyunca bilgisiyle ve tecrubesiyle bana her zaman destek
olan kiymetli hocam Dog. Dr. Ahmet TEKCAN” a ictenlikle tesekkiir ederim.

Tez calismasi ve yazimi konusunda yardimlarini esirgemeyen Arzu OZKOC’ a tesekkiir
ederim.



ICINDEKILER

Sayfa
OZET . . i
ABSTRACT ...t e, ii
TESEKKUR ......ouitieeeeeeeeeeeeeeee e iii
ICINDEKILER .. ...ttt e, iv
SIMGELER DIZINI.........covviiiiiieeiceeeeseeeee e enaes s enasnes v
SEKIL VE TABLOLAR DIZINT......ocooiiiiieieieeeeeeeeeeeeeeeeeeeee, vi
L GIRIS. e, 1
2. SONLU CISIMLER UZERINDE TANIMLI OZEL EGRILER............. 20
3. y* —2yx—3=0 DIOPHANTINE DENKLEMI VE BU DENKLEME
KARSILIK GELEN EGRI UZERINDEKI RASYONEL NOKTALAR..... 28
3.1. y* —2yx—3=0 Diophantine Denklemi........................coeeuni.n 28
3.2. @, de Tanimli Egri Uzerindeki Rasyonel Noktalar...................... 32
4. KUADRATIK IDEALLER VE INDEFINITE KUADRATIK
FORMLAR ... oottt e, 38
4.1. Kuadratik Idealler ve Bu Ideallerin Carpimi........................oon... 39
4.2. Indefinite Kuadratik FOrmlar. .. .........oooeuieeiiineieieieee e, 44
5. OZEL TAMSAYI DiziSi VE PELL DENKLEMI....................... 48
5.1. Ozel Tamsayl DizZiSi...........ccouviiiniiiiiiiiiiie e, 51
5.2. Pell DenKIemi......ooviiii e 60
KAYNAKLAR ...t e, 67
OZGECMIS ..o, 68



F=(a b,c)
A(F) =b? —4ac

M =M (F)

Ay

z=2(F)

r

r

gF

resmi

o, F)

r(m;F)
Fo~R~F~-~F,
Y

I, =[Q, P+5]

F, =Q(X +Y)(X +Y)
I}’o - I}’1 - I}’z T I}’l—l

[Mo;my, my,---,my_4]

ax+by=c

ax® +bxy+cy? +dx+ey+ f =0
x? —dy? =+N

D,

Qp

3

p

Ep

K =0O(/A)

SIMGELER DiZIiNi

kuadratik form

kuadratik formun determinanti

kuadratik formun matrisi

kuadratik formun 6zdegerleri

kuadratik formun taban noktasi

Modiiler grup

Genisletilmis modiiler grup

F formunun gel doniisimii altindaki

F formuna karsilik gelen teta serisi

n tamsayisinin F formu ile gosterilme sayisi
F formunun devri veya has devri

kuadratik irrasyonel

kuadratik ideal

indefinite kuadratik form

Iy idealinin devri

y nin stirekli kesirli agilimi
birinci dereceden Diophantine denklemi

ikinci dereceden Diophantine denklemi

Pell denklemi
sonlu cisim

ikinci dereceden kalanlarin kiimesi
Legendre sembolii

ozel egri

kuadratik say1 cismi



SEKIL VE TABLOLAR DIZiNi

Tablo 1.1 F = (195751, 37615, 1807) nin indirgenmisi...........cccccverreervenene.

Tablo 1.2 F = (-1360889,

— 747003, —102509 ) nin indirgenmisi...............

Sekil 1.1 Modiiler grubun temel bOIZesi.......ccevvviiiiiiiiiiiiiiiiee e
Tablo 1.3 F = (1,7, —6) formunun deVri.......cccccceveviiiieeiieiie e

Tablo 1.4 F =(1,8, -5) fo

FINUNUN DBV

Tablo 1.5 1, =[3, 8++/73] idealinin devri.........c.ccccooueivicrrrrrsccircrrecne

Tablo 1.6 x% —4y? =6 Pell denkIEmi...........coovvvveeveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeene

Tablo 1.7 x% —9y? =7 Pell denkIlemi.........ccccovovvveeeeeeeeseeeeeeeeee e

Tablo 4.1.1 1, idealinin devri........c.cocooiiiiiiiiiii

Tablo 4.1.2 1, idealinin devri..........cccccoiiiiiiiiiii

Tablo4.2.1 F; formunun devri..........cocveininiiiins

Tablo4.2.2 F, formunun

Tablo 5.1 Tamsay1 Dizileri

(0 (=AY PP

Vi

12
12

14

17
17
40
41
45
46
50



1. GIRIS

Bu boliimde, tezin sonraki boliimlerinde kullanilacak olan bazi temel kavramlara,

teoremlere ve notasyonlara yer verilmistir.

1.1 Tanim. a,b,c € P olmak tizere
ax ? +bXY +cY?

seklindeki polinomlara kuadratik (ikinci dereceden) form denir ve bu form kisaca
katsayilar yardimiyla F =(a, b, ¢) ile gosterilir. Bu formun determinanti A(F) ile

gosterilir ve

A(F) =b? —4ac

olarak tanimlanir. Ustelik F = (a, b, ¢) formu icin
) “F tamdir < a,b,ceZ dir.”
i) “F pozitif tanimhdir & A(F) <0, a,c >0 dir”.
iii) “F indefinitedir < A(F) >0 dir”.

iv) “F ilkeldir < obeb(a,b,c) =1 dir”.

Bu formun matrisi M = M (F) ile gosterilir ve

M(F):{ a blz}

b/2

olarak tanimlanir. Bu matrisin izi ve determinanti sirasiyla

tr(M(F))=a+c ve |M(F)|=ac—§

diir. Ustelik F formu, bu matris yardimiyla

b/2 X
F(X,Y)=aX?+bXY +cY?=[X Y] a
b/2 ¢ |Y

olarak yeniden ifade edilebilir. Ustelik F nin determinant: matris yardimiyla
A(F) = —4det(M (F))

olarak verilebilir.



F formunun 6zdegerleri, F nin matrisinin 6zdegerleri olarak tanimlanir. Dolayisiyla F
nin 6zdegerleri
IM(F)—-Al, =0

denkleminin kokleridir. Buna gore
a b/2 10 a-A4 b/2
M(F)-Al, = -1 =
b/2 ¢ 01 b/2 c-A4

a-1 b/2‘ b2

olup buradan

b2 cg @A=L =0

elde edilir. Bu son denklem A4 ya gore ¢oziiliirse F nin 6zdegerleri

a+c+a?+b? +c? —2ac v 2 _a+c—+va?+b?+c?—2ac
, =
2 2

j‘l =
olarak bulunur. Bu son denklemde karekdk icerisinde gerekli diizenlemeler yapilirsa

a?+b?+c?-2ac=a’+b?+c? —4ac+2ac
=bh? —4ac+a® +c? +2ac
=b? —4ac+(a+c)?
= A+tr?(M(F))

oldugundan F nin 6zdegerleri

A :tr(M(F))+\/§+tr2(M(F)) v 4 :tr(M(F))—\/§+tr2(M(F))

olarak elde edilir.

Kuadratik formlarin bir ¢ok cebirsel 6zelligi (denkligi, indirgenebilirligi, devri, has
devri, sag ve sol komsular1) modiiler veya genisletilmis modiiler grup yardimiyla verilir

ki bu gruplar agsagidaki tanimda verilmistir.

1.2 Tanim. r,s,t,u € Z olmak tlizere

rz+s
tz+u

, ru—-st=1



seklindeki doniisiimler bileske islemine gore bir grup olustururlar. Bu gruba modiiler

grup denir ve T ile gosterilir. O halde

rz{rz+s: r,s,t,ueZz, ru—stzl}
tz+u

dir. Bu grup PSL(2,Z) ile de gosterilir. R(z) =-z doniisimii sanal eksene gore
yansima doniistimii olmak tizere I' U RI" da bir grup olup bu gruba da genisletilmis

modiiler grup denir ve bu grup T ile gdsterilir.

Formlarin bir ¢ok oOnemli Ozelliginin modiiler veya genisletilmis modiiler grup
yardimiyla verilebilecegi belirtilmisti. Bu nedenle ilk olarak bir formun modiiler veya

genisgletilmis modiiler grubun elemani altindaki resmi verilsin: F = (a,b,c) herhangi bir
r s| -— .. . ) .
formve g = L ]& I doniisiimii i¢in F nin g altindaki gF resmi
u
gF(X,Y)=(ar? +brs+cs?)X % + (2art +bru + bts + 2csu) XY
+ (at? +btu +cu?)Y 2

olarak tanimlanir.

1.3 Uyan 1. Yukaridaki tanima dikkat edilirse gF de ikinci dereceden bir formdur.
Ustelik gF formu, F formunda X — rX +tY,Y — sX +uY degisken degisimi

yapilarak elde edilmistir, yani

gF = F(rX +tY,sX +uY)
dir.
2. Bu tanima gore F ile gF ayni 6zelliklere sahiptirler, yani F pozitif tanimli, indefinite
veya ilkel ise gF de pozitif tanimli, indefinite veya ilkeldir. Ustelik F ile gF aym
determinantlidir, yani A(F) = A(gF) dir.

3. gF nin bu sekildeki tanim1 genisletilmis modiiler grubun formlar kiimesi {izerinde bir

_ 10
grup etkisidir, yani her g,h eI igin g(hF) = (gh)F ve {O J F =Fdir.



1.4 Tamim. F ve G herhangi iki kuadratik form olsun. Eger gF = G olacak sekilde en az
bir ge T varsa F ve G formlarina denktir denir. Eger det(g) =1 ise bu formlara has

denk, det(g) = —1 ise bu formlara has olmayan denk formlar denir.

i 11
1.5 Ornek 1.F=(,7,-6) ve G=(2,7,—3) kuadratik formlar1 ve g={3 4}

doniigiimii igin
gF = F(X +3Y, X +4Y)
= (X +3Y)2 +7(X +3Y)(X +4Y) —6(X +4Y)?

—2X2 4 7XY —3y?2
-G

dir. Diger yandan det(g) =1 oldugundan bu iki form birbirine has denktir.
. O N
2. F=(7,-2,1) ve G=(1, 0, 6) kuadratik formlar1 ve g = L J dontistimii i¢in

gF =F(Y, X +Y)
=7(Y)?> =2(Y)(X +Y)+ (X +Y)?
=X?%+6Y?
=G

ve det(g) = —1 oldugundan bu iki form birbirine has olmayan denktir.

1.6 Uyari. Denk formlar ayni determinanti iken, ayni determinantli formlarin denk

olmas1 gerekmez. Ornegin F = (8,—-2,1) ve G =(1,0,7) kuadratik formlar1 denk olup

determinantlar1 -28 dir. Ancak 8 determinantli F = (1, 4, 2) ve G = (1, 2, -1) formlari
denk degildir.

1.7 Tamm. F = (a,b,c) pozitif tanimli formu i¢in
|[bl<a<c
sart1 saglantyor ise bu forma indirgenebilirdir denir. F indefinite formu i¢in
VA -2]a|<b<A

sart1 saglantyor ise F ye indirgenebilir form denir.

4



Eger bir F formu indirgenebilir degilse bu form asagidaki indirgeme algoritmasi

kullanilarak indirgenebilir hale getirilebilir.

1.8 Teorem (Buchmann ve Vollmer 2007). F =(a,b,c) pozitif tanimli formu

indirgenebilir olmasin. Bu takdirde i >0 i¢in
{bi +C; J
rh=|1—=
2¢;

PR = (i, —bi + 265,652 —bif +2;)

olmak lizere

tanimlanirsa F nin indirgenmisi pi+1(F) dir.

1.9 Ornek. —3 determinantli F = (195751, 37615, 1807) pozitif tanimli formu

indirgenebilir degildir. Bu forma yukaridaki indirgeneme algoritmasi uygulanirsa
asagidaki tablo elde edilir:

Tablo 1.1 F = (195751, 37615, 1807) nin indirgenmisi
i 0 1 2 | 3|45

& 195751 1807 (301|161 | 3 | 1

b, | 37615 | -1475 |271|-27| 3 | 1

C; | 1807 | 301 (61| 3 | 1 | 1

r| 10 2 2|42

Bu tabloya gore F nin indirgenmisi p°(F) = (1,1,1) formudur.

1.10 Teorem (Buchmann ve Vollmer 2007). F =(a,b,c) indefinite formu

indirgenebilir olmasin. Bu takdirde i > 0 igin

Sgn(Ci){%J |ci |2 JA

bi+\/Z
2| |

sgn(ci){ J |c < JA

olmak {izere F nin indirgenmisi



PR = (i, —by + 265,652 —bif +2;)

dir.

1.11 Ornek. 5 determinantll F = (1360889, — 747003, —102509) indefinite formu

indirgenebilir degildir. Bu form i¢in asagidaki tablo elde edilir:

Tablo 1.2 F =(-1360889, — 747003, —102509 ) nin indirgenmisi
i 0 1 2 3 4 5 6 7| 8 9 |10

8; |-1360889 | -10509 | -13021 | -491 | -355 | -241 | -149 | -79 |-31| -5 |-1

b, | -747003 | -73069 | -5057 | -835 | -585 | -379 | -217 [-99|-25| -5 |1

C; |[-102509 |-13021 | -491 | -355 | -241 | -149 | -79 |-31| 5| -1 |1

I; 4 3 6 2 2 2 2 2 | 3 2 |2

Bu tabloya gore F nin indirgenmisi plo (F)=(-111) dir.

Pozitif tanimhi bir F = (a,b,c) formu, verilen bir ze Y ={z = x+iy:y >0} karmasik
say1sl i¢in

F(X,Y)=a(X +zY)(X +zY)
seklinde yazilabilir. Eger z = X+ 1y olarak alinirsa yukaridaki esitlik

F(X,Y)=a(X +zY)(X +ZY)=aX? +2axXY +a|z|* Y?

—A(F
haline gelir. 2ax = b ve a |z |*= cdenklemlerinden x = 23 ve y= % elde edilir.
a

y pozitif oldugundan

Z=b+M—AG)€

2a

Y

dur. Tersine herhangi bir zeY karmasik sayisi verildiginde taban noktasi z olan

pozitif tanimli bir form vardir. Gergekten de z = X +1y igin

a= 12,b= 2X2 ve c=1
| z] |z]




_4y2

z|*

1 2X
F=(a b, c)=(—, — 1]
|z |zf

olarak alinirsa taban noktasi z olan A(F) = < 0 determinanth

pozitif tanimli kuadratik formu elde edilir. Dolayisiyla ¢ :F — z(F) doniisiimii, sabit
determinantlt pozitif tanimli formlar ile Y nun noktalar1 arasinda birebir bir
doniisiimdiir. Ustelik pozitif taniml F kuadratik formunun indirgenebilir olmasi, onun
taban noktasinin modiiler grubun temel bolgesinde olmasi sartina denktir ki bu bolge

asagidaki gibidir.

lz|=1

Sekil 1.1 Modiiler grubun temel bolgesi

1.12 Tanim. Yukarida elde edilen
. b+iv—A
2a

karmasik sayisina F pozitif tanimli formun taban noktasi denir ve z=z(F) ile

gosterilir. F indefinite formunun taban noktasi da

—b+vJA

z=12(F)= >3

olarak tanimlanir.

1.13 Uyan 1. Yukarida pozitif tanimli bir F formunun indirgenebilir olma sartinin bu
formun taban noktasinin modiiler grubun temel bolgesinde olma sartina denk oldugu

goriildii. Benzer sekilde indefinite formlarin taban noktalar1 ise yine bu formlarin



indirgenebilirliklerinde kullanilir. Buna goére “F =(a,b,c) indefinite formunun

indirgenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart | z |> 1, | z |<1ve z -z <0 olmasidir”.
2. K ve F, indefinite formlarmin denklikleri ve bu formlarm z, ve z,taban noktalar

icin Tekcan 2007 asagidaki teoremi vermistir.

1.14 Teorem (Tekcan 2007). F, ve F, indefinite formlar1 ve bu formlarin z, ve z,
taban noktalar1 i¢in

i) “F, ve F, has denk, yani det(g) =1 i¢in gF, = F, dir (g7 z, = z, dir.”

ii) “F ve F, has olmayan denk, yani det(g) = -1 i¢in gF =F, dir = (g ™)'z =2,
dir”.

) 7 9
1.15 Ornek 1. 73 determinanth K, =(1,7,—6) ve F, =(4,3,—4) formlar1 g = LO 13}

doniisiimii altinda birbirine has denktirler. F in taban noktas1 z,= ve F, nin

—7+\/ﬁ
2

_ 13 -10
taban noktasi 22=3+T\/7_3 olup (g ™)' :{ 9 7 } icin

13 M -10
(g_l)TZ _ 2 _—3+\/ﬁ_z
1 —g(m]—i-? 8 i

2
dir.

2. 84 determinantli F, =(1,8,-5) ve F, =(4,6,—3) formlar1 g ={ L

1
dontisiimii
7 2

altinda birbirine has olmayan denktirler. F; in taban noktas1 z;= ve F, nin

—8++/84
2

- 2 17
taban noktast 22=6+TM olup (g™’ :[ . 9} icin



o 8B4
(@) 7= 2 6= o
' _(—8+\/@j_9 8 ?
2

dir.

1.16 Tanim. F =(a,b,c) herhangi bir form ve n bir tamsay1 olmak {izere

aX?+bXY+cY?=n (1.1)

denklemini gergekleyen en az bir (X,Y) tamsayi ikilisi varsa n sayist F formu ile

gosterilebilirdir denir. Eger F formu ile tim n tamsayilar1 gosterilebiliyorsa F ye

evrensel form denir.

1.17 Ornek. F = (3, 5, 2) formu evrenseldir. Ger¢ekten de verilen herhangi bir n

tamsayist i¢in

3X2 +5XY +2Y? =n

denkleminin bir ¢oziimi (X,Y) =(2-n, n—3) diir.

1.18 Tammm. F = (a,b,c) herhangi bir kuadratik form ve n de pozitif tamsayr olmak

uzere bu forma

(7, F) =1+ir(n; F)z" (1.2)
n=1

seklinde bir teta serisi karsilik gelir (Burada r(n;F), (1.1) denklemini saglayan (X,Y)

tamsayu ikililerinin sayisini géstermektedir).

1.19 Ornek. F = (1, 0, 6) formu ve pozitif n tamsayis1 igin
X% +6Y%=n
denkleminin
1) n =1 igin iki tane ¢6ziimii vardir ve bu ¢oztimler + (1,0) dir.
i) n=2,3,5 igin ¢oziimleri yoktur.

iii) N=4 igin iki tane ¢dziimii vardir ve bu ¢éziimler + (2,0) dur.



IV) n=6 i¢in iki tane ¢6zliimii vardir ve bu ¢éziimler + (0, 1) dir.

Dolayisiyla (1.2) den

(T F) =1+ r(n;F)z" =1+ 2z +22* +22° +-..

n=1

teta serisi elde edilir.

1.20 Uyan. F, ve F, formlar1 denk ise bu formlara karsilik gelen teta serileri aynidr,
yani  @(r;F) =g(r;F,) dir. Ornegin, F =(4,7,3) veF,=(2,53) formlar
denktirler. F, formu igin
AX%+7XY+3Y? =n
denkleminin
i) n =1 i¢in iki tane ¢6ziimii vardir ve bu ¢oziimler + (2, —3) diir.
i) N =2 igin dort tane ¢oziimii vardir ve bu ¢oziimler * (1, —2), £ (5, —7) dir.
iii) n=3 igin dort tane ¢oziimii vardir ve bu ¢dziimler * (0, 1), + (8, —11) dir.
iV) n=4 igin alt1 tane ¢Oziimii vardir ve bu ¢oziimler + (0, 1), +(4, —6) ve
+ (11, —15) dir.
V) n=5 igin dort tane ¢6ziimii vardir ve bu ¢oziimler + (2, —1), = (14, —19) dur.

Dolayisiyla

(T F) =1+ > r(mF)z" =1+2z+42* + 42> + 62° +42° +---
n=1

dir. Benzer sekilde F, formu i¢in

2X % +5XY +3Y% =n
denkleminin
1) n =1 igin iki tane ¢6ziimii vardir ve bu ¢dziimler * (2, —1) dir.
i) N =2 igin dort tane ¢oziimii vardir ve bu ¢oziimler + (1, 0), (5, —3) diir.
iii) n =3 igin dort tane ¢ézlimii vardir ve bu ¢oziimler + (0, 1), + (8, —5) dir.
IV) N =4 igin alt1 tane ¢dziimii vardir ve bu ¢ozliimler+ (1, — 2), £ (4, —2) ve
+ (11, - 7) dir.

V) n=5 igin dort tane ¢oziimii vardir ve bu ¢éziimler + (2, —3), + (14, —9) dur.
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Dolayistyla

(T F) =1+ > r(nFy)z" =1+ 22 + 427 +42° + 62* + 42° + -

n=1

dir. Buradan agikea goriiliir ki ¢(7; F) = ¢o(7; F,) dir.
Simdi formlarin devirleri ve has devirleri ile ilgili asagidaki teorem verilebilir.

1.21 Teorem (Buchmann ve Vollmer 2007). F =(a,b,c) indefinite formunun devri,
birbirine denk olan formlarin

Fo~h~F~-~F,4

bir dizisi olup bu formlar i >0 i¢in
s — b, +JA
I 2|¢ |

Fa=dcl —b+2si]¢c |, —a —bs; _Cisiz)

olmak tlzere

seklindedir. z(F) = (-a,b,—c) doéniisimii i¢in F nin has devri, birbirine has denk olan

formlarin bir dizisi olup bu dizi | ¢ift iken

Fo~2(R)~F,~7(F) ~--~F_, ~7(R_,)
ve | tek iken
Fo~7(R)~F~7(R)~-~t(Rp)~Ry~t(R)~R~7(FR)~~FR,~7(F.,)
dir.
1.22 Uyan. F = (a,b,c) indefinite formunun z(F) = _b;—\/z taban noktasinin siirekli
a

kesirli agilimi, S; ler F nin devrindeki sayilar olmak tizere

2(F) =1[sp,S1,S2+ "+ S14]

dir.
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1.23 Ornek 1. A=73 determinantli F = (1,7, —6) formu i¢in yukaridaki tanimdan

asagidaki tablo elde edilir:
Tablo 1.3 F = (1,7, —6) formunun devri

i o123 |4|5|6 |7/ S8

Bu tabloya gore, F nin z(F) = taban noktasinin siirekli kesirli agilimi

—7+\/7_3
2

z(F)=0132112,317]
olup F nin devri 9 uzunlukludur ve
Fob=@Q7,-6)~F =(6,5-2)~F, =(2,7,-3)~F =(35-4) ~F, =(4,3,-4) ~
F-=(4,5-3)~F=0B7-2)~F =(2,5-6)~ F =(6,7,-1)

seklindedir. Dolayisiyla has devri 18 uzunluklu olup
Fo=@Q7,-6)~F =(-652)~F,=(2,7,-3)~F, =(-354)~F, =(43-4) ~
Fe=(-4,53~F=037-2)~F, =(-2506)~F =(6,7,-1) ~ Fy =(-1,7,6) ~
Fo=(65-2)~F; =(-27,3)~F, =35-4)~F; =(-4,34) ~F, =(4,5-3) ~
Fs=(-37,2)~F; =(2,5-6)~F; =(-6,7,1)

seklindedir.
2. A =84 determinantli F = (1,8, —5) formu i¢in asagidaki tablo elde edilir:

Tablo 1.4 F =(1,8, —5) formunun devri

i Jo[1[2[3[4a]5

12



Bu tabloya gore, z(F)=— =[1,1,2,1,1,8] dir. Ustelik F nin devri 6 uzunluklu

8+x/a
2

olup
Fo=018-5~F =(52-4~F,=(46-3)~F, =(3,6,-4) ~
F, =(4,2,-5) ~F =(58,-1)

seklindedir. Has devri ise 6 uzunluklu olup
Fo=(18-5~F =(-524)~F,=(4,6-3)~F; =(-36, 4) ~
F,=(4,2,-5~F =(-581)

seklindedir.

1.24 Tanim. 6 > 0 tam kare olmayan bir say1 olmak {izere
O0) ={x+yo:x,ye B}

kuadratik say1 cismi i¢in ¥ € ®(5) elemani verilsin. Bu takdirde y elemani, P ve Q lar

Q|(P+5)P+5)

ozelligindeki tamsayilar olmak iizere y = ° seklinde yazilabilir. Bu saytya kuadratik

irrasyonel denir.

1.25 Teorem (Mollin 1996). Bir y kuadratik irrasyonel sayis1 verildiginde bu sayiya

I, =[Q, P+4]
kuadratik ideali ve

F, =Q(X + Y )(X +7Y)

indefinite kuadratik formu karsilik gelir.

1.26 Uyarw t, & nin izi ve n de normu olmak tizere F, indefinite formu
- > n+tP+P?) ,
F, =Q(X +¥)(X +Y)=QX +(t+2P)XY+(TY

haline gelir. Bu formun diskriminant1 A(F) =t —4n dir.

13



1.27 Tamm. |, =[Q, P +4] kuadratik ideali icin P+5>0 ve —Q<P+ S <Osarti
< . o S . L. 2P . .
saglaniyorsa bu ideale indirgenebilirdir denir. Eger — tamsayi ise ideale ambiguous

ideal denir.

1.28 Teorem (Mollin 1996). ;/:m kuadratik irrasyoneli ve |, =[Q, P + 5] ideali
Q y

igin i >0 olmak iizere

i

tanimlansin. Bu takdirde y nin basit siirekli kesirli agilimi [mg;my, m,,---,m; 4] ve I,

5° -P%
Q

Pa=mQ -F ve Q,;=

nndevri I, ~1, ~1, ~---~1, seklindedir.

1.29 Uyarn. y :PTM kuadratik irrasyonel sayist igin y >1 ve —1<)_/<O ise y nin

basit stirekli kesirli agilimi [0;my, m,,---,m_;]=[m;,m,,---,;m,_;] seklindedir. Bu agilima

saf agilim denir.

8+\/ﬁ

1.30 Ornek. 6 = /73 igin y = ;

bir kuadratik irrasyoneldir. Ciinkii 3| (64 —73)

dir. y=5.51>1 ve »=-0.18 olup —1<y <0 dir. Dolaysiyla I, =[3, 8++/73] bir

kuadratik ideal olup asagidaki tablo elde edilir:

Tablo 15 1, =[3, 8++/73] idealinin devri
iJo[1[2[3[4]5]6

P18 |7 ]1|8 8|17

Q| 3|89 ]1]9|8]3

mi| 5|11 (16|21 |1]5

14



Bu tabloya gore y nin siirekli kesirli agilimu [5, 1, 1,16, 1, 1, 5] ve I, idealinin devri
|, =[38+~73]~1, =[8,7+73]~ 1, =[9,1+73]~1, =[L8+/73]~
|, =[9,8+73]~1, =[81+73]~ 1, =[3,7++73]

dir.

1.31 Teorem (Mollin 1996). D >0 tam kare olmayan bir tamsayr olmak {izere
I, =[Q,, R, ++/D] ve I, =[Q,, P, + /D] herhangi iki ideal olsun.

UQ,P, +VQ/P, +‘A2’(P1P2 +D)

P= 5 (mod 2Q)

olarak tanimlansn. U,V,W lar UQ, +VQ, + V?V (P, +P,) =S denklemini saglayan

tamsayilar olmak tizere |, ve I, nin ¢arpimui | = (S)[Q, P + \/B] idealidir.

1.32 Ornek. |, =[4, 3+/21] ve |, =[5, 4++/21] idealleri igin

S =obeb(4, 5, 7) =1 ve Q=%=&1(5):20

ve

P =15u +16V +¥ (mod 40)

dir. Diger yandan 5U + 4V + %W =1 denkleminin bir ¢6ziimi (U, V, W) = (-3, 4, 0)

dir. Dolayisiyla

P =150 +16V +¥ (mod 40)
=19 (mod 40)

elde edilir. O halde 1, ve I, ideallerinin ¢arpimi | =[20, 19 + \/21] idealidir.
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1.33 Tanim. a,b, ¢ € Z olmak uizere
ax+by=c

denklemine birinci dereceden Diophantine denklemi denir.

Yukaridaki denklemin ¢6ziimiiniin olmasi igin gerek ve yeter sart d = obeb(a,b) olmak
tizere d | C olmasidir. Eger (X,,Y,) bu denklemin bir 6zel ¢6ziimii ise denklemin diger

tiim ¢ozlimleri t € Z ig¢in

b a
] = _tl __t
(% y) (Xo + q Yo q j

seklindedir.

1.34 Ornek. 14x + 22y =50 Diophantine denklemi i¢in d = obeb(14,22) =2 ve 2|50
oldugundan denklemin ¢6ziimleri vardir. (X, Yo) = (2, 1) bu denklemin bir 6zel ¢6ziimii

olup denklemin diger tiim ¢éziimleri t € Z igin (X, y) = (2+ 11t, 1-7t) seklindedir.

1.35 Tanim. a,b,c,d,e, f € Z olmak lizere
ax? +bxy+cy’ +dx+ey+ f =0

denklemine ikinci dereceden Diophantine denklemi denir.

Birinci ve ikinci dereceden bu tiir denklemler, ilk olarak Yunanli matematik¢i olan
Alexandra Diophantus tarafindan ele alinmis ve ondan sonra bir ¢ok matematik¢i
tarafindan ¢alisilmistir. Giiniimiizde de bu tiir denklemler hala g¢alisilmaya devam
etmektedir (Bu denklemler ile ilgili daha fazla bilgi i¢in Barbeau 2003, Mollin 2008,
2010 ve Nathanson 2000 referanslarina bakilabilir).

1.36 Tanim. d >0 tam kare olmayan bir tamsay1 ve N €Z olmak iizere ikinci tiir Di-

ophantine denkleminin 6zel bir hali olan
x% —dy? =+N
denklemine Pell denklemi denir. x?-dy?=N vye pozitif, x?>—-dy?=—-N ye ise

negatif Pell denklemi denir.
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1.37 Uyanr1 1. Yukaridaki tanimda gegen d tamsayisinin tam kare olmasi durumunda

verilen denklem c¢arpanlara ayrilabilir. Gergekten de belli bir t#0 tamsayist i¢in
d =t%ise bu denklem x? —dy® = +N < x* —t?y? =+N < (x—ty)(x +ty) =N haline

gelir ki N nin N =k-I seklinde garpanlara ayrilmasi durumunda sonlu sayida durum

s6z konusu olup bu halde verilen Pell denkleminin sonlu sayida ¢oziimii vardir veya
yoktur. Ornegin x> —4y? =6 denklemi i¢in x* —4y? =6< (x—2y)(x+2y) =6 olup

asagidaki durumlar s6z konusudur:

Tablo 1.6 x*—4y? =6 Pell denklemi

X—2y X+2y
1 6
2 3
3 2
6 1
-1 -6
-2 -3
-3 -2
-6 -1

Yukaridaki carpanlarin toplamlari ¢ift olmadigindan verilen denklemin ¢6ziimii yoktur.
Benzer sekilde x? —9y? =7 Pell denklemi igin x* —9y? =7 < (x—3y)(x+3y) =7
olup asagidaki durumlar s6z konusudur:

Tablo 1.7 x* —9y? =7 Pell denklemi

X -3y X+ 3y
1 7
7 1
-1 -7
-7 -1

Buna gore denklemin ¢ozlimleri sirasiyla (4, 1), (4,—-1), (-4,-1) ve (—4,1)dir.
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2. x* —dy? =+N Pell denklemleri ilk olarak Ingiliz matematik¢i olan John Pell (1611-

1685) tarafindan 17. yiizyilda ele alinmig ve sonralar1 Leonhard Euler (1707-1783) tara-

findan 18. yiizyilda detayli olarak incelenmistir. Bu denklemde 6zel olarak N =1 olarak
alimirsa x? —dy? = +1 denklemi elde edilir ki bu denkleme klasik Pell denklemi denir.
Bu denklemi saglayan en kiiciik pozitif (X;,y;) ¢6ziimiine denklemin temel ¢oziimii
denir. Eger (x;,V,), x? —dy? =1 pozitif Pell denkleminin temel ¢6ziimii ise denklemin

diger tiim ¢oziimleri N >1 tamsayisi i¢in
Xn + Yn\/_ = (X + Y1\/a)n

olmak iizere (X,,Y,)seklindedir. Eger (x,,y,), x> —dy? = —1 negatif Pell denklemini

temel ¢Oziimii ise denklemin diger tiim ¢oztiimleri n >1 tamsayisi i¢in
2n+1
X2n+1 + y2n+1\/a = (Xl + yl\/a) "

olmak tizere (Xn,1, Yon,s) Seklindedir. Ustelik x* —dy? = +1 Pell denkleminde n — o

icin X—”E Jd dir,

n

1.38 Ornek. 1. x> —6y? =1 pozitif Pell denkleminin temel ¢ozimii (X,Yy;) = (5, 2)

olup denklemin diger ¢oziimleri

X, + yzx/g = (5+2/6)% =49 + 20./6

X + Y316 = (5+2+/6)° = 485 +198+/6

X, + Y4~/6 = (5+24/6)* = 4801 +1960 /6

Xs + Ys/6 = (5+ 2+/6)° = 47525 +19402 /6

Xs + Ys /6 = (5+ 24/6)° = 470449 +192060 /6
X, + y;+/6 = (5+ 24/6)7 = 4656965 +1901198 /6

seklinde devam etmektedir. Burada X = 2449489743 ve /6 = 2.499489743 diir.
Y7
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2. x* —26y® = -1 negatif Pell denkleminin temel ¢oziimii (x,Yy;)=(5,1) olup denk-

lemin diger ¢ozlimleri

X5 + Y3/ 26 = (5+~/26)° =515 +101/26

X5 + Y51/26 = (5+/26)° = 52525 +10301/26

X, +Y;/26 = (5++/26)" = 5357035 +1050601 /26

Xo + Yo+/26 = (5+1/26)° = 546365045 +107151001 +/26

Xy + Y117/26 = (5++/26)" = 5572387755 5+1092835150 1./26

seklinde devam etmektedir. Burada % = 5.099019514 ve /26 =5.099019514 diir.
11
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2. SONLU CIiSIMLER UZERINDE TANIMLI OZEL EGRILER

Bu boliimde p > 5 asal sayisina bagli olarak bir fonksiyon tanimlanacak ve bu fonksiyon
ile ilgili baz1 cebirsel 6zellikler verilecektir. Daha sonra bu fonksiyona bagli olarak
tanimlanacak olan egri iizerindeki rasyonel noktalarm sayisi sonlu @, cisminde ele

almacaktir. Bu boliimde elde edilen tiim sonuglar Tekcan, Alkan ve ark. 2010 dan

alinmustir.

b pozitif tam kare olmayan bir tamsay1 ve p>5 asal sayisi i¢in

\/B p+l _\/B p+1
FUECEDIEED

fonksiyonu tanimlansin. Bu takdirde asagidaki sonuglar verilebilir.

2.1 Teorem. f (x), derecesi p ve bas katsayis1 da 2p +2 olan bir polinom fonksiyon,
yani f(x) e Z[x] dir. Ustelik
Pt
2 (p+1 o
f(x)=2 xP~ 2’
() ;;)(Zi +1j
dir.

Ispat: p >5 asal sayisi i¢in Binom formiiliinden

(x+b)" — (x = vb) ™

f (X)=
o (X) %
=l V)~ (c=B) ")
L—l
=2 (p+1pr+(p+1]xp‘2b+-~ +(p+1ij 2
1 3 p
p-1
:222: PHL) p-2iy
ol2i+1
oldugu gortiliir.
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2.2 Ornek. 5< p <17 asal sayilar1 igin
fs(x) =12x° + 40x%0 +12xb?
f2(x) =16x’ +112x°b +112x*b* + 16 xb?
f11(X) = 24x™ + 440 x°b +1584 x"b? +1584 x°b> + 440 x%0* + 24xb°

f3(X) = 28x™ + 728 x™b + 4004 x°b? + 6864 x'b® + 4004 x°b*
+728%°b° + 28xb°

f,(x) =36x" +1632x"°b +17136 x'*b? + 63648 x"'b*® + 97240 x°b*
+63648 x'b° +17136 x°b®+17136 x°b® +1632 x3p’ + 36 xb®

dir.

2.3 Uyar. Teorem 2.1 deki f(x) nin
E
2 p+]_ -
f (x)=2 xP~2p!
() izzo(ziﬂj
esitligi acilirsa

p’—p 2 =
f, =2(p+1x° J{zjp b+---+2(p+1)xb 2

oldugu goriiliir. Dolayisiyla f,(x) polinom fonksiyonu, sonlu @, cisminde dikkate

alinirsa asagidaki teorem verilebilir.

2.4 Teorem. f (x) polinom fonksiyonu i¢in

p1
f,(x)=2xP +2xb 2 (mod p)

dir.

: p°-p o

Ispat. f (x) nin f, =2(p+1)x" + (zj P2h+...+2(p+1)xb 2 agilimma
dikkat edilirse bu agilimdaki

p-3

2

xP2p, xPb? ..., x°0
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terimlerinin katsayilari p nin bir katin1 bulundurur. Dolayisiyla da bu katsayilar mod p

L&
de sifira denk olurlar. O halde f,(x)=2x" +2xb 2 (mod p) dir.

2.5 Tamm 1. m>1 tamsayi ve a€Z sayisi i¢in x* =a(mod m) denklemini saglayan
en az bir xeZ varsa a ya mod m ye gore ikinci dereceden kalan denir. Ikinci
dereceden kalanlarin kiimesi Q,, ile gosterilir.

2. p> 2 asal sayisi ve p ile aralarinda asal a € Z sayisi i¢in a nin Legendre sembolii

(Ej ile gosterilir ve x? =a(mod p) kongriiansmin ¢dziimiiniin olmasi halinde 1; p|a

olmasi halinde 0 ve x? =a(mod p) kongriiansinin ¢éziimiiniin olmamasi halinde —1

olarak tanimlanir (Mollin 2008).

2.6 Teorem (Fermat’ in Kiigiik Teoremi). p > 2 asal sayis1 ve mod p de sifirdan farkli
a e Z sayisl igin

aP? =1(mod p)
dir (Mollin 2008).

2.7 Teorem. b e (I); = @, —{0} bir sabit say1 olmak tizere

L 1 beQ
2 — p
b _{p—l beQ, (mod p)

dir.

Ispat. b e Q, olsun. Bu takdirde (E] =1 olup yukaridaki tanim geregi x* =b(mod p)
p

kongrilansmin en az bir ¢oziimii vardir. Simdi a =0 olmak iizere b=a? olsun. Bu
takdirde Fermat’ in kiigiik teoremi geregi

Pl 1
2 2

b2 =(@@% 2 =a”'=1(mod p)

p1
olur. Benzer sekilde b ¢ Q,, igin b 2 = p—1 oldugu da gosterilebilir.
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2.8 Tamim. p>5 asal say1ve a,be CDp olmak Uzere

y2=x3+ax+b

esitligini gercekleyen tim (X,y) noktalarmin kiimesine eliptik egri denir ve E ile

gosterilir. Bu egrinin diskriminanti A(E) = —16(4a> + 27b?) dir (Silverman 1986).

2.9 Uyan 1. Yukaridaki tanimdaki E eliptik egrisine Weierstrass formu denir.

2. E nin bir eliptik egri olmasi i¢in A(E) =0, yani 4a®+27b? #0 olmalidir. Bu sart

x> +ax+b denkleminin katli kokiiniin olmamasi demektir. Aksi halde egri singiiler bir

egri belirtir, yani x3 +ax+b polinomu katli koke sahiptir.

3. O = (w0, ), sonsuzdaki ideal nokta olmak tizere egri tizerindeki tiim (X,y) rasyonel
noktalarinin

E(®) ={(x,y) e®, xD, :y* =x° +ax+b (mod p)} {0}
kiimesi (toplam islemine gore) bir grup olusturur. Bu grubun mertebesi #E(®,) ile

gosterilir ve

3
HE(@®) = p+ls ¥ [L““bj
Xe(l)p p

olarak tanimlamir. Ornegin, p=7 ve a=2,b=4 icin E:y?=x>+2x+4 eliptik

egrisi lizerindeki rasyonel noktalarin sayisi

HE(@)=7+1+ Y (MJ
xedy 7

o (HEHEE-E00

dir. Diger yandan Q, ={1,2,4} oldugundan

1 — g — ﬂ — 1, E =-1ve 9 — 0
7 7 7 7 7
dir. Dolayisiyla yukaridaki esitlikten

#E(d) =10

elde edilir (Eliptik egriler ile ilgili daha fazla bilgi i¢in Washington 2003 ve Silverman
1986 kaynaklarina bakilabilir).
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p-1
Teorem 24 de f,(x) fonksiyonu igin f (x)=2x"+2xb 2 (mod p) oldugu

gosterildi. Simdi bu f(x) fonksiyonuna bagl olarak egri tanimlanabilir ve bu egri ile
ilgili bagintilar elde edilebilir. f,(x) fonksiyonu i¢in egri

E,1y? = f,(x) (mod p)

olarak tanimlansin. Bu takdirde

L
2

C 2
E,:y"=2x"+2xb 2 (mod p)

olur. O sonsuzdaki ideal nokta olmak iizere (eliptik egrilerdekine benzer sekilde) bu egri
tizerindeki rasyonel noktalarin kiimesi

L%I.
Ep (@) ={(x,y) e @, x®, : y* =2xP +2xb 2 (mod p)} {0}

ile gosterilsin. Bu takdirde asagidaki teoremler verilebilir.

2.10 Teorem. E ; egrisi i¢in

#E, (@)= p+1
dir.
Ispat. iki hal s6z konusudur.

p-1
1. Hal: beQ, olsun. Bu takdirde Teorem 2.7 geregi b 2 =1(mod p) dir. Dolayisiyla

verilen egri

p-1
2 _ o
E,:y"=2x"+2xb 2 (mod p)

= 2xP + 2x(mod p)
haline gelir. Diger yandan Fermat® n kiigiik teoremi geregi x” = x(mod p) oldugundan
yukaridaki esitlikten
cy2 _
E,:y" =4x (mod p)
elde edilir. 4 = 22 oldugundan 4 bir kuadratik kalan, yani 4€Q, dir. Simdi xe€Q,

sabit bir nokta olsun. Bu takdirde belli bir t =0 i¢in x =t (mod p) dir. Dolayistyla
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y? =22t = (2t)? (mod p) < y =+2t (mod p)
elde edilir. Bu ise kongriiansin farkli iki ¢6ziimiiniin olmasi demektir. Dolaysiyla E,

egrisi lizerinde (t%, 2t) ve (t?, p—2t) seklinde iki rasyonel nokta vardir. Diger yandan
p —

kuadratik kalanlarin sayisi ! oldugundan, E ; egrisi lizerinde Z(pT_l) = p-1 tane
rasyonel nokta vardir. (0,0) daima E iizerindedir. Ideal noktanin da eklenmesiyle egri
lizerinde toplam p +1 tane rasyonel nokta oldugu gériilir. X ¢ Q, i¢in y% =4x(mod p)

kongriiansinin ¢oziimii olmadigindan E | egrisi lizerinde rasyonel nokta yoktur.

Ll ]

2. Hal. bgQ, olsun. Bu takdirde b2 = p—1 (mod p) ve xP =x(mod p)

oldugundan verilen egri

p-1
C g2 o
E,:y"=2x"+2xb 2 (mod p)

=2xP +2x(p-1) (mod p)
=2x+2x(p-1) (mod p)
=2X(1+ p—-1) (mod p)
=0 (mod p)

haline gelir. y?>=0 (mod p) kongriiansi, her x e @, elemani igin bir ¢dziime sahip
oldugundan E egrisi iizerinde (0,0), (1,0),(2,0), -+ (p —1,0) rasyonel noktalari vardir.

Ideal noktanin da eklenmesiyle E pde p+1 tane rasyonel noktanin oldugu goriiliir,

Ep egrisi lizerindeki (X, Yy) rasyonel noktalarin X—ve Yy —koordinatlarinin toplamlari
i¢in

B} (®) ={xe @ :(x,y) € E, (@)}
ve

Ep(@)={ye® :(x,y) eE, (D)}

kiimeleri tanimlansin. Bu kiimedeki elemanlarin toplamlari sirasiyla

2Ep(®) ve > END)

[x] [yl

ile gosterilsin. Bu takdirde agagidaki teorem verilebilir.
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2.11 Teorem. E; egrisi i¢in

3

p _p ber
OIS
[x] p . p beQ,
ve
p’-p
ZEg(ch): 2 ber
[yl 0 b‘pr
dir.

Ispat. U b ={1, 2, --,p-1}, D, deki birimlerin kiimesi olmak tizere bu kiimedeki her

bir elemanin karesi alinmak suretiyle ikici dereceden kalanlarin

orfes-o7]

kiimesi elde edilir. Q,, deki bu elemanlarin toplami

3

y x- PP

&, 24

dir. Simdi beQ, olsun. Bu takdirde, Teorem 2.10 geregi xe€Q, iginE, egrisi

iizerinde (t?, 2t) ve (t?, p—2t) gibi iki rasyonel nokta vardir. Q, de (p-1)/2 tane

halde egri lizerindeki rasyonel noktalarin X — koordinatlari toplami

3

YEXN®)=2Y x=2 P
[ XeQp 12

olur. bgQ, icin egri lizerindeki rasyonel noktalar (0,0), (10),(2,0), - (p—10)olup

bu rasyonel noktalarin X — koordinatlar1 toplami

p-1) p°-p
p( 2 J_ 2

olur.
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Egri lizerindeki rasyonel noktalarin y — koordinatlari i¢in b € Q, olsun. Bu takdirde Q,

deki her bir eleman i¢in egri iizerinde (t2, 2t) ve(t?, p—2t) rasyonel noktalari vardir.

. . -1
Bu noktalarin y — koordinatlari toplami p dir. Q, de pT tane eleman oldugundan

egri iizerindeki tiim rasyonel noktalarin y — koordinatlar1 toplami

p—lj:pz—p
2 2

SEN(®)= p(
[yl

olur. b ¢ Q, i¢in, egri izerindeki rasyonel noktalar (0,0), (1,0),(2,0),--,(p—1,0) olup

bu noktalarin y — koordinatlarinin toplaminin 0 oldugu aciktir.
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3. y*-2yx—3=0 DIOPHANTINE DENKLEMIi VE BU DENKLEME KARSI-
LIK GELEN EGRi UZERINDEKI RASYONEL NOKTALAR

Bu boliimde 6zel bir Diophantine denklemi ele alinacak ve bu denklemin tamsayi

¢oziimleri Z de ve p>5 asali i¢in sonlu @, cisimlerinde ele alinacaktir. Daha sonra

ise denklemin koklerine bagli olarak bir egri tanimlanacak ve bu egri iizerindeki

rasyonel noktalarin sayist p>5 asali igin sonlu @, cisimlerinde belirlenmeye

calisilacaktir. Son olarak bu egri tizerindeki (X,y) rasyonel noktalarinin x— ve y-—

koordinatlar1 toplamlar1 ile ilgili sonug¢ verilecektir. Bu bolimde elde edilen tiim

sonuclar Tekcan, Ozkoc ve Alkan 2009 dan alinmustir.

3.1 y? —2yx—3=0 Diophantine Denklemi

Bu kisimda

D:y*-2yx-3=0

Diophantine denkleminin ¢dziimleri tamsayilar kiimesinde ve p > 5 asali i¢in sonlu @,

cisminde ele aliacaktir.

3.1.1 Teorem. D Diophantine denkleminin tamsayilarda dort tane ¢éziimii vardir.

Ispat. Verilen Diophantine denklemi
y2—2yx-3=0< y(y-2x)=3

haline getirilirse bu denklem i¢in asagidaki durumlar s6z konusudur:

y Y- 2X
1 3
3 1
1 3
3 1

Buradan (x.y)=x(, 3),=(,—1) tamsay1 ¢oziimleri elde edilir. O halde denklemin dort

tane tamsay1 ¢oziimii vardir.
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Simdi verilen Diophantine denkleminin tamsayr ¢6ziimleri p =5 asali i¢in sonlu®,

cisimlerinde ele alsim. Eger verilen Diophantine denklemi @, de diisiiniliirse
D, : y?-2yx—3=0 (mod p)
Diophantine denklemi ele edilmis olur. Bu denklemin tamsay1 ¢éziimlerinin kiimesi
D, (®@,) ={(x,y) € D, xD, : y* —2yx—3=0 (mod p)}

ile gosterilirse asagidaki teorem verilebilir.

3.1.2 Teorem. D, Diophantine denklemi igin
#D,(d,)=p-1

dir.

Ispat. (ij Legendre sembolii olmak iizere
p

(_3j_{ 1  p=17(mod12)

p ) |-1 p=511(mod12)

ve

(3)_{1 p =1, 11(mod 12)

p) -1 p=57 (mod12)

oldugu bilinmektedir. Verilen Diophantine denklemi y ye gore ¢oziilmek istenirse

verilen her bir x € @, igin denklemin diskriminant:
A = (-2x)% —4(-3) = 4(x* +3) (mod p)

olur. Dolayistyla denklemin kokleri

[y 2
Yis zwzxi\/xz +3 (mod p)

olarak elde edilir. Burada iki hal s6z konusudur:

1.Hal. p=1,7 (mod12) olsun. Bu takdirde (;3] =1 dir. Buise x> =—3 (mod p) kon-
p

grilansinin X, X, gibi iki tane tamsay1 ¢dziimiiniin olmas: demektir. X, ve X, nin bu de-
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gerleri i¢in farkli ikiy, ve y, degerleri elde edilir. Dolayisiyla denkleminin (x,,Yy;) ve

(X,,Y,) gibi iki tamsay1 ¢Oziimii vardir. Burada yine iki durum s6z konusudur:

i) p=1(mod12) olsun. Bu takdirde x =0 ise y? —3=0(mod p) kuadratik kongriiansi
icin (EJ =1 oldugundan bu kongriiansin y,vey, gibi iki ¢oziimii vardir. Dolayisiyla
P

denkleminin (0,y;) ve (0,y,) gibi iki tamsay1 ¢dzimi vardir. X lerin bu degerleri @,
den gikartilarak H j = @, —{0,%;, X, } kiimesi dikkate alinsin. Bu takdirde #H , = p—3

diir. Ustelik H o de x* +3=t*(mod p) kuadratik kongriiansinin ¢dziimii olacak sekilde

T_s tane X vardir ve bunlarin her birisi i¢in denklemin y; , = X +t(mod p) gibi iki ¢6-

ziimil vardir. Bu ise H ,deki her bir x degeri i¢in denkleminin Z(pT_Sj =p-5 tane

tamsay1 ¢oziimiiniin olmasi demektir. Yukarida bu denklemin (x;,y;), (X5, ¥,), (0,Y3)
ve (0,y,) gibi dort tane daha ¢dzlimiiniin oldugu gosterilmisti. O halde denklemin top-

lam p—-5+4= p-1 tane tamsay1 ¢6ziimii vardir.

i) p=7(mod12) olsun. Bu takdirde (§J=—1 dir. Eger x=0 ise y? —3=0(mod p)
p

kuadratik kongriiansinin ¢6ziimii yoktur. Bu ise denkleminin (0, y) gibi bir tamsay1 ¢6-

ztimiiniin olmamasi demektir. Yukarida elde edilen x;, X, degerleri @, den ¢ikartilarak

G, =D, —{X;, X, } kiimesi olusturulsun. Bu takdirde #G, = p—2 oldugu agiktir. Uste-

lik G, de x? +3=t?(mod p) kongrilansmim ¢oziimii olacak sekilde - tane x e-

leman1 vardir ve bunlarin her birisi igin y;, = X+t (mod p) ¢oziimleri elde edilir. Do-

layistyla her bir X € G, i¢in denklemin Z(pT_Bj = p—3 tane tamsayr ¢oziimii vardir.

(X, y;) ve (X,,Y,) de birer ¢dziimii oldugundan denkleminin toplam p-3+2=p-1

tane tamsay1 ¢oziimii vardir.
2. Hal. p =5, 11(mod 12) olsun. (_—3J = —loldugundan x*> = —3 (mod p) kuadratik kon-
p

grilansinin ¢oziimii yoktur. Burada yine iki durum s6z konusudur.
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i) p=5(mod12) ise (ij = -1 oldugundan x=0 i¢in y? —3=0(mod p) kongriiansi-
Y

nin ¢ozimi yoktur. X in bu degeri @, den ¢ikartilirsa Sp = @, —{0} kiimesi elde edilir.

Bu takdirde x? +3=t%(mod p)kongriiansinin ¢dziimii olacak sekilde S o de pT—l tane

X degeri vardir ve X in bu degerleri i¢in y,, =X+t (mod p) ¢oziimleri elde edilir. Su
halde S, deki her bir x degeri i¢in iki ¢6ziim oldugundan denklemin Z(DT_]'j =p-1
tane ¢OzUiimil vardir.

i) p=11(mod 12) ise (%J =1 dir. x=0 ise y? —3=0(mod p) kongriiansinin y, ey,

gibi iki tamsay1 ¢6ziimii vardir. Bu ise verilen denklemin (0,y,) ve (0,y,) gibi ikKi

tamsay1 ¢Oziimiiniin olmasi demektir. X in bu degeri yine ®, den cikartilirsa

. . R . 2 42
L, =®, —{0} kiimesi elde edilir. Ustelik bu kimede x°+3=t"(mod p)

kongriiansinin ¢oziimii olacak sekilde P tane X degeri vardir ve X in bu degerleri

i¢in y;, = xxt(mod p) ¢oziimleri elde edilir. Dolayisiyla denklemin Z(DT_SJ =p-3

tane tamsay1 ¢oziimii vardir. (0,y;) ve (0,y,) de birer ¢6ziim oldugundan denklemin

toplam p—3+2 = p -1 tane tamsayi ¢oziimii vardir.

3.1.3 Ornek. p =13, 17, 19 ve 23 asallar1 igin D, Diophantine denkleminin tamsayi

¢oziimlerinin kiimesi sirasiyla asagidaki gibidir:

(0,4), (0,9), (1,3), (1,12), (3,8), (3,12), }

P (%) :{(6,6), (7,7), (10,2), (10,5), (12,1), (12, 10)

@,3), (1,16), (4,20), (4,15), (7,6), (7,8), (8,4), (8,12), (9,5),}

D7 (47) :{(9,13), (10,9), (10,11), (13,2), (13,7), (16,1), (16,14)

1,3), (1,18), (2,10), (2,13), (4,4), (5,2), (5,8), (6,5), (6,7), (13,12),}

D1 (%) :{(13,14), (14,11), (14,17), (15,15), (17,6), (17,9), (18,1), (18,16)

31



(0,7), (0,16), (1,3), (1,22), (3,12), (3,17), (6,2), (6,10), (7,18),
D, (D3) =4(7,19), (11,8), (11,14), (12,9), (12,15), (16,4), (16,5), (17,13),
(17,21), (20,6), (20,11), (22,1), (22,20)

3.2 @, de Tammh Egri Uzerindeki Rasyonel Noktalar

Bu béliimde bir dnceki béliimde ele alinan D ; Diophantine denkleminin kdklerine baglh

olarak bir polinom fonksiyon tanimlanacak ve bu fonksiyonun 6zellikleri verilecektir.
Daha sonra bu polinoma bagli olarak tanimlanacak olan egri iizerindeki rasyonel

noktalarin sayilari, ®, cisminde belirlenecek ve son olarak elde edilen bu rasyonel
noktalarin  X—ve y-—koordinatlar1 toplamlar1 ile 1ilgili sonug¢ verilecektir.
D, Diophantine denkleminin koklerininy, = X+ JIx2+3 ve Y, =X— Jx? +3 seklinde
oldugu hatirlanirsa, bu kokler yardimiyla n>1 tamsayisi igin

P.(X)=vyi +V3

fonksiyonu tanimlansin. Bu takdirde asagidaki teorem verilebilir.

3.2.1 Teorem. P, (x) fonksiyonu, tamsayilar halkasinda bir polinom fonksiyondur. Yani
her n>1 tamsayisi i¢in P, (X) € Z I<: dir.

Ispat. n cift tamsay1 olsun. Bu takdirde Binom formiilii geregi

P.(X)=(X+VXx?+3)" +(x=vx*+3)"
-3 [”j(x)“-kwxz 134y (U(x)“-k(—vxz +3)
k= k=0

ol k
[gjx” + [:Jx”‘l(\/ X2 +3) + (gjx”‘z(\/ X2 +3)2 4+

A SR e ]
(gjx” —[:Jx”‘l(\/xz +3)* +(2jx”‘2(\/ X2 4+3)2 -

(niljxl(\/m?-l +(:J(M)“
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elde edilir. Benzer islemler n nin tek olmasi halinde de yapilirsa

n-1

2(n . .
P.(X)= 22( _]x”‘z'(x2 +3)'
i—o\ 2l
oldugu gériiliir. O halde P,(x) e Z k_dir.

Yukaridaki teoremden asagidaki sonug verilebilir.

3.2.2 Sonuc.P,(x) polinomu bas katsayis1 2"olan n. dereceden bir polinom
n

fonksiyondur ve n>1 i¢in EJ terime sahiptir.

Simdi bu polinom fonksiyon yardimiyla tanimlanacak olan egri ile ilgili cebirsel

Ozellikler ele alinabilir. p >5 asali i¢in, bu polinom fonksiyonu yardimiyla egri

E, :y?=P,(x) (mod p)

olarak tanimlansin. Bu egri lizerindeki rasyonel noktalarin kiimesi
Ep (@) ={(x, ¥) € @, x D, : y* = P, (x) (mod p)}

ile gosterilirse asagidaki teorem verilebilir.

3.2.3 Teorem. E egrisi i¢in
HE (D) =p

dir.
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ispat. Fermat m kiiciik teoreminden aP™ =1(mod p) oldugu bilinmektedir. Diger

yandan

(2)_{1 p=17 (mod 8)

p) -1 p=35(mod8)

dir. Teorem 3.2.1 e gore P,(X) polinom fonksiyonunun agik hali

Py (X) = CXP +¢,XP 2 +CexP ™ -4 1 X° +Cp X

dir. Ustelik Sonug 3.2.2 geregi c,=2P olup C4,Cg,"+,Cp_1,Cpyg Katsayilart p carpani

bulundurduklarindan bu katsayilar mod p de sifira denk olurlar, yani
C41Ce17**1Cp_1,Cpyy =0(mod p)
dir. ¢, =2P =2(mod p) ve xP =x(mod p) oldugu dikkate alinirsa yukaridaki esitlik
T2 _
E, 1y =P,(X)=2x(mod p)

haline gelir. Burada iki hal s6z konusudur:

1.Hal. p=1,7(mod 8) olsun. Bu takdirde (EJ =1 dir. Buna gore;
P

) (ijzl ise [sz(gJ(ile-lzl oldugundan 2x bir ikinci dereceden kalan,
p p PAP

yani 2xe Q, dir. Simdi t € &, olmak iizere 2x =t2olsun. Buradan
y? =2x(mod p) < y? =t?(mod p) < y =+t (mod p)
olur. Buy? = 2x(mod p) kongrilansmimn t ve p—t gibi iki ¢oziimiiniin olmas1 demektir.

O halde her bir xeQ, icin egri {izerinde iki rasyonel nokta vardir. #Q, _p-1

oldugundan egri lizerinde Z(pT_lJ = p—1 tane rasyonel nokta vardir. (0, 0) da egri

tizerinde oldugundan egri lizerinde toplam p tane rasyonel nokta vardir, yani

#E, (D)= p dir.
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i) (ij =-1 ise [%j = -1 oldugundan 2, ikinci dereceden kalan degildir, yani 2x¢ Q,
P p

dir. Dolayisiyla y® = 2x(mod p) kongriiansinin  ¢oziimii olmadigindan E, egrisi

tizerinde rasyonel nokta yoktur.

2.Hal. p=3,5(mod 8) olsun. Bu takdirde (EJ = -1 dir. Buna gore
p

) (ij =1 ise (%J = -1 oldugundan y? = 2x(mod p) kongriiansinm ¢oziimii yoktur.
P P

Bu ise egri lizerinde rasyonel noktanin olmamasi demektir.

i) (1J:—1 ise (ﬁjzl oldugundan yukaridaki durumdan dolay1 egri iizerinde
Y

p

toplam p tane rasyonel nokta vardir.

3.2.4 Ornek. p=17 ve p=19 asallar icin E, tzerindeki rasyonel noktalarin kiimesi

sirastyla
c _[(0,0), (L£6), (2,£2), (4,£5), (8,+4), (9,£1),(13,+3),
o (@) = {(15,18), (16, +7) }
- [(0,0), (2,£2), (3,£5), (8,+4), (10,+1), (12,+9), (13,+8),
» (Do) = {(14,13), (15,+7), (18,+6) }
dir.

Simdi  egri tlizerindeki rasyonel noktalarin X—ve Yy —koordinatlari toplamlari ele

aliabilir. Bunun i¢in
E, (®)={xe® :(x,y) eE (D)} ve E,;" (D) ={y e D, : (x,y) e E, (D)}

kiimeleri tanimlansin ve bu kiimelerdeki elemanlarin toplamlari

S EN(@,) ve T EL®)
[x] [yl

ile gosterilsin. Bu takdirde asagidaki teorem verilebilir.
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3.2.5 Teorem. E iizerindeki rasyonel noktalarm X —ve y — koordinatlar1 toplamlari igin

3— =
ZES(%):i P p=17 (mod 8)
& 12 |- p*+12p°-11p p=35(mod8)
ve
p’—p p=L7(mod8)xeQ,
1| O p=17(mod8),x¢Q
ZE%’((I%):E . j p
[yl p=3,5(mod8),xeQ,
p’-p p=35(mod8),x¢Q,
dir.

Ispat: U p =1L 2,--+, p—1} birimlerin kiimesi i¢in

2
N i
2X="

xelU D

dir. Bu kiimedeki her bir elemanin karelerinin alinmasiyla ikinci dereceden kalanlarin

kimesi yani Q kiimesi elde edilmis olur. Bir dnceki bolimde, Q, deki elemanlarin

toplaminin

oldugu gosterilmisti. Simdi p =1,7 (mod 8) olsun. Bu takdirde bir 6nceki teorem geregi
her bir x € Q, i¢in 2x bir ikinci dereceden kalan olup egri lizerinde (X,t) ve (x, p—t)
gibi iki tane rasyonel nokta vardir. Bu rasyonel noktalarin X —koordinatlarinin toplami
2x dir. Dolayisiyla egri tizerindeki tim (X, y) rasyonel noktalarin X —koordinatlarinin

toplamu

3

>Ex@)=2 Yx=P P

[x] x<Q, 12

dir. p=35(mod 8) igin her bir xe (U —Qp) igin 2x bir ikinci dereceden kalan olup
bu x ler igin egri tizerinde (X,t) ve (X, p—t) rasyonel noktalar1 vardir ve bu rasyonel

noktalarin X —koordinatlar1 toplami 2x dir. Dolayisiyla egri tizerindeki tiim rasyonel

noktalarin X —koordinatlar1 toplami
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. —p*+12p?-11
ZEp<®p>=2£ > x- Zx]= T

[x] xeU , XeQp
olur.

Noktalarmn y — koordinatlar1 ~ toplam1 iginp=17(mod8) ve xeQ,ise2x ikinci

dereceden bir kalan olup y* = 2x(mod p) kongriiansinin t ve p—t gibi iki ¢oziimii
vardir. Dolayisiyla egri iizerinde iki rasyonel nokta olup bu rasyonel noktalarin

y —koordinatlart ~ toplami  p  dir. #Q, =(p-1)/2 oldugundan y — lerin

2 —
toplami % dir. xgQ, i¢in 2x¢Q, oldugundan y? =2x(mod p) kongriiansiin

¢Oziimii yoktur. Dolayisiyla egri lizerinde rasyonel nokta olmadigindan bu toplam 0 dir.
p=35(mod8) ve xeQ, i¢cin 2x¢Q, oldugundan y? =2x(mod p) kongriiansinin
¢ozlimii yoktur. Dolayisiyla egri iizerinde rasyonel nokta olmadigindan bu toplam 0 dir.
x¢Q, ise 2x bir ikinci dereceden kalan olup y? =2x(mod p) kongriiansinin t ve
p—t gibi iki ¢oziimii vardir. Bu ise egri iizerinde iki rasyonel nokta olmasi demektir.

Bu rasyonel noktalarin Yy — koordinatlar1 toplam1 p olup egri {lizerindeki tiim rasyonel

— 2 —
noktalarin y — koordinatlarinin toplami1 p( p2 lj _P 5 P olur.
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4. KUADRATIK iDEALLER VE INDEFINITE KUADRATIK FORMLAR

Bu béliimde kuadratik idealler ve indefinite kuadratik formlar ele alinacak bu iki
kavram arasindaki iliski verilecektir. Ayrica bu boliimde iki farkli kuadratik ideal ele
alinip bu ideallerin 6zellikleri verildikten sonra bu ideallerin ¢arpimlari ele alinacaktir.
Bu boliimde son olarak bu ideallere karsilik gelen indefinite kuadratik formlar ele

alinacak ve bu formlarin bazi cebirsel 6zellikleri verilecektir.

Mollin 2006, Quadratics isimli kitabinda genis bir sekilde kuadratik idealleri ele almig-

tir. D #1 pozitif tam kare olmayan bir tamsay1 olmak iizere r sayisi, D =1(mod 4) iken

r =2, diger hallerinde r =1 olarak tanimlansin. Bu takdirde K = @(\/Z) , A= 2 de-
r

terminantl bir kuadratik say1 cismidir. Bu say1 cisminin tamsayilar halkas1 O, ile gbs-
terilirse
0, =fox+ Ay x y 7}
olur. Bu takdirde her bir w, € O, elemani X,y € Z ve ¢, f €O, olmak iizere
W, =ax+ py
seklinde yazilabilir. Buradaki ¢, g ikilisine K igin bir tam baz denir ve | =[«, ] ile
gosterilir. a,b,ceZ ve w, €O,eleman: i¢in | =[a,b+cw,] olarak tanimlanirsa

asagidaki teorem verilebilir.

4.1 Teorem (Mollin 2006). | =[a,b+cw,] bir idealdir < c|b, cla ve ac| N(b+cw,)

dir.

Giris boliimiinde kuadratik irrasyonellerden ve kuadratik ideallerden bahsedilmisti. Ha-

tirlanacag1 tizere izi t=5+3 Ve normu n=455 olan bir & irrasyoneli verildiginde
P+o

Qo+ P)(E+ P) ozelliginde 6yle P ve Q tamsayilar1 vardir ki y = € (o) bir

kuadratik irrasyonel olup bu kuadratik irrasyonele bir 1, ideali ve A =t? —4n determi-

nanth bir F, indefinite kuadratik formu karsilik gelir.
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4.1 Kuadratik idealler ve Bu Ideallerin Carpim

Bu bolumde iki 6zel kuadratik ideal ele alinacak ve bu ideallerin bazi Ozellikleri

verildikten sonra bu iki idealin ¢arpimi elde edilecektir. k > 2 tamsayi olmak tizere
I, =[k, k—1+vk® +k+1] ve I, =[k+1, k +vk® +k +1]

idealleri ele alinsin. Bu takdirde asagidaki sonuglar verilebilir ki bunlar Tekcan, Ozkog

ve Alkan 2010 dan alinmistir.

4.1.1 Teorem. 1, ve |, idealleri i¢in
i) 1, ideali her k > 2 tamsayzist igin indirgenebilirdir.
i) 1, ideali ambiguoustur <k =2 dir.

lif) t>1 tamsayist icin k=3t+1 formunda ise p, kuadratik irrasyonelinin siirekli

kesirli agihim1 »; =[1, 1, 6t + 2, 1, 1, 2t] seklinde olup I, in devri

12 =[3t+1, 3t +/9t +9t +3]~ I} =[3t + 2, 1+/9t? + 9t + 3]~
12 =[L,3t +1+Ot2 + 9t + 3]~ 13 =[3t + 2, 3t +1+Ot? + 9t + 3]~
I} =[3t+1, 1+v/9t2 + 9t +3]~ 17 =[3, 3t + /9t +9t +3]

dir.

Iv) I, ideali her k > 2 tamsays1 igin indirgenebilirdir.

v) |, ideali her k > 2 tamsayisi i¢in ambiguous degildir.

vi) t>1 tamsayist i¢in K=3t+1 formunda ise y, kuadratik irrasyonelinin siirekli

kesirli agihm1 y, =[1, 1, 2t, 1, 1, 6t + 2] seklinde olup |, nin devri

19 =[3t+2, 3t+1+v9t* +9t +3]~ I; =[3t+1 1+v9t* +9t +3] ~
17 =[3,3t+VOt* +9t +3]~ 15 =[3t+1, 3t +/9t* +9t +3]~
14 =[3t+2, 1+/9t2 + Ot +3]~ 12 =[L, 3t +1+9t2 + 9t +3]

dir.
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ispat.i) k >2 oldugundan k®+k +1>1 olup buradan
k2+k+1>1 o k?®+k+1>k?+(k-1)% -2k(k -1
< D>Qf +P’-2PQ
= F’1+\/B>Ql
elde edilir. Diger yandan
k? +1<3k+k?+1 o (k-1)2<k?+k+1 < P -J/D <0
ve
4% -4k +1>k*> +k+1 © (k-D?+k?+2k(k-1) >k? +k +1
o P2+Q2+2PQ,>D o P —-v/D >-Q
dir. O halde
P1+\/B>Ql ve —Q; < Pl—\/5<0

oldugundan I, indirgenebilirdir.

. N : . 2P, .
if) 1, idealinin ambiguous olmasi i¢in gerek ve yeter sart tanimdan dolay: L in
1
2P, - .
tamsay1 olmasidir. O halde Q—l €eZ o ¥ =2 —E eZ & k=2 dir.
1

Iii) t>1 tamsayst i¢in k = 3t +1 olsun. Bu takdirde asagidaki tablo elde edilir:

Tablo 4.1.1 1, idealinin devri

i 0 1 2 3 4 5
P 3t 1 3t+1 | 3t+1 1 3t

Qi | 3t+1|3t+2 1 t+2 | 3t+1| 3

m, 1 1 6t +2 1 1 2t

Bu tabloya gore y, in siirekli kesirli acilimi y; =[1 1, 6t+2,1 1, 2t] ve I, idealinin

devri

19 =[3t+1, 3t+t? +9t+3]~ I} =[3t+2, 1+ /9% + 9t + 3]~
17 =[L3t+1+0t? +9t +3]~ 17 =[3t+2, 3t +1+9t? +9t +3]~
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I} =[3t+1, 1+9t> + 9t + 3]~ I? =[3, 3t +/9t? + 9t +3]

seklindedir.
iv) k > 2 oldugundan k2 +k >0 olup buradan k? +k +1>1 olur. Buradan

k? +k+1>2k? —2k? +2k -2k +1 < k2 +k+1>(k+1)?+k? —2k(k +1)
& D>Q7+PF-2P0Q,
o P,+/D>Q,

elde edilir. Diger yandan
k?<k?+k+1<P2<D<P,-+J/D <0

ve
3k?+3k>0 < Kk?+kZ2+2k+1+2k?+2k >k? +k+1

o kP+k+D%*+2k(k+1) >k +k +1
& PA+Q2+2PQ,>D
o P,-JD>-Q,

oldugundan P, ++/D >Q, ve —Q, <P, —+/D <0 olur. O halde 1, indirgenebilirdir.

2P,
2 _ 2K higbir zaman tamsay1 olmadigindan |, ambiguous degildir

V) = =2-
Q, k+1 k+1
vi) t >1 tamsayisi i¢in k = 3t +1 olsun. Bu takdirde asagidaki tablo elde edilir:

Tablo 4.1.2 1, idealinin devri

2 3 4 5

[ 0 1
3t 1 3t+1

P | 3t+1 1 3t

Qi | 3t+2 | 3t+1| 3 |3t+1|3t+2 1

2t 1 1 6t+2

Bu tabloya gore y, =[1 1, 2t, 1,1, 6t +2] olup I, nin devri

19 =[3t+2, 3t+1+v9t? +9t+3]~ 15 =[3t+1, 1+/9t* + 9t + 3]~
17 =[3,3t+V9t? +9t+3]~ 15 =[3t+1, 3t +/9t* + 9t +3] ~
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13 =[3t+2,1++9t% +9t +3]~ 15 =[1, 3t +1+/9t? +9t +3]

dir.

4.1.2 Sonug. 17 ve 17, 1, idealinin devrinde, 12 ve I ise |, idealinin devrindeki am-

biguous ideallerdir.
Simdi yukarida ele alinan |, ve I, ideallerinin ¢arpimlari ele alinabilir.

4.1.3 Teorem. |, ve |, ideallerinin ¢arpimi
| =[k? +k,k? +k —1++Vk? +k+1]
idealidir.
Ispat. Giris boliimiinde verilen iki idealinin ¢arpimi1 tanimlanmisti. Bu tanima gore I,

ve |, idealleri i¢in

S = obeb(k,k +1,2k ~1) =1 ve Q:%:k2+k

dir. O halde

1

P = E[UQZPl +VQ1P2+VEV(P1P2+D)} (mod 2Q)

I

{u (k +1)(k —1)+V(k)(k)+V?V(k2 —k+k?+k +1)J (mod 2(k? +k))

{U(k2—1)+Vk2+V?V(2k2+1)} (mod 2(k? +k))
olur. Burada U, Vve W lar

W
U (k +1)+V(k)+?(2k—1)=1

denklemini gergekleyen tamsayilar olup bu denklemin ¢éziimii (U,V,W) = (1-k, k, 0)
dir. O halde yukaridaki esitlik

P=kZ+k—1(mod (2k2 +k))=k2 +k -1

olur. Dolayistyla 1, ve 1, ideallerinin carpimu | =[k* +k,k* +k —1++k? +k +1] dur.
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4.1.4 Ornek. t =5 igin

i ~[L 1 32 1 1, 10]

15+ V273
16

olup I, =[16,15++/273] idealinin devri
1) =[16,15 +~/273]~ I} =[17,1+/273]~ |17 =[1,16 +/273] ~
12 =[17,16 +273]~ I;' =[16,1+~/273]~ 1> =[3,15 +/273]

dir. Benzer sekilde

72 =[1 110, 1, 1, 32]

16 + V273
17

olup I, =[17,16 +~/273] idealinin devri
19 =[17,16 +V273] ~ 15 =[16,1+/273]~ 15 =[3,15 +/273] ~
13 =[16,15++/273]~1; =[17,1+273]~ I3 =[1,16 ++/273]

dir. Ustelik 1, ve I, ideallerinin garpimu | =[272,271 ++/273] idealidir.

4.1.5 Teorem. | ¢arpim ideali her k > 2 tamsayisi i¢in indirgenemezdir ve ambiguous
degildir.
Ispat. k > 2 oldugundan
k*+2k®—2k* -3k >0
dir. Buradan

k% +2k3®-2k? -3k >0 < k*+2k3®-k?-2k+1>k?>+k+1

< k?P+k-1>Vk?+k+1

o P>JD
& P-JD>0
elde edilir ki bu indirgenebilirlik tanimi ile gelisir. O halde | indirgenemezdir. Diger
yandan
2 —
2_P:2(k 2+k 1):2_ 22 27
Q k= +k k= +k

oldugundan | ambiguous degildir.
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4.2 indefinite Kuadratik Formlar

Bu béliimde bir dnceki boliimde ele aliman kuadratik ideallere karsilik gelen indefinite
formlar ele alinacak ve bu formlarin bazi Ozellikleri verilecektir. Giris boliimiinde

kuadratik irrasyoneller, kuadratik idealler ve indefinite formlar arasindaki iligki

VD

verilmisti. Bu iligskiye gore y = P o kuadratik irrasyoneli i¢in I, =[Q,P +~/D]

. L P2_D
bir kuadratik ideal ve F, =(Q, 2P,

) da 4D determinantli bir indefinite

formdur.  Dolayisiylal, =[k, k—1+vk? +k+1]  vel, =[k+1 k +vk? +k +1]
ideallerine karsilik gelen indefinite formlar sirasiyla
F, =(k, 2k -2, —3) ve F, =(k+1, 2k, -1

dir. Bu takdirde asagidaki teorem verilebilir.

4.2.1 Teorem. F, ve F, indefinite formlari i¢in
i) Her k> 2 tamsaysi i¢in Fy indirgenebilir ve ambiguoustur.
i) t>1 tamsayisi igin k =3t +1 ise F, indevri
Fo =(Gt+16t,-3)~F, =(3,6t,-3t-1) ~F, =@t +12-3t-2)~
Fio =@ +26t+2-1)~F. =(L6t+2-3t-2)~F: =(3t+22-3t-1)
dir.
iii) Her k > 2 tamsayist i¢in F indirgenebilir ve ambiguoustur.

iv) t>1 tamsayisi igin k =3t +1 ise F, nin devri

Flo=(@t+2,6t+2-1)~F, = (L6t+2-3t-2)~F, =(3+22,-3-1)~

12

Fo=(3t+16t,-3)~F. =(36t-3t-1)~Fs =(3t+12-3t-2)
2 2 2

dir.
Ispat. i) k >0 oldugundan
4K +4>-8K+4<>4k? + 4k + 4> 4k?> -8k +4

44



& VAK? + 4k +4 > 2k — 2

<SVA>D

dir. Ustelik k > 2 oldugundan 4k +4 > 0 dir. Buradan
4k +4 >0 < 4k? + 4k +4 > 4k® < 4k + 4k +4 > 2k

olur, yani V4k? + 4k +4 — 2k > 0 dir. Diger yandan 3k —5> 0 oldugunda

4k(3k —5) >0 < 12k?—-20k+4 >4
< 16k? —20k +4 > 4k? +4

< b > ‘\/Z— 2|a1”
olur. Buradan ‘\/Z— 2|a1” <b, <~/A elde edilir. O halde F,, indirgenebilirdir.
g=[p;q;u;v] e T elemant ve FIl = (k, 2k — 2, —3) indefinite formu igin
kp? + (2k —2)pg—3g% =k
2kpu+ (2k —2) pv+ (2k — 2)ug—6qv =2k — 2
ku? +(2k —2)uv—3v? = -3

denklem sisteminin bir ¢éziimii, p=1,q=0,u=0, v=-1 dir. detg = -1 oldugundan

F,, kendisine has olmayan denk ve bdylece ambiguoustur.
i) t>1 tamsayisi igin k =3t +1ise F, formu i¢in asagidaki tablo elde edilir:

Tablo4.2.1 F, formunun devri
[ 0 1 2 3 4 5

i | 3t+1 3 3A+1 3t+2 1 3t+2

b | 6t 6t 2 | 6t+2| 6t+2 2
¢ | -3 | -3t-1|-3-2| -1 |-3-2|-3-1
s, | 2t 1 1 |e6t+2| 1 1

Bu tabloya gore F, indefinite formunun devri

Fo=(@t+16t-3)~ Fy =(3,6t-3-1) ~ F, =(3t+12,-3t-2)~
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dir.

iii) 1) dekine benzer sekilde gosterilebilir.

iv) t>1 tamsayisi igin k =3t +1ise F, formu i¢in asagidaki tablo elde edilir:

Tablo4.2.2 F, formunun devri

Fo=(@t+2,6t+2,-1)~F, =(6t+2-3t-2)~F. =(3t+22-3t-1)
1 1 1

0 1 2 3 4 5
At+2 | 1 %t+2 |3t+1| 3 3t+1
6t+2 | 6t+2 2 6t 6t 2

1 | -3t-2|-3t-1] -3 [-3t-1]-3-2
6t+2 | 1 1 2t 1 1

Bu tabloya gore F|, nin devri

Flo=(@t+2,6t+2-1)~F, = (L6t+2-3t-2)~F, =(3+22,-3-1)~

N

0

2

Fo=(@t+16t,-3)~F. =(36t-3t-1)~Fs =(3t+12-3t-2)
2 2 3

dir.

4.2.2 Ornek. t =5 olsun. Bu takdirde k =16 olup F,, =6, 30, —3) formunun devri
FIlO = (16, 30, —3)~ FIll = (3,30, —16) ~ FI12 =(16, 2, -17)~
FI13 =(17,32,-1)~ FIl4 =132, -17)~ Fllf, =(17, 2, -16)
ve F,, = (17, 32, 1) formunun devri ise
Fo=(07,32 -)~F, =132, -17)~F, = (17, 2, -16)~
F|§ = (16, 30, —3)~ F|§ =(3,30, -16) ~ F|§ = (16, 2, —-17)

dir.

4.2.3 Sonug. Eger t>1 tamsayisi i¢in K =3t+1 ise F, ve F indefinite formlarinin

devrindeki tiim formlar ambiguoustur.
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| =[k? +k,k? +k —1++k? +k +1] carpim idealine karsilik gelen indefinite form
F, = (k?+k, 2k? +2k -2, k? +k —3)

olup bu form ile ilgili agagidaki teorem verilebilir.

4.2.4 Teorem. F, indefinite formu indirgenemez, fakat ambiguoustur.
ispat. k > 2 oldugundan k* +2k? — 2k —3> 0 dir. Buradan
Ak(k® +2k? =2k —3) >0 < 4k* +8k> —8k? —12k + (4k? + 4k +4) > 4k* + 4k + 4
< 4k* +8k® —4k® -8k +4 > 4k* +4k +4
o Mk?+k-1)2%>4k? +4k +4
o 22 +k-1)>/ak? + 4k + 4
o b>JA
elde edilir. O halde F, indirgenebilir degildir.
g=[p;q;u;v] e I’ ddniisiimii icin
(k% +k)p? +2(k* +k -1 pg+(k? +k-3)q? =k? +k
2(k? +k)pu+2(k? +k —1)(pv+uq) +2(k? +k —3)qv =2k + 2k — 2
(k? +k)u? +2(k® +k —Duv+ (k> +k —3)v? =k? +k -3
sisteminin bir ¢éziimi p=3, q=-2, u=4 ve v=-3 diir. detg = -1 oldugundan F,

kendisine has olmayan denk ve boylece ambiguoustur.
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5. 0ZEL TAMSAYI DiZiSi VE PELL DENKLEMI

Tamsay1 dizileri sayilar teorisinde c¢ok eski bir konu olup hala da giinlimiizde
gegerliligini koruyan bir konudur. En ¢ok bilinen tamsay1 dizisi, meshur Fibonacci
tamsay1 dizisidir ki bu dizi ilk kez bir italyan matematik¢i olan Leonardo Fibonacci,
(1170-1250) tarafindan ele alinmistir. Aslinda bu say1 dizisi 6. yilizyildan itibaren Hintli
matematik¢iler tarafindan bilinmesine ragmen Avrupa’ da 13. yiizyilda Fibonacci

tarafindan ele alinmistir. Bu say1 dizisi, Fy =0,F =1 ve tim n>2 i¢in

I:n = I:n—l + I:n—2

indirgeme bagintis1 ile verilen bir say1 dizidir, yani dizinin terimi kendisinden dnce ge-
len ilk iki terimin toplami olarak tanimlanmaktadir. Buna gore dizinin ilk birkag¢ terimi
0,1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377 , 610, 987, 1597, -

seklindedir. Bu say1 dizisinin karakteristik denklemi x> —x—1=0 olup bu denklemin
kokleri

1+/5 1-4/5
= ve ,B:T

dir. Bu koklerden « olani, altin orana karsilik gelmektedir ve yaklasik degeri 1,618 dir.

= ¢ dir. Fibonacci sayilar1 Binet formiilii olarak ta bilinen
n—o n—1

n n
F=Z p
a—p

formiilii ile verilebilir. Fibonacci sayilari ile ilgili yiizlerce baginti bulunmakta olup bu

bagintilardan bazilar1 asagidaki gibidir:

F=F+F -1

M:

I
[N

-

I
[N

in = F2n+1 -1

M:

I:2| -1~ F2n

n
I:i = I:2n

n) .
)ZI F=F,

I
[N

M:

M:

o\l

5
=t
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Ayrica dizinin terimleri arasinda
Fon =Fi1—F2 =F (Fy+ Fy) = F(F, +2F,)
Foni1 = Pt + Fr
Foo=Foa+F-F,
Fn2+2 - Fn2+1 =FFos
Fi=F2,+3F, +2F _,F, 4
Fli=4F,F_ +F2,
Fi+F2=Fona
FruaFn + Fo Fnoa = P
Fon =3Fn2 —Faons
Faonia =3Fn1 = Fons
Fo=(D""F,
seklinde indirgeme bagintilar1 vardir. Diger 6nemli bir tamsay1 dizisi Lucas tamsay1
dizisi olup bu dizi de ilk olarak bir Fransiz matematik¢i olan Frangois Edouard Anatole
Lucas (1842-1891) tarafindan ele alinmistir. Bu say1 dizisi, Fibonacci say1 dizisine
benzemekle birlikte baslangi¢ degerleri farkli olan bir say1 dizisidir ve Ly =2, L, =1 ve
tim n>2 i¢in L, =L, , + L, , seklinde tanimlanmaktadir. Bu dizinin ilk birkag terimi
2,1,3,4,7,11, 18, 29,47, 76, 123, 199, 322, 521, 843, -
dir. Bu dizinin karakteristik denklemi ve bu denklemin kokleri Fibonacci say1 dizisi ile
ayn1 olup dizinin n. terimi L, =" + A" Binet formiilii ile verilebilir.
Fibonacci ve Lucas sayilar1 arasinda bir ¢ok cebirsel bagint1 olup bunlardan bazilari:

m+n

, L2-5F2=4(-)", L,=F, ,+F,, ve F,, =F,L,

seklindedir. Baska bir tamsay1 dizisi Pell tamsay1 dizisi olup bu dizi de ilk olarak bir
Ingiliz matematik¢i olan John Pell (1611 —1685) tarafindan calisilmistir. Baslangig
degerleri Fibonacci say1 dizisine benzemekle birlikte, dizinin genel terimindeki katsay1

farki yiiziinden bu dizisinden farklhidir ve P, =0,P, =1 ve n>2 i¢inP, =2P, ; +P, ,

seklinde tanimlanan bir tamsay1 dizisidir. Bu dizinini ilk birkag terimi

0,1,2,5,12,29,70, 169, 408, 985, 2378, 5741, 13860,
seklindedir. Bu dizinin karakteristik denklemi x*>—2x—1=0 olup bu denklemin

kokleri X, =1+ J2 dir. Dolayisiyla dizinin herhangi bir n.terimi Binet formiiliinden
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C@+2)"—(1-2)"
Bl 2.2

elde edilebilir. Bu sayi dizilerinden baska, Pell-Lucas, Jacobsthal ve Pell-Jacobsthal say:

Pn

dizileri de en 6nemli say1 dizileridir.

Bu sayi1 dizilerinin daha genel hali su sekildedir: P ve Q, P?—4Q =0 &zelliginde iki
tamsay1 olmak tizere bu iki parametreye bagl ve
U,=0,U; =1 ve V,=2,V,=P
baslangi¢ degerleri verilen tamsay1 dizileri n>2 igin
U,=U,(P.Q)=PU,; -QU,_,
ve
V,=V,(P,Q) =PV, -QV, ,
seklindedir. Bu dizilerinin karakteristik denklemi x*—Px+Q =0 olup bu denklemin
kokleri
P+.P?-4Q
2

dir. Dolayisiyla dizilerin n. terimi Binet formiili geregi

X102 =

dir. Bu tamsay1 dizileri i¢in asagidaki tablo elde edilir:

Tablo 5.1 Tamsay1 Dizileri

P[Q U, v

n

1 |-1 |Fibonacci sayi dizisi | Lucas say1 dizisi

2 |-1|Pell say1 dizisi Pell-Lucas say1 dizisi

1 |-2 |Jacobsthal say1 dizisi |Pell-Jacobsthal say1 dizisi

Bu U, ve V, tamsayi dizileri i¢in

matrisi tanimlanirsa
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u e te] e b et

olur. Ustelik D = P2 —4Q i¢in bu iki tamsay1 dizisi
V2 -DUZ=4Q"
Uri—PU,U, +QU; =Q"
DU, =V,,,-QV,,
Vi =Un-QU
indirgeme bagintilarini,
Unin =UnVa =Q'Up,
Vo =V,V,-Q"V,_,=DU_ U, +Q"V, ,
U..,=U.V,+U\V,
2Q"U,, ,=U,V,-UV,_
toplamsal bagintilarin1 ve
U,, =U.V,
Vy, =V72 —2Q"
Uzy =Un (Vi —Q") =U, (DU, +3Q")
Va, =V, (Vn2 -3Q")

carpimsal bagintilarin1 gercekler (Daha fazla bilgi icin Mollin 2008, 2009 ve Ribenboim
2000 e bakilabilir).

5.1 Ozel Tamsay Dizisi

Bu bélimde Tekcan, Ozkog ve ark. 2011 in U, =PU, ;—QU, , tamsayi dizisine

benzer sekilde tanimladiklar1 tamsay: dizisi ile ilgili elde ettigi sonuclar verilecektir.

5.1.1 Teorem P,QeZ" igin her bir p=1(mod 4)asal sayisi P2—4Q formunda
yazilabilir.

Ispat. p=1(mod 4) asal say1 ise k € Z"igin p =1+ 4k olup

p=P?-4Q
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denkleminin bir ¢ozimii (P,Q) = (2k +1, k?) dir. O halde her bir p =1(mod 4) asali

P2 —4Q formunda yazilabilir.

p>5, p=1(mod 4) 6zelliginde bir asal say1 olsun. Bu takdirde P ve Q yukaridaki gibi
olmak iizere Tekcan, Ozkog ve ark. 2011, A, , tamsay1 dizisini, A, ; =0, A ; =1 ve tiim
n=2 igin

Ak,n = I:)Ak,n—l _QAk,n—Z = (2k +1)Ak,n—1 - szk,n—2

olarak tanimlamislardir. Bu esitligin karakteristik denklemi x°> —Px+Q =0 olup

denklemin kokleri

a:2k+12+\/6 ve ﬂ:2k+12—\/6

n n
dir. Dolayisiyla Binet formiilii geregi her n>1igin A, | = @ =P dir.

5.1.2 Teorem. A , dizisinin ilk n—terim toplami

: Ak,n+ _kZAk,n -1
ZAKH = : 2
i=1 2k _k

dir.
Ispat. A, =PA 1 QA , =(k+DA ,  —Kk*A ,_, dizisi igin

Acniz = (2k +1)Ak,n+1 - kzpk,n = 2kAk,n+1 + A~ szk,n

oldugundan A ., — A 1.1 = 2KA 1 — szk’n elde edilir. Bu son esitlikte n yerine 0 dan

n ye kadar degerler verilirse ve denklem taraf tarafa toplanirsa

Az = Ay = (K=K (A + Ay o+ Ac) + 2KA g =KAo
elde edilir. A, , =0 ve A ; =1 oldugundan bu son esitlik

Acniz —1=(2k - kz)(A(,l AL+ A) T 2KA L

haline gelir. Buradan
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Ak, + —Zk'&k, + -1
st gt Ay =i — S8

olur. Bu son esitlikte A, ., > (Kk+1)A 4 — kZAk,n degisken degisimi yapilirsa

istenilen sonug goriiliir.

5.1.3 Teorem. A, dizisi her n>2 tamsayis1 igin

Acon = (2k2 +4K+DA o0 — k4Ak,2n—4

Aconia = (2k2 +4K+1)A on 1 — k4Ak,2n—3

indirgeme bagintilarin1 gercekler.

Ispat. Acon=(K+DA 50— kZAkzﬂfz oldugu hatirlanirsa
Acan =K+ A 50 1~k Acgn
= (2K +DI(K +1) A oz — K2 A 23] =K Ao
= A 2n-2[(2K +1)2k?] - k*(2k +D)Acan-s
= Ano[(2k +1)% —k?]1=k* 2k + D[(2K +1) A s —KZA 6]
= Aol +1)2 —k?]1=k* 2k +1)2 Ay T K K +D) A, s

= A1<,2n—2[(2k +1)2 - kz] - szk,Zn—Z + szk,Zn—Z - k2(2k +1)2 Aona
+k*(2k +DA s

= Ano[(k +1)2 = 2k2]+ K2[(2K + 1) A 5ns — KA 01— K2 (2K +1)2 A,
+k 2k + 1A s
= A o[k +1)% —2K? 1+ K?(2k +1) A s —K*A 0y — K (2k +1)% A,
+K* 2k + 1A 20 s
= A o[k +1)2 =2k ]+ A, o [K2 (2K +1)* —k* —k?(2k +1)°]
+ A ons[-K 2k + 1)+ k*(2k +1)]

= A onal(2k +1)% - 2k*]- k4Ak,2n—4

elde edilir. Diger ifade de benzer sekilde gosterilebilir.
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5.1.4 Teorem. A, | dizisi igin

7
N

e

n n—(2i+1) i crL -
211 (2k +1) 4k +1)" n cift iken
I+

E]

I
7
LS

2_” J(Zk +1)"@ DAk +1) n tek iken
i+

N

|

ve
n-2
2 —1—i . . _
Z(n . Ij(—l)'(2k+1)”(2'*1)k2' n ¢ift iken
AK _)i=0 |
N 7 ) n1
&(n-1-i i n-Qi+1) |, 2i .
U D @k +1)"@K®  n tek iken
i=0 I
dir.

Ispat. Binet formiiliinden goriiliir.

5.1.5 Teorem. Her n>1 tamsayzst i¢in

Ak,n+1_k2Ak,n~1
a+ " =9 2A 1 - (2k+DA,
2k +1) A — 2K Aoy

dir.
ispat. Ak,n =2k +1)Ak’n — szk,n_1 oldugu dikkate alinirsa
Ak,n+1 - szk,nfl = [(Zk +1) Ak,n - I(Z'Ak,nfl] - 2k2Ak,n—l
=(k+1)A , —2k*A

= (2 +1)[—0‘n - ﬁ j— 2|<2(—“n_1 - ﬁn_l]
‘- -

o
=M(an_ﬂn)_L(a_“_ﬂ_“j
Jak+1 Jk+ila B
:an+ﬂn

elde edilir. Digerleri de benzer sekilde gosterilebilir.
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Simdi P =2k +1 ve Q = k?sayilari i¢in

P-2Q++/D P+2+/D 2Q0-P++/D
M=——"Y" N=P-Q-1,H-= L= ,
2D 0 2D 2QJ/D
K:PQ+4P+8Q—2+(3Q+2P)\/B
2D

sayilar1 tanimlansin. Bu takdirde asagidaki teorem verilebilir.

5.1.6 Teorem. A | dizisi i¢in

- 1 N NE on .
|.ZAk‘n:W[Ma -~Mpa" -1 dir.
i=1

ii. N>0 icin A, +A . = Ha"-HB" dr.

iii. N>2icin A, +A g =Ka"2—Kg" 2 dir.

iv. n>1igin A A, ,=La"-Lg" dir.

Ispat.i. A, —k’A . =a"+ B" esitliginde n —n+1 degisken degisimi yapilirsa

an+l +:Bn+1 = Ak,n+2 - kZAk,n = (2k +1)Ak,n+1 _Zszk,n
:(Ak,n+1_k2Ak,n)+2kA<,n+1_kZAk,n

olur. Buradan

Ak,n+1 - kZAk,n = aml + ﬂml - 2k'A¥<,n+1 + kZAk,n

:anﬂ+ﬂn+1_2k[a”+l—ﬂ”+1]+k2{a” —ﬂn]
a—p a—p

_ o[, 2ka k2 j+ﬂ”(ﬂ 2k k2 j

Vak+1  VJak +1 Jak+1  ak+1
2k +1-2k% + 4k+1]_ﬁn[2k+1—2k2—«/4k+1]

24k +1 2/4k +1
o P—2Q+JB]_IB”(P—2Q—JB]
2JD 2JD
=Ma" +MB"

elde edilir. Buna gore Teorem 5.1.2 den istenilen sonug¢ goriiliir.
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ii. Aa =@k +1)A , —k*A ., olup buradan

Ak,n+1_(2k +:I-)Ak,n = _kZAk,n—l < Ak,n+1_2kA<,n _2Ak,n + Ak,n = _kZAk,n—l
< Ak,n+1""b‘k,n _(2k+2)Ak,n = _szk,n—l
< Ak,n+1+ Ak,n = (2k+2)Ak,n _szk,n—l

_ a” _ﬂn ) an—l_ﬁn—l
<:>'A‘1<,n+l"*'Ak,n_(Zk"*'z)( \/B j+k [ \/B j

& Acrat Ay =[%]a” +[%]ﬂ“
& Agpa+ Ay =(%]a” +[%}ﬂ”

S At A, =Ha"+Hp"
elde edilir. Digerleri de benzer sekilde gosterilebilir.
A, , tamsay dizisi i¢in

2k +1
1

Anl N
[Ak,n_l}‘“"(p*'”) M

oldugu aciktir. W matrisi i¢in asagidaki teorem verilebilir.

2k +1 1}

—Kk?
O} ve W(Ak,ro{ -

M (Akn) :|:

matrisleri tanimlanirsa

5.1.7 Teorem. A, , dizisi verilsin. Bu takdirde her n>1 tamsayist i¢in

Ak,n+1 Ak,n _ n—1i
{ N Ak’nj—M(Ak,n) W(A )
dir.
Ispat. n=1 icin
A Aal| 1A Aa
{Ak,l Ak,J_W(Ak’n)_[Ak,l Ak,0i|

olup esitlik dogrudur. Kabul edilsin ki esitlik n—1 i¢in dogrudur. Bu takdirde

56



A [

Ak,n Ak,n—l
_ Ak,n Ak,n—l
=M (Ak’n)|:Ak,n—1 Ak,n—z}
{(zm)Ak,n—szk,nl (2k+DA s kP Ao
Ak,n Ak,nfl

oldugundan esitlik her n i¢in dogrudur.

5.1.8 Sonug. A, , dizisi verilsin. Buna gore n>1igin A | 1A 1 — Af’n =(-1)" dir ve

n>0 icin A2, —(@n+1)A A, +K*AZ = (=1 K? dir.

Hatirlanacagi iizere a,b,c,d sayilarinin ¢apraz orani

(a—b)(c—-d)

[a,b;c,d] =
(b—c)(d—-a)
olarak tammlanmaktadir. Simdi ardisik A |, A 1,1, A ni2VE A 43 terimlerinin gapraz

oranlarmnin limitleri ile ilgili olarak asagidaki teorem verilebilir.

5.1.9 Teorem. A ., A ni1s A ni2VE A,z terimleri igin

R=2k%?+12k +4, S=4k +4, T =12k> + 23k? + 34k +13 ve U =5k? +16k +11

olmak tizere

_Tl p=5 iken
r!ian[Ak,ni Ak,n+1; Ak,n+2' Ak,n+3] “1-R- S\/B

T+U\/E

p >5 iken

dir.
Ispat. p=5icin k=1olup A ,=3A,,-A,, dir. Dolayisiyla

Ai,n+2 = 3Aﬁt,n+1 - Al,n
Ai,n+3 = 3A1,n+2 - Ai,n+1 = 3[3A1,n+l - Ain] - Ai,n+1 = 83A1,n+l - 3A1n

olup ¢apraz oran tanimindan
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(Al,n - Al,n+l)(A1,n+2 - Ai,n+3)
(Al,n+1 - Al,n+2)(A1,n+3 - Ain)

_ (Ain - Ai,n+1)[(3A1,n+1 - Ain) - (8A1,n+1 _3A1n)]
[Ai,n+l - (3A1,n+l - Ai,n)][(SAi,n+l _3A1,n) - Aln]

_ (Aln - Ai,n+1)(_5A1,n+l + 2A1n)
4(_2A1,n+1 + Ai,n)(Ai,m—l - Ain)
olur. Diger yandan

[Ai,n’ Ai,n+1; Ai,n+2’ Ai,n+3] =

3+\/§ n+1 3_\/§ n+1 3+\/§ n_ 3_\/§ n
2 o2 L2 2
Ai,n+1_ \/g ve Ai,n - \/g

oldugu hatirlanir ve her iki tarafinin limiti alinirsa

-1

WM LA b A Az Al =

elde edilir.

p=7igin Ay A1 Acni2 V8 Ay ny3 ardigik dort tamsayinin ¢apraz orani

(Ak,n - Ak,n+l)(Ak,n+2 - Ak,n+3)
(Ak,n+l - Ak,n+2)(Ak,n+3 - Akn)

dir. Diger yandan A, , = (2k +1)A,,, —k*A,_, oldugundan
Acnz =k +DA 1 —K* A,
A =K+DA L, — KA L =Gk +4k+1)A . — (2K° +k*)A
Acniz = Acna = (-3K* = 2K)A . — 2K°A
Ans— A, = @K +4k+D)A . — (2K +Kk* +D)A,,

bulunur. O halde yukaridaki esitlik

[Ak,n’ Ak,n+l; Ak,n+2’ Ak,n+3]

. (Akn _Ak,n+1)[(_3k2 _Zk)Ak,n+l+2k3Ak,n]
[-2A 0 + KA LI + 4K +1)A, L — (2K +K* + DA, ]
_ (Akn _Ak,n+1)[(_3k_2)A1<,n+1+2k2Ak,n]
(<2A 1 + KA DIEKE + 4K + 1A, . — (2K + K +1)A, ]

_ (Akn _Ak,n+1)[(_3k_Z)Ak,n+l+2k2Ak,n]
(K +D)(-2A . +KA DIEGK+DA ., —(2k* +k+D)A ]

[Ak,n’ Ak,n+1; A‘»(,n+2’ Ak,n+3] =
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n+l n+1 n n

o — o —
—ﬂ Ve )Ak n —
oa-p ’ a-p

yukaridaki esitligin limiti alinirsa istenilen sonug goriliir.

haline gelir. A .=

oldugu dikkate alinir ve

5.1.10 Ornek. p =5 i¢in k=1 olup P=3 ve Q=1 dir. O halde A, =3A ., —A .,

dir. Bu dizinin ilk birkag¢ terimi

0,1, 3, 8, 21, 55, 144, 377, 987, 2584, 6765, 17711, 46368, -

dir.n=9 igin

Ao =2584, A, =6765, A, =17711 ve A, = 46368

dir. O halde

(-4181)(-28657) _ 119814917 _ .o

rl]m[Ai,g’ Ai,lo; A1,11’ Ai,lz] = (—10946)(43784)  — 479259664 -

bulunur. Dolayisiyla

[ Assi A Al >

diir. p=13 i¢cin k=3 olup P=7 ve Q=9 dur. Buna gére A, =7A, ,—-9A, , i¢in

0,1,7,40, 117, 217, 1159, 6160, 32689, 173383, 919480, 4875913, 25856071,
137109280, 727060321, -

dir. n=10 igin
A, =4875913 , A, = 25856071 , A,;, =137109280 ve A, , =727060321

olup

1237726605 2444478

M [Ay 100 Agasi A1 Ay il = = —0,15405
ML Aasor Asssi Ao Al = Zgcason o765272

bulunur. Diger yandan p =13 ve k=3 i¢in R=58,S =16,T =376 ve U =104 olup

~R-S{p -58-1613 176 +16V13 _

- = = —0,15405
T+U,p 376 +104413 768
dir. O halde
-R-S\p
' ’ ’ _—
[A3,10 A3,11 A3,12 A3,13] T + U \/E
dir.
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Yukaridaki teoremden asagidaki sonug verilebilir.

5.1.11 Sonug. Ardistk A |, A 10 Anio VE A L5 tamsayilar igin

Lm[A&n' Ak,n+1; Ak,n+3' Ak,n+2] - %

T+U\/B
(R+T)+(U +S)/p

' : C(R+T)+U +S)p
Lmo[Akv”’ Ak,n+2’ Ak,n+1’ Ak,n+3] = T+U \/E

R+S\/B
(R+T)+U +S)/p

T+U\/6
(R+T)+U +S)/p

rlmiDl[Akv"’ Ak,n+2; Ak,n+3’ Ak,n+1] =

rl1i£>rl[Akx"' Ak,n+3; Ak,n+2’ Ak,n+1] =

LiLT:o[Ak'"' A1<yﬂ+3; Ak,n+l' Ak,n+2] =

dir.

5.2 Pell Denklemi

Bu boliimde bir onceki boliimde elde edilen tamsay: dizisinin parametrelerine bagl
olarak tanimlanacak olan Pell denklemi ve bu denklemin tamsay1 ¢6ztimleri ele alinacak
ve bu ¢oziimlerle ilgili indirgeme bagintilar1 verilecektir. Bu boliimdeki elde edilen tiim
sonuglar, Tekcan, Ozkog ve ark. 2010 dan alinmustir.

Hatirlanacagi tlizere bir 6nceki boliimdeki tamsay1 dizisinin parametreleri P =2k +1 ve

Q =k? idi. BuP ve Q parametrelerine bagli olarak Pell denklemi
x* —Py? =Q

olarak tanimlansm. p =5 i¢in k =1 olup P =3, Q =1 oldugundan x* —3y? =1 klasik
Pell denklemi elde edilir. p>7 i¢in ise elde edilen Pell denklemleri klasik Pell

denklemi degildir. Dolayisiyla x*> —Py? =Q Pell denkleminin ¢oziimleri iki kisimda

ele aliacaktir.
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5.2.1 Teorem. p =5 olsun. Bu takdirde x*> —3y? =1 klasik Pell denklemi i¢in
i) /3 iin siirekli kesirli acthm1 +/3 =[L:1,2] dir.
ii) Denklemin temel ¢6ziimii (X, y;) = (2, 1) dir.

1i1) Denklemin tiim ¢oziimleri n>1 i¢in

Myl

A 1 2]|0

olmak lizere (X, Y,) seklindedir.

iv) Denklemin (x,,y,) ¢Oziimleri n>2 icin x,=2X ,+3y,, Ve Yy, =X_,+2Y.,
bagintismt ve n>=4 igin X, =3(X,, +X,,) X5 V& Y, =3(Yoit Vo) Yns

bagintisini1 gercekler.

v) Denklemin (x,,y,) ¢oziimleri n>2 i¢in

K0 _[1:1,2,--1,2,1,3]
%/_/

n n-2 tane

kesirli acilim1 yardimiyla da verilebilir.

Ispat. i) /3 iin siirekli kesirli acilimi i¢in

1 1 1
V3=1+(/3-1) =1+ 1 _1+\/§+1_1+1 o1
V3-1 2 T
=1+ L =1+ ! =1+ L
1+ 1 WL P
2 J3+1 2+(3-1)
J3-1

oldugundan /3 =[1;1,2] dir.

i) (%, Y;) =(2, 1) denklemin temel ¢oziimiidiir, ¢linkii 22 -3.12 =1 dir.

iii) Ispat tiimevarim ile yapilmak istenirse, n =1 igin

X | (2 3]1] |2
x,| |1 2|0 |1
olup bu temel ¢6zlim oldugundan denklemin bir ¢6ziimiidiir. Kabul edilsin ki denklem

n—1 icin gergeklenir, yani x>, —3y2; =1 dir. Bu takdirde
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B2 T

olup buradan

1ol

I

{2 3}|:Xn—1:| _ {zxn—l + 3yn—1:|
1 2 yn—l Xn—l + 2yn—l

Xr? _3y§ = (2Xn—1 + 3yn—1)2 _3(Xn—1 + 2yn—1)2 = X§—1 _3)/5—1 =1

elde edilir. O halde (x,,y,) de denklemin bir ¢dzlimudiir.

iv) Yukaridaki esitlikten

Xn = 2Xn—l + 3yn—l Ve yn = Xn—l + 2yn—:L

oldugu goriiliir. Diger bagintilar da tiimevarimla gosterilebilir.

5.2.2 Ornek. x? —3y? =1 Pell denkleminin tamsay1 ¢oziimleri asagidaki gibidir:

1

P NN RPN RPN PDNNRREDN

Ustelik

7 26
—=[1;,1,3], =—=[1;1,2,1,3],
gLl ol ]

362

I

l\)wl\)wNwII\lel\)w

)

9
5

1351

—;:[1;1,2,1,2,1,3],

=2 [1:1,2,1,2,1,2,1,3] ve —-=[1:1,2,1,2,1,2,1,2,1,3]
209 780

dir.

Simdi p>5 icin x*> — Py? =Q Pell denklemi ele alinabilir.

6
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5.2.3 Teorem. p >5 asal sayist i¢in x> — Py? =Q Pell denklemi verilsin. Bu takdirde
i) Denklemin temel ¢oziimii (X, y;) =(k+1 1) dir.

ii) /P nin siirekli kesirli agilimi

[t; 2t] p=2t>+1
JP ={[t:t,2t] p=2t+3
[t-11t-2,1,2t—-2] p=2t>-5
dir.
iii) n>1igin

[m}_{k+l 2k+{rr}
A 1 k+1||0
olmak iizere {(X,, y,,)} dizisi tanimlansin. Bu takdirde xZ — Py =Q" dir.
iv) Denklemin (x,,Y,) ¢oziimleri n>2 i¢in

X, =(K+Dx, , +(2k+1)y,, ve y, =%, +(K+Dy,,
bagintisini gercekler.
ispat. P =2k +1, Q=k? oldugu hatirlanirsa

1) (X,Yy)=(k+1 1) denklemin temel ¢dziimiidiir. Clinkii (k +1)2 — (2k +1)1% = k? dir.

2

ii) p=2t?+1 olsun. Bu takdirde k :% olup P =2k +1=t?+1 dir. O halde
V2 +l=t+(WtP +1-t) =t + 1 gt =t+ !
VE2 +1+t 2t + (Vt2 +1-t)
t? 41—t 1

oldugundan JP = [t;2_t] dir. p nin diger iki degeri igin VP nin siirekli kesirli acilimi

benzer sekilde gosterilebilir.

iii) Timevarim ile yapilmak istenirse n =1 i¢in

% | |k+1 2k+1)11| |k+1
vi| | 1 k+1]o| | 1
olup bu temel ¢6ziim oldugundan denklemin bir ¢6ziimiidiir. Kabul edilsin ki denklem

n—1 icin gergeklenir, yani X2, — PyZ ; = Q" dir. Bu takdirde
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X

|

(k+1
1
[k +1
1

2k +1
k+1

olup buradan

X2 —PyZ =[(K+1)X, 4 +(2k +Dy, 1 1* — 2k +D[x, 1 + (K +D)y, ]* =k

oldugundan (X, Y, ) de denklemin bir ¢éziimudiir.

o] [k+1 2k+1]"[1
v.| | 1 k+1]|o0

k+1 2k+1]""T1
k+1 0

1

2k +1 || X4

L k+1 }L’n—j

(kK +2D)x, ,+ 2k +1)y, ,
Xoq+(K+1)y, }

=Q"

5.2.4 Ornek 1. t=6 icin p=73 olup k=18 dir. Dolayisiyla x? —37y* =324 Pell

denklemi elde edilmis olur. /37 =[6;12] dir. Ustelik (X, ¥y) = (@9, 1) denklemin temel

s

¢ozlimii olup diger baz1 ¢oziimleri

%] 19 3771
v.] |1 19][0
x| [19 37

vs] [1 19

x,] 19 371
v, |1 19]]0]
x| [19 377[1]
vs] |1 19]]0

T

dir. Tiim ¢oziimleri igin x? —37yZ = 324" dir.

30243

5143984
| 786544

8968
1120

211832

|
|

2. t=23 i¢in p =1061 olup k =265 dir. Dolayisiyla x*> —531y? = 70225 Pell denklemi

elde edilir. +/531 =[23;23,46] dir. Ustelik (X, Y1) =(265,1) denklemin temel ¢oziimii

olup n>1 i¢in
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X, | [265 53171
y.| | 1 265||0
olmak iizere x2 —531y2 =70225" dir.

3. t=9 i¢in p=157 olup k =39 dir. Dolayisiyla x? —79y? =1521 Pell denklemi elde

edilir. /79 = [8;1,7, 1,16] dir. (X;,Y;) = (40, 1) bu denklemin temel ¢6ziimii olup n>1

MEIH

olmak iizere x? —79y2 =1521" dir.

i¢in

x* — Py? =Q Pell denkleminin tamsay1 ¢oziimleri p > 5 asali i¢in ®, de ele alinirsa
denklemin tamsay1 ¢oziimlerinin
_ .y 2 2 _
Dp _{(X1y)€q)p ><q)p - X _Py =Q(rnOd p)}

kiimesi i¢in asagidaki teorem verilebilir.

5.2.5 Teorem. x? — Py? =Q Pell denklemi igin

i M
dir.
ispat: p=5(mod8) olsun. y =0 ise x* =k?(mod p)nin x=k ve x=p—k gibi fark-
I1 iki ¢6ziimii vardir. Bu ise verilen denklemin (k,0) ve (p—k,0) gibi iki tamsay1 ¢o-
ziimiiniin olmas1 demektir. Eger x=0 ise —(2k +1)y? =k?(mod p) kongriiansinin ¢o-

ziimil olmadigindan denklemin tamsay1 ¢dziimii yoktur. S, =@ —{k, p—k} tanimlan-

X2 -Q p-1
=)

sin. Bu takdirde tam kare olacak sekilde SID de T tane eleman vardir. u # 0

icin = u? denilirse y*> =u?(mod p) nin y=u ve y=p-u gibi farkh iki ¢6-

x> -Q
P

ziimii vardir. Bu ise verilen denklemin (x,u) ve (X, p—u) gibi iki ¢6ziimiiniin olmasi
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demektir. Dolayisiyla verilen denklemin toplam Z(pT_lj = p —1 tane tamsay1 ¢0zlimii

vardir. (k,0) ve (p—k,0) da bu denklemin birer ¢6ziimii oldugundan denklemin p +1
tane tamsay1 ¢oziimii vardir. Benzer sekilde p =1(mod 8) iken denklemin p—1 tane

tamsay1 ¢0zlimiiniin oldugu gosterilebilir.
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