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PENSILLER

Hasan Basri OZDEMIR’

OZET

Bu c¢alismada pensillerin bazi ozellikleri incelenmis ve kesirli dogru-
sal doniigiimlerin simflandinlmas: pensiller ile yapilnugtr.

SUMMARY
Pencils

In this work, it was made with pencils the classification of [i-
neer mappings and stadied fractional some properties of pencils.

PENSILLER

1. Tanim

Herhangi iki L, L’ geodezigi, geometrik olarak geodeziklerin bir p ailesini
belirlerler. Iste bu L, L’ geodezikleri tarafindan belirlenen bu P kiimesine L ile
L’ niin belirledigi pensil (pencil) denir.

Her bir P pensiline kargilik gelen ortogonal bir § ailesi vardir. Bu S aile-
sine de P nin biitiinleyici kiimesi denir. P ile S nin 6nemli ortak ozellikleri vardr,

P,) Hiperbolik diizlemin (H= {z | im z > 0) herhangi bir noktas: mutla-
ka S nin bir 6gesi iizerindedir.

*  Dr; Uludag Universitesi Necatibey Egitim Fakiiltesi Ogretim Gorevlisi.
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P,) Belki bir istisna ile H-diizlemin her noktasi mutlaka P nin bir ogesi
iizerindedir. '
P3) P nin her bir 6gesi S nin her dgesine diktir.

P,) S nin her bir dgesi, P nin bir dgesine gore bir evirtim altinda invaryant-
far.

Ps) S nin her Cy, C; dgeleri aym uzakhktadirlar. Yani her zq € Cy igin Cy

iizerinde p (z3, z5) = p (Cy, C) olacak sekilde bir z; £ C; noktas: vardir. Ayrica
bu z;, z, noktalar1 P nin aym bir dgesi iizerindedirler.

P¢) z, w £ D nokta gifti S nin aym bir 5gesi iizerindedir < [z, w] H-dogru
parcasinin orta dikmesi P nin bir dgesidir.

P-) P kiimesi tam olarak,
{z fashp(z L) = bshp(z, L)
formundaki geodeziklerin kiimesidir.

2. Tanim

L ile L’ geodezik ¢ifti tarafindan belirlenen pensil,
1) L ile L’ paralel ise paraboliktir.

2) L ile L kesigiyorlar ise eliptiktir.

3) L ile L’ ayrik ise hiperboliktir.

Bunlari ayr1 ayn ele alalm.

1) L ile L, bitim noktalarindan biri ortak olan (paralel) iki geodezik ol-
sun.

P yi de bitim noktalarindan biri ortak bitim noktas: (w) olan biitiin geode-

zikler olarak alahm. S kiimesini de, P nin 6gelerine teget olan biitiin horosaykilla-
rmn (horocycle) kitmesi olarak tanimlayalim.

{z|z=x+1y, y>t teRvesabit} CcD

kiimesine bir horosaykil bolge ve bu bolgenin simirina da bir horosaykil denir. Bu

durumda S nin dgeleri, y = sabit dogrular olur. Bu kosullarla Py, P saglanir.
Ciinkii D nin her noktasindan P nin bir dgesi ve S nin bir dgesinin gectigi agikur.

w bitim noktah bir geodezige teget olan y=r dogrusu (r, geodezigin oklid
yarigapi) geodezige diktir. Bu nedenle P3 saglanir. P nin bir 6gesine (B merkezli,
r yarigaph yarim gember) gore bir evirtim ile A noktasinin evrigi kendisi olacaf
igin, y= r horosaykiimn evrigi de yine kendisidir. Béylece P4 saglanmig olur

(Evirtim gemberi lizerindeki bir noktamn evrigi kendisidir). Ps, P, P, kosullari-
min da saglandif goriilebilir.
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2) L ile L, H-diizlemin bir w noktasinda kesigen iki geodezik olsun. P de,
w den gegen biitiin geodezikler olsun.

S ise,
C={z| paw) =r>0}
H-g¢emberleri olsun.
Uyan

1) Burada S nin 6gelerinden w merkezli, r yarigaph bir H-¢emberin 6klid
merkezine w; dersek, w = (x, y) olmak iizere,

w; = (x, y chr) ve oklid yarigap1 da r; = yshr olur.

2) S kiimesinin 6gelerinin H-merkezleri aym nokta (w) oldugu halde, 6klid
merkezleri farklhidir. Birim disk (A) modelini kullanirsak, w=0 olmak iizere, P
nin 6geleri, A min 6klid gaplart olur. S nin 6geleri de, orijin merkezli oklid ¢em-
berleridir. Bu durumda Py, P, P3, Py, Ps, Pg, P7 kogullan saglanir.

¥ 2

)
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Gergekten, birim diskin her bir noktasindan orijin merkezli ve bu noktayr
orijine birlestiren dogru pargasimin uzunlugu yarigaph bir gember geger (S nin
bir 6gesi). Aym sekilde bu noktadan P nin bir dgesi (bu noktayr orijine birlesti-
ren oklid dogrusu, yani birim ¢emberin bir cap1) geger. Boylece Py, Py saglanmug
olur.

Birim diskin her capi, orijin merkezli bir oklid gemberine dik oldugundan
P saglanmus olur.

3) L, L’ ayrik iki geodezik olsun. Ly da bunlarin ortak dikmesi olsun. P
olarak, L geodezigine dik olan biitiin geodeziklerin kiimesini, S olarakta Ly ile
aym bitim noktali hipersaykil (hypercycle) larin kemisini alalim. D de Lg olarak
imajiner ekseni alirsak, P kiimesi orijin merkezli oklid ¢gemberleri olur. (|z| =

sabit) S ailesi de, arg (z) = sabit olan biitiin yaylarin kiimesi. Burada da Py, P,
...y P7saglamir.

3. Tamim

L; ile L; iki parabolik geodezik (L, ile L, paralel) ve oy, oy de sira ile Ly
ile L, geodeziklerine gore iki evirtim olmak iizere, g = oy o7 dogrusal do-
niisiimiine parabolik izometri denir. Aym diigiince ile, eger L, ile L, eliptik iki
geodezik ise (Ly, Ly kesisiyorlar) g eliptik izometri, L;, L, hiperbolik geodezik
iseler (Ly ile L bir hiperbolik pensil belirliyorlar) g ye hiperbolik izometri denir.

Burada dogrusal doniisiimlerin pensillar yardimi ile yaptigamiz bu simiflan-

dirma, bilinen simiflandirmaya tam olarak denktir. Yani, 6rnegin bu siiflandir-
madaki bir parabolik dogrusal doniisiimde,

az+ b
T(z) = iken a+d reel
cz +d
ve [a+d| = 2 our.
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4. Tamm

g bir hiperbolik izometri olsun. g nin traslasyon uzunlugu (traslation
length) diye,

T = Inf p[z g(@)]
z €D

degerine denir.
1. Onerme
i h (—T)
> [Iz(g) | = ¢ (—2_— .
Ispat

1 |z| | 1-k |
Sh — plz g(@))y=———
2 2y

olur. (g (z) = vkz, k>0, k= 1)

ze H i(;in,

|z| |1-k] |1-k|
=

2yVk 2k
olur. Ciinkil ¥ z € H igin,

|z|
y

> 1 dir. Buradan,

= _1)2
Shl(—T)= |1°K] ; shz(iT) -0 ,
2 1k 2 4k

(1)
(1-k)?
4k

1

bulunur. Halbuki,
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1 " (1+k)2

v/ k

(1+k)?

5

[iz(g)]?

(1-K)?
14 = =
4% 4 4

[iz (g))

yazilabileceginden (1) de yerine konursa,

ot ey [z (g)P
2 4

1 i = Ch 1
"2—iz(g)| =C (Z_T)

elde edilir.

2. Onerme

L, ve L, iken hiperbolik geodezik olsun. ¢y, o5 de sira ile L, ve L, geode-
ziklerine gore iki evirtim olsun. Bu durumda,

1
(Lh 1’2) = m | iZ (g) |
2

(&8 = 0107)

ispat
L, ile L, aynk olduklarindan,

(L1, Ly) = chg (L, L)
1 . 1
— 11z (@] = Ch to'T)
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idi. Halbuki Ly, L, ayrik iken L; ile L, nin ortak dikmesi olan L, o ve oy evir-
timleri altinda invaryanttir. Boylece L, g nin ekseni olur. Bu nedenle

1
—T=p (L, L)
2

saglamir. Buradan da,

Ch (% T) = Ch(Ly, Ly) = (Ly, L),
(Li L) = % | iz (g) |
bulunur.
Sonug

L,, L, hiperbolik iki geodezik ise, oy ve o3 de bunlara gore iki evirtim ol-
mak iizere,

g = o o hiperbolik doniigiimii igin, iz(g) e R

ve
iz (g) > 2
olur.
ispat
Onermeden,
|1z (g) | =2 (L1, Lp)
olur.

(L, Lp) = Chp (L1, L) > 1
olacag icin, iz (g) € R ve

|1z (g) | > 2

sonucuna varilir. Aym sekilde, g nin parabolik olmasi durumunda iz (g) € R ve
|iz(g) | = 2 ve eliptik olmas: durumunda, Iz(g) € R ve |iz(g)| < 2 oldugu gb-
riiliir. Béylece, pensiller ile yapilan siniflandirmanin bilinen ile denk oldugu gos-
terilmig olur.
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