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Birinci bölüm giriş bölümüdür. 
 
İkinci bölümde çalışmanın ilerideki bölümlerinde kullanılan tanım ve kavramlar 
verilmiştir. 
 
Üçüncü bölümde hemen hemen paradeğme manifoldu, hemen hemen paradeğme metrik 
manifoldu tanımlanıp özellikleri incelenmiştir. Bir hemen hemen paradeğme 
manifoldun torsiyon tensör alanı tanımlanıp, manifold üzerinde normal yapı 
kurulmuştur. Üstelik bir K-paradeğme manifoldu tanımlanıp, manifoldun K-paradeğme 
olması için bazı şartlar verilmiştir. Ayrıca para-Sasakian manifoldu tanıtılıp özellikleri 
incelenmiştir. Yine bu bölümde paradeğme manifoldların eğrilik özellikleri ve 
Legendrian foliasyonlar çalışılmıştır. 
 
Dördüncü bölüm paradeğme )~,~( µκ -manifoldlara ayrılmış olup, üç kısımdan 
oluşmaktadır. Birinci kısım, paradeğme )~,~( µκ -manifoldlar ile ilgili temel tanımlar ve 
teoremlere, ikinci kısım ise 1~ −>κ için paradeğme )~,~( µκ -manifoldlara, üçüncü kısım 
ise 1~ −<κ için paradeğme )~,~( µκ -manifoldlara ayrılmıştır. 
 
Beşinci bölüm 3-boyutlu paradeğme )~,~,~( νµκ -manifoldlara ayrılmış olup, üç kısımdan 
oluşmaktadır. Birinci kısım, )12( +n -boyutlu paradeğme metrik )~,~,~( νµκ -manifoldlar 
ile ilgili sonuçlara ayrılmıştır. İkinci kısımda 3-boyutlu paradeğme metrik )~,~,~( νµκ -
manifoldların sınıflandırılması ve üçüncü kısımda ise bir uygulama verilmiştir. 
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In this thesis, there are 5 chapters. 
The first chapter is devoted to the introduction. 
 
Second chapter contains some well-known definitions and results which will be used in 
other chapters. 
 
In the third chapter, the features of almost paracontact manifolds and almost paracontact 
metric manifolds were examined. The torsion tensor field of almost paracontact 
manifold was defined and on manifold the normal structure was constructed. Also a K-
paracontact manifold was defined and some properties were given to be a K-paracontact 
manifold. Also para-Sasakian manifold was introduced and properties were given. In 
this chapter paracontact manifolds curvature properties and Legendrian foliations were 
also studied. 
 
The fourth section contains paracontact )~,~( µκ -manifolds and has three subsection. 
First section is devoted to basic definitions and theorems about paracontact )~,~( µκ -
manifolds, second subsection is devoted to paracontact )~,~( µκ -manifolds with 1~ −>κ  
and third subsection is related to paracontact )~,~( µκ -manifolds with 1~ −<κ . 
 
In the fifth section, we deal with 3-dimensional paracontact )~,~,~( νµκ -manifolds. In this 
section, there are three subsection. First subsection is devoted to preliminary results on 
(2n+1)-dimensional paracontact metric )~,~,~( νµκ -manifolds. Second subsection is 
related to classification of the 3-dimensional paracontact metric )~,~,~( νµκ -manifolds. 
Finally, we gave an application in the third subsection. 
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1. GİRİŞ 

Değme geometri bundan iki yüzyıl önce, Huygens, Hamilton ve Jacobi’nin geometrik 

optikler üzerindeki çalışmalarından doğmuştur ve Sophus Lie, Elie Carton ve Darboux 

gibi pek çok önemli matematikçi bu alanda çalışmalar yapmıştır (Etnyre 2002). Değme 

geometrinin köklerine, 1872 de Lie’nin değme transformasyonu diferensiyel denklem 

sistemlerinin çalışılmasında geometrik bir araç olarak tanımlamasıyla rastlanır. Değme 

geometri, teorik matematiğin diğer alanlarıyla bağlantılar içerir ve mekanik, optik, 

termodinamik ve kontrol teorisinin uygulama alanlarında önemli bir yere sahiptir. 

1970 lerin başlarında, değme geometride, topolojik metotlar önemli bir rol almaya 

başladı. Fakat global topolojik sonuçların alınması 1980 lerin ortalarını buldu. Bundan 

sonra, 3-boyutlu değme geometri ve topoloji çalışmalarının engin ve yararlı faaliyetler 

olduğu görüldü ve daha yüksek boyutlu değme topolojiyi anlamak için önemli adımlar 

atılmaya başlandı. 

Bir 12 +n -boyutlu diferensiyellenebilir M  manifoldu )1,1(~ϕ  tipinde tensör alanı, ξ  

bir vektör alanı ve η  da 1-form olmak üzere 

                       ηϕηξηξϕξηϕ ÇekDI ====⊗−= ,0~,1)(,0)(~,~2   

şartını sağlayan bir ),,~( ηξϕ  hemen hemen paradeğme yapısına sahiptir. 

),,~( ηξϕ  hemen hemen paradeğme yapısı ile verilen diferensiyellenebilir M  

manifolduna hemen hemen paradeğme manifold denir. 

),,~( ηξϕM  hemen hemen paradeğme manifoldu üzerinde 

              )(,),(),(~),()(),(~)~,~(~ MYXXXgYXYXgYXg χηξηηϕϕ ∈=+−=  

şartını sağlayan bir g~  yarı-Riemann metriği vardır. g~  yarı-Riemann metriği ile verilen 

bir hemen hemen paradeğme M  manifolduna bir hemen hemen paradeğme metrik 

manifold denir. 

)~,,,~( gM ηξϕ  bir hemen hemen paradeğme metrik manifold olsun. 

                                            =),( YXdη ),(~ YXΦ  

şartını sağlarsa manifold paradeğme metrik manifold olarak adlandırılır. 

Hemen hemen paradeğme metrik yapı normal ise manifold para-Sasakian manifold 

olarak adlandırılır. Ayrıca her para-Sasakian manifold bir paradeğme metrik manifold 

dur. 
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Değme metrik (κ ,µ )-uzayı ξ  vektör alanı ve 

( ) ( )hYXhXYYXXYYXR )()()()(),( ηηµηηκξ −+−=                                                (1) 

eğrilik tensör alanı ile verilen bir ),,,,( gM ηξϕ değme Riemann manifoldudur. Burada 

κ  ve µ  reel sayılar ve h2  da ϕ  nin ξ  yönündeki Lie türevini belirtmektedir. 

Sasakian durumun ( )YXXYYXR )()(),( ηηξ −=  ve =ξ),( YXR 0 şartını sağlayan 

değme metrik manifoldların bir genellemesi olarak Riemann manifoldların bu yeni 

sınıfı Blair ve ark. tarafından tanıtılmıştır (Blair ve ark. 1995). Son zamanlarda, değme 

Riemann geometride değme (κ ,µ )-manifoldlar çok önemli bir başlık olmuştur. 

(κ ,µ )-uzayları çalışmak için bir çok neden vardır. Bunlardan birincisi, Sasakian 

olmayan durumda 1≠κ için (1) durumu eğrilik tensör alanını belirtmektedir. Bundan 

başka, (κ ,µ )-uzayları, değme Riemann manifoldların aşikar olmayan bazı değerli 

sınıflarını içermektedir. Örnek olarak, CR-integrallenebilir değme metrik manifoldlar  

(Tanno 1989), H-değme manifoldlar (Perrone 2004), harmonik değme metrik 

manifoldlar (Vergara-Diaz ve Wood 2006) veya η -paralel torsiyon tensörü ile verilen 

değme Riemann manifoldlar (Gosh ve Sharma 2008) verilebilir. Ayrıca Boeckx değme 

metrik (κ ,µ )-uzayları için bir sınıflandırma vermiştir (Boeckx 2000).  

Değme (κ ,µ )- uzayları ve paradeğme geometri arasında bir ilişki Cappelletti Montano 

ve Di Terlizzi tarafından kuruldu (Cappelletti Montano ve Di Terlizzi 2010). Yine aynı 

çalışmada herhangi (Sasakian olmayan) değme (κ ,µ )-uzayının, Levi-Civita 

konneksiyonu 

( ) ( )YhXXhYYXXYYXR ~)(~)(~)()(~),(~ ηηµηηκξ −+−=                                             (2) 

şartını sağlayan bir  kanonik paradeğme metrik yapısı  )~,,,~( gηξϕ  taşıdığı ispatlandı. 

İlk olarak 1976 yılında Sato diferensiyellenebilir bir manifold üzerinde  

                                      ξηϕ ⊗−= I2~ , 1)( =ξη ve ηçekD =  

şartını sağlayan ),,~( ηξϕ  hemen hemen paradeğme yapıyı tanıtmıştır (Sato 1976). 

1977 yılında Adati T ve Miyazawa T, Sato tarafından tanıtılan hemen hemen paradeğme 

manifoldların özel durumları olarak düşünülen para-Sasakian manifoldları 

tanımlamışlardır (Adati ve Miyazawa 1977). Hemen hemen değme manifoldlardaki K -

değme ve Sasakian yapılara benzer olarak, 1977 yılında Sharfuddin ve Hussain 

paradeğme metrik ve para-Sasakian yapıları üzerine çalışmışlardır (Sharfuddin ve 
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Hussain 1977). Kaneyuki ve Williams da paradeğme geometri alanında çalışmışlardır 

(Kaneyuki ve Williams 1985). Son yıllarda, paradeğme metrik manifoldlar ve bazı 

altsınıflarına ait (para-Sasakian) çalışmalar Zamkovoy tarafından yürütülmektedir. 

Hemen hemen paradeğme metrik manifoldların özellikleri ve paradeğme metrik 

manifoldlarda konformal dönüşümler Zamkovoy tarafından incelenmiştir (Zamkovoy 

2009). Paradeğme geometrinin özellikle para-Sasakian geometrinin önemi birçok 

makale ile vurgulanmıştır (Alekseevsky ve ark. 2009), (Alekseevsky ve ark. 2006), 

(Cortes ve ark. 2004), (Cortes ve ark. 2006), (Erdem 2002). 

Yüksek lisans çalışmasında, hemen hemen paradeğme metrik manifoldu tanımlanıp 

özellikleri incelenmişti. Bir hemen hemen paradeğme manifoldun torsiyon tensör alanı 

tanımlanıp, manifold üzerinde normal yapı kurulmuştu. Üstelik bir K-Paradeğme  

manifoldu tanımlanıp, manifoldun K-Paradeğme  olması için bazı şartlar verilmişti. 

Ayrıca para-Sasakian manifoldu tanıtılıp, manifoldun özellikleri incelenip, paradeğme 

manifoldların eğrilik özellikleri çalışılmıştı. 

Orijinal kısımda, Zbigniew Olszak ın 1986 yılında yaptığı üç boyutlu normal hemen 

hemen değme metrik manifoldları ile ilgili çalışmanın (Olszak 1986), üç boyuttaki 

normal hemen hemen paradeğme metrik manifoldlardaki karşılıkları bulunmuştu. 

Normal hemen hemen paradeğme metrik manifoldlar ile ilgili temel önermeler 

verildikten sonra, manifoldun Ricci eğrilik tensörü hesaplanmıştı ve bir kompakt 

M manifoldu üzerinde K  sabit eğriliğinin sıfırdan büyük, sıfırdan küçük veya eşit olma 

durumlarına göre sınıflandırma verilmişti. 

Doktora tez çalışması ise yüksek lisans tez çalışmasının bir devamı niteliğindedir. 

Yukarıda verilen çalışmalar bizi (2) eşitliği ile verilen ve sıfırlık durumunu sağlayan 

paradeğme metrik manifoldların bir sınıfını çalışmaya motive etmiştir. Bu yarı-Riemann 

manifoldlara paradeğme ( µκ ~,~ )-manifoldlar denir. Paradeğme ( µκ ~,~ )-manifoldlar çok 

geniştir. Para-Sasakian manifoldları ve 0),(~ =ξYXR  şartını sağlayan paradeğme metrik 

manifoldları içerir. 

Değme Riemann durumundan farklı olarak, 1~ −=κ  olan bir paradeğme ( µκ ~,~ )-

manifold genellikle para-Sasakian değildir. Aslında paradeğme ( µκ ~,~ )-manifoldlar için 

0~2 =h  ( )1~
−=k fakat 0~

≠h  geçerlidir. 
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Değme Riemann durumundan bir başka farkı ise metriğin pozitif tanımlı olma şartı 

yoktur. Değme metrik (κ ,µ )-uzaylarda κ  sabiti 1 den büyük olamazken, paradeğme 

( µκ ~,~ )-uzaylarda κ~  ve µ~  sabitleri için bir kısıtlama yoktur.  

Bu çalışmada 1~ −<κ  ve 1~ −>κ  durumlarının tüm özellikleri verilmiştir. κ~  veµ~  

değerleri değiştikçe (2) formunun D -homotetik deformasyonlar altında değişip 

değişmediği ve herhangi paradeğme ( µκ ~,~ )-manifoldunun integrallenip 

integrallenemediği araştırılmıştır. 

1~ −<κ  veya 1~ −>κ  olma durumlarına göre, manifoldun geometrik davranışı çok farklı 

olduğundan, ayrı ayrı iki durum da ele alınmıştır. Özellikle, her iki durumda da ( µκ ~,~ )-

sıfırlık durumunun bütün eğrilik tensör alanını tamamen belirlediği gösterilmiştir. 

Paradeğme metrik manifoldu için 1~ −<κ  veya 1~ −>κ  olma durumlarının her ikisine 

göre Riemann eğrilik tensörü hesaplanmıştır. 

1~ −<κ  olma durumunda, manifoldun boyutu 3  den büyük ise Einstein paradeğme 

( µκ ~,~ )-metriklerin varlığı gösterilmiştir. 

Paradeğme ( µκ ~,~ )-manifoldlar ile ilgili 1~ −<κ  ve 1~ −>κ  için örnekler verilmiştir. 

G. Calvaruso ve D. Perrone ξ  karakteristik vektör alanının  harmonik vektör alanı 

olması için gerek ve yeter şartın ξ  nın değme Yarı-Riemannian manifoldların Ricci 

operatörünün bir karakteristik vektörü olması gerektiğini ispatlamışlardır (Calvaruso ve 

Perrone 2013). 

(Calvaruso 2011a) da G. Calvaruso, 3-boyutlu Lorentzian Lie gruplarda sol invaryant 

vektör alanlarının harmonik özelliklerini incelemiş ve birçok sınıflandırma sonuçları 

elde etmiş ve enerji fonksiyonellerinin kritik noktaları için yeni örnekler vermiştir. 

(Calvaruso 2012) de G. Calvaruso, 4-boyutlu yarı-Riemann genelleştirilmiş simetrik 

uzaylarda vektör alanlarının harmonik özelliklerini çalışmıştır. Ayrıca (Calvaruso 

2011b) de, 3-boyutlu homojen paradeğme metrik manifoldların bir sınıflandırmasını 

vermiştir. 

Son zamanlarda, G. Calvaruso ve D. Perrone (Calvaruso ve Perrone arxiv) da tüm 3-

boyutlu homojen paradeğme metrik manifoldların H -paradeğme olduğunu yani  ξ  

karakteristik vektör alanı harmonik olan paradeğme metrik manifoldlar olduğunu 

ispatlamışlardır. 
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Bu çalışmanın amacı (2) şartını sağlayan paradeğme metrik manifoldları incelemektir. 

Bu tez 5 bölümden oluşmaktadır.  

İlk bölüm giriş bölümüdür. 

İkinci bölüm temel kavramlar olup iki kısımdan oluşmaktadır. Birinci kısımda Simetrik 

İki-Lineer Formlar ele alınmıştır. İkinci kısımda Yarı-Riemann manifoldlar tanımlanmış 

ve bazı temel özelikleri verilmiştir. 

Üçüncü bölümde paradeğme manifoldlar incelenmiş olup yedi kısımdan oluşmaktadır. 

Birinci kısım hemen hemen paradeğme manifoldlara, İkinci kısım hemen hemen 

paradeğme metrik manifoldlara, Üçüncü kısım hemen hemen paradeğme manifoldların 

torsiyon tensörüne, Dördüncü kısım K-Paradeğme manifoldlara, Beşinci kısım para-

Sasakian manifoldlara, Altıncı kısım paradeğme manifoldların eğriliğine ve yedinci 

kısım Legendrian foliasyonlara ayrılmıştır. 

Dördüncü bölüm, paradeğme )~,~( µκ -manifoldlara ayrılmış olup üç kısımdan 

oluşmaktadır. Birinci kısım paradeğme )~,~( µκ -manifoldlar ile ilgili Temel Tanımlar ve 

Teoremlere, ikinci kısım 1~ −>κ için paradeğme )~,~( µκ -manifoldlara üçüncü kısım ise 

1~ −<κ için paradeğme )~,~( µκ -manifoldlara ayrılmıştır.   

Beşinci bölüm, 3-boyutlu paradeğme )~,~,~( νµκ -manifoldlara ayrılmış olup, üç kısımdan 

oluşmaktadır. Birinci kısım, )12( +n -boyutlu paradeğme metrik )~,~,~( νµκ -manifoldlar 

ile ilgili sonuçlara ayrılmıştır. İkinci kısımda 3-boyutlu paradeğme metrik )~,~,~( νµκ -

manifoldların sınıflandırılması verilmiştir. 

Ayrıca, 3-boyutlu harmonik karakteristik vektör alanlı paradeğme metrik manifoldlara 

ve )~,~,~( νµκ -manifoldlar için sınıflandırmaya ayrılmıştır. Bu bölümde paradeğme 

)~,~,~( νµκ -manifoldlar ile ilgili temel tanım ve teoremler verilmiştir. Karakteristik vektör 

alanı ξ  harmonik olan 3-boyutlu paradeğme metrik manifoldlar karakterize edilmiştir. 

Paradeğme metrik )~,~,~( νµκ -manifoldların tanımı kullanılarak, paradeğme metrik 

)~,~,~( νµκ -manifoldların bazı eğrilik özellikleri incelenmiştir. νµκ ~,~,~ değerleri değiştikçe 

paradeğme metrik )~,~,~( νµκ -manifoldlar D -homotetik deformasyonlar altında 

değişmediği ispatlanmıştır. Ayrıca boyut 3 den büyük ve 1~ −≠κ   iken paradeğme 

metrik )~,~,~( νµκ -manifoldun, paradeğme )~,~( µκ -manifolda dönüştüğü ispatlanmıştır.  5 

boyutta 0~2 =h  olup 0~
≠h  olan ilk )0~,~,1( ≠− νµ -paradeğme manifold örneği 
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verilmiştir. Ayrıca 3-boyutlu paradeğme metrik manifoldlar için ξ  karakteristik vektör 

alanının  harmonik vektör alanı olması için gerek ve yeter şartın ξ  karakteristik vektör 

alanının, Ricci operatörünün bir karakteristik vektörü olması gerektiği ispatlanmıştır. 

Ayrıca yine 3-boyutlu M paradeğme metrik manifoldunun karakteristik vektör alanı ξ  

harmonik ise, M nin her açık ve yoğun alt cümlesinde paradeğme metrik )~,~,~( νµκ -

manifold olduğu ve tersine eğer M  bir paradeğme metrik )~,~,~( νµκ -manifold ise M nin 

karakteristik vektör alanı ξ  harmonik olduğu ispatlanmıştır. Ayrıca bu bölümde, 

1~ −=κ  olan paradeğme metrik )~,~,~( νµκ -manifoldların para-Sasakian manifold olması 

gerekmediği gösterilmiştir. Böylelikle, değme Riemann durumu ile fark ortaya 

konulmuştur. Son kısımda da, 0)( =MIξ ile verilen Sasakian olmayan ),,( sbt=νµκ -

değme metrik manifold ile 3-boyutlu paradeğme metrik )~,~,~( νµκ -manifold arasında 

ilişki verilmiştir. 1~ −=κ  olup para-Sasakian olmayan örnek verilmiştir. 

1~,1~,1~ −<−=−> κκκ  olma durumlarına göre paradeğme metrik )~,~,~( νµκ -

manifoldların özellikleri incelenip, her bir durum için örnek oluşturulmuştur. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

2.0. Giriş       

Bu bölüm de daha sonraki bölümlerde kullanılacak olan bazı temel kavramlar, teorem 

ve tanımlar verilmiştir. Bu bölüm iki kısımdan oluşmaktadır. Birinci kısımda Simetrik 

İki-Lineer Formlar ele alınmıştır. İkinci kısımda Yarı-Riemann manifoldlar tanımlanmış 

ve bazı temel özelikleri verilmiştir. 

2.1. Simetrik İki-Lineer Form  

Tanım 2.1.1: V  bir reel vektör uzayı olsun. 

                                                     →×VV:φ  R 

dönüşümü R∈∀ ba,  ve ∀ Vwvu ∈
→→→

,,  için 

i) ),(),(
→→→→

= uvvu φφ  

ii) =+
→→→

),( wvbuaφ ),(
→→

wuaφ + ),(
→→

wvbφ  

),(
→→→

+ wbvauφ ),(),(
→→→→

+= wubvua φφ  

özelliklerine sahip ise φ  dönüşümüne V  reel vektör uzayı üzerinde bir simetrik iki-

lineer form denir (O’Neill 1983). 

Ayrıca, 

i) Vv ∈∀
→

 ve 0≠
→

v  için 0),( >
→→

vvφ  ise, φ  simetrik iki-lineer formuna pozitif 

tanımlı, 

ii) Vv ∈∀
→

 ve 0≠
→

v  için 0),( <
→→

vvφ  ise, φ  simetrik iki-lineer formuna negatif 

tanımlı, 

iii) Vv ∈∀
→

 ve 0≠
→

v  için 0),( ≥
→→

vvφ  ise bu durumda φ  simetrik iki-lineer 

formuna yarı-pozitif tanımlı, 

iv) Vv ∈∀
→

 ve 0≠
→

v  için 0),( ≤
→→

vvφ  ise bu durumda φ  simetrik iki-lineer 

formuna yarı-negatif tanımlı dır denir. 

Bundan başka, 

a) φ  nin dejenere olmaması için gerek ve yeter koşul 0),( =
→→

wvφ  ve 
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→

∈∀ Vw  için 
→→

= 0v  olmasıdır. 

b) φ  nin dejenere olması için gerek ve yeter koşul 0),( =
→→

wvφ  ve 

→

∈∀ Vw  için 
→→

≠ 0v  olmasıdır. 

Tanım 2.1.2: V  bir vektör uzayı ve 

                                                         →×VV:φ  R 

bir simetrik iki-lineer form olsun. 

                                                      →×WWW :φ  R 

negatif tanımlı olacak şekildeki en büyük boyutlu W  altuzayının boyutuna φ  simetrik 

iki-lineer formunun indeksi denir ve q  ile gösterilir (O’Neill 1983). 

Teorem 2.1.1: Bir φ  simetrik iki-lineer formun dejenere olmaması için gerek ve yeter 

şart φ  nin herhangi bir baza göre ters matrisinin mevcut olmasıdır (O’Neill, 1983). 

Örnek 2.1.1:  

2211

22

),(
:

wvwvwvg
g

−=
→× RRR

 

dönüşümü iki-lineer ve simetriktir. g ye karşılık gelen matrisi 







−

=
10

01
g  dır ve 

regülerdir. Böylece g  dejenere değildir (O’Neill 1983). 

Örnek 2.1.2:  

2211

33

),(
:

wvwvwvg
g

−=
→× RRR

 

dönüşümü iki-lineer ve simetriktir. g ye karşılık gelen matrisi 















−=

000
010
001

g  dır ve 

regüler değildir. Böylece g  dejeneredir (O’Neill 1983). 

Tanım 2.1.3: Bir V vektör uzayı üzerinde dejenere olmayan simetrik iki-lineer forma 

V  vektör uzayı üzerinde bir skalar çarpma denir. V üzerindeki bir skalar çarpma φ  ise 
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),( φV  ikilisine skalar çarpımlı vektör uzayı  denir. φ  skalar çarpımının indeksi q  ise 

Vboyq ≤≤0  dir. Ayrıca skalar çarpım uzayının indeksi, üzerinde tanımlı skalar 

çarpımının indeksi olarak tanımlanır (O’Neill 1983). 

Tanım 2.1.4: Vwv ∈
→→

,  için 
→→

≠ 0v  ve 
→→

≠ 0w  iken 0, =
→→

wv  ise 
→

v  ve 
→

w  vektörleri 

diktir  denir ve 
→→

⊥ wv  şeklinde gösterilir (O’Neill 1983). 

Örnek 2.1.3: Örnek 2.1.1 deki skalar çarpımı göz önüne alınsın. 2R  de 

)1,1(),1,0(),0,1(),1,(),,1( ====== ııı wwuubvbv  vektörleri seçilsin. 

 

 

Dikkat edilirse burada ıu ve ıvu,  ile wv, ile ıw  birbirine dik vektörlerdir. 

Vwv ∈,  ortogonal ise wv ⊥  yazılır ve 0),( =wvg  denklemini sağlar (O’Neill 1983). 

Tanım 2.1.5: V  vektör uzayının bir altuzayı W  ise 






 ⊥∈=

→→
⊥ WvVvW olsun. ⊥W  

altuzayına V  nin dik altuzayı  denir. 

Uyarı 2.1.1: Ancak, ⊥W  altuzayına W  nın dik tümleyeni denilemez. Çünkü +W ⊥W  

genellikle V  nin tamamı değildir. Bu aşağıdaki örnek ile açıklanabilir. 

Örnek 2.1.4:  

( ){ } WWSpW =→= ⊥1,1  
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Teorem 2.1.2: W  bir V  skalar çarpım uzayının altuzayı olsun. O zaman şu özellikler 

vardır: 

i) boyVboyWboyW =+ ⊥  

ii) ( ) WW =
⊥⊥  (O’Neill 1983). 

Tanım 2.1.6: V  üzerinde bir skalar çarpma φ  ve VW ,  nin bir altuzayı olsun. Eğer W  

üzerinde φ  dejenere değil  ise W  ya dejenere olmayan altuzay, dejenere ise W  ya 

dejenere altuzay denir (O’Neill 1983). 

Teorem 2.1.3: V  n boyutlu bir vektör uzay ve W , V  nin bir altuzayı olsun.  

O zaman; 

W  dejenere değildir ⊥⊕=⇔ WWV  

dır. 

Burada ⊥W  altuzayı, 

{ }VyWxyxyW ∈∈∀==⊥ ,,0),( 00φ  

dır (O’Neill 1983). 

Tanım 2.1.7:  Bir V  vektör uzayı üzerindeki skalar çarpma φ  olsun. Vv ∈
→

 

vektörünün normu  







=

→→→

vvv ,φ  

olarak tanımlanır. Normu bir birim olan vektöre birim vektör ve ortogonal birim 

vektörlerin cümlesine ortonormal  vektör sistemi denir (O’Neill 1983). 

Teorem 2.1.4: Bir 






≠
→

0V  skalar çarpım uzayı bir ortonormal baza sahiptir (O’Neill 

1983).  

Bundan sonra φ  gösterimi yerine g gösterimi kullanılacaktır. 

Teorem 2.1.5: V  vektör uzayı için bir ortonormal baz { }neee ,...,, 21  ve V üzerinde 

tanımlı bir skalar iç çarpım g olsun. ),( iii eeg=ε  olmak üzere Vv ∈∀
→

 vektörü 
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∑
=

→→

〉〈=
n

i
iii eevv

1
,ε  

olacak şekilde tek türlü yazılabilir (O’Neill 1983). 

Tanım 2.1.8: V  bir skalar çarpım uzayı olsun. V  nin indeksi q  olmak üzere 1=q  ve 

2≥boyV  ise V  skalar çarpım uzayına bir Lorentz uzayı denir (O’Neill 1983). 

2.2. Yarı-Riemann Manifoldlar 

Tanım 2.2.1: M bir ∞C  manifold olsun. 

),(),(

:

vugvu
MTMTg

p

ppp

→

→× R
 

biçiminde tanımlı, simetrik, iki-lineer, dejenere olmayan ve sabit indeksli (0,2) tensör 

alanı olmak üzere M bir g  metrik tensörü ile donatılmışsa ),( gM  ye bir yarı-

Riemann manifold denir (O’Neill 1983). 

Mp∈  noktasında MTp tanjant uzayının bir ortonormal baz sistemi 

njreeg
rieeg

jj

ii

≤≤+−=
≤≤=
1,1),(

1,1),(
 

şeklinde belirlenebilir. Böylece bu baz sistemine göre g ye karşılık gelen matris  



























−

−
=

1...00
...
010
.1.
...
0...01

g  

formundadır. rnq −=  pozitif tamsayısı Mp∈∀  noktası için aynıdır. 

Bundan sonraki kullanımlarda ),( gM  yarı-Riemann manifoldu, kısaca M  ile 

gösterilecektir. 
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Tanım 2.2.2: M  bir yarı-Riemann manifold olsun. g  nin sabit indeksi q  ya  

M  yarı-Riemann manifoldunun indeksi denir. q  indeksli ve n-boyutlu bir yarı-

Riemann manifold n
qM  ile gösterilir. Burada metrik tensörün indeksi ile yarı-Riemann 

manifoldun indeksi gösterilir (O’Neill 1983). 

 

Tanım 2.2.3: n
qM  bir yarı-Riemann manifold olsun. Eğer 2≥n  ve 1=q  ise bu 

durumda nM1  yarı-Riemann manifolduna Lorentz manifoldu  denir. 

Özel olarak 0=q  ise bu durumda nM  bir Riemann manifoldu ve g  de bir Riemann 

metriğidir (O’Neill 1983). 

Tanım 2.2.4: n
qR  Öklid n -uzay verilsin. ,0 nq ≤≤  olmak üzere q  tamsayısı için,  n

qR  
üzerinde  

∑ ∑
= +=

+−=
q

i

n

qi
iiiippp yxyxYXg

1 1
),(  

ile verilen metrik tensör göz önüne alınırsa, ve ( n
qR ), g  ikilisi yarı-Öklid uzay olarak 

adlandırılır ve n
qR  ile gösterilir (O’Neill 1983). 

Tanım 2.2.5: M  bir ∞C  yarı-Riemann manifoldu ve g , M  üzerinde tanımlanmış bir 

metrik tensör olsun. Eğer Mp∈∀  ve )(MTv p∈
→

 için, 

R)()(: →× MTMTg ppp
 

olmak üzere 

i) 0),( >
→→

vvg  veya 
→→

= 0v  ise 
→

v  tanjant vektörüne uzay benzeri, 

ii) 0),( <
→→

vvg  ise 
→

v  tanjant vektörüne zaman benzeri, 

iii) 0),( =
→→

vvg , 
→→

≠ 0v  ise 
→

v  tanjant vektörüne ışık benzeri (ligtlike) denir (O’Neill 

1983). 

Bir yarı-Riemann manifold üzerinde konneksiyon denildiğinde, aksi söylenmedikçe, 

yarı-Riemann konneksiyonu kastedilecektir. Bu konneksiyon aşağıdaki teorem ile 

nitelendirilmiştir. 
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Teorem 2.2.1: g  bir yarı-Riemann metrik olsun. 0=∇g  olacak şekilde bir tek 

torsiyonsuz ∇  afin konneksiyonu vardır (O’Neill 1983). 

Tanım 2.2.6: ),( gM n  bir yarı-Riemann manifoldu olsun. 

 

:∇ )(Mχ × )(Mχ
lineeriki−
→ )(Mχ  

dönüşümü; 

),(,),(,, RMCgfMZYX ∞∈∀∈∀ χ  için, 

 

 

 

özellikleri sağlandığında ∇  ya nM  üzerinde torsiyonsuz bir yarı-Riemann konneksiyon 

denir. Bu konneksiyona kısaca nM  üzerindeki yarı-Riemann konneksiyonu denir 

(O’Neill 1983). 

Tanım 2.2.7: M  bir ∞C  yarı-Riemann manifold olsun. M  üzerindeki vektör 

alanlarının uzayı )(Mχ  olsun. 

[ ] )()()(:, MMM χχχ →×  

[ ]YXYX ,),( →  

dönüşümü ),( RMCf ∞∈∀  için, 

                   

 

şeklinde tanımlanırsa, [ ],  ye bir Lie operatörü denir (Yano ve Kon 1984). 

Tanım 2.2.8: M  bir yarı-Riemann manifoldu olsun. )(MX χ∈  için XL , keyfi bir 

),( qp  tipinde tensör alanını yine ),( qp  tipinde bir tensör alanına götüren ve aşağıdaki 

koşulları sağlayan bir operatör olup X  vektör alanına göre Lie türev operatörü olarak 

adlandırılır (Yano ve Kon 1984). 

[ ]
( ) ( ),,,),()

,0,)
,)()()

,)

ZYgZYgZYXgiv
YXXYiii

YfXYffYii
ZgZfZi

XX

YX

XX

YXgYfX

∇+∇=
=−∇−∇

+∇=∇

∇+∇=∇ +

[ ]( ) )()(, XfYYfXfYX −=
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i) ),(),()( IRMCffXfLX
∞∈∀=  

ii) [ ] )(,, MYYXYLX χ∈∀=  

iii) [ ] [ ] ).(,),,,(),,()),((),( MZYYZXgZYXgZYgXZYgLX χ∈∀−−=  

 

Tanım 2.2.9: ( nM ,g) bir yarı-Riemann manifoldu olsun. Her X vektör alanı için, 

0=gLX  ise X  vektör alanına bir Killing vektör alanı denir (Yano ve Kon 1984). 

Tanım 2.2.10: M  bir yarı-Riemann manifoldu olsun. M  üzerinde verilen her bir 

diferensiyel q -forma bir diferensiyel 1+q -form karşılık  getiren diferensiyel operatörü 

dış türev operatörü olarak adlandırılır ve d  ile gösterilir. Özel olarak bir 1-form w  ve 

bir 2 -form Ω  için d  operatörü 

[ ]YXwXwYYwXYXdw ,))(())((),(2 −−=  

ve 

[ ] [ ] [ ] ),,(),,(),,(
)),(()),(()),((),,(3
YXZXZYZYX

YXZXZYZYXZYXd
Ω−Ω−Ω−
Ω+Ω+Ω=Ω

 

olarak tanımlanır (Bejancu ve Duggal 1996). 

M  bir yarı-Riemann manifoldu ve ∇  da M  üzerinde bir yarı-Riemann konneksiyon 

olsun. O zaman )(,, MZYX χ∈∀  olmak üzere yarı-Riemann konneksiyonu,  

[ ] [ ] [ ]),,(),,(),,(
),(),(),(),(2

YXZgXZYgZYXg
YXZgXZYgZYXgZYg X

++−
−+=∇

 

Kozsul formülü ile tek türlü belirtilir (Yano ve Kon 1984). 

Tanım 2.2.11: ),( gM n  bir yarı-Riemann manifold ve n
n Mxxx ,,...,, 21  nin lokal 

koordinatları olsun. ndxdxdxxfV ...)( 21 ∧∧=  ve 0)( >xf  ise V ye nM  üzerindeki bir 

hacim form denir (Sharpe 1997). 

Tanım 2.2.12: ),( gM n  bir yarı-Riemann manifold olsun. nM  üzerinde bir hacim form 

mevcut ise nM  ye yönlendirilebilirdir denir (Sharpe 1997). 

Tanım 2.2.13: ),( gM n bir yarı-Riemann manifoldu ve ∇ da nM  üzerinde bir yarı-

Riemann  konneksiyonu olsun. O zaman, 
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R :χ( nM )×χ( nM )×χ( nM )→χ( nM ) 

[ ]ZZZZYXR YXXYYX ,),( ∇−∇∇−∇∇=                                                            (2.2.1) 

ile tanımlanan (1,3)-tipli tensör alanı R  ye nM  nin Riemann eğrilik tensörü denir. 

Ayrıca, )(,,,, nMWVZYX χ∈∀  olmak üzere, R Riemann eğrilik tensörü 

),),((),),(()
,0),(),(),()

),,),((),),(()
,),(),()

YXWVRgWVYXRgiv
YXZRXZYRZYXRiii
VWYXRgWVYXRgii

ZXYRZYXRi

=
=++

−=
−=

 

özelliklerini sağlar (O'Neill 1983). 

Önerme 2.2.1: ( nM ,g) bir yarı-Riemann manifold, ∇ da nM  üzerinde bir yarı-

Riemann konneksiyonu ve E (1,1)-tipli bir tensör alanı olsun. O zaman, 

( ) )()( YEEYYE XXX ∇−∇=∇  

dır (O'Neill 1983). 

Önerme 2.2.2: ( nM ,g) bir yarı-Riemann manifoldu olsun. F simetrik bir tensör alanı 

olmak üzere, ∀  X,Y,Z vektör alanları için, 

( )( ) ( )( )ZFYgZYFg XX ∇=∇ ,,  

eşitliği geçerlidir (O'Neill 1983). 

Önerme 2.2.3: ( nM ,g) bir yarı-Riemann manifoldu olsun. G ters simetrik bir tensör 

alanı olmak üzere, ∀  X,Y,Z vektör alanları için, 

( )( ) ( )( )ZGYgZYGg XX ∇−=∇ ,,  

dır (O'Neill 1983). 

Tanım 2.2.14: ( nM ,g) bir yarı-Riemann manifoldu ve { neee ...,,, 21 }, lokal ortonormal 

vektör alanları olmak üzere, 

( )∑
=

=→

→×
n

i
iii eYXeRg

MMS

1
,),(Y)S(X,Y)(X,                  

R)()(:

ε

χχ

                                         (2.2.2) 

                                                      { }YXRRizS .),(→=  
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şeklinde tanımlı (0,2)-tipindeki S tensör alanına nM  üzerinde Ricci eğrilik tensörü 

denir. 

Ayrıca, (0,2)-tipli Q Ricci operatörü 

 

                                           S(X,Y)=g(QX,Y) 

 

eşitliği ile tanımlıdır (Yano ve Kon 1984). 

Tanım 2.2.15: M  n-boyutlu bir yarı-Riemann manifold olsun. )(, MYX χ∈∀  için  

),(),( YXgYXS λ=  

olacak biçimde M  üzerinde bir λ  fonksiyonu var ise yani M  nin Ricci tensörü S , 

metrik tensör g  nin bir katı ise M  ye Einstein manifoldu ve M  nin Ricci tensörü S  

                                                    )()(),(),( YXbYXagYXS ηη+=  

RMba
C∞

→:, formunda ise M  yeη  -Einstein manifoldu denir. Ricci tensör S  özdeş 

olarak sıfıra eşitse manifold Ricci-flat olarak adlandırılır (Yano ve Kon 1984). 

Tanım 2.2.16: M  bir yarı-Riemann manifoldu ve { }neee ,...,, 21 , lokal ortonormal 

vektör alanları olmak üzere, 

∑
=

=
n

i
iii eeS

1
),(ετ  

değerine M nin skalar eğriliği denir (Yano ve Kon 1984). 

Tanım 2.2.17: nM  bir ∞C  manifold olsun. Keyfi bir nMp∈  noktası için n
pMT  nin 

−r boyutlu altuzayı ( nr ≤ ) D  ve pD  nin bir kolleksiyonu { }pDD =  olmak üzere, p  

noktasını ihtiva eden nM  nin bir U  açık altcümlesi üzerinde ∞C  sınıfından lineer 

bağımsız { }rxxx ,...,, 21  vektör alanları U  nun her nMq∈  noktasında hala pD  nin bir 

bazı oluyorsa D  ye nM  üzerinde bir −r boyutlu dağılım ve { }rxxx ,...,, 21  cümlesine 

U  üzerinde D  için bir lokal baz denir (Sharpe 1997). 
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Tanım 2.2.18: nM  bir ∞C  manifold  ve nM  nin bir r -boyutlu dağılımı D  olsun. nM  

nin bir haritası { }nxxxX ,...,, 21=  olmak üzere, 








∂
∂

∂
∂

rxx
,...,

1

 cümlesi D  dağılımı için 

bir baz oluşturuyorsa X  haritasına D  dağılımına göre düzlemseldir denir. Eğer nM  nin 

her noktasında tanımlı olan D  dağılımı için bir düzlemsel harita bulunabiliyorsa D  

dağılımına integrallenebilirdir denir (Sharpe 1997). 

Teorem 2.2.2: (Frobenius Teoremi) nM  bir ∞C  manifold  ve nM  nin bir r -boyutlu 

dağılımı D  olsun. D  dağılımının integrallenebilmesi için gerek ve yeter koşul her 

DYX ∈,  için [ ] DYX ∈,  olmasıdır (Sharpe 1997). 

Lie grupları öyle gruplardır ki aynı zamanda birer diferensiyellenebilen manifoldlardır. 

Bu da Lie grubunun işleminin diferensiyellenebilir olduğunu ifade eder. 

Tanım 2.2.19: Bir M diferensiyellenebilir manifoldu ve bir G grubu verilmiş olsun.  

Eğer aşağıdaki aksiyomlar sağlanıyorsa (M,G) ikilisine bir Lie grubu denir. 

(L.1) M nin noktaları ile G nin elemanları çakışır.  

(L.2) 1),( −→

→×

abba
MMM

 

işlemi her yerde diferensiyellenebilirdir. 

M ye Lie grubunun temel manifoldu ve G ye de temel grubu denir. (Brickell ve Clark 

1970). 

Buna göre bir Lie grubunu kısaca şu şekilde ifade edebiliriz: 

G bir grup ve 1),( −→ abba  şeklinde tanımlanan  

                                                        G × G → G  

grup işlemi ∞C  sınıfından diferensiyellenebilir olsun. Eğer G bir diferensiyellenebilir 

manifold ise G ye bir Lie grubu denir.  
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Tanım 2.2.20: G bir reel vektör uzayı olsun. G üzerinde bracket operatörü denen bir iki 

lineer  

                                 [ ]:,  G × G → G  

                                       [ ]yxyx ,),( →  

dönüşümü 

(i) [ ] [ ]xyyx ,, −=    (ters simetri özelliği) 

(ii) [ ][ ] [ ][ ] [ ][ ] 0,,,,,, =++ yxzxzyzyx    (jacobi özdeşliği) 

olacak şekilde tanımlanırsa G vektör uzayına yani  (G , [ ]),  ikilisine bir Lie cebiri denir 

ve g  ile gösterilir (Brickell ve Clark 1970). 

Her bir Lie grubuna eşlik eden sonlu boyutlu bir Lie cebiri vardır. Bu nedenle Lie 

grupları teorisi Lie cebirleri ile Lie grupları arasındaki bağlılığa önemli bir yer ayırır. 

Böylece Lie grubunun özellikleri bu gruba karşılık gelen Lie cebirlerine birer özellik 

olarak aksettirilir. 

Tanım 2.2.21: G bir Lie grubu ve G üzerinde bir vektör alanı da X olsun. ∀  ∈21, gg G 

için  

),()()( 2121
ggXgXlg =∗  

koşulunu sağlayan X  vektör alanına sol invaryant vektör alanı denir. 

G bir Lie grubu ve G üzerinde bir vektör alanı da X olsun. ∀  ∈21, gg G için  

),()()( 1221
ggXgXrg =∗  

koşulunu sağlayan X  vektör alanına sağ invaryant vektör alanı denir (Brickell ve 

Clark 1970). 
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3. PARADEĞME MANİFOLDLAR 

3.0. Giriş 

Bu bölümde konunun anlaşılabilirliğini sağlayacak temel tanım ve teoremler verilmiştir. 

3.1. Hemen Hemen Paradeğme Manifoldlar 

Bu kısımda, hemen hemen paradeğme manifoldlar ile ilgili temel kavramlar verilmiştir. 

Tanım 3.1.1: )12(, +nM -boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold, ηξϕ ,,~  da 12 +nM  

üzerinde sırasıyla, (1,1)-tipinde bir tensör alanı, bir vektör alanı ve 1-form olsunlar. 

Eğer ηξϕ ,,~  için, 12 +nM  üzerinde, 

i) ,1)( =ξη                                                                                                                  (3.1.1) 

ii) ,~2 ξηϕ ⊗−= Id                                                                                                     (3.1.2) 

iii) =D çekirdek η ; η  tarafından üretilen dağılım                                                   (3.1.3) 

( D  hemen hemen parakompleks yapıya sahiptir.)                                                       

eşitlikleri sağlanıyorsa, o zaman ( ηξϕ ,,~ ) üçlüsüne M  üzerinde bir hemen hemen 

paradeğme yapı ve bu yapı ile birlikte ),,~,( ηξϕM  dörtlüsüne bir hemen hemen 

paradeğme manifold denir (Zamkovoy 2009). 

Teorem 3.1.1: ),,~,( 12 ηξϕ+nM  dörtlüsü hemen hemen paradeğme manifold olmak 

üzere; 

i) ,0)(~ =ξϕ                                                                                                                (3.1.4) 

ii) ,0~ =ϕη                                                                                                                (3.1.5) 

iii) rank n2~ =ϕ                                                                                                           (3.1.6) 

dir (Zamkovoy 2009). 

3.2. Hemen Hemen Paradeğme Metrik Manifoldlar 

Bu kısımda hemen hemen paradeğme manifoldlar üzerinde bir metrik tanımlanacak ve 

bazı özellikleri ele alınacaktır. 

Teorem 3.2.1: ),,~,( ηξϕM 2n+1-boyutlu bir hemen hemen paradeğme manifold olsun. 

Bu durumda M  manifoldu üzerinde bir G  yarı-Riemann metrik tensör alanı 
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)(),(),( MXXXG χηξ ∈∀=                                                                                   (3.2.1) 

olacak şekilde vardır (Zamkovoy 2009). 

Teorem 3.2.2: ),,~,( 12 ηξϕ+nM bir hemen hemen paradeğme diferensiyellenebilir yarı-

Riemann manifoldu  üzerinde )(, MYX χ∈∀  ve )(Mχξ ∈  için, 

i) )()(),(~))(~),(~(~ YXYXgYXg ηηϕϕ +−=                                                                 (3.2.2) 

ii) ),(~)( ξη XgX =                                                                                                      (3.2.3) 

özelliklerini sağlayacak şekilde bir g~ yarı-Riemann metriği vardır (Zamkovoy 2009). 

Sonuç 3.2.1: M  hemen hemen paradeğme manifoldu üzerinde  

),(~)( ξη XgX =  

       )()(),(~))(~),(~(~ YXYXgYXg ηηϕϕ +−=  

olacak şekilde g~  yarı-Riemann metriği için,  

0)~,(~),~(~ =+ YXgYXg ϕϕ  

dır (Zamkovoy 2009). 

Tanım 3.2.1: ),,~,( 12 ηξϕ+nM  bir hemen hemen paradeğme manifold olsun. (3.2.2) ve 

(3.2.3) koşullarını sağlayan g~  yarı-Riemann metriğine ),,~,( 12 ηξϕ+nM  üzerinde hemen 

hemen paradeğme metrik, )~,,,~( gηξϕ  yapısına da hemen hemen paradeğme metrik 

yapı, )~,,,~,( 12 gM n ηξϕ+  beşlisine de hemen hemen paradeğme metrik manifold denir 

(Zamkovoy 2009). 

)~,,,~( gηξφ  hemen hemen paradeğme metrik yapısı ile birlikte 12 +nM  için lokal 

ortonormal baz sistemi inşa edilebilir. 12 +nM nin bir koordinat komşuluğu U  olsun. 

U da ξ  ya ortogonal olacak şekilde bir birim vektör alanı 1X  olsun ve 1~ 2

1 −=Xφ  dir. 

Bu durumda (3.1.4), (3.1.5), (3.2.2) den  

0
)()~()~,~(~),~(~

11
2

1

=
+= ξηϕηξϕϕξϕ XXgXg

 

ve 

)~,(~
)()~()~,~(~),~(~

11

1111
2

11

XXg
XXXXgXXg

ϕ
ηϕηϕϕϕ

−=
−−=
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eşitliğinden 

0),~(~
11 =XXg ϕ  

olacak şekilde ξϕ ,~
1X  ve 1X  e diktir. Benzer şekilde U üzerinde 1, Xξ  ve 1

~Xϕ  e dik 

olacak şekilde bir 2X  birim vektör alanı alınabilir. 1~ 2

2 −=Xφ  olur. 112
~,,,~ XXX ϕξϕ  ve 

2X  ye diktir. Bu şekilde devam edilirse U  üzerinde bir ( ) niXX ii ...1,,~, =ξϕ  lokal 

ortonormal bazı elde edilir ve bu baza ϕ~ -bazı denir (Zamkovoy 2009). 

      Böylece 12 +nM  in indeksi n-dir.  

Tanım 3.2.2: M  üzerinde bir ( )~,,,~ gηξϕ  hemen hemen paradeğme metrik yapısı 

verilsin. )(, MYX χ∈∀  için, 

),(~ YXΦ )~,(~ YXg ϕ=                                                                                                  (3.2.4) 

şeklinde tanımlı antisimetrik Φ~  dönüşümüne )~,,,~( gηξϕ  hemen hemen paradeğme 

metrik yapısının Temel 2-Formu denir (Zamkovoy 2009). 

Sonuç 3.2.2: 12 +nM  yarı-Riemann manifoldu olsun. Φ~  temel 2-form ters simetriktir ve 

Tanım 3.2.2 yardımıyla ∧η nΦ~ 0≠  dır.  

Tanım 2.2.11, Tanım 2.2.12 ve Sonuç 3.2.2 yardımıyla Sonuç 3.2.3 verilebilir. 

Sonuç 3.2.3 nM  üzerinde bir hemen hemen paradeğme metrik yapısı )~,,,~( gηξϕ  olmak 

üzere nM  yönlendirilebilirdir. 

3.3. Hemen Hemen Paradeğme Manifoldların Torsiyon Tensörü 

Tanım 3.3.1: M  bir reel diferensiyellenebilir manifold olsun. Eğer M  nin her p  

noktası için IJ =2  olacak şekilde MTp  tanjant uzayının bir J  endomorfizması varsa, 

o zaman M  üzerindeki )1,1(  tipindeki J  tensör alanına bir hemen hemen  

parakompleks yapı denir. Bir J  hemen hemen parakompleks yapısı ile verilen 

manifolda bir hemen hemen parakompleks manifold denir (Kaneyuki ve Willams 

1985). 
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Teorem 3.3.1: ),,~,( 12 ηξϕ+nM  bir hemen hemen paradeğme manifold olsun. Bu taktirde 

R×+12nM  üzerinde bir hemen hemen parakompleks yapı vardır (Kaneyuki ve Willams 

1985). 

Tanım 3.3.2: J , nM  üzerinde bir hemen hemen parakompleks yapı olsun. nM  

üzerinde J  tensör alanına göre Nijenhuis torsiyon tensörü; 

       [ ] [ ] [ ] [ ]JYXJYJXJJYJXYXJYXNJ ,,,,),( 2 −−+=  

                    [ ] [ ] [ ] [ ]JYXJYJXJJYJXYX ,,,, −−+=  

şeklindedir (Bucki ve Miernowski 1985). 

Tanım 3.3.3: ),( 2 JM n  hemen hemen parakompleks manifold olsun. O zaman, 0=JN  

ise J  dönüşümüne integrallenebilir dir denir (Bucki ve Miernowski 1985). 

Tanım 3.3.4: Eğer R×nM 2  üzerindeki bir J  hemen hemen parakompleks yapısı 

integrallenebilir ise ),,~( ηξϕ  hemen hemen paradeğme yapısına normal dir denir. 

 

Şimdi dört tane tensör alanı )3()2()1( ,, NNN  ve )4(N  sırasıyla, 

( ) ( )
( )

XLYXN

XLYXN

XLYLYXN

YXdYXNYXN

YX

)(),(

~),(

),(

),(2),(),(

)4(

)3(

~~
)2(

~
)1(

η

ϕ

ηη

ξη

ξ

ξ

ϕϕ

ϕ

=

=

−=

−=

 

olarak tanımlansın. 

Yardımcı Teorem 3.3.1: Bir hemen hemen ( )ηξϕ ,,~  paradeğme yapısı için; 

0)1( =N  ise 0)4()3()2( === NNN  dır (Zamkovoy 2009). 

Önerme 3.3.1: M nin ),,~( ηξϕ  hemen hemen paradeğme yapısının normal olması için 

gerek ve yeter şart 

02~ =⊗− ξϕ dN  

olmasıdır (Zamkovoy 2009). 
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3.4. K-Paradeğme Manifoldlar 

Tanım 3.4.1: )12( +n -boyutlu hemen hemen paradeğme metrik manifoldu 

)~,,,~,( gM ηξϕ  olsun. Eğer )(, MYX χ∈∀  için, 

[ ]( )( )YXXYYXYXd ,)()(
2
1),( ηηηη −−=  

olarak tanımlandığında 

Φ~ ),())(~,(~),( YXdYXgYX ηϕ ==  

oluyorsa )~,,,~( gηξϕ  dörtlüsüne paradeğme metrik yapı ve )~,,,~,( gM ηξϕ  ye de 

paradeğme metrik manifold denir (Zamkovoy 2009). 

Tanım 3.4.2: )12( +n -boyutlu bir M  paradeğme metrik manifoldu verilsin. Eğer 

)~,,,~( gηξϕ  hemen hemen paradeğme metrik yapısında yer alan ξ  vektör alanı g~  ye 

göre bir Killing vektör alanı ise o zaman M  üzerindeki değme yapıya K-paradeğme 

yapı ve M  ye de K-paradeğme manifold denir (Zamkovoy 2009). 

Teorem 3.4.1: )12( +n -boyutlu bir M  manifoldu, )~,,,~( gηξϕ  paradeğme metrik yapısı 

ile verilsin. Bu durumda 0)4()2( == NN  dır. Ayrıca ξ⇔= 0)3(N  Killing vektör 

alanıdır (Zamkovoy 2009). 

Önerme 3.4.1: 12nM +  bir paradeğme metrik manifold olsun. Bu durumda 12nM + in  K-

paradeğme manifold olması için gerek ve yeter şart 

X~ξ~
X ϕ−=∇                                                                                                                (3.4.1) 

olmasıdır (Zamkovoy 2009). 

Teorem 3.4.1 yardımıyla aşağıdaki önerme verilebilir. 

Önerme 3.4.2: 12 +nM  bir paradeğme metrik manifold olsun. 12 +nM nin K -paradeğme 

manifold olması için gerek ve yeter şart 03 =N  olmasıdır (Zamkovoy 2009). 

Yardımcı Teorem 3.4.1: M  nin bir )~,,,~( gηξϕ  hemen hemen paradeğme metrik yapısı 

için  

( )( ) )~),,((),,(~3)~,~,(~3,~~2 )1( XZYNgZYXdZYXdZYg X ϕϕϕϕ −Φ−Φ−=∇  
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                                    )(),~(2)(),~(2)(),()2( YXZdZXYdXZYN ηϕηηϕηη −++  

dır (Zamkovoy 2009). 

Yardımcı Teorem 3.4.2: )~,,,~( gηξϕ  paradeğme metrik yapısına sahip ve Φ~ ηd=  ve 

0)2( =N  özelliğindeki M manifoldu için  

( )( ) )~),,((,~~2 )1( XZYNgZYg X ϕϕ −=∇ )(),~(2)(),~(2 YXZdZXYd ηϕηηϕη −+          (3.4.2) 

dır (Zamkovoy 2009). 

Sonuç 3.4.1: (3.4.2) denkleminde X  yerine ξ  alınırsa 

( )( ) )~),,((,~~2 )1( ξϕϕξ ZYNgZYg −=∇ )(),~(2)(),~(2 YZdZYd ηξϕηηξϕη −+  

                                   
0

)()~,~(2)()~,~(2
)(),~(~2)(),~(~2

=
−=
Φ−Φ=

YZgZYg
YZZY
ηξϕϕηξϕϕ

ηξϕηξϕ
 

elde edilir ve böylece bir paradeğme metrik manifoldda 

0~~ =∇ ϕξ                                                                                                                (3.4.3) 

sonucuna ulaşılır. 

Teorem 3.4.2: Bir paradeğme metrik manifoldda ξ  nın integral eğrisi bir geodeziktir 

(Zamkovoy 2009). 

 

Bir paradeğme manifold üzerinde 

( ))(~)(~
2
1))(~(

2
1)(~

)()(:~

XLXLXLXhX

MMh

ξξξ ϕϕϕ

χχ

−==→

→
 

olacak şekilde bir h~  tensör alanı tanımlansın. 

X  yerine ξ  alınırsa 

[ ] [ ] 0,~,~))(~(
2
1~

=−== ξξϕξξϕξϕξ ξLh  

0~
=ξh                                                                                                                      (3.4.4) 

olduğu görülür (Zamkovoy 2009). 
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Yardımcı Teorem 3.4.3: Bir paradeğme metrik manifoldda, h~  bir simetrik 

operatördür. Ayrıca  

XhXX
~~~~ ϕϕξ +−=∇                                                                                                  (3.4.5) 

dır. ϕ~,~h  ile anti-değişmelidir ve iz 0~
=h = ξh~  dır (Zamkovoy 2009). 

3.5. Para-Sasakian Manifoldlar 

Tanım 3.5.1: 12 +n -boyutlu bir paradeğme metrik manifold )~,,,~,( gM ηξϕ  olsun. Eğer 

M  nin paradeğme metrik yapısı normal ise bu durumda M  manifoldu bir para-

Sasakian yapıya sahiptir ve M manifolduna da para-Sasakian manifold denir. Bir 

para-Sasakian manifold, bir paradeğme metrik manifolddur fakat tersi her zaman doğru 

değildir (Zamkovoy 2009). 

Teorem 3.5.1: 12 +nM  bir paradeğme metrik manifold olsun. Bu durumda 12 +nM  de bir 

)~,,,~( gηξϕ  hemen hemen paradeğme metrik yapısı bir para-Sasakian yapıdır gerek ve 

yeter şart 

XYYXgYX )(),(~)~~( ηξϕ +−=∇                                                 (3.5.1) 

denkleminin sağlanmasıdır, burada ∇~ , g~  ye göre yarı-Riemann konneksiyondur.  

Özellikle bir para-Sasakian manifold, K-paradeğmedir (Zamkovoy 2009). 

3.6. Paradeğme Manifoldların Eğriliği 

Önerme 3.6.1: Bir 12 +nM  paradeğme metrik manifoldunda 

ξξϕϕϕξ ),(~~~~~)~~( 2 XRXhXXh ++−=∇                                            (3.6.1) 

( ) XhXXRXR 22 ~2~2)~,(~~),(~ −=+ ϕξϕξϕξξ                                                                (3.6.2) 

dır. Burada ξ  karakteristik vektör alanıdır ve 12 +∈ nMX  dir (Zamkovoy 2009). 

Sonuç 3.6.1: Bir 12 +nM  paradeğme metrik manifoldunda, ξ  doğrultusunda Ricci 

eğriliği  
2~2),( hiznS +−=ξξ  

şeklinde verilir (Zamkovoy 2009). 
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Önerme 3.6.2: 12 +nM  bir K-paradeğme manifold olsun. 12 +nM  de  Q  Ricci eğrilik 

operatörü olmak üzere  

ξξ nQ 2−=  

dir (Zamkovoy 2009). 

 

Önerme 3.6.3:  Bir para-Sasakian manifoldda 

XYYXYXR )()(),(~ ηηξ −=  

dır (Zamkovoy 2009). 

Teorem 3.6.1: )~,,,~,( 12 gM n ηξϕ+   paradeğme metrik manifoldu üzerinde aşağıdaki 

özellikler geçerlidir: 

),)(~)((),(~2)~~(~)~~( ~ ξηηξϕϕϕϕ XXhXYYXgYY XX +−−=∇−∇                                 (3.6.3) 

),~~(2)~,(~~),(~ 22 XhXXRXR −=+ ϕξϕξϕξξ                                                                (3.6.4) 

),)~~~(,(~))~~~(,(~))~~(,(~),,,(~ YhXgZhXgZYgZYXR ZYX ϕϕϕξ ∇−∇+∇−=                     (3.6.5) 

).,~(~)(2),~(~)(2),)(~~(2

)~,,~,(~),~,~,(~)~,~,,(~),,,(~

~ YXhXgZZXhXgYZY

ZYXRZYXRZYXRZYXR

Xh −−−+Φ∇−=

−−+

ηη

ϕϕξϕϕξϕϕξξ
                      (3.6.6) 

Burada .)~(.,~:~ ϕg=Φ paradeğme metrik yapının Temel 2-formudur (Zamkovoy 2009). 

Ayrıca Zamkovoy, herhangi bir paradeğme metrik manifold üzerinde, bir değme metrik 

manifoldda genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonun  paradeğme geometrisi ile 

(Tanno 1989) aynı rolü üstlenen bir kanonikal konneksiyon tanıtmıştır. 

Teorem 3.6.2: Herhangi bir paradeğme metrik manifold üzerinde kanonikal paradeğme 

konneksiyon olarak adlandırılan ve aşağıdaki şartları sağlayan bir tek pc∇~ konneksiyonu 

vardır; 

(i) ,0~~,0~,0~ =∇=∇=∇ gpcpcpc ξη  

(ii) ),~)((),~(~)~~()~~( XhXYYXhXgYY X
pc
X −−−+∇=∇ ηξϕϕ  

(iii) ),,(~~)~,(~ YTYT pcpc ξϕϕξ −=  

(iv) ).ker(),(2),(~ ηξη == DYXdYXT pc  

Ayrıca pc∇~  konneksiyonu  
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ξϕϕϕηϕη )~,~(~)~~~)((~)(~~ YXhXgXhXYYXYY X
pc
X −+−++∇=∇                   (3.6.7) 

denklemi ile verilir (Zamkovoy 2009). 

)(, DYX Γ∈  için eğer (),(~ Γ∈YXNϕ R )ξ  ise ),,~( ηξϕ  hemen hemen paradeğme 

yapısına integrallenebilir denir. Paradeğme metrik yapılar için integrallenebilme şartı 

0~~ =∇ ϕpc  dır (Zamkovoy 2009). 

3.7. Legendrian Foliasyonları 

Tanım 3.7.1: ),( ηM değme manifoldu üzerinde tüm )(, LYX Γ∈ için 0),( =′XXdη  

şartını sağlayan değme dağılımın bir  n -boyutlu alt demeti L  ye Legendrian dağılım 

denir ve L  nin integrallenebilir olması için  

0]),([))(())((),(2 =′−′−′=′ XXXXXXXXd ηηηη  eşitliğinin sağlanması 

gerekmektedir (Pang 1990). 

L integrallenebilir olduğunda, ),( ηM  nın bir Legendrian foliasyonunu tanımlar. 

Legendrian foliasyonlar son zamanlarda birçok kişi tarafından çalışılmaktadır. Özellikle 

Pang, F foliasyonunun teğet demeti üzerindeki  

)],,([2))(LL(),( X XXdXX XF ′=−=′Π ′ ξξη                                                       (3.7.1)  

ile tanımlanan simetrik iki-lineer form FΠ yi kullanarak Legendrian foliasyonların bir 

sınıfını verip  FΠ  nin sıfır, dejenere, dejenere olmaması, pozitif(negatif) tanımlı 

olmasına göre F yi flat, dejenere, dejenere olmayan, pozitif(negatif) tanımlı olarak 

adlandırdı (Pang 1990).  

Libermann, dejenere olmayan Legendrian foliasyonu için  

),(),( XZdXZFF η=∧Π                                                                                        (3.7.2) 

eşitliği ile tanımlanan TFTMF →∧ : lineer dönüşümü tanımladı (Libermann 1991). 

Burada )(),( TFXTMZ Γ∈Γ∈ dir. F∧  operatörü örtendir ve )(TFX Γ∈∀ için 

0)( 2 =∧F  ve [ ] XXF 2
1, =∧ ξ özelliklerini sağlar. 





′∧∧Π
Γ∈′′Π

=′Π
),,(

)(,,),(
:),(

ZZ
TFZZZZ

ZZ
FFF

F
F  

şartı koyularak FΠ , TM üzerindeki simetrik iki-lineer forma genişletilebilir. 
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Tanım 3.7.2: ),( ηM değme manifoldu, ⊕⊕= 21 LLTM Rξ  şeklinde verilen iki dik 

Legendrian dağılıma sahipse manifolda hemen hemen bi-Legendrian manifold denir. 

),( 21 LL ye ),( ηM  değme manifoldu üzerinde bir hemen hemen bi-Legendrian yapı 

denir. 1L  ve 2L  ikisi de integrallenebilirse manifolda bi-Legendrian manifold denir 

(Cappelletti Montano 2009a). 

Herhangi )~,,,~,( 12 gM n ηξϕ+ paradeğme metrik manifoldu, 1± karakteristik değerlere 

karşılık gelen ϕ~ nin +D ve −D karakteristik dağılımları ile verilen hemen hemen bi-

Legendrian yapıya sahiptir. 

Tersine, her hemen hemen bi-Legendrian manifold paradeğme metrik yapıya sahiptir 

(Cappelletti Montano 2009a). 

Paradeğme geometrideki integrallenebilme koşulu ( 0~ =∇ ϕpc ) Legendrian dağılımları 
±D nin integrallenebilmesine denktir. 

Herhangi hemen hemen bi-Legendrian manifold, hemen hemen bi-Legendrian 

manifoldlardaki çalışmalarda önemli role sahip bi-Legendrian konneksiyon olarak 

adlandırılan konneksiyona sahiptir. 

Teorem 3.7.1: ),,,( 21 LLM η  hemen hemen bi-Legendrian manifold olsun. 

(i) blblbl LLLL ∇⊂∇⊂∇ ,, 2211 Rξ )⊂  Rξ  

(ii) ,0=∇ ηdbl  

(iii) 
)(;],[],[),(

)(),(;),(2),(

12

21

21
TMXLXLXXT

LYLXYXdYXT

LL
bl

bl

Γ∈∀+=

Γ∈Γ∈∀=

ξξξ

ξη
 

olacak şekilde bir tek bl∇  konneksiyonu vardır. Burada 
1LX  ve 

2LX ile sırasıyla; X in 

⊕⊕= 21 LLTM Rξ  ayrışımına göre TM  nin 1L ve 2L  altdemetlerine olan izdüşümleri 

belirtilmektedir (Cappelletti Montano 2005). 

Bi-Legendrian konneksiyonunun özelliklerini kullanarak, değme metrik ),( µκ -uzayları 

ve Legendrian foliasyonları arasında ilişki aşağıdaki teorem ile verilebilir. 
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Teorem 3.7.2: KgM ),,,,,( ηξϕ -değme olmayan bir değme metrik manifold olsun. 

),,,,( gM ηξϕ nin bir değme metrik ),( µκ -manifold olması için gerek ve yeter şart 

birbirine dik L  ve Q  Legendrian dağılımlarına sahip olması ve aşağıdaki koşulları 

sağlayan bir tek ∇  lineer konneksiyonuna sahip olmasıdır : 

(i) ,, QQLL ⊂∇⊂∇  

(ii) ,0,0,0,0,0 =∇=∇=∇=∇=∇ hgd ϕηη  

(iii) 
)(;],[],[),(

),(,;),(2),(

TMXXXXT

DYXYXdYXT

LQQL Γ∈∀+=

Γ∈∀=

ξξξ

ξη
 

(Cappelletti Montano ve Di Terlizzi 2008). 

Daha da ötesi; ∇  tek olarak bellidir  ve ),( QL  nun bi-Legendrian konneksiyonu ile 

çakışır. L  ve Q  integrallenebilirdir ve h  nın )(λhD  ve )( λ−hD  karakteristik uzayları 

ile çakışırlar. 

Bir sonraki teorem ile değme ),( µκ -manifoldlar ile paradeğme geometri arasındaki 

ilişki kurulmuştur. 

Teorem 3.7.3: ),,,,( gM ηξϕ  Sasakian olmayan değme metrik ),( µκ -uzayı olduğunda 

M  nin )~,,,~( gηξϕ  kanonikal paradeğme metrik yapısı  

,
1
1:~ h
κ

ϕ
−

=         ηηη
κ

⊗+
−

= .)(.,
1
1:~ hdg                                                (3.7.3) 

ile verilir. 

Ayrıca, )~,( gM  nin Levi-Civita konneksiyonunun eğrilik tensör alanı )~,~( µκ -sıfırlık 

durumunu  

( ) ( )YhXXhYYXXYYXR ~)(~)(~)()(~),(~ ηηµηηκξ −+−=                                      (3.7.4) 

sağlar. Burada ,
2

12~
2







 −+−=

µκκ  2~ =µ  dir (Cappelletti Montano ve Di Terlizzi 

2010). 
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Teorem 3.7.4: ),,,( 21 LLM η  bir hemen hemen bi-Legendrian manifold ve ),,,( gηξψ  

M üzerine indirgenmiş kanonikal paradeğme metrik  yapı olsun. bl∇ ve pc∇ sırasıyla bi-

Legendrian ve kanonikal paradeğme konneksiyonları olsunlar. O halde  

(a) ;0,0 =∇=∇ gblblψ  

(b) bi-Legendrian ve kanonikal paradeğme konneksiyonlarının çakışması için gerek ve 

yeter şart indirgenmiş paradeğme metrik yapının integrallenebilir olmasıdır (Cappelletti 

Montano 2009a). 

Teorem 3.7.5: ),,,,( gM ηξφ , K -değme olmayan bir değme metrik ),( µκ -uzayı olsun. 

)(λD ve )( λ−D  Legendrian foliasyonlarının Pang invaryantları 

)()()()(

2

)( )212()1(
λλλλλ µκ

λ
µλκλ

DDDDD gg
××

+−−=
−−+

=Π                            (3.7.5) 

)()()()(

2

)( )212()1(
λλλλλ µκ

λ
µλκλ

−×−−×−− +−−−=
−+−−

=Π
DDDDD gg               (3.7.6) 

ile verilir (Cappelletti Montano ve Di Terlizzi 2008). 

Sonuç 3.7.1: Bir hemen hemen bi-paradeğme yapı ),,( 321 φφφ nın integrallenebilir 

olması için gerek ve yeter şart D  değme dağılımı üzerinde )1()1(
21

, φφ NN  tensör alanlarının 

sıfır olmasıdır. Ayrıca, integrallenebilir hemen hemen bi-paradeğme manifoldunda D  

değme dağılımı üzerinde )1(
3φ

N değeri sıfırdır (Cappelletti Montano 2010b). 

Teorem 3.7.6: ),,,,( gM ηξφ  Sasakian olmayan değme metrik ),( µκ -manifold olsun. 

),,,,( gM ηξφ  ile ilişkili olan ( )(λD , )( λ−D ) bi-Legendrian yapısı flat değildir. Daha 

açık olarak aşağıdaki durumlardan sadece biri var ve geçerlidir: 

(I) )(λD  ve )( λ−D pozitif tanımlı; 

(II) )(λD  pozitif tanımlı ve )( λ−D negatif tanımlı; 

(III) )(λD  ve )( λ−D  negatif tanımlı; 

(IV) )(λD  pozitif tanımlı ve )( λ−D  flat; 

(V) )(λD  flat ve )( λ−D  negatif tanımlı. 
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Ayrıca, M nin (I), (II), (III), (IV), (V) sınıflarından birine ait olması için gerek ve yeter 

şart sırasıyla 1>MI , 11 <<− MI , 1−<MI , 1,1 −== MM II şartlarının sağlanmasıdır 

(Cappelletti Montano 2009b). 

 

Yardımcı Teorem 3.7.1: ),,,,( gM ηξφ  L  Legendrian dağılımı ile verilen bir değme 

metrik manifold olsun. LQ φ=: , L  nin eşlenik Legendrian dağılımı ve bl∇  ise ),( QL ile 

ilişkili olan bi-Legendrian konneksiyon olsun. Aşağıdaki ifadeler denktir: 

(i) .0=∇ gbl  

(ii) .0=∇ φbl  

(iii) LX
bl XXX ]),[( ′−=′∇ φφ  tüm ),(, LXX Γ∈′  QY

bl YYY ]),[( ′−=′∇ φφ  tüm 

)(, QYY Γ∈′  ve h  tensör alanı L  altdemetini L ye ve Q  altdemetini Q  ya resmeder. 

Ayrıca, L  ve Q  nun integrallenebilir olduğu kabul edilirse, (i)-(iv) şartları, L  ve Q  

tarafından tanımlanan Legendrian foliasyonların total geodezikliğine eşdeğerdir 

(Cappelletti Montano 2010a). 
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4. PARADEĞME −)~,~( µκ MANİFOLDLAR  

4.0. Giriş 

Bu bölümde Paradeğme )~,~( µκ -manifoldlar ile ilgili temel tanımlar ve teoremler 

verildikten sonra 1~ −>κ ve 1~ −<κ  olma durumuna göre  Paradeğme )~,~( µκ -

manifoldlar iki kısımda incelenecektir. 

4.1. Paradeğme )~,~( µκ -Manifoldlarlar ile İlgili Temel Tanım ve Teoremler  

Bu kısımda (4.1.1) şartını sağlayan paradeğme metrik manifoldların bazı temel 

özellikleri verilecektir. 

Tanım 4.1.1:  Eğrilik Tensör alanı  

( ) ( )YhXXhYYXXYYXR ~)(~)(~)()(~),(~ ηηµηηκξ −+−=                                         (4.1.1) 

eşitliğini sağlayan bir paradeğme metrik manifolda paradeğme metrik )~,~( µκ -

manifold denir. Burada ,X Y ; M üzerindeki vektör alanlarıdır ve κ~ ve µ~  reel 

sabitlerdir (Cappelletti Montano ve Di Terlizzi 2010). 

Yardımcı Teorem 4.1.1: )~,,,~,( gM ηξϕ )12( +n -boyutlu paradeğme metrik )~,~( µκ -

manifold için aşağıdaki özellikler geçerlidir: 

,~)~1(~ 22 ϕκ+=h                                                                                                          (4.1.2) 

,~2~ ξκξ nQ =                                                                                                                (4.1.3) 

,1~  ),~)((),~(~)~~( −≠−+−−=∇ κηξϕ XhXYYXhXgYX                                             (4.1.4)  

)~~)(~~)()(~1(

)~)(~)()~,(~2)(~1()~~()~~(

XhYYhX

XYYXYXgXhYh YX

ϕηϕηµ

ϕηϕηξϕκ

−−+

−++−=∇−∇
                           (4.1.5)    

 hhhh ~~~~~,~~~~~ µϕϕµ ξξ −=∇=∇                                                                                   (4.1.6)   
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Burada veX Y , M üzerindeki vektör alanlarıdır ve Q~ ise )~,( gM nin Ricci operatörüdür 

(Cappelletti Montano ve ark. 2012). 

İspat : ξξ ),(~~ XRXl =  olduğu göz önüne alınıp (4.1.1) eşitliğinde Y yerine ξ  yazılırsa 

)~(~))((~),(~ XhXXXR µξηκξξ +−=                                                                         (4.1.7) 

eşitliği elde edilir. Bu son eşitlikte (3.1.2) eşitliği kullanılırsa 

)~(~~~),(~ 2 XhXXR µϕκξξ +=  eşitliği diğer bir deyişle  

XhXXl ~~~~~ 2 µϕκ +=                                                                                                   (4.1.8) 

denklemi elde edilir. (4.1.8) denklemine ϕ~  etki ettirilip (3.1.2) eşitliği kullanılırsa 

XhXXl ϕµϕκϕ ~~~~~~~
+=  denklemi bulunur. Son olarak bu son eşitliğe ϕ~  etki ettirilip ϕ~  

ile h~ nın anti-değişmeli olduğu kullanılırsa  

XhXXl ~~~~~~~ 2 µϕκϕϕ −=                                                                                              (4.1.9) 

olduğu görülür. (3.6.4) eşitliğinden )~~(2),~(~~),(~ 22 XhXXRXR −−=+ ϕξξϕϕξξ  

denklemi elde edilir. (4.1.8) ve (4.1.9) nolu eşitlikler kullanılarak (4.1.2) eşitliği 

bulunur. 

Ricci eğrilik tensör alanı ile ilgili olan (2.2.2) eşitliğinden yararlanılarak 

),),(~(~)~,),~(~(~),),(~(~),(
11

ξξξϕξϕξξξ YRgeYeRgeYeRgYS i

n

i
ii

n

i
i +−= ∑∑

==

             (4.1.10) 

denklemi elde edilir. (4.1.10) denkleminde (4.1.1) eşitliği ve 0~
=hiz  olduğu kullanılırsa  

)(~2),( YknYS ηξ =                                                                                                   (4.1.11)  
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bulunur. Aynı zamanda ),~(),( YXQgYS =ξ  ile (4.1.11) eşitliğinden (4.1.3) elde edilmiş 

olur. 

(4.1.4) eşitliğini ispatlamak için (3.6.6) eşitliğinde  (4.1.1) den yararlanılırsa (3.6.6) 

eşitliği  

)(),~(~2

)(),~(~2))~~(,(~2)(),(~~2)(),(~~2 ~

ZYXhXg

YZXhXgZYgYZXgZYXg Xh

η

ηϕηκηκ

−−

−+∇−=−
     (4.1.12) 

haline gelir. (4.1.12) eşitliğinde (3.1.2) ve (4.1.2) kullanılırsa 

),(~)()1~(),~(~)()1~(

),(~)()1~(),~(~)()1~())~~(,(~)1~(

YXgZYXhgZ

ZXgYZXhgYZYg X

ηκηκ

ηκηκϕκ

+++−

+−+=∇+
 

olduğu görülür. Burada 0)1~( ≠+κ seçilirse (4.1.4) eşitliği elde edilmiş olur.  

Daha sonra (3.4.5) eşitliği Riemann eğrilik tensörünün ifadesinde yani (2.2.1) 

eşitliğinde kullanılırsa 

XhYhXYYXR YXYX )~~~()~~~()~~()~~(),(~ ϕϕϕϕξ ∇−∇+∇+∇−=  

elde edilir. Bu son denklem (4.1.4) denklemi yardımıyla 

XhYhYhYX

XYhYgXhXYYXhXgYXR

YX )~~~()~~~()~)((

),~(~)~)((),~(~),(~

ϕϕη

ξηξξ

∇−∇+−+

−−−−−=
                              (4.1.13) 

halini alır.  

))~~()~~((~~)~~(~)~~()~~~()~~~( XhYhXhYhXhYh YXYXYX ∇−∇+∇−∇=∇−∇ ϕϕϕϕϕ  eşitliği (4.1.1) 

ve (4.1.4) denklemleri (4.1.13) de kullanılırsa 

( ) ( )
))~~()~~((~

)~)(()~)((~)(~)(~)()(~

XhYh

YhYXXhXYYhXXhYYXXY

YX ∇−∇+

−+−−=−+−

ϕ

ηηηηµηηκ  
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elde edilir. Bu bulunan son denklemin her iki tarafına ϕ~  etki ettirilip h~  ve hX
~~∇  nın 

simetrik oluşu kullanılırsa 

( ) ( )
ξϕ

ϕηϕηµϕηϕηκ

)~~,(~2

)~~()~~(~~)(~~)()1~(~)(~)()1~(
2YhXg

XhYhYhXXhYYXXY YX

+

∇−∇=−−+−+

 

elde edilir. Bu son denklemde (4.1.12) kullanılırsa (4.1.5) denklemi bulunmuş olur. 

(4.1.6) denklemlerini ispat etmek için (4.1.5) denkleminde (3.4.5) ve (4.1.12) 

denklemlerini ve h operatörünün özelliklerini kullanarak  

                               ϕµξ
~~~~~ hh =∇   

bulunur. Son denkleme ϕ~ etki ettirilip (3.4.3) eşitliğinden yararlanılırsa (4.1.6) nın 

ispatı tamamlanmış olur.                                                                                                   � 

Sonuç 4.1.1: Herhangi paradeğme )~,~( µκ -manifold )1~( −≠κ integrallenebilirdir 

(Cappelletti Montano ve ark. 2012). 

Özellikle Sonuç 4.1.1 den 1~ −≠κ ile verilen herhangi paradeğme )~,~( µκ -manifoldunda, 
+D ve −D  ile verilen Legendrian dağılımları integrallenebilirlerdir ve M de iki 

Legendrian foliasyon tanımlarlar. 

(4.1.2) eşitliğinden dolayı, 1~ −=κ olan paradeğme )~,~( µκ -manifoldlar 0~2 =h eşitliğini 

sağlarlar. Değme metrik durumundan farklı olarak, h~ nın sıfır olup manifoldun para-

Sasakian olduğu söylenemez. Yani 1~ −=κ olması manifoldun para-Sasakian olmasını 

gerektirmez. 0~2 =h )1~( −=κ  ve 0~
≠h olan paradeğme )~,~( µκ -manifoldlar vardır. 

Aşikar paradeğme )~,~( µκ -manifold örneği c sabit kesitsel eğrilikli ),( gM Riemannian 

manifoldunun teğet küre demeti MT1  ile verilsin. MT1 nin aslında bir )2),2(( ccc −− -

yapısı olan standart değme metrik yapısı ),,,( gηξϕ düşünülsün (Blair 2010). 
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ηηϕηϕϕ ⊗+
−

=
−

= .)(.,
1

1:~,
1

1:~
11 hd

c
gh

c
                                                     (4.1.14) 

ηηηϕ ⊗+
−

=
−

= .)(.,
1

1:~,
1

1:~
22 hd

c
gh

c
                                                            (4.1.15) 

tanımlansın. 

)~,,,~( 11 gηξϕ  ve )~,,,~( 22 gηξϕ nin MT1  de paradeğme metrik yapıları tanımladığı açıktır. 

Böylece (Teorem 5.9, Cappelletti Montano 2010b) yardımıyla )~,,,~( 11 gηξϕ  paradeğme 

)~,~( 11 µκ -yapısına ve )~,,,~( 22 gηξϕ  paradeğme )~,~( 22 µκ -yapısına 

2~,14~
),11(2~,1)1(~

22

1
2

1

=−=

−−=−+=

µκ

µκ

c
cc

 

olacak şekilde sahiptir. O halde aşağıdaki teorem verilebilir. 

Teorem 4.1.1: 1≠c sabit eğriliğe sahip olan Riemannian manifoldunun teğet demeti 

(4.1.14) den paradeğme ))11(2,1)1(( 2 −−−+ cc - yapısına ve (4.1.15) den 

paradeğme )2,14( −c - yapısına sahiptir (Cappelletti Montano ve ark. 2012). 

Sonuç olarak, eğer M manifoldu flat ise )~,,,~( 22 gηξϕ MT1 de, 0~ 2
2 =h  olan fakat 

2
~h sıfır olmadığından para-Sasakian olmayan paradeğme )2,1(− -yapısıdır. 

Gerçekten de (4.1.15) ve (Lemma 4.5, Cappelletti Montano ve Di Terlizzi 2010) dan 

ϕϕϕξ +== hLh ~
2
1~

2 elde edilir. 

Tanım 4.1.2: )~,,,~( gηξϕ  paradeğme metrik yapısı ve 0>α  için  

ηηαααϕϕξ
α

ξαηη ⊗−+==== )1(~,~,1, gg                                         (4.1.16) 

eşitliği ile verilen yapı tensörlerinin değişimine - homotetik deformasyon denir. 

),,,( gηξϕ  yeni yapı da bir paradeğme metrik yapıdır (Zamkovoy 2009). 
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Önerme 4.1.1: -homotetik deformasyon ile )~,~,~,~( gηξϕ  yapısından elde edilen 

paradeğme metrik yapı ),,,( gηξϕ  olsun. ∇  ve ∇~  Levi-Civita konneksiyonları 

arasındaki ilişki  

)~)(~)()(1(),~~(~1~ YXXYYXhgYY XX ϕηϕηαξϕ
α

α
+−−

−
+∇=∇                             (4.1.17) 

ve 

hh ~1
α

=                                                                                                                    (4.1.18) 

şeklindedir (Cappelletti Montano ve ark. 2012). 

İspat: (4.1.16) dan ve Koszul formülünden yararlanarak herhangi )(,, MZYX χ∈ için  

[ ]
[ ]
[ ]

[ ] [ ]( )
[ ] [ ]( )
[ ] [ ]( ))(),()1(),,(~

)(),()1(),,(~
)(),()1(),,(~

))()(()())(()1(),(~
))()(()())(()1(),(~
))()(()())(()1(),(~),(2

XYZXYZg
YXZYXZg
ZYXZYXg

YZXYXZYXgZ
ZYXZXYZXgY
ZXYZYXZYgXZYg X

ηηααα
ηηααα
ηηααα

ηηηηααα
ηηηηααα
ηηηηααα

−++
−++
−++

+−−−
+−++
+−+=∇

 

                  =

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

[ ]
[ ]

[ ] [ ] [ ][ ])(),()(),()(),()1(
)~~,(~)~,(~),~(~)()1(

)~~,(~)~,(~),~(~)()1(

)~~,(~)~,(~),~(~)()1(

)~~,(~)~,(~),~(~)()1(

)~~,(~)~,(~),~(~)()1(

)~~,(~)~,(~),~(~)()1(),~(~2

XYZYXZZYX
ZhYgZYgYgX

ZhXgZXgXgY

YhZgYZgZgX

YhXgYXgXgZ

XhZgXZgZgY

XhYgXYgYgZZYg

Z

Z

Y

Y

X

XX

ηηηηηηαα
ϕϕξηαα

ϕϕξηαα

ϕϕξηαα

ϕϕξηαα

ϕϕξηαα

ϕϕξηααα

++−+
+−∇−−

+−∇−−

+−∇−+

+−∇−+

+−∇−+

+−∇−+∇

 

denklemi bulunur. 

Bu son denklemde gerekli sadeleştirmeler yapılarak  
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)(),~(~)1()(),~(~)1(
)(),~~(~)1()()~()1(),~(~),(

XZYgYZXg
ZYXhgZYZYgZYg XXX

ηϕααηϕαα
ηϕααηηααα

−−−−
−+∇−+∇=∇        (4.1.19) 

denklemi elde edilir. Ayrıca  

)()()1(),(~),( ZYZYgZYg XXX ηηααα ∇−+∇=∇                                                  (4.1.20) 

ve  

),(1)( 2 ξ
α

η YgY XX ∇=∇                                                                                         (4.1.21) 

denklemlerinden faydalanılarak (4.1.19) denklemi 

( )

)(),~(~)1(
)(),~(~)1(

)(),~~(~)1(

)()~()1(

),~(~)(),()1(),(~
2

XZYg
YZXg

ZYXhg

ZY

ZYgZYgZYg

X

XXX

ηϕαα
ηϕαα

ηϕαα

ηηαα

αηξ
α

ααα

−−
−−
−+

∇−+

∇=∇
−

+∇

                (4.1.22)                                                                                                  

haline dönüşür. 

(4.1.19) denkleminde Z  yerine ξ  yazılırsa 

),~(~)1()~()1()~(),( YhXgYYYg XXX ϕααηαααηξ −+∇−+∇=∇                             (4.1.23) 

elde edilir. (4.1.23) denklemi (4.1.22) denkleminde kullanılıp gerekli sadeleştirmeler 

yapılırsa (4.1.17) denklemine ulaşılır.  

Son olarak, h  nın tanımında (4.1.16) denklemi kullanılırsa (4.1.18) in ispatı 

tamamlanmış olunur.                                                                                                         � 
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Önerme 4.1.2: Önerme 4.1.1 deki kabuller altında, R  ve R~  eğrilik tensör alanları 

arasındaki ilişki  

( )
( ) )24.1.4()()()1(

)~)(()~)(()~~()~~()1(),(~),(
2 YXXY

YhYXXhXYXYYXRYXR Yx

ηηα

ηηϕϕαξξα

−−−

−−−+∇−∇−−=

 

denklemi ile verilir. 

Özellikle, eğer )~,,,~,( gM ηξϕ  bir paradeğme )~,~( µκ -manifold ise ),,,( gηξϕ  yapısı 

α
αµµ

α
ακκ 22~

,1~
2

2 −+
=

−+
=                                                                           (4.1.25) 

olacak şekilde bir paradeğme ),( µκ -yapıdır (Cappelletti Montano ve ark. 2012). 

İspat: [ ]ξξξξ YXXYYXYXR ,),( ∇−∇∇−∇∇=  denkleminde (4.1.16) kullanılırsa  

                [ ][ ]ξξξ
α

ξ YXXYYXYXR ,
1),( ∇−∇∇−∇∇=   

denklemi bulunur. Bu son denklemde (4.1.17) den faydalanılırsa  

[ ] [ ]),(~)1(~

~)()1()~,~~(~1~~)1(

~~)()1()~,~~(~1~~

~)()1()~,~~(~1~~)1(

~~)()1()~,~~(~1~~),(

,

2

2

YX

XYXYhgX

YYhg

YXYXhgY

XXhgYXR

YX

Y

XXXY

X

YYYX

ϕαξ

ϕηαξϕϕ
α

αϕα

ξϕηαξξϕ
α

αξ

ϕηαξϕϕ
α

αϕα

ξϕηαξξϕ
α

αξξα

−+∇−





 −−

−
+∇−+

∇−+∇
−

−∇∇−





 −−

−
+∇−−

∇−−∇
−

+∇∇=

 

denklemi elde edilir. Bu son denklemde ξ),(~ YXR  tanımı (3.1.2) ve (3.4.5) denklemleri 

kullanılırsa (4.1.24) denklemine ulaşılır. 
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(4.1.1) ve (4.1.4) den faydalanılarak  

( ) ( )YhXXhYYXXYYXR ~)(~)()1(2~
)()(1~

),(
2

ηη
α
αµηη

α
ακξ −






 −+

+−






 +−
=  

elde edilir. (4.1.16) ve (4.1.18) denklemlerinin bulunan bu son denklemde 

kullanılmasıyla 

( ) ( )YhXXhYYXXYYXR )()()1(2~
)()(1~

),( 2

2

ηη
α
αµηη

α
ακξ −






 −+

+−






 +−
=  

sonucuna ulaşılır.                                                                                                               � 

Bu kısımdan sonra paradeğme )~,~( µκ -manifoldların bazı genel özellikleri verilecektir. 

Teorem 4.1.2: )~,,,~,( 12 gM n ηξϕ+ integrallenebilir paradeğme metrik manifold için, 

ξϕηξϕηϕϕϕϕϕ ⊗+⊗−−−−=− )~~(~~~~)1(4~~~~~~~~ QQhnllQQ                                 (4.1.26) 

özelliği geçerlidir. Burada l~ , ξξ ),(~~ XRXl =  ile tanımlanan Jacobi operatörüdür 

(Cappelletti Montano ve ark. 2012). 

İspat: [ ]ξξξξ YXXYYXYXR ,
~~~~~),(~ ∇−∇∇−∇∇=  eşitliğinde YhYY

~~~~ ϕϕξ +−=∇  nin türevi 

alınırsa  

XhYhXYYXR YXYX )~~~()~~~()~~()~~(),(~ ϕϕϕϕξ ∇−∇+∇+∇−=                                     (4.1.27) 

elde edilir. İntegrallenebilme şartı 0~~ =∇ ϕpc  ve (4.1.27) eşitliklerini kullanarak kısa bir 

hesap yapıldıktan sonra 

XhYhYhYXXhXYYXR YX )~~(~)~~(~)~)(()~)((),(~ ∇−∇+−+−−= ϕϕηηξ                  (4.1.28) 

eşitliği bulunur. h~  simetrik bir operatör olduğundan  
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),)~~((~),)~~((~),)~~()~~((~ YhgXhgYhXhg XYXY ξξξ ∇−∇=∇−∇                                     (4.1.29) 

yazılabilir. Formül (3.4.5) ve 0~
=ξh , 0~~~~ =+ ϕϕ hh  oluşu (4.1.29) da kullanılırsa,  

ξϕξ ),~~(~2),)~~()~~((~ 2 YXhgYhXhg XY −=∇−∇                                                           (4.1.30) 

elde edilir. (4.1.28) denklemine ϕ~  etki ettirilip, ξηϕ ⊗−= I2~  ve (4.1.30) dan 

faydalanılırsa,  

)~~~)(()~~~)((

),~~(~2),(~~)~~()~~( 2

XhXYYhYX

YXhgYXRXhYh YX

ϕϕηϕϕη

ξϕξϕ

−+−−

+=∇−∇
                                  (4.1.31) 

elde edilir. 

,P M nin sabit noktası ve ZYX ,, vektör alanları 0)~()~()~( =∇=∇=∇ PPP ZYX  olacak 

şekilde var olsun. ϕ~ için Ricci özdeşliği 

[ ] ZZZZYXRZYXR YXXYYX )~~()~~~()~~~(),(~~~),(~
, ϕϕϕϕϕ ∇−∇∇−∇∇=−  olduğundan ve 

                   ZZZ XYYXYX ∇∇−∇∇=∇∇ ~)~~()~~(~)~~~( ϕϕϕ  

yazılabileceğinden P noktasında aşağıdaki forma indirgenebilir: 

.)~~(~)~~(~),(~~~),(~ ZZZYXRZYXR XYYX ϕϕϕϕ ∇∇−∇∇=−  

P noktasında integrallenebilme şartı sonucu 

)~)(,~~~(~)~)(,~~~(~
)~~~)(,~(~)~~~)(,~(~
))~~()~~)(((),)~~()~~((~),(~~~),(~

XhXZYhYgYhYZXhXg

YhYZXhXgXhXZYhYg

XhYhZZXhYhgZYXRZYXR YXYX

−−+−−−

−−−−−+

∇−∇−∇−∇=−

ϕϕϕϕ

ϕϕϕϕ

ηξϕϕ

 

                                                                                                                                 (4.1.32) 
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bulunur. Bulunan (4.1.30) denklemi (4.1.32) de kullanılırsa, 

( )
( )

)~)(,~~~(~)~)(,~~~(~
)~~~)(,~(~)~~~)(,~(~

)~~~)(()~~~)((),(~~)(

)),~~~)(()~~~)((),(~~(~),(~~~),(~

XhXZYhYgYhYZXhXg

YhYZXhXgXhXZYhYg

XhXYYhYXYXRZ

ZXhXYYhYXYXRgZYXRZYXR

−−+−−−

−−−−−+

−+−−−

−+−−=−

ϕϕϕϕ

ϕϕϕϕ

ϕϕηϕϕηξϕη

ξϕϕηϕϕηξϕϕϕ

                                                                                                                                 (4.1.33) 

denklemi bulunur. 

(3.2.2) eşitliği ve eğrilik tensör özelliklerini kullanarak  

)())~,~(~()~,~),(~(~)~,)~,~(~~(~ WZYXRYXWZRgWZYXRg ηϕϕηϕϕϕϕϕϕ +−=           (4.1.34) 

elde edilir. 

(4.1.33) denkleminde X  yerine Z ,Y  yerine W , Z  yerine X  yazılıp bulunan denklem 

Yϕ~  ile iç çarpılırsa  

)~,~(~),~~~(~
)~,~(~),~~~(~
)~,~~~(~),~(~
)~,~~~(~),~(~

)~,~~~(~)()(

)~,~~~(~)()(

)~,),(~~(~)()~,),(~~(~)~,~),(~(~

YZhZgXWhWg

YWhWgXZhZg

YWhWgXZhZg

YZhZgXWhWg

YZhZgWX

YWhWgZX

YWZRgXYXWZRgYXWZRg

ϕϕϕ

ϕϕϕ

ϕϕϕ

ϕϕϕ

ϕϕϕηη

ϕϕϕηη

ϕξϕηϕϕϕϕ

−−−

−−+

−−+

−−−

−+

−−

=+−

 

bulunur. Bulunan bu son denklemde (4.1.34) kullanılıp, uzun bir hesap yapıldıktan 

sonra,
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( )
( )

)~,~(~),~~~(~
)~,~(~),~~~(~

),~(~),~(~),~(~),~(~
),~(~)(),~(~)()),(~()(

),~(~)(),~(~)()),(~()(

))~,~(~()(),),(~(~)~,)~,~(~~(~

XWhWgYZhZg

YWhWgXZhZg

YWhWgXZhZgYZhZgXWhWg

YZhZgWYWhWgZYWZRX

XZhZgWXWhWgZXWZRY

ZYXRWWZYXRgWZYXRg

ϕϕϕ

ϕϕϕ

ηηηη

ηηηη

ϕϕηηϕϕϕϕ

−−−

−−+

−−−−−+

−+−−−−

−+−−−+

+=

                                                                (4.1.35)                                                                                                                                                  
elde edilir. (4.1.34) denkleminde X  yerine Xϕ~ ,Y  yerine Yϕ~  yazılıp Wϕ~  ile iç 

çarpılırsa, 

),)~,~(~(~)(

),~(~),~)((~
),~(~)()(

),~(~),~)((~
),~(~)()(

),~~~(~),~~~(~
),~~~(~),~~~(~)~,)~,~(~~(~)~,~)~,~(~(~

WYXRgZ

WXhXgZYhYYg

ZYhYgWX

WYhYgZXhXXg

ZXhXgWY

WXhXgZYhYg

WYhYgZXhXgWZYXRgWZYXRg

ξϕϕη

ξη

ηη

ξη

ηη

ϕϕϕϕ

ϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕ

+

++−−

++

++−+

+−

++−

++=−

 

                                                                                                                              (4.1.36) 

bulunur. (4.1.35) ve (4.1.36) denklemleri karşılaştırılıp yine uzun bir hesap yapıldıktan 

sonra aşağıdaki denklem elde edilir: 

( )
( )

).,~(~),(~2),~(~),(~2

),~(~),(~2),~(~),(~2

),~(~)(2),~(~)(2)),(~()(

),~(~)(2),~(~)(2)),(~()(

))~,~(~()())~,~(~()(),),(~(~)~,~)~,~(~(~

YWhgXZgXZhgYWg

XWhgYZgYZhgXWg

YZhgWWYhgZYWZRX

XZhgWWXhgZXWZRY

WYXRZZYXRWWZYXRgWZYXRg

++

−−

−+−−

−+−+

−+=

ηηηη

ηηηη

ϕϕηηϕϕηηϕϕϕϕ

                                                                                                                                 (4.1.37) 

{ }ξϕ ,~, ii ee , { }ni ,...,1∈  için lokal ϕ~ -bazı olsun. (4.1.37) de ieZY ==  yazılırsa, 
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∑∑
==





















++

−−

++

+

=
n

i

iiii

iiii

iiii

iiii
n

i
ii

eWhgXegXehgeWg

XWhgeegeehgXWg

eehgWXeWeRX

eeXRWWeeXRg

WeeXRg
11

).,~(~),(~2),~(~),(~2

),~(~),(~2),~(~),(~2

),~(~)()(2)),(~()(

))~,~(~()(),),(~(~

)~,~)~,~(~(~ ηηηη

ϕϕηη

ϕϕϕϕ

(4.1.38) 

bulunur. Diğer yandan (4.1.37) de ieZY ϕ~==  yazılırsa, 

∑∑
==





















++

−−

++

+

=
n

i

iiii

iiii

iiii

iiii
n

i
ii

eWhgXegXehgeWg

XWhgeegeehgXWg

eehgWXeWeRX

eeXRWWeeXRg

WeeXRg
11

)~,~(~),~(~2),~~(~)~,(~2

),~(~)~,~(~2)~,~~(~),(~2

)~,~~(~)()(2~)),~(~()(

)~),~(~()(),~)~,(~(~

)~,),~(~(~

ϕϕϕϕ

ϕϕϕϕ

ϕϕηηϕϕηη

ϕϕηηϕϕ

ϕϕ     (4.1.39) 

elde edilir. Ricci operatörün tanımı (4.1.38) ve (4.1.39) denklemleri yardımıyla  

( )
( )

( )
),~(~2),~(~2

),~(~4)~,~~(~),~(~),(~2

)~,~~(~),~(~)()(2),()(

),)~,~(~(~),~),~(~(~)(

),),(~(~),()~,),~(~(~)~,~(

XWhgXWhg

XWhgneehgeehgXWg

eehgeehgWXWSX

eeXRgeeXRgW

WXRgWXSWXRgWXS

iiii

iiii

iiii

−−

+−+

−−+

−+

+−=−

ϕϕ

ϕϕηηξη

ξϕϕξϕϕη

ξξϕξξϕϕϕ

 

hesaplanır. Bulunan bu son denklemde iz 0~
=h  olduğu ve Xl~  in tanımı kullanıldığında 

( )

.~)1(4~)(

),)~,~(~(~),~),~(~(~~~~~~~~~
1

XhnQX

eeXRgeeXRgXlXQXlXQ
n

i
iiii

−++

−=−++− ∑
=

ξη

ξξϕϕξϕϕϕϕϕϕ
                  

                    (4.1.40) 
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(4.1.40) denklemine ϕ~  uygulanıp, ξηϕ ⊗−= I2~  eşitliği uygulanılırsa istenilen 

(4.1.26) eşitliği elde edilmiş olur.                                                                                 � 

Sonuç 4.1.2: )~,,,~,( 12 gM n ηξϕ+  paradeğme )~,~( µκ -manifold için 

ϕµϕϕ ~~)~)1(2(2~~~~ hnQQ +−=−                                                                                 (4.1.41) 

eşitliği geçerlidir (Cappelletti Montano ve ark. 2012). 

İspat: (4.1.1) eşitliği, l~  operatörünün tanımı ve 0~
=ξh oluşu kullanılarak 

XhXXXl ~~))((~~ µξηκ +−=                                                                                    (4.1.42) 

elde edilir. (4.1.42) denkleminde X  yerine Xϕ~ yazılarak bulunan denklem ile (4.1.42) 

denklemini ϕ~  ile çarparak elde edilen denklem birbirinden çıkarılıp hh ~~~~ ϕϕ −=  olduğu 

kullanılırsa, 

ϕµϕϕ ~~~2~~~~ hll =−                                                                                                     (4.1.43) 

bulunur. Diğer yandan, (4.1.3) eşitliğinin bir sonucu olarak ξϕηξϕη ⊗+⊗ )~~(~~ QQ   

terimleri sıfıra eşit olur. Son olarak (4.1.26) dan (4.1.41) elde edilmiş olur.                � 

Tanım 4.1.3: ),( ηM değme manifoldundaki bir hemen hemen bi-paradeğme yapısı; 

η değme formu ile uyumlu bir hemen hemen değme yapı 3φ  ve M de değişmeli 

olmayan iki tensör 21,φφ  olmak üzere 

                                   321
2

2
2

1 , φφφξηφφ =⊗−== I  
olacak şekilde ),,( 321 φφφ üçlüsünden oluşur. Bu yapıya sahip M ye hemen hemen bi-

paradeğme manifold denir (Cappelletti Montano 2010b). 

Tanımdan kolayca 21331 φφφφφ =−=  ve 13223 φφφφφ =−=  elde edilir. 
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Herhangi hemen hemen bi-paradeğme manifold, ±±
21 , DD  4 tane dağılıma sahiptir. 

Burada ±
1D  ve ±

2D  sırasıyla 1φ  ve 2φ  nin 1±  karakteristik değerlerine karşılık gelen 

karakteristik dağılımlardır. { }2,1∈∀α  için +
αD  ve −

αD birbirine diktir. Özellikle 1φ ve 

2φ hemen hemen paradeğme yapılardır. 

Önerme 4.1.3: ),,,,( 321 φφφηM  bir hemen hemen bi-paradeğme manifold olsun O 

halde 

,)(,)(.2

,)(,)(.1

112112

221221
+−−+

+−−+

==

==

DDDD

DDDD

φφ

φφ

{ }

{ }
nDboyDboyDboyDboy

IRDDIRDDTM

lerdirizomorfizmDDveDD

DDDD

====

≠∈∀⊕⊕=⊕⊕=

→→

∈∀==

−+−+

±±−+

−+−+

+−−+

)()()()(.6

,,2,1,,.5

,::.4

,2,1,)(,)(.3

2211

112221

33

βαβαξξ

φφ

αφφ

βααα

αααα

 

eşitlikleri geçerlidir (Cappelleti Montano 2010b). 
Önerme 4.1.4: Herhangi bir bi-paradeğme manifoldu için,  

             { } { }132231 DXXXDveDXXXD ∈+=∈+= ±±± φφ  

eşitlikleri geçerlidir (Cappelleti Montano 2010b). 

Aşağıdaki önerme ile 1~ −≠κ ile verilen herhangi paradeğme )~,~( µκ -manifoldun bir 

hemen hemen bi-paradeğme yapıya sahip olduğu gösterilecektir. 

Önerme 4.1.5: )~,,,~,( gM ηξϕ  paradeğme )~,~( µκ -manifold olsun. Eğer 1~ −≠κ ise 

M nin ),,( 321 φφφ hemen hemen bi-paradeğme yapısı 

1~~~
~1

1:,~
~1

1:,~: 321 −>
+

=
+

== κϕ
κ

φ
κ

φϕφ hh için                                 (4.1.44) 
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ve 

1~~
~1

1:,~~
~1

1:,~: 321 −<
−−

=
−−

== κ
κ

φϕ
κ

φϕφ hh için                          (4.1.45) 

olacak şekilde vardır (Cappelletti Montano ve ark. 2012). 

İspat: İlk önce 1~ −>κ  için ispat verilsin.  

hh ~~
~1

1:,~
~1

1:,~: 321 ϕ
κ

φ
κ

φϕφ
+

=
+

== şeklinde var olsun. O halde 

ξηϕφ ⊗−== I22
1  ve (4.1.2) yardımıyla ξηϕφ ⊗−== I22

2  olduğu kolayca görülür. 

ϕϕ ~~~~ hh −=  olmasını kullanarak 321
~~

~1
1 φϕ

κ
φφ =

+
= h  ve 

2
2

132
2

31
~

~1
1~~

~1
1~~~

~1
1,~

~1
1~~

~1
1 φ

κ
ϕ

κ
ϕϕ

κ
φφφ

κ
ϕ

κ
φφ −=

+
−=

+
−=

+
==

+
=

+
= hhhhh

 

elde edilir. Ayrıca  

1
2

321
2

23
~~~

~1
1~~~

~1
1,~~)~1(~

~1
1~~~

~1
1 φϕϕ

κ
ϕ

κ
φφφϕϕκϕ

κ
ϕ

κ
φφ −=−=

+
−=

+
===+

+
=

+
= hhhhh  

olduğu kolayca görülür. Böylece 1~ −>κ  için ispat tamamlanır. Benzer işlemler 

yapılarak 1~ −<κ  için ispat verilebilir.                                                                            � 

Sonuç 4.1.3: 1~ −≠κ  için )~,,,~,( gM ηξϕ  bir paradeğme  )~,~( µκ -manifold olsun. 

Böylece sırasıyla, 1~ −>κ  için h~  operatörüne ve 1~ −<κ  için h~~ϕ  operatörüne karşılık 

gelen matris köşegenleştirilebilir ve h~ ve h~~ϕ ya karşılık gelen matrisin karakteristik 

değerleri iiii eeheehh ϕλϕλξ ~~~~,~~,0~
−=== olacak şekilde 0, λ~  ve λ~−  dır. Burada 

κλ ~1:~
+=  dır. ,)0(~ ξRDh = )~(),~( ~~ λλ −hh DD  ve ,)0(~~ ξϕ RD h = )~(),~( ~~~~ λλ ϕϕ −hh DD  

kendi aralarında ortogonaldir ve )~()~(~
~~ λλϕ hh DD =±  ve )~()~(~

~~~~ λλϕ ϕϕ hh DD =± . Ayrıca, 
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Γ∈
+

±=± )(~
~1

1)~(~
DXXhXDh κ

λ   1~ −>κ  için                                       (4.1.46) 









Γ∈
−−

±=± )(~~
~1

1)~(~~
DXXhXD h ϕ

κ
λϕ ,  1~ −<κ  için                                (4.1.47) 

denklemleri sağlanır. Burada +D ve −D sırasıyla; 1 ve -1 karakteristik değerlerine 

karşılık gelen ϕ~ nin karakteristik dağılımlarını belirtmektedirler. Son olarak, 1~ −>κ  

için +D , −D , )~(),~( ~~ λλ −hh DD  dört dağılım arasında herhangi ikisi ve 1~ −<κ  için 

+D , −D , )~(),~( ~~~~ λλ ϕϕ −hh DD  dört dağılım arasında herhangi ikisi ortogonaldir (Cappelletti 

Montano ve ark. 2012). 

İspat: İfadenin ilk kısmının ispatı,  Öneme 4.1.5 yardımıyla görülebilir. Öyle ki (4.1.44) 

eşitliğinden +∈ 2DX  için XXXh λφλ ~~~
2 ==  elde edilir. Yani +∈ 2DX  ise )~(~

~ λhDXh ∈  

dır. Tersine ))~(( ~ λhDX Γ∈ için (4.1.44) eşitliği yardımıyla 

XXXhX ==
+

=
λ

λ
κ

φ ~
~~

~1
1

2  bulunur. Benzer şekilde −∈ 2DX  için 

XXXh λφλ ~~~
2 −==  elde edilir. −∈ 2DX  için )~(~

~ λ−∈ hDXh  bulunur. Yine (4.1.44) 

eşitliği kullanılarak ))~(( ~ λ−Γ∈ hDX için XXXhX −=
−

=
+

=
λ
λ

κ
φ ~

~~
~1

1
2  olduğu 

görülür. O halde 2
~~ φλ=h  eşitliğinden ±=± 2~ )~( DDh λ  elde edilmiş olunur. 1~ −>κ  için 

h~  ya karşılık gelen matrisin diagonal olduğu gösterilmiş olunur. Benzer şekilde 1~ −<κ  

için h~~ϕ  ya karşılık gelen matrisin diagonal olduğu gösterilebilir.  

)~(~ λhD  ve )~(~ λ−hD  birbirine diktir. Gerçekten de herhangi ))~(( ~ λhDX Γ∈  ve 

))~(( ~ λ−Γ∈ hDY  için ),(~~)~,(~),~(~),~(~),(~~ YXgYhXgYXhgYXgYXg λλλ −====  0~
≠λ  

olduğundan 0),(~ =YXg  elde edilir.  
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Ayrıca ))~(( ~ λhDX Γ∈  ise XXh λ~~
=  olur ve ϕϕ ~~~~ hh −=  olduğu kullanılarak 

XXh ϕλϕ ~~~~
−= yazılabilir. Böylece )~()~(~

~~ λλϕ hh DD =−  olur. Eğer ))~(( ~ λ−Γ∈ hDX  ise 

XXh λ~~
−=  olacağından ϕϕ ~~~~ hh −=  olduğu kullanılarak XXh ϕλϕ ~~~~

=  yazılabilir. 

Böylece )~()~(~
~~ λλϕ −= hh DD  olur. 

1~ −<κ  durumu için de benzer ispat yapılabilir. Son olarak (4.1.46) ve (4.1.47) 

denklemleri Önerme 4.1.3 den ve son kısım ise Önerme 4.1.4 ün bir sonucudur. Daha 

açık olarak 1~ −>κ  için  

+∈ DX  iken 

YXhXXXh

XXhXhXhYhXhXY

λ
λ

λλ

ϕλ
κκκ

~)~
~
1(~~~

~~
~1

1~~
~1

1~~~
~1

1 222

−=−−=−=

+
−=

+
−=⇒

+
−=

  

elde edilir. 

−∈ DX  iken 

YXhXXXh

XXhXhXhYhXhXY

λ
λ

λλ

ϕλ
κκκ

~)~
~
1(~~~

~~
~1

1~~
~1

1~~~
~1

1 222

=+=+=

+
+=

+
+=⇒

+
+=

  

elde edilir. 

1~ −<κ  durumu için de benzer ispat yapılabilir.                                                               � 

Böylece paradeğme )~,~( µκ -manifoldlar 1~1~,1~ −>−=−< κκκ ve  olacak şekilde üç 

ana sınıfa ayrılabilirler. (4.1.25) eşitliği ile, bu üç sınıfın D -homotetik deformasyonlar 

sonucu korunduğu görülür. c  sabit eğrilikli manifoldun MT1  teğet küre demetindeki 

)~,,,~( 11 gηξϕ  paradeğme metrik yapısı 1~
1 −>κ  i Teorem 4.1.1 gereği sağlar. 

)~,,,~( 22 gηξϕ  paradeğme metrik yapısı için 1~1~,1~
222 −>−=−< κκκ ve  olması için 
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gerek ve yeter şartlar sırasıyla 00,0 >=< cvecc  olmasıdır. Böylece MT1 ; 

paradeğme )~,~( µκ -manifoldların bu üç sınıfı için örnekleri sağlar. 

Bundan sonra aksi belirtilmedikçe, )~(~ λ±hD 1~( −>κ durumunda) ve 

)~(~~ λϕ ±hD 1~( −<κ durumunda) nın indeksinin sabit olduğu kabul edilecektir. 

1~ −>κ için h~ nın veya 1~ −<κ durumu için h~~ϕ köşegenleştirilebildiği için bir sonraki 

Yardımcı Teorem verilebilir. 

Yardımcı Teorem 4.1.2: 1~ −≠κ  için )~,,,~,( gM ηξϕ  paradeğme metrik )~,~( µκ - 

manifold olsun. Eğer 1~ −>κ  ise h~  nın karakteristik vektörlerinin 

{ }ξ,,,,,, 11 nn YYXX   bir lokal ortogonal ϕ~ -bazı ))~((,, ~1 λhn DXX Γ∈  ve 

))~((,, ~1 λ−Γ∈ hn DYY   ve eğer 1~ −<κ  ise h~~ϕ nın karakteristik vektörlerinin 

{ }ξ,,,,,, 11 nn YYXX   bir lokal ortogonal ϕ~ -bazı ))~((,, ~~1 λϕhn DXX Γ∈  ve 

))~((,, ~~1 λϕ −Γ∈ hn DYY   





+≤≤+−
≤≤

=−=
srir

ri
YYgXXg iiii 1,1

1,1
),(~),(~                                                         (4.1.48) 

1~ −>κ  için =r indeks ))~(( ~ λ−hD  ve =−= rns indeks ))~(( ~ λhD   

1~ −<κ için  =r indeks ))~(( ~~ λϕ −hD  ve =−= rns indeks ))~(( ~~ λϕhD   

olacak şekilde vardır (Cappelletti Montano ve ark. 2012). 

(Cappelleti Montano 2009a) da belirtildiği gibi,  paradeğme metrik geometri ile 

Legendrian foliasyonlar arasında sıkı bir ilişki vardır. Paradeğme )~,~( µκ -manifold ile 

ilişkili olan ),( −+ DD bi-Legendrian yapılarının özelliklerini incelemek ilginç olacaktır.  

Bir sonraki önermede, Legendrian foliasyonların dejenere olmadığı ispatlanacak  ve 

pozitif veya negatif tanımlı olması için gerek ve yeter şartlar bulunacaktır. 
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Önerme 4.1.6: 1~ −≠κ için )~,,,~,( gM ηξϕ  paradeğme metrik )~,~( µκ -manifold olsun. 

ϕ~ nin 1± karakteristik değerleri ile verilen +D  ve −D  Legendrian foliasyonları dejenere 

değillerdir. Pozitif tanımlı olmaları için gerek ve yeter şart 1~ −>κ durumunda indeks 

0))~(( ~ =λhD  ve 1~ −<κ  durumunda indeks nD h =))~(( ~~ λϕ olmasıdır. Negatif tanımlı 

olmaları için gerek ve yeter şart 1~ −>κ durumunda indeks nDh =))~(( ~ λ  ve 1~ −<κ  

durumunda indeks 0))~(( ~~ =λϕhD olmasıdır (Cappelletti Montano ve ark. 2012). 

İspat: 1~ −>κ durumu göz önüne alınsın. 1~ −<κ  durumunun ispatı 1~ −>κ  ispatına 

benzer şekilde yapılabilir. +D  ve −D  Legendrian foliasyonları ile ilişkili olan Pang 

invaryantları  

),~(~2),(),,~(~2),( YYhgYYXXhgXX DD
′=′Π′=′Π −+                                        (4.1.49) 

eşitliği ile verilsin. Gerçekten de herhangi )( +Γ∈ DX ve )( −Γ∈ DY için [ ] −= DXXh ,~ ξ  

ve [ ] +−= DYYh ,~ ξ dır (Önerme 3.2, Cappelleti Montano 2009a). O halde herhangi 

)(, +Γ∈′ DXX için  

[ ] [ ] [ ]
[ ] ),~(~2),,(~2

),,(~2)~,,(~2),,(2),(

XXhgXXg

XXgXXgXXdXXD

′=′=

′=′=′=′Π

−

+

ξ

ξϕξξη  

 ve herhangi )(, −Γ∈′ DYY için  

[ ] [ ] [ ]
[ ] ),~(~2),,(~2

),,(~2)~,,(~2),,(2),(

YYhgYYg

YYgYYgYYdYYD

′=′−−=

′−=′=′=′Π

+

−

ξ

ξϕξξη
 

eşitliklerinin geçerli olduğu görülmüş olunur. 

h~  nın karakteristik vektörlerinin { }ξϕ ,~, iii XYX = { } ϕ~,,...,1 ni ∈ -bazı Yardımcı Teorem 

4.1.2 deki gibi ele alınsın. 
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{ }))~((~
~ λϕ ±Γ∈±=±
hDXXXD                                                                          (4.1.50) 

denklemi göz önüne alınsın. Bu eşitlik, Önerme 4.1.4 deki hemen hemen bi-paradeğme 

yapının )~,,,~,( gM ηξϕ ye uygulanması ile elde edilir. −+ ⊂ DDh~ olduğundan (4.1.49) 

dan )(, +Γ∈′∀ DXX için, 

00),(~~4

0)~),~((~2),~(~2),(

0~

=⇒==

=+−=′=′Π

≠

+

XZXg

ZZXXgXYhgXYD
λ

λ

ϕϕλ  

elde edilir. Böylece +D dejenere değildir. −D için benzer ispat yapılabilir.  

(4.1.50) eşitliğinden +D nın pozitif ya da negatif tanımlı olmasını kontrol etmek yerine, 

+Π D
yı iiii YXXX +=+ϕ~  formunda yazarak +Π D

 nın pozitif ya da negatif tanımlı 

olmasına bakmak yeterlidir. (4.1.49) eşitliğini kullanarak { }ni ,...,1∈∀  için, 

λλλ ~4),~(~2),~(~2),~~(~2),( ±=−=++=++Π + iiiiiiiiiiiiD YYgXXgYXYhXhgYXYX  

elde edilir. + işaretinin gelmesi indeks 0))~(( ~ =λhD olmasına ve - işaretinin gelmesi 

indeks nDh =))~(( ~ λ olmasına bağlıdır. 

Diğer taraftan, benzer şekilde (4.1.50) eşitliğinden −D nın pozitif ya da negatif tanımlı 

olmasını kontrol etmek yerine, −Π D
yı iiii XYYY −=−ϕ~  formunda yazarak −Π D

 nın 

pozitif ya da negatif tanımlı olmasına bakmak yeterlidir. (4.1.49) eşitliğini kullanarak 

{ }ni ,...,1∈∀  için, 

λλλ ~4),~(~2),~(~2),~~(~2),( ±=+−=−−=−−Π − iiiiiiiiiiiiD XXgYYgXYXhYhgXYXY  

elde edilir. + işaretinin gelmesi indeks 0))~(( ~ =λhD olmasına ve - işaretinin gelmesi 

indeks nDh =))~(( ~ λ olmasına bağlıdır. Tersine, eğer −Π D
 pozitif tanımlı ise −D  nin bir 
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lokal bazı { } ijjiDn ZZZZ δ=Π − ),(,,...,1 olacak şekilde vardır. (4.1.46) eşitliği gözönüne 

alınırsa, { }ni ,...,1∈∀ için,  

)~
~
1(~: iii ZhZX
λ

λ +=  yazılsın. 

ijjiDjijijiji ZZhZZhgZhZhgZZgXXg δ
λλ

λ =Π=++= − ),()),~(~~
2)~,~(~~

1),(~(~),(~
2

 

)(, ' +Γ∈∀ DXX  için 0),(~ ' =XXg olduğundan { } )~(,,...,, ~21 λhn DXXX nın son eşitliği 

sağlayacak şekilde bir lokal bazıdır. Böylece indeks 0))~(( ~ =λhD dır. İspat burada 

tamamlanır.                                                                                                                       � 

Uyarı 4.1.1: Önerme 4.1.6 nın ispatı sırasında aslında verilenlerden daha fazlası ispat 

edildi. Yani, 1~ −>κ durumu için indeks )),~(( ~ λhD  indeks ))~(( ~ λ−hD ile verilen +Π D
ve 

−Π D
nin aynı işarete sahip olduğu ve 1~ −<κ durumu için indeks )),~(( ~~ λϕhD  indeks 

))~(( ~~ λϕ −hD ile verilen +Π D ve −Π D nin aynı işarete sahip olduğu ispatlandı. 

Önerme 4.1.6 aşağıdaki tanımın verilmesine neden olmuştur.  

Tanım 4.1.4: 1~ −≠κ  için verilen bir )~,,,~,( gM ηξϕ  paradeğme )~,~( µκ -manifoldun 

pozitif tanımlı veya negatif tanımlı olarak adlandırılması M ile ilişkili olan ),( −+ DD bi-

Legendrian yapılarının sırasıyla pozitif veya negatif tanımlı olmasına bağlıdır 

(Cappelletti Montano ve ark. 2012). 

4. bölümde paradeğme )~,~( µκ -yapıların pozitif veya negatif tanımlı olması önemli rol 

oynamaktadır. Aşağıdaki örnek negatif tanımlı paradeğme )~,~( µκ -manifoldlara bir 

örnektir. 
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Örnek 4.1.1: },,,,{ 54321 eeeee  bazı ile verilen Lie cebiri g olsun. Lie bracketleri 

[ ] [ ]

[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] )54.1.4(,,2,,,

)53.1.4(,0,,2,,,

)52.1.4(,
22

,,
22

,

)51.1.4(,
22

,,
22

,

34353424132

415231221

32
2

5441
2

53

4
2

1523
2

251

eeeeeeeeeee
eeeeeeeee

eeeeeeee

eeeeeeee

βααβ
βα

αββαββ

ααβααβ

−=+=−=
=+−==

−−=+−=

+−=+=

 

olsun. Burada βα ,  , 022 ≠− βα  olacak şekilde reel sayılardır. G, Lie cebiri g olan Lie 

grup olmak üzere, G üzerinde )~,,,~( gηξϕ  sol invaryant paradeğme metrik yapısı  

)(0),(~,1),(~,1),(~,1),(~,1),(~,1),(~
5544332211 jieegeegeegeegeegeeg ji ≠====−=−=

ve 5524134231 ,0~,~,~,~,~ eeeeeeeeee ====== ξϕϕϕϕϕ  ve )(.,~
5eg=η verilsin. Burada 

0~,~~~~,~~~~,~~,~~
22112211 =−=−=== ξϕλϕϕλϕλλ heeheeheeheeh  

şeklindedir. ∇~ , yarı-Riemann metrik g~  nin Levi-Civita konneksiyonu ve R~  ise g~  nün 

eğrilik tensörüdür. Koszul formülü kullanılarak, 

0~~,0~~,)1~(~,0~
,~~~,~~~,~,)1~(~

,)1~(~~~,~~~,~,~
,0~~,)1~(~~,0~,0~

,~
22

~~~,~
22

~~~

,~
2

~

2
~,~

2

~

2
~

,)1~(~,)1~(~,~)1~(~,~)1~(~

2~1~2~1~

12~21~12~21~

12211221

2121

122211

212121

2~1~21

2222

1111

2222

1111

2121

=∇=∇+−=∇=∇

−=∇=∇−=∇+−=∇

−−=∇−=∇=∇−=∇

=∇−−=∇=∇=∇

+−=∇−−=∇

−=∇−−=∇

+−=∇+−=∇−=∇−=∇

eeee

eeeeeeee

eeeeeeee

eeee

eeeeee

eeeeee

eeee

eeee

eeee

eeee

eeee

eeee

ϕϕξλ

ϕβϕϕβϕβξλβ

ξλϕαϕϕαϕαα

ϕξλϕ

ϕαβµϕϕαβµϕ

ϕµαβϕµαβ

λξλξϕλξϕλξ

ϕϕϕϕ

ϕϕϕϕ

ξξ

ξξ

ϕϕ

 

elde edilir. 
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Burada 
16

16)(~,
4

~ 22222 −+
=

+
=

βακβαλ  ve .2
2

~
22

+
−

=
βαµ  O halde G bir 

paradeğme )~,~( µκ -manifold olur (Cappelletti Montano ve ark. 2012). 

4.2. 1~ −>κ  için Paradeğme )~,~( µκ -Manifoldlar 

Bu kısımda, 1~ −>κ  için paradeğme )~,~( µκ -manifoldlar çalışılacaktır. Bu durumda 

Sonuç 4.1.3 e göre, κλ ~1:~
+= olmak üzere, λλ ~,~,0 −+  karakteristik değerleriyle h~  

köşegenleştirilebilir. İlk sonuç, h~  nın karakteristik uzayları tarafından tanımlanan 

dağılımlarının bazı değerli özelliklerini içermektedir. 

Teorem 4.2.1: 1~ −>κ  için )~,,,~,( gM ηξϕ  paradeğme metrik )~,~( µκ -manifold olsun. 

h~ nın )~(~ λhD  ve )~(~ λ−hD  karakteristik dağılımları integrallenebilirdir ve M  nin iki 

total geodezik Legendrian foliasyonunu tanımlarlar. Daha da fazlası herhangi 

∈Γ∈ YDX h )),~(( ~ λ ))~(( ~ λ−Γ hD için sırasıyla YX∇~  nin )~(~ λhD  boyunca ve XY∇~  nin 

)~(~ λ−hD  boyunca bileşeni yoktur (Cappelletti Montano ve ark. 2012). 

İspat: (4.1.5) denkleminde Y  yerine Yϕ~  yazılırsa  

YhXYXYXYXgXhYh YX
~)()~1())()()(3),(~2)(~1()~~(~)~~( ~ ηµηξηηξκϕ ϕ −−+−+−=∇−∇  

elde edilir. Burada )(, TMYX Γ∈ dir. )(,, DZYX Γ∈ için bulunan son denklem Z  ile iç 

çarpılırsa  

                                    .0),)~~(~)~~((~ ~ =∇−∇ ZXhYhg YX ϕϕ  

Diğer bir yazılımla 

0),~~~~~~~~~~(~
~~ =∇+∇−∇−∇ ZXhXhYhYhg YYXX ϕϕϕϕ                                                    (4.2.1) 

bulunur. (4.2.1) eşitliğinde ))~((,, ~ λhDZYX Γ∈ alınırsa  
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                                              0),~~(~~2 =∇− ZYg Xϕλ  

elde edilir. 0~
≠λ  olduğundan 

             )~,~(~)~,~(~)),~(~(),~~(~0 YZgZYgZYgXZYg XXX ϕϕϕϕ ∇−=∇−=∇=  

yazılabilir. Böylece ZX∇~ , )~(~ λ−hD ya diktir. Diğer taraftan; 

            0)~,(~~)~,(~)~,(~)),(~(),~(~ =−=∇−=∇ XZgXZgZgZgXZg XX ϕλϕξξξ  

O halde ))~((~
~ λhX DZ Γ∈∇  dır. 

Açıkça söylenebilir ki, eğer ))~((, ~ λ−Γ∈ hDZX  ise ))~((~
~ λ−Γ∈∇ hX DZ dır. Böylece 

)~(~ λhD  ve )~(~ λ−hD  total geodeziktir. Eğer ))~((, ~ λhDZX Γ∈  ve 

))~(( ~ λ−Γ∈ hDY ise, ))~((~
~ λhX DZ Γ∈∇  olduğundan 

                            0)~,(~)),(~(),~(~ =∇−=∇ ZYgZYgXZYg XX  

yazılır. O halde ⊕−Γ∈∇ )~((~ ~ λhX DY  R )ξ  olmalıdır. Benzer method ile, XY∇~  in de 

)~(~ λ−hD boyunca bileşeni olmadığı ispatlanabilir. 

Özellikle, )~(~ λhD  ve )~(~ λ−hD nın total geodezik oluşu, onların involutive dağılımlar 

olduğu anlamına gelir. Daha da ötesi, (Cappelletti Montano 2010) gereğince n -

boyutludurlar. Böylece, M  üzerinde iki Legendrian foliasyon tanımlarlar.          � 

Legendrian foliasyonların geometrisi (3.7.1) denklemi ile verilen Pang invaryantları ile 

anlatıldı. Bir sonraki teorem ile )~(~ λhD ve )~(~ λ−hD  Legendrian foliasyonlarının Pang 

invaryantlarının ifadeleri bulundu. 
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Teorem 4.2.2: )~(~ λhD ve )~(~ λ−hD  Legendrian foliasyonlarının Pang invaryantları 

)~()~()~( ~~~

~~1
2

~
12

λλλ κµ
hhh DDD g

×





 +−−−=Π                                                                   (4.2.2) 

)~()~()~( ~~~

~~1
2

~
12

λλλ κµ
−×−− 






 ++−−=Π

hhh DDD g                                                             (4.2.3) 

ile verilir (Cappelletti Montano ve ark. 2012). 

İspat: )~(, ~ λhDX nın bir kesiti olsun. (3.7.4) denkleminden ; 

XhXXR ~~~),(~ µκξξ +=                                                                                               (4.2.4) 

elde edilir. Diğer yandan; 

[ ]

[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]XXhXhXXX

XXXhXXhXX

XhXXXhX

XhXX

XhXXhX

XR

X

XXX

,~~,~~~~2~2~
,~~,~~,~~~,~~2~

,~~,~~,)~1()~~~~)(~1(

,~~,~~,)~1(~)~1(

,~~),(~~~~~~

~~~~~),(~

2

2

2

~

,

ξϕλξϕλλλ

ξϕλξϕλξϕϕξλλ

ξϕξϕϕξλϕϕϕλ

ξϕξϕϕξλξλ

ξϕξϕϕϕ

ξξξξξ

ϕ

ξξ

ξξξ

−+−++−=

−++−++−=

+−−++−−=

+−−+∇−=

+−∇−∇=

∇−∇∇−∇∇=

[ ] [ ]XXhXXR ,~~,~~)~1(),(~ 2 ξϕλξϕλξξ −+−−=                                                      (4.2.5) 

denklemi bulunur. 

(4.2.4) ve (4.2.5) denklemlerinden 

               [ ] [ ] XXXh ))~1(~~~(,~~,~~ 2λλµκξϕλξϕ −+++=  

eşitliği elde edilir. Bulunan bu son denkleme ϕ~ etki ettirilirse 
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                 [ ] [ ] XXXh ϕλλµκξλξ ~))~1(~~~(,~,~ 2−+++=  

denklemi elde edilir. 

[ ]X,ξ i )~(~ λhD ve )~(~ λ−hD bileşenleri boyunca ayırırsak, son eşitlikten 

         [ ] XXX
hD ϕκµϕ

λ
λµκλλξ λ

~~1
2

~
1~~2

~~~1~2~
,

2

)~(~ 





 +−−=

+++−
−=−  

hesaplanır. Böylelikle herhangi ))~((, ~ λhDXX Γ∈′ için  

[ ]

),(~~1
2

~
12

)~,,(~2),( )~()~( ~~

XXg

XXgXX
hh DD

′





 +−−−=

′=′Π −

κµ

ϕξ λλ
 

denklemi bulunur. (4.2.3) eşitliğinin de ispatı benzer şekilde yapılabilir.                        � 

Önerme 4.2.1: 1~ −>κ  için )~,,,~,( gM ηξϕ  paradeğme )~,~( µκ -manifold olsun. YX ,  
vektör alanları olmak üzere, 

YhXXhXYYhYhXgYhX
~~)(~)~~~)~1)((()~~~~,(~)~~( 2 ϕηµϕϕκηξϕϕ −−+++−=∇              (4.2.6) 

eşitliği geçerlidir (Cappelletti Montano ve ark. 2012). 

İspat: Teorem 4.2.1 gereği ))~((, ~ λhDYX Γ∈  veya ))~((, ~ λ−Γ∈ hDYX  için 

0)~~( =∇ YhX                                                                                                               (4.2.7) 

geçerlidir. ))~(( ~ λhDX Γ∈  ve ))~(( ~ λ−Γ∈ hDY  olduğu kabul edilsin. 

{ }ξϕϕ ,~,...,~,,..., 11 nn XXXX  ile verilen ϕ~ -bazı Yardımcı Teorem 4.1.2 de bahsedildiği 

gibi olsun. (4.1.48) e göre, 
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∑ ∑

∑ ∑

= +=

= +=

∇+∇−=









∇+∇+∇−=∇

r

i

n

ri
iiXiiX

X
r

i

n

ri
iiXiiXX

XXYgXXYg

YgXXYgXXYghYh

1 1

1 1

),~~(~~~),~~(~~~

),~(~~)~,~(~~)~,~(~~~~

ϕϕλϕϕλ

ξξϕϕϕϕ
                

     

ξϕλλ

ξϕξϕλ

ξξλ

ξξλ

ϕλ

)~,(~)~1(~~~
))~~,(~)~,(~~(~

))~,(~~(~
)),~(~~(~

~~~ 2

YXgYh

XhYgXYgY

YgY

YgY

Y

X

X

XX
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X
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+−∇−=

∇+∇−=
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∇−=

 

olacak şekilde hesaplanır. Böylece ))~(( ~ λhDX Γ∈  ve ))~(( ~ λ−Γ∈ hDY  için 

ξϕλλ )~,(~)~1(~)~~( YXgYhX −=∇                                                                                  (4.2.8) 

elde edilir. Benzer method ile  

ξϕλλ )~,(~)~1(~)~~( YXgXhY +=∇                                                                                  (4.2.9) 

bulunur. 

X  ve Y , M üzerinde iki vektör alanı olsun. =TM ⊕−⊕ )~()~( ~~ λλ hh DD Rξ   

ayrışımına göre, X  ve Y  vektör alanlarını  ξη )(XXXX ++= −+  ve 

ξη )(YYYY ++= −+  olacak şekilde ayrılsın. (4.1.6), (4.2.7), (4.2.8) ve (4.2.9) eşitlikleri 

kullanılarak 

( )

( ) YhXXhXhY

YXgYXg

YhYhYhX

YhYhYh

YhYhYhYh

XXX

XXXX

~~)(~)~~~(~)(

)~,(~)~1(~)~,(~)~1(~
)()~~()~~()~~()(

)()~~()~~()~~(

)()~~()~~()~~()~~(

ϕηµϕϕη

ξϕλλξϕλλ

ξηη

ξη

ξη

ξξξ

−−+

+−−=

∇+∇+∇+

∇+∇+∇+

∇+∇+∇=∇

+−−+

−+

−+

−+

−−−

+++
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elde edilir. 

[ ] [ ]
( ) YhXXhXhY

YXgYXgYXgYXgYhX
~~)(~)~~~(~)(

)~,(~)~,(~~)~,(~)~,(~~)~~( 2

ϕηµϕϕη

ξϕϕλξϕϕλ

−−+

−++−=∇ +−−+−++−  

denklemi düzenlenilirse, 

( )
( ) ( ) YhXXhXhYYhXgYXg

YhXXhXhYYhXgYXhgYhX
~~)(~)~~~(~)()~~,(~)~,(~)1~(

~~)(~)~~~(~)()~~,(~)~,~(~)~~( 2

ϕηµϕϕηξϕϕκ

ϕηµϕϕηξϕξϕ

−−+++−=

−−++−=∇

 

elde edilen bu denklemden (4.2.6) kolayca bulunur.                                                        � 

Aşağıdaki teorem ile genel sonuç hatırlatılmaktadır. 

Teorem 4.2.3: ),( ηM ; 0
21

=Π∇=Π∇ F
bl

F
bl  olacak şekilde ),( 21 FF  bi-Legendrian 

yapısına sahip bir değme manifolddur. Burada bl∇ ; ),( 21 FF  ile ilişkili bi-Legendrian 

konneksiyonu belirtmektedir.  Aşağıda verilen şartlardan birinin geçerli olduğu 

varsayılsın. 

(I) 1F ve 2F  pozitif tanımlıdırlar ve 1TF de 
21 FF abΠ=Π  ve 2TF de 

12 FF abΠ=Π olacak 

şekilde iki tane pozitif a  ve b sayıları vardır. 

(II) 1F  pozitif tanımlıdır, 2F  negatif tanımlıdır ve 1TF de 
21 FF abΠ=Π  ve 2TF de 

12 FF abΠ=Π olacak şekilde 0>a  ve 0>b sayıları vardır. 

(III) 1F ve 2F negatif tanımlıdırlar ve 1TF de 
21 FF abΠ=Π  ve 2TF de 

12 FF abΠ=Π olacak 

şekilde iki tane negatif a  ve b sayıları vardır. 

),( ηM  değme manifoldu aşağıdaki şartları sağlayan bir ),,,( ,, baba gηξϕ  uyumlu değme 

metrik yapısına sahiptir. 

(i) Eğer ba = ise ),,,,( ,, baba gM ηξϕ Sasakian manifolddur. 
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(ii) Eğer ba ≠ ise ),,,,( ,, baba gM ηξϕ bir ),( ,, baba µκ  değme metrik manifolddur. Burada 

16
2,

16
)(1 ,

2

,
baba

baba
+

−=
−

−= µκ                                                                          (4.2.10) 

(Cappelletti Montano 2009b). 

Teorem 4.2.3 ün ispatında (I), (II), (III) kabulleri uyumlu metrik yapının inşasında 

kullanılmıştır. Oysaki 0
21

=Π∇=Π∇ F
bl

F
bl  hipotezleri sadece değme metrik yapının 

sıfırlık şartını sağladığını ispatlamada gereklidir. 

Aşağıdaki teorem ile paradeğme )~,~( µκ -manifoldlar ile değme Riemann geometri 

arasındaki ilişki verilmektedir. 

Teorem 4.2.4: 1~ −>κ  için )~,,,~,( gM ηξϕ  pozitif ya da negatif tanımlı bir paradeğme 

)~,~( µκ -manifold olsun. )~1(4, κ+=abM eşitliğini sağlayan a ve b reel sayıları ile 

parametrelendirilmiş ),,,( ,, baba gηξϕ  değme Riemann yapılarının bir ailesine sahiptir. 

Her değme metrik ),,,( ,, baba gηξϕ yapısı 















+
−
+

= −

+

üzerindeIR

üzerindeDha

üzerindeDhb

ba

ξ
κ

κ

ϕ

,0

,~
)~1(2

,~
)~1(2

,                                                                             (4.2.11) 















⊗

×⋅⋅

×⋅⋅

= −−

++

,

),,~(~2

),,~(~2

,

ηη

üzerindeDDhg
b

üzerindeDDhg
a

g ba                                                                      (4.2.12) 

ile verilir. 
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Ayrıca, eğer 2~ =µ ise her ),,,( ,, baba gηξϕ yapısı bir değme metrik ),( ,, baba µκ -yapısıdır. 

Burada 
16

)(1
2

,
ba

ba
−

−=κ ve 
2

2,
ba

ba
+

−=µ dir. ( ba = ise Sasakian dir) (Cappelletti 

Montano ve ark. 2012). 

İspat: )~,,,~,( gM ηξϕ nın kanonikal bi-Legendrian ),( −+ DD yapısının, Teorem 4.2.3 

deki (I)-(III) kabüllerinden birini sağladığı ispatlanırsa sonuç çıkacaktır. 

Paradeğme )~,~( µκ -yapısı )~,,,~( gηξϕ nın pozitif ya da negatif tanımlı olduğu 

kabülünden, +D ve −D  nin pozitif ya da negatif tanımlı oluşu elde edilir. 

O halde geriye, Teorem 4.2.3 deki (I) veya (III) kabüllerindeki gibi, +ΠD
ve −ΠD

Pang-

Libermann invaryantları ile ilişkili olan a  ve b reel sayılarının varlığını ispatlamak 

kalıyor. İlk önce +
− →∧ DTM:  Libermann dönüşümünün ifadesi bulunsun. Tanımdan 

)( −Γ∈∀ DY için 0=∧ + ξD ve 0=∧ − YD eşitlikleri sağlanır. )( +Γ∈ DX olsun. (4.1.49) 

eşitliği kullanılarak herhangi )( +Γ∈ DY için  

),(~),~(~)~,(~),(),(),~(~2 YXgYXgYXgYXdYXYXhg DDD −=−===∧Π=∧ −+− ϕϕη  

elde edilir. Sonuç olarak XXh D −=∧ −

~2 dir. Bulunan bu son eşitliğe h~ operatörü 

uygulanıp, (4.1.2) eşitliği kullanılırsa, 

XhXD

~
)~1(2

1
κ+

−=∧ −                                                                                            (4.2.13) 

bulunur. Böylece herhangi )(, +Γ∈′ DXX için 
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).,(
)~1(4

1),~(~
)~1(2

1

)~,~(~2
)~1(4

1

)~,~(
)~1(4

1),(),(

2
2

2

XXXXhg

XhXhg

XhXhXXXX

D

DDDDD

′Π
+

=′
+

=

′
+

=

′Π
+

=′∧∧Π=′Π

+

−−−−−

κκ

κ

κ

 

elde edilir. Bunun anlamı, 

),()~1(4),( XXXX DD
′Π+=′Π −+ κ                                                                      (4.2.14) 

eşitliğinin var olmasıdır. Benzer şekilde )( −Γ∈∀ DY için  

YhYD

~
)~1(2

1
κ+

=∧ +                                                                                                (4.2.15) 

herhangi )(, −Γ∈′ DYY için 

),()~1(4),( YYYY DD
′Π+=′Π +− κ                                                                          (4.2.16) 

bulunur. (4.2.14) eşitliği ile (4.2.16) eşitlikleri kıyaslandığında ),( −+ DD  bi-Legendrian 

yapıların, Teorem 4.2.3 ün (I) ya da (III) nolu kabullerini sağladığı görülür. 

+D ve −D nin sırasıyla pozitif ya da negatif tanımlı olmasına göre a veb de 

)~1(4 kab +=  eşitliğini sağlayacak şekilde herhangi iki pozitif ya da negatif reel sayıdır. 

Böylece Teorem 4.2.3 den M  de ),,,( ,, baba gηξϕ değme Riemann yapıların bir ailesinin 

varlığı ispat edilmiş olunur. (4.2.11) ve (4.2.12) eşitlikleri (Cappelletti Montano 2009b 
,(3.4)-(3.5)) den ve (4.2.13), (4.2.15) ve (4.1.49) nolu denklemlerden kolayca 

gözükmektedir. Teoremin son kısmı gözönüne alınırsa ),( −+ DD  bi-Legendrian 

yapısının, Teorem 4.2.3 ün kabulünü sağladığının ispatlanması gerekmektedir. Yani 

021 =Π∇=Π∇ FF blbl  olduğu gösterilmelidir. Teorem 3.7.4 den +D  ve 

−D integrallenebilirse bl∇ ile pc∇~ paradeğme konneksiyonu çakışmaktadır. (3.6.7) ve 

(4.2.6) denklemlerinden herhangi )(, TMYX Γ∈ için  
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.~~)()2~(

)~,(~)~1()~~,(~~)()~1(~~)(~)(2

~~)(~~)()~1(~~)()~,(~)~1()~~,(~
)~~,~(~)~~,(~

~)()~1(~~)(~~)(2)~~(

)~~~~~)((~~)(~~
)~~,~(~)~~,(~)~~~)(~(~~)(~~)~~(

YhX

YXgYhXgXYXhYhYX

YhXXYXhYYXgYhXg

YhXhgYhXg

XYXhYYhXYh

XhhXhYYhXYh

YhXhgYhXgXhXYhYhXYhYh

X

X

X
pc

X

ϕηµ

ξϕκξϕϕηκϕηϕη

ϕηµϕηκϕηξϕκξϕ

ξϕξϕ

ϕηκϕηϕη

ϕϕηϕη

ξϕξϕϕϕηϕη

−=

++++−++

+++++−=

−+

+−++∇=

−−−∇−

−+−++∇=∇

 

olacak şekilde hesaplanır. Sonuç olarak, eğer 2~ =µ ise 0~~~
=∇=∇ hh pcbl olur. Diğer 

yandan Teorem 3.6.2 nin (i) şıkkından, 0~~~ =∇=∇ gg pcbl  olur. Böylece, 

)(, +Γ∈′∀ DXX  ve )(TMZ Γ∈∀ için (4.1.49) eşitliğinden 

0
),~)(~~(2

)~,~(~2),~~(~2)),~(~(2

)~,~(~2),~~(~2)),~(~(2),)((

=

′∇=

′∇−′∇−′=

′∇−′∇−′=′Π∇ +

XXhg

XXhgXXhgXXhgZ

XXhgXXhgXXhgZXX

pc
Z

pc
Z

pc
Z

pc
Z

pc
ZD

bl
Z

 

bulunur. 
Benzer şekilde, )(, −Γ∈′∀ DYY  ve )(TMZ Γ∈∀ için (4.1.49) eşitliğinden 

0
),~)(~~(2

)~,~(~2),~~(~2)),~(~(2

)~,~(~2),~~(~2)),~(~(2),)((

=

′∇=

′∇−′∇−′=

′∇−′∇−′=′Π∇ −

YYhg

YYhgYYhgYYhgZ

YYhgYYhgYYhgZYY

pc
Z

pc
Z

pc
Z

pc
Z

pc
ZD

bl
Z

 

elde edilir.                                                                                                                          � 
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Sonuç 4.2.1: 1~ −>κ  için her pozitif ya da negatif tanımlı paradeğme )~,~( µκ -manifoldu 

K  -değme yapıya sahiptir (Cappelletti Montano ve ark. 2012). 

İspat: Teorem 4.2.4 de κ~12 +±== ba almak yeterlidir. Çünkü Teorem 4.2.3 ün 

ispatında (Cappelletti Montano 2009b) ba = ise 0, =bah olduğu ve böylece değme 

metrik yapının K -değme olduğu ispatlanmıştır.                                                              � 

Bir sonraki teorem ile 1~ −>κ  için herhangi pozitif ya da negatif tanımlı paradeğme 

)~,~( µκ -manifoldlar üzerinde bir değme metrik yapının tanımlanabileceği 

ispatlanacaktır. 

Teorem 4.2.5: 1~ −>κ  için herhangi pozitif ya da negatif tanımlı paradeğme metrik 

)~,~( µκ -manifoldlar 

ηηφηϕφ ⊗+⋅⋅−=
+

= ),(:,~~
~1

1: dgh
k

                                                             (4.2.17) 

ile tanımlanan bir ),,,( gηξφ kanonikal değme Riemann yapıya sahiptir. Burada 

 işareti, paradeğme )~,~( µκ -manifoldunun pozitif ya da negatif tanımlı olmasına 

bağlıdır. 

Ayrıca eğer 2~ =µ ise ),,,( gηξφ yapısı Sasakian, eğer 2~ ≠µ  ise ),,,( gηξφ yapısı 

Sasakian olmayan ve 

)~11(2,)
2

~
1(1 2 κµµκ +=−−=                                                                         (4.2.18) 

ile verilen değme metrik ),( µκ -yapıya sahiptir. Burada   işareti sırasıyla )~,,,~( gηξϕ  

paradeğme metrik yapının pozitif ya da negatif tanımlı olmasına bağlıdır (Cappelletti 

Montano ve ark. 2012). 

İspat: (4.2.17) eşitliği ile (1,1) tipinde φ tensör alanı ve (0,2) tipinde g  tensörü 

tanımlanmaktadır. İlk önce (4.1.2) eşitliği kullanılarak 
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ξηϕ
κ

ϕϕ
κ

φ ⊗+−=−=
+

−=
+

= Ihhh 222 ~~
~1

1~~~~
~1

1  elde edilir. Daha sonra g nin bir 

Riemann metrik olduğu ispat edilecektir. h~  operatörünün g~  ye göre simetrik oluşu 

kullanılırsa, herhangi )(, TMYX Γ∈ için 

),(

)()()~,(~
~1

1

)()()~,(~
~1

1

)()()~~,(~
~1

1

)()()~~,(~1
1),(

2

XYg

YXXhYg

YXYhXg

YXYhXg

YXYhXdYXg

=

+
+

±=

+
+

±=

+
+

±=

+
+

±=

ηη
κ

ηη
κ

ηηϕ
κ

ηηϕη
κ

                                                        (4.2.19) 

elde edilir. O halde g  simetriktir. g nin pozitif tanımlı olduğunu ispatlamak için, 

{ } ϕξ ~,,...,,,..., 11 nn YYXX -bazı Yardımcı Teorem 4.1.2 deki gibi alınsın. 

1)1)(1(),(~

),(~~
~1

1)~,(~
~1

1),(,1),(

=±±=±=
+

±=
+

±==

ii

iiiiii

XXg

XXgXhXgXXgg λ
κκ

ξξ
 

ve 

1)1)(1(),(~

)~,(~
~1

1)~,(~
~1

1),(

===

−
+

±=
+

±=

 ii

iiiiii

YYg

YYgYhYgYYg λ
κκ  

elde edilir. Ayrıca  

)()(),(),( YXYXgYXg ηηφφ −= ve ),(),( YXdYXg ηφ = olduğu kolaylıkla görülebilir. 

Böylece ),,,( gηξφ bir değme Riemann yapıdır. Teoremin ikinci kısmı ispatlansın. 

),,,( gηξφ  değme metrik yapısı ile ilişkilendirilen h operatörünün ifadesi hesaplansın. 
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( ))~(~~)~(~12
1

)~~(~12
1

2
1

hLhL

hLLh

ξξ

ξξ

ϕϕ
κ

ϕ
κ

φ

+
+

=

+
==





                                                         (4.2.20) 

Diğer yandan (4.1.6) eşitliği kullanılarak, herhangi )(TMX Γ∈ için, 

XXh

XhhXhXhXhXh

hXhXh

XhXhXhL

XXh

ϕκϕµ

ϕϕϕϕ

ξξ

ξξ

ξ

ξξ

ξ

~)~1(2~~)~2(

~~~~~~~~~)~~(

~~~~~~~
],[~]~,[)~(

2

~

+−−=

+−−+∇=

∇+∇−∇−∇=

−=

 

elde edilir. O halde (4.2.20) eşitliği 

hh )~2(~12
1 µ

κ
−

+
=                                                                                             (4.2.21) 

halini alır. 

2~ ≠µ  ve 2~ =µ  olduğu durumlar incelensin. İlk durumda (4.2.21) eşitliğinden h nın 

köşegenleşebildiği ve  

2

~
1: µλ −=                                                                                                            (4.2.22) 

olmak üzere λ±,0 karakteristik değerlere sahip olduğu ve h~ ile aynı karakteristik 

dağılımlara sahip olduğu görülmektedir. 

)(),( λλ −hh DD  Legendrian foliasyonlarının ve onlara karşılık gelen bl∇~ bi-Legendrian 

konneksiyonunun Teorem 3.7.2 deki şartları sağladığı gösterilirse, ),,,( gηξφ bir değme 

metrik ),( µκ -yapı oluşturacaktır. İlk önce, )()( λλ −hh DveD g -dik olduğu gösterilsin. 

(4.2.19) eşitliği kullanılarak ve h~ nın karakteristik dağılımları Sonuç 4.1.3 nedeniyle g~ -

dik olması göz önüne alınarak 
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0),(~)~,(~
~1

1),( ==
+

±= YXgYhXgYXg 
κ

 

elde edilir. 

Bi-Legendrian konneksiyonu tanımından, Teorem 3.7.2 nin (i) ve (ii) şartları ve 

0~~ =∇=∇ ηη dblbl  eşitlikleri sağlanır. Ayrıca 0~ =∇ hbl dır. Çünkü )()(,~ λλ −∇ hh
bl DveD  

yı korur. O halde geriye 0~ =∇ gbl  ve 0~ =∇ φbl olduğunu ispatlamak kalıyor. Herhangi 

))(( λhDX Γ∈ ve ))(( λ−Γ∈ hDY  için (Cappelletti Montano 2005) deki tanımdan 

)(],[~
λ−=∇

hD
bl
X YXY ve )(],[~

λhD
bl
Y XYX =∇ olduğu hatırlansın. Herhangi 

))((, λhDXX Γ∈′  ve ))((, λ−Γ∈′ hDYY için, Koszul formülü kullanarak 

0),~(~2

)],,([~)],,([~)),(~(

),],([~),],([~)),(~(),)(~~( )()(

=′∇−=

′−′−′=

′−′−′=′∇

YXg

XXYgXXYgXXgY

XXYgXXYgXXgYXXg

X

DD
bl
Y hh λλ

 

bulunur. Benzer şekilde g~ -dikliği ve )()~(~ λλ ±=± hh DD nın total geodezikliği 

kullanılarak 

0),~(~2),)(~~(

,0),~(~2),)(~~(

,0),~(~2

),],([~),],([~)),(~(),)(~~( )()(

=′∇−=′∇

=′∇−=′∇

=′∇−=

′−′−′=′∇ −−

ξ

ξ

ξ

ξ

λλ

YgYYg

XgXXg

XYg

YYXgYYXgYYgXYYg

Y
bl

X
bl

Y

DD
bl
X hh

 

elde edilir. 

Ayrıca herhangi ))((,, λhDXXX Γ∈′′′ için 0~ =∇ ηdbl  oluşu ve Koszul formülü 

kullanılarak 
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′

−−

XXg

XXXgXXXgXXgX

XXXgXXXgXXgX
XXgXXgX

XXgXXgXXXgX

XXdXXdX

XXdXXdXXXgX

XXdXXdXXgXXXg

X

DD

bl
X

bl
X

bl
X

bl
X

bl
X

bl
X

bl
X

hh

ϕ

ϕϕϕϕϕϕ

ϕϕϕϕϕϕ
ϕϕϕϕ

ϕϕ

ϕηϕη

ϕηϕη

ϕηϕη

ϕ

λλ

 

elde edilir. 

Benzer hesaplamalar ile )~(~ λ±hD nın total geodezik oluşu kullanılarak, herhangi 

))((,, λ−Γ∈′′′ hDYYY için  

                                     0),~~(~2),)(~~( ~ =′′∇=′′′∇ ′ YYgYYg Y
bl
Y ϕϕ  

bulunur. Tanımdan 0~ =∇ ξbl olduğundan 0~~ =∇ gbl  olur. Böylece (4.2.19) 

denkleminden, tüm )(,, TMZYX Γ∈  için 

))(~)(()())(~(

)~,)(~(~1
1),)(~(

ZYZY

ZhYgZYg

bl
X

bl
X

bl
X

bl
X

ηηηη
κ

∇+∇+

∇
+

±=∇
 

0~~ =∇ gbl  ve 0~ =∇ ηbl olduğundan 0),)(~( =∇ ZYgbl
X  olur. 

Diğer yandan, 0~,0~ =∇=∇ ηdg blbl  ve ),( ⋅⋅= φη gd  oluşu bl∇~  bi-Legendrian 

konneksiyonunun  φ  tensör alanını koruduğunu gösterir. Böylece Teorem 3.7.2 e göre, 

),,,( gηξφ bir değme metrik ),( µκ -yapıdır. 

κ  ve µ  sabitlerinin ifadelerini bulmak için, bazı hazırlıklar yapılsın. (4.2.22) 

eşitliğinden 
2

~
11 µκ −=−  elde edilir. Böylece, 



70 
 

2

2

~
11 






 −−=

µκ                                                                                                        (4.2.23) 

yazılabilir. 

µ~  yü bulmak için, ))~(),~(( ~~ λλ hh DD −  ve ))(),(( λλ hh DD −  bi-Legendrian yapıları 

çakıştığından, bunlara karşılık gelen Pang invaryantları da eşit olmalıdır. Yani (4.2.21) 

eşitliğinden 







<

>±
=

2~),(

2~),(
)~(~

µλ

µλ
λ

h

h

h D

D
D                                                                                       (4.2.24) 







<±

>
=−

2~),(

2~),(
)~(~

µλ

µλ
λ

h

h

h D

D
D


                                                                                    (4.2.25) 

elde edilebilir. Burada ±  işareti paradeğme )~,~( µκ -manifoldun pozitif ya da negatif 

tanımlı olmasına bağlıdır. )~,,,~,( gM ηξϕ  pozitif tanımlı ve 2~ >µ olsun. (4.2.24) 

(4.2.25) eşitliklerini kullanıp, (3.7.5) ile (4.2.2) eşitliği karşılaştırılırsa, herhangi 

))~((, ~ λhDXX Γ∈′ için, 

),(~~1
2

~
12),(

2
12 XXgXXg ′






 +−−−=′






 +− κµλµ                                          (4.2.26) 

bulunur. (4.2.19) ve (4.2.23), (4.2.26) eşitliklerinden, 

),(~~1
2

~
12),(~

2

~
1

2
12 XXgXXg ′






 +−−−=′














 −−− κµµµ  

denklemi bulunur. Bu son denklemden 

)~11(2 κµ +−=                                                                                                 (4.2.27) 

elde edilir. 
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2~ <µ  kabul edilirse, (3.7.6) denkleminden, 

),(~~1
2

~
12),(

2
12 XXgXXg ′






 +−−−=′






 −− κµλµ  

bulunur. 
2

~
1 µλ −=  olduğundan tekrar (4.2.27) eşitliği elde edilir. 

)~,,,~,( gM ηξϕ nin negatif tanımlı olmasını ispatı benzerdir ve  

)~11(2 κµ ++=                                                                                                 (4.2.28) 

elde edilir. 

2~ =µ  olduğu kabul edilirse, (4.2.21) denkleminden h  operatörü sıfır olur. Yani 

),,,( gηξφ değme metrik yapısı K -değme olur. Özellikle tüm )(TMX Γ∈  için 

02],[],[),( 2 =−=−= hXXXXN φφξφξφξφ dır. 

Üstelik, )~(),~(,, ~~ λλ −−+
hh DDDD  Legendrian foliasyonları olduğundan, (4.1.44) ile 

verilen kanonikal hemen hemen bi-paradeğme yapı integrallenebilirdir. Her 

)(, DYX Γ∈  için Sonuç 3.7.1 den 0),( =YXNφ  dır. 

Sonuç olarak, φN tensör alanı sıfırdır ve ),,,,( gM ηξφ bir Sasakian manifolddur.          � 

Örnek 4.2.1: Örnek 4.1.1 deki (G, )~,,,~ gηξϕ paradeğme )~,~( µκ -manifolduna Teorem 

4.2.5 uygulansın. O halde G  de ),,,( gηξφ kanonikal değme ),( µκ -yapısı (4.2.18) 

eşitliğine göre 
16

)(1
222 βακ −

−= ve 






 +
+=

4
12

22 βαµ olacak şekilde tanımlıdır. 

Değme Riemann yapısı 

        { }5,...,1,,),(,0,,,, 524134231 ∈==−=−=== jieegeeeeeeeee ijji δφφφφφ   
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olacak şekilde tanımlıdır. G Lie grubundaki bir değme metrik  ),( µκ -yapısının 

Boeckx’in sınıflandırmasında nerede olduğunu anlamak için (Boeckx 2000) de verilen 

Boeckx invaryantının 
λ

µ

κ

µ
2

1

1
2

1 −
=

−

−
=GI değeri hesaplansın. Kısa bir hesap ile, 










 +
−=−⇒
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4
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1
2

1

4
1

16
)(1

22

22

22222

βαµ

βα

µ
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eşitliklerinden  

22

22

22

22

4

4
1

2
1

βα
βα

βα

βα

κ

µ

−
+

−=
−








 +
−

=
−

−
=GI  

olduğu görülür (Cappelletti Montano ve ark. 2012). 

1−<GI olması 0, ≠βα  iken geçerlidir. 1−=GI  durumu ise 0,0 ≠= βα veya 

0,0 =≠ βα olması durumunda geçerlidir. Böylece ( G , ),,, gηξφ değme Riemann 

manifoldu (Boeckx, 4.Bölüm 2000) de verilen değme Riemann Lie gruplarından birine 

lokal izometriktir. Yani (4.1.51)-(4.1.54) denklemleri ile verilen aynı sabit yapılara 

sahiptir.  

Uyarı 4.2.1: ),,,,( gM ηξφ Sasakian olmayan değme metrik ),( µκ ′′ -uzayı olsun. 

Teorem 3.7.3 de verilen prosedürü uygulayarak  

                         ,
2

12~
2







 −+−=

µκκ  2~ =µ  
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olacak şekilde M de, bir )~,,,~( gηξϕ  paradeğme )~,~( µκ -yapısı elde edilir. 

Bi-Legendrian ),( −+ DD  yapısı, h  nın özdağılımları tarafından tanımlanan 

))(),(( λλ −hh DD ile karşılık geldiğinden, Terem 3.7.6 nedeniyle, paradeğme metrik yapı 

)~,,,~( gηξϕ nın pozitif ya da negatif tanımlı olması için gerek ve yeter şartın 12 >MI  

olması gerektiği söylenebilir. Burada MI değme metrik ),( µκ -yapı ),,,( gηξφ nın 

Boeckx invaryantıdır. Fakat 12 >MI  olması için gerek ve yeter şart 1
1

2
1

>
−

−

κ

µ

 olmasıdır. 

Yani 0
2

11
2

>





 −+−

µκ olması diğer bir deyişle 1~ −>κ  olmasıdır. Böylelikle, 

yukarıdaki prosedür ile 1~ −>κ için pozitif ya da negatif tanımlı paradeğme )~,~( µκ -

yapıları belirlenmektedir. O halde Teorem 4.2.5 kabülü ile yeni bir değme Riemann 

),,,( g ′′ ηξφ  yapısı elde edilebilir. 2~ =µ olduğundan ),,,( g ′′ ηξφ  bir Sasakian yapısıdır 

(Cappelletti Montano ve ark. 2012). 

Yardımcı Teorem 4.2.1: 1~ −>κ  için )~,,,~,( gM ηξϕ  paradeğme )~,~( µκ -manifold 

olsun. ZYX ,, vektör alanları olmak üzere, 

).~~)~,(~2

))()()(()~1((~))~)(~)()((

~)~~,(~~)~~,(~~~)~,(~~~)~,(~(~
))),(~)(),(~)()(~1(~

)),~(~)(),~(~)((~(),(~~~),(~

ZhYXg

YXXYZXhYYhXZ

XYhZgYXhZgXhZYgYhZXg

ZXgYZYgX
ZXhgYZYhgXZYXRhZhYXR

ϕϕ

ηηηκµηηη

ϕϕϕϕϕϕϕϕκ

ξηηκµ
ηηκ

+

−+−−+

−+−+

−++
−=−

                                                                                                                                 (4.2.29) 

eşitliği geçerlidir (Cappelletti Montano ve ark. 2012). 

İspat: h~  için Ricci özdeşliği 

[ ] ZhZhZhZYXRhZhYXR YXXYYX )~~()~~~()~~~(),(~~~),(~
,∇−∇∇−∇∇=−                        (4.2.30) 

dır. 
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(4.1.2) denklemi (4.2.6) denkleminde yerine yazılırsa, 

YhX

XhXYYhXgYXgYhX
~~)(~

)~~~)~1)((())~~,(~)~,(~)~1(()~~(

ϕηµ

ϕϕκηξϕϕκ

−

−++++−=∇
              (4.2.31) 

elde edilir. (4.2.31) yardımıyla (4.2.30) denklemi açılırsa 
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bulunur. 
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Bu son denklemde ϕ~~
X∇  nin anti-simetrik oluşu ve h~  ile hX

~~~ ϕ∇ nın simetrik oluşu 

kullanılırsa 

)~~~)1~))((~,(~
)~~~)1~))((~,(~

~))~~,(~)~,(~)1~((

~))~~,(~)~,(~)1~((

)),)~~~()~~~((~
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)~~)~,(~2)~~~)(()~~~)(((~

)))~~()~~)((1~()~~~()~~~)(((

ZhYXgZhXZhY

XYXhYhZ

YX

YXYX

ϕϕϕηϕηµ

ϕϕκϕϕη

+∇−∇−

∇−∇++∇−∇+                                                                                                                            

(4.2.32) 

eşitliği elde edilir. 

))~~((~~)~~()~~~( YhYhYh XXX ∇+∇=∇ ϕϕϕ                                                                    (4.2.33) 

yazılabilir. YhX
~)~~( ϕ∇  ifadesini hesaplamak için (4.1.4) denkleminde Y  yerine Yh~  

yazılıp (4.1.2) denkleminden yararlanılırsa,  

ξϕκξϕ )~)1~(,(~)~,(~~)~~( 2YXgYhXgYhX ++−=∇                                                       (4.2.34) 

elde edilir. 

(4.2.31) denklemine ϕ~  etki ettirilirse, 

YhXXhXXYYhX
~)(~)~))()(~1)((())~~((~ ηµξηκηϕ −−−+=∇                                          (4.2.35) 

bulunur. 

(4.2.34) ve (4.2.35) denklemleri (4.2.33) denkleminde yerine yazılırsa  
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YhXXXXhY

YYXgYhXgYhX
~)(~)))()(~1(~)((

))(,(~)1~()~,(~)~~~(

ηµξηκη

ξξηκξϕ

−−++−+

−++−=∇
                                 (4.2.36) 

elde edilir. (4.2.32) denkleminde (4.2.36) ve (4.1.4) kullanılıp gerekli sadeleştirmeler 

yapılarak (4.2.29) denklemine ulaşılır.                                                                              � 

Teorem 4.2.6: 1~ −>κ  için )~,,,~,( gM ηξϕ  paradeğme )~,~( µκ -manifold olsun. Herhangi 

))~((,, ~ λhDXXX Γ∈′′′  ve ))~((,, ~ λ−Γ∈′′′ hDYYY  için aşağıdaki denklemler sağlanır. 

( )XXXgXXXgXXXR ′′′−′′′+−=′′′ ),(~),(~)~)1~(2(),(~ µλ  ,                                   (4.2.37) 

( )XYXgXYXgYXXR ′+′−+=′ ϕϕϕϕµκ ~),~(~~),~(~)~~(),(~  ,                                         (4.2.38) 

,~),~(~~~),~(~~),(~ XXYgXXYgXYXR ′−′=′ ϕϕµϕϕκ                                                       (4.2.39) 

,~),~(~~~),~(~~),(~ YYXgYYXgYYXR ′+′−=′ ϕϕµϕϕκ                                                       (4.2.40) 

( )YXYgYXYgXYYR ′+′−+=′ ϕϕϕϕµκ ~),~(~~),~(~)~~(),(~  ,                                         (4.2.41) 

( )YYYgYYYgYYYR ′′′−′′′++−=′′′ ),(~),(~)~)1~(2(),(~ µλ  .                                         (4.2.42)  

(Cappelletti Montano ve ark. 2012). 

İspat: İlk önce (4.2.38) ispatlansın. Yardımcı Teorem 4.1.2 deki gibi bir lokal ortogonal 

{ } { }niee ii ,...,1,,~, ∈ξϕ  ϕ~ -bazı seçilebilir. O halde, 
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           (4.2.43) 
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eşitliği yazılır. Burada (4.1.1) gereği 0),),(~(~),),(~(~ =′−=′ YXXRgYXXRg ξξ  dır. 

Ayrıca Teorem 4.2.1 gereği (4.2.43) denklemindeki ),),(~(~
ieYXXRg ′ li terimler sıfıra 

eşit olur. Diğer taraftan, ))~((,))~(( ~~ λλ −Γ∈Γ∈ hh DZYveDX ise (4.2.29) denkleminden; 
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)),(~~),(~~(),(~~~),(~
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ZYXRhZYXRZYXRhZhYXR

ϕϕµϕϕκλ

λ
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elde edilir. ))~((,))~((, ~~ λλ −Γ∈Γ∈ hh DZYveDWX için, bulunan bu son denklemin 

))~(( ~ λhDW Γ∈  ile iç çarpımı yapılırsa, 

),~(~)~,(~~),~(~)~,(~~),),(~(~ WZgYXgWYgZXgWZYXRg ϕϕµϕϕκ −=                             (4.2.44) 

bulunur. (4.2.43) denklemi ve Birinci Bianchi özdeşliği kullanılırsa, 

iiii
n

ri

iiii
r

i

iiii
n

ri

iiii
r

i

eXeYXRgeXeYXRg

eXeYXRgeXeYXRg

eeXYXRgeeXXYRg

eeXYXRgeeXXYRgYXXR

ϕϕϕϕ

ϕϕϕϕ

ϕϕϕϕ

ϕϕϕϕ

~),~),(~(~~),~),(~(~(

~),~),(~(~~),~),(~(~(

)~)~,),(~(~~)~,),(~(~(

)~)~,),(~(~~)~,),(~(~(),(~

1

1

1

1

′−′+

′−′−=

′+′+

′+′−=′

∑

∑

∑

∑

+=

=

+=

=

 



78 
 

elde edilir. Ayrıca (4.2.44) denklemi bu son denklemde 

kullanılırsa,
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bulunur. Böylece (4.2.38) denklemi ispatlanmış olunur. Şimdi de (4.2.40) ispatlansın. 

∑∑

∑∑

+==

+==

′−′+

′+′−′=′

n

ri
ii

r

i
ii

n

ri
ii

r

i
ii

eeYYXRgeeYYXRg

eeYYXRgeeYYXRgYYXRgYYXR

11

11

~)~,),(~(~~)~,),(~(~

),),(~(~),),(~(~),),(~(~),(~

ϕϕϕϕ

ξξ

(4.2.45) 

(4.2.38) in ispatında olduğu gibi { }ni ,...,1∈∀ için 
0)~,),(~(~),),(~(~ =′=′ ieYYXRgYYXRg ϕξ  dır. 

Diğer taraftan, ))~((,))~(( ~~ λλ −Γ∈Γ∈ hh DZYveDX ise (4.2.29) denkleminden; 
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elde edilir. ))~((,))~((, ~~ λλ −Γ∈Γ∈ hh DZYveDWX için, bulunan bu son denklemin 

))~(( ~ λhDW Γ∈  ile iç çarpımı yapılırsa 

),~(~)~,(~~),~(~)~,(~~),),(~(~ WZgYXgWYgZXgWZYXRg ϕϕµϕϕκ −=                             (4.2.46) 

denklemi elde edilir. 

(4.2.45) denklemi ve Birinci Bianchi özdeşliği kullanılırsa, 
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bulunur. Ayrıca (4.2.46) denklemi elde edilen bu son denklemde kullanılırsa 
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elde edilir. Son olarak gerekli sadeleştirmeler yapılırsa, 
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ϕϕϕϕµκϕϕµϕϕκ  

elde edilir. (4.2.40) ın ispatı tamamlanır. Son olarak (4.2.37) nin ispatı yapılsın. Bunun 

için  (4.1.33) kullanılırsa 
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(4.2.47) denklemine ϕ~ uygulanırsa  
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bulunur. (4.2.38) yardımıyla 



80 
 

).),(~),(~)(~)1~(2(

)),(~),(~()~1(

))~,~(~)~,~(~)(~~(
),(~)~1(),(~)~1(~),(~~),(~

'

2

22

XXXgXXXg

XXXgXXXg

XXXgXXXg
XXXgXXXgXXXRXXXR

′′′−′′+−=

′′′−′′′−+

′′′−′′′+=

′′′−+′′′−−′′′=′′′

µλ

λ

ϕϕϕϕµκ
λλϕϕ

 

elde edilir. Böylece (4.2.37) nin ispatı tamamlanmış olunur. Diğer durumların ispatları 

da benzer şekilde yapılabilir.                                                                                            � 
Teorem 4.2.6 yı kullanarak aşağıdaki sonuçlar ispatlanabilir. 

Sonuç 4.2.2: 1~ −>κ  için )~,,,~,( gM ηξϕ  paradeğme )~,~( µκ -manifold olsun. Riemann 

eğrilik tensörü R~  nin formülü M deki her WZYX ,,, vektör alanı için aşağıdaki gibidir.  

( )

( )
( )),~(~),~(~),~(~),~(~

2

~

),~(~),~(~),~(~),~(~
1~
2

~
1

),~(~),(~),~(~),(~
),~(~),(~),~(~),(~

),(~),(~),(~),(~
2

~
1),),(~(~

WYgZXgWXgZYg

WYhgZXhgWXhgZYhg

ZYhgWXgZXhgWYg

WYhgZXgWXhgZYg

WYgZXgWXgZYgWZYXRg

ϕϕϕϕµ
κ

µ

µ

−−

−
+

+−
+

+−

−+

−





 +−=

 

              

( )









−+






 −+−









−+






 −++









−+






 −+−









−+






 −++

+

−
+

−−
+

),~(~)1~(),(~
2

~
1~)()(

),~(~)1~(),(~
2

~
1~)()(

),~(~)1~(),(~
2

~
1~)()(

),~(~)1~(),(~
2

~
1~)()(

),~(~),~(~~

),~~(~),~~(~),~~(~),~~(~
1~
2

~~

ZXhgZXgWY

WXhgWXgZY

WYhgWYgZX

ZYhgZYgWX
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                                                                                                                  (4.2.48)  

(Cappelletti Montano ve ark. 2012). 
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İspat: M  deki bir keyfi X  vektör alanı ))~(( ~~ λλ hDX Γ∈  ve ))~(( ~~ λλ −Γ∈
− hDX  olmak 

üzere ξηλλ )(~~ XXXX ++=
−

 olacak şekilde ayrılabilir. Daha sonra ZYXR ),(~ , 

,),(~
~~~ λλλ ±±± ZYXR ,),(~ ξYXR ZXR ),(~ ξ  formundaki terimlerin toplamı  olarak yazılır. 

Teorem 4.2.6 ve 





 −−=






 +−=

−
XhXXXXhXXX ~

~
1)(

2
1,~

~
1)(

2
1

~~
λ

ξη
λ

ξη λλ  oluşu 

kullanılarak, uzun bir hesap yapıldıktan sonra, (4.2.48) elde edilir.                                 � 

Sonuç 4.2.3: 1~ −>κ  için )~,,,~,( gM ηξϕ  paradeğme )~,~( µκ -manifold olsun. Herhangi 

)(DZ Γ∈  için ξ -kesitsel eğrilik ),(~ ξZK  







−Γ∈−

Γ∈+
=+=

)).~((,~~~
)),~((,~~~

),(~
),~(~~~),(~

~

~

λµλκ

λµλκ
µκξ

h

h

DZ

DZ
ZZg
ZZhgZK  

ile verilir. Ayrıca, ))~((, ~
' λhDXX Γ∈  ve ))~((, ~

' λ−Γ∈ hDYY  içinξ  ya normal olan 

düzlem kesitlerinin kesitsel eğriliği 

),(~),(~
)~,(~

)~~(),(~,~)1~(2),(~,~)1~(2),(~ 2
''

YYgXXg
YXgYXKYYKXXK ϕµκµλµλ −=++−=+−=

ile verilir (Cappelletti Montano ve ark. 2012). 

Sonuç 4.2.4: 1~ −>κ  için herhangi )12( +n -boyutlu )~,,,~,( gM ηξϕ  paradeğme )~,~( µκ -

manifoldu için Ricci operatör Q~  

.))~~2()1(2(~)~)1(2()~)1(2(~ ξηµκµµ ⊗−+−++−++−= nnhnInnQ                      (4.2.49) 

ile verilir (Cappelletti Montano ve ark. 2012). 

Özellikle, )~,( gM manifoldu η -Einstein dır ancak ve ancak ),1(2~ n−=µ  Einstein dır 

ancak ve ancak 0~~ == µκ  ve 1=n (Bu durumda manifold Ricci-flat tır). 
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Özellikle, 3 boyutta 1~ −>κ için herhangi paradeğme )0,~(κ -manifoldu η -Einstein dır. 

3 boyuttan büyük iken 1~ −>κ için Einstein paradeğme )~,~( µκ -manifoldu mevcut 

değildir. 

4.3. 1~ −<κ  için Paradeğme )~,~( µκ -Manifoldlar 

Bu bölüm, 1~ −<κ ile verilen paradeğme )~,~( µκ -manifoldlara ayrılmıştır. Bu durumda, 

Sonuç 4.1.3 de belirtildiği gibi λ~,0 ±  öz değerleri ile verilen h~~ϕ köşegenleştirilebilir 

dir. Burada κλ ~1~
−−= dır. 1~ −>κ durumundaki gibi, h~~ϕ nın karakteristik uzayları 

tarafından tanımlanan dağılımların karşılıklı olarak dik Legendrian foliasyonlar 

tanımladığı ispatlanacaktır. 1~ −>κ durumundan temel farkı (daha genel olarak değme 

metrik ),( µκ -uzaylardan) karakteristik dağılımların total geodezik Legendrian 

foliasyon tanımlamak yerine total umbilik Legendrian foliasyon tanımlamalarıdır. 

Teorem 4.3.1: 1~ −<κ için )~,,,~,( gM ηξϕ  bir paradeğme )~,~( µκ -manifold olsun. 

h~~ϕ operatörünün )~(()~( ~~~~ λλ ϕϕ −hh DveD  karakteristik dağılımları integrallenebilirler ve 

M nin total umbilik liflere sahip olan iki dik Legendrian foliasyonunu tanımlarlar. 

Ayrıca herhangi )~(, ~~ λϕ ±∈ hDYX için ⊕±∈∇ )~(~ ~~ λϕhX DY Rξ  (Cappelletti Montano ve 

ark. 2012). 

İspat: Herhangi paradeğme )~,~( µκ -manifoldu için (4.1.5) denklemi 

))~~()~~((~)~~~()~~~( XhYhXhYh YXYX ∇−∇=∇−∇ ϕϕϕ eşitliğinde yerine yazılarak 










−−+

−++−
=

∇−∇=∇−∇

)~~)(~~)()(~1(

)~)(~)()~,(~2)(~1(~

))~~()~~((~)~~~()~~~(

XhYYhX

XYYXYXg
XhYhXhYh YXYX

ϕηϕηµ

ϕηϕηξϕκ
ϕ

ϕϕϕ
 

)~)(~)()(~1())()()(~1()~~~()~~~( XhYYhXXYYXXhYh YX ηηµηηκϕϕ −−+−+−=∇−∇  (4.3.1) 
elde edilir. (4.3.1) denkleminde Y yerine Yϕ~  yazılırsa 
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    )~~)()(~1()~)()(~1()~~~(~)~~~( ~ YhXYXXhYh YX ϕηµϕηκϕϕϕ ϕ −++−=∇−∇   

bulunur. )(,, DZYX Γ∈ için bulunan son denklem Z ile iç çarpılırsa, 

0),)~~~(~)~~~((~
~ =∇−∇ ZXhYhg YX ϕϕϕ ϕ  elde edilir. Açık olarak 

0),~~~~~~~~~~~~~~(~
~~ =∇+∇−∇−∇ ZXhXhYhYhg YYXX ϕϕ ϕϕϕϕϕϕ                      (4.3.2) 

bulunur. ))~((,, ~~ λϕhDZYX Γ∈ olduğu kabul edilsin. (4.3.2) denkleminden 

),~~(~~2),~(~~),~(~~),~~(~~),~~(~~0 ~~ ZYgZXgZXgZYgZYg XYYXX ϕλλλϕλϕλ ϕϕ ∇−=∇+∇−∇−∇−=  

bulunur. Diğer yandan 

0),(~~)~~,(~)~,(~)~,(~)),(~(),~(~ ≠−=−=∇−=∇ XZgXhZgXZgZgZgXZg XX λϕϕξξξ  

olduğundan ⊕+Γ∈∇ )~((~ ~~ λϕhX DZ R )ξ  dır. Özellikle tüm ))~((, ~~ λϕhDYX Γ∈  için 

[ ]

0
),(~),(~~

)~~,(~)~,(~)~~,(~)~,(~
)~,(~)~,(~),,(~

=
−=

−++−=

∇−∇=

XYgYXg

XhYgXYgYhXgYXg

YgXgYXg XY

λλ

ϕϕϕϕ

ξξξ

  

olduğundan, MD h ),~(~~ λϕ de bir foliasyon tanımlar ve (Önerme 3.2, Cappelletti Montano 

2010) gereğince boy nD h =))~(( ~~ λϕ dir. Böylece ),~(~~ λϕhD değme dağılımın n -boyutlu 

integrallenebilir alt demeti olduğundan, M nin bir Legendrian foliasyonudur.          

Benzer tartışmalar )~(~~ λϕ −hD için de geçerlidir. Yani ))~((, ~~ λϕ −Γ∈∀ hDZX  için 

⊕−Γ∈∇ )~((~ ~~ λϕhX DZ R ).ξ  İspatı tamamlamak için, ))~(( ~~ λϕhDX Γ∈  ve 

))~(( ~~ λϕ −Γ∈ hDY  olduğu kabul edilsin. Herhangi ))~(( ~~ λϕhDZ Γ∈  için 

⊕Γ∈∇ )~((~ ~~ λϕhX DZ R )ξ  olduğu gözönüne alınırsa 

0)~,(~)),(~(),~(~ =∇−=∇ ZYgZYgXZYg XX  olur. Böylece 
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⊕−Γ∈∇ )~((~ ~~ λϕhX DY R )ξ olduğu görülür. Benzer yol ile ⊕Γ∈∇ )~((~ ~~ λϕhY DX R )ξ  
oluşu ispatlanabilir.                           Son olarak, )~(~~ λϕhD  ve )~(~~ λϕ −hD liflerin total 

umbilik olduğu gösterilsin. Herhangi ))~((, ~~ λϕhDXX Γ∈′  için ⊕Γ∈′∇ )~((~ ~~ λϕhX DX  

R )ξ olduğundan ),,( XXB ′  Rξ  nın bir kesitidir. Burada B  ikinci temel formu 

belirtmektedir. Gerçekten ξλ ),(~~),( XXgXXB ′−=′  olduğu (3.4.5) denklemi 

kullanılarak 

),(~~
),(~~)~,(~

)~~~,(~)~,(~),~(~)),,((~

XXg

XXgXXg

XhXXgXgXgXXBg XX

′−=

′−′=

+−′−=∇′−=′∇=′

λ

λϕ

ϕϕξξξ

 

bulunur. 

Ortalama eğrilik vektör alanı ξλ~−=H ile verilir. Böylece ),(~),( XXgHXXB ′=′ elde 

edilir. Diğer foliasyonun ispatı benzerdir.                                                                         � 

Uyarı 4.3.1: )~(~~ λϕhD ve )~(~~ λϕ −hD foliasyonlarının total geodezik olmadığına dikkat 

edilsin.Gerçektende, ))~((, ~~ λϕ ±Γ∈∀ hDYX için

),(~~)~~,(~)~,(~)~,(~)),(~(),~(~ XYgXhYgXYgYgYgXYg XX λϕϕξξξ −=−=∇−=∇  ifadesi 

sıfırdan farklıdır. )~(~~ λϕhD ve )~(~~ λϕ −hD Legendrian foliasyonlarının Pang 

invaryantlarının ifadeleri bulunsun. Aşağıdaki teoremin ispatı Teorem 4.2.2 nin ispatına 

benzer olduğundan yapılmayacaktır. 
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Teorem 4.3.2: )~(~~ λϕhD ve )~(~~ λϕ −hD  Legendrian foliasyonlarının Pang invaryantları 

( )
)~()~()~( ~~~~~~

~2~
λλλ ϕϕϕ

µ
hhh DDD g

×
−=Π                                                                                    (4.3.3) 

( )
)~()~()~( ~~~~~~

~2~
λλλ ϕϕϕ

µ
−×−−

−=Π
hhh DDD g                                                                               (4.3.4) 

ile verilir (Cappelletti Montano ve ark. 2012). 

Önerme 4.3.1: 1~ −<κ için herhangi paradeğme )~,~( µκ -manifold  

YhXXXhhYYXhgYXgYhX
~)(~)~(~)()),~(~),(~)~1(()~~~( ηµηξκϕ −−+−+=∇              (4.3.5) 

eşitliğini sağlar (Cappelletti Montano ve ark. 2012). 

İspat: Yardımcı Teorem 4.1.2 de verildiği gibi { }ξ,,...,,,..., 11 nn YYXX  ϕ~ -bazı olsun. 

Herhangi ))~((, ~~ λϕhDYX Γ∈ için, Teorem 4.3.1 kullanılarak, 
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n

ri
XiiXiiX YgXXYgXXYgh

1 1
),~(~),~(~),~(~~~ ξξϕ  

            = ∑ ∑
= +=

∇−∇
r

i

n

ri
iiXiiX XXYgXXYg

1 1
),~(~~),~(~~ λλ  

            = ξξλλ ),~(~~)~(~ YgY XX ∇−∇  

            = ξξλϕ ),~(~~~~~ YgYh XX ∇−∇  
elde edilir. 
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Bu son denklemden, 

ξλ

ξϕϕλξξλξξλϕ

),(~~
)~~~,(~~)~,(~~),~(~~)~~~(

2 YXg

XhXYgYgYgYh XXX

−=

+−−=∇−=∇=∇           (4.3.6) 

bulunur. Şimdi ))~(( ~~ λϕhDX Γ∈  ve ))~(( ~~ λϕ −Γ∈ hDY  olduğu kabul edilsin. Bir önceki 

durumdaki tartışmaya benzer olarak, 

ξϕλϕϕ )~,(~~)~~~()~~~( YXgXhYh YX =∇=∇                                                                       (4.3.7) 

bulunur. 

Son olarak, herhangi ))~((, ~~ λϕ −Γ∈ hDYX için, 

ξλϕ ),(~~)~~~( 2 YXgYhX −=∇                                                                                         (4.3.8) 

elde edilir. 

Daha sonra (4.3.5) eşitliği (4.1.6), (4.3.6)-(4.3.8) eşitliklerinden faydalanılarak 

bulunur.                                                                                                                             � 

Sonuç 4.3.1: 1~ −≠κ  için herhangi paradeğme )~,~( µκ -manifold  

YhXXXhhYYhXgYXgYhX
~~)(~)~(~~)())~~,(~)~,(~)~1(()~~( ϕηµϕηξϕϕκ −−+++−=∇     (4.3.9) 

eşitliğini sağlar (Cappelletti Montano ve ark. 2012). 

İspat: Eğer 1~ −>κ ise (4.3.9) denklemi ile (4.2.6) denklemi aynıdır ve ispatı açıktır. 

Eğer 1~ −<κ  ise 

YhYhYh XXX )~~~(~~~)~~()~~( ϕϕϕϕ ∇+∇=∇  eşitliğinin geçerli olduğu açıktır. (4.1.4) 

denkleminde Y yerine Yh~~ϕ yazılarak 
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ξϕκξϕϕϕ )~,(~)~1()~~,(~~~)~~( YXgYhXgYhX +−−=∇  denklemi elde edilir. (4.3.5) 

denklemine ϕ~ etki ettirerek 

YhXXXhhYYhX
~~)(~)~(~~)()~~~(~ ϕηµϕηϕϕ −−=∇  denklemi elde edilir. Bulunan bu son iki 

denklem YhYhYh XXX )~~~(~~~)~~()~~( ϕϕϕϕ ∇+∇=∇ eşitliğinde yerlerine yazılırsa (4.3.9) 

denklemi elde edilmiş olunur.                                                                                           � 

)~(~~ λϕ ±hD Legendrian foliasyonları total geodezik olmasalar ve 1~ −>κ durumu ile 

karşılaştırıldıklarında bir çok özellik farklı olsa bile, bu durumda, değme Riemann 

yapıları ile ilginç bir ilişki bir sonraki teorem ile verilecektir. 

Teorem 4.3.3: 1~ −<κ  için herhangi pozitif ya da negatif tanımlı paradeğme metrik 

)~,~( µκ -manifoldlar 

ηηφηφ ⊗+⋅⋅−=
−−

±= ),(:,~
~1

1: dgh
k

                                                            (4.3.10) 

ile tanımlanan bir ),,,( gηξφ kanonikal değme Riemann yapıya sahiptir. Burada 

± işareti, paradeğme )~,~( µκ -manifoldunun pozitif ya da negatif tanımlı olmasına 

bağlıdır. 

Ayrıca ),,,( gηξφ yapısı  

2,)
2

~
1(2~ 2 =−−+= µµκκ  

ile verilen değme metrik ),( µκ -yapıya sahiptir (Cappelletti Montano ve ark. 2012). 

İspat: (4.3.10) eşitliği ile (1,1) tipinde φ tensör alanı ve (0,2) tipinde g  tensörü 

tanımlanmaktadır. İlk önce (4.1.2) eşitliği kullanılarak 

ξηϕϕκ
κκ

φ ⊗+−=−=+
+

−=
−−

= Ihh 222 ~~)~1(~1
1~~

~1
1  elde edilir. Daha sonra g nin bir 
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Riemann metrik olduğu ispat edilecektir. h~~ϕ operatörünün g~ ye göre simetrik oluşu 

kullanılırsa, herhangi )(, TMYX Γ∈ için 

).,(
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1
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ηηϕ
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ηηη
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ηη
κ

η

ηηφη







 

O halde g  simetriktir. g nin pozitif tanımlı olduğunu ispatlamak için, 

{ } ϕξ ~,,...,,,..., 11 nn YYXX -bazı Yardımcı Teorem 4.1.2 deki gibi alınsın. 

1)1)(1(),(~

),(~~
~1

1)~~,(~
~1

1),(,1),(

===
−−
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−−

==





ii

iiiiii

XXg

XXgXhXgXXgg λ
κ
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ξξ
 

ve 

1)1)(1(),(~

)~,(~
~1

1)~~,(~
~1

1),(

=±±=±=

−
−−

=
−−

=

ii

iiiiii

YYg

YYgYhYgYYg λ
κ

ϕ
κ

  

elde edilir. Ayrıca  

)()(),(),( YXYXgYXg ηηφφ −= ve ),(),( YXdYXg ηφ = olduğu kolaylıkla görülebilir. 

Böylece ),,,( gηξφ bir değme Riemann yapıdır. 

Teoremin ikinci kısmı olan ),,,( gηξφ  yapısının ),( µκ -sıfırlık durumunu sağladığını 

göstermek için 
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hLLh ~
~12

1
2
1

ξξ κ
φ

−−
±==  operatörü hesaplansın. Tüm )(TMX Γ∈ için (4.1.6) 

eşitliği kullanılarak 

XXh

hXhXh

XhXhXhL

XXh

ϕκϕµ

ξξ

ξξ

ξξ

ξ

~)~1(2~~)~2(

~~~~~~~
],[~]~,[)~(

~

+−−=

∇+∇−∇−∇=

−=

                                                   (4.3.11) 

elde edilir. Sonuç olarak 
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bulunur. h nın köşegenleşebildiği ispat edilsin. { },,, ξii YX ϕ~ -bazına göre h nın matris 

gösterimi  
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şeklindedir. Böylece karakteristik polinom  

nP )1~)
2

~
1(()( 22 ++−−= κµλλλ  ile verilir ve 0,h ve 1~)

2

~
1( 2 −−−± κµ özdeğerleri ile 

verilir. Uzun bir hesap yapıldıktan sonra, =)0(hD Rξ  ve 
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{ } { }nnhnnh YXYXspanDYXYXspanD ββλααλ −−=−++= ,...,)(,,...,)( 1111

)
2

~
1(~

11~)
2

~
1(~

1: 2 µ
λ

κµ
λ

α −−−−−=  ve )
2

~
1(~

11~)
2

~
1(~

1: 2 µ
λ

κµ
λ

β −+−−−=  ile 

verildiği görülebilir. Böylece, h diagonelleşebilirdir. 

)(λhD ve )( λ−hD nın Legendrian foliasyonları oldukları ispat edilsin. Teorem 4.3.1 

dikkate alınarak, bazı k
ij

k
ij gf , fonksiyonları için 

ξξξξ ),~(~~,),~(~~
11
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k
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eşitlikleri hesaplanır. ijiijXjjX XhXXgXgXg
ii

δλϕϕξξ ~)~~~,(~)~,(~),~(~ −=+−−=∇−=∇  
yazılabilir. Uzun bir hesap yapıldıktan sonra 
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1
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+ elde edilir. Daha sonra  
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bulunur. Sonuç olarak )(λhD  involutivedir. Benzer yol ile )( λ−hD  nın da 

integrallenebilir olduğu gösterilebilir. Ayrıca, herhangi ))(( λ±Γ∈ hDX için 

0)(1)( =±= hXX η
λ

η  değme dağılımın n -boyutlu integrallenebilir alt demetleri 

olduklarından )(λhD  ve )( λ−hD  Legendrian foliasyonlardır.  

),,,,( gM ηξφ  nin bir değme metrik ),( µκ -uzay olduğunu ispatlamak yerine, 

),(( λhD ))( λ−hD bi-Legendrian yapısının Teorem 3.7.2 nin hipotezlerini sağladığı 
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gösterilecektir. İlk önce, φφ hh −=  özelliğinden dolayı )(λhD  ve )( λ−hD  eşlenik 

Legendrian foliasyonlardır. Yani ).()( λλφ hh DD =±  

),(( λhD ))( λ−hD ile ilişkili olan bl∇  bi-Legendrian konneksiyonu göz önüne alınsın. 

Bi-Legendrian konneksiyonu tanımından, bl∇ , Teorem 3.7.2 nin (i) ve (iii) hipotezlerini 

sağlar. 

Ayrıca, 0=∇=∇ ηη dblbl  dır ve ,bl∇ )( λ±hD  yı koruduğundan 0=∇ hbl  dır. O halde 

geriye bl∇  nin φ tensör alanını koruduğu ve bir metrik konneksiyon olduğunu 

göstermek kalıyor. 

Yardımcı Teorem 3.7.1 nedeniyle, 0~ =∇ φbl  ve 0~ =∇ gbl  olduğunu göstermek yerine 

)( λ±hD  nın g  ye göre total geodezik foliasyonlar olduğunu göstermek yeterlidir. 

g,∇  nin Levi-Civita konneksiyonu olsun ve ))(()),((, λλ −Γ∈Γ∈′ hh DYDXX olsun. 

ηηϕ
λ

⊗+⋅⋅ )~~,(~~
1: hgg   olduğundan uzun bir hesap yapıldıktan sonra 

)).~],,([))~,(())~,(((~2
1

),,(~2

~3),~(~
~2

2),( 2

YhXXdYhXdXYhXdX

YXXdYXgYXg XX

′+′+′−

′
−

−′∇
−

−=′∇

ηηη
λ

η
µ

λ
µ

λ

      (4.3.12) 

elde edilir. 

Teorem 4.3.1 gereği (4.3.12) denklemi 0),(~ =′∇ YXg X  halini alır. Ayrıca 

0),()1(),(),(),( =′+=−−′−=∇′−=′∇ XXghXXXgXgXg XX φλφφξξ . Böylece 

)(λhD  total geodeziktir ve benzer method ile )( λ−hD  nın da total geodezikliği 

gösterilebilir.  
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bl∇  bi-Legendrian konneksiyonu g  ve φ  yi korur. Böylece Teorem 3.7.2 nin tüm 

kabulleri sağlanmış oldu ve ),,,( gηξφ  bir değme metrik ),( µκ -yapıdır denilebilir. κ  

ve µ sabitlerinin ifadeleri bulunsun. 

22 )
2

~
1(2~1 µκλκ −−+=−=  olacak şekilde bulunur. µ  yü bulmak için, tüm 

)(TMX Γ∈  için 







 +−==∇ XhXXhXh ~~~)1

2

~
()( ϕϕµµφµξ                                                              (4.3.13) 

bulunur. Diğer yandan hXXX φφξ −−=∇  ve 22 )1( φ−= kh ilişkisi kullanılarak 

XhLXhX
XhLXhhX

XhhhXXh XhX

)()1(22
)(22

],[],[)(
2

ξ

ξ

ξ

φκφ

φφ

ξξξξ

+−−−=

+−−=

−∇−+∇=∇

                                                           (4.3.14) 

hesaplanır. Fakat (4.3.11) den 

Xh

XhXXhXh

XLXhLXhLXhL

~~12~12
)~2(

~~2~)~2(~1~~
~12

)~2(~
~1

~2

)~(~)~(~
~12

~2~)~(~12

~2)(

2

22
2

2









−−+

−−
−

±=









+−−−+

−−
−

+
−−

−
±=








 +
−−

−
+

−−
−

±=

κ
κ

µ

λϕµκϕ
κ

µ
κ

µ

ϕλϕ
κ

µϕ
κ

µ
ξξξξ

   (4.3.15) 

(4.3.14) ve (4.3.15) denklemlerinden, 

XhXhXXh ~~12~1
)~2()1(22)(

2









−−+

−−
−

±−−−=∇ κ
κ

µφκφξ                                 (4.3.16) 

bulunur. Burada ± işareti )~,,,~,( gM ηξϕ  paradeğme )~,~( µκ -manifoldunun pozitif veya 

negatif tanımlılığına bağlıdır. 
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(4.3.13) eşitliği ile (4.3.16) eşitliği karşılaştırıldığında hem pozitif hem negatif tanımlı 

olma durumunda 2=µ  elde edilir.                                                                                 � 

Uyarı 4.3.2: 1~ −<κ olduğundan, bu durumda Uyarı 4.2.1 deki gibi bir yapı 

kurulamıyor. 

Şimdi 1~ −<κ  için paradeğme )~,~( µκ -manifoldların eğrilik özellikleri verilecektir. 

1~ −>κ  için hesaplanan (4.2.29) eşitliği 1~ −<κ  için de aynıdır. Çünkü ispatta h~ nın 

kovaryant türevinin ifadesi gerekmektedir ve bu ifadede 1~ −>κ ve 1~ −<κ durumları 

için (4.2.6) ve (4.3.9) eşitliklerinden de görülebileceği gibi aynıdır. (4.1.32) eşitliği 

(4.3.9) eşitliği ile birlikte kullanılırsa, 

)~)(),~(~(~)~)(),~(~(~
)~(~),~(~)~(~),~(~

~~)(~)~(~~)(

))~~,(~)~,(~)~1((

~~)(~)~(~~)(

))~~,(~)~,(~)~1((

)(

,~~)(~)~(~~)(

))~~,(~)~,(~)~1((

~~)(~)~(~~)(

))~~,(~)~,(~)~1((

~),(~~~),(~

XhXZYhYgYhYZXhXg

YhYZXhXgXhXZYhYg

XhYYYhhX

XhYgXYg

YhXXXhhY

YhXgYXg

Z

ZXhYYYhhX

XhYgXYg

YhXXXhhY

YhXgYXg

gZYXRZYXR

−−+−−−

−−−−−+





















+−−

+++

−−+

++−

−





















+−−

+++

−−+

++−

=−

ϕϕ

ϕϕ

ϕηµϕη

ξϕϕκ

ϕηµϕη

ξϕϕκ

η

ξ

ϕηµϕη

ξϕϕκ

ϕηµϕη

ξϕϕκ

ϕϕ

 

)~)(),~(~(~)~)(),~(~(~
)~(~),~(~)~(~),~(~

)~~)1~(~)~1)((()(

)~~)1~(~)~1)((()(

),~~)1~(~)~1((~)(

),~~)1~(~)~1((~)(
),(~~~),(~

XhXZYhYgYhYZXhXg

YhYZXhXgXhXZYhYg

YhYZX

XhXZY

ZYhYgX

ZXhXgY
ZYXRZYXR

−−+−−−

−−−−−+

−+++

−++−












−++−

−++
=−

ϕϕ

ϕϕ

ϕµϕκηη

ϕµϕκηη

ξ
ϕµϕκη

ϕµϕκη
ϕϕ

(4.3.17) 

elde edilir. 
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(4.2.29) ve (4.3.17) eşitliklerinde (4.1.2) yi ve h~ operatörünün özelliklerini kullanarak 

( ))~~)~,(~2))()()(()~1((~~
))~)(~)()((~)~~,(~

~)~~,(~~~)~,(~~~)~,(~(~
~

)~)(~),~(~(~)~)(~),~(~(~
)~(~)~,~(~)~(~)~,~(~

)~,~~)1~(~)~1((~)(

)~,~~)1~(~)~1((~)(

)),(~~~),(~(~~),(~~~~),(~),(~~~~~),(~

ZhYXgYXXYZ

XhYYhXZXYhZg

YXhZgXhZYgYhZXg

XhXZhYhYgYhYZhXhXg

YhYZhXhXgXhXZhYhYg

ZhYhYgX

ZhXhXgY

ZYXRhZhYXRZhYXRZhYXRZYXRhZhYXR

ϕϕηηηκµϕ

ηηηϕϕ

ϕϕϕϕϕϕκ
ϕ

ϕϕ

ϕϕ

ξ
ϕµϕκη

ϕµϕκη

ϕϕϕϕϕ

+−+−+












−+−

+−
+

−−+−−−

−−−−−+












−++−

−++
=

−+−=−

ZhYXg

YhZhZXgXhZhZYg

YZhZXgXZhZYg

YhZXZhXhXg

XhZYZhYhYg

YZXZhXhXg

XZYZhYhYg

ZhYhYgX

ZhXhXgY
ZYXRhZhYXR

~)~,(~~2

~)~~~,(~~)~~~,(~
)~~~,(~)~1()~~~,(~)~1(

~~))()(~)~,~(~(

~~))()(~)~,~(~(

~))()()~1(~)~,~(~(

~))()()~1(~)~,~(~(

)~,~~)1~(~)~21((~)(

)~,~~)1~(~)~21((~)(
),(~~~~~),(~

ϕµ

ϕϕϕϕ

ϕϕκϕϕκ

ϕηηκ

ϕηηκ

ϕηηκµ

ϕηηκµ

ξ
ϕµϕκη

ϕµϕκη
ϕϕ

−

+−++

+++++−

+−+

+−−

+−−−

+−−+












−++−

−++
=−

(4.3.18) 

bulunur. 

1~ −<κ  için de )~,~( µκ -sıfırlık durumu, eğrilik tensör alanını belirlediği ispatlanacaktır. 

Teorem 4.3.4: 1~ −<κ  için )~,,,~,( gM ηξϕ  paradeğme metrik )~,~( µκ -manifold olsun. 

M nin eğrilik tensör alanı aşağıdaki denklemleri sağlar. 

),~),(~~),(~(~
)),(~),(~)(~1~(),(~

XXXgXXXg

XXXgXXXgXXXR
′′′−′′′+

′′′−′′′+−=′′′

ϕϕλ

µκ
                                         (4.3.19) 

),~)~,(~~)~,(~)(~1(
))~,(~)~,(~(~),(~

XYXgXYXg
XYXgXYXgYXXR

′−′−−

′−′−=′

ϕϕϕϕµ
ϕϕλ                                          (4.3.20) 
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,~)~,(~~~),(~~
),(~~~)~,(~)~,(~~),(~ 2

XYXgYXXg

YXXgXYXgXYXgXYXR
′−′+

′−′−′−=′

ϕϕµϕλ

λϕϕϕλ
                               (4.3.21) 

,~)~,(~~~)~,(~
)~,(~~~),(~~),(~~),(~ 2

YYXgYYXg
YYXgXYYgXYYgYYXR

′−′−

′+′+′=′

ϕϕµϕϕ
ϕλϕλλ                                      (4.3.22) 

),~)~,(~~)~,(~)(~1(
))~,(~)~,(~(~),(~

YYXgYYXg
YYXgYYXgXYYR

′−′−+

′−′−=′

ϕϕϕϕµ
ϕϕλ                                            (4.3.23) 

),~),(~~),(~(~
)),(~),(~)(~1~(),(~

YYYgYYYg

YYYgYYYgYYYR
′′′−′′′−

′′′−′′′+−=′′′

ϕϕλ

µκ
                                                  (4.3.24) 

Burada ))~((,, ~~
''' λϕhDXXX Γ∈ ve ))~((,, ~~''' λϕ −Γ∈ hDYYY (Cappelletti Montano ve ark. 

2012). 
İspat: (4.3.19) ve (4.3.20) nolu eşitlikler ispatlanacaktır. Diğer eşitliklerin ispatları 

benzer şekilde yapılabilir. YXXR ),(~ ′  nin Rξ  boyunca bileşeni yoktur. Çünkü 

0),~)(~)((~))()((~(~
),),(~(~),),(~(~

=′−′+′−′−=

′−=′

YXhXXhXXXXXg

YXXRgYXXRg

ηηµηηκ

ξξ
 

olduğu açıktır. 

)~()~(~
~~~~ λλ ϕϕ hh DDh =± olmasından dolayı (4.3.18) eşitliğinden 

YhXXg

XhYhYXgXhYhYXg

XYhYXgXYhYXg

XhYhXhXgXhYhXhXg

XYhXhXgXYhXhXgYXXRhYXXR

~)~,(~~2

~)~~~,(~~)~~~,(~
)~~~,(~)~1()~~~,(~)~1(

~~)~,~(~~~)~,~(~

~)~,~(~~)~,~(~),(~~~),(~~

'

′−

′+−+′+

′++++′+−

−+′−′−

′−−′−′=′−′−

ϕµ

ϕϕϕϕ

ϕϕκϕϕκ

ϕϕ

ϕϕϕλ
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XhYXgXhYXg

XYYhXgXYYhXg

XYhXgXYhXgYXXRhYXXR

′+′−

′++−++′+

′+′−=′+′

~)~,(~~)~,(~
)~)~1(~~,(~)~)~1(~~,(~

~)~,(~~)~,(~),(~~~),(~~

ϕϕ

ϕκλϕκλ

ϕϕϕλ

 

bulunur. 

Son denklemi herhangi ))~(( ~~ λϕhDU Γ∈ ile iç çarpıp, h~~ϕ operatörünün simetrik oluşu 

kullanılırsa, 

),(~)~)~1(~~,(~),(~)~)~1(~~,(~),),(~(~~2 UXgYYhXgUXgYYhXgUYXXRg ′++−++′=′ ϕκλϕκλλ
 

hesaplanır. YYh ϕλ ~~~
−= olduğundan bir önceki denklemden 

),(~))~~,(~)~~,(~(

),(~))~~,(~)~~,(~(),),(~(~~2
22

22

UXgYXgYXg

UXgYXgYXgUYXXRg

′−+−−

−′+−′=′

ϕλϕλ

ϕλϕλλ  

),(~)~,(~~),(~)~,(~~),),(~(~ UXgYXgUXgYXgUYXXRg ϕλϕλ ′−′=′                              (4.3.25) 

bulunur. 

))~(( ~~ λϕ −Γ∈ hDV  için benzer tartışma yapılarak 

)~,(~)~,(~~
),(~),(~)~1()~,(~)~,(~),),(~(~

VXgYXg
VYgXXgVXgYXgVXYXRg

ϕϕµ
κϕϕ

′+

′++′=′
                        (4.3.26) 

elde edilir. Yardımcı Teorem 4.1.2 deki gibi { } { }niee ii ,...,1,,~, ∈ξϕ  ϕ~ -bazı gözönüne 

alınsın. (4.3.26) eşitliğinden  

)~,(~)~,(~~)~,(~),(~)~1(

)~,(~),~(~)~,(~)~,(~~
)~,(~),(~)~1()~,(~),~(~

)~,),(~(~)~,),(~(~)~,),(~(~

2

22

2

ii

ii
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iii

eXgYXgeYgXXg

eXgXYgeXgYXg

eXgXXgeXgXYg

eXYXRgeXYXRgeYXXRg

ϕϕµϕκ

ϕϕϕϕµ

ϕκϕϕ

ϕϕϕ

′+′++

′+′−

′′+−′−=

′+′−=′
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)~,~(~)~,(~~)~,(~),(~)~1(
)~,~(~)~,(~)~,~(~)~,(~~

)~,(~),(~)~1()~,~(~)~,(~

ii

ii

ii

eXgYXgeYgXXg
eXgXYgeXgYXg

eYgXXgeXgXYg

ϕϕϕµϕκ
ϕϕϕϕϕϕµ

ϕκϕϕϕ

′−′++

′+′+

′+−′−=
 

),(~)~,(~)1~(),(~)~,(~)1~()~,),(~(~
iii eXgYXgeXgYXgeYXXRg ϕµϕµϕ ′−−′−=′           (4.3.27) 

elde edilir. 

(4.3.26) ve (4.3.27) eşitlikleri kullanılarak 

XYXgXYXgXYXgXYXg

eeYXXRgeeYXXRg

eeYXXRgeeYXXRgYXXR

n

ri
ii

r

i
ii

n

ri
ii

r

i
ii

ϕϕµϕϕµϕλϕλ

ϕϕϕϕ

~)~,(~)~1(~)~,(~)~1()~,(~~)~,(~~
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),),(~(~),),(~(~),(~

11

11

′−−′−+′−′=

′+′−

′−′=′

∑∑

∑∑

+==

+==

 

bulunur. Böylece (4.3.20) denkleminin ispatı biter. 

(4.3.19) denklemini ispat etmek için (4.3.17) denklemi kullanılarak, uzun bir hesap 

yapıldıktan sonra 
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XhXXgXXXg

XhXXgXXXgXXXR
′′′−′′′+−−

′′′+′′′+−=′′′
~),(~),(~)~1~(

~),(~),(~)~1~(),(~

µκ

µκ  

elde edilir.                                                                                                                         � 

Sonuç 4.3.2: 1~ −<κ  için )~,,,~,( gM ηξϕ  paradeğme metrik )~,~( µκ -manifold olsun. 

M deki her WZYX ,,, vektör alanı için Riemann eğrilik tensörü R~ nin formülü 

aşağıdaki gibidir. 
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κ
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ϕϕϕϕµ
κ

µ

µ

 

                                                                                                                   (4.3.28) 
(Cappelletti Montano ve ark. 2012). 
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İspat: M  deki bir keyfi X  vektör alanı ))~(( ~~~ λϕλ hDX Γ∈  ve ))~(( ~~~ λϕλ −Γ∈
− hDX  olmak 

üzere ξηλλ )(~~ XXXX ++=
−

 olacak şekilde ayrılabilir. Daha sonra ZYXR ),(~ , 

,),(~
~~~ λλλ ±±± ZYXR ,),(~ ξYXR ZXR ),(~ ξ  formundaki terimlerin toplamı olarak yazılır. 

Teorem 4.3.4 ve 









−−

−−=







−−

+−=
−

XhXXXXhXXX ~~
~1

1)(
2
1,~~

~1
1)(

2
1

~~ ϕ
κ

ξηϕ
κ

ξη λλ  oluşu 

kullanılarak ve uzun bir hesap yapıldıktan sonra, (4.3.28) elde edilir.                             � 

Uyarı 4.3.3.: 1~ −<κ  ve 1~ −>κ  durumları geometrik olarak çok farklı olmasına karşın, 

(4.3.28) formülü ve (4.2.48) formüllerinin aynı çıkmış olması oldukça ilginçtir. 

Sonuç 4.3.3: 1~ −<κ  için )~,,,~,( gM ηξϕ  paradeğme )~,~( µκ -manifold olsun. Herhangi 

)(DZ Γ∈  için ξ -kesitsel eğrilik sabittir ve κξ ~),(~ =ZK  ile verilir. Ayrıca, 

))~((, ~~ λϕhDXX Γ∈′  ve ))~((, ~~ λϕ −Γ∈′ hDYY  içinξ  ya normal olan düzlem kesitlerinin 

kesitsel eğriliği 

),(~),(~
)~,(~

)1~(~),(~

,~1~),(~),(~

2
2

YYgXXg
YXgYXK

YYKXXK

ϕµλ

µκ

+−=

+−=′=′

 

ile verilir (Cappelletti Montano ve ark. 2012). 

Sonuç 4.3.2, (4.1.3) ve (4.1.41) eşitliklerini kullanarak aşağıdaki sonucun ispatı 

verilebilir. 

Sonuç 4.3.4: 1~ −<κ  için herhangi )12( +n -boyutlu )~,,,~,( gM ηξϕ  paradeğme )~,~( µκ -

manifoldu için Q~ Ricci operatörü 

ξηµκµµ ⊗−+−++−++−= ))~~2()1(2(~)~)1(2()~)1(2(~ nnhnInnQ  

denklemi ile verilir. 
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Özellikle, )~,( gM manifoldu η -Einstein dır ancak ve ancak ),1(2~ n−=µ  Einstein dır 

ancak ve ancak 
n
n21~ −

=κ  ve )1(2~ n−=µ (Cappelletti Montano ve ark. 2012). 

Uyarı 4.3.4: Eğer 1~ −<κ  ise Sonuç 4.3.4 e göre, boyut 3 den büyük iken Einstein 

paradeğme )~,~( µκ -manifoldlar mevcuttur. Bu 1~ −>κ durumundan ve değme metrik 

durumundan farklı bir özelliktir. 

Bu bölüm 1~ −<κ için bir paradeğme )~,~( µκ -manifold örneği verilerek bitirilsin. 

Örnek 4.3.1: },,,,{ 54321 eeeee  bazı ile verilen Lie cebiri g olsun. Lie bracketleri 

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

[ ] 4343

5314241323241

5423121214354

435321522151

,

,2,,,,,

,2,,,,,

,,,,,,

eeee

eeeeeeeeeeeee

eeeeeeeeeeeee

eeeeeeeeeeee

ββ

αβαβαβ

αβαααβαβ

αβαβαβαβαβαβ

+−=

+−=−=+=

−+=+=−=

+−=+=+=

 

olsun. Burada βα ,  , 0>αβ  olacak şekilde  sıfırdan farklı reel sayılardır. G, Lie cebiri g 

olan Lie grup olmak üzere, G üzerinde )~,,,~( gηξϕ  sol invaryant paradeğme metrik 

yapısı  

)(0),(~,1),(~),(~),(~),(~),(~
5533224411 jieegeegeegeegeegeeg ji ≠===−=−== ve 

5524134231 ,0~,~,~,~,~ eeeeeeeeee ====== ξϕϕϕϕϕ  ve )(.,~
5eg=η verilsin. Burada 

.0~,~~~~~,~~~~~,~~~,~~~
22112211 =−=−=== ξϕλϕϕϕλϕϕλϕλϕ heeheeheeheeh  

şeklindedir. ∇~ , yarı-Riemann metrik g~  nin Levi-Civita konneksiyonu ve R~  ise g~  nün 

eğrilik tensörüdür. Koszul formülü kullanılarak, 
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elde edilir. 
Burada αβλ =

~  ve .2~ =µ  O halde ( G , g~ ) nin Levi-Civita konneksiyonunun eğrilik 

tensör alanı (4.1.1) eşitliği ile verilen )~,~( µκ  sıfırlık durumunu 2~)(1~ 2 =−−= µαβκ ve  

olacak şekilde sağlar (Cappelletti Montano ve ark. 2012). 
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5. 3-BOYUTLU PARADEĞME )~,~,~( νµκ -MANİFOLDLAR  

5.0. Giriş 

Bu bölüm, 3-boyutlu harmonik karakteristik vektör alanlı paradeğme metrik 

manifoldlara ve )~,~,~( νµκ -manifoldlar için sınıflandırmaya ayrılmıştır. Bu bölümde 

Paradeğme )~,~,~( νµκ -manifoldlar ile ilgili temel tanım ve teoremler verilmiştir. 

Karakteristik vektör alanı ξ  harmonik olan 3-boyutlu paradeğme metrik manifoldlar 

karakterize edilmiştir. Paradeğme metrik )~,~,~( νµκ -manifoldların tanımı kullanılarak, 

paradeğme metrik )~,~,~( νµκ -manifoldların bazı eğrilik özellikleri incelenmiştir. Ayrıca 

boyut 3 den büyük iken paradeğme metrik )~,~,~( νµκ -manifoldun )1~( −≠κ , paradeğme 

)~,~( µκ -manifolda dönüştüğü ispatlanmıştır. 1~,1~,1~ −<−=−> κκκ  olma durumlarına 

göre paradeğme metrik )~,~,~( νµκ -manifoldların özellikleri incelenip, her bir durum için 

örnek oluşturulmuştur. 

5.1. (2n+1)-boyutlu Paradeğme Metrik )~,~,~( νµκ -Manifoldlar ile İlgili Sonuçlar 

 Bu kısımda, paradeğme metrik )~,~,~( νµκ -manifoldların bazı özellikleri verilmiştir ve 

νµκ ~,~,~ değerleri değiştikçe paradeğme metrik )~,~,~( νµκ -manifoldlar D -homotetik 

deformasyonlar altında değişmediği ispatlanmıştır. Ayrıca M  nin boyutu 3 den büyük 

ve 1~ −≠κ  iken paradeğme metrik )~,~,~( νµκ -manifoldların paradeğme metrik )~,~( µκ -

manifoldlar olması gerektiği ispatlanıp literatürdeki ilk 5 boyutta 0~2 =h  olup 0~
≠h  

olan )0~,~,1( ≠− νµ -paradeğme manifold örneği verilmiştir. 

Tanım 5.1.1: ),( gM diferensiyellenebilir, yönlendirilmiş, bağlantılı, yarı-Riemann 

manifold ve sg  Sasaki metrik ile verilen teğet demet ),( sgTM olsun. M deki 

V vektör alanının enerjisi 

),(),(: sgTMgMV →  ye karşılık gelen enerjidir. M kompakt olduğunda, V nin 

enerjisi 
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∫∫ ∇+==
MM

s
g dvVgMvolndvgVizVE .

2
1),(

2
)(

2
1)( 2*  

ile belirlidir (Dragomir ve Perrone 2012). 

Kompakt olmama durumunda, kompakt bölgeler dikkate alınabilir.  

Tanım 5.1.2: ),(),(: sgTMgMV →  harmonik dönüşüm olması için gerek ve yeter 

şart 

[ ] 0,0),( =∇∇=⋅⋅∇ ∗ VVVRiz                                                                                  (5.1.1) 

özelliğinin sağlanmasıdır. 

Burada tüm ni ,...,1=  için 1),( ±== iii eeg ε  ile verilen { }nee ,...,1  yarı-ortonormal 

lokal çatısı için 

)( VVV
iieii ee

i
ei ∇

∗ ∇−∇∇=∇∇ ∑ε                                                                             (5.1.2) 

geçerlidir (Dragomir ve Perrone 2012). 

Herhangi reel sabit 0≠ρ  için { }ρχχ ρ =∈= 2:)()( WMWM  tanımlansın. Aynı 

uzunluktaki vektör alanlarına kısıtlanmış 
)(M

E ρχ
 enerji fonksiyoneli için kritik noktalar 

olan )(MV ρχ∈  vektör alanları gözönüne alınsın. 

Tanım 5.1.3: V  harmonik vektör alanı olması için gerek ve yeter şart  

VV ,∇∇∗  ile lineer bağımlı                                                                                     (5.1.3) 

şartının sağlanmasıdır (Dragomir ve Perrone 2012). 

Tanım 5.1.4: M  üzerinde birim teğet küre demeti MT1  ve MT1  üzerine indirgenmiş 

metrik sg  olsun. ),(),(: 1
sgMTgMV →  dönüşümünün harmonik olması için V   

harmonik vektör alanı olmalı ve ek şart olarak da  
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[ ] 0),( =⋅⋅∇ VVRiz                                                                                                   (5.1.4) 

şartı sağlanmalıdır (Abbassi ve ark. 2009). 

Tanım 5.1.5: )~,,,~,( gM ηξϕ  paradeğme metrik manifoldun ξ  karakteristik vektör 

alanı harmonik vektör alanı ise manifolda H -paradeğme manifold denir (Küpeli Erken 

ve Murathan 2013). 

Son zamanlarda, G. Calvaruso ve D. Perrone (Calvaruso ve Perrone arxiv) da tüm 3-

boyutlu homojen paradeğme metrik manifoldların H -paradeğme olduğunu yani  ξ  
karakteristik vektör alanı harmonik olan paradeğme metrik manifoldlar olduğunu 

ispatlamışlardır. 

J.Welyczko, herhangi 3-boyutlu paradeğme metrik manifoldların her zaman 

integrallenebildiğini ve 3-boyutlu paradeğme metrik manifoldlar için 

)~)((),~(~)~~( XhXYYXhXgYX −+−−=∇ ηξϕ                                                            (5.1.5) 

eşitliğinin sağlandığını ispatlamıştır (Welyczko 2014). 

Tanım 5.1.6: Bir )12( +n -boyutlu paradeğme metrik )~,~,~( νµκ -manifold paradeğme 

metrik manifolddur ve eğrilik tensör alanı 

( ) ( )
( )YhXXhY

YhXXhYYXXYYXR
~~)(~~)(~

~)(~)(~)()(~),(~

ϕηϕην

ηηµηηκξ

−+

−+−=                     (5.1.6) 

eşitliğini sağlar. Burada )(, TMYX Γ∈  ve ),~,~,~( νµκ M de diferensiyellenebilir 

fonksiyonlardır (Küpeli Erken ve Murathan 2013). 

Bu bölümde, (5.1.6) eşitliğini sağlayan paradeğme metrik manifoldların bazı özellikleri 

incelenecektir. 
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Yardımcı Teorem 5.1.1: )~,,,~,( gM ηξϕ )12( +n -boyutlu paradeğme metrik )~,~,~( νµκ -

manifold için aşağıdaki özellikler geçerlidir. 

)14.1.5(),~1(~2)~(

)13.1.5(,)~~)(),~~(~(~
)~)(),~(~(~))(),(~(~),(~

)12.1.5(~~~~~~~~,~~~~~~~

)11.1.5(),~~)(~~)((~
)~)(~)()(~1(

))()()(~1()~~~()~~~(

)10.1.5(),~)(~)((~
)~~)(~~)()(~1(

)~)(~)()~,(~2)(~1()~~()~~(

)9.1.5(1~  ),~)((),~(~)~~(

)8.1.5(,~2~

)7.1.5(,~)~1(~ 22

κνκξ

ϕηξϕν

ηξµηξκξ

ϕνµϕνϕµ

ϕηϕην

ηηµ

ηηκϕϕ

ηην

ϕηϕηµ

ϕηϕηξϕκ

κηξϕ

ξκξ

ϕκ

ξξ

+−=

−+

−+−=

+−=∇−=∇

−−

−−+

−+−=∇−∇

−−

−−+

−++−=∇−∇

−≠−+−−=∇

=

+=

XhYYXhg

XhYYXhgXYYXgYXR

hhhhhh

XhYYhX

XhYYhX

XYYXXhYh

XhYYhX

XhYYhX

XYYXYXgXhYh

XhXYYXhXgY

nQ

h

YX

YX

X



 

Burada MYveX , üzerinde vektör alanlarıdır ve Q~ ise )~,( gM  nin Ricci operatörüdür 

(Küpeli Erken ve Murathan 2013). 

İspat: (5.1.7)-(5.1.10) un ispatı Yardımcı Teorem 4.1.1 in ispatına benzerdir. (5.1.11) 

eşitliği (5.1.9), (5.1.10) ve 

))~~()~~((~~)~~(~)~~()~~~()~~~( XhYhXhYhXhYh YXYXYX ∇−∇+∇−∇=∇−∇ ϕϕϕϕϕ  eşitliğinin 

bir sonucudur. (5.1.10) da X yerine ξ  yazılırsa (5.1.12) denklemi elde edilir. (5.1.13) 
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ün ispatı (5.1.6) nın kullanılmasıyla kolaylıkla görülmektedir. ,~~~~ hh ϕϕ −=  oluşu, 

(5.1.7) ve (5.1.12) eşitlikleri gözönüne alınarak   

22 ~)~1(~2)~~~~~(~~)~~~~~()~~(~~)~~(~~ ϕκννϕµνϕµξξξ +−=−+−=∇+∇=∇ hhhhhhhhhhh         (5.1.15) 

elde edilir. (5.1.7) eşitliğinin ξ  ye göre türevi alınıp, (5.1.5) eşitliği kullanılırsa 

22 ~)~(~~ ϕκξξ =∇ h                                                                                                       (5.1.16) 

bulunur. (5.1.15) ve (5.1.16) denklemlerinin birleştirilmesiyle (5.1.14) eşitliğinin ispatı 

görülür.                                                               � 

(5.1.7) den 1~ −=κ  olan bir paradeğme )~,~,~( νµκ -manifold 0~ 2 =h eşitliğini sağlar. 

Değme metrik durumundan farklı olarak, g~ yarı-Riemann metriği olduğundan h~ sıfırdır 

ve manifold para-Sasakian dır denilemez.  

Önerme 4.1.2  yardımıyla aşağıdaki önerme verilebilir. 

Önerme 5.1.1: Eğer )~,,,~,( gM ηξϕ  bir paradeğme )~,~,~( νµκ -manifold ise ),,,( gηξϕ  

yapısı 

α
νν

α
αµµ

α
ακκ

~
,22~

,1~
2

2

=
−+

=
−+

=                                                            (5.1.17) 

olacak şekilde bir paradeğme metrik ),,( νµκ -yapıdır (Küpeli Erken ve Murathan 

2013). 

Aşağıda verilen sonucun ispatı, Sonuç 4.1.3 e benzerdir. 

Sonuç 5.1.1: 1~ −≠κ  için )~,,,~,( gM ηξϕ  bir paradeğme  )~,~,~( νµκ -manifold olsun. 

Böylece sırasıyla, 1~ −>κ  için h~  operatörüne ve 1~ −<κ  için h~~ϕ  operatörüne karşılık 

gelen matris köşegenleştirilebilir ve h~ ve h~~ϕ ya karşılık gelen matrisin karakteristik 

değerleri iiii eeheehh ϕλϕλξ ~~~~,~~,0~
−=== olacak şekilde 0, λ~  ve λ~−  dır. Burada 
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κλ ~1:~
+=  dır. ,)0(~ ξRDh = )~(),~( ~~ λλ −hh DD  ve ,)0(~~ ξϕ RD h = )~(),~( ~~~~ λλ ϕϕ −hh DD  

kendi aralarında ortogonaldir ve )~()~(~
~~ λλϕ hh DD =±  ve )~()~(~

~~~~ λλϕ ϕϕ hh DD =± . Ayrıca, 









Γ∈
+

±=± )(~
~1

1)~(~
DXXhXDh κ

λ   1~ −>κ  için                                           (5.1.18) 









Γ∈
−−

±=± )(~~
~1

1)~(~~
DXXhXD h ϕ

κ
λϕ ,  1~ −<κ  için                                   (5.1.19) 

denklemleri sağlanır. Burada +D ve −D sırasıyla; 1 ve -1 karakteristik değerlerine 

karşılık gelen ϕ~  nin karakteristik dağılımlarını belirtmektedirler. Son olarak, 1~ −>κ  

için +D , −D , )~(),~( ~~ λλ −hh DD  dört dağılım arasında herhangi ikisi ve 1~ −<κ  için 

+D , −D , )~(),~( ~~~~ λλ ϕϕ −hh DD  dört dağılım arasında herhangi ikisi ortogonaldir (Küpeli 

Erken ve Murathan 2013). 

Bundan sonra aksi belirtilmedikçe, )~(~ λ±hD 1~( −>κ durumunda) ve 

)~(~~ λϕ ±hD 1~( −<κ durumunda) nın indeksinin sabit olduğu kabul edilecektir. 

1~ −>κ için h~ nın veya 1~ −<κ durumu için h~~ϕ  köşegenleştirilebildiği için bir sonraki 

Yardımcı Teorem, Yardımcı Teorem 4.1.2 ye benzer olarak ispatlanabilir. 

Yardımcı Teorem 5.1.2: 1~ −≠κ  için )~,,,~,( gM ηξϕ  paradeğme metrik )~,~,~( νµκ - 

manifold olsun. Eğer 1~ −>κ  ise h~  nın karakteristik vektörlerinin 

{ }ξ,,...,,,..., 11 nn YYXX  bir lokal ortogonal ϕ~ -bazı ))~((,..., ~1 λhn DXX Γ∈  ve 

))~((,..., ~1 λ−Γ∈ hn DYY  ve eğer 1~ −<κ  ise h~~ϕ nın karakteristik vektörlerinin 

{ }ξ,,...,,,..., 11 nn YYXX  bir lokal ortogonal ϕ~ -bazı ))~((,..., ~~1 λϕhn DXX Γ∈  ve 

))~((,..., ~~1 λϕ −Γ∈ hn DYY   





+≤≤+−
≤≤

=−=
srir

ri
YYgXXg iiii 1,1

1,1
),(~),(~                                                         (5.1.20) 
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1~ −>κ  için =r indeks ))~(( ~ λ−hD  ve =−= rns indeks ))~(( ~ λhD   

1~ −<κ için  =r indeks ))~(( ~~ λϕ −hD  ve =−= rns indeks ))~(( ~~ λϕhD  olacak şekilde vardır 

(Küpeli Erken ve Murathan 2013). 

Yardımcı Teorem 5.1.3: Aşağıdaki diferensiyel denklem her )12( +n -boyutlu 

paradeğme metrik )~,~,~( νµκ -manifold )~,,,~,( gM ηξϕ için sağlanır. 

( ) ( )
( )

XhYYhXXhYYhX

XYYXYhXXhY

YhXXhYYXXY

~~)~(~~)~(~)~(~)~(

~)~(~)~(~~)(~~)()~(

~)(~)()~()()()~(0
22

ϕνϕνµµ

ϕκϕκϕηϕηνξ

ηηµξηηκξ

−+−+

−+−+

−+−=

                                     (5.1.21)  

(Küpeli Erken ve Murathan 2013). 

İspat: (5.1.6) denkleminin keyfi bir Z vektör alanına göre türevi alınıp, 

h~~~~ ϕϕξ +−=∇ eşitliği kullanılırsa 

( ) ( )
( )













∇−−+∇−+

∇++−∇
+













∇−−+∇−+

∇++−∇
+













∇−−+∇−+

∇++−∇
+

−+

−+−=∇

YhXYhZhXgZXgX

XhYXhZhYgZYgY

YhXYhZhXgZXgX

XhYXhZhYgZYgY

YXYZhXgZXgX

XYXZhYgZYgY

YhXXhYZ

YhXXhYZYXXYZYXR

ZZ

ZZ

ZZ

ZZ

ZZ

ZZ

Z

~~~)(~~))~~,(~)~,(~)~((

~~~)(~~))~~,(~)~,(~)~((~

~~)(~))~~,(~)~,(~)~((

~~)(~))~~,(~)~,(~)~((~

~)())~~,(~)~,(~)~((

~)())~~,(~)~,(~)~((~

~~)(~~)()~(

~)(~)()~()()()~(),(~~

ϕηϕϕϕη

ϕηϕϕϕη
ν

ηϕϕη

ηϕϕη
µ

ηϕϕη

ηϕϕη
κ

ϕηϕην

ηηµηηκξ

 

elde edilir. 

h~~~~ ϕϕξ +−=∇  eşitliği bulunan bu son denklemde tekrar kullanılırsa 
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( ) ( )
( )

[ ]

ZhYXRZYXR

YhXXhY

YhZhZXgXhZhZYg

YhXXhY

YhZhZXgXhZhZYg

YZhZXgXZhZYg

YhXXhYZ

YhXXhYZYXXYZ

YXRYXRYXRYXRYXR

ZZ

ZZ

ZZZZZ

~~),(~~),(~
)~~~)(()~~~)((

~~)~~~,(~~~)~~~,(~
~

)~~)(()~~)((

~)~~~,(~~)~~~,(~
~

)~~~,(~)~~~,(~~

~~)(~~)()~(

~)(~)()~()()()~(

~),(~)~,(~),~(~),(~~),,)(~~(

ϕϕ

ϕηϕη

ϕϕϕϕϕϕ
ν

ηη

ϕϕϕϕ
µ

ϕϕϕϕκ

ϕηϕην

ηηµηηκ

ξξξξξ

−+













∇−∇+

−++−
+













∇−∇+

−++−
+

−++−+

−+

−+−=

∇−∇−∇−∇=∇

 

bulunur. 

Bu son denklemde ikinci Bianchi özdeşliği kullanılırsa tüm )(,, TMZYX Γ∈ için 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

[ ]

YhXZRXhZYRZhYXR

YXZRXZYRZYXR

ZhXhYZhYXgYhZhX

YhXZgXhYhZXhZYg

ZhXhYZhYXgYhZhX

YhXZgXhYhZXhZYg

ZYXgYXZgXZYg
XhZZhXYXhZZhXYXZZXY

ZhYYhZXZhYYhZXZYYZX

YhXXhYZYhXXhYZYXXYZ

XZZY

YX

XZZY

YX

~~),(~~~),(~~~),(~
~),(~~),(~~),(~

))~~~()~~~)(((~~),~(~2))~~~()~~~)(((

~~),~(~2))~~~()~~~)(((~~),~(~2~

))~~()~~)(((~),~(~2))~~()~~)(((

~),~(~2))~~()~~)(((~),~(~2~

),~(~),~(~),~(~~2

~~)(~~)()~(~)(~)()~()()()~(

~~)(~~)()~(~)(~)()~()()()~(

~~)(~~)()~(~)(~)()~()()()~(0

ϕϕϕ

ϕϕϕ

ϕϕηϕϕϕϕη

ϕϕϕϕηϕϕ
ν

ηϕη

ϕηϕ
µ

ϕϕϕκ
ϕηϕηνηηµηηκ

ϕηϕηνηηµηηκ

ϕηϕηνηηµηηκ

−−−

+++













∇−∇++∇−∇+

+∇−∇+
+













∇−∇++∇−∇+

+∇−∇+
+

+++
−+−+−+

−+−+−+

−+−+−=

 

hesaplanır. Bulunan bu son denklemde Z yerine ξ yazılırsa  
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( ) ( ) ( )

[ ]

YhXRXhYRYXRXYR

hXhY

YhhXXhYh

hXhYYhhXXhYh

YXgXhYXhYXXY

YhXYhXYYX

YhXXhYYhXXhYYXXY

X

YYX

XYYX

~~),(~~~),(~~),(~~),(~
))~~~()~~~)(((

))~~~()~~~)((())~~~()~~~(~

))~~()~~)((())~~()~~)((())~~()~~(~
),~(~~2~~)~(~)~())()(~(

~~)~(~)~()()~(

~~)(~~)()~(~)(~)()~()()()~(0

ϕξϕξϕξϕξ

ξϕϕη

ϕξϕηϕϕ
ν

ξηξηµ

ξϕκϕνµξηκ

ϕνµξηκ

ϕηϕηνξηηµξηηκξ

ξ

ξ

ξξ

−−++













∇−∇+

∇−∇+∇−∇
+

∇−∇+∇−∇+∇−∇+

+−−−+

++−+

−+−+−=

 

elde edilir. (5.1.10), (5.1.11) ve (5.1.13) eşitlikleri son denklemde kullanılırsa (5.1.21) 

denklemi bulunur.                                                                                                              � 

Teorem 5.1.1: )~,,,~,( gM ηξϕ 1~ −≠κ ve 1>n  için )12( +n -boyutlu paradeğme metrik 

)~,~,~( νµκ -manifold olsun. M  bir paradeğme )~,~( µκ -manifolddur. Yani µκ ~,~  sabit ve 

ν~  sıfır fonksiyonudur (Küpeli Erken ve Murathan 2013). 

İspat: İlk önce 1~ −<κ olduğu kabul edilsin. Sonuç 5.1.1 ve Yardımcı Teorem 5.1.2 

nihXXhXXh iiii ,...,1,0~,~~~~~,~~~ ==−== ξϕλϕϕλϕ  olacak şekilde  
{ }ξϕϕ ,~,...,~,,..., 11 nn XXXX  bir lokal ortogonal ϕ~ -bazının varlığını ifade eder. (5.1.21) 

denkleminde iXX =  ve iXY ϕ~=  yazılırsa 

0)~)(~(~)~(~)~)(~( =++ νϕλµλκϕ iii XXX                                                                      (5.1.22) 

0)~(~)~)(~(~)~( =−− νλµϕλκ iii XXX                                                                           (5.1.23) 

denklemleri elde edilir. 

1>n  olduğundan ji ≠  için X  ve Y  yi sırasıyla iX  ve jX  ile yer değiştirilirse 

(5.1.21) eşitliği 

0)~(0)~(~)~( ==+ µνλκ iii XveXX                                                                         (5.1.24) 

halini alır. 
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Son olarak yine (5.1.21) eşitliğinde ji ≠  için X  ve Y  yerine sırasıyla iXϕ~  ve jXϕ~  
yazılırsa 

0)~)(~(0)~)(~(~)~)(~( ==− µϕνϕλκϕ iii XveXX                                                           (5.1.25) 

bulunur. 

(5.1.22), (5.1.23), (5.1.24) ve (5.1.25) denklemlerinden 

0)~)(~()~()~)(~()~()~)(~()~( ====== νϕνµϕµκϕκ iiiiii XXXXXX                          (5.1.26) 

elde edilir. 

(5.1.26) denklemi kullanılarak ηµξµ )~(~ =d  olduğu ve böylece 

ηµξηµξµ dddd )~()~()~(0 +∧==                                                                           (5.1.27) 

eşitliği bulunur. 

Sırasıyla ),~(),( ξϕξ ii XveX  çiftlerine (5.1.27) uygulanılırsa 

ηµξξµξ )~()~( =d                                                                                                      (5.1.28) 

elde edilir. 

(5.1.28) denklemi (5.1.27) de kullanılırsa 0)~( =µξ  Yani, µ~  fonksiyonunun sabit 

olduğu görülür. Benzer tartışma ile κ~  fonksiyonunun da sabit olduğu görülebilir. 

(5.1.14) denkleminden de 0~ =ν olduğu bulunur. 

Şimdi 1~ −>κ olduğu kabul edilsin. Sonuç 5.1.1 ve Yardımcı Teorem 5.1.2 yardımıyla 

nihXXhXXh iiii ,...,1,0~,~~~~,~~
==−== ξϕλϕλ  olacak şekilde  

{ }ξϕϕ ,~,...,~,,..., 11 nn XXXX  bir lokal ortogonal ϕ~ -bazı kurulabilir. Aynı prosedür takip 

edilerek, µκ ~~ ve  nün sabit ve ν~  nün de sıfır fonksiyonu olduğu görülebilir.                 � 
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Uyarı 5.1.1: 1~ −=κ  için (5.1.7) den 0~ 2 =h  elde edilir. g~ metriği pozitif tanımlı 

olmadığından 0~
=h  ve manifold para-Sasakian dır denilemez. O halde akla şu soru 

gelebilir. Boyutu 3 den büyük olan ve 0~ 2 =h  şartını sağlayan fakat 0~
≠h  olan bir 

)~,1( µ− -paradeğme metrik manifold var mıdır? Aşağıdaki örnek ile Cappelleti Montano 

ve  Di Terlizzi, 5 boyut için olumlu bir cevap verilmiştir  

Örnek 5.1.1: g, ξ,,,, 2121 YYXX  bazı ile verilen 5-boyutlu bir Lie cebiri olsun ve 

sıfırdan farklı Lie braketleri aşağıdaki gibi tanımlansın. 

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] 2211122

21211221

2,,2,),(2,

,2,,2,,2,

YXYXYYX

YYXYXXXX

−=−=+=

−===

ξξξ

ξ

 

G, Lie cebiri g olan bir Lie grubu olsun. G de tüm { }2,1, ∈ji  için 

0),(~),(~,1),(~,0),(~),(~
1)(,0)()(,~,~0~

1221 =====
===−===

YXgYXgYXgYYgXXg
veYXYYXXve

iijiji

iiiiii ξηηηϕϕξϕ
 

olacak şekilde bir )~,,,~( gηξϕ  sol-invaryant paradeğme metrik yapısı tanımlansın. Basit 

hesaplamalar sonucunda, 11
~ YXh −=   olduğundan, 0~ 2 =h  olup 0~

≠h  şartının 

sağlandığı görülebilir. Ayrıca, 2~,1~ =−= µκ  olan bir paradeğme metrik )~,~( µκ -

manifold elde edilmiş olunur (Cappelleti Montano ve  Di Terlizzi 2010). 

),,( νµκ -değme metrik durumu için (Koufogiorgos ve ark. 2008) manifoldun 

boyutunun 3 den büyük olması durumunda ya Sasakian ya da ),( µκ -değme metrik 

olması gerektiğini ispatlamışlardır. Aşağıdaki örnek 5 boyutta 0~ 2 =h  olup 0~
≠h  olan 

ilk )0~,~,1( ≠− νµ -paradeğme manifold örneğidir. 
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Örnek 5.1.2: },,,,{ 2121 ξYYXX  bazı ile verilen 5-boyutlu Lie cebiri g olsun. Lie 

bracketleri 

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] 121211111

2122212122

22212111

3
1,,0,,0,,2,

,2
3
2,,

3
1

3
2,,,

,,,
3
1

3
1,,,

YXYYYYYYX

YYYXYYYXYX

YXXXXXYX

===−=

−−=−−==

=−−==

ξξ

ξξ

ξξ

 

ile tanımlıdır. G, Lie cebiri g olan Lie grup olmak üzere, G üzerinde )~,,,~( gηξϕ  sol 

invaryant paradeğme metrik yapısı  

)2,1(1),(~,1),(~),(~
2211 =−=== iYXgYXgg ξξ ve 

0)()(,1)(,~,~,0~ ===−=== iiiiii YXYYXX ηηξηϕϕξϕ  verilsin. Burada 

.2,1,0~,~
=== iYhYXh iii  Böylece ( G , g~,,,~ ηξϕ ), 2)~(0~,0~2 =≠= hrankvehh olan 

3~,1~,1~ −=−=−= νµκ  olacak şekilde  paradeğme metrik )~,~,~( νµκ -manifold dur 

(Küpeli Erken ve Murathan 2013). 

5.2. 3-boyutlu Paradeğme Metrik )~,~,~( νµκ -Manifoldların Sınıflandırılması 

Bu kısım, 3-boyutlu paradeğme metrik )~,~,~( νµκ -manifoldların sınıflandırılmasına 

ayrılmıştır. Ayrıca 3-boyutlu paradeğme metrik manifoldlar için ξ  karakteristik vektör 

alanının  harmonik vektör alanı olması için gerek ve yeter şartın ξ  karakteristik vektör 

alanının, Ricci operatörünün bir karakteristik vektörü olması gerektiği ispatlanmıştır. 

Ayrıca yine 3-boyutlu M  paradeğme metrik manifoldunun karakteristik vektör alanı ξ  

harmonik ise, ,M  M  nin her açık ve yoğun alt cümlesinde paradeğme metrik 

)~,~,~( νµκ -manifold olduğu ve tersine eğer M  bir paradeğme metrik )~,~,~( νµκ -manifold 

ise M nin karakteristik vektör alanı ξ  harmonik olduğu ispatlanmıştır. Ayrıca bu 

bölümde, 1~ −=κ  olan paradeğme metrik )~,~,~( νµκ -manifoldların para-Sasakian 

manifold olması gerekmediği gösterilmiştir. Böylelikle, değme Riemann durumu ile 

fark ortaya konulmuştur.  



 

114 
 

 

 Riemann iç çarpımı ile verilen lineer dönüşüme karşılık gelen matris her zaman 

diagonelleşebilir. Fakat yarı-Riemann iç çarpımı ile verilen lineer dönüşüme karşılık 

gelen matris her zaman diagonelleşemez (Petrov 1969). 

Özellikle, 3
1M  Lorentz tipindeki manifolda indirgenen g~  metriğinin matris gösterimi, 

yani 3
1M  in A  lineer operatörü, 3

1MTp  de { }321 ,, eee  çatısına göre aşağıdaki 4 

formdan birine konulabilir. Burada MMTp ,3
1 nin p noktasındaki tanjant uzayıdır 

(Magid 1985). 

,
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gAIV

gAIII

gAII

gAI

λ
λ

λ

λ
λ

γλ
λγ

λ
λ

λ

λ
λ

λ

 

(I) ve (III) durumlarının g~ matrislerine 3
1MTp  in bir ortonormal bazı karşılık gelirken, 

(II) ve (IV) durumlarının g~ matrislerine 3
1MTp  in bir yarı-ortonormal bazı { },,, 321 eee  

0),(~),(~),(~),(~
32312211 ==== eegeegeegeeg  ve 1),(~),(~

3321 == eegeeg  olacak 

şekilde karşılık gelir. 

3 -boyutlu yarı-Riemann manifoldunun eğrilik tensörü aşağıdaki eşitliği sağlar (O’Neill 

1983). 

)),(~),(~(
2

),~(~),~(~~),(~~),(~),(~

YZXgXZYgr
YZXQgXZYQgYQZXgXQZYgZYXR

−−

−+−=
                        (5.2.1) 
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h~  tensörü kanonikal form (I) e sahip olsun. ),~,,,~,( gM ηξϕ 3 -boyutlu paradeğme 

metrik manifold olsun. M  manifoldunun  

{ }
{ } MkombirninpphMpU

MphMpU

⊂=∈=

⊂≠∈=

.,0)(~
0)(~

2

1  

olacak şekilde 1U  ve 2U  açık alt cümleleri göz önüne alınsın. 

h~  nın M  de diferensiyellenebilir fonksiyon olmasından dolayı, ,21 UU ∪ M  nin açık 

ve yoğun alt cümlesi olur. Böylece 21 UU ∪  de sağlanan her özellik M  de de sağlanır. 

Herhangi 21 UUp ∪∈  noktası için, p nin bir komşuluğundaki h~  nın özvektörlerinin 

bir lokal ortonormal { }ξϕ ,~~,~ ee ϕ~ -bazı, 1),(~)~~,~~(~)~,~(~ ===− ξξϕϕ geegeeg  olacak 

şekilde vardır. 1U  de λ~ sıfırdan farklı diferensiyellenebilir fonksiyon olmak üzere, 

eeh ~~~~ λ=  yazılırsa, 0~
=hiz  olduğundan eeh ~~~~~~ ϕλϕ −=  elde edilir. λ~  özdeğer 

fonksiyonu M  de süreklidir ve 21 UU ∪  de diferensiyellenebilirdir. Böylece 

,~h { }ξϕ ,~~,~ ee  lokal ortonormal ϕ~ -bazına göre aşağıdaki forma sahiptir. 

















−
000
0~0
00~

λ
λ

                                                                                                            (5.2.2) 

Bu durumda, h~  operatörü 1h  tipindedir denilir. 

Yardımcı Teorem 5.2.1: ),~,,,~,( gM ηξϕ h~  operatörü 1h  tipinde olan 3 -boyutlu 

paradeğme metrik manifold olsun. O halde, M  manifoldunun 1U  açık alt cümlesinde 

kovaryant türev için aşağıdaki eşitlikler geçerlidir. 
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,~~)1~(~),)~1(~~~~~),~~~~~) ~~~ eiiieaeiieaei eee ϕλξξλϕϕ −=∇−+=∇=∇  

,~)1~(~),~~~~),)1~(~~~~) ~~~~~~ eviebevebeiv eee +−=∇′=∇+−′=∇ λξϕξλϕ ϕϕϕ  

,~~~~),~~~~) ebeviiiebevii =∇=∇ ϕϕ ξξ                                                                               (5.2.3) 

[ ] [ ] ,~)1~(,~~),~~)1~(,~) ebexebeix −−−=−−= λξϕϕλξ  

[ ] ,2~~~~~~,~) ξϕϕ +′−= ebeaeexi  

burada 

[ ] [ ] ηξ ξσλϕσ
λ

λϕσ
λ

ϕ ker),(~,)~(~)~~(~~2
1,)~)(~~()~(~~2

1~),~~,~~(~ ⋅=+−=′−=∇= Seebeeaeegb dır 

(Küpeli Erken ve Murathan 2013). 

İspat: Her X vektör alanı için ξX∇~  kovaryant türevinin tanımından (3.4.5) de 

X yerine sırasıyla e~  ve e~~ϕ  alınırsa  

eeeehe

eeeehe

e

e

~)1~(~~~~~~~~~~~
,~~)1~(~~~~~~~~~~~

~~

~

+−=−−=+−=∇

−=+−=+−=∇

λλϕϕϕϕξ

ϕλϕλϕϕϕξ

ϕ

 

bulunur. Ayrıca, 

eeeg

egeeegeeege
~~)~~,~~(~

),~~(~~~)~~,~~(~~)~,~~(~~~

ϕϕ

ξξϕϕ

ξ

ξξξξ

∇=

∇+∇+∇−=∇  

yazılır. Burada )~~,~~(~ eegb ϕξ∇=  olarak alınırsa ebe ~~~~ ϕξ =∇  elde edilir. Benzer olarak, 

diğer kovaryant türevler kolayca hesaplanabilir. 

(5.2.1) denkleminde ξϕ === ZveeYeX ~~,~  olarak alınıp, ),~(~)(~ XQgX ξσ = oluşu 

kullanılarak, 
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eeeeeeR ~)~~(~~~)~(~)~~,~(~ ϕσϕσξϕ +−=                                                                             (5.2.4) 

bulunur. 

YhYY
~~~~ ϕϕξ +−=∇  nin diferensiyelinden elde edilen 

                      XhYhXYYXR YXYX )~~~()~~~()~~()~~(),(~ ϕϕϕϕξ ∇−∇+∇+∇−=  
denklemi kullanılarak 

eaeebe

ebh

ebeeeaheaee

ebheeahe

eheheheh

eheheeR

ee

eeee

ee

~~)~~2)~(~~(~)~2)~(~(

))1~(~~(~~
)~(~~~)~(~~))~1(~~(~~)~~~(~~)~(~

))1~(~~(~~)~~~(~))~1(~~(~~)~~(~

~~~~~~~~~~~~~~~~~~

~)~~~(~~)~~~()~~,~(~

~~~

~~~~~~

~~~

ϕλλϕλλ

ξλϕϕ

λϕλϕξλϕϕλλ

ξλϕϕϕλξλϕλ

ϕϕϕϕϕϕ

ϕϕϕξϕ

ϕ

ϕϕ

ϕ

−−+′−−=

+−′+

′−−−+−−−=

+−′+∇−−+−−∇=

∇+∇−∇−∇=

∇−∇=

   (5.2.5) 

yazılır. O halde, (5.2.4) ve (5.2.5) eşitliklerinden 

                                  )~(~~~2)~(~~),~~(~~2)~(~ eaeebe σλλϕϕσλλ =+=′−−  

elde edilir. Bundan dolayı aveb ~′  fonksiyonları 

                                 [ ] [ ])~(~)~~(~~2
1,)~)(~~()~(~~2

1~ λϕσ
λ

λϕσ
λ

eebeea +−=′−=  

şeklinde yazılabilir.                                                                                                           � 

Önerme 5.2.1: ),~,,,~,( gM ηξϕ h~  operatörü 1h  tipinde olan 3 -boyutlu paradeğme 

metrik manifold olsun. O halde, M  manifoldunun 1U  açık altcümlesinde  

shbh )~(~~2~~ λξϕξ +−=∇                                                                                              (5.2.6) 
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eşitliği geçerlidir. Burada eeseesss ~~~~,~~,0, ϕϕξ −===  olacak şekilde tanımlı bir 

(1,1)-tipinde bir tensör alanıdır (Küpeli Erken ve Murathan 2013). 

İspat: Öncelikle h~  operatörünün ξ  vektör alanı yönündeki değişimi incelensin. O 

halde (5.2.3) kullanılarak, 

eshb

eeb

eheheh

~))~(~~2(

~)~(~~~2

)~~(~~~~~)~~(

λξϕ

λξϕλ
ξξξ

+−=

+=

∇−∇=∇

                                                                                  (5.2.7) 

ve 

eshb

eeb

eheheh

~~))~(~~2(

~~)~(~~2

)~~~(~~~~~~~)~~(

ϕλξϕ

ϕλξλ

ϕϕϕ ξξξ

+−=

−−=

∇−∇=∇

                                                                                (5.2.8) 

hesaplanır. Bunlara ilaveten,  

ξλξϕξξ ))~(~~2(0)~~( shbh +−==∇                                                                              (5.2.9) 

olduğu açıktır. Böylece (5.2.7), (5.2.8) ve (5.2.9) dan istenilen eşitlik elde edilir.          � 

Uyarı 5.2.1: 2U  açık alt cümlesinde 0~
=h  olduğundan 0~~)~( =∇= hs ξλξ  olacaktır. 

Önerme 5.2.2: ),~,,,~,( gM ηξϕ h~  operatörü 1h  tipinde olan 3 -boyutlu paradeğme 

metrik manifold olsun. O halde M  üzerinde aşağıdaki eşitlik geçerlidir. 

222 ~
2

),(~
~~ ϕξξϕ Sh =−                                                                                              (5.2.10) 

(Küpeli Erken ve Murathan 2013). 

İspat: Sonuç 3.6.1 den )1~(22),(~ 22 −=+−= λξξ izhS  olur. İspatı tamamlamak için 

22 ~~ ϕ−h  ifadesinin baz elemanlarına göre değerleri hesaplansın. Gerçekten, 



 

119 
 

 

eSeeeeeh ~~
2

),(~
~)1~(

2
2~~~~~~~ 22222 ϕξξλλϕ =−=−=−  

ve 

eSeeeeeh ~~~
2

),(~
~~)1~(

2
2~~~~~~~~~~ 22232 ϕϕξξϕλϕϕλϕϕ =−=−=−  

dır. Ayrıca, 0~
2

),(~
~~ 222 ==− ξϕξξξϕξ Sh  olacağından bulunan bu son denklemlerden 

ispat tamamlanır.                                                                                                               � 

Yardımcı Teorem 5.2.2: ),~,,,~,( gM ηξϕ h~  operatörü 1h  tipinde olan 3 -boyutlu 

paradeğme metrik manifold olsun. O halde Q~  Ricci operatörü  

eeeehbIaQ ~~)~~(~~)~(~)~(~)~~(~~ 2
11 ϕηϕσησξϕσϕξη ξ ⊗+⊗−⊗+∇−⊗+=                (5.2.11) 

eşitliğini sağlar. Burada 1a  ve 1b  diferensiyellenebilir fonksiyonları, sırasıyla, 

2
~1 2

1
ra +−= λ  ve 

2
)1~(3 2

1
rb −−= λ  şeklinde tanımlanmıştır. 

Ayrıca Q~  Ricci operatörünün bileşenleri 

.~~)~2(~)~()~~(~~~~
,~~)~(~)~2()~(~~~

,~~)~~(~~)~(~)(~

1

1

11

ebaeeeQ

eebaeeQ

eeeebaQ

ϕλλξξϕσϕ

ϕλξλξσ

ϕϕσσξξ

+++=

−−+=

+−+=

                                                               (5.2.12) 

şeklindedir (Küpeli Erken ve Murathan 2013). 

İspat: (5.2.1) den herhangi X  vektör alanı için  

),)((
2

~)(~),(~),(~),(~~ ξηξηξξξξξξ XXrQXXQXSXSXRXl −−−+−==  

elde edilir. (3.6.1) denklemi kullanılarak son denklem 
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))((
2

~)(),(~),(~)~~(~~~~ 22 ξηξηξξξξϕϕ ξ XXrQXXSXSXhXhXXQ −+++−∇−+−=  

halini alır. 

),(~)(),~(~),(~ 2 ξξηξϕξ SXXSXS +=  olduğundan 

XrQXSX

XSXSXhXSXQ

2

22

~
2

~)(),(~)(

),~(~),(~)~~(~~
2

),(~~

ϕξηξξξη

ξξϕξξϕϕξξ
ξ

+++

+−∇−=
                                 (5.2.13) 

denklemi elde edilir. 

ξξξϕϕσσξ ),(~~~)~~(~~)~(~~ SeeeeQ ++−=                                                                      (5.2.14) 

denkleminin var olduğu kolayca görülebilir. 

(5.2.14) denklemi (5.2.13) de kullanılırsa, herhangi X  vektör alanı için 

eeXeeX

XXhXrXrXQ

~~)~~(~)(~)~(~)(

)~(~)~~(~)(
2

)1~(3
2

~1~ 222

ϕϕσηση

ξϕσϕξηλλ ξ

+−

+∇−





 −−+






 +−=

                (5.2.15) 

elde edilir. Böylece, (5.2.15) den ispat görülür. (5.2.12) denklemi (5.2.6) ve (5.2.15) den 

kolayca elde edilebilir.                                                                                                      � 

h~  tensörü kanonikal form (II) ye sahip olsun. ),~,,,~,( gM ηξϕ 3 -boyutlu paradeğme 

metrik manifold olsun. ,p  M  manifoldunun bir noktası olsun. p  nin bir 

komşuluğunda bir lokal yarı-ortonormal { }ξ,, 21 ee  bazı  
0),(~),(~),(~),(~

212211 ==== ξξ egegeegeeg  ve 1),(~
21 =eeg  olacak şekilde 

vardır. 
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Yardımcı Teorem 5.2.3: ,U M nin 0~
≠h  olacak şekilde bir açık alt cümlesi olsun. Her 

Up ∈  için p  nin bir komşuluğunda 

                 2211221
~,~0~,0~,~ eeeeveheheeh =±==== ϕϕξ  

eşitlikleri geçerlidir (Küpeli Erken ve Murathan 2013). 

İspat: h~  tensörü bir yarı-ortonormal { }ξ,, 21 ee  bazına göre  kanonikal form (II) ye 

sahip olduğundan 

0~,~~,~~
22211 ==+= ξλλ heeheeeh  olur. 0~

=ξh  ve iz( 0)~
=h olduğundan 0~

=λ  
bulunur. Diğer yandan, (1,1) tipindeki ϕ~  tensör alanının yarı-ortonormal { }ξ,, 21 ee  
bazına göre  anti-simetrik oluşu kullanılırsa 

















000
0~~
0~~

2221

1211
ϕϕ
ϕϕ

                                                                                               (5.2.16) 

yazılır. 

Bu durumda, (3.2.2) ve (5.2.16) denklemleri kullanılarak 

                               
22121121

12222111
~0),~(~~),~(~

,~0),~(~~0),~(~

ϕϕϕϕ
ϕϕϕϕ

−==−==
====

eegeeg
eegveeeg

 

elde edilir. Diğer yandan 

                1),(~~~)~,~(~
21221121 =−== eegeeg ϕϕϕϕ  

elde edilir. Son iki denklemden 1~
2 =eϕ  bulunur ki bu da ispatı tamamlar. 

.                                                                                                                          .                 

                                                                                                                                         � 
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Böylece ,~h { }ξ,, 21 ee  lokal ortonormal ϕ~ -bazına göre 

                                                              
















000
001
000

 

formuna sahiptir. Bu durumda, h~  operatörü 2h  tipindedir denilir. 

Uyarı 5.2.2: Genelliği bozmadan 2211
~,~ eeee −== ϕϕ olduğu kabul edilebilir. Ayrıca, 

0~0~ 2 =≠ hikenh  elde edilebilir. 

Yardımcı Teorem 5.2.4: ),~,,,~,( gM ηξϕ h~  operatörü 2h  tipinde olan 3 -boyutlu 

paradeğme metrik manifold olsun. O halde, M  manifoldunun U açık alt cümlesinde 

kovaryant türev için aşağıdaki eşitlikler geçerlidir. 

,~),~),~) 21222121 111
eeiiiebeiiebei eee −−=∇+=∇+−=∇ ξξξ  

,~),~~),~~) 2222121 222
eviebevebeiv eee =∇=∇−−=∇ ξξ  

,~),~) 222121 eaeviiieaevii −=∇=∇ ξξ                                                                          (5.2.17) 

[ ] [ ] ,)1(,),)1(,) 2222121 eaexeeaeix +=−+−= ξξ  

[ ] ,2~,) 221221 ξ++= ebebeexi  

burada ),(~
2
1)(~

2
1~,),~(~),,~(~

112122212 1
eSebeegbeega e ξσξ −=−=∇=∇= dır  

(Küpeli Erken ve Murathan 2013). 
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İspat: XhXX
~~~~ ϕϕξ +−=∇  denkleminde X yerine sırasıyla 1e  ve 2e  alınırsa iii) ve 

vi) denklemleri elde edilir. 

viii) nın ispatı için 

221

22121222

),~(~
),~(~),~(~),~(~~

eeeg

egeeegeeege

ξ

ξξξξ ξξ

∇−=

∇+∇+∇=∇
 

yazılabilir. 

Burada ),~(~
212 eega ξ∇=  olarak tanımlanırsa 222

~ eae −=∇ξ  elde edilir. Benzer olarak, 

diğer kovaryant türevler kolayca hesaplanabilir. 

(5.2.1) denkleminde ξ=== ZveeYeX 21 ,  olarak alınıp, ),~(~)(~ XQgX ξσ = oluşu 

kullanılarak, 

122121 )(~)(~),(~ eeeeeeR σσξ +−=                                                                             (5.2.18) 

bulunur. 

Diğer yandan, YhYY
~~~~ ϕϕξ +−=∇  nin diferensiyelinden elde edilen 

                      XhYhXYYXR YXYX )~~~()~~~()~~()~~(),(~ ϕϕϕϕξ ∇−∇+∇+∇−=  
denklemi kullanılarak 

22

1221

~2

)~~~()~~~(),(~
21

eb

eheheeR ee

=

∇−∇= ϕϕξ
                                                                       (5.2.19) 

yazılır. O halde, (5.2.18) ve (5.2.19) eşitlikleri kıyaslanırsa 

),(~0)(~,~2)(~
2221 eSebe ξσσ ==−=                                                                        (5.2.20) 

elde edilir. Bundan dolayı 2
~b fonksiyonu (5.2.20) den görülür.                                        � 
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Önerme 5.2.3: ),~,,,~,( gM ηξϕ h~  operatörü 2h  tipinde olan 3 -boyutlu paradeğme 

metrik manifold olsun. O halde M  manifoldunun U açık altcümlesinde, 

hah ~~2~~
2ϕξ =∇                                                                                                          (5.2.21) 

eşitliği geçerlidir (Küpeli Erken ve Murathan 2013). 

İspat: (5.2.17) kullanılarak, 

222

12221

2

)~~2(0)~~(

,)~~2(2)~~(

,)~~2(0)~~(

ehaeh

ehaeaeh

hah

ϕ

ϕ

ξϕξ

ξ

ξ

ξ

==∇

=−=∇

==∇

 

olur. Böylece bulunan bu son denklemlerden istenilen eşitlik elde edilir. 

Sonuç 3.6.1 den 2),(~
−=ξξS  olur. 22 ~~ ϕ−h  ifadesinin baz elemanlarına göre değerleri 

hesaplanırsa, 

2
2

2
2

2
2

1
2

1
2

1
2

222

~
2

),(~
~~

,~
2

),(~
~~

,0~
2

),(~
~~

eSeeh

eSeeh

Sh

ϕξξϕ

ϕξξϕ

ξϕξξξϕξ

=−

=−

==−

                                                                                (5.2.22) 

elde edilir.                                                                                                                          � 

O halde aşağıdaki önerme verilebilir. 

Önerme 5.2.4: ),~,,,~,( gM ηξϕ h~  operatörü 2h  tipinde olan 3 -boyutlu paradeğme 

metrik manifold olsun. O halde M  üzerinde aşağıdaki eşitlik geçerlidir. 

222 ~
2

),(~
~~ ϕξξϕ Sh =−                                                                                              (5.2.23) 
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(Küpeli Erken ve Murathan 2013). 

Yardımcı Teorem 5.2.5: ),~,,,~,( gM ηξϕ h~  operatörü 2h  tipinde olan 3 -boyutlu 

paradeğme metrik manifold olsun. O halde Q~  Ricci operatörü  

21
2 )(~)~(~)~~(~~ eehbIaQ ⊗+⊗+∇−⊗+= ησξϕσϕξη ξ

                                          (5.2.24) 

eşitliği ile verilir. Burada a  ve b  diferensiyellenebilir fonksiyonları, sırasıyla, 

2
1 ra +=  ve 

2
3 rb −−=  şeklinde tanımlanmıştır (Küpeli Erken ve Murathan 2013). 

İspat: Herhangi X  vektör alanı için 3-boyutta geçerli olan 

),)((
2

~)(~),(~),(~),(~~ ξηξηξξξξξξ XXrQXXQXSXSXRXl −−−+−==  

denkleminde (3.6.1) denklemi kullanılarak 

))((
2

~)(

),(~),(~)~~(~~~~ 22

ξηξη

ξξξξϕϕ ξ

XXrQX

XSXSXhXhXXQ

−++

+−∇−+−=
                                      (5.2.25) 

elde edilir. 

ξηϕ ⊗−= I2~  eşitliğinden yararlanılarak bulunan 

),(~)(),~(~),(~ 2 ξξηξϕξ SXXSXS +=  denklemi (5.2.26) da kullanılırsa 

XrQX

SXXSXSXhXSXQ

2

22

~
2

~)(

),(~)(),~(~),(~)~~(~~
2

),(~~

ϕξη

ξξξηξξϕξξϕϕξξ
ξ

++

++−∇−=
         (5.2.26) 

denklemi elde edilir. 

Yarı-ortonormal { }ξ,, 21 ee  bazı ve (5.2.20) denkleminin kullanılmasıyla 
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ξξξσξ ),(~)(~~
21 SeeQ +=                                                                                         (5.2.27) 

denkleminin var olduğu kolayca görülebilir. 

(5.2.27) denklemi (5.2.26) de kullanılırsa, herhangi X  vektör alanı için 

21
2 )(~)()~(~)~~(~)(

2
3

2
1~ eeXXXhXrXrXQ σηξϕσϕξη ξ ++∇−






 −−+






 +=    (5.2.28)                              

elde edilir. Böylece, (5.2.28) dan ispat görülür.                                                                � 

Yardımcı Teorem 5.2.5 in bir sonucu olarak Q~  Ricci operatörünün bileşenleri 

22

2111

21

~
,2)(~~

,)(~)(~

eaeQ

aeeaeeQ

eebaQ







=

−+=

++=

ξσ

σξξ

                                                                                     (5.2.29) 

ile verilebilir. 

h~  tensörü kanonikal form (III) e sahip olsun. ),~,,,~,( gM ηξϕ 3 -boyutlu paradeğme 

metrik manifold ve p  de M nin bir noktası olsun. p nin bir komşuluğunda bir lokal 

ortonormal { }ξϕ ,~~,~ ee ϕ~ -bazı 1),(~)~~,~~(~)~,~(~ ===− ξξϕϕ geegeeg  olacak şekilde vardır. 

0~,1 ≠hU  olduğu M nin bir açık alt cümlesidir. 2U  de p nin bir komşuluğundaki 

0~
=h  olan Mp ∈ noktalarının bir açık alt cümlesidir. ,21 UU ∪ M nin bir açık alt 

cümlesidir. 

Her 1Up ∈  için, p  nin bir açık komşuluğu, λ~  sıfırdan farklı diferensiyellenebilir 

fonksiyon olmak üzere, 0~~~~~~,~~~~~
=−== ξλϕϕλ hveeeheeh  olacak şekilde vardır. 

0~
=hiz  olduğundan ,~h { }ξϕ ,~~,~ ee  lokal ortonormal ϕ~ -bazına göre aşağıdaki forma 

sahiptir. 
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 −
=

000
00~
0~0

~ λ
λ

h                                                                                                    (5.2.30) 

Bu durumda, h~  operatörü 3h  tipindedir denilir. 

Yardımcı Teorem 5.2.6: ),~,,,~,( gM ηξϕ h~  operatörü 3h  tipinde olan 3 -boyutlu 

paradeğme metrik manifold olsun. O halde, M  manifoldunun 1U  açık alt cümlesinde 

kovaryant türev için aşağıdaki eşitlikler geçerlidir. 

,~~~~~),~~~~),~~~~~) ~3~3~ eeiiieaeiieaei eee λϕξξϕξλϕ +−=∇+=∇+=∇  

,~~~~~),~~~~~),~~~~) ~~3~~3~~ eeviebevebeiv eee ϕλξξλϕξϕ ϕϕϕ −−=∇+=∇−=∇  

,~~~~~),~~~~~) 33 ebeviiiebevii =∇=∇ ϕϕ ξξ                                                                            (5.2.31) 

[ ] [ ] ,~~~~)~1(,~~),~~)~1(~~,~) 33 eebexebeeix ϕλξϕϕλξ −+−=+−=  

[ ] ,2~~~~~,~) 33 ξϕϕ +−= ebeaeexi  

burada 

[ ] [ ] ηξ ξσλϕϕσ
λ

λσ
λ

ϕ ker333 ),(~,)~(~~)~~(~~2
1,)~)(~()~(~~2

1),~~,~~(~~
⋅=+−=−=∇= Seeaeebeegb dır

(Küpeli Erken ve Murathan 2013). 

İspat: Her X vektör alanı için ξX∇~  kovaryant türevinin tanımından (3.4.5) de 

X yerine sırasıyla e~  ve e~~ϕ  alınırsa iii) ve vi) görülür. 

bulunur. viii) nin ispatı için, 

eeeg

egeeegeeege
~)~~,~~(~

),~~~(~~~)~~,~~(~~)~,~~~(~~~

ϕ

ξξϕϕϕϕϕ

ξ

ξξξξ

∇=

∇+∇+∇−=∇  
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yazılır. Burada )~~,~~(~~
3 eegb ϕξ∇=  olarak alınırsa ebe ~~~~

3=∇ ϕξ  elde edilir. Benzer olarak, 

diğer kovaryant türevler kolayca hesaplanabilir. 

(5.2.1) denkleminde ξϕ === ZveeYeX ~~,~  olarak alınırsa, 

                                      eeQgeeQgeeR ~),~~~(~~~),~~(~)~~,~(~ ξϕϕξξϕ +−=  

bulunur. 

),~(~)(~ XQgX ξσ = oluşu kullanılarak, 

eeeeeeR ~)~~(~~~)~(~)~~,~(~ ϕσϕσξϕ +−=                                                                            (5.2.32) 

elde edilir. 

YhYY
~~~~ ϕϕξ +−=∇  nin diferensiyelinden elde edilen 

                      XhYhXYYXR YXYX )~~~()~~~()~~()~~(),(~ ϕϕϕϕξ ∇−∇+∇+∇−=  
denklemi kullanılarak 

eebeea

eheheeR ee

~~))~(~~2(~))~(~~~2(

~)~~~(~~)~~~()~~,~(~

33

~~~

ϕλλλϕλ

ϕϕϕξϕ ϕ

−−+−−=

∇−∇=
                                            (5.2.33) 

yazılır. O halde, (5.2.32) ve (5.2.33) eşitliklerinden 

                                  )~(~~2)~(~),~~(~~2)~(~~
33 ebeeae σλλϕσλλϕ =+=−−  

elde edilir. Bundan dolayı 33 aveb  fonksiyonları 

                                 [ ] [ ])~(~~)~~(~~2
1,)~)(~()~(~~2

1
33 λϕϕσ

λ
λσ

λ
eeaeeb +−=−=  

şeklinde yazılabilir.                                                                                                           � 
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Önerme 5.2.5: ),~,,,~,( gM ηξϕ h~  operatörü 3h  tipinde olan 3 -boyutlu paradeğme 

metrik manifold olsun. O halde, M  manifoldunun 1U  açık alt cümlesinde  

shbh )~(~~~2~~
3 λξϕξ +−=∇                                                                                          (5.2.34) 

eşitliği geçerlidir. Burada eeseesss ~~~,~~~,0, −=== ϕϕξ  olacak şekilde tanımlı bir 

(1,1)-tipinde bir tensör alanıdır (Küpeli Erken ve Murathan 2013). 

İspat: Öncelikle h~  operatörünün ξ  vektör alanı yönündeki değişimi incelensin. O 

halde (5.2.31) kullanılarak, 

eshbeebeh

eshbeebeh

shbh

~~))~(~~~2(~)~(~~~~2~~)~~(

,~))~(~~~2(~~)~(~~~2~)~~(

,))~(~~~2(0)~~(

33

33

3

ϕλξϕλξϕλϕ

λξϕϕλξλ

ξλξϕξ

ξ

ξ

ξ

+−=−−=∇

+−=+=∇

+−==∇

 

denklemleri bulunur ve ispat tamamlanır.                                                                         � 

Önerme 5.2.6: ),~,,,~,( gM ηξϕ h~  operatörü 3h  tipinde olan 3 -boyutlu paradeğme 

metrik manifold olsun. O halde M  üzerinde aşağıdaki eşitlik geçerlidir. 

222 ~
2

),(~
~~ ϕξξϕ Sh =−                                                                                              (5.2.35) 

(Küpeli Erken ve Murathan 2013). 

İspat: Sonuç 3.6.1 den )1~(22),(~ 22 +=+−= λξξ izhS  olur. İspatı tamamlamak için 

22 ~~ ϕ−h  ifadesinin baz elemanlarına göre değerleri hesaplansın. Gerçekten, 

eSeeh

eSeeh

Sh

~~~
2

),(~
~~~~~

,~~
2

),(~
~~~~

,0~
2

),(~
~~

232

222

222

ϕϕξξϕϕ

ϕξξϕ

ξϕξξξϕξ

=−

=−

==−

                                                                              (5.2.36) 
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bulunan bu son denklemlerden (5.2.35) denklemi elde edilir.                                          � 

Yardımcı Teorem 5.2.7: ),~,,,~,( gM ηξϕ h~  operatörü 3h  tipinde olan 3 -boyutlu 

paradeğme metrik manifold olsun. O halde Q~  Ricci operatörü  

eeeehbIaQ ~~)~~(~~)~(~)~(~)~~(~~ 2 ϕηϕσησξϕσϕξη ξ ⊗+⊗−⊗+∇−⊗+=                (5.2.37) 

eşitliğini sağlar. Burada a  ve b  diferensiyellenebilir fonksiyonları, sırasıyla, 

2
~1 2 ra ++= λ  ve 

2
)1~(3 2 rb −+−= λ  şeklinde tanımlanmıştır. 

Ayrıca Q~  Ricci operatörünün bileşenleri 

eaebeeQ

ebeaeeQ

eeeebaQ

~~))~((~~~2)~~(~~~~
,~~~~2~))~(()~(~~~

,~~)~~(~~)~(~)(~

3

3

ϕλξλξϕσϕ

ϕλλξξσ

ϕϕσσξξ

+++=

−++=

+−+=

                                                               (5.2.38) 

şeklindedir (Küpeli Erken ve Murathan 2013). 

İspat: (5.2.1) den herhangi X  vektör alanı için  

),)((
2

~)(~),(~),(~),(~~ ξηξηξξξξξξ XXrQXXQXSXSXRXl −−−+−==  

elde edilir. (3.6.1) denklemi kullanılarak son denklem 

))((
2

~)(

),(~),(~)~~(~~~~ 22

ξηξη

ξξξξϕϕ ξ

XXrQX

XSXSXhXhXXQ

−++

+−∇−+−=
                                      (5.2.39) 

halini alır. 

),(~)(),~(~),(~ 2 ξξηξϕξ SXXSXS +=  olduğundan (5.2.39) denklemi 
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XrQX

SXXSXSXhXSXQ

2

22

~
2

~)(

),(~)(),~(~),(~)~~(~~
2

),(~~

ϕξη

ξξξηξξϕξξϕϕξξ
ξ

++

++−∇−=
         (5.2.40) 

şeklinde yazılabilir. S~  Ricci tensörü { }ξϕ ,~~,~ ee  ortonormal bazına göre 

ξξξϕϕσσξ ),(~~~)~~(~~)~(~~ SeeeeQ ++−=                                                                      (5.2.41) 

yazılır. 

(5.2.41) denklemi (5.2.40) de kullanılırsa, herhangi X  vektör alanı için 

eeXeeX

XXhXrXrXQ

~~)~~(~)(~)~(~)(

)~(~)~~(~)(
2

)1~(3
2

~1~ 222

ϕϕσηση

ξϕσϕξηλλ ξ

+−

+∇−





 −+−+






 ++=

             (5.2.42) 

elde edilir. Böylece, (5.2.42) den ispat görülür. (5.2.38) denklemi (5.2.34) ve (5.2.42) 

den kolayca elde edilebilir.                                                                                                � 

h~  tensörü kanonikal form (IV) e sahip olsun. ),~,,,~,( gM ηξϕ 3 -boyutlu paradeğme 

metrik manifold olsun. ,p  M  manifoldunun bir noktası olsun. p  nin bir 

komşuluğunda bir lokal yarı-ortonormal { }321 ,, eee  bazı  
0),(~),(~),(~),(~

32312211 ==== eegeegeegeeg  ve 1),(~),(~
3321 == eegeeg  olacak 

şekilde vardır. h~  tensörü kanonikal form  (IV) e sahip olduğundan (bir yarı-ortonormal 

{ }321 ,, eee  bazına göre) 32322311
~~~~,~~ eeehveeeheeeh λλλ +==+=  eşitlikleri 

geçerlidir. λ~3),~(~),~(~),~(~~0 331221 =++== eehgeehgeehghiz  olduğundan 0~
=λ  elde 

edilir. Bir yarı-ortonormal { }321 ,, eee  bazına göre 
332112 ),(~),(~),(~ eegeegeeg ξξξξ ++=  yazılabilir. 0~

=ξh  olduğundan 

2332 ),(~),(~0 eegeeg ξξ +=  bulunur. Böylece 21 ),(~ eeg ξξ =  elde edilir ki bu da 

),(~1 ξξg=  olmasıyla çelişir. O halde bu durum söz konusu olmaz. 
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Teorem 5.2.1: ),~,,,~,( gM ηξϕ 3 -boyutlu paradeğme metrik manifold olsun. ξ  

karakteristik vektör alanının harmonik vektör alanı olması için gerek ve yeter şart ξ  

karakteristik vektör alanının, Ricci operatörünün bir karakteristik vektörü olmasıdır 

(Küpeli Erken ve Murathan 2013). 

İspat: Uygun bir (yarı)-ortonormal baza göre, ,~h aşağıda verilen 3 tane formdan birine 

dahil olabilir. 

1. Durum: ,~h 1h  tipinde olsun. 

(5.1.2) den  

ξλϕϕσσ

ξξξξξ ϕϕϕ ϕ

)1~(2~~)~~(~~)~(~

~~~~~~~~

2

~~~~~~~~~~~
~~~

+++−=

∇−∇∇+∇+∇∇−=∇∇ ∇∇
∗

eeee

eeeeee ee  

elde edilir. (5.1.3) ve (5.2.12) denklemleri kullanılarak 

                                ξλξϕσσ )1~(2~0)~~(~)~(~ 2 −=== Qveee  

bulunur. 

2. Durum: ,~h 2h  tipinde olsun. 

Yarı-ortonormal { }ξ,, 21 ee  bazından bir ortonormal { }ξϕ ,~~,~ ee  bazı 

1)~~,~~(~1)~,~(~,
2

~~,
2

~ 2121 =−=
+

=
−

= eegveeegeeeeee ϕϕϕ                                   (5.2.43) 

olacak şekilde kurulabilir. Bu yeni baz sistemine göre ,~h  

)~~~(
2
1~~~~~ eeeheh ϕϕ +−==                                                                                         (5.2.44) 

şeklinde yazılabilir. 
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Yardımcı Teorem 5.2.4 kullanılarak 

,
2
3~))(~

2
1(

2
1~~~,

2
1~~))(~

2
1(

2
1~~

12~12~ ξσϕξϕσ ++−=∇+−−=∇ eebeeebe ee  

,
2
1~~))(~

2
1(

2
1~~,

2

~~3~~
12~~~ ξϕσϕξ ϕ −−−=∇

−
=∇ eebeee

ee                                           (5.2.45) 

,
2

~~~~,
2
1~))(~

2
1(

2
1~~~

~~12~~
eeeebe ee

ϕξξσϕ ϕϕ
−−

=∇+−−=∇  

(5.1.2) ve (5.2.45) denklemleri yardımıyla 

ξϕ
σ

ξξξξξ ϕϕϕ ϕ

2)~~~(
2

)(~

~~~~~~~~

1

~~~~~~~~~~~
~~~

+−=

∇−∇∇+∇+∇∇−=∇∇ ∇∇
∗

eee
eeeeee ee

                                                  (5.2.46) 

bulunur. 

(5.1.3) ve (5.2.46) dan 0)(~
1 =eσ  elde edilir. (5.2.29) denkleminden ξ  karakteristik 

vektör alanının, Ricci operatörünün bir karakteristik vektörü olduğu görülür. 

3. Durum: ,~h 3h  tipinde olsun. 

(5.1.2) kullanılarak 

ξξξξξ ϕϕϕ ϕ eeeeee ee
~~~~~~~~~~~

~~~

~~~~~~~~
∇∇

∗ ∇−∇∇+∇+∇∇−=∇∇  

           ξλϕϕσσ )~1(2~~)~~(~~)~(~ 2−++−= eeee  

elde edilir. 

(5.1.3) den 0)~~(~)~(~ == ee ϕσσ bulunur. (5.2.38) dan ξλξ )~1(2~ 2+−=Q  elde edilir ve 

ispat tamamlanır.                                                                                                               � 
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Teorem 5.2.2: ),~,,,~,( gM ηξϕ 3 -boyutlu paradeğme metrik manifold olsun. 

Karakteristik vektör alanı ξ  harmonik ise, M  nin her açık ve yoğun alt cümlesinde 

paradeğme metrik )~,~,~( νµκ -manifold vardır ve tersine eğer M  bir paradeğme metrik 

)~,~,~( νµκ -manifold ise M  nin karakteristik vektör alanı ξ  harmonik vektör alanıdır 

(Küpeli Erken ve Murathan 2013). 

İspat: Teoremin ispatı uygun bir (yarı)-ortonormal baza göre, 3 durum için 

verilecektir. 

1. Durum: ,~h 1h  tipinde olsun. 

ξ  harmonik vektör alanı olduğundan, Q~  nun karakteristik vektörü ξ  dir. Böylece, 

0~ =σ elde edilir. (5.2.11) denkleminde hs ~
~
1
λ

=  yazılırsa  

hhbbIaQ ~~~
)~(~2~

11 ϕ
λ
λξξη −−⊗+=                                                                        (5.2.47) 

elde edilir.  

(5.2.1) denkleminde ξ=Z  yazıp (5.2.48) kullanılırsa 

( ) ( )
( )YhXXhY

YhXXhYbYXXYYXR

~~)(~~)(~
)~(

~)(~)(2)()()1~(),(~ 2

ϕηϕη
λ
λξ

ηηηηλξ

−−

−−−−=
 

λ
λξνµξξκ ~

)~(~,2~,
2

),(~
~ −=−== bS  olacak şekilde elde edilir.  

Böylece, bu tip için 1~ −>κ  olduğu açıktır ve (5.2.48) denklemi kullanılarak  

hhQQ ~~2~~~2~~~~ νϕµϕϕ −=− eşitliği bulunur. 
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2. Durum: ,~h 2h  tipinde olsun. 

(5.2.25) denkleminde 0~ =σ yazılırsa 

habIaQ ~2~
2−⊗+= ξη                                                                                          (5.2.48) 

elde edilir. Bu denklem M deki herhangi vektör alanları için  

ξξξξ ),(~~ SQ =                                                                                                         (5.2.49) 

eşitliğini sağlar. 

(5.2.1) denkleminde ξ=Z  yazılırsa herhangi X  vektör alanı için  

))()((
2

~)(~)(),(~),(~),(~

XYYXr
XQYYQXYSXSYXR

ηη

ηηξξξ

−+

+−+−=
                                          (5.2.50) 

bulunur. 

(5.2.48) ve (5.2.49) denklemleri (5.2.50) de kullanılırsa 

( ) ( )YhXXhYaYXXYYXR ~)(~)(2)()(),(~
2 ηηηηξ −−−−=  

22~,
2

),(~
~ aS

−== µξξκ olacak şekilde elde edilir.  

Böylece, bu tip için 1~ −=κ  olduğu açıktır ve (5.2.49) denklemi kullanılarak  

ϕµϕϕ ~~~2~~~~ hQQ =−  eşitliği bulunur. 

 

 

 



 

136 
 

 

3. Durum: ,~h 3h  tipinde olsun. 

,M  bir H -paradeğme metrik manifold olduğundan 0~ =σ dır. (5.2.37) denkleminde 

hs ~
~
1
λ

=  yazılırsa  

hhbbIaQ ~~~
)~(~~2~

3 ϕ
λ
λξξη 








−−⊗+=                                                                     (5.2.51) 

elde edilir. Bu denklem M deki herhangi vektör alanları için  

ξξξξ ),(~~ SQ =                                                                                                         (5.2.52) 

eşitliğini sağlar. 

(5.2.1) denkleminde ξ=Z  yazılırsa herhangi X  vektör alanı için  

))()((
2

~)(~)(),(~),(~),(~

XYYXr
XQYYQXYSXSYXR

ηη

ηηξξξ

−+

+−+−=
                                          (5.2.53) 

bulunur. 

(5.2.51) ve (5.2.52) denklemleri (5.2.53) de kullanılırsa 

( ) ( )
( )YhXXhY

YhXXhYbYXXYYXR

~~)(~~)(~
)~(

~)(~)(~2)()()~1(),(~
3

2

ϕηϕη
λ
λξ

ηηηηλξ

−−

−−−−−=

 

λ
λξνµξξκ ~

)~(~,~2~,
2

),(~
~

3 −=−== bS  olacak şekilde elde edilir.  

Böylece, bu tip için 1~ −<κ  olduğu açıktır ve (5.2.51) denklemi kullanılarak 

hhQQ ~~2~~~2~~~~ νϕµϕϕ −−=−  eşitliği bulunur. 
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Tersine M  bir paradeğme metrik )~,~,~( νµκ -manifold olsun. Teorem 5.2.1 ve (5.1.8) 

denklemi kullanılarak  ξ  nin harmonik vektör alanı olduğu elde edilir. Böylece ispat 

tamamlanmış olur.                                                                                                             � 

Yardımcı Teorem 5.2.8: ),~,,,~,( gM ηξϕ 3 -boyutlu paradeğme metrik manifold olsun. 

h~  kanonikal formu, herhangi bir noktanın açık komşuluğunda sabittir. Yani, aynı formu 

korur. h~  kanonikal formu, bir açık alt kümede farklı noktalarda farklı formlarda 

bulunamaz (Küpeli Erken ve Murathan 2013). 

İspat: MU ,1 nin 0~
≠h  olacak şekildeki açık alt kümesi ve qpUqp ≠∈ ,, 1 olsun. 

1. Durum: 3
1MTp  de ,~

ph  kanonikal form (I) e sahip olsun. Bu durumda, bir ortonormal 

{ }ξϕ ,~~,~ ee ϕ~ -bazı 1),(~)~~,~~(~)~,~(~ ===− ξξϕϕ geegeeg  ve 

0~,~~)(~)~~(~,~)(~)~(~
=−== ξϕλϕλ ppp hepehepeh                                                       (5.2.54) 

olacak şekilde vardır. 

3
1MTq  de ,~

qh  kanonikal form (II) ye sahip olduğu kabul edilsin. Yardımcı Teorem 5.2.3 

yardımıyla q  nun bir komşuluğunda  

3322113221 ,0~,~,~0~,0~,~ eeeeeeveeheheeh qqq ==−===== ξϕϕϕ  ve 

1),(~),(~,0),(~),(~),(~),(~
332132312211 ====== eegeegeegeegeegeeg  

olacak şekilde bir yarı-ortonormal { }321 ,, eee  bazı  inşa edilebilir. 

2
~~,

2
~ 2121 eeEeeE +

=
−

= ϕ                                                                                      (5.2.55) 

yazılarak vegEEgEEg 1),(~)~~,~~(~)~,~(~ ===− ξξϕϕ  
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)~~~(
2
1~~~~~ EEEhEh qq ϕϕ +−==                                                                                     (5.2.56) 

olacak şekilde bir ortonormal baz elde edilir. 

Böylece { } { }ξϕξϕ ,~~,~,~~,~ EEspanMTveeespanMT qp ==  teğet uzayları aynı boyut ve 

indekse sahiptir. O halde, MTp  den MTq  ye qpF =)(  ve 

ξξϕϕ === ∗∗∗ )(,~~)~~(,~)~( FEeFEeF                                                                      (5.2.57) 

olacak şekilde bir ∗F  lineer izometri mevcuttur. 

(5.2.54) ve (5.2.57) denklemlerinden yararlanılarak 

EqehFEqehF pp
~~)(~)~~~(,~)(~)~~( ϕλϕλ −== ∗∗                                                               (5.2.58) 

bulunur. 

(5.2.56) ve (5.2.58) dan  

                                                    )(~2~0 22 qhiz q λ==  

bulunur ki bunun anlamı 0)(~
=qλ  olmasıdır. O halde 1Uq ∈  seçilmesi ile çelişki elde 

edilir.  

2. Durum: 3
1MTp  de ,~

ph  kanonikal form (I) e sahip olsun. 3
1MTq  de ,~

qh  kanonikal 

form (III) e sahip olduğu kabul edilsin. Bu durumda, q  noktasının bir komşuluğunda 
bir lokal ortonormal { }ξϕ ,~~,~

11 ff ϕ~ -bazı 1),(~)~~,~~(~)~,~(~
1111 ===− ξξϕϕ gffgffg  ve 

111111
~)(~)~~(~,~~)(~)~(~ fqfhfqfh qq λϕϕλ −==  

olacak şekilde inşa edilebilir. { } { }ξϕξϕ ,~~,~,~~,~
11

3
1

3
1 ffspanMTveeespanMT qp ==  teğet 

uzayları aynı boyut ve indekse sahiptir. O halde, 3
1MTp  den 3

1MTq  ye qpT =)(  ve 
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ξξϕϕ === ∗∗∗ )(,~~)~~(,~)~( 11 TfeTfeT                                                                      (5.2.59) 

olacak şekilde bir ∗T  lineer izometri mevcuttur. O halde 

11
~~)(~)~~~(,~)(~)~~( fqehTfqehT pp ϕλϕλ −== ∗∗                                                               (5.2.60) 

bulunur. 

(5.2.59) ve (5.2.60) den  

                                                    )(~2~)(~2 222
1 qhizq q λλ ==−  

bulunur ki bunun anlamı 0)(~)(~
1 == qq λλ  olmasıdır. O halde 1Uq ∈  seçilmesi ile 

çelişki elde edilir.  
3. Durum: 3

1MTp  de ,~
ph  kanonikal form (III) e sahip olsun. Bu durumda, bir 

ortonormal { }ξϕ ,~~,~ ee ϕ~ -bazı 1),(~)~~,~~(~)~,~(~ ===− ξξϕϕ geegeeg  ve 

0~,~)(~)~~(~,~~)(~)~(~
=−== ξλϕϕλ ppp hepehepeh olacak şekilde vardır. 3

1MTq  de ,~
qh  

kanonikal form (II) ye sahip olduğu kabul edilsin. 1. Durum daki ispata benzer olarak, 

                                                        )(~2~0 22 qhiz q λ==  

bulunur ki bunun anlamı 0)(~
=qλ olmasıdır. O halde 1Uq ∈  seçilmesi ile çelişki elde 

edilir. İspat tamamlanır.                                                                                                    � 
Bu bölüm aşağıda verilen teorem ile bitirilecektir. 

Teorem 5.2.3: ),~,,,~,( gM ηξϕ 3 -boyutlu paradeğme metrik )~,~,~( νµκ -manifold olsun. 

),()~,(: 1
sgMTgM →ξ  karakteristik vektör alanı harmonik dönüşüm ise paradeğme 

)~,~,~( νµκ -manifold, paradeğme )~,~( µκ -manifold olur. Yani 0~ =ν  dır (Küpeli Erken ve 

Murathan 2013). 
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İspat: (5.1.6) denklemi ve eğrilik tensörünün özellikleri kullanılarak 

( ) ( )
( )WhXWXhg

WhXWXhgWXWXgXWR
~~)(),~~(~~

~)(),~(~~)(),(~~),(~

ϕηξϕν

ηξµηξκξ

−+

−+−=
                        (5.2.61) 

elde edilir. ξ  karakteristik vektör alanı harmonik vektör alanı olduğundan (5.1.4) nolu 

eşitliği hesaplamak yeterli olacaktır. 

1. Durum: 1~ −>κ  olduğunu varsayalım. 

(5.2.2) ve (5.2.3) ve (5.2.61) denklemlerinin (5.1.4) de kullanılmasıyla  

[ ] ξνλϕξλϕξλξξ ~~2~~)~,(~)1~(~)~~,(~)1~(),( 2=++−=⋅⋅∇ eeReeRRiz  

elde edilir. O halde [ ] 0),( =⋅⋅∇ ξξRiz  olması için gerek ve yeter şart 0~ =ν olmasıdır. 

2. Durum: 1~ −=κ  olduğunu varsayalım. 

Bu durumda 0~ =ν dır. (5.2.43), (5.2.44), (5.2.45) denklemlerinin (5.1.4) de 

kullanılmasıyla [ ] 0),( =⋅⋅∇ ξξRiz  elde edilir. 

3. Durum: 1~ −<κ  olduğunu varsayalım. 

(5.2.30) ve (5.2.31) denklemlerinin (5.1.4) de kullanılmasıyla  

[ ] ξνλξξ ~~2),( 2−=⋅⋅∇Riz  

elde edilir. O halde [ ] 0),( =⋅⋅∇ ξξRiz  olması için gerek ve yeter şart 0~ =ν olmasıdır. 

Böylece ispat tamamlanır.                                                                                                 � 
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5.3. Bir Uygulama 

Bu kısımda, 0)( =MIξ  ile verilen Sasakian olmayan ),,( sbt=νµκ -değme metrik 

manifold ile 3-boyutlu paradeğme metrik )~,~,~( νµκ -manifold arasında ilişki verilmiştir. 

1~ −=κ  olup para-Sasakian olmayan örnek ve 1~ −>κ ve 1~ −<κ olma durumlarına göre 

3-boyutlu paradeğme metrik )~,~,~( νµκ -manifold örnekleri verilmiştir. 

İlk önce 3 -boyutlu değme metrik manifoldların özellikleri verilecektir. 

),,,,,( gM ηξϕ 3 -boyutlu değme metrik manifold olsun. M  manifoldunun  

{ }
{ } MkombirninpphMpU

MphMpU

⊂=∈=

⊂≠∈=

.,0)(

0)(

0

 

olacak şekilde U  ve 0U  açık alt cümleleri göz önüne alınsın. 

h  nın M  de diferensiyellenebilir fonksiyon olmasından dolayı, ,0UU ∪ M nin açık ve 

yoğun alt cümlesi olur. Böylece 0UU ∪  da sağlanan her özellik M  de de sağlanır. 
Herhangi 0UUp ∪∈  noktası için, p nin bir komşuluğundaki h  nın özvektörlerinin bir 

lokal ortonormal { }ξϕ ,, ee ϕ -bazı vardır. U  da, λ sıfırdan farklı diferensiyellenebilir 

fonksiyon olmak üzere, ehe λ=  eeh λϕϕ −=  eşitlikleri geçerlidir. 

Yardımcı Teorem 5.3.1: M  manifoldunun U açık alt cümlesinde kovaryant türev için 

aşağıdaki eşitlikler geçerlidir. 

ξλϕϕϕ ϕξ )1(,, −+−=∇=∇=∇ eceebeeae ee                                                        (5.3.1) 

ceebeeaee ee =∇++−=∇−=∇ ϕξλϕϕ ϕξ ,)1(,                                                      (5.3.2) 

ee ee )1(,)1(,0 λξϕλξξ ϕξ −=∇+−=∇=∇                                                             (5.3.3) 

sahh )(2 λξϕξ +−=∇                                                                                               (5.3.4) 
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burada a  bir diferensiyellenebilir fonksiyondur ve  

),()(),)((
2
1 eSQeAAeb ξηλϕ
λ

==+=                                                                  (5.3.5) 

),()(),)((
2
1 eSeQBBec ϕξϕηλ
λ

==+=                                                                (5.3.6) 

eesesess ϕϕξ −=== ,,0,  olacak şekilde tanımlı bir (1,1)-tipinde bir tensör alanıdır 

(Gouli-Andreou ve ark. 1998). 

Boeckx, Sasakian olmayan ),( µκ -değme metrik manifoldların bir lokal 

sınıflandırmasını ),( µκ -değme metrik manifoldların αD -homotetik deformasyona 

göre invaryant kalan 

κ

µ

−

−
=

1
2

1
MI                                                                                                              (5.3.7) 

sayısına göre vermiştir (Boeckx 2000). 

),,( vµκ -değme metrik manifoldlar için aşağıdaki eşitlikler verilmiştir. 

1,)1( 22 ≤−= κϕκh                                                                                                 (5.3.8) 

))()((
))()()(1())()()(1()()(

hXYhYX
hYXhXYYXXYXhYh YX

ϕηϕην
ηηµηηκϕϕ

−+
−−+−−=∇−∇

      (5.3.9) 

,)()(),1(2)( λνλξκνκξ =−=                                                                                (5.3.10) 

,hhh νϕµξ +=∇                                                                                                      (5.3.11) 

(Koufogiorgos ve ark. 2008). 

 0)( =MIξ  ile verilen Sasakian olmayan ),,( νµκ -değme metrik manifoldların bir 

sınıflandırılması aşağıdaki teorem ile verilmiştir (Küpeli Erken ve Murathan 2014). 
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Teorem 5.3.1: ),,,,,( gM ηξϕ 0)( =MIξ  ve 0≠= sbtν  ile verilen Sasakian olmayan 

),,( νµκ -değme metrik manifold olsun. 

1) M  nin herhangi noktasında,  

)11(2),11(2 κµκµ −−=−+= veya  

eşitliklerinden biri geçerlidir. 

2) M  nin herhangi bir p noktasında, MUp ⊆∈  ile verilen )),,(,( zyxU  haritası 

i) µκ ,  fonksiyonları sadece zx, değişkenlerine bağlıdır. 

ii) Eğer )11(2 κµ −+=  ya da ))11(2( κµ −−= , hg,,,, ϕξη  tensör alanları 

),,(
zyx ∂

∂
∂
∂

∂
∂  bazına göre 

,, adzdx
x

−=
∂
∂

= ηξ  
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gdaya
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a
hdayab

a
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olacak şekilde mevcuttur. Burada, 
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x

x

x

ezrzx

zsezr
zr
zryzfyybzfyadaya

zsezr
zr
zryzfyyb

zfya

ν

ν

ν

λλ

ν
νν

ν
νν

)(),(

),)()(2
)(
)(

22
)(

2
),(2(

)()(2
)(
)(

22
)(

2

)(2

2

2

==

++
′

−−=+−=

++
′

−−−=

+=

 

Şimdi 0)( =MIξ  ile verilen Sasakian olmayan ),,( νµκ -değme metrik manifold ile 3-

boyutlu paradeğme metrik manifold arasında ilişki verilsin. 

Teorem 3.7.3, 3-boyutlu Sasakian olmayan ),,( νµκ -değme metrik manifold için adapte 

edilip ispat için aynı teknikler kullanılırsa aynı sonuç aşağıdaki teorem ile verilebilir. 

Teorem 5.3.2: ),,,,( gM ηξϕ  Sasakian olmayan değme metrik ),,( νµκ -manifold 

olsun. M  nin )~,,,~( gηξϕ  kanonikal paradeğme metrik yapısı  

  ,
1
1:~ h

κ
ϕ

−
=         ηηη

κ
⊗+

−
= .)(.,

1
1:~ hdg                                                   (5.3.12) 

ile verilir (Küpeli Erken ve Murathan 2013). 

),( gM  ve )~,( gM  nün Levi-Civita konneksiyonları arasındaki ilişki bir sonraki önerme 

ile verilmiştir. 

Önerme 5.3.1: ),,,,( gM ηξϕ  Sasakian olmayan değme metrik ),,( νµκ -manifold 

olsun. g  ve g~  nün Levi-Civita konneksiyonları arasındaki ilişki herhangi 

)(, TMYX Γ∈  için 
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−−
+

−
+

−−−



















∇−+−
−

−
+

−−−+
−+

−
−

−−

−
−

−
−∇

−
+∇=∇

)
1
1(),(

)1(
1

)
1
1()

1
1(

)1(
2
1

)())((),(),(
12

)1(

)()(1),(1),(
12
1

)(
2

)(
2

)1()(
2
1

)(
1
1)(

1
1)(

)1(2
1~

22

2

κ
ϕϕ

κ

ϕ
κ

ϕ
κκ

ξ
ηηϕ

κ
µ

ηηκκ
κ

ϕηνϕηµϕη

η
κ

η
κ

ϕϕ
κ

hgradhYXg

XYYX

YYXYXgYhXg

YXYXgYhXg

XYXYhXY

hYXhXYYhhYY

X

XXX

              (5.3.13) 

şeklindedir (Küpeli Erken ve Murathan 2013). 

İspat: (5.3.12) ve Koszul formulu kullanılırsa 

[ ]

),()1(),()1(),()1(

)())(()(),()(),()(),(2

)(]),([)],,([
1
1

)(]),([)],,([
1
1

)(]),([)],,([
1
1

)()(),(
1
1

)()(),(
1
1

)()(),(
1
1),~(~2

hYXgZhZXgYhZYgX

ZYXZYXdXZYdYZXd

XZYhXZYg

YXZhYXZg

ZYXhZYXg

YXhYXgZ

ZXhZXgY

ZYhZYgXZYg X

ϕ
λ

ϕ
λ

ϕ
λ

ηηηηηηηη

ηηϕ
κ

ηηϕ
κ

ηηϕ
κ

ηηϕ
κ

ηηϕ
κ

ηηϕ
κ

−++

+−++









+

−
−









+

−
+









+

−
+









+

−
−









+

−
+









+

−
=∇

 

elde edilir. hϕ nın  g  metriğine göre simetrik oluşu ve 0=∇g  oluşu kullanılırsa 
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[ ]

),()
1
1(),()

1
1(),()

1
1(

)())(()(),()(),()(),(2
),)((),)((

),)((),(2
1
1),~(~2

hYXgZhZXgYhZYgX

ZYXZYXdXZYdYZXd
XYhgXZhg

YZhgZYhg
ZYg

ZY

XX
X

ϕ
κ

ϕ
κ

ϕ
κ

ηηηηηηηη
ϕϕ

ϕϕ

κ

−
−

−
+

−
+

+−++









∇−∇+

∇+∇

−
=∇

 

denklemi bulunur. 

(5.3.9) denklemi kullanılıp, uzun bir hesap yapıldıktan sonra 









+−

−−+−

−
+































−
−

−
+

−
+

−−+
−

−

−
−∇+∇

−

=∇

ZYXYXg
XhYgXhYgYXg

g

ZgradhYXg

hXYhYX

YXXYhXYhXY

XYYhYh

gZYg

XX

X

,))((2),(2
),(),()1(),()1(

12
1

)),
1
1(),(

)
1
1()

1
1((

2
1

)()())(
2

)(
2

)1(

)(
2

)1()(
2
1(

1
1

),~(~

ξηλξϕλ
ξϕνξµξκ

κ

κ
ϕ

ϕ
κ

ϕ
κ

ϕηϕηϕηνηµ

ηκϕϕ
κ

      (5.3.14) 

denklemi elde edilir. 

)~(),~(~ YYg XX ∇=∇ ηξ  olduğundan (5.3.12) ve (5.3.14) denklemleri kullanılarak 

ξϕνηηκ
κ

ϕϕ
κ

ϕ
κ

κ

ϕηϕηκ

ϕηνηµηκϕϕϕ

)),(),()()(2),((
2

1

))
1
1(),()

1
1()

1
1((

2
1

))()((1

)(
2

)(
2

)1()(
2

)1()(
2
1~

YhXgYhXgYXYXg

gradhYXghXYhYX

YXXY

hXYhXYXYYhYhYh XXX

−−+−
−

+

−
−

−
+

−
−

+

+−−

+
−

−
−

−∇+∇=∇

 

elde edilir. 
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Bir önceki eşitliğin her iki yanına hϕ  etki ettirilip ϕϕ hh −= oluşu ve (5.3.8) denklemi 

kullanılırsa, istenilen denklem (5.3.13) elde edilmiş olur.                                               � 

h  ve h~  arasındaki ilişki aşağıdaki Yardımcı Teorem ile verilmiştir. 

Yardımcı Teorem 5.3.2: ),,,,( gM ηξϕ  Sasakian olmayan değme metrik ),,( νµκ -

manifold olsun ve )~,,,~( gηξϕ , M  üzerine indirgenen kanonikal paradeğme metrik 

yapısı Teorem 5.3.2 deki gibi verilsin. O halde 

))1(2)2((
12
1~ ϕκϕµ

κ
−+−

−
= hh                                                                      (5.3.15) 

ile verilir (Küpeli Erken ve Murathan 2013). 

İspat: (5.3.10) ve (5.3.12) denklemleri ve h  ve h~  operatörlerinin tanımları yardımıyla 

)(
12
1

11
1~~2 ϕ

κκ
ν

κ
ϕ ξξξξ LLhhLLh

−
+

−
−=








−

==                                     (5.3.16) 

elde edilir. 

0, =∇−−=∇ ϕϕϕξ ξh eşitlikleri ve hh −=2ϕ  olduğu 

kullanılırsa

[ ] [ ]

[ ][ ] [ ][ ] [ ][ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

)(

)()(

)(22)(22

)(22)(

)()(

),,(,),,(2

,2,,,

,,,,2,,

,,))((~2

22

22

2222

2

22

2

hXXhXh

hXXXhXXX

hXXhXhhXXX

hXXXXhXhXh

XhXXXhXX

XhXXXhX

XXhXX

XXX

XLXLXLLh

ϕϕϕϕ

ϕϕϕϕϕϕϕϕ

ϕϕϕϕϕϕϕϕ

ϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕ

ϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕ

ξϕξϕϕξϕξϕϕξϕ

ξϕϕξϕϕξϕϕξ

ξξϕξϕξϕξξ

ξϕϕξϕ

ξ

ξξξξ

ξξ

ξξξξ

ξξξξ

ξ

ξξ

ξξξξ

−−−∇+
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bulunur. Bu son denklem (5.3.16) da yerine yazılırsa 

                    )44(2
12
1

1
~2 2 ϕϕ

κκ
ν

ξ hhhhh −+∇
−

+
−

−=  

elde edilir. Son denklemde  (5.3.8) ve (5.3.11) denklemleri kullanılırsa (5.3.15) 

denklemi elde edilir.                                                                                                          � 

 

),,,,( gM ηξϕ  Sasakian olmayan değme metrik ),,( νµκ -manifold olsun. 

),,,,( gM ηξϕ  de bir lokal ortonormal ϕ -bazı { }ξϕ ,, ee  seçip ve Önerme 5.3.1, 

Yardımcı Teorem 5.3.2 ve Yardımcı Teorem 5.3.1 kullanılarak aşağıdaki önerme 

verilebilir. 

 

Önerme 5.3.2: ),,,,( gM ηξϕ  Sasakian olmayan değme metrik ),,( νµκ -manifold 

olsun ve )~,,,~( gηξϕ , M  üzerine indirgenen kanonikal paradeğme metrik yapısı Teorem 

5.3.2 deki gibi verilsin. O halde aşağıdaki kovaryant türevler geçerlidir. 
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Ayrıca 0),(~),(~),(~ === ξϕϕϕ egeegeeg  ve 1),(~),(~ == ξξϕ geeg  (Küpeli Erken ve 

Murathan 2013). 

),,,,( gM ηξϕ  Sasakian olmayan değme metrik ),,( νµκ -manifold olsun ve )~,,,~( gηξϕ , 

M  üzerine indirgenen kanonikal paradeğme metrik yapısı Teorem 5.3.2 deki gibi 

verilsin. Mp ∈ nin bir komşuluğunda bir lokal ortonormal ϕ -bazı { }ξϕ ,, ee  verilsin. O 

halde 1),(~)~~,~~(~,1)~,~(~
1111 ==−= ξξϕϕ geegeeg  için  

2
~~,

2
~

11
eeeeee ϕϕϕ +

=
−

=  olacak 

şekilde { }ξϕ ,~~~,~
211 eee =  bir ortonormal ϕ~ -bazı her zaman kurulabilir. 

 Ayrıca Yardımcı Teorem 5.3.2 den h  nın matris formu { }ξϕ ,~~,~
11 ee  lokal ortonormal 

bazına göre    
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h                                                                                          (5.3.17) 

şeklinde yazılabilir. Önerme 5.3.2 den yararlanılarak aşağıdaki önerme verilebilir. 

Önerme 5.3.3: ),,,,( gM ηξϕ  Sasakian olmayan değme metrik ),,( νµκ -manifold 

olsun ve )~,,,~( gηξϕ , M  üzerine indirgenen kanonikal paradeğme metrik yapısı Teorem 

5.3.2 deki gibi verilsin. O halde aşağıdaki kovaryant türevler geçerlidir. 
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    (5.3.18)       
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(Küpeli Erken ve Murathan 2013).     

Önerme 5.3.4: ),,,,( gM ηξϕ  Sasakian olmayan ve 0)( =MIξ  ile verilen değme 

metrik .),,( sbt=νµκ -manifold  ve )~,,,~( gηξϕ , M  üzerine indirgenen kanonikal 

paradeğme metrik yapısı olsun. O halde aşağıdaki eşitlik verilebilir. 

hhh ~~~2~~ νϕξ +=∇                                                   (5.3.19) 

(Küpeli Erken ve Murathan 2013). 

İspat: )2()( −= µνµξ  ve νλλξ =)(  olduğu dikkate alınarak ve (5.3.17), (5.3.18) 

denklemlerinden yararlanılarak istenen denklem elde edilir.                      � 

),,,,( gM ηξϕ  Sasakian olmayan ve 0)( =MIξ  ile verilen değme metrik ),,( νµκ -

manifold olsun ve )~,,,~( gηξϕ , M  üzerine indirgenen kanonikal paradeğme metrik 

yapısı Teorem 5.3.2 deki gibi verilsin. YhYY
~~~~ ϕϕξ +−=∇  nin diferensiyelinden elde 

edilen 

                     XhYhXYYXR YXYX )~~~()~~~()~~()~~(),(~ ϕϕϕϕξ ∇−∇+∇+∇−=  

denklemi ve (5.3.18) kullanılarak uzun bir hesap yapılıktan sonra 

11111111
~~))(~~(

2
1))(~~)(1

2
(1~)(~

2
1)(~)1

2
(1)~~,~(~ eeeeeeeeR ϕµϕλϕµ

λ
µλµ

λ
ξϕ 






 −−+






 −−= (5.3.20) 

denklemi elde edilir. 

Teorem 5.3.1 ve 
2

~~,
2

~
11

eeeeee ϕϕϕ +
=

−
=  eşitlikleri (5.3.20) de kullanılırsa 

0)~~,~(~
11 =ξϕeeR  elde edilir. (5.2.1) denklemi kullanılırsa  

111111
~)~~(~~~)~(~)~~,~(~ eeeeeeR ϕσϕσξϕ +−=                                                                         (5.3.21) 

elde edilir. 0)~~,~(~
11 =ξϕeeR  ile (5.3.21) denklemi karşılaştırılırsa  
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0)~~(~)~(~
11 == ee ϕσσ                                                                                                   (5.3.22) 

bulunur. O halde ξ , Q~  Ricci operatörünün bir karakteristik vektörüdür. 

Uyarı 5.3.1: (5.1.2) ve (5.3.18) denklemlerinden  
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    (5.3.23) 

bulunur. Tekrar Teorem 5.3.1 ve 
2

~~,
2

~
11

eeeeee ϕϕϕ +
=

−
=  eşitlikleri (5.3.23) 

denkleminde kullanılırsa, uzun bir hesap yapıldıktan sonra 

ξξ 2~~ =∇∇∗                                                                                                               (5.3.24) 

elde edilir. (5.3.24) denkleminden de ξ  vektör alanının ),,,,( gM ηξϕ de bir harmonik 

vektör alanı olduğu sonucuna ulaşılır. 

O halde aşağıdaki teorem verilebilir. 

Teorem 5.3.3: ),,,,( gM ηξϕ  Sasakian olmayan ve 0)( =MIξ  ile verilen değme 

metrik .),,( sbt=νµκ -manifold olsun ve )~,,,~( gηξϕ , M  üzerine indirgenen kanonikal 

paradeğme metrik yapısı Teorem 5.3.2 deki gibi verilsin. O halde ξ , Q~  Ricci 

operatörünün bir karakteristik vektörüdür (Küpeli Erken ve Murathan 2013). 

Teorem 5.3.3 ve Teorem 5.2.2 nin 3. Durumunun ispatındaki aynı prosedür kullanılırsa 

aşağıdaki teorem verilebilir. 
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Teorem 5.3.4: ),,,,( gM ηξϕ  Sasakian olmayan ve 0)( =MIξ  ile verilen değme 

metrik .),,( sbt=νµκ -manifold olsun ve )~,,,~( gηξϕ , M  üzerine indirgenen kanonikal 

paradeğme metrik yapısı Teorem 5.3.2 deki gibi verilsin. )~,( gM nin Levi-Civita 

konneksiyonunun eğrilik tensör alanı  

)~~)(~~)((

)~)(~)((2))()()(2(),(~

YhXXhY

YhXXhYYXXYYXR

ϕηϕην

ηηηηκξ

−−

−+−−=
 

ile verilir (Küpeli Erken ve Murathan 2013). 

1~,1~ −=−> κκ ve 1~ −<κ  olma durumlarına göre 3-boyutlu paradeğme metrik 

)~,~,~( νµκ -manifold örnekleri verilecektir. 

Örnek 5.3.1: 3-boyutlu  

                                 ( ){ }0,02,, 3 ≠≠+∈= zzyRzyxM  

manifoldu ve  

                             
zy

y
z

xz
x

zye
y

e
x

e
∂
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+
∂
∂

−−
∂
∂

+=
∂
∂

=
∂
∂

= )
2
12()2(,, 321  

vektör alanları verilsin. 

x∂
∂

=ξ  karakteristik vektör alanı ile verilen dzzydx )2( +−=η  1-formu M  üzerinde 

bir değme yapı tanımlar. 23321
~~,0~ eeveeee === ϕϕϕ  olarak tanımlansın. g~  Lorentz 

metriği 0),(~,0),(~),(~1),(~),(~),(~
213231332211 =====−= eegeegeegveeegeegeeg  

olacak şekilde tanımlansın. O halde ),~,,,~( gηξϕ  M  de bir paradeğme metrik yapı 

tanımlar. Yardımcı Teorem 5.2.1 kullanılarak M  nin )1(2~,1~ 2 zz −=+−= µκ  ile 

verilen bir genelleştirilmiş )~,~( µκ - paradeğme metrik manifold olduğu görülür. 
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Örnek 5.3.2: ( ) 3,,, Rzyx de kartezyen koordinatlar olmak üzere ve 3-boyutlu 

                                 ( ){ }02,, 3 ≠−∈= zyRzyxM  

manifoldu ve  
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g~  yarı-Riemann metriği ve (1,1) tipindeki ϕ~ -tensör alanı  
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olacak şekilde verilsin. O halde  

0),(~),(~),(~),(~
32312211 ==== eegeegeegeeg  ve 1),(~),(~

3321 == eegeeg  

elde edilir. Ayrıca zyx ∂
∂

∂
∂

∂
∂ ,,  bazına göre 

                           dzzydx )2( −+=η  ve 















=

000
100
000

~h  

bulunur. Kısa bir hesap yapıldıktan sonra, 

( ) ( )YhXXhYYXXYYXR ~)(~)(2)()(),(~ ηηηηξ −+−−=  

elde edilir. Sonuç olarak M  bir )0,2,1(− -paradeğme metrik manifolddur. 
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Uyarı 5.3.2: Örnek 5.3.2 literatürde bilinen 3R de ki 0~1~ ≠−= hveκ  olan ilk sayısal 

örnektir. 

(Koufogiorgos ve ark. 2008) de aşağıdaki örneği oluşturmuşlardır. 

Örnek 5.3.3: 3-boyutlu   
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vektör alanları verilsin. 

1, eη  e dual olan 1-form olsun ve değme Riemann yapı aşağıdaki gibi tanımlansın. 

{ }3,2,1,,),(
,,0, 233211

∈=
−====

jieeg
eeveeeee

ijji δ
ϕϕϕξ

 

Sonuç olarak ),,,,,( gM ηξϕ  nin 
)2(

22,
)2(

11 2 zyzy ex
ve

ex ++ +
−

==
+

−= νµκ  ile 

verilen bir ),,( νµκ -değme metrik manifold olduğu görülür. 
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(5.3.12) kullanılarak paradeğme yapı aşağıdaki gibi inşa edilebilir. 

233213233221
~~~~~~,0~~),(

2
1~),(

2
1~,~ eeveeeeeeeeeee ===+=−== ϕϕϕξ  

0),(~),(~),(~,1),(~),(~),(~
213231332211 =====−= eegeegeegeegeegeeg  

Ayrıca, h~  nın matris formu, κλ −= 1  olmak üzere 
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000
00
00

~ λ
λ

h  

Kısa bir hesap yapıldıktan sonra, ),~,,,~,( gM ηξϕ  nin ννµκκ −==−= ~2~,2~ ve  ile 

verilen bir )~,~,~( νµκ -paradeğme metrik manifold olduğu görülür 

Uyarı 5.3.3: Örnek 5.3.3 de ν  sabit olmayan diferensiyellenebilir fonksiyondur. 

Uyarı 5.3.4: ν  sabit fonksiyon olarak seçilirse )~2~,1~( ννµκ −==−< ve -paradeğme 

metrik manifoldların bir ailesi elde edilebilir. 
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