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OZET
Doktora Tezi
PARADEGME GEOMETRIDE SIFIRLIK DAGILIMLARI
irem KUPELI ERKEN

Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlisu
Matematik Anabilim Dali

Damsman: Prof. Dr. Cengizhan MURATHAN

Doktora tezi olarak hazirlanan bu ¢alisma 5 boliimden olusmaktadir.
Birinci boliim giris boliimidiir.

Ikinci boliimde c¢alismanin ilerideki boliimlerinde kullanilan tanim ve kavramlar
verilmistir.

Ugiincii boliimde hemen hemen paradegme manifoldu, hemen hemen paradegme metrik
manifoldu tanimlanip o6zellikleri incelenmistir. Bir hemen hemen paradegme
manifoldun torsiyon tensér alani tanimlanip, manifold iizerinde normal yap1
kurulmustur. Ustelik bir K-paradegme manifoldu tanimlanip, manifoldun K-paradegme
olmasi icin bazi sartlar verilmistir. Ayrica para-Sasakian manifoldu tanitilip 6zellikleri
incelenmistir. Yine bu bolimde paradegme manifoldlarin egrilik o6zellikleri ve
Legendrian foliasyonlar ¢alisilmustir.

Dordiincii  béliim paradegme (x, ) -manifoldlara ayrilmis olup, ii¢ kisimdan
olugmaktadir. Birinci kisim, paradegme (i, z) -manifoldlar ile ilgili temel tamimlar ve
teoremlere, ikinci kisim ise x >—1igin paradegme (i, ) -manifoldlara, iigiincii kisim
ise k& < —1icin paradegme (x, i) -manifoldlara ayrilmstir.

Besinci bolim 3-boyutlu paradegme (i, i,V ) -manifoldlara ayrilmis olup, ii¢ kisimdan
olusmaktadir. Birinci kisim, (2n+1) -boyutlu paradegme metrik (i, zz,v)-manifoldlar
ile ilgili sonuglara ayrilmustir. ikinci kisimda 3-boyutlu paradegme metrik (x,z,v)-
manifoldlarin siniflandirilmasi ve iiclincii kisimda ise bir uygulama verilmistir.

Anahtar Kelimeler:Paradegme metrik manifold, Para-Sasakian, Degme metrik
manifold, (x, ) -manifold, Legendrian foliasyon
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ABSTRACT
PhD Thesis
NULLITY CONDITIONS IN PARACONTACT GEOMETRY
irem KUPELI ERKEN

Uludag University
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Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Cengizhan MURATHAN

In this thesis, there are 5 chapters.
The first chapter is devoted to the introduction.

Second chapter contains some well-known definitions and results which will be used in
other chapters.

In the third chapter, the features of almost paracontact manifolds and almost paracontact
metric manifolds were examined. The torsion tensor field of almost paracontact
manifold was defined and on manifold the normal structure was constructed. Also a K-
paracontact manifold was defined and some properties were given to be a K-paracontact
manifold. Also para-Sasakian manifold was introduced and properties were given. In
this chapter paracontact manifolds curvature properties and Legendrian foliations were
also studied.

The fourth section contains paracontact (x,z)-manifolds and has three subsection.
First section is devoted to basic definitions and theorems about paracontact (x,z) -
manifolds, second subsection is devoted to paracontact (x, z) -manifolds with x > -1
and third subsection is related to paracontact (x, zz) -manifolds with k¥ < —1.

In the fifth section, we deal with 3-dimensional paracontact (x, zz,v) -manifolds. In this

section, there are three subsection. First subsection is devoted to preliminary results on
(2n+1)-dimensional paracontact metric (x, zz,v)-manifolds. Second subsection is

related to classification of the 3-dimensional paracontact metric (i, z,v) -manifolds.
Finally, we gave an application in the third subsection.

Key words: Paracontact metric manifold, Para-Sasakian, Contact metric manifold,
(x, 1) -manifold, Legendre foliation.

2016, v + 160 pages.
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1. GIRIS

Degme geometri bundan iki yiizyil once, Huygens, Hamilton ve Jacobi’nin geometrik
optikler iizerindeki ¢alismalarindan dogmustur ve Sophus Lie, Elie Carton ve Darboux
gibi pek ¢cok dnemli matematik¢i bu alanda c¢alismalar yapmistir (Etnyre 2002). Degme
geometrinin koklerine, 1872 de Lie’nin degme transformasyonu diferensiyel denklem
sistemlerinin ¢alisilmasinda geometrik bir ara¢ olarak tanimlamasiyla rastlanir. Degme
geometri, teorik matematigin diger alanlariyla baglantilar icerir ve mekanik, optik,
termodinamik ve kontrol teorisinin uygulama alanlarinda 6énemli bir yere sahiptir.

1970 lerin baslarinda, degme geometride, topolojik metotlar 6nemli bir rol almaya
basladi. Fakat global topolojik sonuglarin alinmasi 1980 lerin ortalarini buldu. Bundan
sonra, 3-boyutlu degme geometri ve topoloji ¢alismalarinin engin ve yararh faaliyetler
oldugu goriildii ve daha yiiksek boyutlu degme topolojiyi anlamak i¢cin dnemli adimlar
atilmaya baslandi.

Bir 2n+1-boyutlu diferensiyellenebilir M manifoldu ¢ (1,1) tipinde tensor alani, &

bir vektor alan1 ve n7 da 1-form olmak (izere

52 =1-1®¢ §(&)=0,7(&)=1, 70§ =0, D=Ceky
sartin1 saglayan bir (¢,&,n) hemen hemen paradegme yapisina sahiptir.
(¢,£,m) hemen hemen paradegme yapisi ile verilen diferensiyellenebilir M
manifolduna hemen hemen paradegme manifold denir.

M (¢,&,17) hemen hemen paradegme manifoldu iizerinde

g(eX,pY) ==g(X,Y) +n(X)n(Y), §(X,&) =n(X), X,Y € x(M)
sartin1 saglayan bir § yari-Riemann metrigi vardir. § yari-Riemann metrigi ile verilen
bir hemen hemen paradegme M manifolduna bir hemen hemen paradegme metrik

manifold denir.

M (@,&,1n,d) bir hemen hemen paradegme metrik manifold olsun.
dn(X,Y) = ®(X,Y)
sartin1 saglarsa manifold paradegme metrik manifold olarak adlandirilir.
Hemen hemen paradegme metrik yapt normal ise manifold para-Sasakian manifold

olarak adlandirilir. Ayrica her para-Sasakian manifold bir paradegme metrik manifold

dur.



Degme metrik (&, i )-uzay1 & vektor alani ve

R(X,Y)E = x(n(Y)X =7(X)Y )+ (Y )hX = (X)hY) (1)
egrilik tensér alani ile verilen bir (M,9,&,77,9) degme Riemann manifoldudur. Burada
k ve u reel sayilar ve 2h da ¢ nin & yonindeki Lie tlrevini belirtmektedir.
Sasakian durumun R(X,Y)& = (n(Y)X —77(X)Y) ve R(X,Y)£=0 sartim saglayan
degme metrik manifoldlarin bir genellemesi olarak Riemann manifoldlarin bu yeni
siifi Blair ve ark. tarafindan tanitilmistir (Blair ve ark. 1995). Son zamanlarda, degme
Riemann geometride degme («,u)-manifoldlar ¢ok ©Onemli bir baslik olmustur.
(x, p)-uzaylart galismak igin bir ¢ok neden vardir. Bunlardan birincisi, Sasakian
olmayan durumda x #1igin (1) durumu egrilik tensor alanini belirtmektedir. Bundan
baska, (x,u)-uzaylari, degme Riemann manifoldlarin asikar olmayan bazi degerli
smiflarii icermektedir. Ornek olarak, CR-integrallenebilir degme metrik manifoldlar
(Tanno 1989), H-degme manifoldlar (Perrone 2004), harmonik degme metrik
manifoldlar (Vergara-Diaz ve Wood 2006) veya 7 -paralel torsiyon tensoru ile verilen
degme Riemann manifoldlar (Gosh ve Sharma 2008) verilebilir. Ayrica Boeckx degme
metrik (&, ¢ )-uzaylari igin bir siniflandirma vermistir (Boeckx 2000).
Degme («, i )- uzaylari ve paradegme geometri arasinda bir iliski Cappelletti Montano
ve Di Terlizzi tarafindan kuruldu (Cappelletti Montano ve Di Terlizzi 2010). Yine ayni
calismada herhangi (Sasakian olmayan) degme (x,u)-uzayinin, Levi-Civita
konneksiyonu
R(X,Y)E = R(n(Y)X —n(X)Y )+ &lp()hX ~n(X)RY) @)
sartin1 saglayan bir kanonik paradegme metrik yapist (9.£,1,9) tasidig ispatlandi.
[lk olarak 1976 yilinda Sato diferensiyellenebilir bir manifold {izerinde

9’ =1-n®&, n(&)=1ve D =cekp
sartin1 saglayan (¢,&,77) hemen hemen paradegme yapiy1 tanitmigtir (Sato 1976).
1977 yilinda Adati T ve Miyazawa T, Sato tarafindan tanitilan hemen hemen paradegme
manifoldlarin  6zel durumlart olarak diisliniilen para-Sasakian manifoldlar
tanimlamiglardir (Adati ve Miyazawa 1977). Hemen hemen degme manifoldlardaki K -

degme ve Sasakian yapilara benzer olarak, 1977 yilinda Sharfuddin ve Hussain

paradegme metrik ve para-Sasakian yapilar1 {izerine calismiglardir (Sharfuddin ve



Hussain 1977). Kaneyuki ve Williams da paradegme geometri alaninda ¢alismislardir
(Kaneyuki ve Williams 1985). Son yillarda, paradegme metrik manifoldlar ve bazi
altsiniflarina ait (para-Sasakian) calismalar Zamkovoy tarafindan ylriitiilmektedir.
Hemen hemen paradegme metrik manifoldlarin 6zellikleri ve paradegme metrik
manifoldlarda konformal doniisiimler Zamkovoy tarafindan incelenmistir (Zamkovoy
2009). Paradegme geometrinin Ozellikle para-Sasakian geometrinin dnemi bircok
makale ile vurgulanmistir (Alekseevsky ve ark. 2009), (Alekseevsky ve ark. 2006),
(Cortes ve ark. 2004), (Cortes ve ark. 2006), (Erdem 2002).

Yiiksek lisans calismasinda, hemen hemen paradegme metrik manifoldu tanimlanip
Ozellikleri incelenmisti. Bir hemen hemen paradegme manifoldun torsiyon tensor alani
tamimlanip, manifold {izerinde normal yap: kurulmustu. Ustelik bir K-Paradegme
manifoldu tanimlanip, manifoldun K-Paradegme olmasi i¢in baz1 sartlar verilmisti.
Ayrica para-Sasakian manifoldu tanitilip, manifoldun &zellikleri incelenip, paradegme
manifoldlarin egrilik 6zellikleri ¢aligilmisti.

Orijinal kisimda, Zbigniew Olszak m 1986 yilinda yaptig1 ti¢ boyutlu normal hemen
hemen degme metrik manifoldlar ile ilgili ¢alismanin (Olszak 1986), ¢ boyuttaki
normal hemen hemen paradegme metrik manifoldlardaki karsiliklari bulunmustu.
Normal hemen hemen paradegme metrik manifoldlar ile ilgili temel Onermeler
verildikten sonra, manifoldun Ricci egrilik tensorii hesaplanmisti ve bir kompakt
M manifoldu Uzerinde K sabit egriliginin sifirdan biiyiik, sifirdan kiiciik veya esit olma
durumlarina gore siniflandirma verilmisti.

Doktora tez calismasi ise yiiksek lisans tez c¢alismasimnin bir devami niteligindedir.
Yukarida verilen ¢alismalar bizi (2) esitligi ile verilen ve sifirlik durumunu saglayan
paradegme metrik manifoldlarin bir sinifin1 ¢aligmaya motive etmistir. Bu yari-Riemann

manifoldlara paradegme ( x,z )-manifoldlar denir. Paradegme (x,z )-manifoldlar cok

genistir. Para-Sasakian manifoldlar1 ve Ii(X ,Y)& =0 sartin1 saglayan paradegme metrik

manifoldlar1 igerir.

Degme Riemann durumundan farkli olarak, x =-1 olan bir paradegme (x,u)-

manifold genellikle para-Sasakian degildir. Aslinda paradegme (x, z )-manifoldlar igin

h?=0 (k =—-1)fakat h =0 gecerlidir.



Degme Riemann durumundan bir baska farki ise metrigin pozitif tanimli olma sarti

yoktur. Degme metrik («, ¢ )-uzaylarda x sabiti 1 den biiyiik olamazken, paradegme
(x,u)-uzaylarda ¥ ve u sabitleri i¢in bir kisitlama yoktur.
Bu calismada x <—-1 ve x>-1 durumlarmm tiim 6zellikleri verilmistir. x Ve u

degerleri degistikce (2) formunun D -homotetik deformasyonlar altinda degisip
degismedigi ve  herhangi  paradegme  (x,u)-manifoldunun integrallenip
integrallenemedigi arastirilmistir.

kK <-1veya k¥ >-1 olma durumlarina gére, manifoldun geometrik davranisi ¢ok farkl
oldugundan, ayr1 ayri iki durum da ele alimmustir. Ozellikle, her iki durumda da (x, z2)-
stfirlik durumunun biitiin egrilik tensoér alanini tamamen belirledigi gosterilmistir.
Paradegme metrik manifoldu i¢in k¥ <—1 veya x >-1 olma durumlarinin her ikisine
gore Riemann egrilik tensorii hesaplanmustir.

x <-1 olma durumunda, manifoldun boyutu 3 den biiyiik ise Einstein paradegme
(x, 1 )-metriklerin varlig1 gosterilmistir.

Paradegme (x, iz )-manifoldlar ile ilgili ¥ < -1 ve x > -1 icin drnekler verilmistir.

G. Calvaruso ve D. Perrone & karakteristik vektér alaninin  harmonik vektor alani
olmasi i¢in gerek ve yeter sartin & nin degme Yari-Riemannian manifoldlarin Ricci
operatoriiniin bir karakteristik vektorii olmasi gerektigini ispatlamiglardir (Calvaruso ve
Perrone 2013).

(Calvaruso 2011a) da G. Calvaruso, 3-boyutlu Lorentzian Lie gruplarda sol invaryant
vektor alanlarinin harmonik 6zelliklerini incelemis ve bir¢cok smiflandirma sonuglari
elde etmis ve enerji fonksiyonellerinin kritik noktalar1 i¢in yeni 6rnekler vermistir.
(Calvaruso 2012) de G. Calvaruso, 4-boyutlu yari-Riemann genellestirilmis simetrik
uzaylarda vektor alanlarinin harmonik 06zelliklerini ¢alismistir. Ayrica (Calvaruso
2011b) de, 3-boyutlu homojen paradegme metrik manifoldlarin bir simiflandirmasini
vermistir.

Son zamanlarda, G. Calvaruso ve D. Perrone (Calvaruso ve Perrone arxiv) da tim 3-
boyutlu homojen paradegme metrik manifoldlarin H -paradegme oldugunu yani &
karakteristik vektor alani harmonik olan paradegme metrik manifoldlar oldugunu

ispatlamiglardir.



Bu ¢alismanin amaci (2) sartin1 saglayan paradegme metrik manifoldlar1 incelemektir.
Bu tez 5 boliimden olusmaktadir.

[1k béliim giris boliimiidiir.

Ikinci boliim temel kavramlar olup iki kisimdan olusmaktadir. Birinci kistmda Simetrik
iki-Lineer Formlar ele alinmistir. ikinci kisimda Yari-Riemann manifoldlar tanimlanmis
ve bazi temel 6zelikleri verilmistir.

Uclinct bolimde paradegme manifoldlar incelenmis olup yedi kisimdan olusmaktadir.
Birinci kistm hemen hemen paradegme manifoldlara, Ikinci kistm hemen hemen
paradegme metrik manifoldlara, Ugiincii kisim hemen hemen paradegme manifoldlarin
torsiyon tensoriine, Dordiincii kisim K-Paradegme manifoldlara, Besinci kisim para-
Sasakian manifoldlara, Altinci kisim paradegme manifoldlarin egriligine ve yedinci
kisim Legendrian foliasyonlara ayrilmistir.

Dordincti  bolim, paradegme (i, ) -manifoldlara ayrilmis olup ii¢ kisimdan
olusmaktadir. Birinci kistm paradegme (x, zz) -manifoldlar ile ilgili Temel Tanimlar ve
Teoremlere, ikinci kissm x > —1icin paradegme (i, z) -manifoldlara iiciincii kisim ise
K < —li¢in paradegme (x, ) -manifoldlara ayrilmistir.

Besinci béliim, 3-boyutlu paradegme (', zz,v) -manifoldlara ayrilmis olup, ii¢ kisimdan
olugmaktadir. Birinci kisim, (2n +1) -boyutlu paradegme metrik (x, 2,V ) -manifoldlar
ile ilgili sonuglara ayrilmistir. ikinci kisimda 3-boyutlu paradegme metrik (x, z2,v) -
manifoldlarin siniflandirilmasi verilmistir.

Ayrica, 3-boyutlu harmonik karakteristik vektor alanli paradegme metrik manifoldlara
ve (k,u,v)-manifoldlar i¢in siniflandirmaya ayrilmistir. Bu boliimde paradegme
(x, i1,v) -manifoldlar ile ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir. Karakteristik vektor
alan1 & harmonik olan 3-boyutlu paradegme metrik manifoldlar karakterize edilmistir.
Paradegme metrik (x,z,v)-manifoldlarin tanim kullanilarak, paradegme metrik
(x, i1,v) -manifoldlarin baz1 egrilik 6zellikleri incelenmistir. x, zz,v degerleri degistikge
paradegme metrik  (x, z,v)-manifoldlar D -homotetik deformasyonlar altinda
degismedigi ispatlanmustir. Ayrica boyut 3 den biiyiik ve x # -1 iken paradegme

metrik (x, zz,v)-manifoldun, paradegme (x, zz) -manifolda doniistiigii ispatlanmistir. 5

boyutta h2=0 olup h=0 olan ilk (=1, 2,v #0) -paradegme manifold 6rnegi



verilmistir. Ayrica 3-boyutlu paradegme metrik manifoldlar igin & karakteristik vektor
alaninin harmonik vektor alani olmasi i¢in gerek ve yeter sartin & karakteristik vektor

alaninin, Ricci operatdriiniin bir karakteristik vektorii olmasi gerektigi ispatlanmistir.

Ayrica yine 3-boyutlu M paradegme metrik manifoldunun karakteristik vektor alan1 &
harmonik ise, M nin her acik ve yogun alt ciimlesinde paradegme metrik (i, z,v)-
manifold oldugu ve tersine eger M bir paradegme metrik (x, zz,v) -manifold ise M nin
karakteristik vektor alanit £ harmonik oldugu ispatlanmistir. Ayrica bu boéliimde,
x =-1 olan paradegme metrik (x,,v)-manifoldlarin para-Sasakian manifold olmasi
gerekmedigi gosterilmistir. Boylelikle, degme Riemann durumu ile fark ortaya
konulmustur. Son kisimda da, &(1,,) =0ile verilen Sasakian olmayan (x, x,v = sbt)-
degme metrik manifold ile 3-boyutlu paradegme metrik (i, z,v)-manifold arasinda
iliski  verilmistir. x=-1 olup para-Sasakian olmayan oOrnek verilmistir.
Kk>-1 k=-1,Kk<-1 olma durumlarma gore paradegme metrik (x,u,v)-

manifoldlarin 6zellikleri incelenip, her bir durum i¢in 6rnek olusturulmustur.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.0. Giris

Bu bolim de daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel kavramlar, teorem
ve tanimlar verilmistir. Bu bolum iki kisimdan olugmaktadir. Birinci kisimda Simetrik

Iki-Lineer Formlar ele alinmistir. Ikinci kisimda Yari-Riemann manifoldlar tanimlanmis

ve bazi temel 6zelikleri verilmistir.
2.1. Simetrik Iki-Lineer Form

Tanim 2.1.1: V bir reel vektor uzayi olsun.

4V xV > R
doniisiimii Va,beR ve ¥V u,v,weV icin
i) ¢(u,v) = 4(v,U)
ii) g(au+bv,w) = ag(u,w)+bg(v,w)
H(U,av+bw) =ag(u,v)+bg(u,w)

Ozelliklerine sahip ise ¢ doniisiimiine V reel vektor uzayi {lizerinde bir simetrik iki-

lineer form denir (O’Neill 1983).
Ayrica,

)VveV ve v#0 icin ¢(v,v) >0 ise, ¢ simetrik iki-lineer formuna pozitif
tanimh,

i) VveV ve v=0 igin ¢(v,v) <0 ise, ¢ simetrik iki-lineer formuna negatif
tanimh,

i) vveV ve v=0 igin ¢(v,v)>0 ise bu durumda ¢ simetrik iki-lineer
formuna yari-pozitif tammml,

iv) VveV ve v=0 igin ¢(v,v)<0 ise bu durumda ¢ simetrik iki-lineer
formuna yari-negatif tanimh dir denir.

Bundan baska,

a) ¢ nin dejenere olmamasi igin gerek ve yeter kosul ¢(v,w) =0 ve



VYweV igin v=0 olmasidir.

b) ¢ nin dejenere olmasi igin gerek ve yeter kosul ¢(;/), \7v) =0 ve

YweV icin \_;;t 0 olmasidir.

Tamm 2.1.2: V bir vektor uzayi ve

¢:VxV >R
bir simetrik iki-lineer form olsun.

By WxW > R

negatif taniml olacak sekildeki en biiylik boyutlu W altuzayinin boyutuna ¢ simetrik

iki-lineer formunun indeksi denir ve q ile gosterilir (O’Neill 1983).

Teorem 2.1.1: Bir ¢ simetrik iki-linecer formun dejenere olmamasi igin gerek ve yeter

sart ¢ nin herhangi bir baza gore ters matrisinin mevcut olmasidir (O’Neill, 1983).

Ornek 2.1.1:
g:R*xR? >R
g(v,w) =Vv,w; —V,W,

1 0
doniisimii iki-lineer ve simetriktir. gye karsilik gelen matrisi ¢ :{O J dir ve

regilerdir. Boylece g dejenere degildir (O’Neill 1983).

Ornek 2.1.2:
g:R’xR®* >R
g(v,w) =v,w, —Vv,w,
1 0 O
dontigimii iki-lineer ve simetriktir. gye karsilik gelen matrisi g={0 -1 0| dir ve
0 0 O

regiiler degildir. Boylece g dejeneredir (O’Neill 1983).

Tamm 2.1.3: Bir V vektor uzay: lizerinde dejenere olmayan simetrik iki-lineer forma

V' vektor uzayi lizerinde bir skalar ¢carpma denir. V izerindeki bir skalar garpma ¢ ise



(V,¢) ikilisine skalar carpimh vektor uzayr denir. ¢ skalar carpiminin indeksi q ise
0<q<boyV dir. Ayrica skalar ¢arpim uzayinin indeksi, iizerinde tanimli skalar

carpiminin indeksi olarak tanimlanir (O’Neill 1983).

N

Tamm 2.1.4: v,weV icin v0 ve w=0 iken <v,w>=0 ise v ve w vektorleri

diktir denirve v 1L w seklinde gosterilir (O’Neill 1983).

Ornek 2.1.3: Ornek 2.1.1 deki skalar c¢arpim goz oOniine alnsm. R® de
v=(1,Db),v: =(bl),u=(10),u =(01),w=w =11 vektorleri secilsin.

v = (b1)

OD=u' w=w'= (L]

v=(1b)

o
u= (10

Dikkat edilirse burada u’ ve u,Vv' ile v,wile w' birbirine dik vektorlerdir.

v,w eV ortogonal ise v L w yazilir ve g(v,w) =0 denklemini saglar (O’Neill 1983).

Tamm 2.1.5: V vektdr uzaymin bir altuzayr W ise W = {V eV|v J_W}Olsun. W

altuzayma V nin dik altuzay: denir.

Uyan 2.1.1: Ancak, W* altuzayma W min dik timleyeni denilemez. Cunki W + W *

genellikle V nin tamami degildir. Bu asagidaki 6rnek ile agiklanabilir.

Ornek 2.1.4:
W = Sp{L1)} >W*' =W



Teorem 2.1.2: W bir V skalar ¢arpim uzayinin altuzayi olsun. O zaman su 6zellikler

vardir:

i) boyW +boyW * = boyV

i)W ') =W (O’Neill 1983).

Tamm 2.1.6: V Uzerinde bir skalar garpma ¢ ve W,V nin bir altuzay1 olsun. Eger W
Uzerinde ¢ dejenere degil ise W ya dejenere olmayan altuzay, dejenere ise W ya

dejenere altuzay denir (O’Neill 1983).

Teorem 2.1.3: V n boyutlu bir vektér uzay ve W, V nin bir altuzayi olsun.
O zaman;
W dejenere degildir&V =W @W*
dir.
Burada W altuzayz,
W= {y|¢(xo, y)=0,Vx, eW,y eV}
dir (O’Neill 1983).

Tammm 2.1.7: Bir V vektér uzayr tzerindeki skalar ¢arpma ¢ olsun. veV

e

olarak tanimlanir. Normu bir birim olan vektére birim vektdr ve ortogonal birim

vektdrinin normu

—

\"

vektorlerin cimlesine ortonormal vektor sistemi denir (O’Neill 1983).

Teorem 2.1.4: Bir V # {6} skalar ¢arpim uzay1 bir ortonormal baza sahiptir (O’Neill

1983).

Bundan sonra ¢ gosterimi yerine g gosterimi kullanilacaktir.

Teorem 2.1.5: V vektor uzayi icin bir ortonormal baz {g,e,,...,e,} ve V lzerinde

taniml1 bir skalar i¢ garpim g olsun. & = g(e,,e;) olmak lizere Vv eV vektori
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N n

R
V=) &(V,¢g)e
=1

olacak sekilde tek tiirlii yazilabilir (O’Neill 1983).

Tamim 2.1.8: V bir skalar ¢carpim uzay1 olsun. V nin indeksi q olmak tzere q=1 ve

boyV > 2 ise V skalar carpim uzayina bir Lorentz uzayi denir (O’Neill 1983).
2.2. Yar1-Riemann Manifoldlar

Tamm 2.2.1: M bir C* manifold olsun.

9, : T,MxT M >R

(u,v) > g,(u,v)

bi¢iminde tanimli, simetrik, iki-lineer, dejenere olmayan ve sabit indeksli (0,2) tensor
alan1 olmak tizere M bir g metrik tensorii ile donatilmigsa (M,g) ye bir yari-
Riemann manifold denir (O’Neill 1983).
peM noktasinda T M tanjant uzaymin bir ortonormal baz sistemi

g(e,e) =1 1<i<r

g(e;.e)=-1 r+1l<j<n

seklinde belirlenebilir. Boylece bu baz sistemine gore g ye karsilik gelen matris

10 . . . 0
~ 1
9710 -1 0
00 -1

formundadir. g =n—r pozitif tamsayisi Vp € M noktasi i¢in aynidir.

Bundan sonraki kullanimlarda (M, Q) yari-Riemann manifoldu, kisaca M ile

gOsterilecektir.
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Tamm 2.2.2: M bir yari-Riemann manifold olsun. g nin sabit indeksi g ya

M yari-Riemann manifoldunun indeksi denir. g indeksli ve n-boyutlu bir yari-
Riemann manifold M ile gosterilir. Burada metrik tensoriin indeksi ile yari-Riemann

manifoldun indeksi gosterilir (O’Neill 1983).

Tamm 2.2.3: M; bir yari-Riemann manifold olsun. Eger n>2 ve g=1 ise bu

durumda M, yari-Riemann manifolduna Lorentz manifoldu denir.

Ozel olarak q =0 ise bu durumda M" bir Riemann manifoldu ve g de bir Riemann

metrigidir (O’Neill 1983).

Tamm 2.2.4: R{ Oklid n-uzay verilsin. 0<q<n, olmak {izere q tamsayis1 igin, Rq

Uzerinde

q n
gp(Xpti)=_ZXiyi u zxiyi
i=1

i=q+1
ile verilen metrik tensor goz oniine alinirsa, ve (Rg,g) ikilisi yar1-Oklid uzay olarak

adlandirlir ve Ry ile gosterilir (O’Neill 1983).

Tamm 2.2.5: M bir C” yari-Riemann manifoldu ve g, M iizerinde tanimlanmis bir

metrik tensor olsun. Eger Vpe M ve v eT (M) icin,
gl, :T,(M)xT,(M) >R
olmak tzere
i)g(v,v) >0 veya v =0 ise v tanjant vektériine uzay benzeri,
i) g(v,v) <0 ise v tanjant vektdriine zaman benzeri,

iii) g(v,v)=0, v=0 ise v tanjant vektortne isik benzeri (ligtlike) denir (O’Neill

1983).

Bir yari-Riemann manifold iizerinde konneksiyon denildiginde, aksi sdylenmedikge,
yari-Riemann konneksiyonu kastedilecektir. Bu konneksiyon asagidaki teorem ile

nitelendirilmistir.
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Teorem 2.2.1: g bir yari-Riemann metrik olsun. Vg =0 olacak sekilde bir tek

torsiyonsuz V afin konneksiyonu vardir (O’Neill 1983).

Tanim 2.2.6: (M", g) bir yari-Riemann manifoldu olsun.

iki—lineer

Vix(M) xx(M) — (M)
doniistimii;

VXY, Ze y(M),V f,geC”(M,R) icin,

WV o, Z =V, Z+0V,Z,
iV, (Y)=fV,Y + X(f)Y,
iiv,Y -v, X -[X,Y]=0,
iV)Xg(Y,Z)=g(V,Y,Z)+9(Y,V,2Z),

ozellikleri saglandiginda V ya M " lizerinde torsiyonsuz bir yari-Riemann konneksiyon

denir. Bu konneksiyona kisaca M" Uzerindeki yari-Riemann konneksiyonu denir
(O’Neill 1983).

Tanmmm 2.2.7: M bir C® yari-Riemann manifold olsun. M Gzerindeki vektor

alanlarmin uzay1 y(M) olsun.
[ ]: (M) x (M) = 2(M)
(X,Y) = [X,Y]
doniisimi Vf e C*(M,R) icin,
[X,Y](f)=X(YF)=Y(Xf)

seklinde tamimlanursa, [, ] ye bir Lie operatéri denir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.2.8: M bir yari-Riemann manifoldu olsun. X € y(M) igin L, , keyfi bir
(p,q) tipinde tensor alanini yine (p,q) tipinde bir tensor alanina gotiiren ve asagidaki

kosullar1 saglayan bir operator olup X vektor alanina gore Lie tlrev operatoru olarak
adlandirilir (Yano ve Kon 1984).
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)L, (f)=X(f), vf eC*(M,IR)
LY =[X,Y] VY e x(M)
i) L, g(Y,2) = X(9(Y,Z) - 9([X,Y} 2) - g([X,Z} Y), VY, Z € z(M).

Tanmm 2.2.9: (M",g) bir yari-Riemann manifoldu olsun. Her X vektor alani igin,

L,g =0 ise X vektor alanina bir Killing vektor alam denir (Yano ve Kon 1984).

Tamim 2.2.10: M bir yari-Riemann manifoldu olsun. M zerinde verilen her bir

diferensiyel q-forma bir diferensiyel q-+1-form karsilik getiren diferensiyel operatorii

dis tiirev operatérii olarak adlandirilir ve d ile gosterilir. Ozel olarak bir 1-form w ve
bir 2-form Q icin d operatori

2dw(X,Y) = X (W(Y)) =Y (w(X)) —w[X,Y]
ve

3dQ(X,Y,Z) = X(QY, Z)) + Y (QZ, X)) + Z(Q(X,Y))
—o(x,Y]lz)y-(Y,z] X)-(z,Xx]Y)

olarak tanimlanir (Bejancu ve Duggal 1996).

M bir yari-Riemann manifoldu ve V da M (zerinde bir yari-Riemann konneksiyon

olsun. O zaman VX,Y,Z € y(M) olmak tizere yari-Riemann konneksiyonu,

20(VY,Z)=Xg(Y,Z)+Yg(Z, X)—-Zg(X,Y)
—g(X,[Y,Z)+a(v.[z, XD +9(z.[X.Y)

Kozsul formult ile tek tarlt belirtilir (Yano ve Kon 1984).

Tammm 2.2.11: (M",g) bir yar-Riemann manifold ve Xq,X5,...X5, M" nin lokal

koordinatlari olsun. V = f (x)dx, A dx, A...dx, ve f(x)>0 ise Vye M" lizerindeki bir

hacim form denir (Sharpe 1997).

Tanim 2.2.12: (M",g) bir yari-Riemann manifold olsun. M " {zerinde bir hacim form

mevcut ise M " ye yonlendirilebilirdir denir (Sharpe 1997).

Tanmm 2.2.13: (M",g)bir yari-Riemann manifoldu ve V da M" iizerinde bir yari-

Riemann konneksiyonu olsun. O zaman,
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R(M")xx(M")xx(M")—x(M")
R(X,Y)Z=V,V,Z-V\V,Z -V (2.2.1)
ile tanimlanan (1,3)-tipli tensor alan1 R ye M" nin Riemann egrilik tensorii denir.

Ayrica, V X,Y,Z,V,W e y(M") olmak Uzere, R Riemann egrilik tensorii

)R(X,Y)Z = -R(Y, X)Z,
i)g(R(X,Y)V,W) =-g(R(X,Y)W,V),
iiR(X,Y)Z +R(Y,Z)X + R(Z, X)Y =0,
iv)g(R(X,Y)V,W) =g(R(V,W)X,Y)

ozelliklerini saglar (O'Neill 1983).

Onerme 2.2.1: (M",g) bir yari-Riemann manifold, V da M" (zerinde bir yari-
Riemann konneksiyonu ve E (1,1)-tipli bir tensor alan1 olsun. O zaman,

((VXE)Y )=V EY —E(V,Y)
dir (O'Neill 1983).

Onerme 2.2.2: (M",g) bir yari-Riemann manifoldu olsun. F simetrik bir tensér alani

olmak Uzere, V X,Y,Z vektor alanlart igin,
9((VxF)¥.Z)=g(Y.(V«F)Z)
esitligi gecerlidir (O'Neill 1983).

Onerme 2.2.3: (M",g) bir yari-Riemann manifoldu olsun. G ters simetrik bir tensor

alan1 olmak tizere, V X,Y,Z vektor alanlar igin,
9((VxG),2)=-g(Y,(V,G)z)
dir (O'Neill 1983).

Tamm 2.2.14: (M " ,g) bir yari-Riemann manifoldu ve {e,,e,,...,e, }, lokal ortonormal

vektor alanlar1 olmak tizere,

S: 7(M)x (M) =R
n 2.2.2
(X,Y) > S(X,Y) =D &g(R(ej, X)Y &) (222)
=

S =iz{R > R(X,.)Y}
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seklinde tanimli (0,2)-tipindeki S tensor alanina M" (zerinde Ricci egrilik tensorii
denir.
Ayrica, (0,2)-tipli Q Ricci operatori

S(X,Y)=9(QX,Y)

esitligi ile tanimlidir (Yano ve Kon 1984).

Tanmim 2.2.15: M n-boyutlu bir yari-Riemann manifold olsun. ¥V X,Y € (M) igin
S(X,Y)=29(X.Y)
olacak bicimde M (zerinde bir 4 fonksiyonu var ise yani M nin Ricci tensori S,

metrik tensOr g nin bir kat1 ise M ye Einstein manifoldu ve M nin Ricci tensorti S

S(X,Y)=ag(X,Y)+bn(X)n(Y)

a,b:M — R formunda ise M yen -Einstein manifoldu denir. Ricci tensér S 6zdes

olarak sifira esitse manifold Ricci-flat olarak adlandirilir (Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.2.16: M bir yari-Riemann manifoldu ve {ge,,..,e,}, lokal ortonormal

vektor alanlar1 olmak lizere,
=Y &S(e.€)
i=1l

degerine M nin skalar egriligi denir (Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.2.17: M" bir C* manifold olsun. Keyfi bir peM" noktasi i¢in T M" nin
r —boyutlu altuzay: (r <n) D ve D, nin bir kolleksiyonu D = {Dp} olmak Uzere, p

noktasini ihtiva eden M" nin bir U acik altciimlesi lizerinde C”* smifindan lineer

bagimsiz {Xl, Xy yeens Xr} vektor alanlart U nun her g e M" noktasinda hala Dp nin bir

baz1 oluyorsa D ye M" iizerinde bir r —boyutlu dagihm ve {x,X,,..., X, | ciimlesine

U (zerinde D icin bir lokal baz denir (Sharpe 1997).
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Tanim 2.2.18: M" bir C* manifold ve M" nin bir r -boyutlu dagilimi D olsun. M"

nin bir haritas1 X = {Xl,xz,...,xn} olmak Uzere, {%,,ai} cimlesi D dagilimi igin
X, X

bir baz olusturuyorsa X haritasina D dagilimina gore diizlemseldir denir. Eger M " nin
her noktasinda tanimli olan D dagilimi i¢in bir diizlemsel harita bulunabiliyorsa D

dagilimina integrallenebilirdir denir (Sharpe 1997).

Teorem 2.2.2: (Frobenius Teoremi) M" bir C* manifold ve M" nin bir r-boyutlu
dagilmi D olsun. D dagilimmin integrallenebilmesi i¢in gerek ve yeter kosul her

X,Y €D igin [X,Y]e D olmasidir (Sharpe 1997).

Lie gruplar dyle gruplardir ki ayn1 zamanda birer diferensiyellenebilen manifoldlardir.

Bu da Lie grubunun isleminin diferensiyellenebilir oldugunu ifade eder.

Tamm 2.2.19: Bir M diferensiyellenebilir manifoldu ve bir G grubu verilmis olsun.
Eger asagidaki aksiyomlar saglaniyorsa (M,G) ikilisine bir Lie grubu denir.
(L.1) M nin noktalar1 ile G nin elemanlar: gakisir.
MxM —>M
(L.2 .
(a,b)—>ab
islemi her yerde diferensiyellenebilirdir.

M ye Lie grubunun temel manifoldu ve G ye de temel grubu denir. (Brickell ve Clark
1970).

Buna gore bir Lie grubunu kisaca su sekilde ifade edebiliriz:
G bir grup ve (a, b) » ab™ seklinde tanimlanan

GxG->G6

grup islemi C” smifindan diferensiyellenebilir olsun. Eger G bir diferensiyellenebilir

manifold ise G ye bir Lie grubu denir.
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Tamm 2.2.20: G bir reel vektor uzayi olsun. G Uzerinde bracket operat6rii denen bir iki

lineer

[,]: GxG G

(x,y) = [x.y]

doniistimii
() [x.y]=—1y.x] (ters simetri 5zelligi)
(i) [x.y]. 2]+ [y 2] x|+ [z, %], y]=0 " jacobi szdestizi)
olacak sekilde tanimlanirsa G vektor uzayma yani (G.[,]) ikilisine bir Lie cebiri denir
ve g ile gosterilir (Brickell ve Clark 1970).

Her bir Lie grubuna eslik eden sonlu boyutlu bir Lie cebiri vardir. Bu nedenle Lie
gruplar1 teorisi Lie cebirleri ile Lie gruplar1 arasindaki bagliliga énemli bir yer ayirir.
Boylece Lie grubunun 6zellikleri bu gruba karsilik gelen Lie cebirlerine birer 6zellik

olarak aksettirilir.

Tanim 2.2.21: G bir Lie grubu ve G iizerinde bir vektor alan1 da X olsun. V g,,9, €G
icin

(I3,). X(9;) = X(9:.9,)

kosulunu saglayan X vektor alanina sol invaryant vektor alam denir.

G bir Lie grubu ve G iizerinde bir vektor alant da X olsun. ¥V g,,9, € G igin

(rgl)*X(QZ) = X(9,,9,)

kosulunu saglayan X vektor alanina sag invaryant vektor alam denir (Brickell ve
Clark 1970).

18



3. PARADEGME MANIFOLDLAR

3.0. Giris

Bu boliimde konunun anlagilabilirligini saglayacak temel tanim ve teoremler verilmistir.
3.1. Hemen Hemen Paradegme Manifoldlar

Bu kisimda, hemen hemen paradegme manifoldlar ile ilgili temel kavramlar verilmistir.

Tamm 3.1.1: M, (2n+1) -boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold, ¢,&,n da M*"*
tizerinde sirasiyla, (1,1)-tipinde bir tensor alani, bir vektor alan1 ve 1-form olsunlar.

Eger ¢,&,n icin, M *™ Gizerinde,

Nné) =1 (3.1.1)
i)p’=1d-n®¢, (3.1.2)
Iii) D =gekirdek 7; 7 tarafindan iiretilen dagilim (3.1.3)

(D hemen hemen parakompleks yapiya sahiptir.)
esitlikleri saglaniyorsa, o zaman (¢@,&,n7) Uclisine M (izerinde bir hemen hemen
paradegme yap1 ve bu yapi ile birlikte (M,p,&,n7) dortlisine bir hemen hemen

paradegme manifold denir (Zamkovoy 2009).

Teorem 3.1.1: (M 2““,65,5,77) dortliisi hemen hemen paradegme manifold olmak

uzere;

) (&) =0, (3.1.4)
i) 705 =0, (3.1.5)
iii) rank @ = 2n (3.1.6)

dir (Zamkovoy 2009).
3.2. Hemen Hemen Paradegme Metrik Manifoldlar

Bu kisimda hemen hemen paradegme manifoldlar {izerinde bir metrik tanimlanacak ve

bazi Ozellikleri ele alinacaktir.

Teorem 3.2.1: (M, 9,&,77) 2n+1-boyutlu bir hemen hemen paradegme manifold olsun.

Bu durumda M manifoldu tizerinde bir G yari-Riemann metrik tensor alant
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G(X,&) =n(X), VX € 7(M) (32.1)
olacak sekilde vardir (Zamkovoy 2009).

Teorem 3.2.2: (M?"* @,&,n)bir hemen hemen paradegme diferensiyellenebilir yari-
Riemann manifoldu Gzerinde VX,Y € y(M) ve & € (M) icin,

) G(e(X),0(Y))=-G(X,Y)+n(X)n(Y) 322)
i)n(X)=g(X.&) (3.2.3)
ozelliklerini saglayacak sekilde bir g yari-Riemann metrigi vardir (Zamkovoy 2009).

Sonug¢ 3.2.1: M hemen hemen paradegme manifoldu (izerinde
n(X)=g(X.¢)
J(@(X).@(Y))==g(X.,Y)+n(X)n(Y)
olacak sekilde § yari-Riemann metrigi igin,
g(@X.,Y)+g(X,pY)=0
dir (Zamkovoy 2009).

~

Tamm 3.2.1: (M*"",¢,&,n7) bir hemen hemen paradegme manifold olsun. (3.2.2) ve
(3.2.3) kosullarmi saglayan § yari-Riemann metrigine (M *"",¢,&,n) iizerinde hemen
hemen paradegme metrik, (¢,&,7,g) yapisina da hemen hemen paradegme metrik

yapi, (M*"™,0,£,1,0) beslisine de hemen hemen paradegme metrik manifold denir

(Zamkovoy 2009).

(5 ,&£,1,3) hemen hemen paradegme metrik yapisi ile birlikte M*™ icin lokal

ortonormal baz sistemi insa edilebilir. M *""nin bir koordinat komsulugu U olsun.
~ 2
U da ¢ ya ortogonal olacak sekilde bir birim vektor alan1 Xq olsun ve ‘¢Xl‘ =-1 dir.

Bu durumda (3.1.4), (3.1.5), (3.2.2) den

G(9X,,) = (9" X1, 08) +1(9X ) (S)
=0

ve

g(éxl’ X)) = —g((ﬁle,(ﬁxl) _ﬂ(&xl)ﬂ(xl)
= —g(xl’@(l)
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esitliginden

g(pX;, X;)=0
olacak sekilde @X,,& ve X, e diktir. Benzer sekilde U Uzerinde &, X, ve ¢X, e dik
olacak sekilde bir X, birim vektor alani almabilir. \5x2r =1 olur. §X,,& X,, X, ve
X, ye diktir. Bu sekilde devam edilirse U (zerinde bir (X,,@X,,&),i=1.n lokal
ortonormal baz elde edilir ve bu baza ¢ -bazi denir (Zamkovoy 2009).

Boylece M *™™ in indeksi n-dir.

Tamm 3.2.2: M (zerinde bir (¢,&,7,§) hemen hemen paradegme metrik yapisi
verilsin. VX,Y € (M) igin,

D(X,Y) =G (X,pY) (3.2.4)
seklinde tanimli antisimetrik 0 doniisiimiine (¢,&,17,g) hemen hemen paradegme

metrik yapisinin Temel 2-Formu denir (Zamkovoy 2009).

Sonuc 3.2.2: M 2™ yar-Riemann manifoldu olsun. @ temel 2-form ters simetriktir ve
Tanim 3.2.2 yardimiyla 77 A ®" £0 dir.
Tanim 2.2.11, Tanim 2.2.12 ve Sonug 3.2.2 yardimiyla Sonug 3.2.3 verilebilir.

Sonug 3.2.3 M " iizerinde bir hemen hemen paradegme metrik yapis1 (¢,&,7,9) olmak

Uzere M" yonlendirilebilirdir.
3.3. Hemen Hemen Paradegme Manifoldlarin Torsiyon Tensori

Tamm 3.3.1: M bir reel diferensiyellenebilir manifold olsun. Eger M nin her p
noktas1 icin J? = | olacak sekilde T,M tanjant uzayinn bir J endomorfizmasi varsa,

0 zaman M uzerindeki (1,1) tipindeki J tensor alanina bir hemen hemen

parakompleks yapi denir. Bir J hemen hemen parakompleks yapisi ile verilen
manifolda bir hemen hemen parakompleks manifold denir (Kaneyuki ve Willams
1985).
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Teorem 3.3.1: (M*"™, @,&,n) bir hemen hemen paradegme manifold olsun. Bu taktirde

M 2" xR iizerinde bir hemen hemen parakompleks yap1 vardir (Kaneyuki ve Willams

1985).

Tanmm 3.3.2: J, M" iizerinde bir hemen hemen parakompleks yapt olsun. M"

Uzerinde J tensor alanina gore Nijenhuis torsiyon tensorii;
N, (X,Y)=J?[X,Y]+[3X,3Y]-3[IX,Y]-I[X,IY]
= [X,Y]+[3x,3v]-3[3x,Y]-I[X, Y]
seklindedir (Bucki ve Miernowski 1985).

Tamm 3.3.3: (M?",J) hemen hemen parakompleks manifold olsun. O zaman, N, =0

ise J doniistimiine integrallenebilir dir denir (Bucki ve Miernowski 1985).

Tamim 3.3.4: Eger M?" xR (izerindeki bir J hemen hemen parakompleks yapisi

integrallenebilir ise (¢,&,7) hemen hemen paradegme yapisina normal dir denir.

Simdi dort tane tensor alant N O N N® ye N® sirastyla,
N@(X,Y)=N;(X,Y)-2dn(X,Y)&
N@XY) = (L = (L)X
N@(X,Y) = (L)X
N (X,Y) = (L)X

olarak tanimlansin.

Yardimci Teorem 3.3.1: Bir hemen hemen (@,5,77) paradegme yapisi igin;

N®=0ise N =N® =N® =0 dir (Zamkovoy 2009).

Onerme 3.3.1: M nin (¢,&,n7) hemen hemen paradegme yapisinin normal olmasi igin

gerek ve yeter sart
N;-2d ®&=0

olmasidir (Zamkovoy 2009).
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3.4. K-Paradegme Manifoldlar

Tanmmm 3.4.1: (2n+1)-boyutlu hemen hemen paradegme metrik manifoldu

(M,p,&,1,9) olsun. Eger VX,Y € (M) igin,

dn(X,¥) =2 (Xn(0) - Y () - (X, Y))

olarak tanimlandiginda
@ (X,Y)=§(X,5(Y)=dn(X,Y)
oluyorsa (¢,&,n,09) dortliisiine paradegme metrik yapr ve (M,@,&,1,9) ye de

paradegme metrik manifold denir (Zamkovoy 2009).

Tamm 3.4.2: (2n+1)-boyutlu bir M paradegme metrik manifoldu verilsin. Eger
(¢,£,m,09) hemen hemen paradegme metrik yapisinda yer alan & vektor alam1 § ye

gore bir Killing vektor alani ise o zaman M {izerindeki degme yapiya K-paradegme
yapi1ve M ye de K-paradegme manifold denir (Zamkovoy 2009).

Teorem 3.4.1: (2n+1) -boyutlu bir M manifoldu, (¢,&,77,g) paradegme metrik yapisi
ile verilsin. Bu durumda N® =N® =0 dir. Aynica N® =0« & Killing vektor

alanidir (Zamkovoy 2009).

Onerme 3.4.1: M*"" bir paradegme metrik manifold olsun. Bu durumda M*"*'in K-

paradegme manifold olmasi i¢in gerek ve yeter sart
V& =—gX (3.4.1)
olmasidir (Zamkovoy 2009).

Teorem 3.4.1 yardimiyla asagidaki 6nerme verilebilir.

Onerme 3.4.2: M*" bir paradegme metrik manifold olsun. M *"*ninK -paradegme

manifold olmasi igin gerek ve yeter sart N° =0 olmasidir (Zamkovoy 2009).

Yardimei Teorem 3.4.1: M nin bir (¢,&,77,g) hemen hemen paradegme metrik yapisi
icin

20((V 3 ). Z)=—-3dd(X,5Y,5Z) - 3ddB(X,Y,Z) - g(N® (Y, Z),5X)
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+N@(Y,Z)n(X) +2dn(@Y, X)n(Z) - 2dn(pZ, X)n(Y)
dir (Zamkovoy 2009).

Yardimelr Teorem 3.4.2: (¢,&,17,9) paradegme metrik yapisina sahip ve O = dn ve
N® =0 6zelligindeki M manifoldu igin

2G((Vx@)Y,Z)=-g(NP(Y,2),5X) +2dn(pY, X)n(Z) - 2dn(pZ, X)n(Y)  (3.4.2)
dir (Zamkovoy 2009).

Sonug 3.4.1: (3.4.2) denkleminde X yerine & alinirsa
20((V.5) . 2)=-g(N®(Y.2).5¢) +2dn(@Y .En(2) - 2d7(GZ. £ (Y)

= 20(pY ,E)n(Z) - 20(4Z,E)n(Y)
=29(@Y,pEM(Z) - 29(pZ, pE)n(Y)
=0

elde edilir ve boylece bir paradegme metrik manifoldda
V.p=0 (3.4.3)

sonucuna ulagilir.

Teorem 3.4.2: Bir paradegme metrik manifoldda £ nin integral egrisi bir geodeziktir

(Zamkovoy 2009).

Bir paradegme manifold iizerinde
h:z(M)— z(M)

X >R =2 (LX) =5 (LF) - 5L (X))

olacak sekilde bir h tensér alani tanimlansn.

X yerine & alinirsa
hE = (Lp)E) = ple.£]-[pe.£] =0

hé=0 (3.4.4)
oldugu goriiliir (Zamkovoy 2009).
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Yardime1 Teorem 3.4.3: Bir paradegme metrik manifoldda, h bir simetrik

operatordiir. Ayrica
V, E=—¢X +@hX (3.4.5)

dir. ﬁ, ¢ ile anti-degismelidir ve izh =0= ﬁé‘ dir (Zamkovoy 2009).
3.5. Para-Sasakian Manifoldlar

Tamm 3.5.1: 2n+1-boyutlu bir paradegme metrik manifold (M,¢,&,n,7) olsun. Eger

M nin paradegme metrik yapisi normal ise bu durumda M manifoldu bir para-
Sasakian yapiya sahiptir ve M manifolduna da para-Sasakian manifold denir. Bir

para-Sasakian manifold, bir paradegme metrik manifolddur fakat tersi her zaman dogru

degildir (Zamkovoy 2009).

Teorem 3.5.1: M*"" bir paradegme metrik manifold olsun. Bu durumda M " de bir

(¢,£,m,9) hemen hemen paradegme metrik yapisi bir para-Sasakian yapidir gerek ve
yeter sart

(Vx@)Y ==G(X.Y)& +n(Y)X (35.1)
denkleminin saglanmasidir, burada Vv, g Yye gore yari-Riemann konneksiyondur.

Ozellikle bir para-Sasakian manifold, K-paradegmedir (Zamkovoy 2009).

3.6. Paradegme Manifoldlarin Egriligi

Onerme 3.6.1: Bir M *"" paradegme metrik manifoldunda
(V)X = —5X +h %X + gR(E, X)& (3.6.1)

(R(£,%)& + GR(£.X)& )= 25°X — 20X (36.2)
dir. Burada & karakteristik vektor alanidir ve X € M ?™* dir (Zamkovoy 2009).

Sonug 3.6.1: Bir M*"' paradegme metrik manifoldunda, & dogrultusunda Ricci
egriligi

S(&,E) =—2n+izh?
seklinde verilir (Zamkovoy 2009).
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Onerme 3.6.2: M*"" bir K-paradegme manifold olsun. M*"" de Q Ricci egrilik
operatori olmak Uzere

Q¢ =-2n¢
dir (Zamkovoy 2009).

Onerme 3.6.3: Bir para-Sasakian manifoldda
R(X,Y)E =n(X)Y =n(Y)X
dir (Zamkovoy 2009).

Teorem 3.6.1: (M*"" 0,£,1,§) paradegme metrik manifoldu iizerinde asagidaki

ozellikler gecerlidir:

(Vax @)Y — (V@)Y =2 (X,Y)E-n(Y)(X —hX +7(X)E), (3.6.3)
R(E, X)E+PR(E,PX)E = 2(32X —h?X), (3.6.4)
R(E X,Y,Z) ==§(Y,(V43)Z) +§(X,(V,ph)Z) - G(X,(V,5h)Y), (3.6.5)

R(& X,Y,Z) +R(&, X, 3Y,pZ) ~R(E, X, Y, Z) ~R(E, XY, 5Z)

& & _ (3.6.6)
= 2(V-, D)(Y,Z)+27(Y)§(X —hX,Z)-27(Z)§ (X —hX,Y).

Burada @ = d(.,¢.) paradegme metrik yapinin Temel 2-formudur (Zamkovoy 2009).

Ayrica Zamkovoy, herhangi bir paradegme metrik manifold tizerinde, bir degme metrik
manifoldda genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonun paradegme geometrisi ile

(Tanno 1989) ayni rolii tistlenen bir kanonikal konneksiyon tanitmistir.

Teorem 3.6.2: Herhangi bir paradegme metrik manifold izerinde kanonikal paradegme

konneksiyon olarak adlandirilan ve asagidaki sartlar1 saglayan bir tek v konneksiyonu

vardir;

(i) V*n =0, V*E=0, V™G =0,

(i) (VEG)Y = (V@)Y +G(X —hX,Y)E=n(Y)(X —hX),
(iii) TP (£,pY) =T *(£,Y),

(iv) T ™(X,Y)=2dn(X,Y)¢ D =ker(n).

Ayrica V™ konneksiyonu
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VEY =V Y +7(X)BY +7(Y)(@X —ghX) + F(X —hX,5Y)& (3.6.7)

denklemi ile verilir (Zamkovoy 2009).

X,Y e[(D) i¢in eger N5(X,Y)eI'(RS) ise (p,&,m) hemen hemen paradegme

yapisina integrallenebilir denir. Paradegme metrik yapilar i¢in integrallenebilme sarti

V™% =0 dir (Zamkovoy 2009).
3.7. Legendrian Foliasyonlari

Tammm 3.7.1: (M,7)degme manifoldu Gzerinde tum X,Y eI'(L)icin dn(X,X")=0
sartin1 saglayan degme dagilimin bir n-boyutlu alt demeti L ye Legendrian dagilim
denir ve L nin integrallenebilir olmasi i¢in

2dn(X, X )= X#(X)=X'"(n(X)-n(X,XT =0 esitliginin saglanmasi
gerekmektedir (Pang 1990).

L integrallenebilir oldugunda, (M,7) nin bir Legendrian foliasyonunu tanimlar.

Legendrian foliasyonlar son zamanlarda birgok kisi tarafindan ¢alisilmaktadir. Ozellikle

Pang, F foliasyonunun teget demeti lizerindeki

e (X, X) ==(LxLx7)(&) = 2d([¢, X], X) 3.7.1)

ile tanimlanan simetrik iki-lineer form I1_yi kullanarak Legendrian foliasyonlarin bir
smifin1 verip II; nin sifir, dejenere, dejenere olmamasi, pozitif(negatif) tanimh
olmasina gore F yi flat, dejenere, dejenere olmayan, pozitif(negatif) tanimli olarak
adlandirdi (Pang 1990).

Libermann, dejenere olmayan Legendrian foliasyonu igin

M- (A Z,X)=dn(Z,X) (3.7.2)
esitligi ile tamimlanan A :TM — TF lineer doniisiimii tanimlad1 (Libermann 1991).

Burada ZeIl'(TM), X e[(TF)dir. A operatori Ortendir ve VX eI'(TF)igin
(A)? =0 ve A, [¢, x]:%x ozelliklerini saglar.

Mg (Z,2), Z,2'e(TF)

Hr&2) ::{HF (AEZARZ),

sart1 koyularak IT., TM uzerindeki simetrik iki-lineer forma genisletilebilir.
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Tanim 3.7.2: (M,7)degme manifoldu, TM =L, @& L, DR seklinde verilen iki dik

Legendrian dagilima sahipse manifolda hemen hemen bi-Legendrian manifold denir.

(L, L,)ye (M,n) degme manifoldu Uzerinde bir hemen hemen bi-Legendrian yap:
denir. L, ve L, ikisi de integrallenebilirse manifolda bi-Legendrian manifold denir

(Cappelletti Montano 2009a).

Herhangi (M "™, ¢,&,n,§) paradegme metrik manifoldu, +1karakteristik degerlere
karsilik gelen @ nin D*ve D~ karakteristik dagilimlari ile verilen hemen hemen bi-
Legendrian yapiya sahiptir.

Tersine, her hemen hemen bi-Legendrian manifold paradegme metrik yapiya sahiptir
(Cappelletti Montano 2009a).

Paradegme geometrideki integrallenebilme kosulu (V™¢ =0) Legendrian dagilimlar

D* nin integrallenebilmesine denktir.
Herhangi hemen hemen bi-Legendrian manifold, hemen hemen bi-Legendrian
manifoldlardaki c¢aligmalarda 6nemli role sahip bi-Legendrian konneksiyon olarak

adlandirilan konneksiyona sahiptir.

Teorem 3.7.1: (M,n,L;,L,) hemen hemen bi-Legendrian manifold olsun.
() VP, ey, VI, c Ly, VP RE)e RE
(ii) V*dn =0,

TP(X,Y) =2dn(X,Y)& VX el(L),Y eM(Ly)

(iii)
T (X&) =& X Ly +6, X 1Ly VX eT(TM)

olacak sekilde bir tek V* konneksiyonu vardir. Burada X, ve X ile swrastyla; X in

™ =L; ® Ly, ®R ¢ ayrisimina gére TM nin L, ve L, altdemetlerine olan izdiisiimleri

belirtilmektedir (Cappelletti Montano 2005).

Bi-Legendrian konneksiyonunun ozelliklerini kullanarak, degme metrik (x, ££) -uzaylari

ve Legendrian foliasyonlar1 arasinda iliski asagidaki teorem ile verilebilir.
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Teorem 3.7.2: (M,9,£,17,0), K-degme olmayan bir degme metrik manifold olsun.
(M,,&,17,9)nin bir degme metrik (x, u)-manifold olmasi i¢in gerek ve yeter sart
birbirine dik L ve Q Legendrian dagilimlarina sahip olmasi ve asagidaki kosullar
saglayan bir tek V lineer konneksiyonuna sahip olmasidir :

(i) VLc L, VQcQ,

(i) V7=0,Vdp=0,Vg=0,Ve=0, Vh=0,

T(X,Y)=2dn(X,Y)& VX,Y eT(D),

W F(x,8)=[£.X Io +£. X 1 ¥X eT(TM)
(Cappelletti Montano ve Di Terlizzi 2008).

Daha da 6tesi; V tek olarak bellidir ve (L,Q) nun bi-Legendrian konneksiyonu ile
cakisir. L ve Q integrallenebilirdir ve h nin D, (1) ve D, (-A4) karakteristik uzaylari

ile cakisirlar.

Bir sonraki teorem ile degme (x,)-manifoldlar ile paradegme geometri arasindaki

iliski kurulmustur.

Teorem 3.7.3: (M,¢,&,n,9) Sasakian olmayan degme metrik (x, 1) -uzay1 oldugunda
M nin (¢,&,17,9) kanonikal paradegme metrik yapisi

- 1 ~ 1
=———h, =——dn(,h)+n® 3.7.3
ile verilir.

Ayrica, (M,g) nin Levi-Civita konneksiyonunun egrilik tensér alani (i, ) -sifirlik

durumunu

R(X.Y)E = R(7(V)X —(X)Y )+ iln(Y)AX —7(X)AY) (3.7.4)
2
saglar. Burada E:K—2+(1—§j , =2 dir (Cappelletti Montano ve Di Terlizzi

2010).
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Teorem 3.7.4: (M,n,L;,L,) bir hemen hemen bi-Legendrian manifold ve (v,&,7,9)
M iizerine indirgenmis kanonikal paradegme metrik yap1 olsun. V® ve V™ sirastyla bi-
Legendrian ve kanonikal paradegme konneksiyonlari olsunlar. O halde

(@) V'y=0,V"g=0;

(b) bi-Legendrian ve kanonikal paradegme konneksiyonlarinin ¢akigsmasi i¢in gerek ve

yeter sart indirgenmis paradegme metrik yapinin integrallenebilir olmasidir (Cappelletti

Montano 2009a).

Teorem 3.7.5: (M,¢4,£,17,9), K-degme olmayan bir degme metrik (x, 1) -uzay1 olsun.

D(A) ve D(-1) Legendrian foliasyonlarinin Pang invaryantlari

(A+D)° —x—uA E—
HD(’D - A g|D(/I)xD(/1) 2 (2 1-x - M+ 2)g|D(/1)xD(/1) (3'7'5)
—(A-D%+x—pui —
HD(*’U N A |D(f/1)xD(f/1) - (_2 1-x —HT 2)g|D(—/1)><D(—ﬂ,) (3'7'6)

ile verilir (Cappelletti Montano ve Di Terlizzi 2008).

Sonug¢ 3.7.1: Bir hemen hemen bi-paradegme yap1 (4.4, 4;) nn integrallenebilir

olmasi i¢in gerek ve yeter sart D degme dagilimi {izerinde N ;jll), N ;;) tensOr alanlarmin

sifir olmasidir. Ayrica, integrallenebilir hemen hemen bi-paradegme manifoldunda D

degme dagilimi iizerinde N;sl) degeri sifirdir (Cappelletti Montano 2010b).

Teorem 3.7.6: (M,¢,&,n7,9) Sasakian olmayan degme metrik (x, «) -manifold olsun.
(M,¢,&,nm,9) ile iligkili olan (D(A4),D(-A)) bi-Legendrian yapisi flat degildir. Daha
acik olarak asagidaki durumlardan sadece biri var ve gecerlidir:

(1) D(4) ve D(-A) pozitif tanimli;

(I1) D(A) pozitif tanimli ve D(—A) negatif taniml;

(1) D(A) ve D(—A) negatif tanimli;

(IV) D(A) pozitif tanimli ve D(-A4) flat;

(V) D(A) flat ve D(—A) negatif taniml..
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Ayrica, M nin (1), (1), (1), (IV), (V) siniflarindan birine ait olmasi i¢in gerek ve yeter
sart swrasiyla I, >1, -1<1,, <1, I,, <-1,1,, =1 |,, =-1sartlarimin saglanmasidir

(Cappelletti Montano 2009b).

Yardimci Teorem 3.7.1: (M,¢,&,m7,9) L Legendrian dagilimi ile verilen bir degme

metrik manifold olsun. Q := 4L, L nin eslenik Legendrian dagilimi ve V* ise (L,Q)ile

iligkili olan bi-Legendrian konneksiyon olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

(i) Vg =0.

(i) V"¢ =0.

@)V X X =—(@[X, XD tim X, X el(L),  VyY'=—(@[Y, ¢/ o tim
Y,Y"eT'(Q) ve h tensor alan1 L altdemetini Lye ve Q altdemetini Q ya resmeder.

Ayrica, L ve Q nun integrallenebilir oldugu kabul edilirse, (i)-(iv) sartlari;, L ve Q

tarafindan tanmimlanan Legendrian foliasyonlarin total geodezikligine esdegerdir

(Cappelletti Montano 2010a).
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4. PARADEGME (&, i)~ MANIFOLDLAR

4.0. Giris

Bu boliimde Paradegme (i, ) -manifoldlar ile ilgili temel tanimlar ve teoremler
verildikten sonra x >-1ve x<-1 olma durumuna goére Paradegme (x,u)-

manifoldlar iki kistmda incelenecektir.

4.1. Paradegme (x, 1) -Manifoldlarlar ile Ilgili Temel Tanim ve Teoremler

Bu kisimda (4.1.1) sartin1 saglayan paradegme metrik manifoldlarin bazi temel

Ozellikleri verilecektir.

Tanim 4.1.1: Egrilik Tensor alam
R(X,Y)E = R((Y)X =n(X)Y )+ lp(V )X —n(X)hY) (4.1.1)

esitligini saglayan bir paradegme metrik manifolda paradegme metrik (xc, 12) -
manifold denir. Burada X,Y ;M gzerindeki vektor alanlaridir ve xve A reel

sabitlerdir (Cappelletti Montano ve Di Terlizzi 2010).

Yardimer Teorem 4.1.1: (M,9,&,7,9) (2n+1) -boyutlu paradegme metrik (x, 1) -

manifold icin asagidaki 6zellikler gegerlidir:

h? =(1+5)p2, (4.1.2)
Q& =2n&¢, (4.1.3)
(V@)Y =—G(X —hX,Y)é+n(Y)(X —hX), &=-1, (4.1.4)

(Vxh)Y =(Vyh)X = =@+ &)Q2F(X,pY)E +n(X)@Y —n(Y)PX)

’ . o (4.1.5)
+ 0= )m(X)phY —n(Y)phX)

Veh=fihop, Veph=-jh (4.1.6)
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Burada X ve Y M {izerindeki vektor alanlaridir ve Qise (M, @) nin Ricci operatoridur

(Cappelletti Montano ve ark. 2012).

Ispat : IX = ﬁ(x,f)f oldugu goz oniine alinip (4.1.1) esitliginde Y yerine & yazilirsa
R(X,£)¢ = R(X ~n(X)&)+ a(hX) (4.1.7)
esitligi elde edilir. Bu son esitlikte (3.1.2) esitligi kullanilirsa

R(X,&)E=&p2X + f(hX) esitligi diger bir deyisle

IX =R3°X + i X (4.1.8)

denklemi elde edilir. (4.1.8) denklemine ¢ etki ettirilip (3.1.2) esitligi kullanilirsa
I §X =X + iih pX  denklemi bulunur. Son olarak bu son esitlige ¢ etki ettirilip &

ile h nin anti-degismeli oldugu kullanilirsa
Pl pX = Kp°X — ih X (4.1.9)

oldugu goriilir. (3.6.4) esitliginden R(X,&)E+PR(GX,E)E =—2(4°X —h2X)
denklemi elde edilir. (4.1.8) ve (4.1.9) nolu esitlikler kullanilarak (4.1.2) esitligi

bulunur.

Ricci egrilik tensor alani ile ilgili olan (2.2.2) esitliginden yararlanilarak

S(,9)¢ = R IEe) - L GRGe, Ve pe) + FRENIES) (4.1.10)

denklemi elde edilir. (4.1.10) denkleminde (4.1.1) esitligi ve izh =0 oldugu kullanilirsa

S(Y,&) =2nk 5(Y) (4.1.11)
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bulunur. Ayni zamanda S(Y,¢&) = g(éX ,Y) ile (4.1.11) esitliginden (4.1.3) elde edilmis

olur.

(4.1.4) esitligini ispatlamak igin (3.6.6) esitliginde (4.1.1) den yararlanilirsa (3.6.6)
esitligi

2KG (X, Y)n(Z) - 2kG (X, Z)n(Y) = -2§(Y,(V;;, $)Z) + 2§ (X ~hX, Z)5(Y)

n (4.1.12)
—2G(X —hX,Y)n(2)

haline gelir. (4.1.12) esitliginde (3.1.2) ve (4.1.2)  kullanilirsa

(®+DF(Y,(Vxp)Z) = (£ +Dn(Y)F(hX,Z) - (K +n(Y)F(X,2Z)
= (K +Dn(Z)g(hX.Y) +(x +Dn(2)g(X.Y)

oldugu goriiliir. Burada (x +1) # 0 secilirse (4.1.4) esitligi elde edilmis olur.

Daha sonra (3.4.5) esitligi Riemann egrilik tensoriiniin ifadesinde yani (2.2.1)

esitliginde kullanilirsa
R(X,Y)E= _(vxé)Y + (VY&)X + (anh)Y - (Vvih)x
elde edilir. Bu son denklem (4.1.4) denklemi yardimiyla

R(X,Y)E=G(X —hX,Y)E=n(Y)(X —hX)-G(Y —hY,X)¢ @113)
+7(X)(Y =hY)+(V (ph)Y - (V,5h) X -

halini alir.

(V@)Y = (V,3h)X =(V,p)hY = (V, @)W X +G((V, h)Y = (V,h)X) esitligi (4.1.1)
ve (4.1.4) denklemleri (4.1.13) de kullanilirsa

RV )X =Y )+ (Y RX = (X)RY )= (Y )(X =hX)+7(X)(Y —RY)
+3((Vh)Y = (V,h)X)
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elde edilir. Bu bulunan son denklemin her iki tarafina @ etki ettirilip h ve v «N nm

simetrik olusu kullanilirsa

(% +D)(n()PX —n(X)Y )+ (T - D)X —n(X)FhY )= (T h)Y - (Tyh)X
+2§(X,ph2Y)é

elde edilir. Bu son denklemde (4.1.12) kullanilirsa (4.1.5) denklemi bulunmus olur.

(4.1.6) denklemlerini ispat etmek icin (4.1.5) denkleminde (3.4.5) ve (4.1.12)

denklemlerini ve hoperatériinun 6zelliklerini kullanarak

<
S
I
=
S
Sy

bulunur. Son denkleme ¢ etki ettirilip (3.4.3) esitliginden yararlanilirsa (4.1.6) min

ispat1 tamamlanmis olur. O

Sonu¢ 4.1.1: Herhangi paradegme (x,u)-manifold (x = -1)integrallenebilirdir
(Cappelletti Montano ve ark. 2012).

Ozellikle Sonug 4.1.1 den x # —1ile verilen herhangi paradegme (i, zz) -manifoldunda,

D*ve D™ ile verilen Legendrian dagilimlari integrallenebilirlerdir ve M de iki

Legendrian foliasyon tanimlarlar.

(4.1.2) esitliginden dolay1, & =—lolan paradegme (&, ) -manifoldlar h? = Oesitligini
saglarlar. Degme metrik durumundan farkli olarak, hnin sifir olup manifoldun para-
Sasakian oldugu sdylenemez. Yani x =—lolmasi manifoldun para-Sasakian olmasini

gerektirmez. h2=0 (£ =-1) ve h = Oolan paradegme (&, /i) -manifoldlar vardir.

Asikar paradegme (x, ) -manifold 6rnegi csabit kesitsel egrilikli (M, g) Riemannian
manifoldunun teget kiire demeti T,M ile verilsin. T,M nin aslinda bir (c(2-c),-2c)-

yapisi olan standart degme metrik yapisi (@, &,7, ) distiniilsiin (Blair 2010).
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——h, §,=——dn(,eh)+n®n (4.1.14)

1
s C| |1— (

-1 _

o, :Mh, g, |1_ |d77( ) +n®n (4.1.15)

tanimlansin.

(p,¢.1,09,) ve (¢,,£,1,0,)nin M de paradegme metrik yapilari tanimladigi agiktir.
Boylece (Teorem 5.9, Cappelletti Montano 2010b) yardimiyla (¢,,&,7,0,) paradegme

(1, 14) -yapisima ve (9,,$,7,0,) paradegme (i, i1, ) -yapisina

=(1+c)’ -1, m=2(1-|c-1),
K,=4c-1 p,=2

olacak sekilde sahiptir. O halde asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.1.1: c=#1sabit egrilige sahip olan Riemannian manifoldunun teget demeti
(4.1.14) den paradegme ((1+ C)2 —1,2(1—|C —ﬂ))- yapisina ve (4.1.15) den

paradegme (4c—1,2) - yapisina sahiptir (Cappelletti Montano ve ark. 2012).

Sonug olarak, eger M manifoldu flat ise (¢,,£,7,d,) T,M de, h,>=0 olan fakat

ﬁz sifir olmadigindan para-Sasakian olmayan paradegme (-1, 2) -yapisidir.

Gercekten de (4.1.15) ve (Lemma 4.5, Cappelletti Montano ve Di Terlizzi 2010) dan

h, :%Lgp‘ = ¢h + g elde edilir.

Tamm 4.1.2: (¢,&,77,9) paradegme metrik yapisi ve a >0 igin
_ = 1 o~ -
T=an, c=—c,9=¢,g=ag+ala-Dn®n (4.1.16)

esitligi ile verilen yap1 tensorlerinin degisimine - homotetik deformasyon denir.

(@,£,77,7) yeni yap1 da bir paradegme metrik yapidir (Zamkovoy 2009).
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Onerme 4.1.1: -homotetik deformasyon ile (¢,&,7,§) yapisindan elde edilen

paradegme metrik yap1 (@,&,7,3) olsun. V ve V Levi-Civita konneksiyonlari

arasindaki iligki

VY =V,Y +“7‘1§(¢7ﬁx,v)§—(a—1)(n(v)ax (X)) (4.1.17)

(4.1.18)

=

[
Q|+

=

seklindedir (Cappelletti Montano ve ark. 2012).

Ispat: (4.1.16) dan ve Koszul formiiliinden yararlanarak herhangi X,Y,Z € x(M)igin

2g(VY,2) =aXq(¥,2) +ala-D[(Xn( (@) +n( )(Xn(2))]
+aYG(X,2) +a(a=)[(Yn(X)n(2)+n(X)(Y1(2))]
—aZ§(X,Y) - ala-D[@n(X)n(Y) +n(X)Zn(V))]
+ag(X.Y}2)+ ala-D(n(X Y )n(2)
+ag([z,X]Y)+ala -0z, X Dn(Y)
+ag([2.Y] X)+ala-D(n(Z.Y In(X))

20(V Y, 2) + e~ Dn(@)|F(T Y. &) - §(Y . #X) + §(Y, X))
+ala-DM[FEV 2,0~ 2. 7%)+§(Z.5hX))]
+ala-Dn@)|FEV, X, &)~ §(X,V)+§(X, 5 V)]

=+ a(a-Dy(0)|G(T,2.8) - §(Z.7Y) + §(Z.7Y)]
—ala-DnM[aF,X,8)-5(X,72) +§(X,#n2)]
—ala-Dn(O|G(V,Y, &)~ §(Y,52) + §(Y,¢h2)]
+a(a=D[(X.Y @) +n(Z, X Dn(Y)+n(Z.Y Dn(X)]

denklemi bulunur.

Bu son denklemde gerekli sadelestirmeler yapilarak
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TV, 2) =af(V,Y,Z) + ala -V, Y )nZ) +ala-)§(@hX,Y)n(Z)

—a(a-)g(@X,Z)n(Y) - ala -1 (pY,Z)n(X) (#139)
denklemi elde edilir. Ayrica
g(VyY,2)=ad(V,Y,2)+a(a-Dn(V,Y)n(2) (4.1.20)
ve
n(VyY) =%§(VXY,§) (4.1.21)

denklemlerinden faydalanilarak (4.1.19) denklemi

(VY. 2)+ XD Gy v, om(@)=ag (Y. 2)
o

+a(a-Dn(VxY)n(Z)
+a(a-D)F(@hX,Y)n(2) (4.1.22)
—a(a-1)g(pX,Z)n(Y)
—a(a-)g(pY,Z)n(X)

haline doniistir.

(4.1.19) denkleminde Z yerine & yazilirsa

gV, Y. &) =an(V,Y)+ala-)n(V,Y)+ala-1)F(@hX,Y) (4.1.23)

elde edilir. (4.1.23) denklemi (4.1.22) denkleminde kullanilip gerekli sadelestirmeler
yapilirsa (4.1.17) denklemine ulasilir.

Son olarak, h nin taniminda (4.1.16) denklemi kullanilirsa (4.1.18) in ispati

tamamlanmis olunur. ad
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Onerme 4.1.2: Onerme 4.1.1 deki kabuller altinda, R ve R egrilik tensor alanlari

arasindaki iligki

aR(X,V)E =R(X,V)E (@ -V, H)Y — (V,3)X +n(Y)(X =AX)=n(X)(Y —AY))
—(@=D*(n(Y)X =n(X)Y) (4.1.24)

denklemi ile verilir.

Ozellikle, eger (M,@,£,17,§) bir paradegme (x, zz) -manifold ise (@,&,7,T) yapist

(4.1.25)

olacak sekilde bir paradegme (i, &) -yapidir (Cappelletti Montano ve ark. 2012).

ispat: R(X,Y)¢ =V, V,E-V, V, & - 6[”]5 denkleminde (4.1.16) kullanilirsa

§(X1Y)E: L vavf_v‘(vxg_v[xy]g]

denklemi bulunur. Bu son denklemde (4.1.17) den faydalanilirsa

aR(X)E =V, 9,6+ E 25X, 9,08 - (@ -0V &
—(a—l)[%xav +a7_1§(¢7ﬁx,&Y)é—(a—l)n(x)&zY}
9,6 ERGhY Y, 8 + (@D &
a0 9,7+ EGERY,50 -t X |
~ViewiE +(@-Dp(X.Y)

denklemi elde edilir. Bu son denklemde I5(X,Y).§ tanimi (3.1.2) ve (3.4.5) denklemleri

kullanilirsa (4.1.24) denklemine ulagilir.
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(4.1.1) ve (4.1.4) den faydalanilarak
R(X.Y)Z =[EL2+1](77(Y)X —n(X)Y)+(MJ(ﬂ(Y)ﬁX ~n(X)AY)
a a

elde edilir. (4.1.16) ve (4.1.18) denklemlerinin bulunan bu son denklemde

kullanilmastyla

Kk—a’+1

R(X,Y)E =(7J(77(Y)x —f?(ﬂ”%@j@mﬁx ~7(X)hY)

sonucuna ulagilir. O

Bu kisimdan sonra paradegme (x, zz) -manifoldlarin baz1 genel dzellikleri verilecektir.
Teorem 4.1.2: (M, ¢, &,n,9) integrallenebilir paradegme metrik manifold igin,
Qp Q=15 -l —4n-DPh —n®FQL +(7°Q9) ® & (4.1.26)

ozelligi gecerlidir. Burada er = §(X,§)§ ile tanimlanan Jacobi operatoriidiir

(Cappelletti Montano ve ark. 2012).

ispat: R(X,Y)E =V, V, &~V V, £~V ¢ esitliginde V,&=-gY +@hY nin tirevi

alinirsa
R(X,Y)E=—(V, @)Y +(V, @)X +(V,gh)Y —(V,5h)X (4.1.27)

elde edilir. integrallenebilme sart: \Y o =0 ve (4.1.27) esitliklerini kullanarak kisa bir

hesap yapildiktan sonra
R(X,Y)E=-n(Y)(X —hX)+n(X)Y =hY)+3(V )Y —5(V,h)X (4.1.28)

esitligi bulunur. h simetrik bir operator oldugundan
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GV h)X =(V,h)Y,&) = F((V,h)E X) = F((Vh)EY) (4.1.29)

yazilabilir. Formiil (3.4.5) ve h&=0, gh +h@ =0 olusu (4.1.29) da kullanilirsa,

~ ~ o~

GV )X —(Vh)Y, &) =—2F(h*X,Y)¢ (4.1.30)

elde edilir. (4.1.28) denklemine ¢ etki ettirilip, ¢p>=1-7®¢ ve (4.1.30) dan

faydalanilirsa,

(Vh)Y —(V,h)X = R(X,Y)E +25(ph X ,Y)E

G S (4.1.31)
-n(X)(@Y —phY) +n(Y)(@X —phX)
elde edilir.

P, M nin sabit noktas1 ve X,Y,Z vektor alanlari (§X)P = (§Y)P = (%Z)P =0 olacak

sekilde var olsun. ¢ icin Ricci 6zdesligi

R(X,Y)PZ - gR(X,Y)Z = (V,Vy$)Z ~(V,V,$)Z —(V}x,#)Z oldugundan ve
(%%@)Z = 6>< (gva)z _(6Y5)%XZ

yazilabileceginden P noktasinda asagidaki forma indirgenebilir:

R(X,Y)PZ —pR(X,Y)Z =V (Vyp)Z = Vy (Vx0)Z.

P noktasinda integrallenebilme sart1 sonucu

R(X,Y)PZ - @R(X,Y)Z = G((Vx )Y —(V,N)X,Z)E=n(Z)(V <)Y = (V,h)X)
+§(Y =hY,Z)(@X —phX)=G(X =hX,Z)(@Y -ghY)
—G(@X —h X, Z)(Y =hY)+G(@Y —phY,Z)(X —hX)

(4.1.32)
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bulunur. Bulunan (4.1.30) denklemi (4.1.32) de kullanilirsa,

ROX,Y)PZ —FR(X,Y)Z = (G@R(X,Y)E=n(X)@Y —ghY)+n(Y)(@X - #hX),Z)
@) FROXY)E=n()GY - FhY) +7(Y )X —7n X))
+g(Y =hY,Z)(@X —phX)-g(X —hX,Z)(@pY —phY)
—G(PX =P X, Z)(Y =hY)+G(@Y —phY,Z)(X —hX)

(4.1.33)

denklemi bulunur.

(3.2.2) esitligi ve egrilik tensor 6zelliklerini kullanarak

G(@R(PX,PY)Z, W) =—F(R(Z,W)PX,5Y) +n(R(@X, Y )Z)n(W) (4.1.34)
elde edilir.

(4.1.33) denkleminde X yerine Z,Y yerine W, Z yerine X yazilip bulunan denklem
oY ileic carpilirsa

~G(R(Z W)X, oY) +F(@R(Z W)X, 5Y) =n(X)G(PR(Z,W)E, oY)
~n(X)n(Z)G(@W - FhW,pY)
+7(X)nW)3(HZ - $hZ,pY)
~GW ~hW,X)(@Z -phZ,pY)
+§(Z-hZ,X)(@W - FhW,pY)
+§($Z -$hZ,X)FW —hW,5Y)
~G(PW - phW, X)§(Z -hZ,pY)

bulunur. Bulunan bu son denklemde (4.1.34) kullanilip, uzun bir hesap yapildiktan
sonra,
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G(@R(PX,PY)Z, W) = G(R(X,Y)Z,W) +7W)n(R(@X,5Y)Z)
+ ) n(RE@W)X)=n(@Z)FW —AW, X) +7W)F(Z —hZ, X))
—nO)EnRE W)Y) = n(Z)FW —AW,Y) + p(W)F(Z —hZ.Y))
+GW —hW,X)G(@Z -hZ,Y)-G(Z -hZ, X)W —hW,Y)
+§((52—¢7§z,><)§(w —fw,av)
~§(@Z -Fhz,Y)FW —hW,$X)
(4.1.35)
elde edilir. (4.1.34) denkleminde X yerine @X,Y yerine @Y yazilip oW ile ic

carpilirsa,

G(R(PX,3Y)PZ,oW) - G(PR(PX,PY)Z,GW) = G(PX +PhX,Z)F(PY +phY,W)
—G(@Y +PhY,Z)F (X +Ph X, W)
—n(Y)n(W)§(X +hX,Z)
+G(X =n(X)E+hX,Z)G(Y +hY,W)
+77(X)77(VV)§(YirﬁY,Z) )
—Q(Y—n(l()§+hY,Z)§(X +hX,W)
+7(Z)F(R(@X,BY)EW)

(4.1.36)

bulunur. (4.1.35) ve (4.1.36) denklemleri karsilastirilip yine uzun bir hesap yapildiktan

sonra asagidaki denklem elde edilir:

G(R(@X,pY)PZ, W) = G(R(X,Y)ZW) +7(W)n(R(X,5Y)Z) - n(Z)n(R(@X, Y W)
00 n(REZ W)X +27(2)F(RXW) - 2W)(HZ, X))
()= nREZ W)Y +27(Z)§(RY W) - 27W)F(HZ.Y))
~25(W,X)3(hZ,Y)-2§(Z,Y)G(hW,X)
+2g(W,Y)g(hzZ,X)+2g(Z,X)g(hW,Y).
(4.1.37)

{ei , €, ,é}, ie {1 ..... n} icin lokal ¢ -bazi olsun. (4.1.37) de Y = Z =¢, yazilirsa,
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GR(X,&)e;, W)+ n(W)n(R(#X, 78 )ei)

n n | +n(X)n(R(e W) + 27(X)nW)F(he; &)
R X W

ZOR@K GO =2 o ) G(ener) - 25 e)GRW. X)

(4.1.38)
+23W,&)F(he, X) +2§(e;, X)T(hW ;).

bulunur. Diger yandan (4.1.37) de Y =Z = ge, yazilirsa,

GR(X,@e;)ge, W) + (W) (R(X, e)(p
0|+ (X )(R(e; W))ge; +2n(X )77(W)§
1| - 25, X)§(h ge;, pe) - 20 (e, 0)

+2G W, 9e;)3(h 7e;, X) + 23 (8, X)ﬁ(

(4.1.39)

elde edilir. Ricci operatoriin tanimi (4.1.38) ve (4.1.39) denklemleri yardimiyla

S(PX, W) —G(R(PX,E)E W) ==S(X W)+ G(R(X,E)EW)
+nW)(GR(GX 678, - GR(GX, 788, &)
Fn(X)SW,&)—27(X)nW)(G (e, &) - G(h pe,, 7))
+25W, X)(G(Re, ) - §(7 Fe,, 7e,) )+ 4ng (W, X)
-2g(hW, X)-2g(hW, X)

hesaplanir. Bulunan bu son denklemde iz h=0 oldugu ve X in tanimi kullanildiginda

—GQFX + 1 gX +QX —TX = (G(R(@X &) 7e;. &) — GR(GX, Gey )& &) o
i=1

+7(X)QE& +4(n-DhX.
(4.1.40)
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(4.1.40) denklemine ¢ uygulanip, @>=1-n®¢ esitligi uygulamlirsa istenilen
(4.1.26) esitligi elde edilmis olur. O

Sonug 4.1.2: (M*" . @,£,n,9) paradegme (x, 1) -manifold igin

Q5 -9Q =2(2(n-1)+ ) p (4.1.42)

esitligi gecerlidir (Cappelletti Montano ve ark. 2012).

Ispat: (4.1.1) esitligi, | operatdriiniin tanimi ve ﬁf = 0 olusu kullanilarak
IX = &(X =n(X)&) + gh X (4.1.42)

elde edilir. (4.1.42) denkleminde X yerine @X yazilarak bulunan denklem ile (4.1.42)

denklemini ¢ ile carparak elde edilen denklem birbirinden ¢ikarilip ﬁ& = —&ﬁ oldugu

kullanilirsa,
1g-¢l =27h ¢ (4.1.43)

bulunur. Diger yandan, (4.1.3) esitliginin bir sonucu olarak 7®@QE +(70Q@P)® &

terimleri sifira esit olur. Son olarak (4.1.26) dan (4.1.41) elde edilmis olur. O

Tamm 4.1.3: (M,7n)degme manifoldundaki bir hemen hemen bi-paradegme yapisi;
ndegme formu ile uyumlu bir hemen hemen degme yapt ¢3 ve M de degismeli

olmayan iki tensor ¢;,¢, olmak lzere

¢12 :¢22 =1-n®¢&, 9o, =9,

olacak sekilde (¢,,4,,4;) Ugliisiinden olusur. Bu yapiya sahip M ye hemen hemen bi-

paradegme manifold denir (Cappelletti Montano 2010b).

Tanimdan kolayca @@, = —¢.¢ =@, Ve ¢, =—p,p, = ¢, elde edilir.
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Herhangi hemen hemen bi-paradegme manifold, D,;’,D, 4 tane dagilima sahiptir.
Burada D; ve D, sirasiyla ¢, ve ¢, nin +1 karakteristik degerlerine karsilik gelen
karakteristik dagilimlardir. Vo € {1,2} igin D} ve D_ birbirine diktir. Ozellikle ¢, ve

¢, hemen hemen paradegme yapilardir.

Onerme 4.1.3: (M,n,4,,4,,4,) bir hemen hemen bi-paradegme manifold olsun O
halde

1.4(D3)=D;, #(Dz)=D3,

2.4,(D)=Dr, ¢2(D)=Dr,

3.43(D,) =D, #3(D,) = D, Var € 1,2},

4.4, :D; — D5 ve ¢, : D — Dy izomorfizmlerdir,

5TM =D, ® D, ® IRE=D; ® D5 ® IRE, Va,Be{l2f,a =S,
6.boy(D;") = boy(Dy ') = boy(D3) =boy(D;) =n

esitlikleri gecerlidir (Cappelleti Montano 2010b).

Onerme 4.1.4: Herhangi bir bi-paradegme manifoldu igin,
D! = {X +¢,X|X e D; fve D} ={X +¢,X|X e D}

esitlikleri gecerlidir (Cappelleti Montano 2010b).

Asagidaki 6nerme ile x #—lile verilen herhangi paradegme (x, ) -manifoldun bir

hemen hemen bi-paradegme yapiya sahip oldugu gosterilecektir.

Onerme 4.15: (M,p,£,1,9) paradegme (x,iz) -manifold olsun. Eger « #—Llise
M nin (4,9,,#,) hemen hemen bi-paradegme yapisi
1 -~ 1 ~

h=0, ¢ = —h, ¢,= —¢h x >—ligin (4.1.44)
1+x 1+x

46



ve

~ 1 = 1 =~ ~ -

=0, ‘= ——=0h, =——=h K <-1igin 4.1.45

¢l w ¢2 m ¢ ¢3 m g ( )
olacak sekilde vardir (Cappelletti Montano ve ark. 2012).

Ispat: ilk 6nce « > —1 igin ispat verilsin.

1

= — - 1
h=0, ¢ mh! ¢, m

¢'=0*=1-nQ& ve (4.1.2) yardimyla ¢,° = > =1 = ®¢& oldugu kolayca gérilir.

gBﬁ seklinde var olsun. O halde

= 1 -

oh=-ho olmasini kullanarak -~ _oh-= ve
@ @ 0, m(P 78

1 ~2~ 1 -~ 1 ~ ~ 1 ~2~ 1 -~
X m(o l+x by, 3, T+x on e T+n () T+n b,
elde edilir. Ayrica

1 ~~ 1 - ~~ ~ 1 ~-~ 1 -~ -
¢t =——=ohh=——01+K)p* =9 =¢,, ¢y =—=hgh=——Z0ph’ =—p =—¢

1+x 1+x 1+« 1+x

oldugu kolayca gorulir. Boylece x >-1 icin ispat tamamlanir. Benzer islemler

yapilarak « < -1 icin ispat verilebilir. O

Sonug 4.1.3: x=-1 icin (M,p,&,1,0) bir paradegme (x,u)-manifold olsun.
Béylece sirastyla, & >—1 icin h operatdriine ve & <-1 icin gBﬁ operatdriine karsilik
gelen matris kosegenlestirilebilir ve hve qBﬁ ya karsilik gelen matrisin karakteristik
degerleri & =0, he, =Ae,, hge =-13e olacak sekilde 0, 1 ve —A dir. Burada
A=yl+k| dir.D;(0)=R¢&, D:(4), D;(-1) ve D;(0)=R¢, D (1), Dy(-4)

kendi aralarinda ortogonaldir ve ¢D- (£1) = D- (FA) ve @D (£1) = D (F1) . Ayrica,
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Dﬁ(i}i)z{x P ﬁx‘x eF(D;)} K >-1 icin (4.1.46)
l+x
Dﬁﬁ(i;i):{x + 11 ~aﬁx‘x eF(Di)}, & < -1 icin (4.1.47)
—1—-K

denklemleri saglanir. Burada D*ve D sirasiyla; 1 ve -1 karakteristik degerlerine

kargilik gelen ¢ nin karakteristik dagilimlarini belirtmektedirler. Son olarak, x >-1
icin D",D", D (ﬂt),Dﬁ (—Z) dort dagilm arasinda herhangi ikisi ve x <-1 igin
D",D7, D«zﬁ (4), D&ﬁ (=4) dort dagilhim arasinda herhangi ikisi ortogonaldir (Cappelletti

Montano ve ark. 2012).

Ispat: Ifadenin ilk kismimin ispati, Oneme 4.1.5 yardimiyla goriilebilir. Oyle Ki (4.1.44)
esitliginden X € D; igin hX = 1¢,X = 2X elde edilir. Yani X e D; ise hX e D- ()

dir. Tersine X eI'(Dg (Z )) icin (4.1.44) esitligi yardimiyla
$,X = ! fx - 25 X bulunur.  Benzer  sekilde X eD, icin
N A ' ’
hX =Z¢,X =—AX elde edilir. X €D, icin hX e D-(~1) bulunur. Yine (4.1.44)
esitligi  kullanilarak X e I'(Dg (—Z)) icin ¢, X = ! hX —ﬂ— —X  oldugu
h Itk A

+

goriilir. O halde h = 1¢, esitliginden D (+2)=D; elde edilmis olunur. ¥ > -1 igin

h ya karsilik gelen matrisin diagonal oldugu gosterilmis olunur. Benzer sekilde x < -1

icin éﬁ ya karsilik gelen matrisin diagonal oldugu gosterilebilir.

D-(1) ve D:(-4) birbirine diktir. Gergekten de herhangi X eI'(D-(1)) ve
Y e (D (-2)) igin 2G(X,Y)=§(AX,Y)=F(hX,Y)=F(X,hY)=—-2G(X,Y) 10

oldugundan G(X,Y)=0 elde edilir.
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Ayrica XeF(Dﬁ(Z)) iss hX=AX olur ve gh=-hp oldugu kullanilarak

h X =—1 X yazilabilir. Boylece @D- (-1) = D (1) olur. Eger X e I'(D; (-1)) ise
hX =-1X olacagindan @gh=-hg@ oldugu kullamlarak h@X = AgX yazlabilir.
Boylece gD (1) =D (~4) olur.

kK <—1 durumu ic¢in de benzer ispat yapilabilir. Son olarak (4.1.46) ve (4.1.47)

denklemleri Onerme 4.1.3 den ve son kisim ise Onerme 4.1.4 {in bir sonucudur. Daha

agik olarak x > -1 icin

X eD" iken
Y =Xt AX =AY 2AX -1 R2X =X - 1252X
l+x l+x l+x
=hX —1X =-1(X —%ﬁX):—ZY
elde edilir.
X e D™ iken
1 = N n 1 = N 1 2~2
Y=X+ —hX =hY=hX+ —h°X =hX+ —Ap°X
l+x l+x l+x
=hX +1X = A (X +%EX):;{Y
elde edilir.
& < -1 durumu igin de benzer ispat yapilabilir. 0

Boylece paradegme (x,z)-manifoldlar ¥ <-1, x =-1 ve x >-1 olacak sekilde ii¢
ana sinifa ayrilabilirler. (4.1.25) esitligi ile, bu li¢ sinifin D -homotetik deformasyonlar

sonucu korundugu goriiliir. ¢ sabit egrilikli manifoldun T,M teget kiire demetindeki
(p,¢,1,9,) paradegme metrik yapist &, >-1 i Teorem 4.1.1 geregi saglar.

(@,,£,m,0,) paradegme metrik yapisi i¢in &, <-1, k, =-1 ve &, >-1 olmasi igin
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gerek ve yeter sartlar sirasiyla ¢<0,c=0 ve ¢>0 olmasidir. Boylece T,M ;

paradegme (x, zz) -manifoldlarin bu ii¢ sinifi i¢in 6rnekleri saglar.

Bundan sonra aksi belirtilmedikce, D- (J_rZ) (x > -1 durumunda) ve
D(Zﬁ (ij,~ ) (¥ <-1 durumunda) nin indeksinin sabit oldugu kabul edilecektir.
& >-1icin hnin veya & <-1durumu icin @h kdsegenlestirilebildigi icin bir sonraki

Yardimci Teorem verilebilir.

Yardimar Teorem 4.1.2: kK #-1 icin (M,p,&,n,0) paradegme metrik (x, zz)-

manifold olsun. Eger «>-1 ise h nin  karakteristik  vektdrlerinin

{X1,- X1, Y0,..., Yy, &} bir lokal ortogonal @ -bazi Xl,...,XneF(Dﬁ(Z)) ve
Yi,...,Yq €eT(Df (1)) Ve eper K<-1 ise @ghnin karakteristik vektdrlerinin
(X1, X, Y1,e. Y, L bir lokal ortogonal ¢ -bazi Xl,...,xneF(D&;ﬁ(Z)) ve

Yi,...,Yn € F(D&ﬁ (=4))

1 1<i<r

g(xi’xi):_g(Yi'Yi)z{_l, r+l1<i<r+s (4.1.48)

K >-1icin r =indeks(D-(~4)) ve s =n—r =indeks (D: (1))
K <-ligin r= indeks(Daﬁ (—Z)) ve s=n-r :indeks(D(;H (Z))

olacak sekilde vardir (Cappelletti Montano ve ark. 2012).

(Cappelleti Montano 2009a) da belirtildigi gibi, paradegme metrik geometri ile

Legendrian foliasyonlar arasinda siki bir iliski vardir. Paradegme (i, z) -manifold ile

iligkili olan (D", D) bi-Legendrian yapilarinin 6zelliklerini incelemek ilging olacaktir.

Bir sonraki 6nermede, Legendrian foliasyonlarin dejenere olmadigi ispatlanacak ve

pozitif veya negatif tanimli olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar bulunacaktir.
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Onerme 4.1.6: x #-licin (M,p,&,n,0) paradegme metrik (x, zz) -manifold olsun.
@ nin +1karakteristik degerleri ile verilen D* ve D~ Legendrian foliasyonlar1 dejenere
degillerdir. Pozitif tamimli olmalan igin gerek ve yeter sart x >—1ldurumunda indeks

(D;(1))=0 ve x <—1 durumunda indeks (Drﬁﬁ (1)) =nolmasidir. Negatif taniml
olmalart igin gerek ve yeter sart x >-ldurumunda indeks (D- (A)=n ve K<-1

durumunda indeks (Dgzﬁ (4)) = 0 olmasidir (Cappelletti Montano ve ark. 2012).

Ispat: x >—ldurumu gbz niine alinsin. & <-1 durumunun ispati & >-1 ispatina

benzer sekilde yapilabilir. D* ve D~ Legendrian foliasyonlar ile iliskili olan Pang

invaryantlari

M. (X, X)=2§(hX,X"), T - (Y,Y)=2§(hY,Y") (4.1.49)

esitligi ile verilsin. Gergekten de herhangi X e '(D*)ve Y e (D7) icin hX =[& X ],
ve hy :—[§,Y]D+ dir (Onerme 3.2, Cappelleti Montano 2009a). O halde herhangi

X,X"e'(DT)igin

Mo (X, X7 =2dn(lg, X ] X =2g(¢, X[ #x ) =25 (5, X] X)
=2§(l& x], X" =2§(hX, X)

ve herhangi Y,Y'eT'(D7)icin

M- (v,Y)=2dn(s YY) =23(¢. Y] oY) =23(¢,Y]-Y)
=2§(-{&.Y],.-Y) =2§(hY.Y")
esitliklerinin gegerli oldugu goriilmiis olunur.

~

h nin karakteristik vektorlerinin {Xi Y, = &Xi & } e {l,..., n}, ¢ -baz1 Yardimei Teorem

4.1.2 deki gibi ele alinsin.
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D* = {X +@X|X (D (+1))} (4.1.50)

denklemi gdz 6niine alinsin. Bu esitlik, Onerme 4.1.4 deki hemen hemen bi-paradegme

yapinin (M,¢,&,77,9) ye uygulanmasi ile elde edilir. hD* D" oldugundan (4.1.49)
dan vX, X" e(D")icin,
My (¥, X)=23(hY, X') = 2§ (A(X - §X),Z +§Z) =0

-~ 120
=424(X,2)=0 = X =0

elde edilir. Boylece D" dejenere degildir. D™ igin benzer ispat yapilabilir.

(4.1.50) esitliginden D' nin pozitif ya da negatif tanimli olmasini kontrol etmek yerine,

Iyt X;+¢X; =X, +Y, formunda yazarak IT , mn pozitif ya da negatif taniml

olmasina bakmak yeterlidir. (4.1.49) esitligini kullanarak Vi e {l,..., n} icin,
I (X +Y, X +Y) =20(h X +hY, X +Y) =20 (X, X)) = 2G(AY,,Y,) = +44

elde edilir. + isaretinin gelmesi indeks (D- (E))=Oolmasma ve - isaretinin gelmesi

indeks (D- (Z )) = nolmasina baglidir.

Diger taraftan, benzer sekilde (4.1.50) esitliginden D™ nin pozitif ya da negatif taniml

olmasim1 kontrol etmek yerine, IT__y1 Y; @Y, =Y, = X; formunda yazarak IT_. mn

pozitif ya da negatif tanimli olmasina bakmak yeterlidir. (4.1.49) esitligini kullanarak
Vie{l,...,n} igin,

I (Y =X, Y = X)) =2g(hY, —hX,,Y, = X)) =-2G(AY,,Y,) + 2 (A X, X;) = +44

elde edilir. + isaretinin gelmesi indeks (D- (z)):Oolmasma ve - isaretinin gelmesi

indeks (D- (Z)) = nolmasina bagldir. Tersine, eger I1__ pozitif tanimli ise D™ nin bir
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lokal baz1 {Zl,..., Z, }, I (Z;,Z;) = 6;0lacak sekilde vardir. (4.1.46) esitligi gdzdniine

alinirsa, Vi e {1,..., n}igin,

X = \/}LT(Zi +%ﬁzi) yazilsin.

- = 1 .~ ~ 2 -~
G0X X ) =NA@@2,)+ 802,02+ G020z ) =11, (Z,2,) =5,
¥X,X el(D*) igin §(X,X)=0oldugundan {X,X,,..., X, } Dz (4) nmn son esitligi

saglayacak sekilde bir lokal bazidir. Bdylece indeks (D- (Z))=0d1r. Ispat burada

tamamlanir. O
Uyan 4.1.1: Onerme 4.1.6 nim ispat: sirasinda aslinda verilenlerden daha fazlasi ispat
edildi. Yani, x >—1durumu igin indeks (D- (1)), indeks (D- (-1)) ile verilen IT . ve
[T__nin aym isarete sahip oldugu ve x <=1ldurumu icin indeks (D&ﬁ (1)), indeks

(Dq;ﬁ (—4)) ile verilen IT , ve IT _nin ayni isarete sahip oldugu ispatlandi.

Onerme 4.1.6 asagidaki tanimin verilmesine neden olmustur.

Tamm 4.1.4: x=-1 igin verilen bir (M,9,&,17,9) paradegme (i, z)-manifoldun
pozitif tanimli veya negatif tanimli olarak adlandirilmasi M ile iliskili olan (D", D™) bi-

Legendrian yapilarinin sirasiyla pozitif veya negatif tanimli olmasina baghdir

(Cappelletti Montano ve ark. 2012).

4. boliimde paradegme (i, i) -yapilarin pozitif veya negatif tanimli olmasi énemli rol
oynamaktadir. Asagidaki ornek negatif tanimli paradegme (i, z)-manifoldlara bir

ornektir.

53



Ornek 4.1.1: {e,,e,,e,,€,,6.} bazi ile verilen Lie cebiri g olsun. Lie bracketleri

2 2
[61,65]2%82 +a783, [62,95]2—%61 +O{7e4, (4151)
2 2
[83,65]:—'8761 +%E4, [64,85]2—%82 —%93, (4152)
[81,92]:0682, [el,eg]:—ﬂez +2€5, [81,84]20, (4153)
[e2.e3]= ey — ey, [e2.€4]= a3 +2es, [e3.84]=—pe3 (4.1.54)

olsun. Buradaa, a’ —ﬂ2 # 0 olacak sekilde reel sayilardir. G, Lie cebiri g olan Lie

grup olmak Uzere, G lzerinde (¢,&,77,7) sol invaryant paradegme metrik yapist

g(el’el) = -1, g(ez’ez) =0 5(83,93)21, g(e4’e4):1: 5(95,95) =1 g(ei!ej) =0 (i=])
Ve ge, =€, ¢, =¢,, pe, =6, g, =¢,, pe. =0, £ =6, ve n={g(.e;) verilsin. Burada

he, = Ae, he, = le,,h e, = —A@ey, h e, =—1de,,h é =0

seklindedir. V, yari-Riemann metrik § nin Levi-Civita konneksiyonu ve R ise § niin

egrilik tensoridiir. Koszul formalu kullanilarak,

Ve, &= (A -Dey, Ve, & = (A -1)pep, Ve, & = (4 +1)e1,V 50, € =~(4 +1ey,

S aff | H~ S aff | p~
Veer =———€9 ——@ey, Vsey) =——1 ——@e,H,
£8 222§01 52212€02
5

S ~ [ af ~ = ~ aff ~
Veagoel = —%e]_ —7ﬂ(082, Vé:(DEZ = —%(92 +7(0€1,

Velel = 0’ VeleZ = 0’ Veléel = _(ﬂ’ _1)é:’ velée2 = O’
Ve, 81 =08y, Ve, €0 =08y, Vo, 981 =—a@ey, Vo 98y = agpe; — (A ~1)¢,
Ve, €1 =2 —(A+1)&, Ve €2 =—fe1, Ve pe1 = PP, V 5o 02 = —fey,

V(;EZel =0, V&ezez :—(ﬂ +l)é:, V&ez &el =0, V(;ezg'ﬁez =0

elde edilir.
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- 2 2 2 2\2 2 _ 2
Burada 1=% Z’B ,/?:(a +/136) 16 ve ﬁ:a zﬂ +2. O halde G bir

paradegme (x, zz) -manifold olur (Cappelletti Montano ve ark. 2012).

4.2. k>-1 icin Paradegme (i, zz) -Manifoldlar

Bu kistmda, x >-1 icgin paradegme (x,x)-manifoldlar ¢alisilacaktir. Bu durumda
Sonug 4.1.3 e gore, A =+1+ & olmak Uzere, 0,+1,—1 karakteristik degerleriyle h

kosegenlestirilebilir. 11k sonug, h nin karakteristik uzaylar tarafindan tanimlanan

dagilimlarinin bazi degerli 6zelliklerini igermektedir.

Teorem 4.2.1: k¥ >-1 igin (M,p,&,n7,9) paradegme metrik (i, zz) -manifold olsun.
h nin Dy (Z) ve Dy (—Z) karakteristik dagilimlar1 integrallenebilirdir ve M nin iki

total geodezik Legendrian foliasyonunu tanimlarlar. Daha da fazlasi herhangi

X eF(Dﬁ(Z)),Y € F(Dﬁ(—i)) icin sirasiyla V, Y nin DH(Z) boyunca ve V., X nin

Dj (—/T ) boyunca bileseni yoktur (Cappelletti Montano ve ark. 2012).

Ispat: (4.1.5) denkleminde Y yerine @Y yazilirsa

(V)Y — (V5 h)X = =1+ K)(2F (X,Y)E = 3n(X)n(Y )& +n(X)Y) — (- @)n(X)hY

elde edilir. Burada X,Y e I'(TM)dir. X,Y,Z eI'(D) icin bulunan son denklem Z ile i¢

carpilirsa
G((Vxh)pY - (V5/h)X,2) =0.
Diger bir yazilimla
GV h@Y —hV,5Y —V_ hX +hV X,Z)=0 (4.2.1)

bulunur. (4.2.1) esitliginde X,Y,Z e (D (Z)) alinirsa
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—22§(V4@Y,Z)=0
elde edilir. 4 #0 oldugundan
0=G(V,9Y,Z)=X(F@Y,Z)-F(@Y.V,Z)=—F(VZ,pY)
yazilabilir. Boylece §x Z, Dp (—Z ) ya diktir. Diger taraftan;
G(VZ,&)=X(G(Z.£)-§(Z, V(&) =§(Z,pX) - AG(Z,5X) =0
O halde V, Z eT'(D; (1)) dr.

Acikga sdylenebilir ki, eger X,Z eT'(D; (—Z)) ise %XZ e ['(D; (—;1')) dir. Boylece
D:-(A1) ve D:(-1) total geodezikti. ~Eger X,ZeTl(D:(1)) ve
Y e (D (-2))ise,V,Z € T(D- (1)) oldugundan
G(V,Y.2) = X(§(Y.2))-§(Y.Vx2)=0
yazilir. O halde 5XY eI'(Dy (—/T) @ R¢&) olmalidir. Benzer method ile, 5Y X in de
D- (—/-7: ) boyunca bileseni olmadig1 ispatlanabilir.
Ozellikle, D- (;1-) ve D- (—Z) nin total geodezik olusu, onlarin involutive dagilimlar
oldugu anlamina gelir. Daha da otesi, (Cappelletti Montano 2010) geregince n-
boyutludurlar. Boylece, M {izerinde iki Legendrian foliasyon tanimlarlar. 0

Legendrian foliasyonlarin geometrisi (3.7.1) denklemi ile verilen Pang invaryantlar1 ile

anlatildi. Bir sonraki teorem ile D- (Z) ve D- (—Z ) Legendrian foliasyonlarinin Pang

invaryantlarinin ifadeleri bulundu.
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Teorem 4.2.2: D-(1) ve D-(-1) Legendrian foliasyonlarinin Pang invaryantlar

i .
My ) :—Z(I—E—w/l+K‘jg|Dﬁ(2)XDﬁ(i) (4.2.2)
i .
HD;(—E) =—2[1_5“/“Kjg|og(-i)xoﬁ(-z) (4.2.3)
ile verilir (Cappelletti Montano ve ark. 2012).
ispat: X, D- (/Pl' ) nin bir kesiti olsun. (3.7.4) denkleminden ;
R(X,&)E = &X + ih X (4.2.4)
elde edilir. Diger yandan;
ﬁ(xiég)é::%x§§§_%§%x§_6[x,g]§
=V X =V phX - (&, X ) +ph[é, X]
= (L-2)V 5 &+ (- 1)[& X ]- g, X ]+ gh g, X]
= (L-2)(=@*X +gh X ) + (L - 2)[£, X |- p[&, X |+ Gh[&, X ]
=X + 12X + 20X = 2[&,@X |+ ph[e, X ]+ 1[é, X |- 23[e, X ]
=X + 22X + 22X —24hX +gh[e, X |- 19[£, X]
R(X,&)E =-(1-1)*X +gh[¢, X]-2p[2, X] (4.2.5)

denklemi bulunur.

(4.2.4) ve (4.2.5) denklemlerinden
ghle, X]=Ag[E X+ (% + iid + (- 2)*) X

esitligi elde edilir. Bulunan bu son denkleme ¢ etki ettirilirse
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hle, X]=2[6, X ]+ (& + A + (1= 1)?)PX
denklemi elde edilir.

[§ , X ] i D-(4)ve D;(-A)bilesenleri boyunca ayirirsak, son esitlikten

= o - _
[§1X]Dﬁ(_z) =_l 24 J;;:+K+/1/1 X :(1_%_4/1“;)@(

hesaplanir. Boylelikle herhangi X, X' eI'(Dy (;f ))icin

Mp_ ) (X X) =28 X o, (-7, #X)

:—2(1—§—\/1+—1?]§(X,X’)

denklemi bulunur. (4.2.3) esitliginin de ispat1 benzer sekilde yapilabilir. O

Onerme 4.2.1: x>-1 icin (M,p,&,n,0) paradegme (i, zz) -manifold olsun. X,Y

vektor alanlar olmak iizere,

~ o~

(Vxh)Y ==G(X,0h*Y +@hY)& +n(Y)((L+K)pX —phX) - un(X)phY (4.2.6)
esitligi gecerlidir (Cappelletti Montano ve ark. 2012).

Ispat: Teorem 4.2.1 geregi X,Y eI'(D; (/;L-)) veya X,Y eI'(D- (—Z)) icin

(V,h)Y =0 (4.2.7)

gecerlidir. X eT(D:(4)) ve Yel(D:(-4)) oldugu kabul edilsin.
{Xl,..., xn,éxl,...,&xn,g} ile verilen ¢ -bazi Yardimci Teorem 4.1.2 de bahsedildigi
gibi olsun. (4.1.48) e gore,
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=R
<ﬂl
=

i=r+1

{ Z (VY. 0X;)pX; + Zg(ng@Xi)@(i+§(§XY,§)§J
Zr: ((DV Y, X)X +/”t(p Zg((ov Y, Xi)X;

i=r+1
APV Y
=—A(VxY =G (VxY,&)E)
~A(VxY +3(Y,Vx&)E)
~A(VxY = G(Y,pX)E + G (Y,phX)E)

~

l

=VyhY - 2(1-2)G(X,pY)é
olacak sekilde hesaplanir. Bdylece X € T'(D- (Z )) ve Y eI'(D- (—Z )) icin

(V)Y =1@0-D)F(X,Y)é (4.2.8)
elde edilir. Benzer method ile

(V,MX =10+ 1)F(X,PY)é& (4.2.9)
bulunur.

X ve Y, Migzerinde iki vektér alani olsun. TM = Dy (1)@ Dy (-1) @ R¢&

ayristmina  goére, X ve Y  vektor alanlarini X=X,+X_+n(X)¢ ve
Y =Y, +Y_+7n(Y)¢ olacak sekilde ayrilsin. (4.1.6), (4.2.7), (4.2.8) ve (4.2.9) esitlikleri

kullanilarak

(VxD)Y =(Vy NY, +(Vy h)Y_+(Vx, h)n(Y)é
+(Vx_h)Y, +(Vyx_h)Y_+(Vx_h)p(Y)é
(O MY, +(V Y-+ (V) (r)E)
=AML= )G (X1, @Y )E- AW+ A)T(X_,GY,)E
() @X = X))~ an(X)FhY
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elde edilir.

(V)Y ==2°[F(X_,@Y.) + G(X., Y ) +A[G(X.. oY) - T(X_, oY)
()R @X - @hX))- iin(X)ghY

denklemi duzenlenilirse,
(VXY =-GO2X,3Y)E+ GO F)E+n(REX —5hX))- an(X)FhY
= ®+DFOCHY) + TR G + ()R @X - FhX))- An(X)FhY
elde edilen bu denklemden (4.2.6) kolayca bulunur. O
Asagidaki teorem ile genel sonug hatirlatilmaktadir.

Teorem 4.23: (M,n);V I, =V, =0 olacak sekilde (F,F,) bi-Legendrian

yapisina sahip bir degme manifolddur. Burada V" ;(F,,F,) ile iliskili bi-Legendrian

konneksiyonu belirtmektedir.  Asagida verilen sartlardan birinin gegerli oldugu

varsayilsin.

()Fve F, pozitif tanimhdirlar ve TF,de TI. =abIl. ve TF,de II. = abIl, olacak

sekilde iki tane pozitif a ve b sayilar1 vardir.

(I F, pozitif tanimlhidir, F, negatif tanimhidir ve TF, de ﬁﬁ =abﬁF2 ve TF,de

ﬁFz = abﬁF1 olacak sekilde a >0 ve b > Osayilar1 vardir.

(I1) F,ve F,negatif tanimhidirlar ve TF, de ﬁa = abﬁFz ve TF,de ﬁpz = abﬁFl olacak

sekilde iki tane negatif a ve b sayilari vardir.

(M,77) degme manifoldu asagidaki sartlar1 saglayan bir (¢,,,¢,7,9,,) uyumlu degme

metrik yapisina sahiptir.

(i) Eger a=bise (M,0,,,£,n,9,,) Sasakian manifolddur.
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(ii) Eger a=bise (M,0,,,¢,77,9,,) bir (x,,,4,,) degme metrik manifolddur. Burada

(a—b)? a+b
=1-— , =2 — 4.2.10
Ka,b 16 ﬂa,b 16 ( )

(Cappelletti Montano 2009b).

Teorem 4.2.3 iin ispatinda (I), (II), (III) kabulleri uyumlu metrik yapinin insasinda

kullanilmigtir. Oysaki Vb'l_lFl = Vb'l—IF2 =0 hipotezleri sadece degme metrik yapinin

sifirlik sartin1 sagladigini ispatlamada gereklidir.

Asagidaki teorem ile paradegme (x,x)-manifoldlar ile degme Riemann geometri

arasindaki iliski verilmektedir.

Teorem 4.2.4: k¥ >-1 icin (M,9,&,n,09) pozitif ya da negatif tammli bir paradegme
(<, z£) -manifold olsun. M, ab = 4(1+ «) esitligini saglayan ave breel sayilan ile

parametrelendirilmis (¢, ,,¢,7,9,,) degme Riemann yapilarmin bir ailesine sahiptir.

Her degme metrik (¢, ,,£,7,9,,) yapist

b — ﬁ, D* Uzerinde
2(1+x)
-a -~ .
= —h, D™ Uzerinde 4.2.11
wa,b 2(1+K') ( )

0, IR¢ Uzerinde

gg'j(ﬁ-,-), D*x D" lizerinde
a

Oap = %g(ﬁ-,-), D™ x D™ Uzerinde (4.2.12)
n®mn,
ile verilir.
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Ayrica, eger 1 =2ise her (¢,,,£,7,0,,)yapisi bir degme metrik (i, ,, 4, ,) -yapisidir.

_ 2
_(a16b) Ve U, =2——a;bdir. (a=bise Sasakian dir) (Cappelletti

Montano ve ark. 2012).

Burada «,, =1-

Ispat: (M,@,&,17,3)nin kanonikal bi-Legendrian (D*,D")yapisiin, Teorem 4.2.3

deki (I)-(I1I) kabiillerinden birini sagladigi ispatlanirsa sonug ¢ikacaktir.

Paradegme (x, ) -yapist (@,&,17,§)nmin pozitif ya da negatif tanimli oldugu

kabllinden, D"ve D™ nin pozitif ya da negatif tanimli olusu elde edilir.

O halde geriye, Teorem 4.2.3 deki (1) veya (l11) kabillerindeki gibi, ﬁ.y ve ﬁD, Pang-

Libermann invaryantlari ile iliskili olan a ve breel sayilarinin varligini ispatlamak

kaliyor. ilk énce A_:TM — D" Libermann donisiimiiniin ifadesi bulunsun. Tanimdan
VY el(D7)igin A . £=0ve A Y =0esitlikleri saglanir. X e '(D")olsun. (4.1.49)

esitligi kullanilarak herhangi Y e ['(D™) igin
2G(1 o XY) =TT (ny X.Y)=dn(X,Y) = G(X.5Y) =—GGX.Y) =~G(X.Y)

elde edilir. Sonug olarak ZHAD, X =—X dir. Bulunan bu son esitlige ﬁoperatbru

uygulanip, (4.1.2) esitligi kullanilirsa,

1 ~
Ay X TR hX (4.2.13)

bulunur. Béylece herhangi X, X' e'(D™)icin
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1

T (X X)) =TT (A XA X)=—m

M- (hX,hX")

1
41+ K)2

1 —~ N 1 '
2(1+E)g(hx’x)_4(1+E)HD+(X’X)'

2G(h2X,h X"

elde edilir. Bunun anlamu,

. (X, X7) =40+ &) (X,X) (4.2.14)

esitliginin var olmasidir. Benzer sekilde VY € I'(D ™) igin

! Ry (4.2.15)

ALY —
b 2(1+x)

herhangi Y,Y"eT'(D™)igin
HD,(Y,Y’)=4(1+E)ﬁD+(Y,Y’) (4.2.16)

bulunur. (4.2.14) esitligi ile (4.2.16) esitlikleri kiyaslandiginda (D, D) bi-Legendrian

yapilarin, Teorem 4.2.3 iin (I) ya da (IIT) nolu kabullerini sagladig1 gortiliir.

D*ve D nin sirasiyla pozitif ya da negatif tanimli olmasina gore avebde
ab=41+ IZ) esitligini saglayacak sekilde herhangi iki pozitif ya da negatif reel sayidir.
Boylece Teorem 4.2.3 den M de (¢,,,£,7,9,,)degme Riemann yapilarin bir ailesinin

varlig1 ispat edilmis olunur. (4.2.11) ve (4.2.12) esitlikleri (Cappelletti Montano 2009b
,(3.4)-(3.5)) den ve (4.2.13), (4.2.15) ve (4.1.49) nolu denklemlerden kolayca

gozikmektedir. Teoremin son kismui gozoniine ahmrsa (D",D7) bi-Legendrian
yapisinin, Teorem 4.2.3 iin kabuliinii sagladiginin ispatlanmasi gerekmektedir. Yani

VPTIF, =V"TIF, =0 oldugu gosterilmelidir. Teorem 3.7.4 den D' ve

D~ integrallenebilirse V™ ile V™ paradegme konneksiyonu gakismaktadir. (3.6.7) ve
(4.2.6) denklemlerinden herhangi X,Y e I'(TM) icin
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(Vx P°h)Y =V hY +7(X)ghY +5(hY)(@X —shX)+§(X,phY)E~G(hX,phY)E
~hVxY —5(X)h Y —5(Y)(h 5X —h ghX)
= (Vxh)Y +2p(X)ghY +7(Y)ghX — L+ K)n(Y)§X
+§(X,phY)E-G(hX,phY)E
= G(X,h@Y)E— L+ D)X, @Y )E +n(Y)h GX + L+ K)n(Y)PX + Ein(X)h oY
+2(X)PY +n7(Y)PhX — L+ )n(Y)PX +§(X,phY)E + A+ K)F(X,GY )&

= (- 2n(X)h &Y.

olacak sekilde hesaplanir. Sonug¢ olarak, eger i =2iseV" h =V™h =0olur. Diger

yandan Teorem 3.6.2 nin (i) stkkindan, V" § = Vg =0 olur. Boylece,
VX, X'eT(D") ve VZ eI'(TM)igin (4.1.49) esitliginden
(VI (X, X ) =2Z(G(hX, X)) - 2§ ("VE°X, X ") - 2§ (h X, VE°X )
=2Z(G(hX, X)) -2§(VI°hX, X" -2g(hX, VX"
= 2(VEG)(hX, X")
=0
bulunur.

Benzer sekilde, VY,Y' eI'(D) ve VZ eI'(TM)igin (4.1.49) esitliginden

(VI )Y ) =22 (G(hY, Y ) - 2§ (hVE°Y, Y ) - 25 (h Y, VE%Y )
=2Z(G(hY,Y")-2§(VEhY,Y)-2g(hY,VEoY)

=2V I°G)(hY.Y)
=0

elde edilir.
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Sonug 4.2.1: k > -1 icin her pozitif ya da negatif tanimli paradegme (x, zz) -manifoldu

K -degme yapiya sahiptir (Cappelletti Montano ve ark. 2012).

Ispat: Teorem 4.2.4 de a=b=+2J1+x almak yeterlidir. Ciinkii Teorem 4.2.3 iin
ispatinda (Cappelletti Montano 2009b) a=bise h,, =0oldugu ve bdylece degme

metrik yapiin K -degme oldugu ispatlanmistir. O

Bir sonraki teorem ile x >-1 icin herhangi pozitif ya da negatif tanimli paradegme

(x, 1) -manifoldlar ~ iizerinde bir degme metrik yapmin tanimlanabilecegi

ispatlanacaktir.

Teorem 4.2.5: x >-1 igin herhangi pozitif ya da negatif tanimli paradegme metrik

(x, 1) -manifoldlar

p=F———0oh, g=-dn(¢)+n®n (4.2.17)

ile tamimlanan bir (¢,&,7,0) kanonikal degme Riemann yapiya sahiptir. Burada
Fisareti, paradegme (x,u)-manifoldunun pozitif ya da negatif tanimli olmasina

baghdir.

Ayrica eger u=2ise (¢,&,n,9)yapis1 Sasakian, eger u =2 ise (4,&,1,9)yapist

Sasakian olmayan ve
K =1—(1—%)2, u=20FJ1+%) (4.2.18)

ile verilen degme metrik (x,z)-yapiya sahiptir. Burada F isareti sirasiyla (¢,&,7,0)

paradegme metrik yapinin pozitif ya da negatif tanimli olmasina baghdir (Cappelletti

Montano ve ark. 2012).

Ispat: (4.2.17) esitligi ile (1,1) tipinde @tensor alan1 ve (0,2) tipinde g tensoril

tanimlanmaktadir. ik once (4.1.2) esitligi kullanilarak
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¢ = ohoh=——"_h?=-32=-1+7®¢& elde edilir. Daha sonra gnin bir

Riemann metrik oldugu ispat edilecektir. h operatoriinin g ye gore simetrik olusu

kullanilirsa, herhangi X,Y e T'(TM)igin

g(X,Y) == 11+~dn(x,<zﬁv)+n(><)n(v)

s §(X,52hY) +7(X)n(Y)

-
A

=4
=

GO hY) +(X)n(Y) (4.2.19)

Il
I+
H
+
A

Il
I+
[N

]

—§(Y,hX) +n(X)n(Y)
1+

=g(Y,X)

elde edilir. O halde g simetriktir. gnin pozitif tanimli oldugunu ispatlamak igin,

{Xl,..., X1 Y10 Y, §} @ -baz1 Yardimc1 Teorem 4.1.2 deki gibi alinsin.

1 - =~ 1 ~
9(¢.8) =1 g(Xi,Xi)—img(Xi,hXi)—i 1+’.{./19(Xi,><i)
:ig(xwxi):(il)(il):l
ve
1 - = 1 - =
g(Yi’Yi)_i 1+Eg(Yi'th)_img(Yi'_/lYi)

= 1gy(Yi ’Yi) = (11)(11) =1

elde edilir. Ayrica

g(dX,dY)=g(X,Y)—n(X)n(Y)ve g(X,4Y)=dn(X,Y)oldugu kolaylikla goriilebilir.
Boylece (¢,&,17,9)bir degme Riemann yapidir. Teoremin ikinci kismi ispatlansin.

(4,£,1m,9) degme metrik yapisi ile iliskilendirilen h operatériiniin ifadesi hesaplansin.
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1 1 -~
h="L.g=F——L.(ph
= e e

1 (4.2.20)
= F———((Le@)h + G(Lch
Diger yandan (4.1.6) esitligi kullanilarak, herhangi X € I'(TM)igin,
(L)X =[£,hX]-h[£ X]
=V NhX-V- &-hV . X+hV, &
= (V h)X +phX —@h?X —h X +h ghX
= (2= )X —2(1+ &)pX
elde edilir. O halde (4.2.20) esitligi
h=% ! (2—p)h (4.2.21)
e N -

halini alir.

1#2 ve =2 oldugu durumlar incelensin. ilk durumda (4.2.21) esitliginden hnin

kosegenlesebildigi ve

A=1-H (4.2.22)

olmak uUzere 0,+ A karakteristik degerlere sahip oldugu ve hile ayni karakteristik

dagilimlara sahip oldugu goriilmektedir.

D, (1),D, (-1) Legendrian foliasyonlarinin ve onlara karsilik gelen v bi-Legendrian
konneksiyonunun Teorem 3.7.2 deki sartlari sagladigi gosterilirse, (¢,£,7,9) bir degme

metrik (x, 1) -yap1 olusturacaktir. Ilk énce, D, (1) ve D, (1) g -dik oldugu gosterilsin.

(4.2.19) esitligi kullanilarak ve h nin karakteristik dagilimlar1 Sonug 4.1.3 nedeniyle @ -

dik olmasi1 g6z 6niine alinarak
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g(X.Y) =+ 1ifa(x,ﬁv)=¢§(x,v)=o

elde edilir.

Bi-Legendrian konneksiyonu tanimindan, Teorem 3.7.2 nin (i) ve (ii) sartlar1 ve
%b'n = %b'dn =0 esitlikleri saglanir. Ayrica V"h=0dur. Clinkii v D, (1)veD, (-1)
y1 korur. O halde geriye v g=0 ve §b'¢ = 0 oldugunu ispatlamak kaliyor. Herhangi
X el(D,(4))ve Y eI'(D,(-1)) i¢in (Cappelletti Montano 2005) deki tanimdan
WY =[X,Y]p, (Ve %3' X =[Y, X]p, s 0ldugu hatirlansin. Herhangi

X, X"eT'(Dy(1)) ve YY" eT(Dy(—A))icin, Koszul formulu kullanarak

VPE) (X, X) =Y (@X, X)) =G, XIp, (2. X) = G, X I, (1), X)
=Y (@06 X ) = F(OY. X1 X) - F(IY, X, X)
=-2§(Vy X",Y)=0

bulunur. Benzer sekilde @ -dikligi ve D (i/ﬂf):Dh (xA)nin  total geodezikligi

kullanilarak

(VR Y) =X @Y. YN -FAX. Vb, (1Y) - FAX.Y b, (-2).Y)
= -2g(VyY', X)=0,

(V2G)X,X)=-2§(Vx X',&) =0,

(V2E)Y.Y) =-2§(VyY".£) =0

elde edilir.

Ayrica herhangi X, X', X" eT(Dp(A))icin V"d=0 olusu ve Koszul formiili

kullanilarak
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(V@)X X" = X (F(X, X)) -dn(VY X", pX ") ~dn(X",gVE X ")
= X(F(X',X")= X (dn(X",§X") +dn(X", VY FX ")
~X(dn(@X", X")+dn(VY§X', X ")
= X(F(X, X)) = X (X, X)) +F(X,GVE X ")
~ X(F@X,PX ")+ TV X", PX")
==X (F(@X "\ XN = F@X X, X "I, )+ TIX.¢X Tp,_, #X")
= X (F@X",§X ")~ F@X[X, GX )+ FX,PX 1, 5X )
=2§(Vx @X",X) =0

elde edilir.

Benzer hesaplamalar ile D- (iz) nin total geodezik olusu kullanilarak, herhangi

Y,Y'Y" e (Dy(~A))icin
(VG Y )= 2§ (V5 @Y",Y) =0

bulunur. Tammdan V”&=0oldugundan V"§=0 olur. Boylece (4.2.19)
denkleminden, tim X,Y,Z eI'(TM) i¢in

(Wg)w,zpt%(vi'g)(v,ﬁm

+K

+ (VAR )R(Z) + 7Y )(VER)Z)
VPG =0 ve V7 =0oldugundan (V2 g)(Y,Z)=0 olur.

Diger yandan, %b'g =0, %b'dn =0 ve dn=9(,¢) olusu v bi-Legendrian
konneksiyonunun ¢ tensor alanini1 korudugunu gosterir. Boylece Teorem 3.7.2 e gore,

(4,£,7m,9) bir degme metrik (x, 1) -yapidir.

xk ve u sabitlerinin ifadelerini bulmak igin, bazi hazirliklar yapilsin. (4.2.22)

esitliginden v1-x = ‘1—% elde edilir. Boylece,
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K :1—( —gj (4.2.23)

yazilabilir.

Z yu bulmak igin, (D:(~1), D-(1)) ve (D,(~4), D,(4)) bi-Legendrian yapilar

cakistigindan, bunlara karsilik gelen Pang invaryantlar1 da esit olmalidir. Yani (4.2.21)

esitliginden
-~ (D A, Z>2
Dﬁ(ﬂ):{ “(_| ) "= (4.2.24)
D, (F[A]), <2
-~ [D,FHa]), z>2
DH(—A):{ » (FIAD v (4.2.25)
D, (#4)), <2

elde edilebilir. Burada + isareti paradegme (x, ) -manifoldun pozitif ya da negatif
tammli olmasma baghdir. (M,@,&,n,9) pozitif tammhi ve > 2olsun. (4.2.24)
(4.2.25) esitliklerini kullanip, (3.7.5) ile (4.2.2) esitligi karsilastirilirsa, herhangi

X, X'eT(Dy (4))icin,

2(1—§+|/1|]g(x XY= —2[1—§—\/1+ izjg(x X) (4.2.26)
bulunur. (4.2.19) ve (4.2.23), (4.2.26) esitliklerinden,

2(1—ﬁ—(1—§n§(x XY= —2(1—%—\/1+Ejg(x X"

2

denklemi bulunur. Bu son denklemden
u=20-~1+x) (4.2.27)

elde edilir.
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1 < 2 kabul edilirse, (3.7.6) denkleminden,

2(1—§—|,1|]g(x X") = -2(1-%-«/1+E)§(x X)

bulunur. [2|= 1—% oldugundan tekrar (4.2.27) esitligi elde edilir.

(M, @,&,17,0) nin negatif tanimli olmasini ispat1 benzerdir ve

u=20+~1+x) (4.2.28)
elde edilir.

1 =2 oldugu kabul edilirse, (4.2.21) denkleminden h operatorii sifir olur. Yani
(¢,£,n,9) degme metrik yapist K -degme olur. Ozellikle tim X eI’'(TM) igin

N, (£ X) =¢°[€, X]- ¢l #X]=-2¢0X =0 dir.

Ustelik, D*,D7,D-(1),D;(~4) Legendrian foliasyonlari oldugundan, (4.1.44) ile

verilen kanonikal hemen hemen bi-paradegme yap1 integrallenebilirdir. Her
X,Y e'(D) igin Sonug 3.7.1den N,(X,Y)=0 dir.

Sonug olarak, N ,tensor alani sifirdir ve (M, ¢,&,7,g) bir Sasakian manifolddur. O

Ornek 4.2.1: Ornek 4.1.1 deki (G, p,&,n,0) paradegme (i, z2) -manifolduna Teorem
4.2.5 uygulansin. O halde G de (¢,&,7,9)kanonikal degme (x, u)-yapist (4.2.18)

2 p2y2 2 2
esitligine gore « = 1—% ve u= 2(1+ i Zﬂ Jolacak sekilde tanimlidir.

Degme Riemann yapisi

7 =€, g0, =€, g8 =—0, f&,=—€,, ¢&;=0, g(e €)=, i,jefL..5)
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olacak sekilde tanimlidir. G Lie grubundaki bir degme metrik (x, x)-yapisinin

Boeckx’in siniflandirmasinda nerede oldugunu anlamak i¢in (Boeckx 2000) de verilen

LMk
. 2 2 . . . .
Boeckx invaryantinin |, = = degeri hesaplansin. Kisa bir hesap ile,
° 1-«
2 2
2 242 ‘a -B ‘
TP C 0 N ey
16 4

2 2
2[1+“ Zﬂ J L,
LH g :,1_&:_[%}

2 2 2 4
esitliklerinden
2 2
. a’ +pf
Lo 2 _ 4 )__a'+p
G T ‘az_ﬂz‘ ‘az_ﬂz‘
4

oldugu goriiliir (Cappelletti Montano ve ark. 2012).

g <—lolmast o, =0 iken gecerlidir. 1;=-1 durumu ise a=0,5#0veya
a #0,4=00lmas1 durumunda gegerlidir. Boylece (G,¢,&,7,9) degme Riemann

manifoldu (Boeckx, 4.B6lim 2000) de verilen degme Riemann Lie gruplarindan birine
lokal izometriktir. Yani (4.1.51)-(4.1.54) denklemleri ile verilen ayni sabit yapilara
sahiptir.

Uyan 4.2.1: (M,¢,&,7n,9) Sasakian olmayan degme metrik (x', 1) -uzay1 olsun.

Teorem 3.7.3 de verilen proseduri uygulayarak
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olacak sekilde M de, bir (¢,&,n,7) paradegme (i, i) -yapisi elde edilir.

Bi-Legendrian (D*,D") yapisi, h nin o6zdagilimlari tarafindan tanimlanan

(D, (1), D, (—A)) ile karsilik geldiginden, Terem 3.7.6 nedeniyle, paradegme metrik yap1

(¢,&,m,9) min pozitif ya da negatif tammli olmasi igin gerek ve yeter sartin IM2 >1
olmast gerektigi soOylenebilir. Burada |,, degme metrik (x,u)-yapt (4,&,77,9) nin

LM
2

—K

Boeckx invaryantidir. Fakat I, ? >1 olmasi icin gerek ve yeter sart >1 olmasidir.

2
Yani x—-1+ (1—%) >0olmast diger bir deyisle x >-1 olmasidir. Boylelikle,

yukaridaki prosediir ile x > —ligin pozitif ya da negatif tammli paradegme (i, ) -
yapilar1 belirlenmektedir. O halde Teorem 4.2.5 kabiilii ile yeni bir degme Riemann
(¢',&,m,9") yapisi elde edilebilir. z =2oldugundan (¢',&,77,9") bir Sasakian yapisidir
(Cappelletti Montano ve ark. 2012).

Yardimar Teorem 4.2.1: x>-1 icin (M,p,&£,1,§) paradegme (x, ) -manifold

olsun. X,Y,Z vektor alanlar1 olmak tizere,

R(X,Y)hZ —=hR(X,Y)Z = (K(n(X)§(nY,Z) -n(Y)§(hX,Z))
+ AL+ )@(X)F(Y,Z) - n(Y)F(X,2))E
+&(F(X,Z)PhY = G(Y,GZ)hX +T(Z,phX)FY - §(Z,5hY)pX
+9(Z) (XY =Y )X)) = Z(@+R)(Z) (7Y )X =7(X)Y)
+29(X,pY)ph2).

(4.2.29)
esitligi gecerlidir (Cappelletti Montano ve ark. 2012).
ispat: h icin Ricci 6zdesligi
R(X,Y)hZ —=hR(X,Y)Z =(V,V,h)Z —(V,V, N)Z = (V}x,|N)Z (4.2.30)

dir.
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(4.1.2) denklemi (4.2.6) denkleminde yerine yazilirsa,

(Vxh)Y ==((@+K)F(X,BY) +T(X,phY))E +n(Y)(@+K)PX - phX) (4.2.31)
—un(X)phY

elde edilir. (4.2.31) yardimiyla (4.2.30) denklemi agilirsa

R(X.Y)hZ —hR(X,Y)Z =(Vx Vyh)Z —(VyVx N)Z - (V[x y)Z
=V (Vyh)Z - (Vyh)VyZ-Vy (Vxh)Z
+(Vx )Wy Z - (Vx y)Z

=—(R+DF(VxY.p2)+(X +DF(Y.Vx pZ)+§(VxY,phZ)
+3(Y,VxphZ))é
~((K+D)F(Y.6Z)+§(Y,phZ))Vx &
+ (VX Z)+FZ VX (K +DFY —phY)
+9(Z) (K +1)V x oY —Vy ghY)
— GV xY)+GY ., Vy ENGhZ - in(Y)V x phZ
+((€+DF(Y.pVx Z)+§(Y.phV x 2))é
~n(Vx Z)(K +D@Y = phY) + iin(Y)ghV x Z

+((R+DF(Vy X, Z) + (X +DF(X, Vy §Z) + §(Vy X, phZ)
+§(X,Vyphz))é

+((F+D)F(X,$Z) +G(X,phZ)Vy &

~((VyZ) + G(Z, Vy (K +1)pX - phX)
—n(Z)(F +1)Vy §X —Vy phX)

+ i4(n(Vy X)+§(X, Vy E)FNZ + fin(X)Vy phz
—((K+D)F(X,$Vy Z) +§(X,ph Vy 2))&

+7(Vy Z)(F +D@X —hX) — fin(X)gh Vy Z
+((®+DF(X, Y] $2) +F(X.Y] phZ))é
~n(Z)(& +DP[X,Y]-Gh[X, Y]
+an([X,Y)ghz

bulunur.
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~

Bu son denklemde V,& nin anti-simetrik olusu ve h ileV,@hnin simetrik olusu

kullanilirsa

R(X,Y)hZ —hR(X,Y)Z = (R +D)F((V x ?)Y — (VyP)X,Z)
+3((Vxh @)Y ~(Vyh$)X,Z))¢
—((K+DF(Y.62)-F(Y,hp2)V &
+((K+1)F(X,$Z) - (X, hGZ))Vy &
+§(Z, VX (R +DFY +hpY)
~G(Z, Vy E)(K +1)pX +hoX)

+nEZ)(Vxh @)Y —(Vyh @)X + (X +D((V x B)Y ~ (Vy ) X))
— G )(V x $h)Z —n(X)(Vy @h)Z + 2§ (X, 5Y)phZ)

(4.2.32)
esitligi elde edilir.
(V@)Y = (V@)Y +3((V,h)Y) (4.2.33)

yazilabilir. (5X5)HY ifadesini hesaplamak igin (4.1.4) denkleminde Y vyerine hy

yazilip (4.1.2) denkleminden yararlanilirsa,
(Vi@hY ==G(X,hY)E+F(X, (K +1)p°Y )& (4.2.34)
elde edilir.

(4.2.31) denklemine ¢ etki ettirilirse,
PV h)Y) = (Y )(@+R)(X —n(X)E) —hX) — zin(X)hY (4.2.35)
bulunur.

(4.2.34) ve (4.2.35) denklemleri (4.2.33) denkleminde yerine yazilirsa
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(V@h)Y ==F(X,hY)E+ (R +DF(X,Y —7(Y)E)E

N _ S (4.2.36)
+n(Y)(=hX + 1+ x)(X =7n(X)&)) — un(X)hY

elde edilir. (4.2.32) denkleminde (4.2.36) ve (4.1.4) kullanilip gerekli sadelestirmeler
yapilarak (4.2.29) denklemine ulagilir. O

Teorem 4.2.6: k¥ >-1icin (M,¢,&,17,9) paradegme (i, ) -manifold olsun. Herhangi

X, X', X"eI'(Dy (Z )) ve Y, Y Y"eT'(Dy (—Z )) i¢in asagidaki denklemler saglanir.

R(X,X)X"=(2(A -1+ Z)(G(X', X)X =G (X, X")X"), (4.2.37)
R(X, XY = (% +2)(- G(@X " Y)PX +G(X,Y)PX') | (4.2.38)
R(X,Y)X'=xG(aY, X)@X — Zg(aY, X)pX ', (4.2.39)
ROX,Y)Y' ==&G(@X,Y)@Y + g (X, Y)Y, (4.2.40)
RIY.Y)X =(&+m)(-F@Y, X)gY +§(pY, X)gY) , (4.2.41)
R(Y,Y)Y"=(=2(A +2)+ )G Y)Y =G (Y,Y)Y'). (4.2.42)

(Cappelletti Montano ve ark. 2012).

Ispat: 11k 6nce (4.2.38) ispatlansin. Yardime1 Teorem 4.1.2 deki gibi bir lokal ortogonal
{e, @6, &} ie{l,...,n} @ -baz secilebilir. O halde,

R(OX, XY = G(R(X, X)Y,&)E= D GR(X, X )Y &)e;
i=1

n - roo- o
+ Y GR(X, XY, e)ej + D FR(X, X)Y, g ey
i=r+1 i=1

— SFRX, XY, ge; e

i=r+1

(4.2.43)
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esitligi yazilir. Burada (4.1.1) geregi g(li(X,X')Y,gC) =—§(§(X,X')§,Y) =0 dir.
Ayrica Teorem 4.2.1 geregi (4.2.43) denklemindeki @ (Ii(X , X")Y ;) li terimler sifira

esit olur. Diger taraftan, X e (D (1)) veY,Z e (D (~1)) ise (4.2.29) denkleminden;

R(X,Y)hZ —hR(X,Y)Z =—(AR(X,Y)Z + hR(X,Y)Z)
= —24(RG (X, $2)PY - (X, $Y)pZ)
elde edilir. X,W eF(Dﬁ(Z)) ve Y,Z eF(Dﬁ(—Z)) icin, bulunan bu son denklemin

W eI'(D- (Z )) ile i¢ carpimi yapilirsa,

G(R(X,Y)ZW) = &G (X,p2)F(pY W) - aG(X,5Y)F(HZ,W) (4.2.44)

bulunur. (4.2.43) denklemi ve Birinci Bianchi 6zdesligi kullanilirsa,

_~ r -~ -~
R(X, X)Y ==2 (G(R(Y, X)X, @e;)ge; +T(R(X",Y) X, ;) &)
i-1

n ~ ~
+ 2 @R, X)X, @ )ge; + G(R(X',Y) X, ge; ) pe; )

i=r+1

=3 @(R(X,Y)@e;, X )pe; — G(R(X',Y)Pe;, X ) e,
i=1

+ DGR, Y)@e;, X ge; — GR(X,Y)gei, X )e;

i=r+1
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elde edilir. Ayrica (4.2.44) denklemi bu son denklemde

kullanilirsa,

ROX, XY ==Y = N !
—xg(X", 0€)g(pY, X)pe; + g (X', 0Y)g (e “€j, X)pe

r [a(x,azeog@v,x')aei TG, 3Y)§ (526, X ey }
i=1

. (a(x,azeowv,x')aei—ﬁ@(X@Y)@(azei,X')czei J

—KG (X", 5%6)T(PY, X)gei + G (X', 5Y)F (P ej, X)e;

i=r+1

=g (Y, X)pX - ug (X, @Y)pX = &g (@Y, X)oX '+ g (pY , X)X
= (K + 1) (=G (X" Y)pX + G(pX,Y)pX").

bulunur. Boylece (4.2.38) denklemi ispatlanmis olunur. Simdi de (4.2.40) ispatlansin.

ﬁ(x,v)v'=@'(fi(x,Y)Y',§)§—ia(ﬁ(x,v)v',ei)ei - i'g‘(ﬁ(x,v)vzei)ei
i=1 i=r+1

r - n .,
+ 2 GROXY)Y ' gei)pe; — D G(R(X,Y)Y', 0ei e (4.2.45)
i-1

i=r+1

(4.2.38) in ispatinda oldugu gibi Vi e {1,...,n}igin
GRX, Y)Y, E) =F(R(X,Y)Y',pe) =0 dir.
Diger taraftan, X € I'(D- (E)) veY,Z eI'(D- (—Z)) ise (4.2.29) denkleminden;

R(X,Y)hZ —hR(X,Y)Z =—(AR(X,Y)Z + hR(X,Y)Z)
=22 (G (X, pZ)@Y — 4G (X, 5Y)pZ)

elde edilir. X,W eT(D(4)) ve Y,Z eT(D;(~4))igin, bulunan bu son denklemin

W eI'(D- (Z )) ile i¢ carpimu yapilirsa

G(R(X,Y)ZW) =G (X,pZ)G (@Y W) - ZG(X,5Y)F(Z,W) (4.2.46)
denklemi elde edilir.

(4.2.45) denklemi ve Birinci Bianchi 6zdesligi kullanilirsa,

78



ﬁ(x,v>v'=i('g*(ﬁ(v',xw,ei)ei +G(R(Y,Y)X &)e;)
i=1

n ~ ~
— Y (@R, X)Y,€)e + GRY,Y)X, g)ej)

i=r+1

bulunur. Ayrica (4.2.46) denklemi elde edilen bu son denklemde kullanilirsa
r —~——— —~ _~ —~ —— _— —~ —~
2 (KG(X,9Y)G(PY" &)+ iG (X, 0Y )T (PY &))e;
i=1

n
+ 2 (G(X.9Y)T(@Y &)~ 4G (X, pY VG (PY . &i)ei
ﬁ(X,Y)Y'Z |jr+l

+ 2 (& + m)(G(@X,Y)T (e, Y )~ G (e, Y)T(9XY ey
i=1

= DK+ @)(G(@X,Y)T (e, Y )~ G(oe Y)T(9X,Y e,

i=r+1

elde edilir. Son olarak gerekli sadelestirmeler yapilirsa,

ROGY)Y =&G(X,@Y)@Y = FF(X, @Y )PY + (K + Z)(G(@X,Y)PY' - G(HX,Y)@Y)
=—kG (X, Y)Y + g (XY )pY"

elde edilir. (4.2.40) 1n ispat1 tamamlanir. Son olarak (4.2.37) nin ispat1 yapilsin. Bunun
icin (4.1.33) kullanilirsa

R(X, X)X "= @R(X, X)X" = G(X'=hX", X")(@X —phX) (4.2.47)
~G(X —hX,X")(@X'—FhX") .
(4.2.47) denklemine ¢ uygulanirsa

PROX, XNPX"=R(X, X)X =G(X' =h X, X)X =hX) =G(X =hX,X")(X'=hX)
=(1-2)%G(X, X)X == D)ZF(X,X")X".

bulunur. (4.2.38) yardimiyla
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R(X, X)X"=@R(X, X)X "= (L-2)2G (X", X)X + (L= 2)2F(X, X)X "
= (R + )X, X)X = F(@X ', pX")X)
Q-G XX = F(X, X)X)
=22 D+ B)FX X)X =F(X, X)X,

elde edilir. Boylece (4.2.37) nin ispat1 tamamlanmis olunur. Diger durumlarin ispatlar

da benzer sekilde yapilabilir. O

Teorem 4.2.6 y1 kullanarak asagidaki sonuglar ispatlanabilir.

Sonug 4.2.2: ¥ >-1 icin (M,9,&,n,9) paradegme (x, 1) -manifold olsun. Riemann

egrilik tensorii R nin formulii M deki her X .Y, Z W vektor alani i¢in asagidaki gibidir.

g‘(ﬁ(x,Y)z,W)=(—1+g](‘g“w,Z)g‘(x.W)—ﬁ(x,Z)@“(Y,W))

+‘g‘(Y,Z)g‘(ﬁx,W)—'g“(x,Z)@‘(ﬁY,W)

—1+ﬁ _ _ _ _

+——2(§(Y,2)§HX,W)-§HX,2)F(RY.W))
K +1

- A (GG, TEX W) - F@ TG W)

_ i

e B ) ) )
+——2 (G(@hY.2)3(Fhx W) - §(@hY W)G(@hX,2))
+ I (X V)3 (@GZW)

+77(X)77(W)([K+1 %] (Y, Z)+ (- 1)§(HY,Z>j
—n(X)n(2) [E+ gj (Y, W)+ (- 1>§<HY,W>j

£ n(n(2) (E+ @ (XW) + (i - 1)§(ﬁx,W>J
e~ (E gj (X.2)+ (G- 1>§(ﬁx,2)j

(4.2.48)

(Cappelletti Montano ve ark. 2012).
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ispat: M deki bir keyfi X vektor alam X ; e T(D- (1)) ve X_; e[(D:(~4)) olmak
uzere X = X; + X_; +n(X)&  olacak sekilde ayrilabilir. Daha sonra R(X,Y)Z,

ﬁ(xii’yﬁ)zﬁ’ ﬁ(X,Y)g‘, Ii(X,f)Z formundaki terimlerin toplami olarak yazilir.

1

Teorem 4.2.6 ve XE:%(X—U(X)§+%HXJ,X_E:E(X—n(X)g—1

~hX ) olusu
A

kullanilarak, uzun bir hesap yapildiktan sonra, (4.2.48) elde edilir. O
Sonug 4.2.3: k¥ >-1 icin (M,p,&,17,9) paradegme (x, 1) -manifold olsun. Herhangi

Z eT(D) icin &-kesitsel egrilik K(Z,&)

3 ..g(ﬁZ,Z):{ K+, Zel(D;(4)),

K(Z,&) = A - ~
TR 9(2,2) |k-Af, Zel(D(-2)).

ile verilir. Ayrica, X,X'eF(Dﬁ(i)) ve Y)Y eF(Dﬁ(—Z)) iciné ya normal olan

diizlem kesitlerinin kesitsel egriligi

R X)=2(F -0+ 71, K.Y ) =20 +1)+ . RXY) = (7 — i)~ 3C.0Y)°

g(X,x)g(y.y)
ile verilir (Cappelletti Montano ve ark. 2012).

Sonug 4.2.4: x >-1 icin herhangi (2n+1)-boyutlu (M,,&,1n7,g) paradegme (x, i) -

manifoldu i¢in Ricci operator 6
Q= 2A-n)+nu)l +(2(n-1) + ,Zi)ﬁ +(2(n=1)+n2x — p))n ® . (4.2.49)

ile verilir (Cappelletti Montano ve ark. 2012).

Ozellikle, (M, ) manifoldu 7 -Einstein dir ancak ve ancak gz =2(1—n), Einstein dir

ancak ve ancak x = zz =0 ve n=1(Bu durumda manifold Ricci-flat tir).
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Ozellikle, 3boyutta & >—1ligin herhangi paradegme (ix,0)-manifoldu 7 -Einstein dir.
3boyuttan biylk iken x >-licin Einstein paradegme (x,x)-manifoldu mevcut

degildir,
4.3. k <-1 icin Paradegme (i, zz) -Manifoldlar

Bu bolim, x < -1lile verilen paradegme (i, ) -manifoldlara ayrilmistir. Bu durumda,
Sonug 4.1.3 de belirtildigi gibi O,i;{ 0z degerleri ile verilen {55 kosegenlestirilebilir
dir. Burada A =+/—1— & dir. & >—1durumundaki gibi, @h nin karakteristik uzaylari

tarafindan tanimlanan dagilimlarin karsilikli olarak dik Legendrian foliasyonlar
tanimladig1 ispatlanacaktir. x >—1durumundan temel farki (daha genel olarak degme

metrik  (x, ) -uzaylardan) karakteristik dagilimlarin total geodezik Legendrian

foliasyon tanimlamak yerine total umbilik Legendrian foliasyon tanimlamalaridir.

Teorem 4.3.1: x<-licin (M,,&,n,g) bir paradegme (x,x)-manifold olsun.
(Eﬁ operatorintn D_ (E)ve (D(;H (—Z) karakteristik dagilimlari integrallenebilirler ve
M nin total umbilik liflere sahip olan iki dik Legendrian foliasyonunu tanimlarlar.

Ayrica herhangi X,Y € Daﬁ (J_rZ) icin §XY € D(BH (iZ)@Ré (Cappelletti Montano ve

ark. 2012).

Ispat: Herhangi paradegme (x, zz) -manifoldu igin (4.1.5) denklemi

v « Ph)Y — (§Y&ﬁ) X =a((V « h)Y - (§Y h)X) esitliginde yerine yazilarak
(VX @)Y = (V,@h)X = 5((V xh)Y = (V,h)X)

_ 5(— -+ E)(2§(X,¢EY)§+77(X2¢Y —U(Y)(ZX)]
+ (1= @) n(X)phY —n(Y)phX)

(V)Y —(V,@h)X ==L+ &)((X)Y —n(Y)X)+ @~ B)H(X)RY —n(Y)hX) (4.3.1)

elde edilir. (4.3.1) denkleminde Y yerine @Y yazilirsa
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(V4 Ph)PY — (V5 ph) X = —(L+ ©)(n(X)Y) + L— Z)(n(X)h §Y)

bulunur. X,Y,Z eI'(D) i¢in bulunan son denklem Z ile i¢ ¢arpilirsa,
J(v « @ﬁ)éY (v p @ﬁ) X,Z) =0 elde edilir. Agik olarak

GV @Y —phV,5Y —V,,3hX +phV, X,Z) =0 (4.3.2)

bulunur. X,Y,Z eT'(D.- (Z )) oldugu kabul edilsin. (4.3.2) denkleminden

4
0=-AG(V@Y,Z) = AG(V (@Y, Z) = AG(Vay X,Z) + AG(V 5, X, Z) = -2AG (V 1 &Y, Z)
bulunur. Diger yandan

G(V4Z,8)=X(§(Z.£)-F@Z, V&) =§(Z,pX)-F(Z,phX) =-2§(Z,X) %0

oldugundan Vy Z el(D5 (+2)@RE) dir. Ozellikle tim X,Y eT(D:(4)) igin

g(X.Y]&) = (X, v,&) =Y,V &)
=—g(X,pY)+g(X,ohY)+g(Y,pX) - G(Y,phX)
= ﬂ’g(x 1Y) - ﬁ’g(Y! X)
=0
oldugundan, D(;E (Z ), M de bir foliasyon tammlar ve (Onerme 3.2, Cappelletti Montano
2010) geregince boy(D(;J.ﬁ (Z)) =ndir. Boylece D«Zﬁ (Z), degme dagilimin n-boyutlu
integrallenebilir alt demeti oldugundan, M nin bir Legendrian foliasyonudur.

Benzer tartismalar D (-A)igin de gecerlidir. Yani VX,ZeD(D(-1)) igin
Y xZ € F(D(—EH (—;f Y®RE).  Ispati  tamamlamak  igin, X e 1"(D(7)ﬁ (Z ) ve
Yel(D;(-1)) oldugu kabul edilsin. Herhangi ~Z eT(Dj;(4)) igin
Y xZ € F(D(’?H (/T YORE) oldugu gozoniine alinirsa

G(VxY,Z)=X(G(Y,Z)-F(Y,VyZ)=0 olur. Boylece
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VxY e[(Dg; (-4) @R &) oldugu goriiliir. Benzer yol ile VyX e[(Dg; (1) ®RE)
olusu ispatlanabilir. Son olarak, D&ﬁ (Z ) ve D(Zﬁ (—ﬂt ) liflerin total
umbilik oldugu gosterilsin. Herhangi X, X'e (D5 (1)) icin Vy X'eT(D (1)@
R &) oldugundan B(X,X'), R& nm bir kesitidir. Burada B ikinci temel formu

belirtmektedir. ~ Gergekten B(X,X'):—/Afgj(X,X')g8 oldugu (3.4.5) denklemi

kullanilarak

F(B(X,X"),E)=F(Vx X', &) =~F(X ', Vx &) =—F(X',~pX +phX)
= g“(X’,@X)—[g”(X', X)
=—2G (X", X)

bulunur.

Ortalama egrilik vektor alan1t H = —Zf ile verilir. Boylece B(X,X")=Hg(X, X")elde

edilir. Diger foliasyonun ispat1 benzerdir. O

Uyan 4.3.1: D(;ﬁ (Z ) ve D(;ﬁ (—Z ) foliasyonlarnin total geodezik olmadigina dikkat
edilsin.Gercektende, VX,Y € F(Daﬁ (ii)) icin

GV Y. &)= X(G(Y.E)-F(Y. V&) =F(Y.pX) - G(Y,phX) =—AG(Y,X) ifadesi
stfirdan  farklidir. Dfﬁﬁ (ﬂ: ) ve D(Zﬁ (—Z ) Legendrian  foliasyonlarinin ~ Pang

invaryantlarinin ifadeleri bulunsun. Asagidaki teoremin ispati Teorem 4.2.2 nin ispatina

benzer oldugundan yapilmayacaktir.
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Teorem 4.3.2: D (Z ) ve D (—Z ) Legendrian foliasyonlarinin Pang invaryantlari
HD%(E) - ('E - 2)§|D¢H(E)XD$H(}T) (4.3.3)

I, (1) T (ﬁ - 2)§|Daﬁ(_Z)XD¢E(_Z) (4.3.4)

ile verilir (Cappelletti Montano ve ark. 2012).

Onerme 4.3.1: & < —ligin herhangi paradegme (x, zz) -manifold
(Vi @)Y = ((@+F)F(X,Y) = G(hX,Y))E+n(Y)h(hX = X) - an(X)hY (4.3.5)
esitligini saglar (Cappelletti Montano ve ark. 2012).

ispat: Yardimct Teorem 4.1.2 de verildigi gibi {Xl,..., Xn,Yl,...,Yn,é} @ -baz1 olsun.

Herhangi X,Y e F(Daﬁ (1)) i¢in, Teorem 4.3.1 kullanilarak,

DX (AR O LTS WAL (AN
éhVXY:’QZh |=lr i=r+l i
=2 VLY PX)PX + DGV, §X,)eX,
i=1

i=r+1

:5ﬁ(i§(§xY,Xi)Xi - ang(6XY1xi)Xi +§(§XY"§)§J

i=r+1

F(V, Y, X)X, —,ﬁiflg(%x\(,xi)xi

i=r+1

M-

=1

1]
1N

(VYY) = 2G(V Y, &)

&)

=V, Y - 2§ (V,Y,&)¢

elde edilir.
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Bu son denklemden,

(V@)Y = 2G(V Y, E)E = -2G (Y, V)& = -2§ (Y —pX + FhX)&

i (4.3.6)
= _lzg (X ’Y)é:

bulunur. Simdi X € F(D&ﬁ (1)) veYe F(szﬁ (=4)) oldugu kabul edilsin. Bir dnceki

durumdaki tartismaya benzer olarak,
(V@)Y = (V, @)X = 2G(X,5Y)¢ (43.7)
bulunur.

Son olarak, herhangi X,Y el“(D(;H (=A4)) icin,

(Vi Ph)Y == 22§ (X,Y)¢ (4.3.8)
elde edilir.

Daha sonra (4.3.5) esitligi (4.1.6), (4.3.6)-(4.3.8) esitliklerinden faydalanilarak

bulunur. 0
Sonug 4.3.1: k # -1 icin herhangi paradegme (i, ) -manifold

(Vi)Y =—((@+F)F(X,pY)+G(X,phY))E+n(Y)gh (hX - X) - zin(X)ghY  (4.3.9)
esitligini saglar (Cappelletti Montano ve ark. 2012).

Ispat: Eger K > —lise (4.3.9) denklemi ile (4.2.6) denklemi aymidir ve ispati agiktir.
Eger k < -1 ise

v, hY =V « PYPhY +p(V « Ph)Y  esitliginin  gecerli oldugu aciktir.  (4.1.4)

denkleminde Y yerine @hY yazilarak
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(V,@)PhY =—§(X,phY)E—L+K)F(X,PY)E  denklemi elde edilir.  (4.3.5)

denklemine ¢ etki ettirerek

PV @)Y =n(Y)gh (WX = X) = Zin(X)@hY denklemi elde edilir. Bulunan bu son iki
denklem (V, h)Y = (5X5)5HY + é(%X&H)Y esitliginde yerlerine yazilirsa (4.3.9)

denklemi elde edilmis olunur. a

D (J_rZ) Legendrian foliasyonlar1 total geodezik olmasalar ve x >-1durumu ile

karsilastirildiklarinda bir ¢ok o6zellik farkli olsa bile, bu durumda, degme Riemann

yapilari ile ilging bir iliski bir sonraki teorem ile verilecektir.

Teorem 4.3.3: k <-1 i¢in herhangi pozitif ya da negatif tanimli paradegme metrik

(x, ) -manifoldlar

$=+ 11Eﬁ, g=-dn(.¢)+n®n (4.3.10)

ile tanimlanan bir (¢,&,7,9) kanonikal degme Riemann yapiya sahiptir. Burada
+ igareti, paradegme (i, u)-manifoldunun pozitif ya da negatif tanimli olmasina

baghdir.

Ayrica (¢,¢,77,9) yapist
K‘=I?+2—(1—§)2, [u=2

ile verilen degme metrik (x, 12) -yapiya sahiptir (Cappelletti Montano ve ark. 2012).

Ispat: (4.3.10) esitligi ile (1,1) tipinde @tensor alani ve (0,2) tipinde g tensori

tanimlanmaktadir. Ik once (4.1.2) esitligi kullanilarak

¢ = ! _hh :—é(1+ K)p? =—@p*=—1+n®¢& elde edilir. Daha sonra g nin bir
-l1-x 1+x
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Riemann metrik oldugu ispat edilecektir. 55 operatoriinin g ye gore simetrik olusu

kullanilirsa, herhangi X,Y e T'(TM)igin

g(X,Y)=—dn(X,gY) +n(X)n(Y)

=—d77(X,i\/_117_EHY)+77(X)77(Y)

_T 1~d77(x,ﬁY)+77(X)77(Y)
-1-x

- 1 - =

_+mg(X,¢hY)+f7(X)f7(Y)
-1 =

—7F _1_E_g(gth,Y)+77(X)77(Y)

=g(Y, X).

O halde g simetriktir. gnin pozitif tanimli oldugunu ispatlamak igin,

{Xl,..., Xni Y10 Yns f} ¢ -baz1 Yardimci Teorem 4.1.2 deki gibi alinsin.

- 1 ~ pr. . W ~_
9(¢,8) =1, g(xi’xi)_+mg(xi'¢hxi)_+ _1_Eﬂ’g(xi’xi)
:$§(Xiixi):(¢l)($l):1

ve
YY) = F s GV GNY )= T §(Y.—2Y)
gi'i_mg i@ i_mg i i

=£g(Y,,Y,) = (=D)(=1) =1

elde edilir. Ayrica

g(@X,dY)=g(X,Y)—n(X)n(Y)ve g(X,4Y)=dn(X,Y)oldugu kolaylikla goriilebilir.
Boylece (¢,&,7,9) bir degme Riemann yapidir.

Teoremin ikinci kismi olan (¢,&,7,9) yapismnin (x, g)-Sifirlik durumunu sagladigini

gostermek icin
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1 1 ~ ..
h==L.g=t————L.h operatdori hesaplansm. Tum X eT(TM)icin (4.1.6
5 P N Erde p p (TM)igin  (4.1.6)

esitligi kullanilarak

(L.h)X =[£,hX]-h[& X]
=V.hX —V_ E-hV,X +hV ¢ (4.3.11)
=(2-)PhX —2(1+ K)PX

elde edilir. Sonug olarak

1 ~ 1 _~ ~~
1M

2 ~ —~
=t h++v-1-x
NErag Y

bulunur. hnin késegenlesebildigi ispat edilsin. {Xi Y, ,5}, @ -bazina goére hmnin matris

goOsterimi

1-£ 0 1% 0 0
2 . . .
0 1—‘2‘ 0 L AJ-1-k 0

. ~ -
o B 0 1+ 4 0 0
. 2 . .
0 1% 0 —1+§ 0
0 0 0 0 0

seklindedir. Boylece karakteristik polinom

P(A) = FA(L —(1—§)2 + & +1)"ile verilir ve h, Ove i\/(l—g)z — K —16zdegerleri ile

verilir. Uzun bir hesap yapildiktan sonra, Dh(0)=R¢& ve

89



D, (1) = span{X, +aY,,.., X, +aY,}, D,(~4) = span{X, ﬂYl, X, =Y

1 Lo ~ 1. o« \/ - 1. 1, .
a==,01-5)?-k-1-=(@1-2) ve == 1—— —k-1+=01-5) ile
/1\/( 2) i( 2) F ( y) 2)

verildigi goriilebilir. Boylece, h diagonellesebilirdir.

D, (4)ve D,(-A)nin Legendrian foliasyonlar1 olduklari ispat edilsin. Teorem 4.3.1

dikkate alinarak, bazi fijk , gi'; fonksiyonlart i¢in

6><in ZZf'ka "‘g(%xixj’f)fl %Yixj =zgil;xk +§(§Yixj'§)§

VXin:VXian:(Z§Xin_§(X th’X )¢ = Zf Yk = 5|J§

Vy. Y] _zg,'jvk —15&
k=1

esitlikleri hesaplanur. §(§Xi X;,&)=-9(X; ﬁxif) =—0(X;,—oX; +5ﬁxi) = —Zé’u

yazilabilir. Uzun bir hesap yapildiktan sonra

Viay, (X +aY;) = Z((fu +ag“)(x +aY,))— /1(1+a )0;6) elde edilir. Daha sonra

X, + 0¥, X +aY, ]2V (X +Y)) =V (X, +a,)

= (fijk_fjli(+a(gil;_glj(i))(xk+aYk)
k=1

bulunur. Sonu¢ olarak D, (1) involutivedir. Benzer yol ile D,(-4) mnin da

integrallenebilir  oldugu  gosterilebilir.  Ayrica, herhangi X eI'(D, (£A))icin
n(X)= n(hX) 0 degme dagilimin n-boyutlu integrallenebilir alt demetleri

olduklarindan D, (4) ve D,(-4) Legendrian foliasyonlardir.

(M,0,£,m,9) nin bir degme metrik (k,x)-uzay oldugunu ispatlamak yerine,

(D, (1), D, (-4)) bi-Legendrian yapisinin Teorem 3.7.2 nin hipotezlerini sagladig:
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gosterilecektir. ik dnce, ¢h=-h¢ 0Ozelliginden dolayr D, (1) ve D,(-1) eslenik

Legendrian foliasyonlardir. Yani ¢D, (£1) = D, (¥1).

(D, (1), D, (=A)) le iliskili olan V" bi-Legendrian konneksiyonu géz 6niine alinsin.

Bi-Legendrian konneksiyonu tanimindan, V", Teorem 3.7.2 nin (i) ve (iii) hipotezlerini

saglar.

Ayrica, VP =V"dn=0 dir ve V", D, (+1) y1 korudugundan V"h=0 dir. O halde
geriye V* nin ¢tensoér alamni korudugu ve bir metrik konneksiyon oldugunu

gostermek kaliyor.

Yardimci1 Teorem 3.7.1 nedeniyle, §b'¢5 =0 ve V" g =0 oldugunu gostermek yerine

D, (x4) nin g ye gore total geodezik foliasyonlar oldugunu gostermek yeterlidir.
V,g nin Levi-Civita konneksiyonu olsun ve X, X" eT'(Dy (1)), Y € ['(Dy (-4)) olsun.

1

= §(~@h)+7®n oldugundan uzun bir hesap yapildiktan sonra

g:+

, 24 _,~ o, 31 ,
GV XX"Y) =5 7= (VXX Y) - d2n(X,X",Y)

—H (4.3.12)
—%(X(dn(x’, hY))+ X'(dn(X,hY))+dn([X,X],hY)).

elde edilir.

Teorem 4.3.1 geregi (4.3.12) denklemi g(Vyx X',Y)=0 halini alir. Ayrica
9(Vx X',8)==9(X",Vx &) =—g(X'—¢X —¢hX) = 1+ 1)g(X",#X) =0. Boylece
D, (1) total geodeziktir ve benzer method ile D,(-A) nm da total geodezikligi

gosterilebilir.
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V" bi-Legendrian konneksiyonu g ve ¢ yi korur. Boylece Teorem 3.7.2 nin tim
kabulleri saglanmis oldu ve (¢,£,77,9) bir degme metrik (x, 1) -yapidir denilebilir.
ve u sabitlerinin ifadeleri bulunsun.

K=1-1° :r'5+2—(1—§)2 olacak sekilde bulunur. x yl bulmak icin, tim

X eT'(TM) icin
(V.h)X = phgX = ﬂ((g—l)(;x +g5r1Xj (4.3.13)

bulunur. Diger yandan V, & = —gX —¢hX ve h® = (k —1)¢” iliskisi kullanilarak

(V)X =V, &+[&hX]-hV,&-h[&, X]
= —2¢hX —2¢h>X +(L;h)X (4.3.14)
= —2¢hX — 2(1- K)¢X + (L.h) X

hesaplanir. Fakat (4.3.11) den

~ ~

(Lh)X =i[2‘—”(|_¢(7))ﬁx +2—“¢(L h)X +1(L§¢)xj

2J-1-x 2+ -1-
_ 2—p = 2-p)° -, — o
—i(mh X+ —— \/7 hX+\/ 1-xk(2-pu)p X+21hXj (4.3.15)
(2-p)
(2\/T+2\/ 1- KJhX

(4.3.14) ve (4.3.15) denklemlerinden,

(V.h)X = ~2¢hX —2(1- k)X +(E/2_1i N thx (4.3.16)

bulunur. Burada +isareti (M,¢,&,n,9) paradegme (x, ) -manifoldunun pozitif veya

negatif tanimliligina baglidir.
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(4.3.13) esitligi ile (4.3.16) esitligi karsilastirildiginda hem pozitif hem negatif taniml

olma durumunda x =2 elde edilir. O

Uyar1 4.3.2: k <-loldugundan, bu durumda Uyari 4.2.1 deki gibi bir yapi

kurulamiyor.

Simdi x <-1 igin paradegme (i, ) -manifoldlarin egrilik ozellikleri verilecektir.

x >-1 icin hesaplanan (4.2.29) esitligi x <-1 i¢cin de aymdir. Ciinkii ispatta h nin
kovaryant turevinin ifadesi gerekmektedir ve bu ifadede x >-1ve x <-l1durumlar
icin (4.2.6) ve (4.3.9) esitliklerinden de goriilebilecegi gibi aymidir. (4.1.32) esitligi
(4.3.9) esitligi ile birlikte kullanilirsa,

~(@+R)F(X,PY)+T(X,hY))&
+7(Y)@h (hX = X) - Eip(X)ghY
+(@+K)G(Y,PX)+F(Y,phX))E
~n(X)gh(hY =Y)+ fin(Y)phX,Z
—(@+K)F(X,BY)+T(X,phY))E

+7(Y)@h (hX = X) - in(X)ghY
+(@+R)F,PX) + (Y, phX))E

—n(X)@h (hY =Y)+ fin(Y)@hX

+§(Y —hY,2)a(X —hX)=G(X —hX,Z)3(Y —hY)
—G(@(X —hX),Z)(Y =hY)+G(B(Y ~hY),Z)(X ~hX)

R(X,Y)PZ —pR(X,Y)Z =§

-n(2)

ROX.Y)5Z - 3R(X.Y)Z = n(Y)§(@+R)pX + (i -1)FhX,Z) ]

—n(X)F(A+R)@Y +(E-1)phY,Z)
—n(Y)n(Z)(@+K)PX +(i-1)phX)
+n(X)(Z)(@+K)FY +(E-DFhY) (4.3.17)
+G(Y —hY,Z)@(X —hX)=G(X —hX,Z)F(Y —hY)
—G(P(X —hX),Z)(Y =hY)+G(@(Y —hY),Z)(X —hX)

elde edilir.
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(4.2.29) ve (4.3.17) esitliklerinde (4.1.2) yi ve h operatorinin dzelliklerini kullanarak

R(X,Y)PhZ —ghR(X,Y)Z =R(X,Y)PhZ —gR(X,Y)hZ + 3(R(X,Y)hZ —hR(X,Y)Z)
{n(v)g'«lmax+(ﬁ—1)<‘5r?x,52) ]
—n(X)§(@+&)PY +(E-1)phY,hZ)
+§(Y =hY,hZ)3(X —=hX)=G(X =hX,hZ)3(Y —hY)
—G(@(X =hX),hZ)Y =hY)+§(&(Y =hY),hZ)(X =hX)
+5(E(§(x,(§2)<zﬁv ~GY,PZ)PhX + @'(szHX)&Y]
—0(Z,phY)pX +7(Z)(H(X)hY —n(Y)hX))
+ G- A+ RIN@) )X =n(X)Y)+23(X, @Y )gn2))

—n(X)G((L+28)@Y +(z-1)phY ,hZ)
+(@(Y ~hY,hZ) - 2@+ ©)n(Y)n(Z)pX
—(§(X —hX,hZ) - @@+ &)n(X)n(Z)pY
—(G(Y =hY,hZ)+ &Y )n(Z)ph X (4.3.18)
+(§(X —hX,hzZ)+&n(X)n(Z)ghY

— @+ R)G,PZ +PhZ)X + L+ K)G(X,GZ +PhZ)Y
+§(Y,pZ +PhZ)hX —G(X,HZ + PhZ)hY
—~2/i§ (X, Y)hz

R(X,Y)phZ —GhR(X,Y)Z :(”(Y)ﬁ(a”'?)c'ﬁx +(f-1)phX,hZz) J

bulunur.

kK <-1licinde (x, ) -sifirlik durumu, egrilik tensér alanini belirledigi ispatlanacaktir.

Teorem 4.3.4: k¥ <-1 icin (M,9,&,n,§) paradegme metrik (x, zz) -manifold olsun.

M nin egrilik tensor alan1 agagidaki denklemleri saglar.

R(X,X')X":(~E:1+ﬁ)(§EX’, X~")X —§(j(,X")X') (43.19)
+2(FX,XPX = F(X, X"PX),
R(OX, X)Y ==A(F(X",@Y)X —F(X,pY)X")

N S (4.3.20)
— (=g (X", 0Y)pX —g(X,pY)pX"),
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R(X,Y)X'==2G(X",3Y)X —F(X',5Y )X — 212G (X, X )Y

A9 )X -9(X\0Y)9) (4.3.21)
+Ag(X, XY — 1g (X, Y )X,
ROGY)Y' = 22§ (Y, Y )X + AG(Y,Y)PX + 2§ (X, pY )Y (4.3.22)
~g(X,9Y )Y —1g (X, pY)pY',
R(Y,Y)X ==2(G(X, Y)Y —F(X,5Y)Y) (4.3.23)
+(1-m)(G(X, Y)Y =G (X, 0Y)pY"),
R(Y,Y')Y" = (& -1+ Z)(G(Y",Y")Y = G(Y,Y")Y") (4.3.24)

— 2@ YPY -G, Y e,
Burada X,X ,X e (D (A)ve Y,Y Y € F(D(ﬁﬁ (-1)) (Cappelletti Montano ve ark.
2012).

Ispat: (4.3.19) ve (4.3.20) nolu esitlikler ispatlanacaktir. Diger esitliklerin ispatlart
benzer sekilde yapilabilir. Ii(X,X &Y nin R& boyunca bileseni yoktur. Ciinkii

GROX, XY, &) =—G(R(X, X)E,Y) ) )
=—G(K(n(X")X =n(X)X") + Zn(X X —n(X)hX",Y) =0

oldugu aciktir.

h D (x4) = D (¥4) olmasindan dolayi (4.3.18) esitliginden

—AR(X, X)W =GhR(X, X)Y = §(X' =h X", nY)pX —G(X —hX,hY)pX’
—G(X'=hX" hY)PhX +G(X —hX,hY)phX
—@+R)FX, @Y +hY)X + L+ R)F(X, @Y +hY) X’
+G(X", @Y +BhYINX —G(X,5Y +ghY)h X'
— 275 (X, pX )Y
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AR(X, X)Y +@hR(X, X )Y ==g(X",hY)@X +G(X,hY)pX "
+ (X, ANY + 1+ 2)PY)X —§(X,AhY + L+ K)PY) X’
~ (X", @Y)hX +G(X,GY)hX’

bulunur.

Son denklemi herhangi U eF(Daﬁ (1))ile i¢ ¢arpip, @h operatoriiniin simetrik olusu

kullanilirsa,

22 (R(X, XY, U) =§ (X', ZhY + L+ R)FY)F(X,U) - G(X, 2hY + @+ K)@Y)F(X ', U)
hesaplanir. hY =-1 @Y oldugundan bir 6nceki denklemden
22G(R(X, X)Y,U) =(F(X'=225Y) + G(X',—A%Y))F(X,U)

—(FX~22PY) + G(X,~A2PY)F(X"U)
G(R(X, XY, U) =2§(X,5Y)F (X", U) - 2G(X",@Y)F(X,U) (4.3.25)
bulunur.

Ve F(Dgzﬁ (=4)) i¢in benzer tartisma yapilarak

GROXY)X V) =G(X,@Y)F(X, V) +(L+K)F(X, X)F(Y,V)

AR (4.3.26)
+ug(X,oY)g(X',eV)

elde edilir. Yardimc1 Teorem 4.1.2 deki gibi {ei,(/~)ei,§},i IS {1,...,n} @ -baz1 gdzoniine

alinsin. (4.3.26) esitliginden

G(R(X, XY, @) =—G(R(X"Y)X,06) +G(R(X,Y) X", ¢
=—§(@Y, X)F(X",p2%) L+ K)F(X, X)F (X", e;)
—HG (X", @Y)T(X,5°6) +T(@Y, X)F(X,p°€)
+A+R)FX,X)F(Y,56) + AG(X, GY)F(X ' 5°€;)
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==G (Y, @X)g(PX",pe;) - (1+ x)G (X, X)G(Y, 08;)
+Hg (X', 0Y)G(@X, 0ei) + G (Y, pX )G (9X , e;)
+(@+£)G(X, X)G(Y, 08)— 4G (X, oY) G (X", 08;)

G(R(X, X)Y, @) = (Z-DF(X,Y)T(X",6)— (Z-DF(X ", Y)F(X,&) (4.3.27)
elde edilir.

(4.3.26) ve (4.3.27) esitlikleri kullanilarak

R(X,X")Y :Zr:g(ﬁ(x,X')Y,ei)ei r ang(ﬁ(X,X’)Y,ei)ei

i=1 i=r+1
r - _ _ n Jpe _ _
- >GRO XY, gei)ge + D G(R(X, X)Y, 0 )ge;
i=1 i=r+1

=AG(X,pY)X' =G (X",Y)X +(1-@)G(X, Y )X’ - (- )G (X', pY)pX
bulunur. Béylece (4.3.20) denkleminin ispat1 biter.

(4.3.19) denklemini ispat etmek icin (4.3.17) denklemi kullanilarak, uzun bir hesap
yapildiktan sonra

PR(X, XNPX"=R(X, X )X"+G(R(X,X)X",E)E =
~[§(X'—HX’,X")§5(X —hX)=G(X —=hX,X")@(X'=hX") J
—G(@(X —hX), X")(X'=hX")+(@(X'—hX"), X")(X =hX)

¢ -~ ~ 1 ~2 m o ~ ~2 m oo 1A
A= )(g(X, X)X =g (X, X")pX

— (X =hX', X")((X —hX) = §(X —hX,&)E)
X —hX, X)X =hX") = F(X'=hX",£)E)
+G(@X —GhX, X")(@X' —hX )= F(@X'—ghX', X ")(@X —ghX)

T =2\ 1 ~ ~2un ,
F"i(x,x')w;[“g(x PEXX = (X, GEX")X) }
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R(X,X)X" = (& =1+ m)F(X, X)X + G (X', X)X
— (R =1+ )F(X, X)X =F(X, X)X’
0

elde edilir.
k<=1 icin (M,p,&,n,9) paradegme metrik (i, ) -manifold olsun

Sonu¢ 4.3.2: x<-—
M deki her X,Y,Z,W vektor alani i¢in Riemann egrilik tensérii R nin formili

asagidaki gibidir.
(R(X,Y)ZW) [ ~](ciai(Y,Z)«:zi(x,W)—@I(x,Z)g(Y w))

+§(Y,Z)§(ﬁ~x W)-§(X,2)3(hY,W)

—l+£ r _ i
[@@Y.2)§mx w)-ghx,2)ghY.w))

i K+1
-2 (G DTG W) -GG W)
_K_E
= [G@nY.2)§(@hx W)-§(@hY W)§(@hx.z))

+ 15 (XY )G (9Z, W)
+77(X)77(W)((K+1_EJ (Y, Z)+(Z-Dg(hY, Z)J

(Y,W)+(A7—1)§(hY,W)j

—n(X)n(Z)( g
+n(Y)n(Z)[[f<“+ E (x,vv>+(ﬁ—1)§(ﬁx,W)j
—n(Y)n(\N)[(E ﬁ (x,Z)+(ﬁ—1>§(ﬁx,Z)J

(Cappelletti Montano ve ark. 2012)
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ispat: M deki bir keyfi X vektor alani X ; e ['(D; (4)) ve X_; e[(D.; (~4)) olmak

zere X = X; + X _; +7(X)¢&  olacak sekilde ayrilabilir. Daha sonra R(X,Y)Z,

ﬁ(XiZ’YiZ)ZiE’ F\~’(X Y)E, F\~’(X,§)Z formundaki terimlerin toplami olarak yazilir.

Teorem 434 ve

xfi[X—n(X).& L jﬁxj, x~=1(X—n(X)§— L jﬁxj olusu
2 J-1-k : J-1-%

kullanilarak ve uzun bir hesap yapildiktan sonra, (4.3.28) elde edilir. 0

Uyan 4.3.3.: k¥ <-1 ve x >—1 durumlar1 geometrik olarak ¢ok farkli olmasina karsin,

(4.3.28) formiilii ve (4.2.48) formiillerinin ayni ¢ikmis olmasi oldukga ilgingtir.

Sonug 4.3.3: k¥ <-1 icin (M,p,&,17,9) paradegme (i, ) -manifold olsun. Herhangi
ZeIl'(D) igin ¢&-kesitsel egrilik sabittir ve K(Z,§)=E ile wverilir. Ayrica,
X,X'eF(Daﬁ (Z)) ve Y,Y'eF(D(;)-ﬁ (—E)) icin& ya normal olan duzlem kesitlerinin

kesitsel egriligi

K(X,X)=K(Y,Y)=k -1+,

~ v =2
IZ X,Y :/1—2_ -~ l ~g(X1(P~Y)
)= A= D) e )50 Y)

ile verilir (Cappelletti Montano ve ark. 2012).

Sonu¢ 4.3.2, (4.1.3) ve (4.1.41) esitliklerini kullanarak asagidaki sonucun ispati

verilebilir.

Sonug 4.3.4: x <-1 icin herhangi (2n+1)-boyutlu (M,¢,&,n,9) paradegme (x, i) -

manifoldu icin 6 Ricci operatorii
Q= 2A-n)+nu)l +(2(n—1)+[i)ﬁ+(2(n—1)+ N2k — )N ® &

denklemi ile verilir.
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Ozellikle, (M,g)manifoldu 7 -Einstein dir ancak ve ancak gz =2(1-n), Einstein dir

~ 1-n?
ancak ve ancak x =

ve i =2(1-n)(Cappelletti Montano ve ark. 2012).

Uyan 4.3.4: Eger x <-1 ise Sonu¢ 4.3.4 e gore, boyut 3 den biyiik iken Einstein

paradegme (x, zz) -manifoldlar mevcuttur. Bu x >-1durumundan ve degme metrik

durumundan farkli bir 6zelliktir.
Bu bolim & < —ligin bir paradegme (i, 1) -manifold 6rnegi verilerek bitirilsin.

Ornek 4.3.1: {e,,e,,e,,€,,6.} bazi ile verilen Lie cebiri g olsun. Lie bracketleri

ler,e5]=ape; + ape,, [eg.e5]=afe; +ape,, [e3.e5]=—afes +apey,
leq.e5]=afes —afey, [er.e0]=ce +ary,  [eg,e3]= e,y + ey — 265,
ler.e4]=Pep +aes,  [en.e3]=per—aey,  [en.e4]= Per — a3 + 265,
le3.e4]= /o3 + Bey

olsun. Buradaa, 8 ,aff >0 olacak sekilde sifirdan farkl reel sayilardir. G, Lie cebiri g

olan Lie grup olmak lzere, G uzerinde (¢,&,77,g) sol invaryant paradegme metrik

yapist

g(elvel) 25(64,64) = _g(ez’ez) = _ﬁ(es’es) = g(es’es) =1 g(ei ’ej) =0 (i=])ve
Qe =e,, pe,=¢€,, e, =¢e, e, =¢e,, pe, =0, £=e, ve n=g(,e;)verilsin. Burada

(}Fﬁel = /Tel, 5ﬁe2 = Zez ,éﬁ&el :—Zéel, 6ﬁ(ﬁe2 :—Zéez,ﬁé =0.

seklindedir. V, yari-Riemann metrik § nin Levi-Civita konneksiyonu ve R ise § niin

egrilik tensorlidiir. Koszul formiilii kullanilarak,
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%el(f = afle, — pe,, 5925 =afke, —5e2,§~ § =—e —aﬂ&elﬁﬁe 5 =—e, —afpe,,

§§e1 =—afk, _éel' 6gez —affe; — ¢eza 5(031 Olﬂ(/?ez, §¢92 =€~ aﬂ&el’
e, = ae, —afe., ﬂlez =ae, Vel(pe1 = agpe, — e, Veﬂ’ez = age,,

e, =—ae,, 562 e, =—ae, +affe;, 582 Qe = —age,, 582 Pe, = —ape, +6;,

& =/, + 6, §~ e, =%, 5@1@1 =—ppe, —affes, %elg'éez =—Pope,,

e =—/pe,, V(peze =—/e, — &, V(/}ez P&, = e, v(Zez P&, = —fpe, +afe,

€

<t <t <

<

ey
elde edilir.

Burada A =af ve u=2. O halde (G,g) nin Levi-Civita konneksiyonunun egrilik
tensor alam (4.1.1) esitligi ile verilen (x, ) sifirlik durumunu & =—1—(af)°ve i =2

olacak sekilde saglar (Cappelletti Montano ve ark. 2012).
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5.3-BOYUTLU PARADEGME (&, 7i,v)-MANIFOLDLAR

5.0. Giris

Bu bolum, 3-boyutlu harmonik karakteristik vektor alanli paradegme metrik

manifoldlara ve (x,z,v)-manifoldlar i¢in siniflandirmaya ayrilmistir. Bu bolimde
Paradegme (x,u,v)-manifoldlar ile ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir.
Karakteristik vektor alan1 £ harmonik olan 3-boyutlu paradegme metrik manifoldlar
karakterize edilmistir. Paradegme metrik (i, zz,v)-manifoldlarin tammu kullanilarak,
paradegme metrik (x, zz,v)-manifoldlarin baz1 egrilik dzellikleri incelenmistir. Ayrica
boyut 3 den biiyiik iken paradegme metrik (x,z,v)-manifoldun (x #-1), paradegme
(x, 1) -manifolda doniistiigii ispatlanmmgtir. K >—1, ¥k =—1, K <—1 olma durumlarma
gore paradegme metrik (x, z,v) -manifoldlarin 6zellikleri incelenip, her bir durum igin

ornek olusturulmustur.
5.1. (2n+1)-boyutlu Paradegme Metrik (K, 12,V) -Manifoldlar ile Tigili Sonuglar

Bu kisimda, paradegme metrik (x, zz,v) -manifoldlarin baz1 ozellikleri verilmistir ve
i, i,V degerleri degistikce paradegme metrik (i, z,v)-manifoldlar D -homotetik
deformasyonlar altinda degismedigi ispatlanmistir. Ayrica M nin boyutu 3 den biyuk

ve x # -1 iken paradegme metrik (i, z,v)-manifoldlarmn paradegme metrik (x, z)-

manifoldlar olmas1 gerektigi ispatlanip literatiirdeki ilk 5 boyutta h2 =0 olup h=0

olan (-1, z,v # 0) -paradegme manifold 6rnegi verilmistir.

Tanmmm 5.1.1: (M, g) diferensiyellenebilir, yonlendirilmis, baglantili, yari-Riemann

manifold ve g° Sasaki metrik ile verilen teget demet (TM,g®)olsun. M deki

V vektor alaninin enerjisi

V:(M,g)—>(TM,g°) ye karsilik gelen enerjidir. M kompakt oldugunda, V nin

enerjisi
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e ., 1
E(V)=§_[M (izV'g )dv=gvoI(M,g)+EjM [VV[* dv.

ile belirlidir (Dragomir ve Perrone 2012).

Kompakt olmama durumunda, kompakt bolgeler dikkate alinabilir.

Tanmm 5.1.2: V:(M,g) —» (TM,g°) harmonik doniisiim olmasi i¢in gerek ve yeter

sart
iZ[R(V-V,V)-]=0, V'VV =0 (5.1.1)
ozelliginin saglanmasidir.

Burada tim i=1..,n igin g(e,.e)=¢ ==1 ile verilen {g,...e,} yari-ortonormal

lokal catis1 i¢in

V'W =>"(V,V.V-V, V) (5.1.2)

gecerlidir (Dragomir ve Perrone 2012).

Herhangi reel sabit p=0 igin y”(M)= M € ;((M)"\/V”2 :p} tanimlansin. Ayni

uzunluktaki vektor alanlarina kisitlanmis E

(M) enerji fonksiyoneli icin kritik noktalar

olan V € y”(M) vektor alanlar1 g6zoniine alinsin.

Tanim 5.1.3: V harmonik vektor alan1 olmasi icin gerek ve yeter sart

V*VV,V ile lineer bagiml (5.1.3)
sartinin saglanmasidir (Dragomir ve Perrone 2012).

Tamm 5.1.4: M iizerinde birim teget kiire demeti TYM ve T,M iizerine indirgenmis

metrik g° olsun. V:(M,g) > (T;M,g°) doniisiimiiniin harmonik olmasi igin V

harmonik vektor alan1 olmali ve ek sart olarak da
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iZ[R(V-V,V)-]=0 (5.1.4)
sart1 saglanmalidir (Abbassi ve ark. 2009).

Tamm 5.1.5: (M,9,&,1n,§) paradegme metrik manifoldun & Karakteristik vektor

alan1 harmonik vektor alani ise manifolda H -paradegme manifold denir (Kipeli Erken
ve Murathan 2013).

Son zamanlarda, G. Calvaruso ve D. Perrone (Calvaruso ve Perrone arxiv) da tim 3-

boyutlu homojen paradegme metrik manifoldlarin H -paradegme oldugunu yani &

karakteristik vektor alani harmonik olan paradegme metrik manifoldlar oldugunu

ispatlamislardir.

J.Welyczko, herhangi 3-boyutlu paradegme metrik manifoldlarin her zaman

integrallenebildigini ve 3-boyutlu paradegme metrik manifoldlar igin
(Vx@)Y ==G(X =hX,Y)&+n(Y)(X —hX) (5.1.5)
esitliginin saglandigini ispatlamistir (Welyczko 2014).

Tamm 5.1.6: Bir (2n+1)-boyutlu paradegme metrik (x,z,v)-manifold paradegme

metrik manifolddur ve egrilik tensor alani

ROXY)E = R(n(Y)X —n(X)Y )+ (Y )AX —n(X)RY )

A o 5.1.6
+7(NFhX —n(X)@hY) (.16

esitligini saglar. Burada X,Y eI'(TM) ve (x,u,v), M de diferensiyellenebilir
fonksiyonlardir (Kiipeli Erken ve Murathan 2013).

Bu bolimde, (5.1.6) esitligini saglayan paradegme metrik manifoldlarin bazi 6zellikleri

incelenecektir.
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Yardimar Teorem 5.1.1: (M,9,&,7,39) (2n+1) -boyutlu paradegme metrik (x, z2,v)-

manifold i¢in asagidaki ozellikler gegerlidir.
h?=@+R)p?,

Q¢ = 2n&e,

(V@)Y =—G(X —hX,Y)E+n(Y)(X —hX), £=-1

(Vxh)Y = (Vyh)X = =@+ R)(2G (X, pY)E +n(X)FY —n(Y)PX)
+(U= A (X)phY —n(V)PhX)
—V(n(X)hY —7(Y)hX),

(Vx P)Y = (Vy 3h) X = =L+ &)(@(X)Y —n(Y)X)
+ (- A H(X)NY =7(Y)hX)
—V(n(X)@hY —n(Y)PhX),

Veh =phog—vh, Vegh=—jh +vhog

R( X)Y = z?(g'(x.pg—n(v)X)ﬁi(‘g'(ﬁx,Y)f—n(Y)HX)
+V(G(@hX,Y)E - n(Y)ghX)

E(x)=-2v(1l+x),

(5.1.7)

(5.1.8)

(5.1.9)

(5.1.10)

(5.1.12)

(5.1.12)

(5.1.13)

(5.1.14)

Burada X ve Y, M iizerinde vektor alanlaridir ve 6 ise (M,g) nin Ricci operatoridur

(Kdpeli Erken ve Murathan 2013).

Ispat: (5.1.7)-(5.1.10) un ispat1 Yardimc1 Teorem 4.1.1 in ispatina benzerdir. (5.1.11)

esitligi (5.1.9), (5.1.10)

(Vx#)Y = (Vy§h)X = (Vx @)hY —(Vy@)hX +3((V x h)Y = (Vyh)X)

ve

esitliginin

bir sonucudur. (5.1.10) da X yerine £ yazilirsa (5.1.12) denklemi elde edilir. (5.1.13)
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iin ispatt (5.1.6) nin kullanilmasiyla kolaylikla goriilmektedir. ﬁ@ =—éﬁ, olusu,
(5.1.7) ve (5.1.12) esitlikleri gézoniine alinarak

V.h?=(V,hh +h(V,h)=(Zhg-vh)h +h(Zh g -vh) = 20 1+K)3>  (5.1.15)
elde edilir. (5.1.7) esitliginin & ye gore tiirevi alinip, (5.1.5) esitligi kullanilirsa
V.h?=E(R)p? (5.1.16)

bulunur. (5.1.15) ve (5.1.16) denklemlerinin birlestirilmesiyle (5.1.14) esitliginin ispati

goruldr. O

(5.1.7) den K =-1 olan bir paradegme (&,%,v)-manifold h? =Oesitligini saglar.
Degme metrik durumundan farkli olarak, ¢ yari-Riemann metrigi oldugundan h stfirdir

ve manifold para-Sasakian dir denilemez.

Onerme 4.1.2 yardimiyla asagidaki 6nerme verilebilir.

Onerme 5.1.1: Eger (M,,&,17,§) bir paradegme (<, z,v)-manifold ise (¢,&,7,0)

yapist

pr2a-2 - Vv (5.1.17)
(04

olacak sekilde bir paradegme metrik (x,z,v)-yapidir (Kiipeli Erken ve Murathan
2013).

Asagida verilen sonucun ispati, Sonug 4.1.3 e benzerdir.

Sonug 5.1.1: xk=-1 icin (M,9,&,,,9) bir paradegme (x, z,v) -manifold olsun.
Boylece sirastyla, &£ >—1 icin h operatdriine ve & < -1 icin gh operatoriine karsilik

gelen matris kosegenlestirilebilir ve hve 55 ya karsilik gelen matrisin karakteristik

degerleri N =0, he, =1e,, h@e =-A¢e olacak sekilde 0, 1 ve —A dir. Burada
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A= i+ dir.D;(0)=Ré, D;(4), D;(-4) ve D (0)=RE, D (4), D (-4)

kendi aralarinda ortogonaldir ve ¢D-(+4) =D- (¥1) ve fo‘D(;ﬁ (£4) =D (FA) . Ayrica,

DH(iZ):{X + ! — FIX‘X eF(DI)} K >-1icin (5.1.18)
1+x
D&ﬁ (i/T) ={X + 11 — &HX‘X eF(Di)}, K <-1icin (5.1.19)
-1-x

denklemleri saglanir. Burada D*ve D sirasiyla; 1 ve -1 karakteristik degerlerine

karsilik gelen ¢ nin karakteristik dagilimlarini belirtmektedirler. Son olarak, x >-1
icin D*,D", D (/I),Dﬁ (—Z) dort dagilim arasinda herhangi ikisi ve x <-1 igin
D",D, D(/;ﬁ (/?L),quﬁ (—4) dort dagilim arasinda herhangi ikisi ortogonaldir (Kupeli

Erken ve Murathan 2013).

Bundan sonra aksi belirtilmedikge, D- (J_r/f) (x > -1 durumunda) ve
D(/;ﬁ (J_r/—f ) (x <—1 durumunda) nin indeksinin sabit oldugu kabul edilecektir.
& >-1icin hnmn veya & <-1durumu icin @h kosegenlestirilebildigi igin bir sonraki

Yardimci Teorem, Yardimci Teorem 4.1.2 ye benzer olarak ispatlanabilir.

Yardimer Teorem 5.1.2: x =-1 icin (M,9,&,1,9) paradegme metrik (i, iz,v) -

manifold olsun. Eger x>-1 ise h nin  karakteristik  vektorlerinin

{Xg,es X, Y1, Y, &} bir lokal ortogonal @ -bazi  Xi,.,X, € (D5 (1)) ve
Y1, Yn € T(Dp (1)) ve eger K<-1 ise @hnin karakteristik vektdrlerinin
{X1,e X1, Y1, Y, &} bir lokal ortogonal @ -bazi  Xjp,.., X, € (D (1)) ve

Yy, Yn €T(Dg5 (<2))

FOX XY =GV y )= & SISt (5.1.20)
9% A1) = =80 1) = 1 r+1<i<r+s a
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Kk >-1licin r= indeks(Dﬁ(—Z)) ve s=n-r =indeks(D- (Z))

K <-licin r= indeks(Dgzﬁ (-4)) ve s=n-r= indeks(D(;ﬁ (1)) olacak sekilde vardir

(Klpeli Erken ve Murathan 2013).

Yardimc1r Teorem 5.1.3: Asagidaki diferensiyel denklem her (2n+1)-boyutlu

paradegme metrik («, z,v)-manifold (M,@,&,7,9) igin saglanr.

0= E@)n()X ~n(X)Y)+ ~g’(ﬁ)(n(v)ﬁx —p(X)hY)
+E@)MNFNX —p(X)FRY )+ X (®)F2Y - (£)72X (5.1.21)
+ X (ZNY =Y (2)hX + X (F)GhY —Y (7)gh X

(Kdpeli Erken ve Murathan 2013).

Ispat: (5.1.6) denkleminin keyfi bir Zvektor alanina goére tirevi alinip,

VE = -3+ @h esitligi kullanilirsa

VL ROXY)E = Z(®) (V)X =n(X)Y)+Z(@)n()hX -n(X)hY)
+Z@)nNFX —n(X)FhY)
+E‘<n(%zv~)— G(Y,52) +§(Y, P Z)X +1(Y)VX }
(VX)) + F(X,9Z) - §(X, Fh2))Y —n(X)V,Y
[ (V,Y)=§(Y,p2) +§(Y,phZ))hX +75(Y)V,hX }
(1Y, X) + T(X,$Z) - (X, phZ)hY —(X)V,hY
L0V, Y)=§(Y.92)+§(Y,hZ))ph X +n(Y)V,5hX }
(1Y X) + G(X,$Z) — §(X,phZ))phY —5(X)V,phY

elde edilir.

VE=—@+h esitligi bulunan bu son denklemde tekrar kullanilirsa
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(VZR)(X,Y,&) =VZzR(X,Y)E=R(VZ X, Y)E-R(X,VZzY)E-R(X,Y)V 7 ¢

= Z®) (V)X ~n(X)Y )+ Z(@) (V)X ~n(X)hY)

+Z@)n (P X ~n(X)FhY)
+ &G ~GZ + FhZ)X +§(X,5Z - GhZ)Y |

| §(Y,~5Z + PhZ)hX +§(X,5Z —aﬁzﬁq

L+7(Y)(VZh)X =n(X)(Vzh)Y
[G(Y,~5Z +phZ)phX +§G(X,5Z —q?ﬁZ)(ﬁﬁY}
| +7(Y)(VZ@h) X =n(X)(V z@h)Y
+R(X,Y)@Z —=R(X,Y)phz

~

+ 1

+v

bulunur.

Bu son denklemde ikinci Bianchi 6zdesligi kullanilirsa tim X,Y,Z € T'(TM ) igin

0 = Z®)(H(Y)X = (XY )+ Z(@)n(V)AX —n(ORY )+ Z@)n()GhX —n(X)FhY )
X @M@ -n()Z)+ X (@)Y =n(Z )+ X F)n@)ahY - n(¥)ghz)

FY @) 0(X)Z =9@)X)+Y (@ 0HOONZ - n(Z)RX )+ Y @) n(X)PhZ - n(2)ah X )
+25[3(@Y,Z)X + T (@Z, X)Y + 3 (@X,Y)Z]

+ 1

+v

2G(¢Y.Z)hX +7(Z)(Vxh)Y —(V,h)X) +2§(5Z, X)hY }
+7(X)((Vyh)Z = (V,h)Y) + 2§ (@X,Y)hZ + n(Y)(Vh)X = (V h)Z)
2§(pY,Z)phX +n(Z)(V @)Y = (V,@h)X) + 25(HZ, X)ghY }

L+ ()Y, $N)Z = (V,@h)Y) +25(§X,Y)PhZ +n(Y)(V, )X —(V,5h)Z)

+R(X,Y)pZ +R(Y,Z)@X +R(Z, X)pY
—R(X,Y)phZ —R(Y,Z)ghX —R(Z, X)@hY

hesaplanir. Bulunan bu son denklemde Z yerine & yazilirsa
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0 = E(®)(H(Y)X = n(X)Y)+ (@) )RX = (XA )+ EF) Y )FhX —n(X)ghY )
+ X ()Y =n(Y)E+ X ()Y + X (7)ghY

+Y (R)(X)E = X) =Y ()X =Y (F)ghX + 2&G (§X,Y)&
+ B[V x MY = Ty m)X) + nOXO(Ty R)E = (VRIV) + (Y )V 21X = (T x 1))
s &xaﬁ)f—(fw?ﬁ)f)+fz(><)«%quﬁ)§—(€gaﬁ)v)
+ (Y )(V£@h)X - (Vx $)é)
+R(Y,&)@X +R(&, X)@Y —R(Y,E)phX —R(&, X)ghY

elde edilir. (5.1.10), (5.1.11) ve (5.1.13) esitlikleri son denklemde kullanilirsa (5.1.21)

denklemi bulunur. U

Teorem 5.1.1: (M,9,E,1n,9) € #-1ve n>1 icin (2n+1) -boyutlu paradegme metrik
(x, 2,v)-manifold olsun. M bir paradegme (i, zz) -manifolddur. Yani x,z sabit ve

v sifir fonksiyonudur (Kiipeli Erken ve Murathan 2013).

Ispat: ilk énce x < —1oldugu kabul edilsin. Sonug 5.1.1 ve Yardimci Teorem 5.1.2
PhX, =X, GhX, =—AgX, ,hE=0,i=1...,n olacak sekilde
{X s Xy @X e, X, &} bir lokal ortogonal ¢ -bazinin varligim ifade eder. (5.1.21)

denkleminde X = X, ve Y = ¢X, yazilirsa

(@X)(K) + AX, () + A (PX,)(F) =0 (5.1.22)
X (€)= 2 (@X ) (@) - AX,(¥) =0 (5.1.23)
denklemleri elde edilir.

n>1 oldugundan i=j icin X ve Y yi sirasiyla X; ve X, ile yer degistirilirse

(5.1.21) esitligi
X, (K)+AX,(7)=0ve X,()=0 (5.1.24)

halini alir.
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Son olarak yine (5.1.21) esitliginde i j igin X ve Y yerine sirasiyla pX; ve @X

yazilirsa

(@X,)(K) = A(§X,)(7) =0 ve (@X,)(iz) =0 (5.1.25)
bulunur.

(5.1.22), (5.1.23), (5.1.24) ve (5.1.25) denklemlerinden

X, (F) = (@X)(%) = X, (&) = (§X,)(i1) = X, (¥) = (§X,)(7) =0 (5.1.26)
elde edilir.

(5.1.26) denklemi kullanilarak dz = &(z)n oldugu ve boylece

0=d(du) =d&(u) Am+&(u)dn (5.1.27)
esitligi bulunur.

Sirastyla (X,,&)ve (¢X,,&) ciftlerine (5.1.27) uygulanilirsa

d&(u) = &&(u)n (5.1.28)

elde edilir.

(5.1.28) denklemi (5.1.27) de kullamilirsa &(zz) =0 Yani, u fonksiyonunun sabit

oldugu goriiliir. Benzer tartisma ile x fonksiyonunun da sabit oldugu goriilebilir.

(5.1.14) denkleminden de v = 0 oldugu bulunur.

Simdi x > —loldugu kabul edilsin. Sonug 5.1.1 ve Yardimci Teorem 5.1.2 yardimiyla
hX, =X, hgX, =—AgX,,hE=0,i=1...n olacak sekilde
{X 1o Xy @X 10, X, &} bir lokal ortogonal ¢ -bazi kurulabilir. Ayni prosediir takip

edilerek, xve z nln sabit ve v niin de sifir fonksiyonu oldugu gériilebilir. 0

111



Uyan 5.1.1: « =-1 icin (5.1.7) den h?=0 elde edilir. g metrigi pozitif taniml

l

olmadigindan h =0 ve manifold para-Sasakian dir denilemez. O halde akla su soru

gelebilir. Boyutu 3 den buyik olan ve h?=0 sartin1 saglayan fakat h=0 olan bir

(-1, ) -paradegme metrik manifold var midir? Asagidaki 6rnek ile Cappelleti Montano

ve Di Terlizzi, 5 boyut i¢in olumlu bir cevap verilmistir

Ornek 5.1.1: g, X,,X,,Y,,Y,,& bazi ile verilen 5-boyutlu bir Lie cebiri olsun ve

sifirdan farkli Lie braketleri agagidaki gibi tanimlansin.
[X1,X2]=2X5,[X1,Y1]=2¢, [X2,Y1]=-2Ys,

[X2.Y2]=20Y; +&).[¢, X1 ]= =21, [, X5 | = -2Y,

G, Lie cebiri g olan bir Lie grubu olsun. G de tim i, je{L2} igin

@& =0ve pX; = X;, @Y; ==Y, n(X;) =n(Y;) =0,n(&) =1ve
g(xi’xj):g(Yi’Yj):ng(xi’Yi):Lg(Xl'Yz):g(XZ'Yl):O

olacak sekilde bir (¢,&,n,d) sol-invaryant paradegme metrik yapisi tanimlansin. Basit

hesaplamalar sonucunda, ﬁXlz—Y1 oldugundan, h?=0 olup h=0 sartinin
saglandig1 goriilebilir. Ayrica, ¥ =-1, £ =2 olan bir paradegme metrik (x, ) -

manifold elde edilmis olunur (Cappelleti Montano ve Di Terlizzi 2010).

(x, i,v)-degme metrik durumu ic¢in (Koufogiorgos ve ark. 2008) manifoldun

boyutunun 3 den biiyilk olmasi durumunda ya Sasakian ya da (x, z)-degme metrik

olmas1 gerektigini ispatlamiglardir. Asagidaki 6rnek 5 boyutta h2=0 olup h=0 olan

ilk (-1, zz,v # 0) -paradegme manifold drnegidir.
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Ornek 5.1.2: {X;,X,,Y,,Y,,&} bazi ile verilen 5-boyutlu Lie cebiri g olsun. Lie

bracketleri

1 1
[é:’xl]:Yl’ [Xllxz]:_gxl_gxz’ [§'X212Y2’

2 1 2
[é:'xz]zYz’ [X1’Y2]=_§Y1_§Yz’ [szyz]zng_Y2_2§l

[Xl’Yl]:Zé:_Yl’ [éZle]:O’ [Ylez]:O’ [Yl’XZ]:%Yl

ile tanimhidir. G, Lie cebiri g olan Lie grup olmak tizere, G uzerinde (¢,&,n,g9) sol

invaryant paradegme metrik yapisi

0(£,8)=0(X.,Y)=19(X,,Y,)=-1 (i=12) ve

pE=0, pX, =X, oY, ==Y, n(&) =Ln(X;)=n(Y;)=0 verilsin. Burada
hX, =Y, hY,=0,i=12. Boylece (G,5,&7.G), h2=0,h =0 ve rank(h)=2olan
k=-1 u=-1,v=-3 olacak sekilde paradegme metrik (x,z,v)-manifold dur

(Klpeli Erken ve Murathan 2013).

5.2. 3-boyutlu Paradegme Metrik (x, z,v ) -Manifoldlarin Simiflandirilmasi

Bu kisim, 3-boyutlu paradegme metrik (i, z,v)-manifoldlarin smiflandirilmasina
ayrilmistir. Ayrica 3-boyutlu paradegme metrik manifoldlar i¢in & Kkarakteristik vektor
alaninin harmonik vektor alan1 olmasi igin gerek ve yeter sartin £ Kkarakteristik vektor

alaninin, Ricci operatoriiniin bir karakteristik vektorii olmasi gerektigi ispatlanmistir.

Ayrica yine 3-boyutlu M paradegme metrik manifoldunun karakteristik vektor alan1 &
harmonik ise, M, M nin her agik ve yogun alt ciimlesinde paradegme metrik
(x, 2,v) -manifold oldugu ve tersine eger M  bir paradegme metrik (x,z,v)-manifold
ise M nin karakteristik vektor alant £ harmonik oldugu ispatlanmistir. Ayrica bu
bolimde, x=-1 olan paradegme metrik (x,z,v)-manifoldlarin para-Sasakian

manifold olmast gerekmedigi gosterilmistir. Boylelikle, degme Riemann durumu ile

fark ortaya konulmustur.
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Riemann i¢ carpimi ile verilen lineer doniistime karsilik gelen matris her zaman
diagonellesebilir. Fakat yari-Riemann i¢ ¢arpimui ile verilen lineer doniisiime karsilik

gelen matris her zaman diagonellesemez (Petrov 1969).

Ozellikle, M} Lorentz tipindeki manifolda indirgenen § metriginin matris gosterimi,
yani M} in A lineer operatori, T,M;} de {e,,e,,e,} catisina gore asagidaki 4
formdan birine konulabilir. Burada Tpr,M nin  p noktasindaki tanjant uzayidir

(Magid 1985).

A4 0 0 10 0
() A=|0 4, 0| g=|0 1 0|
0 0 4 0 0 1
A0 0 010
(1) A:{l ) o} 5:{100,
0 0 A 001
y -4 0 10 0
() A=|4A y 0}, g=|0 1 0| 2%0
0 0 A, 0 01
A0 0 010
(V) A=|0 1 1}, g=/1 0 0}
1 0 A 001

(I) ve (IIT) durumlarinin g matrislerine Tpr in bir ortonormal bazi karsilik gelirken,
(11) ve (1V) durumlarinin g matrislerine Tpr in bir yari-ortonormal bazi {el,ez,e3 },
g(el’el): g(e21ez): g(el7e3): 5(62,83)20 ve g(el’ez): 6(93,63):1 olacak

sekilde karsilik gelir.

3-boyutlu yari-Riemann manifoldunun egrilik tensorii asagidaki esitligi saglar (O’Neill
1983).

R(X,Y)Z =§(Y,Z)QX —3(X,Z)QY +§(QY,Z)X - §(QX,Z)Y

‘o _ (5.2.1)
-5 @.2)X-§(X,2)Y)
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~

h tensori kanonikal form (1) e sahip olsun. (M,¢,&,7,0), 3-boyutlu paradegme

metrik manifold olsun. M manifoldunun

Ul:{peM‘ﬁ(p)iO}cM

u, {p € M‘ﬁ(p) =0, pnin bir kom.}c M

olacak sekilde U, ve U, acik alt climleleri g6z oniine alinsin.

~

h nin M de diferensiyellenebilir fonksiyon olmasindan dolay1, U, wU,, M nin agik

ve yogun alt cimlesi olur. Boylece U, UU, de saglanan her 6zellik M de de saglanir.

Herhangi p eU, WU, noktasi i¢in, pnin bir komsulugundaki h nin 6zvektorlerinin
bir lokal ortonormal {€,p€,&} @ -bazi, —§(€,€)=G(¢€,p€)=3(&, &) =1 olacak
sekilde vardir. U, de A sifirdan farkl diferensiyellenebilir fonksiyon olmak iizere,
he =18 yazilirsa, izh =0 oldugundan h@& =—-1g€ elde edili. 1 Szdeger
fonksiyonu M de sureklidir ve U, wU, de diferensiyellenebilirdir. Boylece

h, {€,9€,&} lokal ortonormal @ -bazina gore asagidaki forma sahiptir.

0 0
-1 0 (5.2.2)
0 0

O O )

Bu durumda, h operatori h, tipindedir denilir.

Yardimc1 Teorem 5.2.1: (M,é,f,n,g),ﬁ operatori h, tipinde olan 3-boyutlu
paradegme metrik manifold olsun. O halde, M manifoldunun U, agik alt climlesinde

kovaryant tiirev i¢in asagidaki esitlikler gegerlidir.
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)WV.8=a¢8, i)V, =38 +(1-1)&, iii)V.& = (1 -1)g8,

V)V 558 =b'g8 — (2 +1)&, V)V 5508 =b'8, Vi)V 55 = —(1 +1)8,

Vi)V .8 =b e, Viii)V .8 =bE, (5.2.3)
[E,£]= (2 -1-b)p8, X)[p€,&]= (-4 -1-D)E,

xi)[€, € | = 4€ —b' e + 2¢,

burada
.. 14V &M & & - .
b=V 8.78), A= ~[5@E) - GED] b =~ [5(@#) +E(D)] & = S(Eer e
(Klpeli Erken ve Murathan 2013).
Ispat: Her X vektor alami igin 5X§ kovaryant tiirevinin tanimindan (3.4.5) de

X yerine sirasiyla € ve @€ alinirsa

(&= —58 +PE = —8 + 158 = (1 ~1)ie,

<t <

wE=—GPE+Ph 8 = -8 - 18 =—(1 +1)8

bulunur. Ayrica,

yazilir. Burada b = @(555,5('5) olarak alinirsa 555 =bge elde edilir. Benzer olarak,

diger kovaryant tiirevler kolayca hesaplanabilir.

(5.2.1) denkleminde X =8&,Y =@& ve Z =& olarak almp, &(X)=g(Q¢&, X)olusu

kullanilarak,
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R(E, 7€) = —6(8) P8 + 5(8)&8 (5.2.4)
bulunur.

V, E=—gY + ghY nin diferensiyelinden elde edilen

R(X,Y)E=~(V, @)Y +(V, @)X +(V, )Y —(V,5h)X
denklemi kullanilarak

R(E,78)¢ = (Vaph) @€ — (V e ph)E
=Vph @8 — ph V@8 —V 5 ph€ + GhV 558
=V (-18) - Gh (@& + (1~ 1)) - V 55 (Ag€) + ph ('€ — (4 +1)¢) (5.2.5)
= 8(1)8 -1 (Ap8) - ph (38 +(L— 1)) — P& (L)€ — A (b'E)
+ph (b G€ — (1 +1)¢)
= (-8(1)—2b'2)8 + (—@& (A1) —231) 8
yazilir. O halde, (5.2.4) ve (5.2.5) esitliklerinden

—8(1)-2b'A =G(G8), pE(A)+231 = G(F)

elde edilir. Bundan dolay1 b've a fonksiyonlar1
~ 1 0[~,~ —_— T 1 [~~~y ~,7
a=—<lo(e)-(pe)(1)]| b'=——=|o(pe)+e(1
~lE@- @] b= |58 D)
seklinde yazilabilir. 0

Onerme 5.2.1: (M,9,&,7,9), h operatori h, tipinde olan 3-boyutlu paradegme

metrik manifold olsun. O halde, M manifoldunun U, agcik altciimlesinde

V.h=-2bh g +&£(2)s (5.2.6)
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esitligi gecerlidir. Burada s, s =0, s€ =€, Sp€ = —@€ olacak sekilde tanimli bir

(1,1)-tipinde bir tensor alanidir (Kiipeli Erken ve Murathan 2013).

Ispat: Oncelikle h operatérinin & vektor alan1 yoniindeki degisimi incelensin. O

halde (5.2.3) kullanilarak,

= 2Ab@8 + (1) (5.2.7)
= (~2bh & + £(1)s)8

ve

(V. h)@& =V .h @& —h(V,5®)
= —21b8 - (1)@ (5.2.8)
= (-2bh & + £(1)s)%

hesaplanir. Bunlara ilaveten,

(V)& =0=(-2bh & +£(2)s)é (5.2.9)

oldugu aciktir. Boylece (5.2.7), (5.2.8) ve (5.2.9) dan istenilen esitlik elde edilir. 0

Uyar 5.2.1: U, agik alt cimlesinde h=0 oldugundan 5(1)8 = %55 =0 olacaktir.

Onerme 52.2: (M,9,&,1,9), h operatorii h, tipinde olan 3-boyutlu paradegme

metrik manifold olsun. O halde M iizerinde asagidaki esitlik gegerlidir.

he 57— S(e; ) 7 (5.2.10)

(Klpeli Erken ve Murathan 2013).

Ispat: Sonug 3.6.1 den §(§§) = -2 +izh? :2(/{2 ~1) olur. ispati tamamlamak igin

h? —@? ifadesinin baz elemanlarina gére degerleri hesaplansin. Gergekten,
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ve

h2G8 — 5% = 1258 — 78 :%(ZZ e = 26:¢) (52"5) 5258

dir. Ayrica, h2&-g%¢ = @{525 =0 olacagindan bulunan bu son denklemlerden

ispat tamamlanur. O

Yardimcr Teorem 5.2.2: (M,é,f,n,ﬁ),ﬁ operatdrii h, tipinde olan 3-boyutlu

paradegme metrik manifold olsun. O halde Q Ricci operatoru
Q=a,l+bn®&-p(V.,h)+5(0*)®E-G(E)®F +5(78)n ® p& (5.2.11)
esitligini saglar. Burada a, ve b, diferensiyellenebilir fonksiyonlari, sirasiyla,
a =1- E +% ve b, = 3(/-7:2 -1 —% seklinde tanimlanmustir.

Ayrica (5 Ricci operatoriiniin bilesenleri

Q¢ =(a, +b,)& - c(€)e + 5((!75)551

Q& =G(E)& +(a, — 2b1)E — E() @8, (5.2.12)
Q@E = G(PB)E + £(A)E + (8, +2b2) 8.

seklindedir (Kiipeli Erken ve Murathan 2013).

Ispat: (5.2.1) den herhangi X vektor alani igin

X =R(X,£)E=S5(&,E)X - S(X,£)E +QX —n(X)Qé—%(X ~n(X)&),

elde edilir. (3.6.1) denklemi kullanilarak son denklem
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QX =—¢°X +h’X = 5(V,h)X - S (&£,£)X +§(X,§)§+U(X)5§+£(X -1(X)é)

halini alir.

S(X,&) =S(@°X, &) +n(X)S(&,&) oldugundan

Gx =2 520 5T X -5 X +537X, 9z

(5.2.13)
#n(X)S (£ +n(X)QE+5 57X
denklemi elde edilir.
Q& = -6(8)% +G(PR)PE +S(£,£)¢ (5.2.14)
denkleminin var oldugu kolayca gorilebilir.
(5.2.14) denklemi (5.2.13) de kullanilirsa, herhangi X vektor alani igin
OX = (1—12 %Jx +(3(}{2 —1)—%}7(X)§—5(§§ﬁ)x L 5(FEX)E 5.2.15)

-n(X)a (€) +n(X)o(p€)pe

elde edilir. Boylece, (5.2.15) den ispat gortlur. (5.2.12) denklemi (5.2.6) ve (5.2.15) den
kolayca elde edilebilir. 0

~

h tensori kanonikal form (11) ye sahip olsun. (M,¢,&,7,7), 3-boyutlu paradegme
metrik manifold olsun. p, M manifoldunun bir noktasi olsun. p nin bir
komsulugunda bir lokal yari-ortonormal {el,ez,f} bazi
g(er.e1)=0(ep,82)=7(e;,£)=0g(e2,6)=0 ve g(e,e2)=1 olacak sekilde

vardir.
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Yardimer Teorem 5.2.3: U, M nin h =0 olacak sekilde bir ag¢ik alt cimlesi olsun. Her

peU icin p nin bir komsulugunda

esitlikleri gegerlidir (Ktpeli Erken ve Murathan 2013).

Ispat: h tensori bir yar1-ortonormal {el,ez,f} bazina goére kanonikal form (11) ye

sahip oldugundan

he, = e, +e,,he, =1e,, hE=0 olur. hE=0 ve iz(h)=0oldugundan A =0
bulunur. Diger yandan, (1,1) tipindeki ¢ tensér alaninin yari-ortonormal {el,ez,é}

bazina gore anti-simetrik olusu kullanilirsa

511 élZ 0
P21 P O (5.2.16)
0 0 O
yazilir.

Bu durumda, (3.2.2) ve (5.2.16) denklemleri kullanilarak

0(ey,61) =0=p,; Ve §(pe;,8;) =0=gyy,
0(pey,8) =p =—0(pe,,61) =0=—¢p,

elde edilir. Diger yandan

(0.1, 087) = P11 @20 =— G(e1,87) =1

elde edilir. Son iki denklemden @e, =F1 bulunur ki bu da ispati tamamlar.
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Boylece h, {e;,e,,&} lokal ortonormal & -bazina gére

o - O
o O O
o O O

~

formuna sahiptir. Bu durumda, h operatori h, tipindedir denilir.

Uyan 5.2.2: Genelligi bozmadan ge, =e,;, ge, =—e, oldugu kabul edilebilir. Ayrica,

h=0iken h2=0 elde edilebilir.

Yardimea1r Teorem 5.2.4: (M,¢,&,n, @),ﬁ operatorii h, tipinde olan 3-boyutlu

paradegme metrik manifold olsun. O halde, M manifoldunun U agik alt cimlesinde

kovaryant tlrev icin asagidaki esitlikler gegerlidir.

)V, e =-be +& ii)V,e,=be,+& i)V, &=—e e,

~

V)V, e, =-be, — &, V)V, e, =be,, Vi)V, E=e,,
vii)%e1 =a,e, viii)%e2 =-a,e,,
ix)[e,, &]=-A+a,)e, —e,, X)[e,,.&]=(1+a,)e,,
xi)le, e,]=b,e, +he, +2¢,
1

burada a, = §(V.&,.e,), b, =G(V,e,.e,),b, = -5 5@) = —%g(é‘,el)dlr

(Klpeli Erken ve Murathan 2013).
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ispat: Vy&=—gX + ghX denkleminde X yerine sirasiyla e, ve e, alinirsa iii) ve

vi) denklemleri elde edilir.
viil) nin ispat1 i¢in

V.e,=G(V.e,e)e+3(V.e, el +3(V.e, )
= _g(vgel'ez)ez

yazilabilir.

Burada a, = g(V.e,,e,) olarak tammlanirsa V.e, =-a,e, elde edilir. Benzer olarak,

diger kovaryant tiirevler kolayca hesaplanabilir.

(5.2.1) denkleminde X =e,,Y =e, ve Z=¢ olarak alinip, o(X)= §(Q¢&, X) olusu

kullanilarak,
R(e, e,)é =—5(e,)e, +5(e,)e, (5.2.18)
bulunur.
Diger yandan, V& = —gY + ghY nin diferensiyelinden elde edilen
R(X.Y)E = (V@)Y + (V@)X +(V,ph)Y —(V,5h) X
denklemi kullanilarak

R(e,.&,)¢ = (V, ph)e, — (V. ph)e,

~ (5.2.19)
=2b,e,
yazilir. O halde, (5.2.18) ve (5.2.19) esitlikleri kiyaslanirsa
5(e,) =-2b,, 5(e,)=0=5(&,e,) (5.2.20)
elde edilir. Bundan dolay1 52 fonksiyonu (5.2.20) den goraldr. O
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Onerme 5.2.3: (M,9,&,1,0), h operatori h, tipinde olan 3-boyutlu paradegme

metrik manifold olsun. O halde M manifoldunun U agik altciimlesinde,
V.h =2a,ph (5.2.21)

esitligi gecerlidir (Klpeli Erken ve Murathan 2013).

Ispat: (5.2.17) kullanilarak,

(V.h)é =0=(2a,ph)¢,
(V:h)e, = -2a,e, = (2a,ph)e,,
(V. h)e, =0=(2a,ph)e,

olur. Boylece bulunan bu son denklemlerden istenilen esitlik elde edilir.

Sonug 3.6.1 den §(§, &) =-2 olur. h? - ¢’ ifadesinin baz elemanlarma gére degerleri

hesaplanirsa,

Pf—af=§%%9é%=a

h%e, — g, = 3(9;’ ¢) 5%, (5.2.22)
ﬁzez _(Zzez _ S(é;f)(zzez
elde edilir. 0

O halde asagidaki onerme verilebilir.

Onerme 5.2.4: (M,9,&,1,0), h operatorii h, tipinde olan 3-boyutlu paradegme

metrik manifold olsun. O halde M iizerinde asagidaki esitlik gegerlidir.

h? - :@&52 (5.2.23)
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(Klpeli Erken ve Murathan 2013).

Yardimer Teorem 5.2.5: (M,p,&,n,0), h operatori h, tipinde olan 3-boyutlu

paradegme metrik manifold olsun. O halde 6 Ricci operatoru

Q=dl +bn®E—5(V.h) +5(p%) ®E+5(e,)n e,

(5.2.24)

esitligi ile verilir. Burada & ve b diferensiyellenebilir fonksiyonlari, sirasiyla,

a=1 +% ve b=-3 —% seklinde tanimlanmistir (Kiipeli Erken ve Murathan 2013).

Ispat: Herhangi X vektor alani icin 3-boyutta gecerli olan
IX = R(X,£)§ = S(£EX =S (X, )¢ + QX ~n(X)Q&~ 2 (X ~n(X)2),

denkleminde (3.6.1) denklemi kullanilarak

QX = 32X +h2X =G (V, h)X —S(£,E)X +S(X,£)&

+77(X)5§+%(X —n(X)é)

elde edilir.

~

P’ =1-n®¢& esitliginden yararlanilarak

S(X,&) =S(@°X, &) +n(X)S(&,&) denklemi (5.2.26) da kullamilirsa

Gx =29 50X 5@ X -§(£. X +SE X+ 05,

+77(X)(5§+£52X

denklemi elde edilir.

Yari-ortonormal {e,,e,,&} baz1 ve (5.2.20) denkleminin kullanilmastyla
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Q& =35(e)e, +S(5.6)¢ (5.2.27)
denkleminin var oldugu kolayca gortilebilir.

(5.2.27) denklemi (5.2.26) de kullanilirsa, herhangi X vektor alani igin
QX = (1+9x +(—3—%]77(X)§—5(5§H)X +G(@2X)E+n(X)S(e)e;  (5.2.28)

elde edilir. Boylece, (5.2.28) dan ispat gorulur. O

Yardimci Teorem 5.2.5 in bir sonucu olarak 6 Ricci operatoriiniin bilesenleri

Q& = (A+b)¢ +5(e,)e,,

Qe, = G(e,)& + de, — 2ae,, (5.2.29)
ﬁez = de,
ile verilebilir.

h tens6rii kanonikal form (111) e sahip olsun. (M,¢,&,7,7), 3-boyutlu paradegme
metrik manifold ve p de M nin bir noktast olsun. p nin bir komsulugunda bir lokal

ortonormal {€,9€,&} ¢ -baz1 — G(€,€) = §(p€,p€) = (&, &) =1 olacak sekilde vardir.
Ul,ﬁ #0 oldugu M nin bir agik alt ciimlesidir. U, de pnin bir komsulugundaki

h=0 olan p € M noktalarinin bir agik alt ciimlesidir. U7 UU», M nin bir agik alt

cumlesidir.

~

Her peU, icin, p nin bir agik komsulugu, A sifirdan farkli diferensiyellenebilir

~ ~

fonksiyon olmak (zere, he = A1¢ ﬁ §=-i8ve 55:0 olacak sekilde vardir.

izh =0 oldugundan h {e @€, §} lokal ortonormal ¢ -bazina gore asagidaki forma

sahiptir.
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0
0 (5.2.30)
0

Bu durumda, h operatori h, tipindedir denilir.

Yardimcr Teorem 5.2.6: (M,p,&,n,Q), h operatdri h, tipinde olan 3-boyutlu
paradegme metrik manifold olsun. O halde, M manifoldunun U, agik alt climlesinde

kovaryant tiirev i¢in asagidaki esitlikler gecerlidir.
WV.8=a,p8 + A&, i)V, 08 =a8+&, ili)V,.E=—g8 + 18,
V)V 58 =b,08 —&, V)V @€ =b,8 + A&, Vi)V & =&~ 108,

Vi)V & = b8, Viii)V 08 =b.g, (5.2.31)
i)[8,&]= 18 —(1+b,)8, X)[7€,&]=—(+b,)E - 1 7€,

xi)[€, € | = a.& —b,p€ +2Z,

- e e 17~ - —_ 1 -, — —_— -
b, = §(V,8,78), b, =§[a(e)—(e)(ﬂ>],a3 - —i[a((pe)we (1)) & =S(£:) 0, dir
(Kdpeli Erken ve Murathan 2013).

Ispat: Her X vektdr alam igin §X§ kovaryant tiirevinin tanimindan (3.4.5) de

X yerine sirasiyla € ve @€ alinirsa iii) ve vi) goriiliir.
bulunur. viii) nin ispat1 i¢in,
V.pe=-g(V 0€ €)e +g(V.E p€)pe + (V.08 &)¢

= G(V.8,p8)8
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yazilir. Burada 53 =GV -€,0€) olarak alinirsa % (P8 = 536 elde edilir. Benzer olarak,

diger kovaryant tlirevler kolayca hesaplanabilir.

(5.2.1) denkleminde X =¢€,Y =g@€ ve Z =¢& olarak alinirsa,
R(E, )¢ = -G(Q8,£)7€ + G(QpE, £)E

bulunur.
&(X) = §(Q&, X) olusu kullantlarak,
R(E,8)E =—G(E)@8 +6(@8)E (5.2.32)
elde edilir.
V,&=—gY +3hY nin diferensiyelinden elde edilen

R(X,Y)E=—~(Vy )Y +(Vy @)X +(Vph)Y — (V@)X
denklemi kullanilarak

RE,8)E = (V:ph)@€ — (V 5h)E

-~ o~ -~ o~ (5.2.33)
= (—2a;4 —pe(1))e + (—2b;4 —e(1))pe
yazilir. O halde, (5.2.32) ve (5.2.33) esitliklerinden
— pE(A)-2a,4 = 5(g8), (1) +2b,A = 5(8)
elde edilir. Bundan dolay1 b, ve a, fonksiyonlari
b, =—=[6(8) - @)(D) ] 2, = —=[67%) + 58 (1)
seklinde yazilabilir. 0
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Onerme 5.2.5: (M,3,&,1,§), h  operatdrii h, tipinde olan 3-boyutlu paradegme

metrik manifold olsun. O halde, M manifoldunun U, acik alt cimlesinde
V.h=-2b,h 5+ E(2)s (5.2.34)

esitligi gecerlidir. Burada s, & =0, S€ = @€, Sp€ =—€ olacak sekilde tanimli bir

(1,1)-tipinde bir tensor alanidir (Kiipeli Erken ve Murathan 2013).

Ispat: Oncelikle h operatorunun & vektor alani yoniindeki degisimi incelensin. O

halde (5.2.31) kullanilarak,

V. )& =0=(-2b,h G + £(2)s)¢,

(V)& =2b,48 + &(1)@8 = (-2b;h & + E(2)9)E,
V.h — 20, 38 — E(A)E = (—20,h @ + E(X)s) P8

[N

j —

Sy
D)
I

denklemleri bulunur ve ispat tamamlanr. 0

Onerme 5.2.6: (M,3,&,1,G), h  operatori h, tipinde olan 3-boyutlu paradegme

metrik manifold olsun. O halde M iizerinde asagidaki esitlik gecerlidir.

h2 52— S(s; 9) 7 (5.2.35)

(Klpeli Erken ve Murathan 2013).

Ispat: Sonuc 3.6.1 den §(§,§) =-2+izh® = 2(12 +1) olur. Ispati tamamlamak igin

h? - @’ ifadesinin baz elemanlarina gore degerleri hesaplansin. Gergekten,

Hzé_ 25 S(i’g)@zfzo,
526-525:#525, (5.2.36)
h“2~~ ~3§_S(é;’§) ~2 ~~
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bulunan bu son denklemlerden (5.2.35) denklemi elde edilir. 0

Yardimer Teorem 5.2.7: (M,9,&,1,0), h operatdrii h, tipinde olan 3-boyutlu

paradegme metrik manifold olsun. O halde 6 Ricci operatoru

~

Q=al+bp®&-p(V,h)+5(0>) ® & -5E) ®F +5(58)n ® & (5.2.37)
esitligini saglar. Burada @ ve b diferensiyellenebilir fonksiyonlari, sirasiyla,

a=1+1° +£ ve b = —3(/.?:2 +1) —% seklinde tanimlanmustir.

Ayrica (5 Ricci operatoriiniin bilesenleri

Q¢ =(a@+b)& - G(8)8 +5(p€)E,

Q6 =G (8)& +(a+E(1))8 — 20,4 58, (5.2.38)
Q@8 = 5(@8)E + 20,18 + (3 + £(1)) @6

seklindedir (Kiipeli Erken ve Murathan 2013).

Ispat: (5.2.1) den herhangi X vektdr alani igin
IX =R(X,&)¢ =S (&,E)X ~S(X,&)E +QX —n(X)Qé—%(X ~n(X)&),

elde edilir. (3.6.1) denklemi kullanilarak son denklem

QX =X +h2X —G(V,h)X =S (&,E)X +S(X, )&

~_ r (5.2.39)
+1(X)Q¢+= (X =n(X)e)

halini alir.

S(X,&) =S(@°X, &) +n(X)S(&,&) oldugundan (5.2.39) denklemi
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~  S(EE) - o~ ~ ~ ~ ~
Gx =295 5@ X -§(£. X +S X+ 05,
(5.2.40)
~ r —
#7(X)QS+2¢°X
seklinde yazilabilir. S Ricci tensorii {€,9€,&} ortonormal bazina gore
Q& =—G(8)8 + 5(pR)@8 + S (&, )& (5.2.41)
yazilir.
(5.2.41) denklemi (5.2.40) de kullanilirsa, herhangi X vektor alani i¢in
X =1+ 22 + L X +] =322 +1) = L n(X)E = 5(V )X + (57X
G =(1e 7+ D8 4= ho0s-FEMX GG o

—1(X)o(€)€ +n(X)o (p€)pe

elde edilir. Boylece, (5.2.42) den ispat gorulir. (5.2.38) denklemi (5.2.34) ve (5.2.42)
den kolayca elde edilebilir. 0

h tensort kanonikal form (1V) e sahip olsun. (M, ¢, &,7,9), 3-boyutlu paradegme
metrik manifold olsun. p, M manifoldunun bir noktasi olsun. p nin bir

komsulugunda bir lokal yar1-ortonormal le,e,.e) bazi

g(e,e)=4g(e,,e,)=0(,,e)=0(,,e;)=0 ve g(e,e,)=0g(e;,e;)=1 olacak
sekilde vardir. h tensorii kanonikal form (IV) e sahip oldugundan (bir yari-ortonormal
le,e,,e,} bazma gbre) he, =1e, +e, he, =1e, ve he, =e, +de, esitlikleri
gecerlidir. 0 =izh = §(he,,e,)+§(he,,e,)+ §(he, e,) =34 oldugundan 1 =0 elde
edilir. Bir yari-ortonormal {el, e,,6; } bazina gore
E=0g(&e,)e, +0(&e)e, +0(&,e,)e, yazilabilir. ﬁf =0 oldugundan
0=g(&,e,)e, +g(&,e,)e, bulunur. Boylece &=g(&,e)e, elde edilir ki bu da

1=g(&,&) olmastyla geligir. O halde bu durum s6z konusu olmaz.
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Teorem 5.2.1: (M,9,&,71,0), 3-boyutlu paradegme metrik manifold olsun. &
karakteristik vektor alaninin harmonik vektor alan1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart &

karakteristik vektor alaninin, Ricci operatoriiniin bir karakteristik vektorii olmasidir

(Klpeli Erken ve Murathan 2013).

Ispat: Uygun bir (yari)-ortonormal baza gére, h, asagida verilen 3 tane formdan birine

dahil olabilir.
1. Durum: h, h, tipinde olsun.
(5.1.2) den
V'VE=-V VE+V, E+VVE-V,

&

w e

= -G (B)8 +G(P8) P8 +2(1% +1)&
elde edilir. (5.1.3) ve (5.2.12) denklemleri kullanilarak
G(@)=5(p8) =0 ve Q5=2(2" -5
bulunur.
2. Durum: h, h, tipinde olsun.
Yari-ortonormal {e,,e,,&} bazindan bir ortonormal {€,p€,&} bazi

e —€ ~~ ©€+6,

\/E y @ T! g(e’e)

5= —_1ve (78, 58)=1 (5.2.43)

olacak sekilde kurulabilir. Bu yeni baz sistemine gore ﬁ,

he=hae :%(—§+(5§) (5.2.44)
seklinde yazilabilir.
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Yardimci Teorem 5.2.4 kullanilarak

= ~ 1. ~ 1 = o~ 1 1., = 3
ViE = b, SN+ 6 Vi = oy, ENE &

- F-3p8 = - 1 1., e 1

V&= , Ve =——(b,—=0(g))pe ——=¢, 5.2.45
=T V= -SSR ¢ (52.45)

~ 1 1., -~ 1, = —€— €

Vzpe Z—ﬁ(bz _Eo-(el))e +E§’ Vs = >

(5.1.2) ve (5.2.45) denklemleri yardimiyla

_5()

V2

), W (5.2.46)
(e—pe)+28

bulunur.

(5.1.3) ve (5.2.46) dan o (e;) =0 elde edilir. (5.2.29) denkleminden & karakteristik

vektor alaninin, Ricci operatorinin bir karakteristik vektorl oldugu goriiliir.

3. Durum: h, h, tipinde olsun.

(5.1.2) kullanilarak

= G(8)8 +5(PB)P8 + 20— 17)&
elde edilir.

(5.1.3) den &(8) =&(@8) =0 bulunur. (5.2.38) dan Q& =—2(1+12)¢ elde edilir ve

ispat tamamlanir. 0
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Teorem 5.22: (M,9,£,1,09), 3-boyutlu  paradegme metrik manifold olsun.
Karakteristik vektor alan1 & harmonik ise, M nin her agik ve yogun alt climlesinde
paradegme metrik (x,zz,v)-manifold vardir ve tersine eger M bir paradegme metrik
(x, ,v)-manifold ise M nin karakteristik vektdér alanm1 & harmonik vektdr alamidir

(Klpeli Erken ve Murathan 2013).

Ispat: Teoremin ispati uygun bir (yar)-ortonormal baza gére, 3 durum igin

verilecektir.

1. Durum: h, h, tipinde olsun.

& harmonik vektor alani oldugundan, (5 nun karakteristik vektori £ dir. Boylece,

o =0 elde edilir. (5.2.11) denkleminde s = %ﬁ yazilirsa

G=al+by®¢—2bh —%55 (5.2.47)

elde edilir.

(5.2.1) denkleminde Z = ¢ yazip (5.2.48) kullanilirsa

R(X,Y)E = (A2 DY) X = n(X)¥ )= 2bp(Y )X —(X)AY)

—%(n(v)&ﬁx ()Y )

Vo=— é:(;i- olacak sekilde elde edilir.

Boylece, bu tip icin x >-1 oldugu aciktir ve (5.2.48) denklemi kullanilarak
65 - @6 = Zﬁﬁiﬁ —2vh esitligi bulunur.
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2. Durum: h, h, tipinde olsun.

(5.2.25) denkleminde & =0 yazilirsa

Q=4dl +bp®&—2a,h (5.2.48)
elde edilir. Bu denklem M deki herhangi vektor alanlari i¢in

Q& =5(¢,6)¢ (5.2.49)
esitligini saglar.

(5.2.1) denkleminde Z = ¢£ yazilirsa herhangi X vektor alani i¢in

R(X,Y)E ==S(X,&) +S(Y,&) - n(X)QY +n(Y)QX

(5.2.50)
2 (XY ~n()X)

bulunur.

(5.2.48) ve (5.2.49) denklemleri (5.2.50) de kullanilirsa
R(X,Y)E = ~(n(Y)X —n(X)Y)-2a,{n(Y)AX - n(X)hY)

S(£,¢)
2

K=

, 1 =-28, olacak sekilde elde edilir.

Boylece, bu tip icin x =-1 oldugu aciktir ve (5.2.49) denklemi kullanilarak

6& - é(:) = Zﬁﬁé esitligi bulunur.
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3. Durum: h, h, tipinde olsun.

M, bir H -paradegme metrik manifold oldugundan & =0 dir. (5.2.37) denkleminde

1 ~
s =—=h vazilirsa
7 y

oh (5.2.51)

elde edilir. Bu denklem M deki herhangi vektor alanlart i¢in

Q¢ =5(&.9)¢ (5.252)
esitligini saglar.
(5.2.1) denkleminde Z = ¢& yazilirsa herhangi X vektor alani i¢in

R(X,Y)&=-S(X,&)+S(Y,&) - n(X)QY +n(Y)QX

(5.2.53)
+%(77(X)Y —n(Y)X)

bulunur.

(5.2.51) ve (5.2.52) denklemleri (5.2.53) de kullanilirsa

R(X,Y)E = (-1= Z2)((Y) X —i(X)Y )= 2B, (0¥ )AX —n(X)AY)

—%(n(v)&ﬁx _a()FhY)

V== (/—{ olacak sekilde elde edilir.

Boylece, bu tip icin x <-1 oldugu aciktir ve (5.2.51) denklemi kullanilarak
Q@ - §Q =—2ih @ — 2vh esitligi bulunur.
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Tersine M bir paradegme metrik (i, z,v)-manifold olsun. Teorem 5.2.1 ve (5.1.8)
denklemi kullanilarak & nin harmonik vektor alan1 oldugu elde edilir. BOylece ispat

tamamlanmis olur. O

Yardimer Teorem 5.2.8: (M,9,&,7,0), 3-boyutlu paradegme metrik manifold olsun.

h kanonikal formu, herhangi bir noktanin a¢ik komsulugunda sabittir. Yani, ayn1 formu

korur. h kanonikal formu, bir agik alt kiimede farkli noktalarda farkli formlarda

bulunamaz (Kdipeli Erken ve Murathan 2013).

Ispat: U,,M nin h#0 olacak sekildeki acik alt kiimesi ve p,qeU,, p = qolsun.

1. Durum: Tpr de ﬁp, kanonikal form (1) e sahip olsun. Bu durumda, bir ortonormal

{€,08,&} ¢ -baz1 —G(E,€) =G (P8, 0€) = G(£,&) =1 ve
h, (€)= Z(p)&, h, (7€) =—A(p)@E, h,&=0 (5.2.54)
olacak sekilde vardir.

T, M} de ﬁq, kanonikal form (II) ye sahip oldugu kabul edilsin. Yardimc1 Teorem 5.2.3

yardimiyla q nun bir komsulugunda

h.e, =e,,h.e, =0, h.e, =0 ve ge, =e,, pe, =—-¢,, pe, =0, =¢, ve
ge.e))=7(e,.,) =g(e,e3) = g(e;e5) =0, gey.e,) =7(e;,8) =1
olacak sekilde bir yari-ortonormal {el €5, es} baz1 insa edilebilir.

E= &6 (5.2.55)

yazilarak — §(E,E) = §(@E,@E) = §(&,&) =1ve
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h,E = h,oE = %(—E +GE) (5.2.56)

q q

olacak sekilde bir ortonormal baz elde edilir.

Boylece T,M = span{e, g€, &} ve .M = Span{E,&E,f} teget uzaylar1 ayni boyut ve

indekse sahiptir. O halde, T,M den T M ye F(p)=q ve

F.G)=E, F.(98)=E, F.(&)=¢ (5.2.57)
olacak sekilde bir F, lineer izometri mevcuttur.
(5.2.54) ve (5.2.57) denklemlerinden yararlanilarak
F.(h,8) = 2(Q)E, F.(h,¢8) = -2 (a)¢E (5.2.58)
bulunur.
(5.2.56) ve (5.2.58) dan

0=izh,” =22%(q)

bulunur ki bunun anlami 1 (g) =0 olmasidir. O halde q €U, secilmesi ile geliski elde

edilir.

2. Durum: Tpr de ﬁp, kanonikal form (I) e sahip olsun. Tqu de ﬁq, kanonikal
form (111) e sahip oldugu kabul edilsin. Bu durumda, q noktasinin bir komsulugunda

bir lokal ortonormal {ﬁ,éﬂ,g}g} “bazt - §(f,, T,) = (@, 7F,) = G(£,6) =1 ve
h,(f) = 4 @¢f,, b, (@F,) = -4 (@) f,

olacak sekilde insa edilebilir. T,M? = span{g, &,&} ve T,M? = span{F,, of,, &| teget

uzaylar1 aym boyut ve indekse sahiptir. O halde, T M den T,M; ye T(p)=q ve
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T.@) =1, T.(#8) = gf,, T.(&) =¢ (5.2.59)
olacak sekilde bir T, lineer izometri mevcuttur. O halde
T.(h,&) = 2(a) f,, T.(h,@8) = -2 (Q)a, (5.2.60)

bulunur.

(5.2.59) ve (5.2.60) den
~22,2(q) =izh,* = 22%(q)

bulunur ki bunun anlami Zl(q) :Z(q) =0 olmasidir. O halde qeU, secilmesi ile
celiski elde edilir.

3. Durum: Tpr de ﬁp, kanonikal form (111) e sahip olsun. Bu durumda, bir

ortonormal {€,p€,&} @ -baz1t — G(€,€) = §(p€,9€) = §(&,&) =1 ve

h,(€) =A(p)ge, h,(p€) =—A(p)€, h,& =0o0lacak sekilde vardir. T,MS de h,,

kanonikal form (II) ye sahip oldugu kabul edilsin. 1. Durum daki ispata benzer olarak,
0=izh,” =22%(q)

bulunur ki bunun anlami 1 (9) =0 olmasidir. O halde q €U, secilmesi ile geliski elde

edilir. Ispat tamamlanur. 0

Bu boliim asagida verilen teorem ile bitirilecektir.

Teorem 5.2.3: (M, ¢,&,1,7), 3-boyutlu paradegme metrik (i, z,v)-manifold olsun.
&:(M,g) - (T,M,g°) karakteristik vektor alani harmonik doniisim ise paradegme
(x, 1,v) -manifold, paradegme (x, zz) -manifold olur. Yani v =0 dir (Kiipeli Erken ve

Murathan 2013).

139



Ispat: (5.1.6) denklemi ve egrilik tensoriiniin 6zellikleri kullanilarak

R(EW)X = £(F(XW)E - (X)W )+ Z(G(MX W)E - n(X)hw)

AR —~ (5.2.61)
+7(F@RX,W)E - n(X)Fhw)

elde edilir. & karakteristik vektor alan1 harmonik vektor alani oldugundan (5.1.4) nolu

esitligi hesaplamak yeterli olacaktir.
1. Durum: x > -1 oldugunu varsayalim.

(5.2.2) ve (5.2.3) ve (5.2.61) denklemlerinin (5.1.4) de kullanilmasiyla
iZ[R(V - £,£) ]= (A ~DR(&, 58)& + (4 +D)R(£,€)@€ = 247V
elde edilir. O halde iZ[R(V -£,8) ] =0 olmasi igin gerek ve yeter sart v = 0 olmasidur.

2. Durum: x = -1 oldugunu varsayalim.

Bu durumda v =0dir. (5.2.43), (5.2.44), (5.2.45) denklemlerinin (5.1.4) de
kullamlmastyla iz[R(V - £,£)-]=0 elde edilir.

3. Durum: «x < -1 oldugunu varsayalim.

(5.2.30) ve (5.2.31) denklemlerinin (5.1.4) de kullanilmasiyla
iZ[R(V-£,8)|=-22%v¢
elde edilir. O halde iz[R(V - £,&)|=0 olmas icin gerek ve yeter sart v = 0 olmasidir.

Boylece ispat tamamlanir. 0
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5.3. Bir Uygulama

Bu kisimda, &(I,,)=0 ile verilen Sasakian olmayan (x,,v =sbt)-degme metrik
manifold ile 3-boyutlu paradegme metrik (x,z,v)-manifold arasinda iliski verilmistir.

x =—1 olup para-Sasakian olmayan 6rnek ve x >-1ve k <—lolma durumlarina gore

3-boyutlu paradegme metrik (x, zz,v) -manifold drnekleri verilmistir.
Ik 6nce 3-boyutlu degme metrik manifoldlarm 6zellikleri verilecektir.

(M, ¢,&,1n,9), 3-boyutlu degme metrik manifold olsun. M manifoldunun

U=1{peM(p)=0jcM
U, = {p e M|h(p) =0, pnin birkom.}c M

olacak sekilde U ve U, agik alt cimleleri g0z 6niine alinsin.

h nin M de diferensiyellenebilir fonksiyon olmasindan dolayi, U wU,, M nin agik ve

yogun alt climlesi olur. Bdylece U WU da saglanan her 6zellik M de de saglanir.

Herhangi p e U uU, noktas1 igin, p nin bir komsulugundaki h nin 6zvektérlerinin bir

lokal ortonormal {e,¢e, &} @ -bazi vardir. U da, Asifirdan farkli diferensiyellenebilir
fonksiyon olmak Uzere, he = le hge =—-Agpe esitlikleri gecerlidir.

Yardimci Teorem 5.3.1: M manifoldunun U agik alt cimlesinde kovaryant tirev igin

asagidaki esitlikler gecerlidir.

V.e=age, V,e=bee, V e=-cee+(1-1< (5.3.1)
V.pe=-ae, V.gpe=-be+(1+1),V pe=ce (5.3.2)
V=0, V.é=-(1+1)ge, V &=(1-1)e (5.3.3)
V.h=-2ahp+&(A)s (5.3.4)
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burada a bir diferensiyellenebilir fonksiyondur ve

b = %((pe(z) +A), A=7(Qe) = S(&.e) (5.3.5)

c= %(e(z) +B), B=7(Qge) = S(& ) (5.3.6)

S, =0, se=e, spe =—¢e olacak sekilde tanimli bir (1,1)-tipinde bir tensor alanidir

(Gouli-Andreou ve ark. 1998).

Boeckx, Sasakian olmayan (x,u)-degme metrik manifoldlarin  bir lokal
siiflandirmasint  (x, ) -degme metrik manifoldlarin D, -homotetik deformasyona

gore invaryant kalan

Iy = (5.3.7)
sayisina gore vermistir (Boeckx 2000).

(x, i,V) -degme metrik manifoldlar i¢in asagidaki esitlikler verilmistir.

h? = (k-Dp°, k<1 (5.3.8)

(Vxgh)Y = (Vyph) X = 1= x)(n(Y)X =n(X)Y) + Q= ) (Y )X =5 (X)hY)

(5.3.9)

+v(n(X)ehY —n(Y)gphX)
(k) =2v(k-1), &(A) =v(A), (5.3.10)
V:h=uhp+h, (5.3.11)

(Koufogiorgos ve ark. 2008).

&(l,,)=0 ile verilen Sasakian olmayan (x,u,v)-degme metrik manifoldlarin bir

siiflandirilmasi asagidaki teorem ile verilmistir (Kipeli Erken ve Murathan 2014).
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Teorem 5.3.1: (M,9,&,7,9), £(1,,)=0 ve v=sbht=0 ile verilen Sasakian olmayan

(x, it,v) -degme metrik manifold olsun.

1) M nin herhangi noktasinda,

u=2(0+1-x), veya u=2(1-+1-x)

esitliklerinden biri gecerlidir.

2) M nin herhangi bir p noktasinda, peU < M ile verilen (U, (X, Y, z)) haritasi

I) x, u fonksiyonlari sadece X,z degiskenlerine baghdir.

i) Eger u=2(1++1-x) ya da (u=2(1-+v1-«)), n, &, ¢, g,h tensor alanlar

(i 9 2) bazina gore

ox' oy oz

5:2, n = dx —adz,
OX

1 0 -a 1 0 -a
g=| 0 1 -b yadag=| 0 1 -b
—a -b 1+a’+b? —a -b 1+a%+h?
0 a -ab 0 —a ab
p=/0 b —-1-b*||yadap=[0 —b 1+b?
01 -b 0 -1 b
0 0 —-al 0 0 a4
h=|0 A -2Ab||yadah=l0 -1 24b
00 -2 0 O A

olacak sekilde mevcuttur. Burada,
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a=2y+ f(z)

2 ,
b=-Y yﬂv —lﬂ+gr(z)e"X +5(2)
14

2 2 21(2)

2 !
(yadaa=-2y+ f(z),b :yTV— y fgz)v_%rr((zz)) +§r(z)e"X +3(2)),

A =A% 2) =r(z)e”

Simdi &£(1,,)=0 ile verilen Sasakian olmayan (x, x,v)-degme metrik manifold ile 3-

boyutlu paradegme metrik manifold arasinda iligki verilsin.

Teorem 3.7.3, 3-boyutlu Sasakian olmayan (x, x,v)-degme metrik manifold i¢in adapte

edilip ispat i¢in ayn1 teknikler kullanilirsa ayni sonug asagidaki teorem ile verilebilir.

Teorem 5.3.2: (M,p,&,m7,9) Sasakian olmayan degme metrik (x, 1,v)-manifold
olsun. M nin (¢,&,n,9) kanonikal paradegme metrik yapisi

- 1 ~ 1
= —— i =~ dn(.,h)+n® 5.3.12
7 g e n(.h)+n®n ( )

1-x

ile verilir (Ktpeli Erken ve Murathan 2013).

(M,g) ve (M, Q@) niin Levi-Civita konneksiyonlar1 arasindaki iliski bir sonraki dnerme

ile verilmistir.

Onerme 5.3.1: (M,¢,&,m7,9) Sasakian olmayan degme metrik (x, 1,v)-manifold
olsun. g ve @ nin Levi-Civita konneksiyonlari arasindaki iliski herhangi

X,Y eI'(TM) i¢in
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1 1

1 (1 (-p) 4 2
—EU(Y)Q’hX 5 ———n(Y)pX - 277(Y)¢>X

%XY =V,Y +

1 2
N g(hX,Y) +v1-xg(X,Y) = v1-xn(X)n(Y)

) & (5.3.13)
+ N g(hX,Y)—g(X,eY)+ X (@(Y)) -n(VyY)

X Y +Y X
—1(1—,() (\/1——K)¢ + (\/—)co
2 1

(l—) Nl K')

seklindedir (Kipeli Erken ve Murathan 2013).

Ispat: (5.3.12) ve Koszul formulu kullanilirsa

2§(GXY,Z)=X(Jll__Kg(Y,Q)hZ)mwm(Z)j

+y( Jll__K g(x,¢hz>+n<x>n<2>j

1

1
= g([X.,Y],eonZ) +n([X ,Y])U(Z)j

1
+ ﬁg([z, X]ghY) +n([Z, X])n(Y)]

1
+2[dn(X, Z)n(Y) +dn(Y, Z)n(X) - dn(X,Y)n(Z) + X (7(Y ))n(Z)]
+X(%)g(v,qohm+Y<%)g(x,¢h2)—2(%)g(x,¢hv)

elde edilir. poh nin g metrigine gore simetrik olusu ve Vg =0 olusu kullanilirsa
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1 [29(phVY,Z)+g((Vxeh)Z,Y)
VI—x [+ 9((Vy oh)Z, X) - g((Vzoh)Y, X)
+2[dn(>< Z)n(Y)+dn(Y, Z)U(X) dn(X, Y)n(2)+><(nm)n(2)]

)oY, ¢hZ)+Y(\/—)g(X oNZ) - Z(\/—)Q(X onY)

2§(VxY,2Z) =

+ X (

\/_

denklemi bulunur.
(5.3.9) denklemi kullanilip, uzun bir hesap yapildiktan sonra

(1— K)

— (ph Y + (V)Y - 00

1
V1-
_ € 2”) (X + (0 )ghX) = (Y )X = (X)Y
g(va1Z):g
X Y +Y X
e A e
-9(X, cth)grad(\/l_)) Z

ol g[(l—K)g(X,Y)§+(1—u)9(hY,X)é—‘@(qth,X)i
21—k \—249(X,9Y)E+ 24X (n(Y))&,Z

J (5.3.14)

denklemi elde edilir.

G(V,Y,&) =n(V,Y) oldugundan (5.3.12) ve (5.3.14) denklemleri kullanmlarak

o Y =gV ¥+ (7 gh)Y =S vy x 8oy yox + Zpcr

—V1=x(@(Y)eX +1(X)eY)
\/_

(X(\/—)whY Y(\/—)(ﬂhx 9(X, ¢hY)9fad(\/—K))

+1—"( g(X.Y)+27(X)n(Y) -1 (@hX Y) - g(hX.Y))é

elde edilir.
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Bir onceki esitligin her iki yanina ¢h etki ettirilip ¢h = —hgolusu ve (5.3.8) denklemi

kullanilirsa, istenilen denklem (5.3.13) elde edilmis olur. O

h ve h arasindaki iligski asagidaki Yardime1 Teorem ile verilmistir.

Yardimcar Teorem 5.3.2:(M,@,&,n7,9) Sasakian olmayan degme metrik (x, u,v)-
manifold olsun ve (¢,&,17,9), M lizerine indirgenen kanonikal paradegme metrik

yapisi Teorem 5.3.2 deki gibi verilsin. O halde

-~ Jll__K (2 w)poh+20-K)p) (5.3.15)

=)

ile verilir (Kupeli Erken ve Murathan 2013).

Ispat: (5.3.10) ve (5.3.12) denklemleri ve h ve h operatorlerinin tanimlar1 yardimiyla

2H=L§g5=|_§(ﬁhj=—\/lv__,(h+2\/ll__,( L. (L.0) (5.3.16)
elde edilir.
Vé=—p—¢ph, V.p=0 esitlikleri ve p’h=-h oldugu
kullanilirsa

20 = (L (Lep)) X = [& LegX |- Legle, X ]
=[&.[¢. X ]- 22, ole, X |+ o[£, [£, X ]]

=V e[£, X [+ 0[S oX ]+ ohlg, X |- 2V c0lg, X ]
~2(p%[&, X+ pholg, XD+ oV £[£, X ]- p(—pl£, X ]- gh[&, X ])

=V VepX —Vg(—cozx —phoX)+ @V X —p(~p?X —ghgX)

+ PV X — ph(~p? X —ghgX ) =2V 29V £ X +2V (~pX — phX)
~20°V X +20% (—pX —ghX) + 20°hV £ X — 2p*h(-pX - ghX)
+ VeV X =@V e (—pX —(phX)+q02VéeX —(pz(—(pX —phX)
+9?hV X —p®h(-pX — ghX)
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=V ep? X +V X +Vp? X =X —hgX +hV 2 X — ghX +h%gX
—2V 0% X ~2V :p?hX — 202V £ X +2¢X + 2phX —2hV £ X
—2hgX + 202X + @V X + 92V X + 9V 2 X — pX — ghX
—hV X —hgX +h%pX
= 2(V £h)X +4h%gX — 4heX
bulunur. Bu son denklem (5.3.16) da yerine yazilirsa

1% ha 1
1-x 2V1-«k

elde edilir. Son denklemde (5.3.8) ve (5.3.11) denklemleri kullanilirsa (5.3.15)

2h=-—

2(V.h +4h*p —4hg)

denklemi elde edilir. d

(M,9,&,m,9)  Sasakian olmayan degme metrik (x, 1, v)-manifold olsun.
(M,p,&,n7,9) de bir lokal ortonormal ¢@-bazi {e,¢e,&} secip ve Onerme 5.3.1,

Yardimci Teorem 5.3.2 ve Yardimcit Teorem 5.3.1 kullanilarak asagidaki 6nerme

verilebilir.

Onerme 5.3.2: (M,@,&,17,9) Sasakian olmayan degme metrik (, 1,v)-manifold
olsun ve (¢,&,17,9), M iizerine indirgenen kanonikal paradegme metrik yapisit Teorem

5.3.2 deki gibi verilsin. O halde asagidaki kovaryant tiirevler gecerlidir.
Ve == e(et (A +1- 2 ii)Vope == e()ge+ &
2 277 AP YR ARES

LS Ho. L= :i B
iiVeé = e+(2 1-A)gee, V)V e 2/Igoe(/l)e g,

W o === ge(A)ge + (2 =1+ )2 Vi)Y o = - - (1 -1+ Z)ge
Vi)V ce = —e, Viii)V s0e = e,
fe. 1= (5 ~1-2)ge, lge.g]=-e~(1+L)pe

xi)e, pe] = —%w(z)wieu)wzg
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Ayricag(e.e) =g(ge,¢e)=0(ee.5)=0 ve g(e,¢e)=0(¢,&)=1 (Kipeli Erken ve
Murathan 2013).

(M,9,&,17,9) Sasakian olmayan degme metrik (i, ,v)-manifold olsun ve (¢,&,7,9),
M {izerine indirgenen kanonikal paradegme metrik yapist Teorem 5.3.2 deki gibi

verilsin. p € M nin bir komsulugunda bir lokal ortonormal ¢-bazi {e,¢e,&} verilsin. O

o~ e~ ~ - ~  e- ~— e+
halde g(e,e)=-1 g(epe,, pe)=0(&<&)=1 icin elsze,goelzf(pe olacak

sekilde {€,,p€, =&,,&} bir ortonormal ¢ -bazi her zaman kurulabilir.

Ayrica Yardimer Teorem 5.3.2 den h min matris formu {€,,€,,&} lokal ortonormal

bazina gore

~1+2 -2 0
2
h=| 2 1—% 0 (5.3.17)
0 0 0

seklinde yazilabilir. Onerme 5.3.2 den yararlamlarak asagidaki énerme verilebilir.

Onerme 5.3.3: (M,@,&,17,9) Sasakian olmayan degme metrik (x, 1,v)-manifold
olsun ve (¢,&,17,9), M iizerine indirgenen kanonikal paradegme metrik yapisit Teorem

5.3.2 deki gibi verilsin. O halde asagidaki kovaryant tiirevler gecerlidir.

NS~ 1 ~— S~ 1 ~ 7

Ve = _ﬁ(wel)(/l)¢el +4&, 1)Vgpe = _§(¢e1)(/1)e1 +(2_E)§v

S ~ U ~—~ S~ 1 \~ U

|||)V§l§:/1el+(5—2)goel, |V)V§,-§le1 :—ﬂel(ﬂ)(pel—zf,
Vo 8, = B ()8 4 AN £ =~ A8

V)vaél(/)el - _gel( )el + 68’ V')v(p‘élf __Eel —AQE,, (5.3.18)

Vii)Vgéu1 = —(Bél, Viii)Vgg}fé“l =-€,

iX)[El,f]Z ﬂ“éul + (g_l)&éla X)[@Elié:]: (1_§)§1 _}“(561’

KB 8 )=~ (GG + -8 (8, +2¢
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(Klpeli Erken ve Murathan 2013).

Onerme 5.3.4: (M,p,&,17,9) Sasakian olmayan ve &£(1,)=0 ile verilen degme
metrik (x, &,v = sbt.)-manifold ve (¢,&,17,9), M (zerine indirgenen kanonikal

paradegme metrik yapisi olsun. O halde asagidaki esitlik verilebilir.

V.h=2hg+h (5.3.19)

(Klpeli Erken ve Murathan 2013).
Ispat: £(u) =v(u—-2) ve &(A)=vA oldugu dikkate almarak ve (5.3.17), (5.3.18)

denklemlerinden yararlanilarak istenen denklem elde edilir. 0

(M,@,&,1m,9) Sasakian olmayan ve &(1,,)=0 ile verilen degme metrik (x,,v)-

manifold olsun ve (¢,&,17,9), M Uzerine indirgenen kanonikal paradegme metrik

yapist Teorem 5.3.2 deki gibi verilsin. V& =—gY +@hY nin diferensiyelinden elde

edilen
R(X,Y)E=~(V, @)Y +(V, @)X +(V ph)Y - (V,ph)X
denklemi ve (5.3.18) kullanilarak uzun bir hesap yapiliktan sonra
=~ 1 u .~ 1. ~ (1, u ~— 1 _—
R(e,, )¢ =| — (5 -Dey(A) -5 e () & +| — (5 —D(we)(1) - (8)(x) |ee, (5.3.20)
A2 2 A2 2
denklemi elde edilir.

~ e—@e . e+gqe e
Teorem 531 ve e =—— ¢ =——=— csitlikleri (5.3.20) de kullanilirsa
1 2 »& 2
ﬁ(él, @€,)& =0 elde edilir. (5.2.1) denklemi kullanilirsa
ﬁ(gl’égl)f :_5(§1)¢€1 +5(&€1)§1 (5.3.21)

elde edilir. F~2(§1, @€, )& =0 ile (5.3.21) denklemi karsilagtirilirsa
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o(e)=0c(pe)=0 (5.3.22)
bulunur. O halde &, (5 Ricci operatérinun bir karakteristik vektoradar.

Uyari 5.3.1: (5.1.2) ve (5.3.18) denklemlerinden

V'VE= —Vglvglf+V§§1€1§+Vae~lvae1§_v%§laal

(T2 @ (T G-vE0-jamE G2

+[(2_§)2+#TZ_M}S

e o _etee
V2 T 2

denkleminde kullanilirsa, uzun bir hesap yapildiktan sonra

bulunur. Tekrar Teorem 531 ve g = esitlikleri  (5.3.23)

V'VE=2¢8 (5.3.24)

elde edilir. (5.3.24) denkleminden de & vektor alaninin (M, @, &, 77, 9) de bir harmonik

vektor alan1 oldugu sonucuna ulastlir.
O halde asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.3.3: (M,¢p,&,n,9) Sasakian olmayan ve £(1,,)=0 ile verilen degme

metrik (x, u,v = sht.)-manifold olsun ve (¢,&,77,9), M Uzerine indirgenen kanonikal

paradegme metrik yapisi Teorem 5.3.2 deki gibi verilsin. O halde &, (5 Ricci

operatorunin bir karakteristik vektortdir (Kipeli Erken ve Murathan 2013).

Teorem 5.3.3 ve Teorem 5.2.2 nin 3. Durumunun ispatindaki ayni prosediir kullanilirsa

asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 5.3.4: (M,p,&,n,9) Sasakian olmayan ve &(1,,)=0 ile verilen degme
metrik (x, &,v = sbt.)-manifold olsun ve (¢,&,17,9), M (zerine indirgenen kanonikal
paradegme metrik yapisi Teorem 5.3.2 deki gibi verilsin. (M,g)nin Levi-Civita

konneksiyonunun egrilik tensor alani

R(X,Y)E = (5 = 2)(n(Y) X = n(X)Y) +2(n(Y)h X —(X)hY)
—v(n(Y)PhX —n(X)ghY)

ile verilir (Ktpeli Erken ve Murathan 2013).

Kk>-1 x=-1ve x<-1 olma durumlarina goére 3-boyutlu paradegme metrik

(x, 1,v) -manifold ornekleri verilecektir.
Ornek 5.3.1: 3-boyutlu

M :{(x,y,z)e R3‘2y+z¢0,z¢0}

manifoldu ve

vektor alanlar1 verilsin.

&= 82 karakteristik vektor alani ile verilen 7 = dx—(2y+z)dz 1-formu M (zerinde
X

bir degme yap1 tanimlar. ge, =0, ge, =€, ve @e, =e, olarak tanimlansin. § Lorentz
metrigi  g(e,,&,) =-0(e,.e,) =(e;,8;) =1ve g(e;.e;) =g(e,.85) =0, g(e,,e,)=0
olacak sekilde tanimlansin. O halde (¢,&,7,9), M de bir paradegme metrik yapi

tammlar. Yardimc1 Teorem 5.2.1 kullamlarak M nin & =-1+2% z=2(1-2) ile

verilen bir genellestirilmis (i, 1) - paradegme metrik manifold oldugu goriiliir.
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Ornek 5.3.2: (x, Y, z), R®de kartezyen koordinatlar olmak iizere ve 3-boyutlu
M = {(x y,2)e R3‘2y— 7% O}
manifoldu ve

0
e, =(— 2y+z)—+(x 2y—z)5+8 e, =—, 6, =E=—

vektor alanlar1 verilsin.

g yari-Riemann metrigi ve (1,1) tipindeki ¢ -tensor alani

1 0 2y-2
2 0 0 -2y+z
g=| O 0 % , 9=|0 -1 x-2y-z
2y—-z 1 0 O 1
D (e -(x-2y-2)

olacak sekilde verilsin. O halde
g(el'el) = g(ez’ez) = g(el’e3) = g(ezles) =0 ve g(epez) = g(es’es) =1

0

lde edilir. A — i 9 bazina gore
elde edilir. Ayrica = oy oz g

n=dx+(2y—z)dz ve h =

o O O
o O O
o - O

bulunur. Kisa bir hesap yapildiktan sonra,
R(X,Y)E = —(n(Y)X —n(X)Y )+ 2[(Y)AX - n(X)hY)

elde edilir. Sonug olarak M bir (—1,2,0) -paradegme metrik manifolddur.
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Uyan 5.3.2: Ornek 5.3.2 literatiirde bilinen R>de ki £ =—1veh =0 olan ilk sayisal

ornektir.
(Koufogiorgos ve ark. 2008) de asagidaki 6rnegi olusturmuslardir.

Ornek 5.3.3: 3-boyutlu

M = {(x y,2)e R‘""2x+ey*Z >0,y # z}

manifoldu ve
G
toox’

1

1
2 2 1 y+Z\2 y+zy\ 2
e, = - Yy +1z (2x + %72 £+ z(2x+e’™) +(2x+e )20
2 OX y—-12 y—12 oy

1

y+z y+z\ 2
+[y(2x+e )+(2x+e ) |0

Z—y -y oz’

1

1
2 2 1 y+Z\2 y+zy\ 2
e3=&y ;Z j(2X+ey”)2Ji+ 22x+e’”) +(2x+e )° |2

OX zZ-y y—12 oy
1 1
y(2x +e7"*)? +(2x+ey”) 2|0
y—12 zZ-y 0z

vektor alanlar1 verilsin.

n, e, e dual olan 1-form olsun ve degme Riemann yap1 asagidaki gibi tanimlansin.

§:e1v¢e1 :0,(082 =€; Ve ¢&; = —€,,
g(e.e;) =0, 1, je 23}

. 1 -2 .
Sonuc olarak (M,e@,&,17,09), nin k=1-——— u=2ve v=——-——ile
¢ M.0.c.7.0) (2x +e’*?)? . (2x +e’"?)

verilen bir (x, i,v)-degme metrik manifold oldugu goriiliir.
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(5.3.12) kullanilarak paradegme yap1 asagidaki gibi insa edilebilir.

- - 1 ~ 1 ~— —_— _— o~
e =48 :E(ez —8;), € :E(ez +8;), &, = 0,08, =€, Ve @g, =¢,
g(el’el) = _g(ez’ez) = g(esles) =1 g(el’e3) = g(ez’es) = g(el’eZ) =0

Ayrica, h nin matris formu, A =+/1—x olmak Uzere

0 -1 0
h=|41 0
0 0 0

Kisa bir hesap yapildiktan sonra, (M,¢,&,7,0), nin Kk =x-2, u=2ve v =—v ile

verilen bir (x, iz,v) -paradegme metrik manifold oldugu goriiliir
Uyar15.3.3: Ornek 5.3.3 de v sabit olmayan diferensiyellenebilir fonksiyondur.

Uyar: 5.3.4: v sabit fonksiyon olarak secilirse (x <-1, u=2ve v =-v)-paradegme

metrik manifoldlarm bir ailesi elde edilebilir.

155



KAYNAKLAR

Abbassi, M.T.K., Calvaruso, G., Perrone, D. 2009. Harmonicity of unit vector fields
with respect to Riemannian g-natural metrics. Diff. Geom. Appl., 27: 157-169.

Adati, T., Miyazawa, T. 1977. Some Properties of P-Sasakian Manifolds Satisfying
Certain Conditions. Tensor, N.S., 33: 173-178.

Alekseevsky, D.V., Cortes, V., Galaev, A. S., Leistner T. 2009. Cones over pseudo-
Riemannian manifolds and their holonomy. J. Reine Angew. Math., 635: 23-69.

Alekseevsky, D.V., Medori, C., Tomassini A. 2006. Maximally homogeneous para-
CR manifolds. Ann. Glob. Anal. Geom., 30: 1-27.

Bejancu, A., Duggal, K.L. 1996. Lightlike Submanifolds of Semi-Riemannian
Manifolds and Applications., Kluwer Academic Publishers, Boston.

Blair, D.E. 2010. Riemannian geometry of contact and symplectic manifolds. Second
edition, Progress in Mathematics 203, Birkhauser, Boston.

Blair, D.E., Koufogiorgos, T., Papantoniou, B.J. 1995. Contact metric manifolds
satisfying a nullity condition. Israel J. Math., 91: 189-214.

Boeckx, E. 2000. A full classification of contact metric (k,t)-spaces. Illinois J. Math.,
44: 212-2109.

Brickell, F., Clark, R.S. 1970. Differentiable Manifolds, V. N. Reinhold Co., London,
New York.

Bucki, D., Miernowski, A. 1985. Almost r-Paracontact Connections, Acta Math.Hung.,
45(3-4), 327-336.

Calvaruso, G. 2011la. Harmonicity properties of invariant vector fields on three-
dimensional Lorentzian Lie groups. J. Geom. Phys., 61: 498-515.

Calvaruso, G. 2011b. Homogeneous paracontact metric three-manifolds. Illinois J.
Math, 55: 697-718.

Calvaruso, G. 2012. Harmonicity of vector fields on four-dimensional generalized
symmetric spaces. Cent. Eur. J. Math., 10(2): 411-425.

Calvaruso, G., Perrone, D. 2013. H-contact semi-Riemannian manifolds. J.Geom.
Phys., 71: 11-21.

Calvaruso, G., Perrone, D. Geometry of H-paracontact metric manifolds. arXiv:
1307.7662v1.

Cappelleti Montano, B. 2005. Bi-Legendrian connections. Ann. Polon. Math., 86: 79-
95.

156



Cappelleti Montano, B. 2009a. Bi-Legendrian structures and paracontact geometry.
Int. J. Geom. Meth. Mod. Phys., 6: 487-504.

Cappelleti Montano, B. 2009b. The foliated structure of contact metric (i,)-Spaces.
Illinois J. Math., 53: 1157-1172.

Cappelleti Montano, B. 2010a. Some remark on the generalized Tanaka-Webster
connection of a contact metric manifold. Rocky Mountain J. Math., 40: 1009-1037.

Cappelleti Montano, B. 2010b. Bi-paracontact structures and Legendre foliations.
Kodai Math. J., 33: 473-512.

Cappelleti Montano, B., Di Terlizzi, L. 2008. Contact metric (i,u)-spaces as bi-
Legendrian manifolds. Bull. Aust. Math. Soc., 77: 373-386.

Cappelleti Montano, B., Di Terlizzi, L. 2010. Geometric structures associated to a
contact metric (k,p)-space. Pacific J. Math., 246(2): 257-292.

Cappelletti Montano, B., Kiipeli Erken, I., Murathan, C. 2012. Nullity Conditions in
Paracontact Geometry. Differential Geometry and its applications. 30(6): 665-693.

Cortes, V., Mayer, C., Mohaupt, T., Saueressing, F. 2004. Special geometry of
Euclidean supersimmetry 1. Vector multiplets. J. High Energy Phys., 03: 028, 73 pp.

Cortes, V., Lawn, M. A., Schafer, L. 2006. Affine hyperspheres associated to special
para-Kéahler manifolds. Int. J. Geom. Methods Mod. Phys., 3: 995-1009.

Dragomir, S., Perrone, D. 2012. Harmonic Vector Fields. Elsevier, Inc., Amsterdam.
Xiv+508 pp. ISBN: 978-0-12-415826-9.

Erdem, S. 2002. On almost (para)contact (hyperbolic) metric manifolds and
harmonicity of (¢,¢’)-holomorphic maps between them. Houston J. Math., 28: 21-45.

Etnyre, J. B. 2002. Introductory lectures on contact geometry, Topology and geometry
of manifolds( Athens, GA, 2001), 81-107, Proc. Sympos. Pure Math., 71, Amer. Math.
Soc., Providence, RI, 2003.

Gosh, A., Sharma, R., Cho, J.T. 2008. Contact metric manifolds with n-parallel
torsion tensor. Ann. Glob. Anal. Geom., 34: 287-299.

Gouli-Andreou, F., Xenos, PJ. 1998. On three dimensional contact metric manifolds
with Vér =0.J. Geom., 62:1-2: 154-165.

Kaneyuki, S., Williams, F.L. 1985. Almost paracontact and parahodge structures on
manifolds. Nagoya Math. J., 99: 173-187.

Koufogiorgos, T. Markellos, M., Papantoniou, B. 2008. The harmonicity of the Reeb
vector field on contact metric 3-manifolds. Pacific J. Math., 234: 325-344.

157



Kupeli Erken, 1., Murathan, C. 2013. A complete study of three-dimensional
paracontact (x, u,v) -spaces. Arxiv:1305.1511v3.

Kdupeli Erken, 1., Murathan, C. 2014. (x, «,v = const.) -contact metric manifolds with
&(1,,)=0. Beitr. Algebra Geom., 55(1): 43-58.

Libermann, P. 1991. Legendre foliations on contact manifolds. Different. Geom. Appl.,
1: 57-76.

Magid, M. 1985. Lorentzian isoparametric hypersurfaces. Pacific J. Math. MR
0783023 118: 165-198.

Olzsak, Z. 1986. Normal Almost Contact Metric Manifolds of Dimension Three.
Annales Polonici Mathematici, XLVII.

O’Neill, B. 1983. Semi-Riemannian Geometry. Academic Press, New York.

Pang, M.Y. 1990. The structure of Legendre foliations. Trans. Amer. Math. Soc.,
320(2): 417-453.

Perrone, D. 2004. Contact metric manifolds whose characteristic vector field is a
harmonic vector field. Different. Geom. Appl., 20(3): 367-378.

Petrov, A.Z. 1969. Einstein spaces. Pergamon Press, Oxford MR 0244912.

Sato, T. 1976. On a Structure Similar to the Almost Contact Structure, Tensor, N.S., 30:
219-224.

Sharfuddin, A., Hussain, S.I. 1977. On Almost Paracontact Manifolds. Aligarh Bull.
Math., 7:103-107.

Sharpe, R.W. 1997. Differential Geometry, Graduate Texts in Math., Springer.

Tanno, S. 1989. Variational problems on contact manifolds. Trans. Amer. Math. Soc.,
314: 349-379.

Vergara-Diaz, E., Wood, C. M. 2006. Harmonic contact metric structures, Geom.
Dedicata., 123: 131-151.

Welyczko, J. 2014. Para-CR structures on almost paracontact metric manifolds. J. Appl.
Anal., 20(2):105-117.

Yano, K., Kon, M. 1984. Structures on Manifolds, Series in Pure Mathematics, 3.
World Scientific Publishing Corp., Singapore.

Zamkovoy, S. 2009. Canonical connections on paracontact manifolds. Ann. Glob. Anal.
Geom., 36: 37-60.

158



OZGECMIS

Ad1 Soyadi : Irem KUPELI ERKEN
Dogum Yeri ve Tarihi : Erzincan, 31/07/1986
Yabanci Dili : Ingilizce

Egitim Durumu (Kurum ve Yil)

Lise : Gazi Anadolu Lisesi, 2000-2004

Lisans : Uludag Universitesi, 2004-2008

Yiksek Lisans : Uludag Universitesi, 2008-2010
Calistig1 Kurum ve Yil : Uludag Universitesi 2008 — ...
[letisim (e—posta) :iremkupeli@uludag.edu.tr, iremkupeli@hotmail.com
Yayinlar:

Cappelletti Montano, B., Kiipeli Erken, I., Murathan, C. 2012. Nullity
Conditions in Paracontact Geometry. Differential Geometry and its
applications,30(6):665-693.

Kiipeli, 1., Murathan, C. 2013. A Class of 3-dimensional Contact Metric
Manifolds. Mediterranean Journal of Mathematics,10(4):1979-1994.

Kipeli Erken, iI., Murathan, C. 2013. A Class of 3-dimensional Almost
Cosymplectic Manifolds, Turkish Journal of Mathematics, 37(5):884-894.

Kiipeli Erken, I., Murathan, C. 2014. (x,u,v =const.) -Contact Metric
Manifolds with £(1,,) =0, Beitr. Algebra Geom., 55(1):43-58.

Kiipeli Erken, I., Murathan, C. 2014. On Slant Riemannian Submersions for
Cosymplectic Manifolds, Bulletin of the Korean Mathematical Society, 51:
1749-1771.

Kiipeli Erken, 1., Dacko, P., Murathan, C. 2015. Almost « -Paracosymplectic
Manifolds, Jounal of Geometry and Physic. 88:30-51.

Murathan, C., Kiipeli Erken, I. 2015. Anti-Invariant Riemannian Submersions
from Cosymplectic Manifolds, Filomat. 29(7): 1429-1444,

Kiipeli Erken, 1. 2015. Generalized (x = —1, 1) -Paracontact metric Manifolds
with £(u) =0, International Electronic Journal of Geoemtry, 8(1):77-93.

Kiipeli Erken, I. 2015. Some classes of 3 dimensional normal almost
paracontact metric manifolds, Honam Mathematical J., 37(4): 457-468.

159



Kupeli Erken, 1. 2015. On normal almost paracontact metric manifolds of
dimension 3, Facta Universitatis, Series: Mathematics and Informatics, 30(5):
777-788.

Beri, A., Kiipeli Erken, I., Murathan, C., Anti-Invariant Riemannian
Submersions from Kenmotsu Manifolds onto Riemannian Manifolds, Turkish
journal of Mathematics, DOI: 10.3906/mat-1504-47.

Kupeli Erken, 1., Murathan, C., Slant Riemannian Submersions from Sasakian
Manifolds, Arab Journal of Mathematical Sciences,
http://dx.doi.org/10.1016/i.aimsc.2015.12.002.

160



	ens.müdürü imzalý tez onay sayfasý.pdf
	10112563.pdf
	
	a.1.pdf
	a.2.pdf
	a.3.pdf
	
	
	
	
	
	(3.7.5)
	(3.7.6)

	
	
	
	
	
	
	
	(4.1.1)
	
	
	(4.1.2)
	(4.1.3)
	(4.1.4)
	(4.1.5)
	(4.1.6)
	
	İ
	(4.1.7)
	
	
	(4.1.8)
	
	(4.1.9)
	
	
	
	(4.1.11)
	
	
	(4.1.12)
	
	
	
	
	(4.1.13)
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	(4.1.14)                                                              (4.1.15)
	
	
	
	
	
	
	
	(4.1.16)
	
	
	(4.1.17)
	ve
	(4.1.18)
	ş
	İ
	=
	denklemi bulunur.
	
	(4.1.19)
	
	(4.1.20)
	ve
	(4.1.21)
	
	(4.1.22)
	
	
	(4.1.23)
	
	
	
	denklemi ile verilir.
	
	(4.1.25)
	
	İ
	
	
	
	
	
	
	
	(4.1.26)
	
	İ
	(4.1.27)
	
	(4.1.28)
	
	(4.1.29)
	
	(4.1.30)
	
	(4.1.31)
	elde edilir.
	
	
	
	
	(4.1.32)
	
	(4.1.33)
	denklemi bulunur.
	
	(4.1.34)
	elde edilir.
	
	
	
	(4.1.36)
	
	(4.1.37)
	
	(4.1.38)
	
	(4.1.39)
	
	
	(4.1.40)
	
	
	(4.1.41)
	
	İ
	(4.1.42)
	
	(4.1.43)
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	ve
	
	
	İ
	ş
	
	
	
	
	
	
	İ
	
	
	
	iken
	elde edilir.
	iken
	elde edilir.
	
	
	
	
	(4.1.48)
	
	
	
	
	
	İ
	(4.1.49)
	
	
	
	
	(4.1.50)
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	ve   ve  verilsin. Burada
	ş
	elde edilir.
	
	
	
	
	İ
	
	
	(4.2.1)
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	(4.2.2)
	(4.2.3)
	ile verilir (Cappelletti Montano ve ark. 2012).
	İ
	(4.2.4)
	
	(4.2.5)
	denklemi bulunur.
	(4.2.4) ve (4.2.5) denklemlerinden
	
	denklemi elde edilir.
	
	
	
	
	
	İ
	(4.2.7)
	
	
	(4.2.8)
	elde edilir. Benzer method ile
	(4.2.9)
	bulunur.
	
	elde edilir.
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	(4.2.10)
	(Cappelletti Montano 2009b).
	
	
	
	
	(4.2.11)
	(4.2.12)
	ile verilir.
	
	İ
	
	
	
	(4.2.13)
	
	
	(4.2.14)
	
	(4.2.15)
	
	(4.2.16)
	
	
	
	
	bulunur.
	
	
	
	İ
	
	
	(4.2.17)
	
	
	(4.2.18)
	
	İ
	(4.2.19)
	
	ve
	
	
	(4.2.20)
	
	
	(4.2.21)
	
	
	(4.2.22)
	
	
	elde edilir.
	
	
	elde edilir.
	
	elde edilir.
	
	
	
	
	
	(4.2.23)
	
	
	(4.2.24)
	(4.2.25)
	
	(4.2.26)
	
	denklemi bulunur. Bu son denklemden
	(4.2.27)
	elde edilir.
	kabul edilirse, (3.7.6) denkleminden,
	
	
	(4.2.28)
	elde edilir.
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	(4.2.29)
	
	İ
	(4.2.30)
	
	
	(4.2.31)
	
	bulunur.
	
	(4.2.32)
	
	(4.2.33)
	
	(4.2.34)
	elde edilir.
	(4.2.31) denklemine   etki ettirilirse,
	(4.2.35)
	bulunur.
	
	(4.2.36)
	
	
	,                                   (4.2.37)
	,                                         (4.2.38)
	(4.2.39)
	(4.2.40)
	,                                         (4.2.41)
	.                                         (4.2.42)
	(Cappelletti Montano ve ark. 2012).
	İ
	(4.2.43)
	
	
	(4.2.44)
	
	
	
	
	(4.2.46)
	denklemi elde edilir.
	
	
	
	
	(4.2.47)
	
	
	
	
	
	(4.2.48)
	(Cappelletti Montano ve ark. 2012).
	İ
	
	
	ile verilir (Cappelletti Montano ve ark. 2012).
	
	(4.2.49)
	ile verilir (Cappelletti Montano ve ark. 2012).
	
	
	
	
	
	İ
	
	(4.3.1)
	
	
	
	
	
	
	
	bulunur.
	
	
	
	(4.3.3)
	(4.3.4)
	ile verilir (Cappelletti Montano ve ark. 2012).
	
	(4.3.5)
	
	İ
	=
	=
	=
	=
	elde edilir.
	Bu son denklemden,
	(4.3.6)
	
	(4.3.7)
	bulunur.
	
	(4.3.8)
	elde edilir.
	
	
	(4.3.9)
	
	İ
	
	
	denklemi elde edilir. (4.3.5) denklemine  etki ettirerek
	
	
	
	(4.3.10)
	
	
	
	İ
	
	ve
	
	
	
	
	(4.3.11)
	
	
	ş
	
	
	
	elde edilir. Daha sonra
	
	
	
	
	
	nin Levi-Civita konneksiyonu olsun ve  olsun.
	
	(4.3.12)
	elde edilir.
	
	
	
	(4.3.13)
	
	(4.3.14)
	
	(4.3.15)
	(4.3.14) ve (4.3.15) denklemlerinden,
	(4.3.16)
	
	
	
	Ş
	(4.3.17)
	elde edilir.
	
	(4.3.18)
	bulunur.
	
	
	(4.3.19)
	(4.3.20)
	(4.3.21)
	(4.3.22)
	(4.3.23)
	(4.3.24)
	Burada  ve  (Cappelletti Montano ve ark. 2012).
	İ
	
	
	bulunur.
	
	
	(4.3.25)
	bulunur.
	
	(4.3.26)
	
	(4.3.27)
	elde edilir.
	
	
	
	
	
	(4.3.28) (Cappelletti Montano ve ark. 2012).
	İ
	
	
	ile verilir (Cappelletti Montano ve ark. 2012).
	
	
	denklemi ile verilir.
	
	
	
	
	
	ve   ve  verilsin. Burada
	ş
	elde edilir.
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	ile belirlidir (Dragomir ve Perrone 2012).
	
	
	(5.1.1)
	
	
	(5.1.2)
	
	
	
	
	ş
	
	(5.1.4)
	ş
	
	
	
	(5.1.5)
	
	
	(5.1.6)
	
	
	
	
	İ
	(5.1.15)
	
	(5.1.16)
	
	
	
	
	(5.1.17)
	
	
	
	
	
	
	
	
	(5.1.20)
	
	
	
	(5.1.21)
	
	İ
	elde edilir.
	
	bulunur.
	
	
	
	
	İ
	(5.1.22)
	(5.1.23)
	denklemleri elde edilir.
	
	(5.1.24)
	
	
	(5.1.25)
	bulunur.
	(5.1.22), (5.1.23), (5.1.24) ve (5.1.25) denklemlerinden
	(5.1.26)
	elde edilir.
	
	(5.1.27)
	
	
	(5.1.28)
	elde edilir.
	
	Ş
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	(5.2.1)
	
	
	
	
	(5.2.2)
	
	
	(5.2.3)
	
	İ
	
	
	
	(5.2.4)
	bulunur.
	nin diferensiyelinden elde edilen
	
	(5.2.5)
	
	
	ş
	
	(5.2.6)
	
	İ
	(5.2.7)
	ve
	(5.2.8)
	
	(5.2.9)
	
	
	
	(5.2.10)
	
	İ
	ve
	
	
	(5.2.11)
	
	
	(5.2.12)
	ş
	İ
	
	
	
	(5.2.13)
	denklemi elde edilir.
	(5.2.14)
	
	
	(5.2.15)
	
	
	
	
	İ
	
	(5.2.16)
	
	
	
	
	
	
	
	
	(5.2.17)
	
	
	İ
	
	
	
	
	(5.2.18)
	bulunur.
	
	
	(5.2.19)
	
	(5.2.20)
	
	
	(5.2.21)
	
	İ
	
	
	(5.2.22)
	
	
	
	(5.2.23)
	
	
	(5.2.24)
	
	İ
	
	(5.2.25)
	elde edilir.
	
	(5.2.26)
	denklemi elde edilir.
	
	(5.2.27)
	
	
	(5.2.28)
	
	
	(5.2.29)
	ile verilebilir.
	
	
	(5.2.30)
	
	
	(5.2.31)
	
	İ
	
	
	
	bulunur.
	
	(5.2.32)
	elde edilir.
	nin diferensiyelinden elde edilen
	
	(5.2.33)
	
	
	ş
	
	(5.2.34)
	
	İ
	
	
	
	İ
	(5.2.36)
	
	
	(5.2.37)
	
	
	(5.2.38)
	ş
	İ
	
	(5.2.39)
	
	
	(5.2.40)
	ş
	(5.2.41)
	
	
	(5.2.42)
	
	
	
	İ
	1. Durum:    tipinde olsun.
	(5.1.2) den
	
	bulunur.
	2. Durum:    tipinde olsun.
	
	(5.2.43)
	
	(5.2.44)
	ş
	
	(5.2.45)
	
	(5.2.46)
	bulunur.
	
	3. Durum:    tipinde olsun.
	
	elde edilir.
	
	
	İ
	1. Durum:    tipinde olsun.
	
	(5.2.47)
	elde edilir.
	
	
	
	2. Durum:    tipinde olsun.
	
	(5.2.48)
	
	(5.2.49)
	
	
	(5.2.50)
	bulunur.
	
	
	
	3. Durum:    tipinde olsun.
	
	(5.2.51)
	
	(5.2.52)
	
	
	(5.2.53)
	bulunur.
	
	
	
	
	
	İ
	
	(5.2.54)
	
	
	ve
	
	(5.2.55)
	
	(5.2.56)
	
	
	(5.2.57)
	
	
	(5.2.58)
	bulunur.
	(5.2.56) ve (5.2.58) dan
	
	
	
	(5.2.59)
	
	(5.2.60)
	bulunur.
	(5.2.59) ve (5.2.60) den
	
	
	
	
	
	
	İ
	(5.2.61)
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	5.3. Bir Uygulama
	
	İ
	
	
	
	
	
	(5.3.1)
	(5.3.2)
	(5.3.3)
	(5.3.4)
	burada   bir diferensiyellenebilir fonksiyondur ve
	(5.3.5)
	(5.3.6)
	
	
	(5.3.7)
	
	
	(5.3.8)
	(5.3.9)
	(5.3.10)
	(5.3.11)
	(Koufogiorgos ve ark. 2008).
	
	
	
	
	
	
	
	
	Ş
	
	
	
	(5.3.13)
	ş
	İ
	
	denklemi bulunur.
	
	(5.3.14)
	denklemi elde edilir.
	
	elde edilir.
	
	
	
	
	
	(5.3.17)
	ş
	(5.3.18)
	
	
	
	İ
	
	
	(5.3.20)
	denklemi elde edilir.
	
	(5.3.21)
	
	(5.3.22)
	
	
	(5.3.23)
	
	(5.3.24)
	
	
	
	
	
	
	
	
	manifoldu ve
	
	
	
	manifoldu ve
	
	
	
	ve
	
	ve
	
	
	
	
	
	manifoldu ve
	
	
	
	
	
	
	
	
	KAYNAKLAR

	8  TezCogaltmaveElektronikYayimlamaIzinFormu.pdf


