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Bu calismada matematigin son donemdeki popiiler iki teorisi, Eliptik Egriler ve
Modiiler Formlar ele alinmistir. Ispatlandiktan sonra “Modiilarite Teoremi” adin1 alan
Taniyama-Shimura-Weil Konjektiirii sayesinde birbirine baglanan bu iki teorinin g¢esitli
uygulamalar1 mevcuttur. Bu c¢alismada, bu teorilerin birbirleriyle olan iligkisi
kullanilarak Eliptik Egriler Teorisi’nde yer alan bir agik problem, Modiiler Formlar
Teorisi kullanilarak ¢oziilmistiir. Birinci boliimde, ¢alismanin ilerleyen kisimlarinda
kullanilacak olan bazi kavramlar tamtilmustir. Ikinci béliimde Eliptik Egriler Teorisi’ne
giris yapilmis, sonlu cisimler lizerinde tanimh bazi eliptik egri aileleri hakkinda elde

edilen sonuglar verilmistir. Bu boliimiin son kisminda @Q iizerinde tanimli eliptik

egrilerin dzellikleri ele alinmis ve bazi uygulamalar yapilmustir. Ugiincii bliim modiiler
formlara ayrilmistir. Tamsay1 ve yarim tamsay1 agirlikli formlar tanitilmig, bu formlar
tizerindeki Hecke operatorlerinin tanimlar1 verilmistir. Bu bolim yukarida adi gegen
Modiilarite Teoremi’nin ifadesinin verilmesi ile sona ermistir. Calismanin temelini
olusturan dordiincli ve son boliimiinde, rastgele secilen bir eliptik egrinin Selmer
grubunun mertebesinin hesaplanmasi problemi ele alinmistir. Literatiirde bu haliyle
¢oziimli bulunmayan problem eliptik egrilerin twist ailelerine kisitlanarak modiiler
formlarin analitik fonksiyonlar olmas1 6zelligi yardimiyla kismen ¢oziilmiistiir. Bunun
icin matematigin 6diillii konjektiirlerinden Birch ve Swinnerton-Dyer Konjektiirii’niin
dogru oldugu kabul edilmis ve J. L. Waldspurger’in énemli bir teoremi kullanilmistir.
Hesaplanan Selmer grubu mertebelerinin dagilimi basit bir fonksiyon yardimiyla ifade
edilmistir.
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In this work, two recent popular theories of mathematics, namely Elliptic Curves and
Modular Forms are discussed. The Taniyama-Shimura-Weil Conjecture which is also
named as "Modularity Theorem" after proven, connects these two theories and it has
various applications. Using the relationship of these theories an open problem on the
Theory of Elliptic Curves is solved by Modular Forms Theory. In the first chapter of the
work, some of the concepts which will be used later are introduced. In the second
chapter, the theory of elliptic curves is introduced and some results for the families of
elliptic curves over finite fields are obtained. In the last section of this chapter, the
properties of the elliptic curves defined over rational numbers were observed and some
applications are given. The third chapter is reserved for modular forms. Integer and
half-integer weight forms are introduced and also the definition of Hecke operator is
given. This chapter ended with the statement of Modularity Theorem which is
mentioned above. The fourth and final chapter of the work which is the essential part of
this thesis, the problem of computing the order of the Selmer group of a randomly
selected elliptic curve is considered. In this case, there is no solution of this problem in
the literature but restricting twist families of elliptic curves, this problem is partly
solved by using the fact that modular forms are analytic functions. While this problem is
being solved, it is assumed that one of the award-winning conjectures of the
mathematics called the Birch and Swinnerton-Dyer Conjecture is true and an important
theorem of J. L. Waldspurger is used. The distribution of the computed orders of Selmer
groups expressed with a simple function.
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1. GIRIS

Bu kisimda ¢alismanin ilerleyen boliimlerinde kullanilacak olan bazi temel kavramlar
tanitilacaktir. Oldukga derin teorilere dayanan bu kavramlarla ilgili ayrintilar tanimlarin
alindig1 (Weibel 1994), (Lang 2002), (Fried ve Jarden 2004), (Spanier 1995), (Brown
1972), (Serre 1979) ve (Serre 2002) kaynaklarinda bulunabilir.

1.1 Tanmim. R bir halka, 4 toplamsal bir abel grubu olsun.
RxA— A, (r,x)>r-x
biciminde tanimlanan doniisiim her , s € R, her x, y € 4 igin
Lr-(x+ty)=rx+r-y
ii.(r+s)-x=r-x+s-x
. (7 -s)x=r-(s -x)
iv. 1z - x =x (eger R nin 1z elemani varsa)

Ozelliklerini gercekliyorsa bu doniisiimle birlikte 4 grubuna bir so/ R-modiilii ad1 verilir.

1.2 Tammm. G bir ¢arpimsal grup, 4 toplamsal bir abel grubu olsun. Au#(4), A nin
otomorfizmlerinin grubunu gostermek tizere G den Au#(A) ya tanimli bir homomorfizm

bulunabiliyor ise G grubu A min sol tarafinda hareket ediyor denir.

Bu tanim aslinda,
GxA—>A4,(s,x) >s5-Xx

biciminde tanimlanan doniisiimiin
l-a=a

s-(a+a)=s-a+s-d
(s-0)-a=s-(t-a)
ozelliklerine sahip oldugunu gosterir, bu doniisiimle birlikte 4 grubuna bir sol G-

modiilti ad1 verilir.



1.3 Tanmm. G, Gy, ..., G, gruplar ve fi, fo, ..., fu, fi : Gi.i = G; Ozelligindeki grup
homomorfizmleri olsun. Eger her bir homomorfizmin goriintiisii  ardigik

homomorfizmin ¢ekirdegi oluyor ise

G,—1>G L. LG

dizisine bir tam dizi denir.

1.4 Uyan 1. Tanima dikkat edilirse f;+; o f; = 0 dir.

2. Uygulamada gruplar-grup homomorfizmleri yaninda vektér uzaylari-lineer
dontigiimler, modiiller-modiil homomorfizmleri, ¢iftleri i¢in de tam dizi kavrami

kullanilabilmektedir.

3. Bir tam dizi sonlu sayida grup ve homomorfizmden olusabildigi gibi dizideki grup ve

homomorfizmlerin sayist sonlu olmak zorunda degildir.

1.5 Tanim. Basglangici ve sonu {0} asikar modiiliinden olusan bes elemanli tam diziye

kisa tam dizi ad1 verilir. Sonsuz elemanli tam diziye ise uzun tam dizi adi verilir.

1.6 Ornek. G, = Z / 47 ve f{(x), x — 2 - x olarak almirsa

2 ST AT —2 57,/ AT, —2 ...

bir uzun tam dizi olur. Gergekten de her bir adimda ¢ekirdek ve goriintii {0, 2} alt

grubundan bagka bir sey degildir.

1.7 Uyar. E, F cisminin bir cisim genislemesi olsun ve bu durum E/F ile gosterilsin.
E/F nin tiim otomorfizmlerinin kiimesi Auts(E) olmak iizere, Autx(E) fonksiyonlarin

bileskesi islemine gore bir grup olusturur.

1.8 Tanmm. Eger E/F bir Galois genislemesi ise Aute(E) grubuna E nin F iizerindeki

Galois grubu denir ve bu grup Gal(E/F) ile gosterilir. Ozel olarak, F, F cisminin



cebirsel kapanisi olmak {izere, F nin cisim genislemesi /' olsun. F cismini sabit birakan

tiim otomorfizmlerinin Galois grubuna F nin mutlak Galois grubu denir.

1.9 Uyar1. G sonlu bir grup olsun. Her g € G ve x € M igin f(gx) = g(fx) 6zelligindeki
grup homomorfizmleri ile birlikte tiim G-modiillerinin koleksiyonu bir kategori olur. G-

modiillerinin bu kategorisi yeterli i¢ine doniisiimlerle birlikte bir abelyen kategori olur.

1.10 Tanmm. C ve D iki kategori olmak tizere
F:C—>D
doniisiimii verilsin. Her bir X € C i¢in F(X) € D ve her bir f: X — Y € C morfizmi i¢in
I. Her X € Ci¢in F(Ix) = Irx)
ii.Herf: X—> Yveg:Y—> Zigin
(g o )=F(g) ° F(f)
olacak bi¢imde bir F(f) : F(X) = F(Y) € D morfizmi var ise F'ye C den D ye bir funktor

denir.

1.11 Tamum. M bir G-modiili olsun. M nin
MP:={xeM:herge Gigingx=x}

biciminde tanimlanan alt grubuna G-invaryant alt grubu denir.

1.12 Tanmm. Her bir M G-modiiliinii kendisinin G-invaryant bir alt grubuna resmeden
doniisiim bu kategoriden abelyen kategoriye bir funktor belirtir. Bu funktor sol tamdir,
ancak sag tam olmak zorunda degildir. BoOylece bu funktorlarin sag tiiretilmis
funktorlar1 olusturabilir. Bu funktorlarin deger kiimeleri abel gruplaridir. Bu grup
H'(G, M) ile gosterilir ve G nin katsayilart M de olan n. kohomoloji grubu ad1 verilir.
Ozel olarak G bir Galois grubu ise H'(G, M) ye n. Galois kohomoloji grubu denir.

1.13 Tamim. R bir birimli degismeli halka, M, N ve L birer R-modiilleri olsun. Eger
e MxN——L
doniigiimii R-iki lineer bir doniisiim ise yani her » € R, m, m;, my € M ve n, n;, n, € N

i¢in



e(rm, n) = e(m, rn) = re(m, n),
e(m; + my, n) = e(my, n) + e(my, n),

e(ma nt+ nZ) = e(m, nl) + e(m5 nZ)

Ozelliklerini gergekliyor ise e doniisiimiine bir esleme (pairing) doniistimii denir. Eger

her m € M igin e(m, m) = 0 oluyor ise esleme doniistimii alternedir denir.

1.14 Tanim. K bir cisim ve K*, K nin ¢arpimsal alt grubu olsun. (¥, +, =) tam siral1 bir

abel grubu olmak iizere ¥ iizerindeki grup yapisi ve siralama bagintisit %' U {eo} a su
sekilde genisletilsin:
I. Her ¢ € Wigin o > ¢ dir.

Ii. Her o € Wigin oo + or= ¢+ o0 = oo dur.

Bu durumda her a, b € K i¢in

1. “V(a) =0 & g =00

ii. v(ab) = v(a) + v(b)

iii. v(a + b) 2 min(v(a), v(b))
ozelliklerini gercekleyen

vV:K ——> YU {}

dontigsiimiine K cisminin bir valiiasyonu denir. Bu durumda (K, v) ikilisine valiiasyonlu

cisim denir.

1.15 Uyari. K bir cisim ve L bu cismin cisim genislemesi olsun. K {izerindeki

valiiasyonlarin L cismine genisletilmislerinin kiimesini bulma problemi valtiasyonlarin

dagilma teorisinin olugsmasina yol agar. Cisim genislemesinin Galois olmas1 durumunda

bu problem ve bu kiimenin yapis1 daha iyi anlasilabilir.



1.16 Tamm. (K, v) valiiasyonlu cisim ve L, K nin sonlu Galois cisim genislemesi

olsun. S,, v valiiasyonunun I deki genisletilmelerinin denklik simiflarinin kiimesi ve

G, L nin, K tizerindeki Galois grubu olsun. o: L — L bir otomorfizm ve [w] € S, olmak

tizere G nin S, tizerindeki etkisi o{w] = [w o o] olarak verilir. v valiasyonunun [ deki

genisletilmisi w olsun. w nin ayrigsma grubu [w] nin G,, kalimlagtiric1 alt grubu olarak

tanimlanir.



2. ELIPTiK EGRILER

Bu boliimde yer alan tanimlar ¢ogunlukla teorinin en 6nemli kaynagi olarak kabul
edilen ve konuyla ilgili makalelerde en ¢ok atif alan Joseph H. Silverman’in “The

Arithmetic of Elliptic Curves” isimli kitabindan alinmistir (Silverman 1986).

2.1 Giris

Cebirsel Geometri’nin en 6nemli ve popiiler konularindan birisi olan eliptik egriler

kabaca belirli bir taban noktasina sahip, cinsi 1 olan cebirsel egriler olarak tanimlanir.

IP?, projektif diizlemi gostermek tizere bu 6zellikteki egriler, P* de oo dan gegen dogru

tizerinde tek bir noktaya sahip kiibik esitligin geometrik yeri olarak yazilabilir. Boylece

asagidaki tanim verilebilir.

2.1.1 Tamim. K bir cisim ve K, K cisminin cebirsel kapanisi olsun. ay, ..., as € K ve

0 =10, 1, 0] yukarida ad1 gegen taban noktas1 olmak {izere

Y’Z+ aXYZ+ azYZ? = X° + anX°Z + auX7* + agZ’

esitligini gercekleyen noktalarin geometrik yerine K iizerinde tanimli eliptik egri denir.

2.1.2 Uyar1. Caligma boyunca Eliptik Egriler Teorisi’ne geometrik bir bakistan daha
cok aritmetik bir yaklagim s6z konusu olacagindan Tanim 2.1.1 homojen olmayan

koordinatlar kullanilarak asagidaki sekilde ifade edilebilir.

2.1.3 Tanim. K herhangi bir cisim olsun. aj, ... ,as € K olmak {izere



E:y2+a1xy+a3y=x3+a2x2+a4x+a6 (2.1)

esitligini gergekleyen noktalarin geometrik yerine K cismi ilizerinde E eliptik egrisi

denir.

(a) y?=a"—= (& ¥ =z3+x

Sekil 2.1 Eliptik Egri Ornekleri

(2.1) esitligine Weierstrass esitligi adi verilir. ilerleyen kisimlarda bir eliptik egri
tizerindeki noktalarin kiimesinin bir grup oldugu goriilecektir, bu nedenle “sonsuzdaki
nokta” adi verilen ve O = [0, 1, 0] ile gosterilen noktanin daima E eliptik egrisi lizerinde

oldugu kabul edilecektir.

2.1.4 Uyari. K cisminin karakteristigi 2 veya 3 ten farkli olmasi durumunda (2.1)

esitligi daha basit hale getirilebilir (K cisminin karakteristi§inin 2 veya 3 olmasi

durumlar1 dikkate alinmayacak olup bu konuyla ilgili ayrintil1 bilgi (Silverman 1986) da

bulunabilir).

K cisminin karakteristigi 2 veya 3 ten farkli olsun. Bu durumda

1
y— E(y—alx—ag)

doniisiimii yapilarak ve tam kareye tamamlama metodu kullanilarak,



by=ai’ + day,
bs=2as+ ayas,
b(, = a32 + 4616,

olmak tizere, E eliptik egrisi
E:y* =4x> + byx® + 2bax + be

biciminde yazilabilir.

Asagidaki esitlikler yardimiyla eliptik egri daha basit bir sekilde ifade edilebilir:

bs = a\’ag + 4aras— a\azas + arass — aq’,
¢4 = by’ — 24by,
cs =—by’ + 36bybs — 216bs,
A=—by"bg — 8by> — 27bs* + 9 bybsbs,

C3
':i
J Vi

o= dx _ dy
2y+ax+a, 3xX*+2ax+a,—ay

Aritmetik islemler sonucunda 4bg = bybg — by ve 17284 = ¢4 — c4* oldugu kolayca

goriilebilir.

Ustelik K cisminin karakteristiginin 2 veya 3 ten farkli olmas1 halinde

(x.y) - (% %}
dontistimii yardimiyla E eliptik egrisi
E: y2 = —27cax — S4ce
biciminde ifade edilebilir. Eliptik egrilerin bu sekildeki ifadesine “Kisa Weierstrass

formu’ ad1 verilir.



2.1.5 Tamm. E : y* = x> —27csx — 54c¢¢ olmak tizere, A sayisina E eliptik egrisinin
diskriminanti, j sayisina E eliptik egrisinin j-invaryanti, @ ya E eliptik egrisinin

Weierstrass esitligi ile eslesen invaryant diferensiyeli ad1 verilir.

2.1.6 Tanim. K cismi iizerinde E eliptik egrisi

f(xay) :y2 +¢11xy+a3y—x3—azx2—a4.x—a620

biciminde tanimli ve P = (xo, 1), E eliptik egrisi lizerinde bir nokta olsun, yani bu nokta

egrinin Weierstrass esitligini gerceklesin. Eger
0 0
T py=L(p)=0
Ox oy

ise P noktasina singtiler nokta adi1 verilir. En az bir singiiler noktaya sahip eliptik egriye

singtiler egri denir.

2.1.7 Uyari. P noktas1 E eliptik egrisi lizerinde bir singiiler nokta ise f(x, y) fonksiyonu

P noktasinda belli a, f € K igin

fx, ¥) = fixo, o) = [( = y0) — & (x —x0)] [(v = o) — B (x — x0)] — (x — x0)’

biciminde bir Taylor acilimina sahiptir. Bu acilim yardimiyla asagidaki tanim

verilebilir.

2.1.8 Tanim. Yukaridaki seri agiliminda o # £ ise P singiiler noktasina diigiim (node)

noktasi, o = fise P singiiler noktas1 doruk (cusp) noktasi olarak adlandirilir.

Eger P bir diiglim noktasi ise

Y—Yo= a(x—xp) vey—yo= B (x—xo)

dogrular1 E eliptik egrisinin P noktasindaki teget dogrular1 olur. Eger P noktasi bir

doruk noktasi ise
Y —=Yo= a(x —Xo),

E eliptik egrisinin P noktasindan gegen teget dogrusu olur.



2.1.9 Ornek. E: y* = x° singiiler egrisi i¢in (0, 0) noktas: doruk (cusp) noktast,

E:y* =x’— 3x + 2 singiiler egrisi i¢in (1, 0) noktasi diigiim (node) noktasidir.

Doruk Diigiim

Sekil 2.2 Singiiler Egriler ve Singiiler Noktalar

2.1.10 Uyan1 1. Tanim 2.1.5 de belirtilen j-invaryant yardimiyla, eliptik egrilerin
Weierstrass  esitliklerinde uygun degisken degisimleri yapilarak eliptik egriler
izomorfizm siniflarina ayrilabilir. u, r, s, t € K ve u # 0 olmak {izere
x=u’x +r,
y= uw V' +uts X'+t
degisken degisimi O = [0, 1, 0] noktasin1 ve Weierstrass esitligini koruyan tek degisken
degisimidir. Yukaridaki degisken degisimi altinda de§ismeyen tek deger olan
j—invaryant, eliptik egrilerin izomorfizm siniflarinin bir degismezidir ve esitligin
seciminden de bagimsizdir. Cebirsel olarak kapali cisimlerde bu dnermenin tersi de

dogrudur.

2. Karakteristigi 2 ve 3 ten farkli olan K cisimleri lizerinde tanimlanan eliptik egrilerin

Weierstrass esitliklerinin uygun bir degisken degisimi yardimiyla basitlestirilebilecegi

goriildii. Ilerleyen kisimlarda da goriilebilecegi gibi eliptik egrilerin iizerinde

10



calisilacagl K cismi degistirilerek zengin sonuglar elde edilebilir. Bu nedenle K = Q
durumu da dahil eliptik egrileri tiim karakteristiklerde ele almak olduk¢a 6nemlidir.
A,B eK i¢in E eliptik egrisinin

y'=x+Ax +B (2.2)

biciminde Weierstrass esitligine sahip oldugu kabul edilebilir. Bu durumda
A=-16(44° + 27B%)

 —1728(44)
J y

olur. Bu halde K , K cisminin kapanisindaki ¢arpimsal tersleri olan elemanlarin kiimesi

olmak tizere, Weierstrass esitliginin bu formunu koruyan tek degisken degisimi belli bir

—_—k
ue K icin

X=ux,
y= u3y(
olup, bu degisken degisimi yardimiyla
u*d = A,
u’B' =B,
ulZ A! — A,
=i

elde edilir.

2.1.11 Uyan 1. Weierstrass esitligiyle verilen E eliptik egrileri asagidaki sekilde
siiflandirilabilir:

I. E singiiler degildir < A # 0 dir.
ii. E bir diigiim noktasina sahiptir < A=0ve ¢4 # 0 dir.

iii. £ bir doruk noktasina sahiptir < A4=0 ve ¢4 =0 dur.

11



2. K iizerinde iki eliptik egri izomorftur < Bu iki eliptik egri ayn1 j—invaryanta

sahiptir.

3.jo € K olsun. Bu durumda K iizerinde Jj—invaryanti j, olan bir E eliptik egrisi vardir.

2.2 Eliptik Egrilerin Grup Yapisi

Bu kisimda su ana kadar yalnizca nokta kiimesi olarak ele alinan eliptik egrilerin,
lizerinde tanimlanan iglem yardimiyla aslinda bir abel grubu oldugu goriilecektir.

Boylece eliptik egriler iizerinde cebirsel islemler yapilabilecektir.

2.2.1 Tamm. E ¢ P’ bir eliptik egri, O = [0, 1, 0] ve P, Q € E olsun (Sekil 2.3).

P ve Q noktalarindan gecen dogru / olarak adlandirilsin. E eliptik egrisinin Weierstrass
esitliginin derecesi 3 oldugundan / dogrusu ile £ eliptik egrisi P ve Q disinda R gibi
tiglincii bir noktada kesisir. /' dogrusu R ve O noktalarindan gegen dogru olsun. Bu
durumda P ve Q noktalarimin toplami P + Q ile gosterilir ve /' dogrusunun R ve O

noktalar1 disinda E ile kesistigi iiglincii nokta olarak tanimlanir.

12



Sekil 2.3 Eliptik Egri Uzerindeki Toplama Islemi

2.2.2 Uyan 1. P = Q olmasi halinde, yani noktalarin kendisi ile toplanmas: halinde /

dogrusu, E eliptik egrisinin teget dogrusu olarak alinir.

2. P? deki teknik kaygilar nedeniyle “formal” olarak verilen bu tanim uygulamada

genellikle su sekilde distniilebilir: “E bir eliptik egri ve P, Q € E olsun. P+ Q, P ve Q
noktasindan gecen [/ dogrusunun FE eliptik egrisi ile kesistigi {i¢lincli noktanin

x—eksenine gore simetrigi olan nokta olarak tanimlanir.”

2.2.3 Onerme. (Silverman 1986) Tanim 2.2.1 de tanimlanan + toplama islemi asagidaki
Ozelliklere sahiptir:
i. [ dogrusu, E eliptik egrisini birbirinden farkli olmasi gerekmeyen P, Q ve R

gibi li¢ noktada kessin. Bu durumda

(P+O)+R=0,
ii. Her P € E igin
P+0O=P,
iii. Her P, Q € E i¢in
P+Q=Q+P,

Iv. P € E olsun. E eliptik egrisinin —P ile gdsterilen dyle bir noktasi vardir ki
P+(=P)=0,
V. Her P, O ve R € E i¢in
(P+QO)+R=P+(Q+R),

Vi. E eliptik egrisi tizerinde tanimlanan + islemi ile birlikte birim eleman1 O olan

abel grubudur,

vil. E eliptik egrisi K cismi lizerinde tanimlansin. Bu durumda

EK)={(x,y) e K :)* +apy+ay=x"+ax’ +apx +ag } U {0}

E eliptik egrisinin bir alt grubudur.

13



2.2.4 Uyar. K cismi degistirilerek Eliptik Egriler Teorisi zenginlestirilebilir. K cismi Q
rasyonel sayilar cismi, [, sonlu cismi, C karmasik sayilar cismi gibi global cisimler
olabilecegi gibi Q, p—adik rasyonel sayilar cismi gibi yerel cisimler de goz Oniine

alinabilir. K= Q ve F,, olmas1 durumlar1 caligmanin kapsaminda yer almaktadir.

2.3 Sonlu Cisimler Uzerindeki Eliptik Egriler

Bu kisimda sonlu cisimler iizerindeki eliptik egriler ele alinacak ve elde edilen bazi

sonuclar verilecektir.

p bir asal say1, r € N, ¢ = p" ve K karakteristigi ¢ olan ve K = K ozelliginde bir
(miikemmel) cisim olsun. K {izerinde taniml1 £ eliptik egrisinin en 6nemli aritmetik

0zelligi lizerindeki rasyonel noktalarin sayisidir. a;, az, as, as ve ag € K olmak tlizere

E.'y2+a1xy+a3y=x3+a2x2+a4x+a6

esitliginin en fazla 2¢g + 1 tane ¢oOziimi olabileceg§inden bu say1 E eliptik egrisi

tizerindeki rasyonel noktalarin sayisi i¢in dogal bir iist sinirdir.

Diger yandan Emil Artin’in doktora tezinde (Artin 1921) konjektiir olarak verilen ve

1930’1u yillarda Helmut Hasse tarafindan ispatlanan asagidaki teorem E(IK) nin eleman

sayis1 i¢in literatiirdeki en 1yi sinirdir.

2.3.1 Teorem. (Silverman 1986) E, ¢ elemandan olusan K cismi iizerinde tanimli bir

eliptik egri olsun. Bu durumda
[HE(K)—q— 115 2{q

olur.
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2.3.2 Uyan 1. K cismi iizerinde rastgele secilen ikinci dereceden bir denklemin

coziilebilme olasilig1 % oldugundan tahmin edilebilir olan bu 6ngoriiniin dogru oldugu

Helmut Hasse tarafindan gosterilmistir.

2. Bu sonug sadece eliptik egriler lizerinde degil, sonlu cisimler iizerinde tanimli cinsi 1
den biiyiik olan tiim cebirsel egriler i¢in de gegerlidir. Bu durumda Hasse esitsizliginin
sag tarafinin cebirsel egrinin cinsi ile ¢arpilmasi gerekir. Dikkate alinan eliptik egrilerin,
cinsleri 1 olan cebirsel egriler oldugu hatirlanirsa Teorem 2.3.1 in genel Hasse

esitsizliginin 6zel bir hali oldugu goriiliir.

3. Asagidaki ornekte de goriilecegi ilizere, Hasse Teoremi olarak da adlandirilan bu
sonu¢ nokta sayisi i¢in bir {ist sinir vermekle kalmayip bazen Cebir ve Sayilar
Teorisi’nin elementer sonuglart ile birlestirilerek kesin nokta sayisin1 bulmak igin de

kullanilmaktadir.

2.3.3 Ornek 1. K = Fyq, cismi iizerinde E : y* = x° + 7x + 1 eliptik egrisi géz 6niine

almirsa (0, 1) € E(K) oldugu agiktir. Dogrudan hesaplama yontemiyle (0, 1) noktasinin

mertebesinin 116 oldugu goriilebilir. Lagrange Teoremi geregi noktanin mertebesi

grubun mertebesini boleceginden, k£ € Z olmak tlizere #E(K) = 116-k olur.

Diger yandan Hasse Teoremi geregi

101 + 1 - 2+101 S #E(K) < 101 + 1 + 24101

olur. Boylece 82 < #E(K) < 122 elde edilir. Bu esitsizlikten de #E(K) = 116 oldugu

gortliir.
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2. K = g3 cismi iizerinde E : y* = x* + 7x + 12 eliptik egrisi goz 6niine alnirsa { (-1,

2), (19, 0) } < E(K) oldugu goriilebilir. Yine dogrudan hesaplama yontemiyle (-1, 2)

noktasiin mertebesinin 13 ve (19, 0) noktasinin mertebesinin de 2 oldugu bulunabilir.

Boylece k € Z olmak tizere #E(K) = 26-k olur. Hasse Teoremi geregi 84 < #E(K) < 124

esitsizligi elde edilir, bu esitsizlikten de #E(KK) = 104 olarak bulunur.

2.3.4 Uyan 1. Yeterince biiyiik p sayilar1 i¢in egri lizerindeki noktanin mertebesini

~ 9

bulma problemi zorlastig1 gibi, “Hasse aralig1” olarak adlandirilan

pH1-2\p <HE(K)<p+1+2,p

araligr da genisler. Bu durumda eliptik egri lizerinde birka¢ nokta daha bulunup,

mertebeleri hesaplanarak olasiliklar en aza indirgenebilir.

2. E(K) nin mertebesinin hesaplanmasi ve bir P € E(K) nin mertebesinin bulunmasi

problemi Sifreleme Teorisi’nin problemlerinden biri olup, bunun i¢in bazi yéntemler
gelistirilmistir. Bunlardan bir tanesi “Baby Step-Giant Step” adl1 yontemdir (bu yontem
hakkinda detayl bilgi (Shanks 1971) de bulunabilir).

3. Onerme 2.2.3 te E(K) nin E nin bir alt grubu oldugu belirtilmisti. E(K) nin

mertebesini hesaplamak kadar, sonlu mertebeye sahip oldugundan, E£(K) nin izomorf

oldugu gruplari, yani grup yapilarinin ne oldugunu bilmek de olduk¢a énemlidir.

2.3.5 Teorem. (Washington 2003) E, K = [F, sonlu cismi ilizerinde taniml1 bir eliptik

egri olsun. Bu durumda iki durum s6z konusudur.

I. Belirli bir n > 1 tamsayist i¢in
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E(F,) = Z,,

ii. ny | ny 6zelligindeki n;, np, > 1 tamsayilari igin

EF)=2, ®Z,
dir.
2.3.6 Uyar1. Genellikle yukaridaki teoremdeki ilk durum sdz konusudur. Ikinci durumu
gercekleyen eliptik egriler ve K = [F, cisimleri ise olduk¢a az oldugu halde, asagidaki

ornek bununla ilgilidir.

2.3.7 Ornek. F; iizerinde E : y* = x> + 2 eliptik egrisi goz oniine alindiginda basit bir

hesaplama ile

E(F7)=1{0,(0,3),(0,4),3, 1), 3, 6), (5, 1), (5, 6), (6, 1), (6, 6) }

oldugu bulunabilir. £ iizerindeki tiim noktalar 3 mertebelidir. Biri digerinin kati

olmayan E lizerindeki iki nokta E(IF;) nin 9 mertebeli bir alt grubunu iretir. Hasse

Teoremi geregi

3<#E(F;) <13
oldugu goriiliir. Boylece #E(IF7) = 9 olup

E(F7) = Z3 @ Z3

olur. Bu durum ise agagidaki teorem ile a¢iklanabilir.

2.3.8 Teorem. (Washington 2003) E, K = [, sonlu cismi lizerinde taniml bir eliptik

egri ve

EF,)=7,®Z,

olsun. Budurumdayap=n*+1,yap=n*+tn+1yadap=(n=1)>*dir.

17



2.4 Sonlu Cisimler Uzerindeki Eliptik Egrilerin Grup Mertebeleri

A, B € F, olmak {izere y* =x’ + Ax + B eliptik egrisi iizerindeki rasyonel noktalarm

sayisini hesaplamak i¢in farkli yontemler gelistirilmistir. Yeterince kiiclik p asallar1 igin

#E(IF,) y1 hesaplamak icin Legendre semboliiniin kullanilmas: bu yontemlerden

birisidir, bu sembol kullanilarak egrinin mertebesi asagidaki teorem yardimiyla
hesaplanabilir.
2.4.1 Teorem. (Washington 2003) 4, B € [F, olmak iizere, E : y* =x’ + Ax + B olsun.

Bu durumda

3
#E(Fp):p‘f'l‘f' Z(x +AX+BJ
xqu p

olur.

2.4.2 Sonu¢. (Washington 2003) 4, B € [, olmak iizere x’ + Ax + B polinomu goz

Oniine alinirsa

<2/p

Z£x3+Ax+B]

xer p

olur.

2.4.3 Uyar. p asal sayisi1 biiyiitiildiigiinde Teorem 2.4.1 de verilen yontem kullanilarak

nokta sayisini hesaplamak zaman alabilir. Literatiirde yer alan diger yontemlerin

kullanilmas: halinde de yeterince biiyiik p asali i¢in I, lizerinde taniml: eliptik egrilerin

nokta sayisin1 hesaplamak bazen zor, bazen de imkansiz olabilir. Bu durumda Rene
Schoof’un (1985) ortaya attig1 ve Arthur O. L. Atkin ile Noam Elkies’in gelistirdikleri
(Blake ve ark. 2000) “Schoof algoritmas1” ad1 verilen yontem kullanilabilir. “Baby step-

Giant step” yonteminde en fazla 4\/; adima ihtiyag¢ oldugu halde, “Schoof Algoritmas1”
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yonteminde en fazla (log p)® adima ihtiyac duyulmaktadir. Nokta sayis1 hesaplama ile
ilgili diger bir yontem (Satoh 2002) de verilmistir.

Ilerleyen teknoloji ile birlikte bilgisayar tabanli hesaplamalarda Schoof algoritmasi

kullanilarak yiizlerce haneye sahip p asallar igin [, iizerinde taniml E eliptik egrisinin

iizerindeki rasyonel nokta sayisi siiratli bir sekilde hesaplanabilmektedir.

2.4.4 Uygulama. MAGMA cebir programi (Bosma ve ark. 1997) kullanilarak, sonlu
cisimler iizerinde tanimli singiiler olmayan eliptik egrilerin rasyonel noktalari ve

bunlarin sayis1 asagidaki sekilde hesaplanir:

Girdi. p asal sayis1 ve ai, a», a3, as, as € I,

Cikti. I, lizerinde tanimh £ - y2 +axy+ay= x + a2x2 + asx + ag i¢in #E(IF))

Komutlar ise
>E:=EllipticCurve([GF(p) | a1, a2, a3, as, ae));
>A:=RationalPoints;
>H#E;
>HA,;

3

dir. Ornegin F; tizerinde tamimli E : y* —xy + y = x> —x” + x + 2 eliptik egrisi tizerindeki

rasyonel noktalarin sayisini bulan komutlar ve programin ¢iktisi

>E:=EllipticCurve([GF(7) | -1,-1, 1, 1, 2]);
>H#E;
>5

dir. Diger yandan E eliptik egrisi iizerindeki rasyonel noktalar projektif diizlem

koordinatlarinda asagidaki komutlar yardimiyla bulunabilir:

>E:=EllipticCurve([GF(7) | -1,-1, 1, 1, 2]);
>A:=RationalPoints; A;
>{@@0:1:0),0:1:1),0:5:1),(6:1:1),(6:6:1)@}
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Burada (0 : 1 : 0), O noktasidir. Elde edilen koordinatlar1 kullanabilmek i¢in, ¢iktidaki
projektif (X : Y : Z) koordinatlarinin

X
x:_
Z

N[~

vey =

dontistimii kullanilarak dik koordinat sistemine doniistiiriilmesi gerekir. O noktas1 harig
projektif koordinatlara sahip egri lizerindeki tiim rasyonel noktalarin Z bilesenlerinin 1

olmasi, projektif diizlemin 6zelliklerinden kaynaklanmaktadir.

2.4.5 Uyar. p asal olmak iizere #E(F,) bilindigi zaman n € N i¢in ¢ = p" olmak tizere

#E(IF,) da hesaplanabilir.

2.4.6 Teorem. (Washington 2003) E eliptik egrisi, n € N igin ¢ = p" olmak iizere E(F,)

sonlu cismi iizerinde tanimhi ve #E(F,) = g + 1 — a olsun. Ayrica
X-ax+g=X-a)X-p
ise n > 1 igin

#E(Fy) =q"+1-(d"+ f)

olur.
2.5 Baz1 Ozel Eliptik Egri Aileleri

Bu kisimda, sonlu cisimler iizerinde tanimli olan eliptik egriler iizerinde yapilan

calismalar sonucunda elde edilen bazi1 sonuclar verilecektir.

1. F, Uzerinde Tammh E. : y* = X* + ¢cx (¢ € Fy), Eliptik Egri Ailesi Uzerindeki
Rasyonel Noktalarin Sayisi

Sonlu cisimler iizerinde tanimli belirli bir eliptik egri iizerindeki rasyonel noktalarin
sayisinin ve bu noktalarin olusturdugu grubun yapisinin bilinmesi kadar, sonlu cisim
tizerinde tanimli eliptik egri ailelerinin nokta sayilarinin smiflandirilmasi da oldukca

onemli bir problemdir. Bir parametreli eliptik egri aileleri i¢in baz1 durumlarda nokta

sayilar1 parametreye bagli olarak simiflandirilabilir. Ornegin F,, iizerinde tanimh
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Ec:y2=x3+cx,ceIFp

eliptik egri ailesi iizerindeki rasyonel noktalarin sayisi ¢ parametresine bagli olarak
modiilo 8 de siiflandirilabilir. Park ve arkadaslar1 (2003) calismasinda E. egri ailesi

tizerindeki rasyonel nokta sayisini asagidaki sekilde siniflandirmistir:

2.5.1 Teorem. (Park ve ark. 2003) I, tizerinde E. : 3* = x> + cx eliptik egri ailesi verilsin

ve p =1, 5 (mod 8) olsun. Bu durumda

0(mod8) ¢, IF," de4.dereceden kalan
#E (F,)=14(mod8) c, F,' de2.dereceden kalan ama 4. dereceden kalan degil
2(mod8) ¢, F," de2.dereceden kalan degil

olur.

Bu eliptik egri ailesi tlizerinde yapilan bazi hesaplamalar sonucunda yukaridaki
teoremde bir yanlishk oldugu belirlenmistir. Bu durum asagidaki 6rnek ele aliarak

aciklanabilir.

2.5.2 Ornek 1. p = 29 ve ¢ = 4 olsun. ¢ sayist modiilo 29 da ikinci dereceden kalan

fakat, 4. dereceden kalan degildir. Teorem 2.5.1 e gore #E(Fy) = 4 (mod 8) olmasi

beklenmektedir, halbuki
>E:=EllipticCurve([GF(29) | 0, 0, 0, 4, 0]);
>H#E;
>40

olup #E(IF29) = 0 (mod 8) dir. Ayni sinifta kalan ¢ degerleri i¢in de benzer sonuglar elde

edilir.

2. p =29 ve ¢ = 7 olsun. ¢ sayis1t modiilo 29 da dérdiincii dereceden kalandir. Yine ayni

teoreme gore #E(F29) = 0 (mod 8) olmas1 beklenmektedir. Halbuki

>E:=EllipticCurve([GF(29) | 0, 0, 0, 7, 0]);
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>H#E;
>20

olup #E(IFy9) = 4 (mod 8) dir. Ayn1 sinifta kalan ¢ degerleri i¢in de benzer sonuglar elde

edilir.

2.5.3 Uyar1. Teorem 2.5.1 in ispati incelendiginde (Park ve ark. 2003) de yer alan
(3-7) ve (3—8) numaral1 formiiller, sirasiyla, p = 1 (mod 8) ve p = 5 (mod 8) i¢in gegerli
oldugu halde teoremin ispatinda beraber kullanilmistir. Bu formiiliin ayr1 ayr

kullanilmas1 halinde asagidaki sonug elde edilir;

2.5.4 Teorem. (inam ve ark. 2007a) F, iizerinde E, : y* = x’ + cx eliptik egri ailesi

verilsin.
i. p=1 (mod 8) ise bu durumda
0(mod8) ¢, F," de4.dereceden kalan

#E.(F,)=14(mod8) ¢, F,"de2.dereceden kalan ama 4. dereceden kalan degil
2(mod8) ¢, F," de2.dereceden kalan degil

il. p=5 (mod 8) ise bu durumda

4(mod8) ¢, F,' de4.dereceden kalan
#E.(F,)=10(mod8) c, F,"de2.dereceden kalan ama 4. dereceden kalan degil
2(mod8) ¢, F," de2.dereceden kalan degil

2. Sonlu Cisimler Uzerinde Tanimh Frey Eliptik Egrileri

Eliptik egriler ile modiiler formlar arasindaki iliski ¢aligmanin ilerleyen kisimlarinda ele
alinacaktir. Ancak Frey eliptik egrileri, Modiilarite Teoremi (daha once Taniyama-
Shimura-Weil Konjektiirii) ile Fermat’in Son Teoremi arasindaki iliskiyi ortaya
koymaktadir. Bu egrilerin 6zel bir sinifinin sonlu cisimler iizerindeki nokta sayilarinin

siiflandirilmasi ¢aligmanin sonuglarindan birisi oldugu i¢in bu boliimde yer almaktadir.

Fermat’in Son Teoremi ile eliptik egriler arasinda siki bir iligki vardir (Wiles 1995).

Taniyama’nin 1955’de Japonya’nin Nikko kentinde diizenlenen Sayilar Teorisi
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konferansinda ortaya attig1 konjektiiriin yanls olan ilk versiyonu Shimura tarafindan

1957°de diizeltilmistir. Andre Weil tarafindan 1967’de yeniden ifade edilen ve

diizenlenen konjektiir kabaca “Q tizerindeki her bir eliptik egrinin modiiler oldugunu

sOylemektedir” (Bu konjektiire daha sonra tekrar deginilecektir). 1985°te Gerhard Frey,
Fermat’in Son Teoremi’ndeki o anda bilinen ters 6rneklerin aslinda modiiler olmayan
eliptik egriler oldugunu diistinmekle beraber Taniyama-Shimura-Weil Konjektiiri’niin
Fermat’in Son Teoremi’ni gerektirdigini iddia etmistir. Boylece Jean Pierre Serre’nin
katkilari, Ken Ribet’in bu iddiay1 ispatlamasi (Ribet 1990a) ve (Ribet 1990b) ile

Fermat’in Son Teoremi’nin ispatinda 6nemli bir yol kat edilmistir (Anonim 2011a).

p asal ve a, b, ¢ € Z igin Fermat esitliginin o’ + b’ = ¢ gergeklendigi varsayilsin. Bu

esitlik uygun degisken degisimi yardimiyla, Gerhard Frey’in modiiler olmadigini iddia

ettigi, Q lizerinde tanimli

V=x(x-d)(x-)

egri ile ifade edilir.

a’=—1V =n € F,olmak tzere Frey eliptik egrilerinin y? =x" —n’x ailesinin nokta
sayilart ile ilgili, ispati daha oncekilerden degisik ve daha basit olarak verilmis olan
calismanin sonuglaridan birisi (Inam ve ark. 2007b) de yer almustir.

2.5.5 Teorem. (Inam ve ark. 2007b) F, iizerinde E, : y* =x’ — n’x eliptik egri ailesi

verilsin ve p = 1 (mod 8) olsun. Bu durumda

YE (F E{O(mod8) neQ,
r 4(mod8) :ngQ,

olur, burada Q,, IF, de ikinci dereceden kalanlarin kiimesidir.

Teoremin ispat1 i¢in bazi 6n hazirliklar gerekmektedir.

2.5.6 Onerme. (Ireland ve Rosen 1981) p tek asal say1 olsun. Bu durumda
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&y +e) -1 :c#0(modp)
- p—1 :c=0(modp)

olur.

2.5.7 Sonug. p tek asal say1 olsun. Bu durumda

pz_i(iz_nzlz{_l 1 #0(mod p)

p p—1 :c=0(modp)

i=

olur.

ispat. Onerme 2.5.6 da ¢ = n” alinarak sonug elde edilir.

E, :y* =x’ — n’x Frey eliptik egrilerinin iizerindeki rasyonel noktalarm sayis1t Wilson

Teoremi yardimiyla Legendre sembolii kullanilarak hesaplanabilir.

2.5.8 Teorem. p = 1 (mod 4) 6zelligindeki asallar i¢in

p-1
2(i*=n”)_ |+1 :p=1(mod8)
p ) |-1 :p=5(mod8)

i=1
i#n

olur.

Ispat. Sonug 2.5.7 geregi

p-1
p-l/ 2 2 2 2 (2 _ 2
i=0 p p 1=1 p

3

olur. n = 0 (mod p) olmast halinde y* = x* — n’x egrisi singiiler bir egri olur ki, singiiler

egriler bu ¢alismanin kapsami disindadir.

2

" ] =+1 dir. Dolayisiyla

p=1,5 (mod 8) oldugundan —n* € 0, ve boylece (

i(fz_an =-1 (2.3)

elde edilir.
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_ 2 2
M={1Si§p—li(l "j:ﬂ}
2 P
.2 2
Nz{lg'sp—l:(l ”j:—l}
2 p

olmak iizere (2.3) esitligi geregi N kiimesinin eleman sayisi M kiimesinin eleman

Ve

sayisindan bir fazladir. Ciinkii i = n ve i = p — n i¢in i — n* = 0 (mod p) oldugu

bilinmektedir. Ustelik # ya da p — n degerlerinden yalmzca birisi (1, pT—l) araliginda

kalir. Boylece n ya da p — n degerlerinden yalmzca birisi igin i* — n%, p ile bélinebilir,

22

yani sadece bu deger i¢in (Z & j: Oolur. i nin diger tiim degerleri i¢in (L) degeri

p

ya +1 ya da —1 olur. Ustelik (2.3) esitligi geregi bu toplamdaki elemanlarin sayisi gifttir,

bdylece —1’lerin sayis1 +1’lerin sayisindan bir fazla olur. O halde

(iz ‘”zjz (D=0 E
p

-l

i

i=1
i#n

olur.

2.5.9 Onerme. (Park ve ark. 2003) p = 1 (mod 4) 6zelligindeki asallar i¢in

p-1

i) |+l :p=1(modg)
g(;}{q : p=5(mod8)

olur.

Frey eliptik egrileri iizerindeki nokta sayilar1 Oncelikle egri {izerindeki ikinci
mertebeden noktalarin sayisina baglidir. Diger yandan Neal Koblitz’e (1984) gore bir
eliptik egri lizerindeki ikinci mertebeden noktalar ise (x, 0) formunda olan noktalardir.

E[m] ile E eliptik egrisi tizerindeki m. mertebeden noktalarin kiimesi gosterilsin, yani

E[m]={P e EF,) :mP=0}

olsun.
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2.5.10 Lemma. £, [, tizerinde taniml Frey eliptik egrileri olsun. Bu durumda

HE,[2] = 4

olur.

Ispat. Bir eliptik egri iizerindeki ikinci mertebeden noktalar ikinci bilesenleri sifir olan

noktalardir ve bunlar (x, 0), (p —x, 0), (0, 0) ve O noktalaridir.

Tim bu 6n hazirliklarla beraber nokta sayisin1 hesaplamak icin

-1 -1 -1

() )

i=1 i=1 i=l
i#n i#n i#n

carpiminin  hesaplanmasi gereklidir. Ikinci derecede kalanlar ile nokta sayilari

arasindaki iliski asagidaki 6nerme yardimiyla verilmistir.

2.5.11 Onerme i. p = 1 (mod 8) 6zelligindeki asallar i¢in

-1

2 ( +1 :neQ,
H[;j_{—l tngQ,

ii. p =5 (mod 8) 6zelligindeki asallar i¢in
ﬁ i -1 :neQ,
i\p 41 ne o,

Ispati. p =1 (mod 8) olsun. Bu durumda ¢arpimda tek sayida eleman vardir. Béylece

olur.

n € O, olmasi halinde [Ej = +1 oldugundan
p

ve n ¢ O, olmasi halinde (ﬁj = —1 oldugundan
P
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olur.

Il. p =5 (mod 8) olsun. Bu durumda ¢arpimda ¢ift sayida eleman vardir. Bdylece n € Q,

olmasi halinde (2] =1 oldugundan
p

olur.

Teorem 2.5.5 in ispati. p = 1 (mod 8) olsun. Bdylece n € O, ise Onerme 2.5.11 geregi

p-1
ﬁ(LJ =+1
izt \ P ’

olup, Teorem 2.5.8 geregi

. .2 2
olur. O halde 1<i<? 5 ! i¢cin (LJ(Z " ) = +1 esitligini gercekleyen i sayilan ¢ift
P P

sayidadir. Boylece Lemma 2.5.10 geregi
#E,(F,) =0 (mod 8)

olur.

Benzer sekilde n ¢ O, ise Onerme 2.5.11 geregi
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olup, Teorem 2.5.8 geregi

_ . 22
olur. O halde 1<i<® 5 ! icin [Lj(l L j = —1 esitligini gergekleyen i sayilar tek
p p

sayidadir. Boylece Lemma 2.5.10 geregi
#E,(F,) =4 (mod 8)

olur.

p =5 (mod 8) olsun. Bdylece n € Q, ise Onerme 2.5.11 geregi

olup, Teorem 2.5.8 geregi

. 2 2
olur. O halde 1<i<? 5 ! icin (LJ(Z " j = +1 esitligini gergekleyen i sayilar ¢ift
P P

sayidadir. Boylece Lemma 2.5.10 geregi
#E,(F,) =0 (mod 8)

olur.

Benzer sekilde n ¢ Q, ise Onerme 2.5.11 geregi

olup, Teorem 2.5.9 geregi
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olur. O halde 1<i<? 5 ! icin [Lj(l L J = —1 esitligini gergekleyen i sayilar tek
p p

sayidadir. Boylece Lemma 2.5.10 geregi
#E,(F,) =4 (mod 8)

olur ve ispat tamamlanir.

2.5.12 Uyar1. Hesaplamalar yapilirken i = n durumu, yani (0, 0) noktas1 Lemma 2.5.10
da dikkate alinmustir.

2.6 Q Uzerinde Tammh Eliptik Egriler

Boliim basinda E eliptik egrisinin herhangi bir K cismi iizerinde tanimlanabilecegi

belirtilmisti. K = Q durumunda akla gelen ilk soru eliptik egri lizerindeki rasyonel

noktalarin sayis1 olmustur. Bu saymin sonsuz olmasi beklenen bir cevap oldugu halde

bu say1 sonlu da olabilir, 6zellikle bu saymin sonlu olmast durumlar1 oldukga ilgingtir.

Diger yandan, K = QQ halinde £(Q), £ nin bir abelyen alt grubu oldugundan E(Q) nun

grup yapisinin belirlenmesi de bu durumun 6nemli problemlerinden birisidir. Buradan

hareketle eliptik egriler lizerinde farkli yapilar olugturulmustur. £(Q) nun grup yapisiyla

ilgili olarak verilen asagidaki teorem Q cismi i¢in verildigi halde her hangi bir K say1

cismi iizerinde de gegerlidir.

2.6.1 Mordell-Weil Teoremi. (Silverman 1986) E, Q iizerinde taniml1 bir eliptik egri

olsun. Bu durumda E(Q) sonlu iiretegli bir gruptur.
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2.6.2 Tamim. E, QQ lizerinde tanimli bir eliptik egri olsun. £ egrisinin sonlu mertebeli
noktalarinin olusturdugu alt gruba E nin forsiyon alt grubu denir ve bu alt grup Eios(Q)
ile gosterilir. 7 negatif olmayan tamsay1 olmak lizere Ei(Q) @ Z" grubuna E nin

Mordell-Weil grubu ve r sayisina da E nin ranki denir.

2.6.3 Uyan 1. E eliptik egrisi i¢in
EQ)zExs(Q) @7

dir.

2. Trygve Nagell ve Elisabeth Lutz’in 1930’larda bagimsiz olarak ispatladig1 asagidaki

teorem kullanilarak bir E eliptik egrisi verildiginde Eis(Q) u belirlemek miimkiindiir.

2.6.4 Lutz-Nagell Teoremi. (Washington 2003)

E:y*=x+Ax+B, (4,B € 7)
Q tzerinde bir eliptik egri, P = (x, y) € E(Q) noktas1 ise sonlu mertebeli olsun. Bu

durumda x, y € Z’dir ve y # 0 olmas1 halinde
y* | 44°+27B°

olur.

Asagidaki sonu¢ Mordell-Weil Teoremi’nin direk bir sonucudur.

2.6.5 Sonug. E, Q iizerinde tanimli bir eliptik egri olsun. Bu durumda E,s(Q) sonludur.
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2.6.6 Uyan 1. » = 0 durumunda Q {izerinde tanimli E eliptik egrisi lizerinde sonlu tane

rasyonel nokta olacagi, yani E(Q) nun sonlu olacagi agiktir. Bu ozellikteki eliptik

egriler bu ¢alisma i¢in olduk¢a 6nemli bir egri ailesi olusturmaktadir.

2. Q iizerinde tanimli E eliptik egrisi verildiginde Eis(QQ) nun izomorf olabilecegi tiim

gruplar Barry Mazur’un (1977) ve (1978) asagidaki teoremiyle verilmistir.

2.6.7 Teorem. (Mazur 1977, 1978) E, QQ lizerinde tanimli bir eliptik egri olsun. Bu

durumda

£ B 7, :1<n<10,n=12
or(@) = 7, @7, :1<n<4

olur. Bundan bagka bu gruplardan her birisi i¢in FEios(Q) bu gruplara izomorf olacak

sekilde bir E eliptik egrisi de vardir.

2.6.8 Uyan 1. Yukaridaki teoremler yardimiyla Q {izerinde tanimli £ eliptik egrisinin

torsiyon alt grubunu belirlemek miimkiin oldugu halde verilen bir eliptik egrinin rankini
hesaplamak ¢ok daha zordur ve genel olarak bir eliptik egrinin rankini1 hesaplayabilecek
bir yontem de yoktur. Baz eliptik egrilerin ranklari, bazi programlar yardimiyla kolayca

hesaplanabildigi halde bazilarinin ranklar1 ise hesaplanamamaktadir.

2. (Rubin ve Silverberg 2002) de eliptik egrilerin ranklar1 hakkindaki tarihsel siire¢
bulunabilir. Mordell-Weil grubunun tanimina dikkat edilirse, bir eliptik egrinin rankinin

aslinda £ nin {izerindeki rasyonel noktalarinin kiimesine bagli oldugu agiktir.
3. Biiyiik ranka sahip eliptik egrilerin varlig1 problemi giincel bir problem olup, bu

calismanin hazirlandig: sirada literatiirdeki ranklarla ilgili rekor Noam FElkies’e ait olup

(2006),
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E:y2+xy+y=x3—x2—

20067762415575526585033208209338542750930230312178956502x +
3448161179503055646703298569039072037485594435931918036126600829629193
9448732243429
eliptik egrisi lizerinde sonsuz mertebeli bir birinden bagimsiz 28 nokta
hesaplandigindan bu eliptik egrinin ranki en az 28 dir. Literatiirdeki diger kayitlara
(Anonim 2011b) de erisilebilecegi gibi keyfi dereceli ranka sahip olan eliptik egrilerin

varlig1 da konjektiir olarak ifade edilmistir (Silverman 1986).
2.7 Eliptik Egrilerin Kuadratik Twistleri

Calismada kullanilan yontem ig¢in eliptik egrilerin kendileri kadar onlarin kuadratik
twistleri de olduk¢a énemli oldugundan bu kisimda verilen bir egri i¢in kuadratik twist

kavrami tanimlanacaktir.

2.7.1 Tamm. E, Q fiizerinde bir eliptik egri, D i¢inde kare say1r bulundurmayan bir

tamsay1 ve E eliptik egrisi

E:y2=x3—g2x—g3
biciminde verilmis olsun. E eliptik egrisinin D-kuadratik twisti Ep ile gosterilir ve
Ep:y'=x—g, D’x— gD’

bigiminde tanimlanir.

2.7.2 Uyar. E ile twisti olan Ep eliptik egrisi Q iizerinde izomorf olmadiklar1 halde

Q( JD ) iizerinde birbirine izomorfturlar.
2.8 Eliptik Egrilerin L-Fonksiyonlari, L-Serileri ve Kondiiktor
Bu kisimda eliptik egrilerle modiiler formlar arasinda koprii goérevi goren,

eliptik egriler icin karmasik degerli olan “L-Fonksiyonlar1” ele alinacaktir. Bu kisma

kadar sadece aritmetik 6zellikleri ele alinan eliptik egrilerin, L-Fonksiyonlar1 yardimiyla
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diger ozellikleri de incelenecektir ve bu fonksiyonlarin analitik 6zellikleri kullanilarak
eliptik egrilerin L-Serileri verilecektir. Son olarak bir eliptik egrinin kondiiktori

tanimlanacaktir.

Verilen herhangi bir eliptik egrinin, gerektiginde uygun degisken degisimleri yapilarak

3

A, B € 7 olmak iizere y* = x* + Ax + B biciminde ifade edilebilecegi daha once

belirtilmistir.

2.8.1 Tamim. p bir asal say1 ve E : y* =x’ + Ax + B (4, B € 7Z) olsun. Eger 4 ve B,

modiilo p de indirgendiginde y* = x’ + Ax + B (mod p) singiiler olmayan bir eliptik egri
oluyor ise E eliptik egrisi modiilo p de iyi indirgemeye sahiptir, aksi takdirde E eliptik

egrisi modiilo p de kotii indirgemeye sahiptir denir.

2.8.2 Uyan 1. E eliptik egrisinin modiilo p de iyi ya da koétii indirgemeye sahip olmasi
durumu tamamen E nin diskrimantina bagl olup, 4 nin biiyiimesi halinde onu bolecek

olan asal sayilarin da artacagi fakat bunlarin sayisinin yine de sonlu ise olacagi agiktir.

2. Bu kisimda eliptik egrilerin L-Fonksiyonlarini tanimlamak i¢in gerekli 6n hazirliklar

yapilacaktir, ilk olarak Zeta fonksiyonlar1 ele alinacaktir.

2.8.3 Tamm. E, F, cismi iizerinde tanimh bir eliptik egri ve N, = #E( IFP,,) olsun. Bu

durumda FE eliptik egrisinin Z-fonksiyonu Zg(T) ile gosterilir ve

N

Zg, ) (T) = e !

olarak tanimlanir.
2.8.4 Uyar. E eliptik egrisinin Z-fonksiyonu bu egrinin aritmetik 6zelliklerini bir ireteg

fonksiyonun katsayilar1 yardimiyla incelemeye yarar. Bu fonksiyon uygulamada daha

cok asagidaki onermede verildigi sekliyle kullanilir.
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2.8.5 Onerme. (Washington 2003) E, T, iizerinde bir eliptik egri ve #£(F,) =p +1—a
olsun. Bu durumda
pT? —aT +1

2D = =

olur.

2.8.6 Tanim. s € C olmak iizere E eliptik egrisinin zeta fonksiyonu gx(s) ile gosterilir

2 miz

olmak tzere
G, p(8) = ZE,p(qis)

veIm(z)>0,g=e

olarak tanimlanir.

2.8.7 Uyari. Tanimda yer alan fonksiyona ‘“zeta” fonksiyonu denilmesinde bu
fonksiyonun da klasik Riemann-Zeta fonksiyonu ile benzer bir fonksiyonel esitligi
gerceklemesinin rolii biiyiiktiir. Riemann-Zeta fonksiyonu igin verilen asagidaki

konjektiir, Riemann Hipotezi olarak adlandirilir.

2.8.8 Konjektiir. (Riemann 1859) s € C olmak iizere

a)= Y-

Riemann-Zeta fonksiyonu i¢in 0 < Re(s) < 1 ve {{(s) = 0 ise Re(s) = % dir.

2.8.9 Teorem. (Washington 2003) E sonlu cisim iizerinde tanimli bir eliptik egri olmak

lizere
i. é/E,p(S) = gE,p(l - S),

ii. &, p(s) =0 ise Re(s) =

N | —

dir.

2.8.10 Uyan 1. #E(F,) = p + 1 — a, olsun. E eliptik egrisinin L-Fonksiyonu “yaklagik”

olarak
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H(l —a,p”’ + p >_1 (2.4)

i p
Euler carpimi olarak tanimlanir. Tanimdaki “yaklasik™ nitelemesinin sebebi, bu tanimda
sadece E eliptik egrisinin kotli indirgemeye sahip oldugu p asallarinin dikkate

alimmayisidir.
2. Dikkat edilirse (2.4) ifadesi ¢z, ,(s) nin paydasindan baska bir sey degildir.

2.8.11 Tanim. E eliptik egrisi modiilo p de kotii indirgemeye sahip olsun. Bu durumda
x’ + Ax + B polinomunun modiilo p de katli kokleri vardir. Buna gore

i. x> + Ax + B polinomunun modiilo p de 3 katli kokii varsa E eliptik egrisi
modiilo p de toplamsal indirgemeye sahiptir,

ii. ¥’ + Ax + B polinomunun modiilo p de 2 katli kokii varsa E eliptik egrisi

modiilo p de ¢arpimsal indirgemeye sahiptir denir. Ustelik singiiler noktadaki teget

dogrunun egimi IF, de kaliyor ise E parcalanmis ¢arpimsal indirgemeye, aksi takdirde £

par¢alanmamis ¢carpimsal indirgemeye sahiptir denir.

2.8.12 Ornek. E : y* = x (x + 35)(x — 55) eliptik egrisi goz 6niine almsm. E eliptik
egrisi modiilo 5 de indirgenirse

E:y2 =x

halini alir, bu durumda 3 kathi kok oldugundan, E eliptik egrisinin modiilo 5 deki koti

indirgemesinin ¢esidi toplamsal indirgemedir. Diger yandan ayn1 egri modiilo 7 de
yo=x @t

biciminde bir kotii indirgemeye sahip olup, (0, 0) noktasindaki tegetin egimi [, de

kaldig1 i¢in pargalanmis carpimsal indirgemeye sahip olup, modilo 11 de
indirgendiginde
P =x @ +2)

bi¢imindeki kotii indirgemenin ¢esidi pargalanmamis ¢arpimsal indirgemedir.
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2.8.13 Uyar. [, cisminin karakteristiginin 2 ve 3 olmasi halinde £ eliptik egrisinin kot

indirgemesinin ¢esidi egrinin Weierstrass esitligi yardimiyla belirlenir.

2.8.14 Tamm. E, [F, lizerinde tanimli ve modiilo p de kétii indirgemeye sahip olan bir

eliptik egri olsun. Bu durumda a, sayis1

0 :E, p'de toplamsal indirgemeye sahip
a, =11 :E, p'deparcalanmus carpimsal indirgemeye sahip (2.5)

p
—1: E, p'de parcalanmamis ¢arpimsal indirgemeye sahip

bi¢giminde tanimlanir.

2.8.15 Tamm. E, Q lizerinde bir eliptik egri ve 1yi p asallar1 i¢in a, = p + 1 — #E(IF)),

kotii p asallart igin (2.5) esitligindeki gibi olsun. E eliptik egrisinin L-Fonksiyonu

Li(s) = H(l —a,p”’ )71 H(l —a,p+ P )—1

kotii p i p
Euler ¢arpimi olarak tanimlanir. (a, iizerindeki | a, | <{/2p Hasse smir1 yukaridaki

carpimin Re(s) > % ozelligindeki s sayilart i¢in yakinsak olmasini gerektirdiginden

Lg(s) fonksiyonu iyi tanimlidir (Washington 2003).)

- . . s EDYR S B
E egrisinin L-Fonksiyonunun her bir (l—ap p+p ) iyi garpani, a . =czp2 -p
olmak iizere

N

—s _2s Y! -5 -
(l—app‘+p]2) =1+app +ap2p2 +...

biciminde bir seri agilimina sahiptir.

2.8.16 Tamim. Tiim p asallar lizerinden carpim alinmak tizere E egrisinin L-Serisi

Li(s) = iann’s
n=1
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olarak tanimlanir. Burada n = H pje-" bi¢ciminde ise a, = Ha o€, dir. (Lg(s) serisi de
j i

Re(s) > % ozelligindeki s sayilari i¢in yakinsak bir seridir.)

2.8.17 Tamm. E, Q iizerinde tanimli bir eliptik egri ve p bir asal say1 olsun. J,,

Gal(@/ Q) nin p deki E eliptik egrisinin T,(£) Tate modiiliiniin atalet grubu tlizerindeki

vahsi dallanmanin 6l¢timii ve

0: E, p deiyiindirgemeye sahip
l: E, p de carpimsal indirgemeye sahip
U 2: E, p de toplamsal indirgemeye sahip ve p # 2,3

2+06,: E, pdetoplamsalindirgemeye sahip ve p =2,3

olmak iizere E eliptik egrisinin kondiiktorii Ng ile gosterilir ve
— Jo
Ny = | I p
P

olarak tanimlanir (Silverman 1986).

2.8.18 Ornek 1. E : y* + y = x* — x* + 2x — 2 eliptik egrisi goz oniine almsmn. E nin p
asalinda iyi ya da kétii indirgemeye, kotii indirgemeye sahipse de bu indirgemenin
cesidi dncelikle bu egrinin diskriminantina baghdir. £ egrisi i¢in 4 = — 875 oldugundan
bu say1y1 bolen asallar i¢in E eliptik egrisi kotii indirgemeye sahip, diger asallar i¢in iyi
indirmeye sahiptir. f, nin tanimina dikkat edilirse E egrisinin 1yi indirgemeye sahip
oldugu asallarin, N sayisina herhangi bir etkisi yoktur. 875 sayisinin asal ¢arpanlar1 5
ve 7 olup, p = 5 i¢in E egrisinin kotii indirgemesi toplamsal, p = 7 i¢in E egrisinin koti
indirgemesi ise ¢arpimsal indirgemedir. O halde
Ng=25-7=175

olur.

2. E:y* =x"+ x>+ 4x + 4 eliptik egrisi goz oniine almsin. E egrisinin p =5 ve p =2 de

kotii indirgemeye sahiptir. p = 5 deki kotli indirgemenin ¢esidi ¢arpimsal indirgeme
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olup f, = 1 olup, p = 2 deki kotii indirgemenin ¢esidi toplamsal indirgeme ve J, = 0 olup
J» =2 dir. Boylece E egrinin kondiiktorii
Ng=5-2=20

olur.
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3. MODULER FORMLAR

Modiiler formlar ¢alismanin asil ikinci boliimiinii olusturmaktadir. Bu boliimde modiiler
form ve buna baglh kavramlar tanimlanacak, bunlarin temel Ozellikleri {izerinde

durulacaktir.
3.1 Giris

Bu kisimda modiiler grup ve alt gruplar1 tanimlar1 hatirlatildiktan sonra bu gruplara

bagli olarak tanimlanan modiiler formlar tanimlanacaktir.

3.1.1 Tammm. R herhangi bir degismeli halka ve R* R halkasinin tersi olan

elemanlarinin ¢arpimsal grubu olsun. a, b, ¢, d € R ve detg = ad — bc € R* olmak iizere

_(a b
& c d
bigimindeki matrislerin grubuna genel lineer grup denir ve bu grup GL,(R) bigiminde

gosterilir. Ozel olarak, GLy(R) nin determinant1 1 olan matrislerini olusturdugu alt gruba

0zel lineer grup denir ve bu grup SLy(R) bi¢ciminde gosterilir.

3.1.2 Uyan 1. GL,(R) nin matrislerin carpma islemine gore bir grup oldugu aciktir.

2. Yukaridaki tanimda R = R, Z veya Z, alnabilir. Bu ¢alismada ilk iki durum ile

ilgilenilecektir.

b ~
3.1.3 Tanim. g = [a dJ € SLy(R) ve z € C olmak iizere C = C U { o } Riemann
c

kiiresinin kesirli lineer doniisiimleri

az+b. 4~ limgz 3.1)
cz+d c o
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olarak tanimlanir. Bdylece, gi = oo ve ¢ = 0 olmas1 halinde goo = oo olur.
c

3.1.4 Uyan 1. (3.1) bi¢cimindeki dontistimlerin kiimesi fonksiyonlarin bileskesi islemine
gore bir grup olusturur. Bu grubun elemanlarinin C kiimesi tizerinde grup etkisi vardir,

yani her g, 2> € SLy(R) ve z € C icin g1(g22) = (g1g2)z olur.

-1 0
2. Dikkat edilirse g = —[ = ( 0 J € SLy(R) matrisinin de (3.1) esitligi kullanilarak
0zdeslik elemanini1 verecegi agiktir. Bundan baska +/ matrisleri C iizerinde asikar
olarak hareket eden tek matrislerdir. Gergektende her z € C igin

az+b
=z
cz+d

esitligi dikkate alimirsa cz* + (d — a)z — b = 0 ve dolayisiyla b = ¢ = 0 ve a = d olarak

bulunur. Bu o6zellikteki matrisler i¢cinde determinant1 1 olan matrisler sadece *+/ €

SLy(R) dir.

3. Yukaridaki tartigma nedeniyle, 6zdeslikten farkli her bir elemani asikar olmayan

harekete sahip dontistimlerin kiimesi SLy(R) / { £I }, projektif ozel lineer grup olarak

adlandirilir ve PSL,(R) ile gosterilir.

4. H={z e C:Im(z) >0}, yani H iist yar1 diizlem olsun. Dikkat edilirse SLy(R)’nin

elemanlar1 H’yi korur, yani her z e C i¢in im(z) > 0 ise Im(gz) > 0 dir.

3.1.5 Tanim. SL,(R) nin

b
=1 (a d] ca,b,c,deZ,ad—bc=1}
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bi¢iminde tanimlanan alt grubuna modiiler grup denir ve SLy(Z) ile gosterilir.

3.1.6 Tanmim. N dogal sayis1 i¢in SLy(Z) nin
a b
(N :={ ( djeSLz(Z):bECEO,aEdEImodN}
c
olarak tanimlanan alt grubuna temel denklik alt grubu denir. SL,(Z) nin

(N =1 (a Z]eSLz(Z):cEOmodN}
C

LN = [a SJESLz(Z):CEO,aEdEImodN}
C

olarak tanimlanan alt gruplarina da Hecke tipindeki modiiler gruplar: denir.

3.1.7 Uyan 1. N =1 durumunda

SLy(Z) =1, (1) =1} (1) =1I(1)

oldugu aciktir.

2. Dikkat edilirse

SLZ) 21, (1) 217 (1) 2 (1)

olup, tistelik M | N 6zelligindeki M ve N dogal sayilar1 i¢in

Io(M)2 Iy (N), I1 (M) 2 I (N), I'(M) 2 I'(N)

olur.

3. Tanim 3.1.6 daki N sayisina 7, (N), I; (N) ve I'(N) alt gruplarinin seviyesi denir.

4. T(N) < I'(1) dir.
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3.1.8 Onerme. (Koblitz 1984) I"modiiler grup ve I'= I"/ { £/} olsun. Bu durumda

I grubu

doniisiimleri tarafindan iiretilir.

3.1.9 Tamum. f(z), H iizerinde tanimli meremorf bir fonksiyon ve k bir pozitif tamsay1
: a b -
olsun. f(z) fonksiyonu her y = { d] € SLy(7Z) igin
c
f) = (ez + ) f2) (3:2)

ve 0zel olarak 7've S elemanlari igin

fiz +1)=fz),
fi=1/2)= (=) flz)

esitliklerini gerceklesin. Ustelik A{z), sonsuzda meremorf, yani ¢ = ¢*™ olmak iizere

f(2)=>aq"

(3.3)

Fourier serisinin n < 0 6zelliginde en fazla sonlu sayida a, katsayis1 sifirdan farkli olsun.

Bu durumda f{z) fonksiyonuna /"= SLy(Z) i¢in k-agirlikli modiiler fonksiyon denir.

A2), I'= SLy(Z) i¢in k-agirlikli modiiler fonksiyon olsun. Eger f(z), H lizerinde ve z = oo
da analitik (yani her n < 0 i¢in a, = 0) ise f{z) fonksiyonuna I" = SLx(Z) i¢in k-agirlikli

modiiler form adi verilir ve bu fonksiyonlarin kiimesi M(7) ile gosterilir.
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Eger ap = 0, yani modiiler form sonsuzda sifir oluyor ise f(z) ye I" = SLxZ) igin

k—agirlikli cusp form denir ve bu fonksiyonlarin kiimesi de Si(7) ile gosterilir. f(z)

modiiler fonksiyonunun (formunun) (3.3) deki seri agilimma f{z) fonksiyonunun

(formunun) g-a¢ilim: denir.

3.1.10 Uyan 1. k tek say1 ise 7 igin sifirdan farkli £ agirlikli modiiler fonksiyon yoktur.

-1 0
Bu durum (3.2) de y = (O J alinarak k& sayisinin daima ¢ift olmas1 gerektigi

gortilebilir.

2. Belirli bir agirliga sahip modiiler fonksiyonlar, modiiler formlar ve cusp formlarin
kiimesi fonksiyonlarin bileskesi ve skaler ile ¢carpim islemleri ile birlikte bir karmasik
vektor uzay1 olurlar. Buna ek olarak k; agirlikli bir modiiler fonksiyon (ya da form) ile
ky agirlikli bir modiiler fonksiyonun (ya da formun) ¢arpimi k; + &, agirlikli, bolimii ise
k; — k; agirlikli bir modiiler fonksiyon (form) olur. Ozel olarak sifir agirlikli modiiler

fonksiyonlarin kiimesi bir cisimdir (Miyake 2006).

3.F={zeH:Re(z) < %, | z| > 1}, I'modiiler grubunun temel bolgesi ve z = x + iy

olsun. duz) = y “dxdy olmak iizere

<,>MxS§->C <fig>:= J-f(z)@fm(z)kdv(z)

biciminde tanimlanan i¢ g¢arpim fonksiyonuna Petersson i¢ ¢arpimi denir. Bu ig

carpimla birlikte modiiler formlar uzayi bir i¢ ¢arpim uzayi olur.

3.1.11 Ornek. k > 2 ift tamsay1 olsun. z € H igin

1

(mz + n)*

Glz) =)

m,n
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biciminde tanimlanan seriye Eisenstein serisi ad1 verilir. Burada Z' simgesi toplamin
ikisi birden ayni anda sifir olmayan m ve n tamsay1 ¢iftleri iizerinden alindigim
gostermektedir. Bu sekilde tanimlanan Gj fonksiyonu bir modiler formdur, yani
Gi(z) € M(I') dir (Koblitz 1984). Gi(z) nin g-acilim1 hakkinda asagida verilen 6nerme

modiiler formlar tizerinde aritmetik yapmayi kolaylastirir.

3.1.12 Onerme. (Koblitz 1984) k > 2 ¢ift tamsay1 ve z € H olsun. Bu durumda

1
(mz + n)"

Glz)= )

m,n

fonksiyonunun

Gilz) = 25(1()[1 _é_kiakl (n)q"j

k n=1

biciminde bir g-agilimi vardir, burada g = ¢*™, By, k. Bernoulli sayis, ¢(k), Riemann-

Zeta fonksiyonun k& daki degeri ve

o, (n)=>d""

dln

dir.

3.1.13 Uyari. Uygulamada modiiler formlarin g-agilimindaki rasyonel katsayilar1 elde
edebilmek icin Gi(z) nin normallestirilmis Ei(z) Eisenstein serisinin dikkate alinmasi

gerekir. Bu seri

i) = % Gio)=1- %"Zak_lq"

bi¢iminde tanimlanur.

Eq(z) =1+ 240 iq(n)q"

n=1

Ve

En(z)=1- 26420'9(11)(]"

n=l
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serileri birer normallestirilmis serilerdir.
3.2 Hecke Operatorleri

3.2.1 Tammm. M,, katsayilar1 tamsayi, determinanti m olan 2x2 tipinde matrislerin
kiimesi ve /'= M; modiiler grup olsun. Agirlig1 £ olan bir f{z) modiiler formu verilsin.

Bu durumda f(z) iizerinde hareket eden m. Hecke operatorii T,, ile gosterilir ve

az+b

—k
T fiz) = m'! g oo D f(—cm) (3:4)

'\M
c d]e m

bigiminde tanimlanir.

3.2.2 Uyan 1. Buradaki m"* ' carpani, tamsay1 olan Fourier katsayilarinimn griintiisiiniin
de tamsay1 olmasini gerceklemektedir. (3.4) esitligi diizenlenerek
_ 1 az+b
SR W (=)
b(

a,d>0 moday \cz+d
ad=m

biciminde ifade edilebilir.

2.f(z) = Zanq” bi¢iminde bir g-agilimina sahipse 7,, Hecke operatorii 7, f(z) Zanq”

biciminde bir g-agilimina sahiptir, burada

— k-1
bn ZI" amn/rz

r>0,r|(m,n)

dir.

3. Tanima dikkat edilirse, 7;, ve T,, f(z) modiiler formu i¢in Hecke operatorleri ise

T.T,f(z)=T,T,f(z)

olur.

4. f(z) bir cusp form ise ap = 0 ve T,f(z) i¢in tanim geregi by = 0 oldugundan Hecke

operatorleri S; cusp formlar uzayini korur.
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3.2.3 Tanmm. f{z) € M(N) ve p bir asal say1 olsun. A, f(z) nin 7, ye karsilik gelen
0zdegeri olmak iizere p | N ozelligindeki tiim p asallar i¢in

T, fz) = 4 - f2)

oluyor ise f(z) ye bir eigenform denir.

3.2.4 Ornek. 4 = ql—[(l—q”)24 seklinde tanimlanan 12-agirlikli modiiler form bir

n=1

eigenformdur.

3.2.5 Tamim. /" modiiler grup, M | N olmak {izere /o(N) ve Io(M), I nmin denklik alt
gruplari ve d, N/M sayisini bdlen bir tamsay1 olsun. g(z) € M(£o(M)) olmak iizere g(dz)
€ My(Iy(N)) bi¢imindeki modiiler formlara 7y(N) nin eski formlar: (oldform) adi verilir.
Eski formlar tarafindan gerilen uzayin dik tlimleyeni olan modiiler formlarin alt vektor

uzayinin elemanlarina yeni form (newform) denir.
3.3 Kuadratik Formlar ve Teta Serileri

Modiiler formlarin ¢aligilmasiin temel nedenlerinden birisi de herhangi bir tamsayinin
bir “kuadratik form” yardimiyla kac tiirlii temsil edilebileceginin arastirilmasidir
(Shimura 1973). Bu problemin ¢oziimiinde kullanilan kuadratik formlar icin “teta

serileri” olduk¢a 6nemli bir rol oynarlar.

3.3.1 Tamm. a;; € Z olmak lizere n-degiskenli kuadratik form
X, ..., X)) = Z:aii)(i2 +Zainin
i=1 i>j

biciminde tanimlanir. g = ¢*™, z € H olmak tizere f kuadratik formuna karsilik gelen

teta serisi &) ile gosterilir ve

W)(Z) = qu(X1 X))

(X, X))

olarak tanimlanair.
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3.3.2 Uyan 1. Tanima dikkat edilirse f bir kuadratik form ve @&f) buna karsilik gelen
teta serisi ise &f) nin a,, katsayis1 m tamsayisinin f kuadratik formu tarafindan kag tiirlii

temsil edilebilecegini gostermektedir.

2. n-degigkenli kuadratik formlar nxn tipindeki matrisler yardimiyla temsil edilebilirler.

Ornegin n = 2 durumunda a, b € Z olmak iizere f= aX* + bXY + c¥* kuadratik formuna

a b/2
A=
b/2 ¢

matrisidir. f= aX? + bXY + cY? kuadratik formun diskriminant: det(4) olarak tanimlanir.

karsilik gelen matris

3. Uygulamada genel olarak kuadratik formlar yerine matrisler kullanilir. Bu matrisler
tizerinde asagidaki sekilde tanimlanan denklik bagintis1 yardimiyla, kuadratik formlarin

teta serileri denklik siniflarina ayrilabilir.

3.3.3 Tanim. R bir halka, f ve g iki kuadratik form, 4 ve B sirasiyla f ve g nin katsay1
matrisleri olsun. Eger 4 = « - B olacak bicimde o € SLy(R) var ise f ve g kuadratik

formlarina R iizerinde benzerdir denir.

3.3.4 Uyan 1. Tanimlara dikkat edilirse / ve g’nin Z’de benzer olmasi &f) = &Ag)

olmasin gerektirir. Dolayisiyla / kuadratik formlarin bir denklik sinifi olmak tizere her f

€ [igin d) bir tektir.

2. Boylece Z tizerinde tanimli kuadratik formlarin teta serileri iizerinde bir denklik

bagintisi tanimlanmis olur.

3. [ kuadratik formlarin bir denklik sinifi, /'€ / ve 4, f’nin katsay1 matrisi olsun. N € N

say1st N-A™' matrisi tamsay1 katsayil1 ve diyagonal tizerindeki elemanlari ¢ift say1 olacak
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sekildeki en kiigiik dogal say1 ve D, f’nin diskriminant1 olmak iizere ¢ sayisi

2D : n=1(mod?2)
t:=9—D:n=2(mod4)
D :n=0(mod4)

olarak tanimlansin. Q(\/; ) ya karsilik gelen kuadratik karakter olsun. Bu notasyon

ve 0n hazirlik yardimiyla modiiler formlar iizerinde aritmetik yapmay1 kolaylastiran ve

“yarim tamsay1 agirlikli modiiler formlar” kavramina yol acan Goro Shimura’nin (1973)

asagidaki sonucu verilebilir. Burada M,»(N, ), agirhg g olan N seviyeli, y; karakterli

modiiler formlarin uzayr gosterilmektedir. Dikkat edilirse »n sayisinin ¢ift say1 olmasi

halinde tamsay1 agirlikli modiiler formlar elde edilmektedir.

3.3.5 Teorem. (Shimura 1973) [/, n-degiskenli kuadratik formlarin bir denklik sinifi
olmak tizere &) € M,»(N, ) dir.

3.3.6 Uyarn. Kuadratik formlar1 cusp formlarda da kullanabilmek icin bazi ek

kavramlara gerek duyulmaktadir.

3.3.7 Tanmim. f've g kuadratik formlar olsun. Eger f ve g hem R {izerinde hem de tiim p

asallar1 i¢in Z, lizerinde benzer ise f ve g kuadratik formlarimin cinsleri aynidir denir.

3.3.8 Uyan 1. Yukaridaki tanim sadece denklik siniflarina bagli oldugundan kuadratik

formlarin denklik siiflarinin cinsleri tanimlanabilir.
2. Cusp formlar ile kuadratik formlarin teta serilerinin arasindaki iliski asagidaki teorem

yardimiyla verilmistir. Teoremdeki c¢ikartma isleminin yapilmasinin nedeni cusp

formlarin g-a¢iliminda ao = 0 olmasidar.
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3.3.9 Teorem. (Siegel 1966) [, ve [, kuadratik formlarin ayni cinse sahip iki denklik
sinifi ise bu durumda &/;) — &1») bir cusp formdur.

3.3.10 Uyar 1. Teorem 3.3.5 de n’nin tek olmasi durumu yeni bir teorinin dogmasina
neden olmus ve “Yarim Tamsay1 Agirlikli Modiiler Formlar Teorisi”, Goro Shimura’nin

(1973) caligmasi ile sekil almistir.

2. Dogal olarak yarim tamsay1 agirlikli modiiler formlara tek 6rnek kuadratik formlarin

teta serileri degildir.

3.4 Yarim Tamsay1 Agirhikhh Modiiler Formlar

Bu kisimda £ tek tamsay1 ve A = % olmak iizere % =1 +% agirlikli modiiler formlar

incelenecektir. Dogal olarak bu 6zellikteki bir formun yani tamsay1 agirlikli olmayan

formun tamsayr agirlikli modiiler formlarin tanimin1 da gerceklemesi beklenir.

a
Dolayisiyla yarim tamsay1 agirlikli modiiler formlarin da her (

b
J € I'=SLy(Z) i¢in
c d

a b ﬂ+l
f( J=(CZ+d) 2f(2)
c d

fonksiyonel esitligini gercekleyecegi agiktir. Ancak bu basit gergek karmasik karekok
fonksiyonu tanimlanirken logaritmanin iki dalindan birisinin seg¢ilme zorunlulugu
nedeniyle olduk¢a karmasik bir probleme doniisiir. Bu nedenle yarim tamsay1 agirlikli

formlarla ilgili tanimlar verilirken oldukga dikkatli olmak gerekir.

az+b

3.4.1 Tanmim. f{z) fonksiyonu herhangi bir jz = kesirli doniistimii i¢in

cz+d

f) = (ez + d)fiz)

esitligini gerceklesin. Bu esitlikteki (cz + d)* terimine otomorfi ¢arpam denir ve bu

carpan J(y, z) ile gosterilir.
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3.4.2 Uyan 1. Tanima dikkat edilirse sifirdan farkli f{z) fonksiyonu i¢in J(, z) otomorfi

carpanin
fz2) = Iy, 2) A2)
ozelligini sagladigr aciktir.

2. J(y, z) bir tek degildir, farkli f{z) fonksiyonlar1 i¢in farkli otomorfi carpanlari

2 7tz

bulunabilir. Ornegin ¢ = ¢*™, Im(z) > 0 olmak {izere

0()= 34"
. a b -
fonksiyonun y :( a’] € Iy(4) i¢in otomorfi ¢arpani
C

(7 2) = j(y,2) = ng;‘\/cz +d

ve burada

1: d=1(mod4)
E, =
i : d=3(mod4)

dir. Bu otomorfi ¢arpanin sadece 7¢(4) i¢in tanimlanmasi halinde d nin tek say1 olacagi

ve dolayisiyla Legendre semboliiniin iyi tanimli oldugu agiktir.

3.4.3 Tamm. U = { #i, £1 } ve GL, (Q) katsayilar1 pozitif rasyonel say1 olan genel

b
lineer grup olmak tlizere o= (a dJ e GL;'(Q) ve @(z), belirli bir u € U = {£1} igin,
c

cz+d

2 =
ey = u vdeta

ozelliginde bir analitik fonksiyon olsun. G kiimesi bu ozellikteki (o, *¢@(z)) siral

ikililerinin kiimesi olmak tlizere G 'nin (&, #(z)) ve (B, Uz2)) elemanlarimin ¢arpimi

(&, #2)) - (B, W2)) = (o, Hffz) 2))

olarak tanimlanir.
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3.4.4 Onerme. (Koblitz 1984) G kiimesi Tanim 3.4.3 de verilen islem yardimiyla bir
grup olur.
345 Tamm. k € Z ve £ = (a, #(z)) € G igin H lizerinde tamimh f{z) fonksiyonlari

tizerinde [ &y, operatorii

£2) | [ &l : = floz) )

olarak tanimlanir.

I'", I'(4)’lin bir alt grubu olsun ve j(7, z) ¢arpan1 " ne kisitlanmis olsun.

I'={7|7 =0 jn2)re I}

olarak tanimlanir. Boylece yukaridaki operator I i¢cin de tanimlanmais olur.

3.4.6 Tamm 1. k € Z ve I"', I;(4) iin sonlu indeksli bir alt grubu olsun. f{z), her 7 € I""

icin 7], operatorleri altinda invaryant kalan ve H iist yar1 diizlemde meromorf olan bir
2

fonksiyon olsun. Eger f(z), " niin her bir cusp noktasinda meromorf ise bu durumda

Az) ye I i¢in %-aéll’llkll bir modiiler fonksiyon denir.

2. Eger f(z), H nin tamaminda ve tiim cusp noktalarinda analitik bir fonksiyon ise bu

durumda f(z) ye I’ icin %—agzrlzklz bir modiiler form denir. Bu 0Ozellikteki f{z)

fonksiyonlarimin kiimesi M, (f ") ile gosterilir.
2

3. Bundan bagka f{z) her bir cusp noktasinda sifir oluyor ise f{z) ye I i¢in %—ag“zrlzklz

bir cusp form denir. Bu 6zellikteki f(z) fonksiyonlarin kiimesi S, (f ") ile gosterilir.
2

51



Yarim tamsay1 agirlikli modiiler formlar {izerinde Hecke operatoriiniin etkisi asagidaki

onerme yardimiyla ifade edilebilir:

3.4.7 Onerme. (Koblitz 1984) 4 | N, y modiilo N de verilen Dirichlet karakteri, k = 21 +

1, p asal say1, z € H ve g = *™ olmak iizere f{z) = Zanq" € Mk/z(l:0 (N), g) yarim

n=0

tamsay1 agirlikli modiiler form olsun. Bu durumda
TS ()= 2

dir, burada

(=D)’n

b=a, + z(p)( Jp“a,, +x(p)pa,,

ve (—j Legendre semboliinii gostermektedir, p* | n olmasi halinde a, = 0 olarak
P

alinmaktadir.

“Shimura-Shintani yiikseltmesi” olarak adlandirilan asagidaki teorem yarim tamsay1
agirlikli modiiler formlarla tamsay1 agirlikli modiiler formlar arasindaki iligkiyi ortaya

koyar.

3.4.8 Teorem. (Shimura 1973) f, k +% agirlikl, £, 2k agirlikli bir modiiler form ve

T2 ]N”nin, T,, fnin Hecke operatorleri olsun. Bu durumda /7 verildiginde f

iizerindeki 7,” Hecke operatdriiniin 6zdegeri, f tizerindeki 7, Hecke operatdriiniin

0zdegerine esit olacak sekilde 2k agirlikli bir f modiiler formu bulunabilir.

3.4.9 Uyari. Modiler formlarin aritmetiginde kuadratik formlarin teta serilerini
kullanmak o6nemli kolayliklar saglar. Diger yandan Frey’e gore (1994) Hecke
operatorlerinin  modiiler formlara etkisi kuadratik formlarin {izerindeki islemler

yardimiyla bulunabileceginden Fourier katsayilarinin hesaplanmasina gerek yoktur. 2 ve

3-degiskenli kuadratik formlar hali (Bungert 1990)’da bulunabilir. Bu calismada k =

N | =
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durumu ile ilgilenildiginden %-aglrhkh modiiler formlarin uzayinin teta serilerinin bir

tabani tarafindan gerilmesi kolaylik saglar.

3.4.10 Teorem. (Serre ve Stark 1977) 4 | N, y modiillo N’de tanimh ve y(-1) = 1
ozelliginde bir Dirichlet karakteri olsun. ¢ € N, y kondiiktorii 7( y),
i y(—1)=1ved. (W)t |N

ii. (n, N) = 1 ozelligindeki tim n € Z’ler igin y(n) = y(n) y(n)

ozelliginde bir ilkel karakter olmak iizere (v, ¢) ikililerinin kiimesi XN, X) olsun. Bu

durumda
(0] Oy 2) = Ywng” , (v, 1) €N, X) }

M x(N, ) icin bir tabandir.

3.5 Modiilarite Teoremi

Bu kisimda 2.Béliim’de deginilen ve eliptik egriler ile modiiler formlar arasinda koprii
gorevi kuran Modiilarite Teoremi’ne yer verilecektir. Bu teorem ispatlanmadan once
Taniyama-Shimura-Weil Konjektiirii olarak bilinmekteydi, problemin tarihgesi igin

(Darmon 1999)’a ulasilabilir.

3.5.1 Teorem (Wiles 1995)(Breuil ve ark. 2001) £, Q {izerinde tanimli kondiiktérii N

olan tamsay1 katsayili bir eliptik egri ve her bir »n i¢in a,, E eliptik egrisinin L-
fonksiyonunun n. katsayist olsun. Bu durumda E eliptik egrisine karsilik gelen N

seviyeli 2-agirlikli Zanq" Fourier agilimina sahip bir eigenform vardir. Denk olarak

her bir eliptik egri ile ayn1 L-Serisine sahip olan bir modiiler form vardir.

3.5.2 Tamim. Modiiler form ile ayn1 L-Serisine sahip olan E eliptik egrisine modiiler

eliptik egri ad1 verilir.
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4. ELIPTIiK EGRILERIN TWIST AILELERININ SELMER GRUPLARI

4.1 Giris

Bu boliimde eliptik egrilerin Selmer gruplarinin mertebeleri hakkinda elde edilen bazi
sayisal sonuclar verilecektir. Calismada deneyimsel matematigin yoOntemleri

kullanilarak elde edilen sonuglar (Inam 2011) de yaynlanmustir.

E, Q tzerinde tanimli bir eliptik egri olsun. £ nin Mordell-Weil grubunu dogrudan

hesaplamak cogu zaman miimkiin degildir. Bu problem E eliptik egrisi lizerinde yeni
cebirsel yapilar olusturma ihtiyacin1 ortaya koymaktadir. Galois kohomolojilerinin
getirdigi hesaplamaya yonelik kolayliklar bu problemin ¢oziilmesinde olduk¢a 6nemli
bir adimdir. Bir sonraki kisimda tanimi verilecek olan E eliptik egrisinin Tate-
Shafarevich ve Selmer gruplar kullanilarak £ nin Mordell-Weil grubunun yapisini

anlayabilmek icin baz1 hesaplamalar yapilabilir.

Literatiirde bugiine kadar herhangi bir £ eliptik egrisinin Selmer grubunun mertebesini
hesaplamaya yarayan bir algoritma bulunmamaktadir. Grubun mertebesi i¢in oldukca
kullanigh bir formiil veren Birch ve Swinnerton-Dyer Konjektiirii’nlin dogrulugunun

kabul edilmesi bile mertebenin hesaplanmasindaki gii¢liigii ortadan kaldiramamaktadir.

Ancak belirli bir eliptik egrinin twist ailelerine yogunlasmak belirtilen problemi biraz da
olsa kolaylastirmaktadir. Bu egrilerin L-Serileri i¢in analitik bir fonksiyon olusturarak
Modiiler Formlar Teorisi’ni kullanmak iyi bir fikirdir. Bu anlamda ¢alismanin basligini
da olusturan matematigin derin teorilerinden ikisinin Modiilarite Teoremi sayesinde
birbirine baglanmasi ve bdylece bir teorideki problemlerin diger teorideki yontemler

sayesinde ¢oziilebilir olmasi ¢alismanin temel dayanak noktasi olmustur.
(Anonim 2011c)’ye gore 2011 yili itibari ile matematikte ispatlanamanus, odillii 6

bliyiik konjektiirden birisi olan Birch ve Swinnerton—-Dyer Konjektiirii'niin dogru

oldugu kabul edilerek problemin ¢oziimiiniin temel taslarindan birisi olarak ifade
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edilebilecek Waldspurger Teoremi (Waldspurger 1981) kullanilabilir. Bu teorem,

eliptik egri ile eslesen ve Shimura—Shintani yiikseltilmesi yardimiyla elde edilen
%-aglrhkh eigenform bulunmasi halinde eliptik egrilerin twist ailelerinin Selmer

gruplarinin mertebelerini hesaplamak i¢in etkili bir yol gosterir. Bu durumun ayrintilari,

acgiklamalar1 ve 6rnekleri (Antoniadis ve ark. 1990) da bulunabilir.

Bu c¢alismada (Antoniadis ve ark. 1990) deki ornekler dikkate alinarak, baz1 E eliptik
egrilerinin Ep twist ailelerinin Selmer gruplarimin mertebeleri D < 107 icin

hesaplanmistir. Kullanilan yontem kisaca su sekilde aciklanabilir:

E, Q tlizerinde taniml1 ve Cremona veritabanina gore etiketlendirilmis ve kondiiktorii Ng

olan bir eliptik egri, Dy ve D;, modiilo 4-Ny de ayni ikinci dereceden denklik sinifinda

kalan iki tamsay1 olsun. £, ve E, ise E eliptik egrisinin sirasiyla Dy ve Dy twist

carpanlari yardimiyla elde edilmis olan twist eliptik egrilerini gdstersin. Yeterince

kiigik Do sayilart i¢in elde edilen F, twist eliptik egrisinin Selmer grubunun

mertebesi, bilinen yontemler kullanilarak uzun hesaplamalar sonucu bulunabilir. Bu
veriyi kullanarak Waldspurger Teoremi yardimiyla Dy ile ayn1 denklik sinifinda kalan
tim D; twist ¢arpanlarmin olusturdugu twist eliptik egrilerinin Selmer gruplarinin

mertebelerine ulasilabilir.

Bu hesaplamalar yardimiyla ayni Selmer grubu mertebesine sahip olan eliptik egrilerin
tiim egriler i¢cindeki dagilimini agiklayacak olan basit bir yaklasim fonksiyonu bulmak
ve bu fonksiyonunun 6zelliklerini incelemek diger bir problemdir. Bu ¢alismada bu
yaklagim fonksiyonu elde edilmis ve bu fonksiyonun segilen mertebeden bagimsiz
oldugu, tiim egriler i¢in yaklasim fonksiyonun sabit farkiyla ayni oldugu goriilmiistiir.
Pozitif ranka sahip olan eliptik egrilerin Selmer gruplarimin mertebeleri 0 olarak

tanimlanmastir.
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Bir eliptik egrinin Tate-Shafarevich grubunun mertebesinin tam kare olmasi
gerektiginden yola cikarak ve bu grubun Selmer grubu ile iliskisi kullanilarak,

karsilagtirma yapabilmek adina, Tate-Shafarevich grubunun mertebeleri hesaplanmustir.

4.2 Eliptik Egrilerin Selmer ve Tate—Shafarevich Gruplar

Q tzerinde tanimli eliptik egrilerin cebirsel yapilarindan ikisi olan Selmer ve Tate—

Shafarevich gruplart olduk¢a 6nemli bir arastirma alani olusturmaktadirlar. Bu kisimda
bu gruplar tanimlanacak ve bu gruplar hakkinda bazi bilgiler verilecektir. Bu gruplari

tanimlayabilmek i¢in baz1 6n hazirliklara gerek vardir.

E, Q lizerinde tanimli bir eliptik egri, @ , Q’nun cebirsel kapanisi ve

Gg =Auty(Q),
Q’nun mutlak Galois grubu olsun. m € N igin H"(Q, E) ile m. Galois kohomoloji grubu
gosterilsin. Boylece her m € N i¢in Gy-modiillerinin

0—> E(Q)[n]—> E(Q)—2—> E(Q)—>0

tam dizisi elde edilir.

(Serre 1979)’a gore Galois kohomoloji gruplarinin yukarida belirtilen kisa tam dizi ile
eslesmis bir uzun tam dizisi vardir. Boylece bu uzun tam dizinin baslangici géz oniine

aliarak E eliptik egrisi ile eslesen
0—— E(Q)/nE(Q)—> H'(Gy, E(Q)[n])—2—> H' (G, E(Q))[n]—>0. (4.1)

Kummer dizisi elde edilir.
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4.2.1 Tanim. Her bir p asali i¢in Q nun p-adik valiiasyona karsilik gelen Q genislemesi

secilsin. G,, G, da karsiik gelen ayrisma grubu, P asal sayilarin kiimesi ve %,

doniistimii

Yon : H'(Gy, EQ)[n]) ——> H'(Gy, E(Q))[n]

ozelligindeki kisitlama doniisiimii olsun. Bu durumda £ eliptik egrisinin Tate—

Shafarevich grubu Shay(E) ile gosterilir ve

Shag(E)[n] = (\ker(y,.,)

peP
olmak tlizere

Shay(E) = | Shag(E)[n]

neN

olarak tanimlanir. £ eliptik egrisinin Selmer grubu ise Sy(E) ile gosterilir ve

So(B)[n] = o\ (Shag(E)[n])
olmak tlizere

S@(E) = U SQ(E)[”!]

neN

olarak tanimlanir.

Tanim dikkate alinirsa, bu gruplarin birbirleriyle oldukga ilging iligkilerinin oldugu
goriiliir. £ eliptik egrisinin Selmer grubu ile Tate—Shafarevich grubu arasindaki bu iligki

asagidaki onerme yardimiyla verilmistir.

4.2.2 Onerme. (Silverman 1986) E, Q iizerinde tanimli1 bir eliptik egri ise
0—— E(Q)/ nE(Q)—— Sy (E)[n]——> Shay(E)[n]——0

dizisi tamdir.
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4.2.3 Uyar1. Onerme 4.2.2°e dikkat edilirse £(Q) sonlu ise yani rank(E(Q)) = 0 ise, E

eliptik egrisinin Selmer grubu ile Tate-Shafarevich grubu arasindaki iliski

#SQ(E) = #ShaQ(E) : #E(Q)tors

seklindedir.

Eliptik egrilerin twist ailelerindeki egrilerin Selmer gruplarini hesaplamak i¢in Birch ve
Swinnerton—Dyer konjektiiriiniin (Birch ve Swinnerton—Dyer 1965) dogru oldugunun
kabul edilmesi olduk¢a dnemli bir adimdir. Asagida adi gegen konjektiiriin 6zel bir hali

g0z Oniine alinmigtir.

4.3 Birch ve Swinnerton—Dyer Konjektiirii

E, Q tizerinde taniml1 bir eliptik egri ve Lg, E eliptik egrisinin L-fonksiyonu olsun. Bu

durumda

“Li(1) # 0 & E(Q) sonlu bir gruptur”,

boylece E eliptik egrisinin Selmer grubu sonludur ve iistelik

#S.(E)
L.()= — 7 4.2
+ [ ﬂwE J(HC”J#(E(@))} “2)

E°(R) pIN-»
dir, burada E°(R), E(R) nin baglantili bileseni, wg degeri E eliptik egrisinin Néron

diferensiyeli, ¢ = [E(R) : E°(R)] ve p asallar1 i¢in cp=[E(Q)): E° (Qp)] dir.

4.3.1 Uyar1 1. Aksi belirtilmedik¢e, calisma boyunca Birch ve Swinnerton—Dyer

Konjektiirii’niin dogru oldugu kabul edilecektir.

2. Konjektiiriin (4.2) esitligindeki c, sayilarina yerel Tamagawa sayilar: adi verilir.
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3. Yukanida, kullanilacak olan, bazi 6zel halleri verilen Birch ve Swinnerton-Dyer
Konjektiirii’niin (4.2) esitligindeki eliptik egrinin Selmer grubunun mertebesi disindaki
degerler, tlizerlerinde oldukga yogun bir ¢alisma yapilmasi halinde hesaplanabilirdirler.

Bazi1 6zel durumlarda ise eliptik egrilerin Selmer gruplarinin mertebelerini hesaplamak

miimkiin olabilir. Ancak bu durumda dogal olarak E(Q) nun mertebesinin sonlu oldugu

kabul edilmelidir.

4. Eliptik egrinin Selmer grubunun mertebesi ile Lg(1) degerlerini hesaplamak igin

modiiler formlarin analitik 6zellikleri kullanilacaktir.

Hesaplamalardaki algoritmalarin tamligini, yani calistirabilir oldugunu ve sonuglarin

dogrulugunu test etmek i¢in bir kriter (Cassels 1965)’te verilmistir.

4.3.2 Teorem. (Cassels 1965) E, Q lizerinde taniml1 bir eliptik egri olsun. Bu durumda
[': Shay(E) x Shay(E)——>Q/Z
alterne, 2-lineer esleme (pairing) doniisiimii vardir ve bu doniisiimiin ¢ekirdegi eliptik

egrinin Tate—Shafarevich grubunun béliinebilir elemanlarinin grubudur. Ozel olarak

eger Su(£) sonlu mertebeli ise bu durumda #Sha(E) sayisi bir tam karedir.

4.4 Waldspurger Teoremi ve Sonuclari

E eliptik egrisi QQ ilizerinde taniml1 ve ranki sifir olan bir eliptik egri olsun. Birch ve

Swinnerton-Dyer Konjektiirii kullanilarak £ eliptik egrisinin  Selmer grubunun

mertebelerinin hesaplanabilecegi daha once belirtilmisti. Dikkat edilirse @, Néron

diferensiyelini, dolayistyla I\ @, | degerlerini ve yerel Tamagawa sayilarini
E°(R)

hesaplamak kolaydir. @, transandantal bir say1r olup belirli bir haneye kadar

hesaplanabilir. £ eliptik egrisinin Selmer grubunun mertebesinin hesaplanmasinda en

cok zamani Lg(l) degerini hesaplanmasi alir. Bu degeri hesaplamak icin MAGMA
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Cebir programinda (Bosma ve ark 2007) bir rutin (kod) vardir. Ornegin bu rutin yardimi

ile Cremona veritabaninda “11a1” olarak verilen QQ izerinde tanimli

y2+y=x3—x2—10x—20

eliptik egrisi i¢in Lg(1) degeri virgiilden sonra 30 basamak hassasiyetinde su sekilde

hesaplanir:

> E:=EllipticCurve("11al");

> E;

Elliptic Curve defined by y"2 +y = x"3 - x*2 - 10*x - 20 over Rational Field
> a:=LSeries(E);

> d:=Evaluate(a,1);

> d;

0.253841860855910684337758923351

E eliptik egrisinin kondiiktorii yeterince kiicliik oldugunda MAGMA Cebir programinda
Li(1) degerinin hesaplamas1 zaman almaz. Ornegin kondiiktdrii 11 olan yukaridaki

eliptik egri i¢in hesaplama siiresi

> time d;
0.253841860855910684337758923351
Time: 0.000

olur. Ancak eliptik egrinin kondiiktorii biiyiidiik¢ce transandantal olan Lg(1) degerini
istenen hassaslik derecesinde hesaplama siiresi, diizenli olmasa da, giderek artmaktadir.
Ornegin

E :y?=x*—87662765543106x + 572205501116432432042932656

eliptik egrisinin kondiiktorii 11520793560025904 olup Intel Core 2 Duo islemcili 1 GB
DDR2, 2.00 GHz sanal bellege sahip diziistli bilgisayarinda kurulu MAGMA Cebir
programinda 1000 saatlik hesaplama sonucunda istenilen sonuca ulagilamamistir. Ancak

Kisim 4.5’de verilecek olan algoritma kullanilarak bu eliptik egri i¢in Lg(1) degeri
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Le(1) =2.10072023061090418110927626775

olarak bulunmustur (yaklasik 360 saniye). Buradaki E eliptik egrisi “11al” egrisinin
—8090677 ile twist edilmis halidir.

Yukarida verilen E eliptik egrisinin se¢imi caligmanin hesaplama alaninda rastgele
yapilmis olup eliptik egriler kondiiktorlerine gore siralandiginda son drnekteki E eliptik
egrisi orta siralarda yer almaktadir. Kondiiktorii cok daha biiyiik olan E eliptik egrileri
icin Lg(1) degerini hesaplamak olduk¢a uzun zaman alici oldugu halde sonuca
ulagilacagina dair bir garanti de yoktur. Bu calismada Birch ve Swinnerton-Dyer
Konjektiirii ve Waldspurger Teoremi yardimiyla elde edilen algoritma yardimiyla
calismanin hesaplama alaninda yer alan tiim E eliptik egrileri i¢in Lg(1) degerleri
oldukca kisa bir siirede bulunmus ve bdylece bu E eliptik egrilerin Selmer gruplarinin

mertebeleri hesaplanabilmistir.

Bu hesaplama siirecindeki bir baska problem ise hesaplama yardimiyla Lg(1) = 0
ozelligindeki E eliptik egrilerinin hangi egriler olduklarinin belirlenmesidir. Dikkat
edilirse bu Ozellikteki eliptik egrilerin ranklarimin pozitif ve lizerinde sonsuz tane
rasyonel nokta bulundugu daha 6nce goriilmiistii. Daha 6nce bu eliptik egrilerin Selmer

gruplarinin mertebesi 0 olarak kabul edildigi de belirtilmisti.

E eliptik egrileri ilizerine kisit konulmadan caligma yapilmasi probleminin zorlugu
Waldspurger Teoremi yardimiyla eliptik egrilerin twist aileleri iizerinde ele alinmasi ile

ortadan kalkar.

4.4.1 Waldspurger Teoremi. (Waldspurger 1981) E, QQ iizerinde tanimli bir eliptik egri

ve fr bu egriye karsilik gelen yeni form olsun. Fr € S32(N', y1) bir eigenform ve S,
Shimura-Shintani yiikseltmesi olmak tizere S(Fz) = fr oldugu kabul edilsin. a,, Fg nin n.

Fourier katsayisi ve n-ng, N' ile aralarinda asal olmak iizere icinde tam kare

bulundurmayan n = ny rnodl_[(@;2 ozelligindeki n ve ny dogal sayilar i¢in
pIN’

alnL, ()=a’\n,L, (1)
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olur. Ustelik n = ng modl_[(@j;2 ozelligindeki n ve ng dogal sayilari i¢in a, #0 dir <
pIN'

L, ()=0dwr. L; (1) #0dir< a,=0dr.

Waldspurger Teoremi, Birch ve Swinnerton—Dyer Konjektiirii ile birlestirilerek

calismanin temelini olusturan asagidaki sonug verilebilir.

4.4.2 Teorem. (Antoniadis ve ark. 1990) Waldspurger Teoremi’ndeki notasyon ve

kabuller gegerli olsun. a, -L, (1)#0 olmak tizere £ eliptik egrisinin £, ve E_, twist
eliptik egrileri i¢in Birch ve Swinnerton—Dyer Konjektiirii'nlin dogru oldugu kabul
edilsin. Bu durumda ya rank(£_,(Q)) > 2 dir ya da d(n, ng), n ve np mn bdlen yapisina

bagli 2 nin bir kuvveti olan bir sabit olmak {izere

2
an
2

#So(E_,) = d(n,n)#Sy(E_, ) (4.3)

a

o

olur.
4.5 d(n, ng) Sabitlerinin Hesaplanmasi

Bu kisimda Teorem 4.4.2°de yer alan ve asil hesaplamada kullanilacak olan d(n, ng)
sabitlerinin hesaplanis1 lizerinde durulacaktir. Kondiiktorii Vg olan E eliptik egrisinin

E.,ve E, twist eliptik egrileri Waldspurger Teoremi’ndeki gibi olsun. (4.2) ve (4.3)
esitlikleri dikkate alindiginda d(n, ng) sabitlerinin Tamagawa sayilarma, E_, ve
E, twist eliptik egrilerinin torsiyon alt gruplarina bagli oldugu goriliir. Eliptik
egrilerin twistlerinin bazi basit 0Ozellikleri kullanilarak d(n, ny) sabitlerinin reel

periyotlara bagl degildir, ger¢cekten de E£_, nin reel periyodu _[ |w, | ve E_, ninreel
E°(R)

periyodu j| wg | ise
E°(R)

62



dir. Dolayisiyla £, ve E_, egrileri i¢in Waldspurger Teoremi uygulanip, Teorem 4.4.2

deki (4.2) formiili ile oranlandiginda reel periyotlar sadelesmektedir.

d(n, no) sabitlerinin torsiyon grubunun elemanlarindan bagimsiz oldugu su sekilde
goriilebilir. £ egrisi iizerinde mertebesi 2 olan noktalar (x, 0) bi¢iminde oldugundan her

E ve E_, twist eliptik egri ¢ifti i¢in

EQ)2] = E.(Q)2]

olur. Verilen bir E eliptik egrisi i¢cin Q lizerinde mertebesi 2 den biiyiik torsiyon

noktasina sahip olan ¢ok az sayida twist eliptik egrisi vardir. Bu az sayidaki twist eliptik
egrilerinin ithmal edilmesi ise istatistiksel sonucu degistirmeyeceginden E eliptik
egrisinin tiim twist ailelerinin {lizerinde mertebesi 2 yi bdlen rasyonel noktalarin
bulundugu kabul edilebilir. Ger¢ekten de calismada ele alinan E eliptik egrilerinin

asikar olmayan twist eliptik egri ailelerinin tamami bu 6zelliktedir. Boylece

#E_, (Qln] =#E(Q)[n]

olup d(n, ng) sabitleri torsiyon elemanlarindan bagimsizdir. Dolayisiyla d(n, no)

sabitlerinin tamamen Tamagawa sayilarina bagli oldugu sonucu elde edilir.

E eliptik egrisinin tiim twistlerinin baglantili bilesenlerinin grubu R {izerinde esit

oldugundan d(n, no) sabitlerinin hesaplanmasi yalnizca Archimedean olmayan

Tamagawa sayilara baghdir. £ eliptik egrisinin £, ve E_, twistlerinin p asalindaki

Tamagawa sayilari sirasiyla ¢, , ve ¢, gosterilsin.
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[k olarak p asal sayisi n,-n-N, sayisi ile aralarinda asal olsun. Bu durumda E_, ve
E_, twist eliptik egrileri modiilo p de iyi indirgemeye sahip oldugundan Tamagawa

sayilart ¢, , = ¢, ,=1dir.

Ote yandan kabul geregi —n ve —ng, Ng nin bolenlerine gore karelerin aym denklik

siifinda yer aldig1 i¢in yani n = ny modl_[(@;2 oldugundan Ng yi bolen tiim p asallar
pIN'

igin £, ve £, twist eliptik egrilerinin Néron modelleri birbirine esittir. p asali drnegin

Ng ile aralarinda asal olan n sayisinin bir bdleni olsun. p tek say1 ve E eliptik egrisi
modiilo p de 1yi indirgemeye sahip oldugundan (Silverman 1986) sayfa 359’daki ¢izelge
kullanilabilir. Buna gore E eliptik egrisinin Kodaira sembolii /y olup, ¢, , = 4 olur.
Benzer sonug¢ dogal olarak —n icin de gegerlidir. Boylece asagidaki teoremin ispati elde

edilir:

4.5.1 Teorem. (Inam 2011) E, Q iizerinde tamiml1 kondiiktorii N olan bir eliptik egri, p

asal say1, —n ve —np Waldspurger Teoremi’ndeki 6zellikleri gercekleyen icinde tam kare

bulundurmayan tamsayilar, £, ve E_, , E eliptik egrisinin twist eliptik egrileri olsun.

Cnp Ve C, , sitastyla E, ve E_, twist eliptik egrilerinin p asali i¢in Tamagawa sayilar

P

olmak tizere

#div(n)
d(nn,) = [[e, _4 (4.4)

- #div(ng)
chOsP 4

dir, burada #div(-), “— sayisinin asal bdlenlerinin sayisin1 gostermektedir.

4.5.2 Uyan. Waldspurger Teoremi’ni {E_,} eliptik egrilerin twist ailesine
uygulayabilmek i¢in teoremde adi gegcen E eliptik egrisine karsilik gelen Fpg
eigenformunun bulunmasi gerekir. Ardindan Fy eigenformunun Fourier katsayilarinin
miimkiin oldugu kadar ¢ok sayidasinin ¢ok hizli bir sekilde hesaplamaya yarayacak bir
algoritmanin yazilmasi gereklidir. Calismada ele alinan 6rnek eigenformlar ve algoritma

bundan sonraki kisimda ele alinacaktir.
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4.6 Fourier Katsayillarinin ve Selmer Grubunun Mertebesinin Hesaplanmasi

E, Q lizerinde taniml1 ve Cremona veritaban1 formatinda verilmis, kondiiktorii Ng olan

bir eliptik egri, Fg, E eliptik egrisine karsilik gelen %—aglrhkh eigenform olsun. Ozel

olarak bu ¢alismada (Frey 1994) de yer alan ve Cizelge 4.1 de verilen 6rnekler ele

alinmustir.

Cizelge 4.1 Ornek Eliptik Egriler ve Bunlara Karsilik Gelen Eigenformlar

E Fe
11al (OXC+1Y’) — OBX+2XY+4Y?))- O
14al (OX*+14Y%) — O2X+TY))- Oua
17al (OBX2XY+23Y) — TX+6XY+111%)- Oi17
204l (OX+20Y%) — AAX*+5Y%))- Ouno
34al (OX+17Y%) — ORXH2XY+9Y%))- Ou17

Cizelgede &X+), iki degiskenli kuadratik formlarin teta serisi ve
0,,:= > w(ng"

karakteri yolan Fourier serisidir.

Calismada Fr € S32(N', 1) nin Fourier katsayilarini hesaplamak i¢in asagidaki strateji

takip edilmistir.

4.6.1 Strateji (Inam 2011)

Adim 1. Fg nin g-agilim1 hesaplanir, yani Fg = Zanq" olacak bi¢imde bir Fourier serisi

n=1

bulunur ve bu seri yardimiyla
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L:={(n,a,):ne{l,...,M} tam kare bulundurmayan say1 }

listesi olusturulur.

Adm 2. Denklik Siniflarinin Se¢imi: Waldspurger Teoremi’ni uygulayabilmek i¢in n ve

ng, N' ile aralarinda asal ve n = np mod HQ;Z ozelligindeki tek sayilar olmak tizere —
pIN'

n ve —no twist faktorleri yardimiyla olusturulan eliptik egriler géz Oniine alinir.
Yukaridaki denklik kosulu hesaplamada zorluklar getirdiginden bu ifade asagidaki ile
degistirilebilir, yani

n=ny 8mod Hp = n=nymod HQ;Z

2#p|Ng pIN’
olur. Bu ozellikteki twist faktorlerinin olusturdugu twist eliptik egri aileleri g6z oniine

alinir.

Adim 3. Yukaridaki denklik siniflarina karsilik gelen twist ailelerinin igerisinde tamami
pozitif ranka sahip olan tek eliptik egrilerin olusturdugu denklik siniflarini silinir (Fg

nin bu denklik siniflarinda yer alan tiim katsayilar1 sifirdir).

Adim 4. Ny = 11 ve Ng = 17 durumlar basitlestirilebilir. Waldspurger Teoremi’ne gore
bu 6rneklerde denklik siniflar1 sirasiyla modiilo 88 ve modiilo 136 ya gore bulunmalidir.
Ancak yapilan hesaplamalar sonucunda yukaridaki ornekler i¢in denklik siniflarinin
sirastyla modiilo 44 ve modiilo 68 olarak alinabilecegi goriilmiistiir. Buna gore her bir

eliptik egri i¢in denklik siniflar1 asagidaki cizelgede verilmistir.

Cizelge 4.2 Denklik Smiflar

E mod 1o
11al 44 1, 3,5, 15,23, 31, 37
14al 56 1,15,23,29,37, 39,53
17al 68 3,7,11, 23,31, 39
20al 40 1,21,29
34al 168 1,13, 19,21, 33, 35, 43, 53, 59, 67, 69, 77,
83,89,93,101, 115,117, 123
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Adim 6. Belli bir n tamsayisi i¢cin M bir tamsay1 olmak iizere

x,, (M) :=#{ n:n <M, ntam kare bulundurmayan tamsay1 n = no mod 1_[(@;2 }
pIN'

Ve

8,006 (M) =H#{n : n <M, n tam kare bulundurmayan tamsay1 n = nop mod HQ;Z , a,=0}
pIN'

fonksiyonlar olusturulur ve s, , .(M)/x, (M) fonksiyonun grafigi ¢izilir.

Adim 7. @ € R ve € € [ 0,02, 0,02] sayis1

(loglog(x, (M))"™**
log(x, (M))

o(x, M) =a

fonksiyonu s, , ,(M)/x, (M) fonksiyonuna "iyi” yaklasacak sekilde segilir.

Admm 8. Eger a, =0 ise no sayist ayni denklik siifinda a, =0 olacak sekildeki en

kiiclik n sayisi1 olarak segilir. Birch ve Swinnerton-Dyer konjektiirii kullanarak

L, (1) ve #Sy(E.,)

degerleri ve

#E_, (Q),,, hesaplanir.

Adim 9. Kisim 4.5’de tanimlanan d(n, ng) sabitleri hesaplanir.

Adim 10. Birch ve Swinnerton-Dyer konjektiirii geregi E_, eliptik egrisinin Selmer

grubunun mertebesi, yani

_#Sy(E,)-a;

Sy
Fon d(n,n,)- afo

hesaplanur.
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Adim 11. ¢ ;= #E(Q) olmak {izere ¢ sayis1 hesaplanir. Dikkat edilirse E egrisinin

torsiyon alt grubu ile twistlerinin torsiyon alt gruplar1 aymidir.

Adim 12. M, k ve ny tamsayilari i¢in

2 S
S, (M) =#{n:n<M,ntam kare bulundurmayan tamsay1 n = n, mod HQPZ , L=k }
0.k, ; t
pIN

fonksiyonu olusturulur ve s, , (M) /x, (M) fonksiyonun grafigi ¢izilir.

Adim 13. o € R ve € € [-0,02, 0,02] say1sin1

(loglog(x, (M))"**
log(x, (M))

o(x,, (M) =a
fonksiyonu s, , .(M)/x, (M) fonksiyonuna "iyi” yaklasacak sekilde segilir.

4.6.2 Uyan1 1. Bu algoritmanin uygulanmasi sonucunda elde edilen tiim veriler

(Anonim 2011d)’de bulunabilir.

2. #So(E-n), d(n, no) ve L, (1) degerleri hesaplandiktan sonra L, (1) degeri Birch ve

Swinnerton-Dyer Konjektiirii kullanilarak

Ly (D#So(E_,)-d(n,n,)
#Sy(E., )

—ng

L, ()=

yardimiyla ¢ok daha hizli bir sekilde hesaplanabilir. Dikkat edilirse transandant olan

Ly (1) degeri tamamen LEin0 (1) degerinin hassaslik derecesine baghdir, yani bu

transandant saymin ondalik kisminda segilecek olan basamak sayist L, (1) in basamak

sayisini da belirleyecektir.
3. o fonksiyonundaki ¢ ve € sabitleri su sekilde belirlenir. Calismada M = 107 sinirina

kadar elde edilen veriler kullanilarak belli bir E eliptik egrisi ve ny tamsayisi i¢in

1:=[0, M] araliginin,

68



1; =0, 50000{], her biri=1, 2, ..., 200 i¢in
olarak tanimlanan alt araliklarinin

hclhc..cl,

biciminde bir { /; }; = 1, .. . 200 ailesi olusturulsun. 7/ araligimin bu sekilde 200 araliga

boliinmesi yapilan islemler igin anlamlidir. ilk olarak max( /; ) = M; olmak iizere

St M) degeri, daha sonra 10g(log(xn0 (M ,«)))
X, (M;) log(an(Mi))

ny

degeri hesaplanir. Bu iki deger

karsilastirilarak ¢; sabiti bulunur. Bu iglemler tiim /; araliklar1 igin tekrarlanir ve her bir

aralik i¢in ¢; sabiti bulunur. Bu sekilde bulunan ¢ sabitlerinin x, (M) degerine gore

agirlikli ortalamasi yardimiyla, her bir ny dogal sayisi icin bir tek « sabiti bulunur.

Bulunan bu ¢ sabiti yardimiyla

S”O K ()Cn” ( )) log(log(xﬂo (M)))
——— V€ «&
x, (M) loglx, (M))

degerleri karsilastirilarak, bu iki degeri birbirine daha da yaklastirmak i¢in [-0,02, 0,02]

araliginda uygun bir € sabiti secilir, dogal olarak & sabiti n ile bir tek sekilde bellidir.

4.7 Sonuclar

Bu kisimda ilk olarak eliptik egrilerin twist ailelerinin Selmer gruplarinin
mertebelerinin dagilimlar1 ele alinacak ve bu dagilim basit bir fonksiyonla ifade
edilecektir. Daha sonra dagilimi belirten fonksiyon kullanilarak, bir Selmer grubunun
belli bir £ mertebesi i¢in kondiiktorii de segilen belli bir degere kadar olan eliptik
egrilerin twist ailelerinden kag¢ egrinin Selmer grubunun mertebesinin £ oldugu yaklasik
olarak belirlenebilecektir. Son olarak dagilim fonksiyonu denilebilecek olan bu
fonksiyonun grubun mertebesi olan £’dan bagimsiz oldugu goriilecektir. Deneyimsel
yolla (hesaplama yoluyla) elde edilen bu sonugclar literatiire birer konjektiir olarak
birakilacaktir. Dogal olarak bu yolla elde edilen bu sonuglarin ispatinin su an igin

miimkiin olmadig: agiktir.
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Cizelge 4.1°de yer alan keyfi fakat belli bir £ eliptik egrisi ve ny sayisina denk olan n
sayilar1 ile bu egrinin twistleri alinarak sonsuz ¢oklukta elemani olan bir no-twist eliptik
egri ailesi elde edilebilir. Waldspurger Teoremi geregi belirtilen oOzellikteki n
sayilarindan i¢inde tam kare bulundurmayanlarin dikkate alinacag: agiktir. Yukaridaki
sekilde olusturulan twist egri ailesindeki egrilerin Selmer gruplarinin mertebeleri 4.
Bolim’de yer alan teknikle hesaplanabilir. Ayrica Selmer grubunun mertebeleri

kullanilarak (Cremona 1997)’de verilen diger “BSD-verileri” de hesaplanabilir.

Bu kismin basinda belirtilen hedefe ulasmak icin asagidaki adimlarin gergeklestirilmesi

gereklidir:

1. Ik olarak her bir E eliptik egrisi ve no degeri igin kondiiktérii belli bir M dogal
sayisina kadar olan twist egri ailelerinde bulunan eliptik egrilerin sayisinin

hesaplanmasi gereklidir.

2. no sayisin1 bulunduran denklik sinifinin i¢inde tam kare bulundurmayan sayilarin

sayisinin bilgisayar yardimiyla hesaplanmasi zor degildir.

3. Eliptik egrinin Selmer grubunun mertebesi £ olsun. Verilen bir & i¢in belirlenen no-
twist egri ailesindeki egrilerin i¢inde Selmer grubunun mertebesi & olanlarin sayisi

hesaplanmalidir.

4. FElde edilen veriler kullanilarak her bir £ eliptik egrisi i¢in belli bir denklik sinifinda
yer alan ve Selmer grubunun mertebesi £ olan eliptik egrilerin sayist bu denklik
simifindaki tim eliptik egrilerin sayisina oranina yaklasan bir basit fonksiyon

bulunmalidir.

E bir eliptik egri, n, np ve N', Waldspurger Teoremi’ndeki ozellikleri gergekleyen

sayilar olmak lizere s, , E., eliptik egrisinin Selmer grubunun mertebesini gostersin.
Yukarida kullanilan k& ve M tamsayilan igin s, , (M) ve x, (M), Strateji 4.6.1°de

tanimlanan fonksiyonlar olmak tizere
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S0 Bk
qno,k,E = ,;2_ (M)

fonksiyonu tanimlansin.

Bu durumda g, , , fonksiyonlari

log(log(xno (M )))”
a
log(x, (M))

fonksiyonlarma “iyi yaklasacak” bigimde 0 < o< 1 ve € € [-0,02, 0,02] sayilar1 vardur.

Bu gozlem, Brian Birch tarafindan 6ngoriilen sonugla aynidir. Boylece asagidaki

konjektiir verilebilir.

4.7.1 Konjektiir. (inam 2011) £ ve E', Q iizerinde taniml eliptik egriler olsun.

Waldspurger Teoremi’ni gergekleyen her n, ny sayilari ve tim k, k' sayilari igin

Anybet fonksiyonlariin asimptotik davranislari,

qn(’),k’,E !
c(M) := log(log(x(M))’
fonksiyonunun sabit bir kat1 tarafindan bellidir, burada ¢ mutlak degeri kii¢iik olan reel

sayl ve x(M), M sayisina kadar olan i¢inde tam kare sayr bulundurmayan sayilari

gostermektedir.

4.7.2 Uyar1. Dogal olarak Konjektiir 4.7.1°de yer alan ¢arpimsal sabit c¢(M) i¢in daha
kesin bir ifade kullanilmali ve hangi parametrelere bagli oldugu belirlenmelidir. Ancak
calismada eliptik egrilerin Selmer gruplarinin mertebesinin hesaplanmasi1 ve bu
degerlerin bir fonksiyon yardimiyla agiklanmasi hedeflenmektedir.

4.8 Gozlemler ve Ornekler

Konjektiirden de goriilecegi lizere yaklasim fonksiyonu k& dan bagimsizdir. Ancak o

sabitleri degismektedir. ¢ sabitlerinin degisimini incelemek ve bir kural elde etmek icin
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(belki daha fazla veriyle) detayli bir analiz yapilmalidir. Calismada « sabitleri, Selmer
gruplariin mertebeleri dikkate alinarak ve & sayisi icin iist sinir 1000 olarak segilerek
hesaplama yapilmistir. Dikkat edilirse ¢alismadaki veriler konjektiiriin olusmasi igin
yeterli oldugu halde ¢ sabitlerinin analizi igin yetersizdir. Ornegin eliptik egrilerin twist
ailelerindeki eliptik egrilerin Selmer gruplar1 arasinda elde edilen en biiyiikk £ degeri

68121 olup, bu deger yalnizca bir kez bulunmaktadir.

4.8.1 Ornekler

Hesaplamalarda kullanilan ornekler i¢in o sabitleri géz Oniine alinirsa Waldspurger
Teoremi’ndeki denklik smiflarinin  temsilcilerinin - modiillo 4 yada 8 e gore
siniflandirilabilecegi ve bu siiflandirmada ayni sinifta yer alan denklik siiflar1 i¢in «

sabitlerinin hemen hemen ayni oldugu gozlenmistir.

1. Durum. Ilal eliptik egrisi i¢in modiilo 4 te 1 e denk olan denklik siniflarinin
temsilcilerinin olusturdugu K := { 1, 5, 37 } ve modiilo 4 te 3 e denk olan denklik
siniflarinin temsilcilerinin olusturdugu L := { 3, 15, 23, 31 } smuflar1 vardir. Ornegin
k =1 i¢in K smifinda yer alan ny denklik siniflar1 i¢in « sabitleri sirasiyla 0,296, 0,299
ve 0,300 civarinda iken aynmi degerlerin L sinifinda yer alan ny denklik siniflari igin

strastyla 0,458, 0,459, 0,469 ve 0,464 oldugu goriiliir.

2. Durum. 14al eliptik egrisi i¢in modiilo 8 e gore bir ayrisim s6z konusudur. Modiilo
8 de 3 e denk olan n sayilarina karsilik gelen tiim eliptik egriler tek oldugu icin bu
ozellikteki ny degerleri Cizelge 4.2 de yer almamaktadir. Modiilo 8 deki diger siniflar
modiilo 56 daki denklik siniflarini birbirinden su sekilde ayirir:
K={1},L:={29,37,53 } ve M :={15,23,39 }.

Ormegin k = 9 i¢in K siifindaki 7o denklik smifi icin « sabitinin 0,85, L simifindaki 7o
denklik smiflart i¢in « sabitlerinin, sirasiyla, 0,195, 0,185 ve 0,192, M smifindaki ng
denklik siniflar1 i¢in « sabitlerinin, sirasiyla, 0,559, 0,568 ve 0,536 oldugu goriiliir.

3. Durum. 174l eliptik egrisi i¢in modiilo 4 te 1 e denk olan tiim denklik siniflarina

karsilik gelen twist eliptik egrileri tek oldugundan bu degerler Cizelge 4.2 de yer
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almamaktadir. Modiilo 4 te 3 e denk olan tiim denklik siniflar1 i¢in 6rnegin £ = 0

durumunda « sabitleri 0,33 civarindadir.

4. Durum. 20al eliptik egrisi i¢in modiilo 4 te 1 e denk olan tiim denklik siniflarina
karsilik gelen twist eliptik egrileri tek oldugundan bu degerler Cizelge 4.2 de yer
almamaktadir. Modiilo 4 te 3 e denk olan tiim denklik siiflar1 i¢in 6rnegin k£ = 225

durumunda « sabitleri 0,1 civarindadir.

5. Durum. 34al eliptik egrisi i¢in modiilo 8 belirleyicidir. Eger n = 7 (mod 8) ise bu
durumda tek eliptik egri sinifi elde edilir, yani bu denklik siniflar1 Cizelge 4.2 de
bulunmaz. Modiilo 8 deki diger siniflar

K:=1{1,33,89},L:={19,35,43,59,67,83,115,123 }
ve

M = {21, 53,69, 77,93, 101, 117}

olur. Ornegin k = 1 durumunda « sabitleri K daki denklik smiflar1 i¢in 0,38, L deki
denklik siniflar1 i¢in 0,47 ve M deki denklik siniflari i¢in 0,41 civarindadir.

4.8.2 Baz1 Gergek Degerler

Asagida calismada ele alinan her bir E eliptik egrisi i¢in belirtilen iliskiyi ortaya koyan
bazi sayisal sonuglar verilmistir. Daha Once verilen notasyon gecerli olmak iizere

algoritmada o (x, (M)) fonksiyonu

(loglog(x, (M))"**
log(x, (M))

o(x, (M) =a

olarak tanimlanmisti. Buna gore
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Cizelge 4.3 E=11al, no=3, k=4 ve £=0,005 i¢in gercek degerler

M Sy 1 (X, (M))/ X, (M) o(x,, (M))
50000 0,106452 0,099558
1500000 0,074267 0,066593
3000000 0,066195 0,062381
4000000 0,062997 0,060786
5000000 0,060743 0,059604
10000000 0,053981 0,056209

Cizelge 4.4 E=14al,np=1, k=16 ve £= 0,005 i¢in gercek degerler

M Sy i (X, (M) x,, (M) a(x, (M))
100000 0,082313 0,09115
1400000 0,066638 0,066978
2000000 0,06462 0,064665
5000000 0,060241 0,059394
8000000 0,056955 0,057011
10000000 0,055412 0,055946

Cizelge 4.5 E=17al, no =17, k=324 ve £=0,005 icin ger¢ek degerler

M S (X, (M) X, (M) o(x,, (M))
100000 0 0,818727
5000000 0,009965 0,010903
6000000 0,010771 0,010726
7000000 0,011213 0,01058
8000000 0,011651 0,010458
10000000 0,012272 0,010259
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Cizelge 4.6 £ =20al, np= 1, k=100 ve €= 0,005 i¢in gergek degerler

M Syt (5, (M) x, (M) o(x,, (M))
500000 0,026748 0,038045
3000000 0,029427 0,031896
5000000 0,029764 0,030491
6000000 0,029958 0,030019
7000000 0,030039 0,029632
10000000 0,030132 0,028772

Cizelge 4.7 E = 34al, np= 1, k=36 ve £=0,005 i¢in gercek degerler

M Syt (6, (M) x, (M) o(x,, (M))
3000000 0,066667 0,071691
5000000 0,069827 0,069099
6000000 0,068564 0,067903
7000000 0,0682 0,066996
8000000 0,067812 0,066096
10000000 0,067339 0,064759
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4.8.3 Ornek Grafik

Bu kisimda sonuglarla ilgili 6rnek bir grafik verilecektir. Asagidaki grafikte, x-ekseni

lizerinde x, (M) nin M = 107 ye kadar olan degerleri goriilmektedir. Burada £ = 11al,

no =1 ve k=1 olup baslangigta iistte olan grafik M fonksiyonun grafigi olup,
Xy
I+
alttaki grafik o= 0,295669 olmak iizere o log(log (xl (M))) fonksiyonun grafigidir.
log(x, (M)

0.15 0.15
0.14 0.14
0.13" 0.13
0.12 0.12
0.11 \ '. 0.11

0.1 \ ; 0.1
0.09 0.09
0.08 e 0.08
0.07{ - S 0.07
0.06 0.06
its e G —

o 50000 1e+05 1.56+05 2e+05

Sekil 4.1 Sonuglar i¢in Ornek Grafik
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4.9 aDegerlerinin Agirhkh Ortalamalar:

E No 0 1 4 9 16
11al 1 0,140221 0,295669 0,204751 0,309679 0,184184
11al 3 0214424 0,458141 0,296646 0445157  0,244439
11al 5 0,139959  0,299438 0,199569 0,308824 0,186938
11al 15 0211029 0,458734  0,299005 0,442075 0,244968
11al 23 0,208441 0,468673  0,304083 0,440648 023676
11al 31 0,208064 046357 0205327 0441027  0,23975
11al 37 0,14234  0,300449 0,205431 0,314227  0,18237

E No 25 36 49 64 81
11al 1 0,312985 0,179629 0,239533  0,144443  0,235818
11al 3 0,423453 0208141 027803  0,141689  0,258489
11al 5 0,320314  0,180445 0238248  0,140963  0,234221
11al 15 0,415875 0207029 0278424 0,146673  0,249818
11al 23 0411152 020807 0283056 0,149102  0,250205
11al 31 0,412866 0,205186 0277763  0,150807  0,254808
11al 37 0314151 0,171081 0,235285 0,143295  0,230991

E No 100 121 144 169 196
11al 1 0,149895 0,188637 0,115865 0,171031  0,091912
11al 3 0,144478  0,144478 0,099708 0,158332  0,068375
11al 5 0,151277 0,183852 0,117823 0,165406 0,089266
11al 15 0,1391  0,1391  0,096762 0,156685 0,069026
11al 23 0,140066 0,190515  0,09152  0,159746 0,070316
11al 31 0,141375 0,185663 0,098614 0,162711 0,071718
11al 37 0,152059 0,184835 0,112431 0,172438  0,08812

E Mo 225 256 289 324 361
11al 1 0,203897 0,076341 0,135676  0,07271  0,117004
11al 3 0,178166 0,054526  0,113502 0,047742  0,097803
11al 5 0,201578  0,076127 0,132841 0,070794  0,116838
11al 15 0,185691 0,055885 0,117211  0,0487  0,094476
11al 23 0,179255 0,058757 0,112958 0,048998  0,0973
11al 31 0,18378  0,054368 0,116274 0,049585  0,0968
11al 37 0,208334  0,079288 0,132626  0,06951  0,117505
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E No 0 1 4 9 16
14al 1 0,283019 0,386791 0,349053  0,485425 0,289702
14al 15 0,319039 0,483879 0,409463 0,559197 0,319645
14al 23 0,336754 0,461198 0,402525 0,567646 0,312323
14al 29 0,442312  0,172938 0,560877 0,194746 0,485192
14al 37 0,42059  0,175757 0,589686  0,185407 0,492192
14al 39 0,312339 0,493768 0,407928 0,536247 0,328624
14al 53 0,447676 0,171374 0,571985 0,191641 0,472537

E No 25 36 49 64 81
14al 1 0,28595  0,326485 0,190388 0,148085 0,292196
14al 15 0,314341 0,322687 0,235968 0,181454  0,290788
14al 23 0,314975 0,331965 0,236908 0,173742  0,299374
14al 29 0,099951 0,567019 0,071551 0,310347  0,086056
14al 37 0,108121 0,544933 0,076132  0,32644  0,081628
14al 39 0,327089 0,316292 0,251003 0,186261  0,27054
14al 53 0,104698 0,561543 0,073051 0,321251 0,086696

E No 100 121 144 169 196
14al 1 0,142119 0,149737 0,159668 0,119627 0,087451
14al 15 0,139186 0,150902 0,143504 0,116318 0,076208
14al 23 0,134807 0,144059 0,150461 0,112789  0,072932
14al 29 0,265114  0,039297 0,303978  0,03107  0,174705
14al 37 0,276584 0,042321 0,285788 0,029985  0,18166
14al 39 0,140236  0,14836  0,135962  0,11914  0,079435
14al 53 0,264155 0,036761 0,306407 0,029676 0,174854

E No 100 121 144 169 196
14al 1 0,142119 0,149737 0,159668 0,119627 0,087451
14al 15 0,139186 0,150902 0,143504 0,116318 0,076208
14al 23 0,134807 0,144059 0,150461 0,112789  0,072932
14al 29 0,265114  0,039297 0,303978  0,03107  0,174705
14al 37 0,276584 0,042321 0,285788  0,029985  0,18166
14al 39 0,140236  0,14836  0,135962  0,11914  0,079435
14al 53 0,264155 0,036761 0,306407 0,029676 0,174854
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E Ny 0 1 4 9 16
17al 3 0,337432  0,477285 0,501361  0,41195  0,402614
17al 7 0,333173  0,480345 0,512958 0,411449 0,397752
17al 11 0,331548 0,470597 0,506991  0,41595  0,398308
17al 23 0,324727  0,469987 0,510093 0,413703  0,409981
17al 31 0,332091 0,482396 0,496191 0,410295 0,405293
17al 39 0,335686 0,481485  0,50061  0,403566 0,403538

E Ny 25 36 49 64 81
17al 3 0,291697 0,298922  0,227993  0,217491  0,190683
17al 7 0,294852  0,305199 0,224537  0,209766 0,191861
17al 11 0,29197  0,307093  0,224453  0,212266 0,194131
17al 23 0,302838 0,296815 0,223042 0,212759 0,197424
17al 31 0,299154 0,303459 0,219757 0,213895  0,19307
17al 39 0,29654  0,302868  0,21993  0,218869  0,19364

E No 100 121 144 169 196
17al 3 0,155873 0,138493 0,129301  0,109835 0,086544
17al 7 0,153253 0,134025 0,127087 0,109443  0,08902
17al 11 0,152146  0,142299  0,1244  0,115795 0,090622
17al 23 0,149471 0,136131 0,125797 0,115204 0,088695
17al 31 0,153817 0,141537 0,128656  0,10723  0,086032
17al 39 0,155061 0,139321  0,12622  0,110953  0,084326

E No 225 256 289 324 361
17al 3 0,10133  0,066479 0,070144 0,054392 0,063161
17al 7 0,102284 0,066453  0,07182  0,052183 0,061862
17al 11 0,101815  0,06621  0,073766 0,053459 0,060803
17al 23 0,104502 0,066214 0,069106 0,055098 0,060021
17al 31 0,106572  0,068254 0,071002 0,057448 0,058929
17al 39 0,108346 0,065278 0,073044 0,055616 0,058537
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E No 0 1 4 9 16
20al 1 0,268253 0,3465 0,315475 0,427111  0,27129
20al 21 0,266462 0,337876  0,32056  0,431508 0,272359
20al 29 0,267792  0,343135 0,317666  0,425236 0,271235

E No 25 36 49 64 81
20al 1 0,254326 0,307296 0,210761 0,179752  0,245513
20al 21 0,253463  0,304903  0,209301 0,178783  0,246748
20al 29 0,258567 0,308143  0,20873  0,178674 0,252364

E No 100 121 144 169 196
20al 1 0,144222 0,141449 0,171656 0,115768  0,095252
20al 21 0,146098 0,144796 0,165373 0,115249  0,09443
20al 29 0,14228 0,14178 0,1634 0,115021  0,09569

E No 225 256 289 324 361
20al 1 0,141739 0,076533  0,082182 0,091834  0,066588
20al 21 0,147373  0,078015 0,082924  0,091549 0,067251
20al 29 0,14228  0,081021 0,081558 0,091311 0,067867
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E No 0 1 4 9 16
34al 1 0,300968 0,385865 0,387258  0,462396  0,28402
34al 13 0,290206 0,415303  0,352209 0,474225 0,272241
34al 19 0,353435 0,475157 0,436218 0,505167 0,317592
34al 21 0,29167  0,415613  0,359182  0,472539  0,274045
34al 33 0,30458  0,388798 0,381037 0,440285 0,291886
34al 35 0,357437  0,47347 0,42035  0,504132  0,326558
34al 43 0,355486 0,466179  0,44077  0,503479 0,323861
34al 33 0,281215 0,413834 0,357105 0,470171  0,283536
34al 59 0,345971 0,471297 0,436144  0,50406  0,327326
34al 67 0,351665 0,467335 0,427308 0,512714 0,326024
34al 69 0,290429 0,408492  0,366839 0,478386 0,275193
34al 77 0,293768  0,41554  0,350608 0,478178 0,272873
34al 83 0,352644 0,475251 0,440215 0,500611 0,328119
34al 89 0,305732  0,396955 0,372179  0,443078  0,296228
34al 93 0,283804  0,42395  0,358696 0,479956  0,279951
34al 101 0,29705  0,412981 0,359811 0,476887  0,286045
34al 115 0,34747  0,476572  0,438912  0,505538  0,321909
34al 117 0,291683  0,420945 0,355004 0,476725 0,278145
34al 123 0,354215 0,475638 0,437478 0,495364  0,32921

E No 25 36 49 64 81
34al 1 0,247423  0,309932  0,194351 0,177262  0,225383
34al 13 0,271392  0,294956  0,199301 0,166857 0,230411
34al 19 0,271006 0,324198 0,191454 0,171407 0,214279
34al 21 0,265973  0,301452  0,19956  0,159942  0,230879
34al 33 0,267835 0,311831 0,193117 0,172183  0,229097
34al 35 0,275831 0,327544 0,189914  0,17779  0,220039
34al 43 0,272699 0,317971  0,202658 0,174474 0,211269
34al 53 0,277814 0,310885 0,201981 0,161572  0,229304
34al 59 0,267928 0,327115 0,193429 0,175461 0,215779
34al 67 0,273065 0,324959 0,192272 0,172805 0,212269
34al 69 0,267456  0,29777  0,207129  0,162831  0,232521
34al 77 0,272458 0,297814 0,201069 0,167444  0,227964
34al 83 0,275118 0,314132  0,199511 0,174251 0,210163
34al 89 0,255453 0,318219 0,207944 0,165966 0,226874
34al 93 0,259963  0,297419 0,204218 0,165222  0,234308
34al 101 0,254251 0,303388 0,197465  0,15854 0,23436
34al 115 0,270414  0,323107 0,196365 0,177784  0,19878
34al 117 0,260653 0,2887 0,202377  0,157916  0,244395
34al 123 0,270226  0,335145 0,200594 0,170866  0,208101
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E Ny 100 121 144 169 196
34al 1 0,128304 0,122231 0,147564 0,102664 0,082786
34al 13 0,129592  0,130917 0,143784 0,100675  0,07895
34al 19 0,130772  0,109944  0,140669 0,086182 0,077919
34al 21 0,132753  0,126583  0,143338 0,106306 0,080138
34al 33 0,131932 0,123085 0,140728 0,099784  0,082223
34al 35 0,130884 0,111755 0,141213  0,08385  0,079269
34al 43 0,128261 0,109375  0,13594  0,083931 0,071109
34al 53 0,12997  0,126922  0,142644 0,100092  0,07645
34al 59 0,137624 0,106901 0,140647  0,08392  0,074337
34al 67 0,138161 0,108241 0,136687 0,090009 0,081168
34al 69 0,127983  0,12296  0,146421 0,100218 0,072738
34al 77 0,130561 0,122929 0,148044 0,098305 0,080768
34al 83 0,130011 0,103015 0,141567 0,085853 0,077536
34al 89 0,132737 0,115162  0,150665 0,0967 0,08984
34al 93 0,127371 0,120887 0,147903  0,100794 0,071056
34al 101 0,124347 0,118514 0,136806  0,10392  0,079833
34al 115 0,13509  0,116645 0,140947 0,089575 0,075199
34al 117 0,130015 0,124739 0,140575 0,104611 0,078912
34al 123 0,135871 0,107328 0,133703  0,093233  0,07586

E Ny 225 256 289 324 361
34al 1 0,120486  0,06472  0,062951 0,070443  0,055249
34al 13 0,120107 0,0621 0,0692 0,077468  0,055683
34al 19 0,077919  0,059063 0,053673 0,070172  0,038649
34al 21 0,118898 0,062197  0,06578  0,071127  0,056771
34al 33 0,118185 0,059254 0,065998 0,072214  0,053245
34al 35 0,092942  0,058685 0,050621 0,063069 0,039964
34al 43 0,097305 0,057743  0,053748  0,069417 0,0381
34al 53 0,120493  0,060345 0,065208 0,071921  0,049442
34al 59 0,097042 0,061403 0,047947 0,065448 0,040482
34al 67 0,09381  0,057656  0,066198  0,064485 0,038135
34al 69 0,121028 0,065232 0,066193  0,066645 0,052697
34al 77 0,120666  0,065448 0,067139  0,072256  0,052677
34al 83 0,098931 0,058119 0,049453 0,067301 0,040662
34al 89 0,117926  0,059319 0,062727 0,072717  0,055294
34al 93 0,115051 0,060207 0,061973  0,076746  0,058861
34al 101 0,123836  0,063449 0,070854 0,072985 0,058416
34al 115 0,099212 0,057176  0,049053  0,065697  0,037937
34al 117 0,120381 0,061819 0,067332  0,07149  0,054083
34al 123 0,097763  0,057011 0,049838  0,06636  0,038657
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Yukarıdaki sonucu onaylarım


Prof. Dr. Kadri ARSLAN


Enstitü Müdürü


U.Ü. Fen Bilimleri Enstitüsü, tez yazım kurallarına uygun olarak hazırladığım bu tez çalışmasında;


· tez içindeki bütün bilgi ve belgeleri akademik kurallar çerçevesinde elde ettiğimi,


· görsel, işitsel ve yazılı tüm bilgi ve sonuçları bilimsel ahlak kurallarına uygun olarak sunduğumu,


· başkalarının eserlerinden yararlanılması durumunda ilgili eserlere bilimsel normlara uygun olarak atıfta bulunduğumu,


· atıfta bulunduğum eserlerin tümünü kaynak olarak gösterdiğimi,


· kullanılan verilerde herhangi bir tahrifat yapmadığımı,


· ve bu tezin herhangi bir bölümünü bu üniversite veya başka bir üniversitede başka bir tez çalışması olarak sunmadığımı


beyan ederim.
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