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A. GIRIS

Marshalian tipteki iiretim fonksiyonlan icinde, en fazla bilinip kul-
lamlan bu iiretim fonksiyonu ismini, arastirmalarinin sonucunda, dzel-
liklerini bulan profesér Douglas ile, &zelliklerinin ifade edilebilinmesi
icin matematiksel sekil ileri siiren matematik¢i Cobb’dan almistir. Fonk-
siyon daha 6nce de Wicksteed' tarafindan ileri siiriilmiis ise de genis
kabul edilebilirligini arastirmalanyla fonksiyona biiyiik destek saglayan
Douglas’a bor¢ludur. Douglas tarafindan tahmin edilen orijinal fonksiyon
(1) de yazlan sekildedir. Fonksiyonun belirttigi iliski, Doguslas'in iicre-

Q = ALe K@ ol

tin toplam iiretim icindeki payim arastirirken bulunmustur. Douglas, is-
giicline yapilan toplam iicret 6demelerini, iiretimin sabit bir orani olarak
bulmustur (2). Ote yandan bilindigi iizere, tam rekabet kosullarinda ka-
rim maksimize etmeyi amaglayan firma ,dicret isgiiciiniin marjinal ve-

w
(—)L = «Q (2)
5]
rimlilii esitligini gerceklestireceginden (2) tekrar (3) de goriildiigii iize-
re yazilabilir, Problem bu sonucu veren fonksiyonun geriye gidilerek bu-

0Q Q
= & (3)

oL e
lunmasidir. Cobb’un katkisi Q = AL K'-e seklindeki fonksiyonu ileri siir-
mesidir. Fonksiyonun isgiiciine gére kismi tiirevi alindiginda (4) te bu-
lunan sonuc bize fonksiyonun izlenen iliskiyle tamamiyle uyum iginde

1 P Wicksteed, «Co-ordination of the Laws of Distributions, The Economic
Journal, C. IV, (1894), s. 305-313.
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20Q Q

o 4)
0Q L
oldugunu gosterir. Dolayisiyle, fonksiyonun Cobb sekli izlenen gergekleri
yansitir, Ve fonksiyon iiretim faktorleri, basina iiretim miktarimi vere-
cek sekilde diizenlenirse kisaca (5) de goriildiigii lizere yazilabilir.
P (x) = Ax"-a’ dan elde edilen (6) de goriilen -esitlikler ve @’ (x) nin x
sifira yaklasirken sonsuza ve x sonsuza yaklasirken de sifira yaklasmasi,

)Kl"a =

o
=aALe! K=o = —a (-
L

Yy = Ax(l—a) (5)
fonksiyonun «iyi davranan» bir fonksiyon oldugunu belirler.
A(l—o) —A (1 —a)
2i(x) =i 9" (x) = ——— <0 (6)
X ] x?

B. FONKSIYONUN PARAMETRELERININ TAHMINI

Fonksiyonun parametrelerinin tahmini icin de (2) deki esitlikten ya-
s
rarlanmlabilinir, Esitlikteki ——, Q ve L nin degerleri izlenebilineceginden

a icin tahminde bulunulabilinir. Bir tahminden bahsedilmesinin nedeni
o)

ise, — ile Q—L oram arasmndaki iliskinin deterministik olmayip

P
stochastik olmasindandir. Sayet determistik bir esitlik olsaydi, « min de-
)

geri , Q ve L in izlenen birer degerinden bulunabilinir ve diger bii-
P w

tiin degerleri igin gecerli olurdu. Iliskinin stochastik olusu ise, —, Q

P
ve L in farkh degerleri icin « infarkli degerlere sahip olmasina neden

olur ve & icin en iyi degerin se¢imi ekonometrisyenlerin bir isi olarak ka-
®

lir. Kisaca ——, @ (Q/L) esitliginin yazilmas1 demek (7) deki ésitliklerin
w
yazilmas1 demektir. Esitliklerde e ile @ in en iyi tahmininden, —— nin
DR
W Q w Q
—_— = +e veya —=2ua e (N
p P P .

o)
sapmasi belirtilir. Sapmaya 6lgme hatalan veya —— ye etki eden Snem-

P
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leri az olan degiskenlerin ihmal edilmeleri neden olabilir. Esitliklerdeki
« tipik olarak regresyon analizinden yararlamilarak tahmin edilebilir’.
« icin tahmin elde edildikten sonra, orijinal fonksiyona déniiliip Q ve
(La K'-a) degiskenler olarak alinarak bu defa da A, regresyon analizin-
den yararlanilarak tahmin edilir. « ve A nin belirtilen yéntemle tahmin
edilmeleri, L ve K nin iisleri toplaminin bire esit olmas1 sonucunu dogu-
rur. (2) den « degerinin tahmini, orijinal fonksiyonun A y1 verebilmesini
saglayacak sekilde K y1 sinirlar, Yalmiz unutulmamasi gerekir ki,
ALzK# gibi fonksiyonun baska sekileri de, orijinal kosulun gerceklesme-
sine olanak verirler. Dolayisiyle 8 = (1 — ) test edilmemis bulunulmak-
tadir. # nin bu siirlandirilmasi, sayet fonksiyon Q = AL«KS8 olarak tah-
min edilirse test edilebilinir. Ciinkii, bu sekilde yazilan fonksiyonda, 8
herhangi bir degeri alabileceginden « + 8 = 1 hipotezi de test edilebilinir.
Fakat bu sekliyle fonksiyon, stochastik iliskinin parametrelerinin tahmi-
ni icin kullanilan dogrusal regrasyon tekniklerine uygun degilse de esit-
lik (8) de goriildiigii dizere dogrusallastirilarak problemden kacinilir.
Esitlikteki InQ, 1nK ve In Licin izlenen degerler yerine konulduktan
1InQ = InA + 81nK + 2 1nL (8) .
sonra A, B ve « nin degerleri icin bilinen yoldan tahminler elde edilir.
Bu fonksiyona bircok testler uygulanmistir. (¢ + 8) degeri yaklasik ola-
rak bir alindiginda, gesitli sektor ve iilkeler i¢in yapilan tahminleri iyi
sonug vermistir®.

C. FONKSIYONUN IKAME ELASTIKIYETI

Uretim fonksiyonlar: bilindigi iizere, esiiriin egrilerinin (K, L) diize-
yinde sekil ve yerlerini belirtirler. Uretim miktar: herhangi bir seviyede
(Q) sabitlestirilirse, esiiriin egrilerinin sekli arastinlabilinir. Fonksiyo-
nun toplam tiirevinden, (9) daki sonuc elde edilir. Sayet egrinin egimi

Q = AK-a (1 —a)Ladk + AK "o aL ‘@ dL
Q Q
Q= (1—2)—dK + « dL
K L
dK a K
— = — (9
dL (—x) L

egrinin egimi (MTIHy), kapital-isgiicii oram arttiginda artarsa, egri ori-

2 RJ. Wonnacott ve T.H. Wonnacott, Econometrics, 1. B, New York John

Wiley and Sons, Inc., 1970, s. 93-95.
3 David F. Heatlifield, Production Functions, I.B., London The Macmillan Press

Ltd, 1971, s. 34.
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jine disbiikey olur. & ve (1—a) nmin isaretleri aym1 olduklarindan da dis-
biikeylik gerceklesir. Esiiriin egrilerinin disbiikeyligi ise, bilindigi lizere
azalan verimlerin varhg ile ilgilidir ve azalan verimler isgiicii ve kapita-
lin kullanimi miktar arttik¢a sirasiyla 2Q/9L ve 2Q/ 2K nin azalmasim
gerektirir. Gergekten de, (10) daki esitliklerden goriilecegi iizere her iki
2Q L ] L

—— = Sl  —— = Afl—a) (—F (10)

oK K

oL K

fakcoriin marjinal verimliligi, faktorlerin pozitif miktarlarda kullanim-

larinda her terim pozitif oldugundan daima pozitifdir ve kullanim mik-

tart sifirdan sonsuza giderken de monotonik olarak azalir (11, 12). Acik-
2’Q

-—aE- = (Gt — l) AL%? Kd—a? (11
o'Q

- = —a(1—0) ALa Ko™ (12)
oK

tir ki, Q = AL« K8 seklinde, azalan verimlerin varhg: icin 8 ve « para-
metlerinin ikisinin de sifir ile bir aralifinda bulunmas: gerekir. Sayet
birden biiyiikler ise, isgiicli ve kapitalin' kullanim miktarlarindaki artis
sirasiyla 9Q/0L ve 9Q/9K in (13) te yazilan esitlerinin artisina neden
oldugundan, artan verimlerle karsilasilmis bulunulur. Negatif olmalan

2Q - aQ |

—— =AKBaL%W™ —— = ABK®# P Aa (13)

oL K
halinde ise, 2Q/dL vedQ/dK nin degerleri negatif olarak azalirlar. Fonk-
siyonun kismi tiirevlerindeki negatif azalma, 6te yandan artan verimle-
rin varhgim isaret eder.

Burada siras: gelmisken, neden a ya faktér yofunlugu parametresi
denildigi arastirnlabilinir. Kapitalin isgiicii icin olan marjinal teknik ika-
me haddi (s), (10) daki esitliklerden kolayca elde edilir (14).

2Q/dL o K

= ( (14)
2Q/8K {1—# 1L

Esitlikten goriilecegi iizere s icin verilen herhangi bir degerde @ nin bii-
yik degeri kiiciik kapital-isgiicii oraninin varhifina neden olur. Dolayr- -
siyle, bir iiretim noktasindaki @ in biiyiik degeri, daha isgiicii yogun iire-
tim faaliyetini gerektirir,

- Esuriin egrisinin geklini, ikame elastikiyeti parametresinin belirte-
cegei bilinir. s nin esitinin, kapital-isgiicii oranina (x) gore tiirevi alindigin-
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da (15) deki esitlik bulunur. Esitlik tersine cevrilip s —x oram ile car-
ds o
= (15)
dx (1—=)

pidiginda goriiliir ki, ikame elastikiyetinin deg‘;refi bire esittir (16). Fonk-
siyonun ikame elastikiyetinin degeri, faktorlerin birlesim oranlarindan

dk -8 (l—ax) o K L
=i = ( ) ( ) =1 (16)
ds = e (I—a) 'L K
ve Olgege verimlilikten bagimsiz olarak birdir. Fonksiyonun bu &zelligi,
isgiicii ve kapitalin arzlarindaki nispi degismelerde nispi paylarin sabit
kalmasini garanti etmesinden cok bilinen bir zelligidir.
Denge kosullarinda bilindigi iizere, MTIHy w—r oranina esittir ve
Olcege gore verimlerin sabit olmas1 halinde (17) de goriilen esitlik elde
ediiir. Bu esitligin solu, iiretimden isgiiciiniin aldig1 payin kapitalin al-

wL o
iy (17)
rK B

dig1 paya oranini verir. Goriildiigii iizere faktorlerin paylar orani, fonk-
siyona hakim olan teknoloji tarafindan tayin edilen sabit iiretim elasti-
kiyetlerinin oranina esittir. @ 1 8 ya gére nispi biiyiikliigii isgiiciiniin pa-
yimin kapitalinkine oranla yiiksek olmasina neden olur. Teknolojik iler-
lemenin s6z konusu olmamasinda ,faktorlerin nispi fiatlarinda olusan
orantili degisiklik faktorlerin nispi kullamimlarinda fiat etkisini gideren
orantili degismeye neden olarak faktorlerin nispi paylarim etkilemez.
Ikame elastikiyetinin degerinin sabit fakat bir olmamasi halinde ise, arz-
larindaki degisiklikler faktorlerin nispi paylarimi etkiler (16) daki esit-
lik diizenlenir. Iki yaninin entegrali alindiginda c¢ nin entegralinin sabi-
tini belirttigi s icin (18) deki esitlik bulunur. s nin esiti w—r orani yerine

ds 1 dx 1
§ = J ;- Ins= Inx 4+ Inc
s e x G
s = cx'/o (18)

kopulduktan sonra, her iki yam x~' (=L/K) lie carpildiginda (19) daki
sonug elde edilir. Agiktir ki, ikame elastikiyetinin degeri bire esit oldu-
gunda, esitlikten C — D fonksiyonuna sahip olundugunda bulunan sonug
elde edilir. Bir olmamas: halinde ise, faktor arzlarindaki verilen degi-

229



Hasan Askan

siklik sonucunda degerin birden biiyiik veya kiiciik olusuna gore fakto-
riin iiretimdeki nispi pay1 artar veya eksilir. Uretim elastikiyetleri ve
ikame elastikiyeti degerlerini sabit olarak vermeyen C — D fonksiyonu-
nun baska sekillerine de rastlanmaktadir. Fonksiyonun o6zelliklerine an-
cak belirli araliklarda sahip olan bu fonksiyonlara bazi misaller verile-
bilinir.

w

—_—x1=cx Yo (19)
r

Fonksivonun diger bir Ozelligi daha vardir ki, fazla arzulanmayan
Q =K“a Laep** (20)
Q e AKG' ]'_ﬁ e(q!l.ﬂL InK) 5 (21)

bir ozelligidir. C— D fonksiyonunda oldugu gibi marjinal verimlilikler
daima pozitif ise, faktorlerden birinin miktar1 sabit tutulurken digerinin
miktar1 sonsuza arttirildiginda, miktarn arttirilan faktoriin marjinal ve-
rimliligi sifira yaklasir (22). Sayet bu limitler gecerliyse ¢; ve ¢; nin po-

20 aQ
lim =0 veya lim——=0 22)
L—c 9L L+« 2K
zitif sabitler oldugu (23) deki sonuglar elde edilir. Bunlar C — D fonksi-
limQ = ¢ veya 1limQ = ¢
Lo K-

yonuna uygulandiginda, « sifirdan biiyiik birden kiigiik oldugundan
9Q/dL nin limiti, L sonsuzuna yaklasirken sifir bulunmasina karsin (24),
L sonsuza yaklasirken Q nun limiti sonsuz bulunur (25). Bu sonuclarin
bulunmasi ise fonksiyonda bir i¢ tutarsizhifin varlig: sanisina neden olur.

20 L .
lim —— = lim aA(; ) = 0 (24)
oL K
L— L—>c
IimQ = lIimALe K% = « (25)
L—w L—oco

4 CE. Ferguson ve RW. Pfonts, «<Aggregate Production Function and Relative
Factor Shares», International Economic Review, C. III, (1962) s, 335.

5 PK. Newman ve R.C. Read, «Production Functions with Restricted Input
Shares,» International Economic Review, C. 11, (1961) s. 128.
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(kapitalin kullamlan miktar da sonsuz olarak arttirnldiginda, kapitalin
marjinal verimliligi icin de aym sonug¢ bulunur.) Gergekte ise, tutarsizlik
sanist isgiiciintin kullanim miktar arttifinda sagladiga faydanin, iireti-
min marjinal verimlilik sifir olmadan farklasmasia olanak verecegi bi-
linirse, kendiliginden ortadan kalkar.

D. OLCMEGE GORE VERIMLER

$imdi sira esiiriin egrilerini (K, L) diizeyinde yerlestirilmesine gel-
mis bulunmaktadir. Bu is, belirli bir iiretim miktarmin esiiriin egrisinin
yeri saptandiktan sonra diger iiretim miktarlarinm esiiriin egrilerinin
yerlerinin nispi olarak saptanmasiyla gergeklestirilir. Esiiriin egrisinin
yerinin saptanmasi igin uygun yéntem, iiretim faktorlerinin esit miktar-
da kullamildiginda gerekli olan kapital miktarimin saptanmasidir. Esliriin
egrisinin ifadesi, Q = ALz K~ oldugundan (26) daki esitlik yazilabilir.

K L
La = AK( )u. (26)
K

Q=A

Kea

Dolayisiyla, L — K oram bir oldugunda, ((K), (Q/A) ya ve K ve L ye esit
oldugundan L. de (Q/A) ya esit bulunur. Goriildiigii iizere, A mn degeri
biiyiidiikce, verilen iiretim miktarinin iiretilmesi icin daha az .m1ktarda
kapital ve isgiicii gerekmesi, katsayinin «verimlilik parametresi» oIaFak
adlandirilmasma neden olmustur. Bu parametre siiphesiz isgiicii, kapital
ve liretimin Ol¢iilmesi igin segilen birimden etkilenir. Ayrica agll.mr kiA
nn defferi sabit kalirken, Q belirttigi iiretim miktarmn iki rpishne cika-
rilmasi, gerekli olan kapital ve isgiicii miktarinin da iki misline c¢ikartir.
Ve boylece diger esiiriin egrilerinin yerleri de nispi olarak .sa.pta.nn.ng. bu-
lunur, 2Q miktarindaki iiretimi belirleyen nokta orijinden iki m.lsh uza.k-
ta bulunacak ve iki misli kapital ve isgiicii kullanimini gerektlrecekt.lr.
Bunun tersi diisiiniildiigiinde, acaba isgiicii ve kapitalin‘ 1.{1111?11?11.1‘ m}k-
tar1 iki misline ¢ikarilarak iiretim &lgeginin arttirilmas: iki I'n'lsll g.retrlfn
elde edilmesine neden olur mu? Bilindigi iizere bu gergekleslrfe, olcf'ege
gore sabit olan verimlerle karsilasilmis bqupult}r.  ve B de'ger%erlmn
herhangi bir kiymeti aldiklar1 genel durumda ise, isglicli ve !<ap‘1tahn kul-
lanim miktarindaki degismelerin iiretim seviyesmc}ekl .et.kllen arastir:
labilinir. Q = AKE La fonksiyonundan toplam ti.irevm-es.m 27) de: goru%— i
diigii tizere bulundugundan dQ icin (28) de g6rii1en_ f:g:1tI1k- elld.e edilir. Bi-
lindigi tizere olgege gore verimliliklerin incelenebllu:lmesx icin dK/K ve
dL/L nin birbirlerine esit olmas; gerekir. Ve dolaysiyle (28) den, dQ/Q
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dQ = ABK®BVLaedK + AKBzL' ™V dL 27) -
B8Q aQ

dQ = —dK + —dL (28)
K L

niin esiti (29) da goriildiigii iizere elde edilir. (8+a) bire esitse dQ/Q,
dK/K esitligi derhal bulunur. Degerinin birden biiyiik veya kiiciik olu-

Q dK
dQ = B——dK + 2Q —
K K
dK
dQ = —Q(B+a)
K
dQ dK
—= — (B+a)
Q K (29)

sunda ise, Olgege gore artan veya azalan verimlerle karsilasilir. Gergek-
ten de & ve B ayr ayr isgiicii ve kapitalin miktarinda olusturulan yiizde
degismelerin iiretim miktarinda neden olduklan yiizde degisiklikleri tem-
sil ederler. Uretim faktorlerinin marjinal verimlilikleri, kendi paramet-
relerivle ortalama verimliliklerinin garpimina esit oldugundan « ve 8,
(30) da da goriildiigii iizere sirasiyla iiretimin isgiicii ve kapitale gore kis-
mi elastikiyetleridir. Iki parametre birlikte alininca da isgiicii ve kapital

°oQ L Q K
t=——, B=—— (30)

oL Q K Q
miktarinda verilen yiizde degisme igin iiretim seviyesinde olusan toplam
yiizde degisme oOlgiiliir. Burada belirtilmelidir ki, iiretimin Olgegindeki
degisiklik sonucunda olusan Olgege verimlilikte degisme ile teknolojik
ilerlemelerin neden oldugu degisiklikleri birbirinden ayirdetme C—D
iiretim fonksiyonlan icin gilictiir. Bunun unutulmamasi kosuluyla denile-
bilinir ki, yaklasik olarak iiretim elastikiyetleri toplam teknolojik sevi-
yedeki kiiclik degismelerden etkilenir. Ve iiretim fonksiyonlarinda bu ne-
denle olusan degisiklikler faktorlerin iiretim elastikiyetlerini etkileme-

diklerinden asagida goriilecek olan yansiz teknolojik ilerleme simifindan-
dirlar.

Maliyet egrileriyle Glcege gore verimlerin gesitleri arasindaki iliski
de, iiretim faktorlerinin fiatlar1 sabit alindiginda toplam maliyetler yal-
nizca iiretim miktarinin  fonksiyonu olduklarindan, fonksiyonun elde
edilmesi oldukg¢a karisik olmasina karsin bulanabilir, Gelisim yolunun,
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yukarida (17) de goriilen tamim ile fonksiyonun logaritmalar alinip es-
anli denklem cifti olarak yazilirsa (31) de goriilen denklem cifti elde edi-
lir. Bu ¢ift L ve K degerleri icin ¢oziildiigiinde bu defa (32) deki denklem
lnl. 4+ fInK = InQ—1nA
—InL + InK = Inf—1n2 + Inw— Inr (31)
cifti elde edilir. Denklem ciftinde, L* ve K* maliyetleri minimize eden
L* = (A'QBBaBwSB B qip
K* = (A~ QBa—w* ro)/e+p (32)
iretim faktorleri oraminda, Q birim iiretim igin gereken isgiicii ve kapi-
tal miktarlarin1 belirtirler. Q birim iiretimin maliyeti dolayisiyle
(w*L+rK*) oldugundan, toplam maliyetin esiti (33) te goriildiigii iizere
Bw Q Bw
)s —— Jig+p + w{(
ar A ar
elde edilir. Esitligin sagindaki terim yerine (34) de bulunmus esiti alin-
diginda toplam maliyetin esiti (35) veya (36) daki esitlerine doniisiir.

TM =r{(

Q
)8 —— J/ig+8 (33)
A

Bw Bw Q
Bw Q wi ( )-8 ( Yo +p } U (g+p)
ar ar A
W { (——)F —a+p =
Bw .
ar A { ( Ya+p } Vg8
or
Bw
w{ ( )2 ) Vg +p)
ar
Bw (34)
( )
ar
ar Bw Q
g {( ) Pig+p
B ar A \
(36) da goriilen teknoloji parametreleri A, «, 8 ve piyasa parametreleri
w ar Bw (0]
™ = r{( z ) -—Q—}”‘a“ﬁ’ + {(—)r Pa—p (35)
ar A B or A
a+B Bw Q
™ = r(—) { (—) il (36)
B or A

W, r veri olarak verildiklerinden, toplam maliyet yalmzca iiretim mikta-
rin bir fonksiyonu olur. Ortalama ve marjinal maliyetlerde, toplam
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maliyet esitliginden kolayca elde edilir, (37) ve (38). Toplam, ortalama
ve homojen fonksiyonlarm fonksiyon katsayilar sabit oldugundan mar-

1
OM = { r( “+B) (ﬂ)a/‘(aﬂﬂ) (——) g +p Q U-a-p /a+p } (37,
B or A
1 1
MM = {r( “+ﬁ) ; ﬁw) ala+p (—)Va+p Q U-a-p /a+p} (38)
a+p B or A

jinal maliyetlerin elastikiyetlerin de sirasiyla (39), (40) ve (41) de goriil-
diigi iizere yazilir. Elastikiyetlerin egitliklerinden de goriildugi gibi,

MM 1
ey = ——— = (39)
OM a8 :
1—a—28
oy =fry—1 = ——— 40)
a+p
1—a+8
ey = om = & — 1 =—— (41)
a+p

fonksiyonun homojenlik derecesi ¢cok onemlidir. Gercekten de ortalama
ve marjinal fonksiyonlan ve tiirevlerinden marjinal ve ortalama maliyet-
lerin karsilastirilmasi egrilerinin algalip, yiikselmeleri ve igbiikeylikleri-
nin yoniiniin tayini olgmege verimlerin aldiklar1 degerlere gére yapilir.
Basitligi gerceklestirebilmek icin, (42) deki esitsizligin sol yam yerine
«b» yazilirsa, MM /2Q,2QM/ 2’ ’MM3Q* ve 9’QM /oQ* nin esitleri

sirasiyla a+g8  Bw 1
r( I(: Ja/tatg) (—)/ a8 >0 (42)
B or A
oMM l—(x+p8) {1—2(@+A) } (@+p)
B 1bQ (43)
°Q (z+B)
o’OM 1—(a+p) {1—2(x+8) } (@+8)
={ } bQ- : (44)
2Q (@+pB)
'MM 1—3(a+p8) + 2(z+B)? {1—3(z+B8}/(x+B)
= { }bQ (45)
oQ? (@+8)
o'QM 1=3(2+p) + 2@+B7  {1—3(@+B}/(2+B)
= }bQ (46)
oQ (@+B)*

(43), (44.f), (45) ve (46) da goriildiikleri iizere yazilir. Son iki esitligin pa-
rantez icindeki ortak paylari, dikkat edilirse (x+g) birden biiyiikken
pozitif, .5 ile bir arasindayken negatif ve .5 den kiigiikken tekrar pozitif-
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tir. Simdi (37) den baslayarak yazilan esitliklerin araciliiyla marjinal ve
ortalama maliyet egrilerinin ozellikleri tayin edilebilir. (37) ve (38) deki
esitliklere gore, Olcege gore azalan veya artan verimlerin varliginda, mar-
jinal maliyet ortalama maliyetten fazla veya azdir. (43) ve (44) deki esit-
likler gore, gene ©6lcege gore azalan veya artan verimlerin varlhifinda,
marjinal ve ortalama maliyet egrileri yiikselirler veya algalirlar. Nihayet
(45) ve (46) daki esitlikler ile (z+8) min bulundugu araliklar birlikte dii-
stiniiliirse, olcege gore artan verimlerin varhiginda, her iki maliyet egrisi
de azalir ve yukaridan icbiikeydir. (z+8) degeri5 ile bir arasinda, ise yiik-
selirler ve asagidan igbiikeydirler. Sayet Olgege gore azalan verimler
siddetliyse {(x+4B)< .5}egriler yalmzca yiikselmekle kalmaz, yukaridan
da icbiikey olurlar. Olcege gére sabit verimlerin varlolmas: halinde ise,
(36) daki esitlik (47) de yazilan sekle doniigiir. Goriildiigii iizere toplam

TM = bQ \ 47)

maliyet iiretim miktarimin dogrusal bir fonksiyonudur ve ortalama ve
marjinal maliyetler sabit olup, birbirlerine esittirler (48).

MM=OM=b 48)

Geriye iiretimin hangi olgekte gerceklestirilmesinin saptanmasi ka-
lir. Siiphesiz kdrim maksimize etmeyi amaglayan firma, Slgefini kari
maksimize eden olgek olarak secer. Firmanin toplam kéirim veren esit-
1ik, iiretilen malin fiatma boliindiigiinde bulunan esitlik te (49) bilindigi

x/p = Q— (w/p)L — (r/p)X (49)

iizere (w/p) ve (r/p) 51ra51yla‘ 2Q/ oL vedQ/ pK ya esittir.Q = ALaKS? iire-
timfonksiyonunda kismi tiirevler ise sirasiyla «Q/L ve BQ/K ya e$it.ol-
dugundan, (50) deki esitlik bulunur. Dolayisiyle olgege gore sabit verim-

=/p=Q[1— (+8)] (50)

lerin varliginda toplam kar sifirdir. Normal kirdan fazlasinin veya ek-
siginin elde edilmesi olanaksizdir, Olgege gore artan verimlerin varligin-
da ise, negatif karla karsilasihr. Uretim faktorleri beraberce iirettikle-
rinden daha fazlasm tiiketirler. Bu paradoksun nedeni fiatlarin sabit
kaldign tam rekabet kosgullarimin varlign varsaymudir, Sﬁphe;giz bu var-
sayim, {iretimin sonsuz degisebilirliginde devaml yapilamaz. Uretim fak-
torleri ve iiretilen malin fiatlar1 etkilenecek ve verilen asag1 egimli ta-
lep ve yukar egimli arz fonksiyonlart, firmat.un }(ﬁrlnl maksimize_ yapan
dleegi bulmasim saglayacaklardir. Aciktir ki, piyasa kogullar1 bilinme-
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den iliretimin o6lgegi, iiretim fonksiyonu ve fiatlar arastinlarak buluna-
maz.

E. TEKNOLIK ILERLEME

Fonksiyonun diger bir gelisimi, zaman boyunca bilinen biitiin {ire-
tim tekniklerinin gelisiminin kabulii ile saglanmistir. Yeni alternatiflerin
yaratilmasi teknolojik ilerleme olarak tamimlamir. Uretim fonksiyonlan,
esiiriin egrilerinin sekil ve yerlerini belirttiginden, herhangi bir tekno-
lojik ilerlemede fonksiyonun bazi veya biitiin parametrelerini etkiliye-
cektir. Genellikle « ve B parametrelerinin zaman boyunca sabit kaldig
varsayillarak, dikkatler verimlilik parametresi A ya gevrilir, A paramet-
resi, eglirtin egrisinin yerini belirliyeceginden teknolojik ilerleme esiiriin
egrisinin yerini belirliveceginden teknolojik ilerleme esiiriin egrisinin
hareketi le tamimlanir. Esiiriin egrilerinin orijin yoniinde tam yatay ve-
ya dikey olarak kaymalar (faktorlerden biri veya digerinden aym mik-
tarda iiretimde bulunulmas: i¢in daha az miktarda kullamim yeterlidir),
iki ekstrim durumu belirler. Ilkinde verilen iiretim daha az miktardaki
isgiicliniin verilen kapital miktarnyla, ikincisinde gene verilen iiretim da-
ha az miktardaki kapitalin verilen iggiicii miktariyla gerceklesir. Bu iki
ucun diginda ise, verilen iiretim miktar1 daha az miktarlardaki isgiicti
ve kapitalin kullanilmasiyla gerceklesir. Esiiriin egrileri orijine dogru
diyagonal olarak kaymuglardir. (Faktor miktarlarimi arttiric1 teknolojik
ilerleme bu tipteki kaymalarla temsil edilir.) Esiiriin egrilerinin yatay,
dik ve diyagonal kaymalariyla belirlenen teknolojik ilerlemeler, bilindigi
tizere sirasiyla Harrod, Solow ve Hicks anlamindaki yansiz teknolojik
ilerlemeleri belirlerler. Bunlarin fonksiyonda aymi cebirsel ifadelere sa-
hip olmalari, deneysel olarak birbirlerinden ayrilabilinmelerini olanaksiz
kilar, 11k olarak A parametresindeki degismelerle tam uyum halinde olan,
Hick anlamindaki yansiz teknolojik ilerlemeyi veren fonksiyonu yaza-
Iim. Teknolojik ilerlemenin sabit bir m haddinde oldugu varsayilir-
sa, fonksiyon (51) de goriildiigli iizere yazilir. Gene A m, & ve 8 paramet-
leri, sayet fonksiyon degiskenlerinin tabii logaritmalar1 alinarak dogru-
sallastirilabilinirse adi regresyon tekniklerinden yararalanilarak tahmin
eidlebilir. Ote yandan Harrod anlamindaki yansiz teknolojik ilerlemede,

mt « B
Q=Ae L K (51)

isgiiciiniin verimliliginleki artisla ifade edilebilir. Sayet isgiiciiniin verim-
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liligi sabit bir m. haddinde gelisiyorsa, fonksiyon (52) de goriildiigii iize-
re yaziir ve my@ nin m; e esit oldugundan Hicks anlamindaki ilerlemeyi

mite @ S8
Q=Ae L K (52)

veren fonksiyon elde edilir Solow anlamindaki yansiz tebnolojik ilerle-
meyi veren fonksiyonda (53) de goriildiigii iizere yazilir, Gene ms8 nin

mst3 o B .

Q=Ae L K (53)
m; e esit olusunda Hicks anlamindaki ilerlemeyi veren fonksiyon elde
edilir. Ciinkii fonksiyonun & veya B parametresi, teknolojik ilerlemeden
etkilenmedikge veya faktérlerin nispi fiatlar1 degismedikce faktdrlerin
birlesim oranlar: etkilenmez. Q = ALa K8 seklinde yazilan iiretim fonk-
siyonunda isgiicii-kapital orani, «r— pw oramna esit oldugundan (17)
birlesim oranlarinin sabit kalma nedeni kolayca anlasilir.

Dolayisiyle yanhi teknolojik ilerlemelerde, iiretim elastikiyetleri ora-
mndaki degisiklikle saptamirlar. Bu degisikliklerde kapitalin isgiicii icin
olan marjinal teknik ikame haddi etkilenir. Ve faktorlerin kullanim mik-
tarlarinin tasarruf ettirici veya arttirici tcknolojik ilerlemelerde o — g
oramndaki degigsmenin yoniine gore birbirinden ayirdedilirler. « nin 8 ya
gore nispi olarak yiikselmesi, faktorlerin verilen birlesiminde isgiiciiniin
marjinal verimliliginin nispi olarak artmasi demek oldugundan, isgiicii
kullanan teknolojik ilerleme ile karsilasilir. @ — B8 oram verilen faktor
fiatlar1 veya arzlarinda, iiretimde kullamlacak isgiicii-kapital oranim ve-
rir. Verilen faktdr fiatlarinda, oranmin degerinin biiyiikliigii kapitale oran-
la daha fazla miktarda isgiicii faktoriiniin kullanimimi gerektirir. Isgii-
cii-kapital orami, iiretimdeki kapitalin yogunlugunu belirttiginden de
dretim elastikiyetleri oram iiretimdeki kapitalin yogunlugunu verir.
Uretimdeki kapital yogunlugu bilindigi iizere, iiretimin teknolojik kosul-
lar1 tarafindan belirlenir ve fonksiyondaki elastikiyetler de bu kosullarin
ifadeleridir. Fakat onceden yanl teknolojik ilerlemelerin iiretimi nasil
etkiliyeceklerini bilmek zordur. Bununla birlikte konu, bu fonksiyonu
ozel bir hal olarak kapsayan CES iiretim fonksiyonunun incelenmesinde
acikliga kavusur.

Teknolojik ilerlemelerin bagimli olmasi halinde de, fonksiyon verim-
lilik ayarlamas: yapilmis kapital mallar: stokuyla yazilabilinir. v yilinda
tiretilmis bulunan kapital malinda istihdam edilen isgiiciiniin t zamanin-
daki iiretimini veren fonksiyon (54) te goriildiigii iizere yazilir. Fonksi-
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yonda, I(v) kapital malina yapilmis bulunan gross yatimmin hacmini,
m, 1(v) deki tenolojik gelismenin ve n de ekonomik nedenlerle olusan
deger kaybinin etkilerini belirler. Q(t) nin esitinin {*Qv(t)dv ve L(t) nin
esitinin de {'Lv(t)dv oldugunu varsayarak, v yilinda iiretilmis kapital

Qu(t) = A €™ Ly(t) (e I(v) } “~a) (54)

malinda c¢alisan isgiiciiniin t zamanindaki marjinal verimliliginin esiti,
(55) te yazildif: tizere bulunur. Optimum dagilimin gerceklestirildigi var-
sayilidigindan, marjinal verimliligin esiti yerine konuldugunda (56) elde
20v(1)
——— =A™ {e P I (v) }'=a’Ly ‘% (1)

aLv(t)

edilir. Bu esitlik her yastaki kapital mallarinda calisanlarin marjinal
verimliliklerinin aym olusunun bir ifadesidir. Esitlik L.(t) icin bir ifade
elde edilmek iizere ¢oziildiigiinde, (57) deki esitlik elde edilir. (57) de

w
— () = cAe™ eV I(v) } 9@ Ly @ (t) (56)
P

w s

(——)-1/0-2)(t) (2A) yerine a(t) ve {m/(1—x) } + n yerine de b yaz-
P

Iirsa, esitlik (58) de goriildiigii iizere daha basit olarak yazilabilir. Lv(t)

a2 .
Lv(t) = (—) V0= (t) [@A)V1-aI(v) e { mv/(1—a) —n(t—v) 57
P
Lv(t) = a(t) I(v) e>—™ (58)
icin bulunan esiti (54) de yerine konuldugunda, Qv (t) icin (59) da goriilen
yeni esitlik elde edilir, Ve esitligin entegralinin alinmasina sira gelir.

Qv(t) = Aaa (1) I(v) bt (59)
aa(t) nin (56) danda yararlanilarak elde edilen esiti yerine konuldugunda-
da, Q(t) nin esitini verecek olan entegral (60) da goriildiigii iizere yazi-
Iir. Entegral yalmzca v yi kapsadifindan da

Q(t) = {* Ae™—2t=v =) TU—x)(\)La(t) dv (60)
esitlik tekrar (61) de goriildiigii iizere yazilir. §* €™ I(v)dv, J(t) olarak ta-

T g —c0

1
mmlanirsa, iiretim miktarin1 veren fonksiyon (62) de goriildiigii iizere

Q(t) = ALa(t) f'e™ < I’ (v) dv (61)

—0

elde edilir. Fonksiyonda, J(t) verimlilik ayarlamas1 yapilmis kapital sto-
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kunun toplam miktaridir. Sayet bagimsiz teknolojik ilerleme haddi da

fonksiyona ilave edilirse, fark yalmizca J(t) nin varhg nedeni ile olusur.
Q(t) = ALa (t) J%a (t) (62)

Nihayet toplam verimliliklerdeki degismeleri 6lgmede, en temel yon-

tem olan oran yonteminin (gercek miktarda belirtilen toplam iiretimin

gene ger¢ek miktarla belirtilen toplam iiretim faktérlerine oranlanmasi)

yaygin olarak kullanilmasi bulunacak sonucun eksikligini belirtilmesini

zorunlu kilar®, Q = A(t)(

K + ——L) dogrusal iiretim fonksiyonun-

o

da, verimlilik kalan olarak bulunulur. Kapital ve isgiiciiniin dogrusal ola-
rak agirhiklastinldiginda toplam faktor indeksini veren formiil kullami-
lirsa, (63) de yazilmis bulunan esitlik elde edilir. Ve sayet iiretim iliskileri

1 1
Cobb-Douglas seklindeyken A(t)( K 4+——1L) ile temsil edilirse for-
4 B
1 1
d{ln(—K +—L)} (63)
dinQ o B o d{inA (1) }
dt dt dt

miilden yararlanilarak bulunacak sonug yanlis olur. S$ekil 1 de, CD, ve
CD; ile belirtilen esiiriin egrileri to ve t; zamaninda, Cobb-Douglas fonk-

Kl\

0" C

6 S. Clemhont, «The Ratio Method of Productivity Measurement», The Eco-
nomic Journal, C. LXXIII, (1963), s. 360.
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siyonunu temsil ederlerse, iiretim miktar1 sabitken fonksiyonun kayma-
s1 sonucunda iiretim noktasinin p, dan p; ne kaymasi gercek verimlilik
artigina esittir. Bu esitligin varligi, p, ile p.’ noktalarinin karsilagtiriima-
sinda kolayca goriiliir. Ve dolayisiyle de teknolojik bir ilerleme ile kars:

1
karsiya kalimir. Ote yandan Q = A(t) ( K + —— L) iiretim fonksiyo-

24

nunun p. ve p: noktalarindan gegen esiiriin egrileri R, ve R, ile gosteril-
diginde p/’, t. ve p: de t: zamanlarindaki iiretim noklar olarak diisiiniil-
diigiinde OP,'P: dogrusu iizerindeki P, noktas: paralelin disinda kalir. Ve
oran yontemi, t; zamaninda aym1 miktarda iiretimde bulunabilmek icin
to zamamnda gereken faktor miktarlarindan daha fazlasinin kullamilmas:
gerektigini gosterir. Kisaca Cobb-Doguslas fonksiyonu teknolojik ilerle-
meyi verirken, oran yontemi gerilemeyi verir.

F. SONUC

Bu fonksiyona baslangigta gosterilen tepkiler aleyhte idi ve Men-
derharsen’ ise, en siddetli tepkiyi gosteren idi. Her ii¢ degiskeninde, bir
dordiincii degiskenin, zaman degiskeninin fonksiyonu oldugunu ileri siir-
dii, Douglas tarafindan varsayilan iiretim, kapital ve isgiicii arasindaki
iliskiler gergekte varolmayip, nispi biiyiime hadlerinin sonuclandir. Te-
meldeki sorun nispi hadlerin fonksiyon tarafindan m1 aciklandig1 yoksa
aciklamanin baska yerlerde olup da Cobb-Douglas seklinde bir iliskiye
mi neden olmustur? Gergekte ise bdyle sorun yoktur. Ciinkii, nispi had-
lerin teknik olanaklar ve iiretim faktorleri oranlar tarafindan tayin edil-
mesinin amaclanmas1 esasen iiretim fonksiyonlarimin tanim ile celisir.

Fonksiyona daha teorik tenkitler ise kaynagim toplama problemin
varhigindan almaktadirlar. Uretim fonksiyonlari, firmalarin karsilastik-
lar1 teknolojilerin ifadeleriyken faktorlerin birlesim oranlarini ve iire-
tim seviyesini firmalarin kendileri segerler. Sorun cesitli sektorler veya
ekonominin tamam icin yararlanmilabilinecek iiretim fonksiyonlarimin
elde edilmesidir, Baz1 zorluklar hemen ilk anda akla gelir. Firmalar i¢in
sabit olan baz1 faktorler endiistrinin biitiin icin sabit degillerken, firma-
lar icin degisken olan faktorlerden bazilan, endiistri igin sabit olabilir-
ler. Bu etkiler, endiistrinin toplam iiretimi firmanin iiretim fonksiyonu-
na sokularak kapsanabilinirse de, toplama problemi iizerinde galisirken
kapsanmamalar1 daha uygundur. Dolaysiyle firmalarin tiretim fonksi-

7 H. Menderhansen, «On the Significance of Professor Douglas Production
Function», Econometrica, C. VI, (1938), s. 143-153.
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yorlarimin, endiistrinin toplam iiretim fonksiyonundan bagimsizlig1 var-
sayihr, Uretim fonksiyonlarinda genel toplama probleminin ilk sistema-
tik incelenmesini Klein® yapmistir, Klein mikro fonksiyonlardan toplam
tiretim fonksiyonlar1 ve marjinal verimlilik iliskilerinin bulunabilinmesi
icin, agirhiklarin her firma icin elastikiyetlerle orantili oldugu mikro de-
giskenlerin agirlikli geometrik ortalamalarinin bulunmas: gerektigini ile-
ri siirer. Makro fonksiyonun elastikiyetleri, agirhklarin faktorler icin ya-
pilan harcamalar ile orantil oldugu mikro elastikiyetlerinin agirlikli or-
talamalardir. Makro gelir ise, makro fiatin, mikro gelirlerin aritmetik
ortalamas; olarak tanimlanabilen makro miktarla carpimina esittir. Ben-
zer tamimlar, makro iicret ve kapital harcamalan icin de yapilir. Fakat
Kleinian toplama siipheli sonuglara sahiptir. w; ve L; firmada 6denen tic-
ret haddi ve istihdam edilen homojen isgiicii miktarim1 belirlerse, w nin
makro iicret haddi oldugu (64) de gériilen esitlik yazilabilir. «; firmadaki

1 n
WL 2 gl (64)
n i=1

isgiiciiniin elastikiyetini belirtirse, makro isgiicti faktoriiniin tanimi (65)

Lt ai/Xai 65)

=1

te goriildiigii iizere verilir. Tam rekabet kosullar altinda, her firma is-
giiciine aym ticreti (w*), 6deyeceginden, ikame gergeklestirildiginde (66)

n s
w=w"ZIL/n~ L W2 (66)
i=1
da yazilan iicret haddinin esiti elde edilir. Aciktir ki, makro .iicret haddi
biiyiik bir olasilikla daima firmalarin Gdedikleri iicret haddmden_f?rkh
olacaktir. Gerek w nin anlamim ve gerekse w* farkhligimin nedenini yo-
rumlamak giictiir ve aym giicliikle {iretim ve kapitalin fiatlafml. ar-ﬂama-
da da karsilasilir. Bu kansikhiklar, Nataf® tarafindan giderilmistir. Ka-
bul edilebilen bir toplamanin, ancak {iretim fonksiyonunun toplam ha-
Inide ayrilabilindiginden gerceklesecegini ispatlamistir. Gerg:ciklt'enwdf
fonksiyon Wo, Wi ve Wz nin sabit agirhiklar olduklan (67) de goriildiigii

8 LR. Klein, «Macroeconomies and the Theory of Rational Rehavior», Eco-
nometrica C. XIV, (1946), s. 93-108. :

9 A Natal,‘ «Sur la Possibilite de Construction de Certains Macromadels,
Econometrica, C. XVIII, (1950), s. 232-244.
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Wy 1 wi 1 w2
LU el B i (67)
[/ B

sekilde yazilabilinmelidir. Cobb-Douglas fonksiyonu bu kosulu saglamaz-
sa da, logaritmik olarak yazildiginda toplam halinde ayrilabilinir ve bdy-
lece Klein'in geometrik ortalamalarindan yararlanilmas: gergeklesir, (Fa-
kat makro elastikiyetler, mikro elastikiyetlerin aritmetik ortalamalar
oldugundan zorluklar hali giderilmemis bulunmaktadir. Klein'e gbre uy-
gun makro elastikiyetlerin bulunabilinmesi i¢in, agirliklarin iiretimle
orantili oldugu agirlikh ortalama bulunmalidir. Bunun anlami ise, mak-
ro faktorlerin Olciilmesinin iiretim miktarina bagimh olmas1 demektir.
Aciktir ki, agirliklar iiretimden bagimsiz olmahdirlar.) Gercekten, Cobb -
Douglas fonksiyonu, toplamalara olanak verir. Houthakker dogrusal
programlama tipindeki {iretim fonksiyonlarindan endiistrinin iiretim
fonksiyonunun, Cobb-Douglas seklinde olacagim gdstermistir. Her firma-
nin miitesebbislik kapasitesi, sabit olan iiretim faktérleri-iiretim oraniyla
yansitilmistir. Yiiksek kapasiteler, az degerdeki ve az kapasiteler ise, bii-
yiik degerdeki oranlarin varliklarina neden olur. Sayet bu oranlarin da-
g1hmi pareto seklindeyse, toplam fonksiyonun sekli Cobb-Douglas’tir.
Klein’inde" Cobb-Douglas fonksiyonunun birgok sekillerinden nasil top-
lam fonksiyonlarmin elde edilecegini gostermistir.

Nihayet fonksiyon, fakt6rlerin ikame edilebilirligini varsayar ve fak-
torlerin birbirlerini tamamlayiciligi halinde iiretim fonksiyonunun tah-
min edilebilirligini kapsamaz, Gercekten de fonksiyon yalmiz isgiicii ve
kapital arasindaki uzun donem iliskilerin tahmininde kullanimalidir.

Gergek hayatta, ikame elastikiyetinin degerinin bir clmas i¢in higbr
neden bulunmamaktadir. Degerin bir olmamas: halinde ise, fonksiyon
dogru olmayan sonuglar verir. Dolayisiyle de ikame elastikiyeti degeri-
nin sabit fakat bir olmadifi fonksiyonun incelenmesine gerek duyuldu-
gundan, CES fonksiyonunun incelenmesine neden bulunmaktadir.

10 H. Houthakker, The Pareto Distribution and the Cobb-Douglas Production
Function in Activity Analysis», Review of Economie Studies, C. XXIII
(1955-1956), s. 27-31.

11 LR. Klein, «Remarks on the Theory of Aggregation», Econometrica, G
XXVII, (1959), s. 123-141.
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