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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

ISTATIKSEL KENMOTSU MANIFOLDLARIN LEGENDRIAN
ALTMANIFOLDLARDA GENELLESTIRILMIS WINTGEN ESITSIiZLiGI

Ruken GORUNUS
Bursa Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Damsman: Prof. Dr. Cengizhan MURATHAN

Bu Yiiksek Lisans Tezi yedi temel boliim igermektedir.
[k boliim giristir. Bu bdliimde Wintgen esitsizliginin tarihgesinden bahsedilmistir.
Ikinci boliimde temel tanim ve formiiller tanitilmistir.
Uciincii boliimde de altmanifoldlar teorisi hakkinda bazi temel kavramlar tanitildi.
Doérdiincii boliim igsel ve dissal degismez bagintilarindan birisi olan ve kaynaklarda
DDVYV esitsizligi olarak isimlendirilen Wintgen Esitsizligi tanimlandi.
Besinci boliim iki temel pargadan olusturuldu. Boliimiin ilk pargasinda istatiksel
yapilardan olusmakta ve ikinci parcada istatiksel altmanifoldlara yer verilmistir.
Altinct boliimde Hemen Hemen Kenmotsu istatistiksel manifoldlar tanimlandi.

f'(®

Yedinci bolimde ise Hemen Hemen (m) — Kenmotsu Istatistiksel manifold igin

genellestirilmis wintgen esitsizligi tanimlandi.

Anahtar Kelimeler: Riemann Manifold; Alt Manifoldlar; DDVV(Wintgen Esitsizligi);
Kenmotsu Manifold; Hemen Hemen Kenmotsu Istatistiksel Manifoldlar.
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ABSTRACT
MSc Thesis

A GENERALIZED WINTGEN INEQUALITY FOR LEGENDRIAN
SUBMANIFOLDS IN KENMOTSU STATISTICAL MANIFOLDS

Ruken GORUNUS
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Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Cengizhan MURATHAN (Uludag University)

This Master Thesis contains seven basic sections.

The first section is the introduction. In this section, it is introduced from the history of
Wintgen inequalities.

In the second chapter, it is introduced basic definitions and formulas.

In the third chapter, some basic concepts about submanifolds theory are introducted.

In the fourth chapter, Wintgen inequality which is one of the intrinsic and extrinsic
invariant relations and which is known as the DDVV will be given.

The fifth chapter has two basic parts.

The first subsection is consists of the statistical structuries and the second subsection is
devoted the statistical submanifolds.

The almost Kenmotsu statistical submanifolds is introduced in the six chapter.

In the seventh chapter, generalized Wintgen inequality for Legendrian submanifolds in
f'®

7o) —Kenmotsu statistical manifolds.

Key Words: Riemann Manifold; Submanifolds; DDVV(Wintgen Inequality);
Kenmotsu Manifold; Almost Kenmotsu statistical manifolds.
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1.GIRIS
Cevremize baktigimizda bazi nesnelerin (Riemann manifoldlarin) bir baska nesneler
(uzay formlarin) icerisine dahil edildigini (gomiildiigiinii) goriiriiz. Ornegin bir kiire
(yiizeyi)’'nin yasadigimiz  3-boyutlu Oklid uzay: igerisine dahil edildigini kolayca
gozlemleyebiliriz. Bu gozlem J.F.Nash’in “bir Riemann manifoldun uygun bir boyuttaki
Oklid uzayma dahil edilebilecegi” ni ifade eden Nash imbeding teoeremi ile uyumlu olur
(Nash 1956). Bu durumda dahil edilen manifold ile dahil edildigi uzay form arasinda
dogal bir etkilesimi ortaya ¢ikarir. Bu etkilesimi anlamak matematik agisindan 6nem arz
etmektedir.
Ornegin, (Chen 1996) bir N™(c) Riemann uzay formuna dahil edilen bir Riemann
manifoldu (alt manifoldu) nun ortalama egrilik vektérii H ve normallestirilmis skaler
egrilik p arasinda
IHII? = p—c

esitsizliginin var oldugunu gosterdi.
Guadalupe ve ark. (1983) de m=> 4 olamak tizere N™(c) Riemann uzay formunun 2
boyutlu bir M? Riemann alt manifoldu igin p* normallestirilmis normal skaler egrilik
olmak iizere

IHI? +c=p+p*
esitsizliginin varhigmi dogruladilar. Bu esitsizlik 6zel olarak m = 4 ve ¢=0 oldugu
durumunda Wintgen (1979) da verilen esitsizligin bir genellemesi olarak karsimiza ¢ikar.
De Smet ve ark. (1999) da N™*2(¢) Riemann uzay formunun M™ alt manifoldunun her
noktasi i¢in

IHI? 2 p+p* —c
esitsizliginin var oldugunu gosterdiler.
De Smet ve ark. (1999) DDVV sanisi1 olarak adlandirilan asagidaki saniyr ortaya
koydular.
DDVV Sanisi:M™, N™(c) Riemann uzay formunun bir Riemann alt manifoldu olsun. O
zaman M™ nin her noktasinda

IHII? = p +pt—c
esitsizligi gecerlidir (De Smet ve ark. 1999).
Bu DDVYV sanisinin dogrulugu farkli uzay modelleri i¢cin Mihai (2014),(2017), Aydin
ve ark.(2017), Murathan ve Sahin (2018), Aydin ve lon (2019) ve Aquip ve Shahid



(2019) tarafindan dogrulanmistir. Bu DDV'V tipi esitsizliklerin cebirsel karsiliklari ise
Ge (2014), Ge ve ark.(2017), Lu (2011) tarafindan verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER
Bu boliimde, teze temel olusturacak kavramlar tanitilacaktir.

Tamim 2.1. M™ n-boyutlu bir C* manifold ve lizerindeki vektor alanlarinin uzay1 I'(M™)

ve reel degerli C* fonksiyonlarmin halkas1 ¢*(M™,R) olmak iizere,
g: T(M™) x ['(M™) — c*(M™ R)

simetrik, 2-lineer ve pozitif tanimli (0,2)-tipindeki tensér alanina M™ {izerinde bir metrik

tensor ve (M™,g) ikilisine bir Riemann manifoldu denir ( O’Neill 1983).

Tanmm 2.2. M™ bir ¢ manifold ve M™ nin TM™ tanjant demetinin kesiti I'(M™) nin

elemanlar1 M™ vektor alanlar1 olarak adlandirilmak tizere,
Vir(M™) xI'(M™) - I'(M™)
(X, )= V(X,Y) = VY

dontisimi, Vf,g ec*(M™, R), VX,Y,€ '(M™"),Va,b € R i¢in

Vx(aY + bZ): aVXY + bVXZ, (21)
V(fx+gy)z = fVXZ + gVyZ, (22)
Vx(fY) = fVxY + X(f)Y (2.3)

kosullar1 saglaniyorsa V- ya M™iizerinde bir afin konneksiyon denir (O’Neill 1983).

Teorem 2.3.(M™, g) bir Riemann manifoldu ve M™ tizerindeki bir afin konneksiyon
V olsun. Bu takdirde her X,Y,Z € I'(M™) igin,

(1) V4Y-V, X = [X,Y] (Torsiyonsuz 6zeligi)
(2) X4(Y,Z2)=g(VxY,Z) + g(Y,VxZ) (Metrigin parallel olma 6zeligi),
kosullarini saglayan bir tek V afin konneksiyonu vardir ve bu konneksiyon M™ t{izerinde bir

Riemann konneksiyonu veya M™ nin bir Levi-Civita konneksiyonu denir (O’neill 1983).

Riemann manifoldun diizlemden ne kadar ayrildigin1 6lgen bir (1,3) tipinde tensor alani

tanitilacaktir.



Tammm 2.4. (M",g) bir Riemann manifoldu ve V da M™" iizerinde bir Levi-Civita

konneksiyonu olsun. O zaman,
R:I'(M™") X '(M™) x '(M™) - I'(M™)
R(X,Y)Z = VxVyZ-VyVyZ-Vx v\ Z
ile tanimlanan (1,3)-tipli tensor alant R ye M™ nin Riemann egrilik tensorii denir.

Ayrica, her X,Y,Z € I'(M) vektor alanlari igin, R Riemann egrilik tensorii

(1) R(X,Y)Z = —R(Y,X)Z,

(2) gRX,V)Z,W) = —g(R(X, Y)W, Z),

B) R(X,Y)Z+R(Y,2)X + R(Z,X)Y = 0,

4) gRX,Y)Z,W) = g(R(Z, W)X, Y)),
ozelliklerini saglar (O’Neill 1983).

Onerme 2.5. (M™,g) bir Riemann manifold, V da M" iizerinde bir Levi-Civita

konneksiyonu ve T (1.1)-tipli bir tensor alani olsun. O zaman,
(V4 T)Y=V, TY =T (YY)
dir (O’Neill 1983).

Onerme 2.6. (M™,g) bir Riemann manifoldu ve M™ iizerinde bir G simetrik ve F ters

simetrik tensOr alanlar1 olmak {izere, ve X, Y, Z vektor alanlar igin,
9((VxG)Y,Z)=g(Y, (VxG)Z),
g((VxF)Y,Z)==g(Y, (VxF)Z)

dir (O’Neill 1983).

Tamm 2.7. (M™,g) bir Riemann manifoldu olsun. T,M tanjant uzaymin iki boyutlu alt

uzayi IT ve V,W € II vektorleri izerine kurulan paralelkenarin alani

gV, V)gWw,w) —g(V,w)? £0



olsun. O zaman,

gRWV.WIW,V)
g(V'V)g (W'W)_g(V'W)Z

K(W,w) = (2.4)

degerine II nin kesit egriligi denir ve K (IT) ile gosterilir. (O’Neill 1983).

Tamm 2.8. (M",g) bir Riemann manifoldu ve {e,,es,...,e,}, lokal ortonormal vektor

alanlar1 olmak iizere,
Ric:T(M™)x T'(M™) -»c~(M™,R)
X,Y) - S(X, V)=, g(R(e;,X)Y ,e;)

seklinde tanimli (0,2) tipindeki tensor alanina M™ nin Ricci Egriligi denir (Yano ve Kon
1984).

Tamm 2.9. (M™,g) bir Riemann manifoldu ve {e;,e,,...,e,}, lokal ortonormal vektor

alanlar1 olmak iizere,
T=)i, Ric(e; ;)
Cc”(M™,R) degerli fonksiyona M™ nin skaler egriligi denir (Yano ve Kon 1984).

Teorem 2.10. (Q™, g) sabit ¢ egriligine sahip olan bir Riemann manifoldu olsun. Bu

durumda, Q™ tizerindeki herhangi X, Y, Z vektor alanlari igin,
R(X,V)Z = clg(¥,2)X — g(X, 2)Y] (25)
dir (O’Neill 1983).

Tanmim 2.11. ¢ sabit egrilikli, tam ve baglantili manifoldlara uzay form denir. n-boyutlu

bir @™ uzay formu Q™ (c) ile gosterilir (Yano ve Kon 1984).
Sonug 2.12.(Q™, g) bir sabit ¢ egrilikli bir uzay form olsun. Bu durumda, n > 2 i¢in,
c =0 ise Q"(c) = E" Oklid uzay,

Q™(c)={ €= riz ise Q™(c) = S™(r) kiresi,
c= —ri ise Q"(c) = H™(r) hiperbolik uzay,

2



dir (O’neill 1983).

Tanmm 2.13. (B, gg)Vve(F, gr) iki Riemann manifold ve B {izerinde diferensiyellenebilir
pozitif degerli bir fonksiyon f olsun. my: B X F = B,m,: B X F = F sirasiyla birinci ve

ikinci dogal izdiisiim doniisiimleri olmak iizere M = B X F ¢arpim manifoldu {izerinde
< X' Y >= gB((ﬂl)*)?’ (7-[1)*7) + (fOTl'l)ng((Tl'z)*)?, (7‘[2)*7),‘7}?, 7 € F(M)

tanimli i¢ c¢arpim ile birlikte (M,<,>) ikilisine katll ¢arpim manifoldu ve f

fonksiyonuna katli carpimin kivrilma (warping) fonksiyonu denir ve katli ¢arpim
manifoldu M = B X File gosterilir (O'Neill 1983).

Her (p,q) € B X F olmak iizere () 1(p) = {p} X F ve (m,)"1(q) =B x{q} ye
strastyla M nin lifleri ve yapraklar1 denir ve bunlarda M nin birer altmanifoldlar1 olurlar
(O'Neill 1983).

O zaman L4 (B) ile B x {q} altmanifolduna teget olan vektor alanlar1 ve £y, (F) ile de
{p} X F alt manifolduna teget vektor alanlar1 ctimlesi temsil edilecektir. L4 (B) nin
elamanlar1 yatay vektor alanlar1 £,,(F) nin elemanlar1 da dikey vektor alanlari olarak
isimlendirilir (O'Neill 1983). Boylece bir X € I'(M) vektor alanm X € L;(B),U €
Ly, (F) olmak iizere X = X + U seklinde tek tiirlii yazilabilinir. O zaman I'(B) nin I'(M)
ye kaldirilmis1 L (B) ve I'(F) nin I'(M) ye kaldirilmis1 £y, (F) olacaktir. Bir baska ifade
ile

(1)L (B) = I'(B), (m2).Ly(F) = I'(F)

dir. Ileride fazla gdsterim karisikligina yer vermemek icin Ly (B) ile I'(B) ve Ly, (F) ile
I'(F) gosterimi kullanilacaktir (O'Neill 1983).

Onerme 2.14.M = B X; F kath ¢arpim manifoldu i¢in V, VZ ve V¥ konneksiyonlari

sirastyla M, Bve F iizerindeki Riemann konneksiyonlar1 olmak iizere;

V. Y =V,Y XY €T(B), (2.6)

VU=V x= @U; X € I(B),U € I'(F), 2.7)



<U,v>
f

V V=V — gradf; U,V € I'(F) (2.8)
dir (O'Neill 1983).

Burada fom, i¢in f ve grad(fom,) ile de gradf yazilarak gosterim sadelestirilmistir.

Tamm 2.15. (M™,g) bir Riemann manifold olsun. f, M" {izerinde diferensiyellenebilir

bir fonksiyon ve V. M™ icinde tanimli bir Levi-Civita konneksiyonu olur.
Her X,Y € I'(M) i¢gin

HI(X,Y) = XY(f) — (VxY)f = g(Vx(V£),Y)
ye f nin Hessian: denir (Chen 2017).

Onerme 2.16. M =B Xs F katli garpim manifoldu i¢in Riemann egrilik tensorii

RMve HY, f nin Hessian: olmak iizere, X,Y,Z € I'(B)ve U,V,W € I'(F) i¢in

RM(X,Y)Z = RB(X,Y)Z, (2.9)
R¥(x, Vyy=LED (2.10)
RM(X,Y)V = RM(V, W)X = 0, (2.11)
RM(X,U)V = — <”};V> VB, (gradf) (2.12)
R, W = RF (U)W + 1y w > —< v, ) (2.13)

tensor denklemleri saglanir (O'Neill 1983).

Tamim 2.17. M (2n + 1) boyutlu bir manifold,¢, ¢, n M iizerinde sirasiyla (1,1) tipinde

tensor alani,vektor alani ve 1 —form olsunlar.
Eger ¢, £ ven
Dn)=1,

i)$p?2X = =X +n(X)é, her X € I'(M) igin



kosullar1 saglanir ise (¢,¢&,n) Ugliisiine M iizerinde hemen hemen degme yap1 ve

(M,¢, &, 1) dortliistinede hemen hemen degme manifold denir (Blair 2002).

Teorem2.18. M?™*1 (¢, &,1) hemen hemen degme yapiya sahip olsun. O zaman,
¢(&)=0,n0 ¢ =0 verank(¢) = 2n

dir (Blair 2002).

Tamm 2.19. (M?"*1 g) Riemann manifoldu iizerindeki hemen hemen degme yapi

(¢, &,m) olsun. Eger her X, Y € I'(M)vektor alanlart igin

9(@X, pY)=gX,Y) —n(X)n(Y)

denklemini saghyor ise g, ¢ ile uyumludur ve bu durumda (¢, &, 1,g) dortliisiine hemen
hemen degme metrik yap1 ve bu yapi ile donatilmis Riemann manifoldu M?"*1 ye

bir hemen hemen degme metrik manifoldu denir (Blair 2002).
Bu durumda Y = ¢ sectigimizde Teorem 2.18 den

nX) = g(X,%)
esitligi elde edilir (Blair 2002).

Sonug 2.20. M?**1 manifoldu durumda (¢, ¢, 7,9) hemen hemen degme metrik yapist ile

verilsin. O zaman,
g(@X,Y)=—g(X, ¢Y)
esitligi gecerlidir (Blair 2002).

Tamm 2.21. M?™*1 {izerinde bir hemen hemen degme metrik yapis1 durumda (¢, €,1,9)

olmak tizere,
QX Y) =gX, ¢Y)

seklinde tanimli 0 doniisiimiine hemen hemen degme mertik yapisinin temel 2-formu

denir (Blair 2002).



Teorem 2.22. M™ bir C* manifold olsun. Eger w 1-form ise, keyfi X,Y vektor alanlar
igin,
2dw(X,Y)=X(w(Y)) - Y(w(X)) —w([X,Y])

dir. Eger Q bir 2 —form ise

3d Q(X,Y,Z) = X(QY,Z) + Y(QZ X) + Z(Q(X,Y) — Q([X, Y], Z) — Q([Y, Z],X)
- Q(ZX],Y)

dir. (Yano ve Kon 1984).

Tamim 2.23. M™ bir reel differensiyellenebilir manifold olsun. Eger M™ nin her p noktasi
icin J2=—I olacak sekilde T,M tanjant uzaymin bir / endomorfizmasi mevcut ise,
M™ tizerindeki J tensor alanina bir hemen hemen kompleks yap1 adi verilir. Bir J hemen
hemen kompleks yap1 ile dontilmis manifolda bir hemen hemen kompleks manifold denir
(Yano ve Kon 1984).

Tammm 2.24. (N?", J) hemen hemen kompleks manifold olsun. N2?" iizerinde

her X, Y vektor alanlari igin,

gUx,jY) = g(X,Y)

seklinde verilen g Riemann metrigine Hermit metrigi denir. Hermit metrigi ile verilen bir
hemen hemen kompleks manifolda bir hemen hemen Hermit manifoldu denir. Hermit

metrigi ile verilen kompleks manifolda ise Hermit manifoldu denir (Blair 2002).

Tanim 2.25. M™ bir diferansiyellenebilir manifold olmak tizere, M™ {izerinde (1,1) —tipli

bir tensor alan1 F olsun. VX, Y, € I'(M)i¢in,
Np(X,Y) = F2[X,Y] + [FX,FY] — F[FX,Y] — [FX, FY]

seklinde tanimli Ny tensor alanina F tensor alanina gore Nijenhuis torsiyon tensorii denir

(Yano ve Kon 1984).

J, N?" iizerinde bir hemen hemen kompleks yap1 olsun. Tanim 2.24 yardimiyla N2"

tizerinde J tensor alania gore Nijenhuis torsiyon tensorii



N, X=X, Y] +UX Y- X, Y] = J[X Y]
==[X, Y] +UX,JY]-JUX, Y] = JIX,]Y]
bi¢imine indirgenir (Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.26. (N2",]) hemen hemen kompleks manifold olsun. O zaman, N; = 0 ise

J (1,1) tensor alani integrallenebilirdir denir (Yano ve Kon 1984).

M fizerinde bir hemen hemen degme metrik yapis1 (&, &,n, g) ile verilsin. O zaman,

M X R iizerinde herhangi bir vektor alani (X f %) seklinde tanimlanir. Burada

X, M manifolduna teget bir vektor alani ; ¢, R nin bir koordinati ve f, M X R {izerinde bir

C* fonksiyondur.

M iizerinde (®,¢,n, g)bir hemen hemen degme metrik yapr olsun. Bdylece M X R

tizerindeki bir hemen hemen kompleks yap1
d d
J (X FEN=(DX = £.Em(X)=)
bi¢iminde tanimlanir. Kolayca J2=—1 elde edilir (Yano ve Kon 1984).

Tammm 2.27. Eger M?" x R iizerindeki bir / hemen hemen kompleks yapisi

integrallenebilir ise (¢, ¢, 7) hemen hemen degme yapisina normaldir denir (Blair 2002).

Onerme 2.28. M?"*1 iizerinde (¢, §,n) hemen hemen degme yapisinin normal olmast

icin gerek ve yeter kosul
Ny +2dn®<¢ =0 (2.14)

esitliginin saglanmasidir. Burada Ng, @ tensor alanina gore Nijenhuis torsiyon tensoriidiir

(Blair 2002).

Tamm 2.29. (M?",], g) bir hemen hemen Hermit manifoldu olsun. Her X,Y vektor
alanlart i¢in, Q (X, Y)=g(X,JY)esitligi ile tanimlanan Q 2-formuna hemen hemen Hermit
yapisinin temel 2-formu denir. Eger d Q0 =0 ise (J, g) yapisina hemen hemen Kaehler yap1
denir. Bu yapi ile elde edilen manifolda ise hemen hemen Kaehler manifoldu denir. Bir

Kaehler yap1 ile verilen kompleks manifolda Kaehler manifoldu denir. Bir Hermit
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manifoldunun bir Kaehler manifold olmasi i¢in gerek ve yeter kosul VJ = 0 esitliginin

saglanmasidir (Blair 2002)

Tamm 2.30. (M?"*1, ¢, &, 7, g) bir hemen hemen degme metrik manifold olsun. Eger M

manifoldu tlizerinde her X, Y, Z vektor alanlar1 ve @ € R, a # 0 igin,
dn =20, d Q=2anA ¢

kosullar1 saglaniyor ise M manifolduna bir hemen hemen a-Kenmotsu manifoldu denir.

a = 1 durumu hemen hemen Kenmotsu olarak adlandirilir (Kenmotsu 1972).

Kenmotsu (1972) bir (M?**1, ¢, &,1, g) bir hemen hemen degme metrik manifoldun bir
Kenmotsu manifold olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun ne olmasi gerektigini asagidaki

Onerme ile vermistir.

Onerme 2.31. (M?"*1, ¢, &, 1, g)bir hemen hemen degme metrik manifoldun Kenmotsu

manifold olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
(Vx 9)Y=0(¢X, Y){—n(P)X, Vx§= —¢*X; VX,Y € [(TM?"*) (2.15)
esitliklerin saglanmasidir (Kenmotsu 1972).

Ayrica Kenmotsu (1972) bir Kaehler maniflod N2" manifold ile 2n + 1 —boyutlu bir
Kenmotsu manifoldun arasindaki ilgiyi asagidaki onerme ile vermistir. Bu Onerme
Kaehler yapiyr kullanarak bir Kenmotsu yapt Ornegini olusturmada bir yontem

vermektedir.

Onerme 2.32. (N?",G,]) bir Kaehler manifold, I,R de bir agik aralik,
2 4 ,2s 9
g={dt)"+e G’E=E

VvV € T(N?™)igin ¢V =JV,pE=0ve f:1 cR— R,t > f(t) = etnris—fs)=¢ll
seklinde tanimli bir fonksiyon olmak iizere M?"*! = L X« N?™ katli ¢arpim manifoldu

bir Kenmotsu manifold yapisina sahip olur (Kenmotsu 1972).

Tamm 2.33. (M?", ], gy) 2n- reel boyutlu bir hemen hemen Hermityen manifold ve
(N™, gn) (M?™, ], gu) nin bir Riemann alt manifold olsun. Eger herhangi p € N noktasi
i¢in J(T,N) < Ty N ise N™ ye M?™bir Lagrangian altmanifold denir (Yano ve Kon 1984).
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Tamim 2.34. (M?™*1, ¢, &,1, g) bir Kenmotsu manifold ve M™, %™+ Rieamannian alt
manifold olsun. Eger her p € M™ i¢in ¢(T,M™)A c (T,M™)"* ise M™ ye anti-invaryant
altmanifold ve sayet dim(M) = dim(M) + 1 ve ¢, tiim p € M" i¢in T,M ye ortogonal
ise M™ ye Legendre alt manifold denir (Yano ve Kon 1984).
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3. ALT MANIiFOLDLAR
Bu kisimda, altmanifoldlar teorisi hakkinda bazi temel kavramlar tanitilacaktir.
Tamim 3.1. M ve M iki diferensiyellenebilir manifold olsun.

o: M- M

bir diferensiyellenebilir doniisiim olsun. Eger rank ¢ = boyM ise ¢ ye bir immersiyon
ve boyM — boyM = 1 pozitif tamsayisina M nin tamamlayici boyutu ve de M ye M nin
altmanifoldu denir (Chen 2017).

M, (M, §) Riemann manifoldun alt manifoldu olsun. Her p € M noktasinda ki her

vp,W, € Ty, M tanjant vektorleri igin ¢ nin tiirev dontisiimii
¢ TpM - Tw(p)M

olmak lzere

9p(Vp, Wp)=Jpp) ((p*(vp), ‘P*(Wp))

tamimli g M iizerinde bir Riemann metrik olur ve iistelik M dan § yardimiyla M ye
indirgenmis Riemann metrigi olarak isimlendirilir. Bu durumda (M, g) ikilisine (M,§)
nin bir Riemann altmanifoldu ve ¢ immersiyonuna izometrik immersiyon denir (Chen
2017).

(M™, g), (M™*4, §) nin bir Riemann alt manifoldu olsun. V ve V sirastyla, M™ ve M nin
Levi-Civita (Riemann) konneksiyonlari olsun. O zaman, Gauss ve Weingarten esitlikleri,

sirastyla,
VyY=VyY + B(X,Y)
VxN=—A,X + VN

seklinde tanimhidir. Burada B ye M™ nin ikinci temel formu denir ve N, M™ {izerinde
bir normal vektor alanidir. Eger her X,Y € T(M™) igin, B(X,Y) = 0 ise M manifolduna
total geodeziktir denir (O’Neill 1983).

13



Ikinci temel form B ve A, sekil operatorii arasinda
esitligi vardir (O’neill 1983).

{Ny: ¥y = 1,...,d}, [(M™)* normal uzayin bir ortonormal baz1 olmak iizere, ikinci temel

formun baza gore (3.1) yardimiyla
B(X,Y)=X¢_19(4, X,Y)N,
formunda yazilir (O’neill 1983).

Tamm 3.3. (M",g), (M™*4,§) Riemann manifoldunun bir alt manifoldu olsun. O zaman,
_1gn
H=-%.i=1B(e;.e;)

seklinde tanimlanan H vektor alanina M™ nin ortalama egrilik vektor alani denir. Eger
H = 0ise M™ manifolduna minimaldir denir. H ortalama egrilik vektoriiniin normuna M™

nin ortalama egriligi denir. Burada {e,,...,e;} M™ lizerinde bir lokal ortonormal bazdir

(O’Neill 1983).

Tamim 3.4. (M™*4, §) Riemann manifoldunun bir alt manifoldu (M™,g) olsun. Her X, Y €

I'(M™) olmak tizere, M™ nin ikinci temel formu
B(X,Y) = g(X,Y)H
seklinde ifade ediliyorsa M™, M™*4 nin total umbilik altmanifoldu denir (O’Neill 1983).
Tamm 3.5. (M",g), (M™*4,§) Riemann manifoldunun bir alt manifoldu olsun. O zaman,
REXYV)=VE T — TV — Vi)

seklinde tammli R déniisiimiine M™ nin normal yondeki egrilik tensérii denir (O’Neill

1983).

Teorem 3.6. (M™,g) (M™*4,5) Riemann manifoldunun bir alt manifoldu olsun. O zaman
her X,Y,Z € '(M™) i¢in
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RX,Y,Z,W)=R(X,Y,Z, W)+ g(B(XX,W),B(Y,2)) - §(B(X,2),B(Y,W)) (3.2
(R(X,V)Z)" = (VxB)(Y,Z) — (VyB)(X,Z) (3.3)

Burada R(X,Y,Z, W) = g(R(X,Y)Z,W), (R(X, Y)Z)l, R(X,Y)Z nin normal bileseni

ve
dir (Yano ve Kon 1984).

(3.3) denklemi M nin ikinci temel formunun van der Waerden-Bortolotti koneksiyonuna
gore kovaryant tiirevi olarak adlandirilir. Daha fazlas1 Gauss ve Weingarten

denklemleri yardimi ile
FGR*X YU V) = G(RX, VU, V) + g([Ay, Ay1X,Y)

Ricci denklemi elde edilir (O’Neill 1983).
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4. WINTGEN ESITSIZLiGi

Bu boliimde igsel ve digsal degismez bagmtilarindan birisi olan ve kaynaklarda DDVV

esitsizligi olarak isimlendirilen Wintgen Esitsizligi tanitilacaktir.

Wintgen Esitsizligi ana digsal degismezlerden olan dis normal egrilik ve ortalama egrilik
vektor alaninin normunun karesi ile ana i¢ degismezlerden olan Ricci egrilik ve skaler

egriliklerinden meydana gelir.

Ornegin E* de M? yénlii yiizeyinin ortalama egriligi ||H||? ve normal egrilik K+olmak

tizere K Gauss egriligini kapsayan,

K <|H|? - |K*] (4.1)
esitsizlik literatiirde Wintgen Esitsizligi olarak ifade edilir (De Smet ve ark. 1999).

Tamm 4.1. M?, Q™(c) uzay formda bir yiizey olsun. p € M noktasindaki T,M tanjant

uzaydaki birim ¢emberin ikinci temel form altindaki (T, M )+ normal uzayin
Ep:{Bp(u, u)|u € T,M, ||lull = 1}

alt uzayina p € M? noktasindaki egrilik elipsi, (elips gostergesi veya normal gostergesi)

denir (Moore, C.L.E ve ark. 1916).

Herhangi u € T,,M tanjant vektoriiniin T, M tanjant uzaymin bir {e,, e,} ortonormal baza

gore yazilimi
u = (cos@)e; + (sinf)e,, 6 € [0,2m]

seklinde olur. Boylece herhangi biru € T,M tanjant vektorii yoniindeki ikinci temel

form

_ biy —byy |
B,(u,u) = H(p) + (cos 20) ————+ (sin20) by,

2

seklinde ifade edilir.

Tamm 4.2. M", Q™ (c) uzay formunun n boyutlu bir Riemann alt manifoldu olsun. M™
nin tanjant uzayinin bir ortonormal baz1 {ey, ..., e,}, normal uzayinin bir ortonormal baz1

{uniq, -, Uy} ve skaler egriligi T olmak lizere
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p :n(rzlil) = n(le_l)leisjsng(R(ei' ej)ej' ei) (4.2)

C”(M™, R) degerli fonksiyona M™ nin tanjant demeti TM nin normalize edilmis skaler

egriligi ve

2
pt= Jleistn leasﬁsm(Rl(ei' ej)ua'uﬁ)z (4.3)

n(n-1)

degerine ise M™ nin normal demeti TM-nin normalize edilimis skaler egriligi denir (De

Smet ve ark. 1999).

Onerme 4.3. Q™ (c) uzay formunda bir M? Riemann yiizeyinin bir p noktasindaki egrilik
elipsi dejenere degil ise b;; — by, Ve by, lineer bagimsizdirlar. Burada TM tanjant
demetteki bir ortonormal ¢ati alani {e;,e,} olmak iizere b;; = B(e;, e;)dir

(Guadalupe,l.V. ve ark. 1983).

Eger RY sifirdan farkli ise Q™(c) uzay formunda bir M? yiizeyinin normal demeti

: b11—b : 5 . _ .
TM* ninu = % ve v = by, lineer bagimsiz vektorler tarafindan {iretilen 2-diizlem

alt demeti P de yar1 eksen uzunluklar1 ||u|| ve ||v|| olan elipsin alani e; = ”uT”, ey = ﬁ

olmak lizere

by —b by —b
11 — D22 11 22Ab12,e3/\e4>

2 2

dir. TM tanjant demetteki bir ortonormal ¢ati1 alani {e,, e,} ye gore

KE = g(Rl(elﬂ eZ)u' U) = g(ﬁ(elﬂ eZ)u' U) + .g([Au' Av]elf 62)

A =mlullllvll ==

T
bl =5 <
bl =3

=c(g(er, wg(ezv) — Gley, v)G(ezw))
+ 9([Au, Avles, €3)
= 9(4,A,—AyA, ) ey ;)
dir. Boylece
KE = G(R*(eq, e)u, v)=g(Aye1,A,e5)—g(Ayer,Apes) (4.4)

esitligi elde edilir. M? vyiizeyinin {e;, e,} tanjant ortonormal cat: alanina gore A sekil

operatoriiniin yazilimi
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— 3 3 — 1.3 3
Ag,e; = biieq + bise;, Ae.e; = bije; + byre,

(4.5)
A,e; = biies + biye;, Ag,e; = biie; + byye;
seklinde olur. (4.4) ve (3.1) denklemi yardimiyla
< Rt(ey,ex)es, e >=< Ag,e5,A,,00 > —< Ag,e1,A,,61 >
=< B(ey, A €2), €4 > —< B(Ag,e1,01), 4 > (4.6)

esitligine ulasilir. b;; = B(el-,ej) gosterimi ile birlikte B(el-, ej) nin {es,e,} normal

ortonormal cat1 alanina gore yazilimi
b1 = B(ey,e1) =< B(ej,e1),e3 > e3+< B(ey,e1),e,>,e4
= bi,e3 + biyes,
dir. Benzer sekilde
by, = b3e3 + biie,
b1, = bi,e3 + bisey
elde edilir. Boylece (4.4) denklemi yardimiyla
< R*(ey, ez)ez, e, >= < B(ey,bize; + adze;), e4) — (B(biier + bizes, e2), €5 >
= b}, < B(ey, e1),e4 > +b3, <B(ey, e1), e, >
—b}; < B(ey, e3),€4 > —b3, < B(ey,e3)e, >
ve bdylece
< R*(ey, ex)es, 4 >=b3, bty + b3,bt, — bi;bT, — biyb3, (4.7)
dir. Diger taraftan
< bnzﬂ/\ b1z, e3 A ey >=< [(b7; — b3y)e; +(bi; — b3,)es]A[(bTre5 + bizes), e3des]

=< (b3; — b3,)blyesle, —(by — b3,)b3 esle, e30ey >
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= (b131 - bgz)bfz _(bﬁ - bgz)bfz

ve sonug olarak

bi1-b — 13 1.4 3 1.4 4 13 4 13
< 112 “ A by, e3 A ey >=bi bY, — b3,bY, — bi;1 b7, + b3, b7,

elde edilir. (4.6) ve (4.7) denklemleri karsilastirilirsa

b1y — by
2

b11 - b22

2

A=

D12l

s
5 Abi,y, ez Ney >

:g < R*(ey,e;)ez, e4 >

=L KE
2
esitligine ulasilir. Boylece
K =111y — ba,|llIbs2l
bagintisi elde edilir.

Diger taraftan ortalama egrilik vektor alan1 tanimi geregince

AHII? = llbyy + baoll?

dir. Q™(c) uzay formunda bir M? yiizeyinin Gauss egriligini hesaplamak i¢in

(4.8)

(4.9)

(4.10)

R(eli €3, €, 61) = ﬁ(el' €3, €, el) + g(B (eli el): B(@z, ez)) - g(B(elr eZ)r B(el: ez))

bagintis1 kullanilarak
K = c + g(b11, bzz) — |Ibs2ll?
denklemine ulasilir.
0 < (llbyy — baall = 2[Iby211)?
= |Ib1y — bpall? + 4112 1> — 4llb11 — baz|lllb12 |l

= ||b11||2 + ”bzz”2 - Zg(bn,bzz)
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+4]|b12 117 — 4llb1y — b2 lllbo2l
= 1b11l1? + [Ib22 1> = 2G(b11, b22) + 4llbe2lI? — K
= |1by1lI? + [[b22 [I? + 4llby2 |I?
—2K + 2¢ — 2||by, |12 — KE
seklinde bir esitsizlik elde edilir. Boylece
0<|B|I>-2K — Kf + 2c (4.12)
esitsizligine ulasilir.
Diger taraftan
AHNI? = N1y + baall?
= |1b11l1? + [Ib22[I? + 2§ (D11, b22)
= [[b111I* + lb2211? + 2[|b12|I* + 2K — 2¢
dir. Sonug olarak
4|H|I> = IBII?> + 2K — 2¢ (4.13)

esitligi elde edilir. Boylece (4.11) ve (4.12) denklemlerinden Wintgen Esitsizligi olarak

isimlendirilen

IH|I?+c> K+KE (4.14)

b11—b3;

esitsizligi elde edilir. Esitlik durumu ancak u = , V = by, 0lmasi durumunda

gecerli olurki buda elipsin gember olmasidir.
Boylece agagidaki teoreme ulasiriz.

Teorem 4.4. M?,Q*(c) Riemann uzay formunun bir Riemann alt manifoldu olsun. O

zaman skalar egrilik K, ortalama egrilik ||H|| ve normal skalar egrilik Kt arasinda

|H|I? +c> K+KE
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esitsizligi vardir. Esitlik durumu elips egriliginin ¢ember olmasi durumunda gecerlidir

(Guadalupe,l.V. ve ark. 1983).

Daha sonralar1 (De Smet ve ark. 1999) Q™*2 (c) reel uzay formunun M™ de n-boyutlu
Riemann altmanifoldu i¢in Wintgen Esitsizligi gecerli oldugunu asagidaki teoremle ifade

ettiler.

Teorem 4.5. M™, Q™*2(c) reel uzay formunun n-boyutlu Riemann alt manifoldu olsun.
O zaman normalize edilmis skaler egriligi p ortalama egrilik ||H|| ve normalize edilmis

normal pt skalar egrilik arasinda

p<IH|?—pt+c (4.15)
esitsizligi vardir (De Smet ve ark. 1999).

De Smet ve ark. (1999) asagidaki saniy1 ortaya koydular.

Sam 4.6. M™, Q™*P(c) reel uzay formunun n-boyutlu Riemann alt manifoldu olsun. O

Zaman
p< IIHII? = p* + ¢ (4.16)
esitsizligi gecerlidir (De Smet ve ark. 1999).

Bu tiir esitsizlik literdiirde DDVV olarak bilinir hale geldi. DDVYV varsayiminin 6zel bir

versiyonu,
p< IH|I* +c,
Chen (1996) tarafindan ispat edildi.

Dillen ve ark. (2007) DDVV varsayiminin cebirsel bir hesaplamaya denk oldugunu

asagidaki teoremle ispatladilar.

Varsayim 4.7. M"Q™*P(c) reel uzay formunun n-boyutlu Riemann alt manifoldu olsun.
B, ..., By, n X n tipinde izi sifir olan simetrik matrisler olmak iizere asagidaki esitsizlik

gecerlidir;

37 [Be Bolll” < (S llBall?)? (4.17)
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Burada B, = A, —(H,u,) ve {ug:n+1<a<n+p} M"™ nin normal uzaymin

ortonormal baz1 olarak belirlenirse (4.4) , (4.3) denktir (Dillen ve ark. 2007).

Bir bagka deyisle (4.4) esitsizligi asagidaki sekilde okunabilinir.

2
p< IHI? = p* +c o (p9)* < (IHIP = p + )% © Zapll B Bsll™ < el Ball?)?.

Son zamanlarda DDVV varsayimi bagimsiz olarak (Lu 2011, Ge ve ark. 2008)

tarafindan ayrintili olarak ispati verilip ve ayricada esitlik durumunda da (sekil operator)

matrislerin bilesenlerin neler olmasi gerektigini gosterdiler.

Son yillarda, Mihai (2014, 2017) sirasiyla kompleks uzay formlarindaki Lagrange
altmanifoldlar icin DDVV varsayimmi kanitladi ve Sasakian uzay formlarindaki

Legendre almanifoldlar i¢in Wintgen Esitsizligini elde etti.

Diger taraftan, Q.Chen ve Q.Cui (Chen, Q. ve ark. 2011) S™(c) X R ve R X H"(c) ¢arpim
uzaylarin icinde DDVV esitsizligini bir baska deyisle genellestirilmis Wintgen
Esitsizliklerini elde etmislerdir. Daha sonra Roth (2017) DDVV esitsizligini R Xy M™(C)

katl carpim manifoldunun alt manifolduna genisletti.
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5. ISTATISTIKSEL MANIFOLDLAR

Bu béliim iki ana béliimden olusacaktir. ilk béliimde istatiksel yapilar ve ikinci

boliimiinde ise 7.bolimde kullanacagimiz istatiksel altmanifoldlar tanitilacaktir.
5.1 Istatiksel Yapilar

Tamim 5.1. (M, g) bir Riemann manifold V7, V* M torsiyonsuz iki afin konneksiyon olsun.
Eger her X,Y,Z € I'(M) vektor alanlari i¢in

ZgX,Y) = g(VzX,Y) + g(X,V;Y) (5.1)

denklemi saglaniyor ise V7*, V nin eslenik konneksiyonu ve (g, V, V") tglisiine dualistik

(eslenik) yap1 denir (Nomizu ve ark. 1992).

Tanim 5.2. (M, g) bir Riemann manifold,(g, V, V*) M tizerinde bir dualistik yap1 olmak

tizere (M, g,V,V*) dortliistine Lauritzen anlaminda istatiksel manifold denir (Lauritzen

1987).

Dikkat edilirse V = 7" olarak segilirse afin koneksiyon Levi-Civita konneksiyon olur.
Boylece her Riemann manifold izerindeki Levi-Civita konneksiyon ile birlike asikar bir

istatiksel manifolddir

Tamim 5.3. (M, g, V, V*)bir istatiksel manifold ve M iizerindeki Levi-Civita koneksiyo-
nu 7lsun. X,Y, Z € I'(M) vektér alanlari igin

KyY = K(X,Y)=VyY — VY (5.2)
seklinde tanimli (1,2) tipindeki K tensor alanina fark tensor alani denir (Lauritzen 1987).
V ve 7° torsiyonsuz olduklarindan

Ky Y=H, X ve g(KyY,Z) = g(¥,KxZ) (5.3)
denklemleri elde edilir (Lauritzen 1987).

Daha fazlas1 (5.1), (5.2) ve (5.3) denklemleri yardimiyla
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KyY=K(X,Y)=VY — V3Y (5.4)
esitligi bulunur.

(5.2) (5.3) ve (5.4) denklemlerinden

9(KxY, Z)=(Vxg) (Y, Z) (5.5)
denklemine ulagilir.

Boylece (5.1) denklemi yardimiyla her X,Y,Z € I'(M) vektor alanlar1 igin asagidaki
Codazzi denklemi

xg)(Y,2) = (Wyg)(X,2) (5.6)
elde edilir (Amari,1985).

(5.2) ve (5.4) kullanarak

2Ky Y=VyY — VzY (5.7)
ve
Vo=~V + V") (5.8)

esitlikleri bulunur (Amari 1985).

V ve eslenik I7* koneksiyonlarina gore (1,3) tipindeki egrilik tensor alanlari sirastyla R ve

R* olmak tizere her X,Y,Z, W € I'(TM) vektor alanlari i¢in
gRX,Y)Z,W = —g (Z,R*(X,YIW) (5.9)
denklemine ulagilir (Lauritzen 1987).

Todjihounde (2006) katli carpim manifoldu tizerinde ikili bir yap1 kurmak i¢in bir yontem

verdi. I X N igin bu yontem kullanarak asagidaki dnermeye ulasilir.

Onerme 5.4. (R, dt,V) bir asikar istatistiksel manifold ve (N,gy, V¥, V*V) bir

istatistiksel manifold olsun.7 ve 77* baglantilar1 R X Ndeki asagidaki kosullari saglarsa

(a) Wgta_tzvatatzoa
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7 X=0-0. f(f)
(b) 75, X=75 8,20 X

<X,Y>

©) TrP=v}y -2 (1),
(i) Wgﬁ:vgtat:o,

(i) 7 X=7;8,=29x

t f@®
== <X,Y>
(i) TRV=VRY -2 (00,

(R X N,<,>,V,7*) bir istatiksel manifolddur. Burada X,¥ninX,Y € I'(TN)

dikey kaldirilmis vektor alanlar ve 0, = —, 9, nin yatay kaldirilmis vektér alanidir

NEL

(Todjihounde 2006).

(R,dt,V) asikar istatistiksel manifold ve R X N iizerindeki (<,>,V,V*) eslenik

(dual) yapiya gore egrilik tensorlerini R ve R* olsun. O zaman Onerme 5.4 yardimiyla

Yardime1 Teorem 5.5. (M = R X FN, <>, vV, V*) bir istatiksel katl1 bir carpim
manifold olsun. O zaman her U,V,W € I'(N) igin

Il(t)
@ R(V,0) 0, = =2V,

(b) R(V,U)d,=0,

o

© R @)W = -5

<V,W>a,

(d) R(V, W)U =RN (V, W)U — ((f(())))z [<W,U>V—<V,U> W],

ve

¥\ p* __f"®

(b*) R*(V,U))0,=0

(c*) R*(3,, V)W=— ff ((g) <V,W >0,

(d*) R*(Vv,W)U=R*N (v, W)U — ((f (())))2 [<W,U>V-<V,U>W],

dir (Todjihounde 2006, Murathan ve ,ark. 2018).
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5.2 istatiksel Altmanifoldlar
Bu boéliimde istatiksel altmanifoldlarin temel gosterimleri ve formiilleri verilecektir.

Teorem 5.6.(M™, g), (M™%, <, >, V, V") istatiksel manifoldun bir Riemann alt
manifoldu olsun. M™nin herhangi vektor alanlar1 X ve Y igin tan( Vy Y)=VyY
nor(74Y) = B(X,Y) ve benzer sekilde tan( V5Y)=V3Y nor(V;Y) = h*(X,Y) olarak

tanimlansi. Bu durumda
V.V I'(TM) x I'(TM) —» I'(TM)
M™ {izerinde eslenik konneksiyonlardir ve
B,B*:I'(TM) X I'(TM) - I'(T*M)
simetrik tensorleridir ve dual ikinci temel form olarak adlandirilirlar (Vos 1989).
Her X,Y € I'(TM) ve heré € I'(T+M) olmak lizere
Ag:I(TM) X I'(TM) - I'(TM)
ve
Az: T(TM) X I'(TM) - I'(TM)
lineer doniistimleri
9(A¢X,Y) =< B*(X,Y),& >,
g(A:X,Y) =<B(X,Y),& >
kosullarini saglayacak sekilde tanimli olsunlar.

Teorem 5.7.(M™, g), (M™*4, <, >, V, 7*) istatiksel manifoldun bir Riemann alt
manifoldu olsun. O zaman her X,Y € I'(TM) ve heré € I'(T*M) igin

tan( Vx&)=— A X, tan (Vy&) = — A;X

dir (Vos 1989).
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Teorem 5.8.(M™, g), (M™4,<,>,V,V*) istatiksel manifoldun bir Riemann alt
manifoldu olsun. O zaman her X € I'(TM) ve her & € I'(T1M) i¢in

D,D*:T(TM) X ['(T*M) - ['(T*M)
V,V* nin I'(T+M) ye indirgenmis dual konneksiyonlaridir (Vos 1989).
Bu durumda X,Y,Z € I'(TM) ve &,1 € I'(T+M) igin asagidakiler gecerlidir:
Xg(¥,2) = g(VxY,Z) + g(Y,VxZ),
ve
X <&En>=<Dxé,n > +<E Dyn >,
(Vos 1989).

Bu durumda Gauss ve Weingarten formiilleri olarak adlandirilan denklemleri

sirastyla asagidaki sekilde olurlar

VyY=VyY + B(X,Y),V3Y = V3Y + B*(X,Y) (5.10)
V& = —A¢X + D& V3§ = —A;X + Dy (5.11)
(Vos 1989).

Ayrica

M nin ortalama egrilik vektor alanlari sirasiyla

1 * 1 *
H = _—Yi1B(e;,e;) veH" = -3, B"(e;, €;)

n

olarak tanimlanir (Vos 1989). Burada {e;, ..., e,}, M nin TM tanjant demetinin yerel

ortonormal catisidir.(5.10) ve (5.11) denklemleri yardimiyla ile
2B°=B + B* ve 2H°=H + H*

esitlikleri elde edilir. Burada B ve H sirasiyla V° Levi-Civita koneksiyona gore

ikinci temel formu ve ortalama egrilik vektor alanidir.
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Onerme 5.9. (M™*", <, >, V, V*) nin istatiksel manifoldu (M™, g,V,V*) olsun. ¥ ve V*
konneksiyonlarma gore M™*™ nin egrilik tensor alanlari sirastyla R ve R* ve de V7, V7*
konneksiyonlarina gore egrilik tensor alanlari sirasiyla R ve R* ise her X,Y,Z,W €
r'(TM) ve é,n € I'(T+M) icin

<RX,VZ,W)>= gy(RX,Y)Z,W)
+< B(X,2),B*(Y,W) > —< B*(X,W),B(Y,Z) > (5.12)

<R X,YV)Z,W) >= gyu(R*X,Y)Z,W) +

+< B*(X,Z), B(Y,W) > —< B(X,W),B*(Y,Z) > (5.13)
(R(X,Y)Z)* = (7xB)(Y,Z) — (WyB)(X, Z) (5.14)
(R*(X,Y)2)* = (ViB")(Y,Z) — (7yB*)(X, 2) (5.15)
< (R*(X, V)&, >=< R(X,Y)&,n > +gu (|4 4,]X, 1), (5.16)
< (R X, V)EN >=<R*(X,V)E,n > +gu([4s, Ap]|X,Y) (5.17)

dir. Burada R+ ve R*% | D ve D* eslenik koneksiyonlarina gore egrilik tensorleridir ve

daha fazlasi
[Ag, An]=Ag Ay — ArAs,
[AE'AU] = AEAn - AUAE

dir (Vos 1989).
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6. HEMEN HEMEN KENMOTSU iSTATIKSEL MANIFOLDLAR
Bu boliimde istatiksel Kenmotsu manifoldlar tanitilacaktir.

Tanmim 6.1.(M, ], g) bir Kaehler manifold ve VM tizerinde bir afin konneksiyon olsun.

Eger

i) (M, V, g),bir istatiksel manifold ve
i) N=g(x,] *),V ya gore paralel 2-form ise

(M, V, g,]) ye holomorphik istatiksel manifold denir (Furuhata 2009).

Tamm 6.2. (N?", g,V,V*) bir istatiksel manifold olsun. Eger (N?",,],g) bir hemen
hemen Hermitian manifold ise (N?", g,/,V,V*) ‘ye hemen hemen Hermitian istatiksel

manifold denir (Yazla ve ark. baskida)

Yardimar Teorem 6.3. (N?",g,],V,V*) hemen hemen nir Hermitian istatistiksel
manifoldu ve her X,Y,Z € I'(TM) i¢in

VM) (Y, 2) = g(Vx))Y, Z) — 29(Kx]Y, Z),
(Vx)(Y,2) = g((Vx)Y,Z) + 29(KxJY,Z)
dir (Yazla ve ark. baskida).

Sonug¢ 6.4. (N?", g,],V,V*) hemen hemen bir Hermitian istatistiksel manifoldu olsun. O

Zaman
VD)V, Z) = (V90)(Y, Z) — g(KyJY + JKyY, 2),
(V) (Y, Z) = (V) (Y, Z) + g(KyxJY + JKyY,Z);VX,Y,Z € I'(TM)
dir (Yazla ve ark. baskida).
Yardimci Teorem 6.3 ve Sonug 6.4 yardimiyla asagidaki 6nerme verilebilir.

Onerme 6.5. (M, V, g,]) bir holomorfik istatistiksel manifold ve herhangi X,Y,€ I'(TM)
icin KxJY + JKyxY = 0 olsun. O zaman ifadeler denktir:

1) (M,q,V,J) bir holomorfik istatistiksel manifolddur,
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i) (M,g,7*,J) bir holomorfik istatistiksel manifolddur,
iii) (M,g,V°,J) bir Kaehler manifolddur.

(Furuhata 2009, Yazla ve ark. baskida)

Tamm 6.6. (M?"*1 g, 7, 7*) bir istatistiksel manifold olsun. Eger (M?"*1,¢,&n,g) bir
hemen hemen degme manifoldu ise M?"*1 hemen hemen istatistiksel degme metrik

manifold denir (Yazla ve ark. baskida)

Sonug¢ 6.7. (M?"*1,¢,&,n,8) bir hemen hemen degme istatiksel manifold olsun. O zaman

her X,Y,Z € I'(TM) vektor alanlari igin
(Vx®@)(Y,2) = g((VxP)Y, Z) — 29(Kx9Y, Z),
(Vx@)(Y,2) = g((Vx )Y, Z) + 29 (K¢ Y, Z)
dir (Yazla ve ark. baskida).

Sonu¢ 6.8. (M?"*1 ¢ &n,g) bir hemen hemen istatistiksel degme metrik manifoldu
olsun. O zaman her X, Y, Z € I'(TM)vektor alanlari i¢in

(x®@)(Y,Z) = (VxD)(Y,Z) — g(Ky¢Y + pKxY,Z),
ve

(Vx@)(Y,Z) = (VR®)(Y,Z) + g(KxpY + $pKxY,Z)
dir (Yazla ve ark. baskida)

Onerme 6.9. (M2",9,V,V*) istatistiksel bir manifold ve M de ¥ bir antisimetrik (1,1)

tensor alani olsun.O zaman
g(KyPY + WKy Y, Z) + g(K, WX + WK, X, V) + g(KyWZ + WKy Z,X) = 0
(Yazla ve ark. baskida)

Sonug 6.7 ve Onerme 6.9 yardimiyla her X, Y, Z € I'(TM) igin
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(Vx®)(Y,Z) + (VzP)(X,Y) + (WyP)(Z, X)
= (lR®)(Y,2) + (V7 P)(X,Y) + (R ) (Z, X)
— 2(9(KxpY + pKyY,Z) + g(H ;X + 9Kz X, Y)
+9(KypZ + Ky Z, X))

= ()Y, 2) + (V)X V) + (W P)(Z, X)
esitligi elde edilir.
Diger tarftan V° bir Riemann konneksiyonu olmak iizere ® temel 2 formun dis tiirevi
3d @ (XY, 2)=(VR®)(Y,Z) + (ViD)(X,Y) + (VYD) (Z,X) (6.1)
dir (Chinea ve ark.1990).

= (RD)(Y,Z) + (V)X Y) + +(7R D) (Z, X)

esitligi ve (6.1) denklemi yardimiyla
3d @ (XY, 2)=(Vx®)(Y,Z) + (V;P)(X, Y) + (W P)(Z,X) (6.2)
denklemi elde edilir (Yazla ve ark. baskida).

Onerme 5.4, Carriazo ve Perez-Garcia (2017) ve Murathan ve Sahin (2018) daki
tartismalar1 kullanarak istatiksel hemen hemen Kenmotsu manifoldu asagidaki sekilde

insa edilebilir.

(N,V,g,]) hemen hemen Hermitian bir istatistiksel manifold ve (R, dt,V®) asikar bir
istatistiksel manifold olsun. (M = R x; N,<,>= dt* + f?g) istatiksel katli ¢arpim

manifoldu iizerinde & 2% karaketeristik vektor alam ile birlikte M {izerinde keyfi bir X

vektor alanin1 X = n(X)& + X ile ifade edilir. Burada X vektdr alant X m I'(TN) ye
izdiisimii ve dt = n dir. N de tanmlanmis olan (1,1) tipindeki J tensor alan1 yardimiyla,

M de yeni bir (1,1) tindeki tensér alan1 ¢,
¢X =JX, X €I (TN), (6.3)

sekilde tanimlanirsa her X,Y € I'(TM) igin
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¢ =0, 10 ¢ =0, p*X=—X + n(X)§ (6.4)
ve

< pX, ¥V >=—< X,¢¥ > (6.5)
dir. Daha fazlas1 (6.5) denklemi yardimiyla

< X, oY >=< X,V > —n(X)n(Y) (6.6)
denklemi elde edilir.

Boylece (M,<, >, ¢, &, 1) manifoldu hemen hemen degme metrik manifolddur. Onerme

5.4. ve Carriazo ve Perez-Garcia (2017) deki tartismay1 kullanirsak

_ .0
_¢(Vx+n()?)%y +n(7) ﬁ)
=Vx¢Y + n(X)Va pY
VY + X(n(Y g 1% g X)\VaY
= @Y + X((T)) 37+ n(T)Vx 5+ n(X)Vs
+1(%) = (n(7)) = +n(%) n(¥)Vs )

esitligi elde edilir ve buda

. HO) 0 JHO)
(Vzp)Y = VyJY — 170 <XJY>o-+ n(X) 0 —ZJY
— J(VxY) — (¥ f((:)) x-n(®) L2y (6.7)
denklemine ulastirir. Sonug olarak
(7x0)P=)Y — 0 < 2,67 > £ - LOn1)% (6.8)
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denklemi elde edilir.

Onerme 5.4. kullanilirsa
Ky Y =Ky Y, Kx&=K¢X =0, K¢¢=0, (6.9)
elde edilir. Burada Ky Y = VyY — 72Y ve KyY = VY — 7JY.

(6.8) denkleminin her iki tarafina <,> katli ¢arpim metrik tensoriinii uygulayacak ve

Yardimci Teorem 6.3 kullanacak olursak

< (Fgp)7,Z >=<(Wx)V,Z > — ,;((3 <X,¢7 >n(2) - L2 D7) < p%.Z >

= f2(VxM(Y,2) + 2f*g(KyJY, Z)

f@®

£
o < X0V >n(Z)-=n(V) < ¢pX,Z >

f@®
esitligi elde edilir. Sonug 6.7 yi esitligin sol tarafina uygulanirsa
(7% ®)(V,2) +2 <Kz V,Z > = f2(Vx)(Y, 2) + 2f2g(KJY, Z)

o

o < X7 >n(Z) - f()U(Y) < ¢X,7>

f©®
esitligi elde edilir. (6.9) denkleminin yardimiyla,
_ N f (t) f (t)
(7z®@)(Z,7) = F2(y(Z,Y) —=—=n(2) ®(X,V) - =—=n(N®(Z,X) (6.10)

denklemi bulunur. (6.10) yardimiyla,

(7z®)(7,Z) = f2(V4Q)(Y, Z ’; ((t))n(Y) (K, 7) - ; (“)) (D)7, %) (6.11)
(7,0)(X,7) = f2(7,Q)(X,Y) — ’; ((t))n(X) o7, 7) - ; ((t))n(Y)CD()?, 7 (6.12)
(7:9)(Z, %) = F2(7,Q)(Z,X) —L (t)n(Z) (7, %) - LY (“))n(X)cD(Z, ) (6.13)

denklemleri elde edilir. (6.11),(6.12) ve (6.13) den

3d0 (X, 7,2) = (7z0)(V,2) + (7,0)(X, 7)+(Fr0)(Z, %)
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= fA(7x (Y, 2) + (X, Y) + () (Z, X))

@
@

(M) ©(X,Z) +n(Z)o(7,X)
+n(X) ®(Z,7) + n(N)@(X, 2)
+n(Z) (Y, X) + n(X)@(Z, 7)) (6.14)

bulunur.

3d®(X,Y,Z) = 3f2dQ(X,Y,Z)

#2280 0(%) (7,2)+ 0(@) 9(R.7) + 1(N (2 D) (6.15)

elde edilir.

Boylece sonug olarak

3d & = 3£2d0 + z%n/@ (6.16)

denklemi bulunur. Onerme 5.4 ve (6.16) denklemi yardimiyla Teorem 6.9a ulasiriz.

Teorem 6.9. (R, dt,V®) asikar bir istatistiksel manifold olsun. (M = R x¢ N, <,>=

o
[{0)

manifoldu olmast igin gerek ve yeter kosul (N, V, g,J) hemen hemen Kaehler istatistiksel
manifold olmasidir. Daha fazlas1 KyY = KyY, J?XSZﬁgX =0, 7~C§E:O dir (Gortintis ve
ark. 2018).

dt? + f2g) istatiksel katli carpimi hemen hemen — istatistiksel Kenmotsu

Uyan 6.10. Furuhata ve ark. (2017) de istatistiksel Kenmotsu manifoldlar: tanittilar .Eger
N bir holomorfik istatistiksel yapiya sahipse, (M = R X ¢ N, <,>, $,&) Ky = KyY,
Kyé ZJ?EX =0, fé;f =A¢ Ozeligini saglayan yapinin istatiksel Kenmotsu manifold oldugu
ispatladilar. Bu tezde ise istatiksel Kenmotsu manifoldlarin elde edilebilmesi i¢in gerek

ve yeter kosul verilmistir.

Lawn ve Ortega (2015) , Murathan ve Sahin (2018) deki benzer hesaplamalar1 kullanarak

asagidaki 6nerme elde edilir.
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Onerme 6.11. N(c) holomorfik istatiksel manifold , I c R ise agikar istatistiksel
manifold olmak iizere M=I X 7 N(c) istatistiksel katl1 garpim manifoldunun RveR*
istatiksel egrilikleri

"2
R(R.7,2,W) = R'(%,7,2,W) = [ﬁ—(ffj ][< 7,2><XW>-<XZ><

12 " o _ -
v >+ [#—(’;2) +f7][< £,7><7,0, ><W,d, >
—<Y,7><X,0,><W,0, >

+<V, W ><X,0,><Z,0, >

—< X, W ><Y¥,0, >< 7,0, >]

Cc ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
+4—f2[<X,q,’>Z >SIPY, W > —<Y,pZ >< pX, W >
+2 <X, ¢Y >< ¢pZ, W >]

seklinde olur ve daha fazlas1 [%, K] = 0 dir. Burada X,Y,Z,W € I'(M) ve 8, € I'(R)
dir (Goriiniis ve ark. 2018).

Ornek 6.12. (R?,§ = dx? + dy?) Oklid uzay: iizerinde

J: R? > R?

-5 1&)-7
]Ox ~ oy’ jay -~ 0x
olarak tanimli J (1,1) tensor alani bir hemen hemen kompleks yap1 tanimlar. Daha

fazlasi

i) ) =1=9G5
211 (3)=0-9.
V)3

S]]

~,0 0
) 1 g(a,a)’
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dir. Béylece (R2,J,§) bir hemen hemen Hermitian manifold olur. § Oklid metrigine

gore Levi-Civita konneksiyonu

00 g0 0 _wod _go 9 _
v;_x—_vaa_xay_v 7 =Vo5-=0 (6.17)

<[
<[

seklinde olur. Bdylece V°] = 0 ve dolayisiyla (R?,J,d) bir Kaehler manifold olur (Yano
ve Kon 1984).

Simdi (R?, J,g) Kaehler manifoldu iizerinde bir istatiksel yap1 insa etmeye ¢alisalim.

torsiyonsuz afin konneksiyonlar1 ¥2 ve V2 sirastyla

Vzaa_x;—x:a"’—x, ‘72;’752 -2 (6.18)
‘72%% = ﬁz%;—x = —%, (6.19)
172*%;7 =-2 ‘72*%;7 =2, (6.20)
ﬁz*aa_x;—y = VZ*%;—x = % (6.21)

seklinde tanimli olsun. O zaman (1,1) tipindeki fark tensoér alant K nin lokal baz vektor
alanlar1 tizerindeki degerleri

9 a._ 0 _

d 0 0 Jd 0 5}
(515_ al (5’5)__5 (aﬂa)

== (6.22)

bi¢iminde tanimli olurlar. Béylece (R%,§ = dx? + dy?,V?) bir reel 2-boyutlu

istatistiksel manifold olur. Daha fazlasi

s @ pe 00 0 0 0 0 9 _
(-;"—x]ax J Z9x %ay / Z9x oy lax dy dy

K)ot 8o = Kot Ky o= — oy 004 0
;’—x]ay J %ay_ = ox J %ay_ 0x ]Gy_ ox  dox
S N S A N A
% 0y % 0y % 0x 50y dy ’ox ay oy
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esitlikleri elde edilir. Boylece (R?, ], =dx?+dy? V?) bir reel 2-boyutlu

holomorphik istatiksel manifold olur.

Simdi (R, dt?) asikar bir istatiksel manifold olsun. O zaman (R, dt?) iizerinde taniml

torsiyonsuz afin koneksiyonlar1 V'® ve V®* sirasiyla
VR 9 = 0, yR vl 0

seklinde olur.

Ote yandan, (R Xt R?, <,>= dt? + e?*(dx? + dy?) iizerinde

ortonormal baz vektorleri goz 6niine alinsin. R X ¢ R? iizerinde (1,1) tipindeki ¢ tensor

alaninin baz vektorleri tizerindeki degerleri

e, = ey, e, = —eq, S =0

olacak sekilde ve n 1-formu n = dt olarak tanimlanirsa (R X ¢ R?, ¢,1, &, <,>) dogal
Kenmotsu yapisina sahiptir (Kenmotsu 1972). Boylece Onerme 2.14 ve (6.17)

denklemiyle beraber R X,c R? iizerindeki Levi-Civita koneksiyonu baz vektdrleri

lizerinde

Vo, e1=—e3 Vo e, =0,V0 es=¢ (6.23)
Vo,e1 =0,V0 e, =—e3, V0 es=¢, (6.24)
Vo,es =ey, Vi e, =€, V0 e3=0 (6.25)

seklinde bulunur.

(R Xt R?, ¢,1,&,<,>) manifoldu {izerinde Onerme 5.4 ve (6.18)-(6.19) denklemleri

yardimuyla torsiyonsuz afin konneksiyonu 7

|73363 = 0 y Ve3el = €& ,Ve €, = €y (623)

— -t va — -t 7 —
Ve,e1= e 'e; —e3,V, e, =—e""ey, V, e3=¢e, (6.24)



v — -t v — -t 7 —
Ve,e1 = —€ " ey, Ve, =—e""e; —e3, V,e5 = ey, (6.25)

olarak tanimlansin. O zaman (6.23)-(6.25) denklemlerinin yardimiyla fark tensér alan1 K

nin baz vektorleri lizerindeki degerleri i=1,2,3 olmak lizere
K(ep,e1) =ete, K(ey,e,) = —e e, K(ey ey)=—e"te, , K(eje3) =0 (6.26)
biciminde bulunur.
Ko, per + pK, e1 = Ko €2 + 9K, 61 = —e~eytete,=0,
Ko, pes + 9K, e, = =Ko €1 + 9K, e, = —e ey +e e, =0,
Ko, per + pK,,e1 = Ko,e, + 9K, 01 = —e ey +e ey =0,
Ko, per + 9K, e, = =K, €1 + 9K, e, = e %ey-e “e,=0,
K, pes + pH.e3 =0,i=1,2,3
Ko, pe; + pK,,e; =0,i =1,2,3

esitlikleri elde edilir. Boylece (R X ¢ R2, ¢,7,¢,<,>,V) bir holomorphik istatiksel

Kenmotsu manifold olur.
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7.HEMEN HEMEN (%) - KENMOTSU iSTATiSTIKSEL MANIiFOLD iCiN

GENELLESTIRIiLMIiS WINTGEN ESITSIiZLiGi

2015 yilinda arxiv.org da arxiv:1511.04987 no ile duyurulan ¢alismada, Aydin ve lon
(2019) istatiksel yiizeyler i¢in Wintgen Esitsizligini elde ettiler. Bu ¢alismanin hemen
arkasindan Aydin ve ark. (2015) de sabit egrilikli istatiksel manifoldlarin istatiksel alt
manifoldlari igin genellestirilmis Wintgen Esitsizligini elde ettiler. Daha sonra Murathan
ve Sahin (2018), Roth (2017) calismasindan esinlenerek istatiksel katli carpim
manifoldlarin istatiksel alt manifoldlar1 i¢in genellestirilmis Wintgen Esitsizligini

verdiler.

Boyom ve ark. (2017) de holomofik istatiksel uzay formlarin Lagrangian alt manifoldlari

icin genellestirilmis Wintgen Esitsizligini asagidaki teoremle karsiladilar.

Teorem 7.1. M™(c) holomorfik istatistiksel uzay formunun bir Lagrangian alt manifoldu

M™ olsun. Bu durumda

Cc

(0 2 s (0 = D+ G LG H) — IHNH ]

— n(n-1)

dir (Boyom ve ark. 2017)

Mihai (2014,2017) bir M™(4c) kompleks uzay formunun Lagrangian altmanifoldlar ve
Sasakian uzay formlarinda Legendrian alt manifoldlarda icin genellestirilmis Wintgen

esitsizligi olarak bilinen denklemleri DDV'V esitsizligini sirasiyla asagidaki sekilde verdi.

(097 < (IHIP = p + 7 + ————(p— )+~

prr = P n(n—1) p nn—1)
. 4 c+3\c—1 (c—1)>
(o )2s<||H||2—p+c)2+—n(n_1)(p— )= ]

Yukarida bahsedilen bu motivasyonlar altinda orijinal sonuglar igeren bu bodlimde
istatiksel Kenmotsu manifoldlarin (R, dt,V®) asikar bir istatistiksel manifold ile bir N

holomorfik istatiksel manifoldun katli ¢arpim olarak yazilabilecegi ger¢eginden yola
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cikarak bu cesit istatiksel manifoldlarin Legendre istatiksel alt manifoldlar igin

genellestirilmis Wintgen esitsizligi elde edilecektir.

Teorem 7.2. (R, dt,V®) asikar istatistiksel manifold ve N(c) holomorfik istatistiksel
uzay formu olsun. M™, istatistiksel katli carpim manifoldu olan ¥ = R X 7 N(c) nin bir

Legendrian alt manifolduysa

1

1 v* v _ 04 —
p <2p 8p +4f2

2flel = c+4(f)?) + 4lHOI? + IHI*+1H"|1?

esitsizligi gecerlidir (Goriiniis ve ark. 2018).

Ispat. ¥ = R Xr N(c) (2n+ 1)-boyutlu hemen hemen (’;(—(tt)))-Kenmotsu istatistiksel

alt manifoldunun n-boyutlu Legendrian alt manifoldu M™ olsun. {e;,e,,...,e,} M™
iizerinde bir lokal ortonormal catt1 ve T*M™normal demetin lokal ortonormal catist
{en+1 = Peq, eniz = Pey, ..., ey = Pey, ern401 = &} olsun. (5.12) denklemi ve Sonug
6.4 ile birlikte her X, Y,Z,W € I'(TM) igin

guRX, YZ,W) =< R(X,Y)Z,W >
+< B*(X,W),B(Y,Z) >< B(X,Z),B*(Y,W) >

rc_u

4f? f?

<Y, Z><X,W >—-<X,Z><Y,W >]

+< B*(X,W),B(Y,Z) > —< B(X,Z),B(Y,W) > (7.1)

ve

"2
(R (X, N2, W)=[5 - (’;—3][< V,Z><X,W>—<X,Z><Y,W >]

+<BX,W),B*(Y,Z) > —<B*(X,Z),B(Y,W) >. (7.2)
esitlikleri elde edilir.

(7.1) ve (7.2) denklemlerinde X=e; = W,Y = e¢; = Z alinirsa

c _uY
gM(R(el-, e]-)ej,el-) =Gz 7 )(<eje ><e,e >—<e,e ><e,e >)
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+< B*(ei, el-),B(ej, e]) > —< B(el-, ej),B*(ei,ej) > (73)
ve

* f, 2
gu(R*(ei ¢)ej e;) = %_ (fz)

)(< €, €;j >< ee > —<eg, €j >< €, € >)

+< B(e;, ¢;),B*(ej,¢;)) > —< B*(e;, ¢;),B(es €) > (7.4)
bulunur.

(5.16) de (7.1) i kullanarak

c

(RLX, VU, V) = i

(=< X, U >< @Y,V > +< ¢X,V >< ¢pY,U >)

+gu([Ay, Av]X,Y), (7.5)
(5.17) de (7.2) esitligini kullanarak

c

(R (X, Y)é,n) = E(_< X, U >< @Y,V > +< ¢pX,V >< Y, U >)

+au([Ae, 45]X.Y) (7.6)
denklemlerine ulasilir.

< R(X,Y)Z,W) >, Z,W ye gore anti simetrik olmadigindan M iizerindeki kesit
egriligi R tamimlanmasi miimkiin degildir. Fakat < R(X,Y)Z,W > +< R*(X,Y)Z,W >

Z,W ye gore anti simetriktir. Yani kesit egriligi

K"7 (XAY) == [< R(X, Y)Y, X > +< R*(X,Y)Y,X >],

N | =

seklinde anlamli olur (Aydin ve Mihai 2017).

p € M noktasinda {ey, ..., en} Ve {en41 = Pey, ..., €2y = Pep, 41 = &} sirasiyla T,M
ve T;-M nin ortonormal bazi olsun. O zaman normallestirilmis skaler egrilik p™7" ve

1rv*

normallestirilmis normal skaler egrilik p sirasiyla
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* 2 *
vv - KV,V ANe:
,D n(n _ 1) Z (el e])

1<i,jsn

2

1<i,jsn
ve
v _ 1 N n
Oy o ) [< R(eye))eq e > +< R™(e;, ¢))eq €5
n+l<sa<f<2n+1 1<i<jsn
1
2
>1%0,

sekilde tanimlanabilinir (Aydin ve Mihai 2017).

(7.2) ve (7.3) denklemlerinin yardimiyla,

) 1 "2
S e 1)Z[<4]sz B (];) )+< B"(e;, e, B(eje7) > =
i+j

< B(ei, e]-), B*(el-, e]) >

W

E— fz >+< B(el-,ei),B*(ej, e]) > —< B*(ei, ej),B(ei, e]) >

(c &) 1 . .
_<F_ 2 ) + 2n(n—1)2iij[< B (ei'ei)'B(ej' e]-) >+ < B(e;e;),B (ejpej) >

—2< B(ei, ej),B*(ei,ej) >

_(c _ 0
4f? f?

B(ei,ei),B(ej, ej) > —< B*(ej, ej),B*(ej, ej) > —(< B(ei, ej) +

1 * *
) + 2n(n—1)2i¢j[< B(el-,el-) + B (ei' ei),B (ej, ej) + B(ej, ej) > —<

B*(el-,ej),B(el-,ej) + B*(ei, ej) > —< B(ei,ej),B(ei,ej) > —<

B*(ei, ej),B*(el-, e]) >)

elde edilir.
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2B° = B + B*ve 2H® = H + H* nedeniyle,

v _ C_(f,)z 1 Z O0Ce. e O(e. e:
—< B(ei, el’),B(ej,ej) > —< B*(ej, ej),B*(ej, e]) >
—(4< Bo(ei, ej),BO(ei,ej) > —< B(ei, ej),B(ei, e]) >

—-<< B*(el-, ej), B*(ei, e]) >)

pwv==< [4n2[|HO]|? — n2[[H||? — n2||H" |

Afz g2 ) U YOI
—4(lIB°|I* = [IBII* = lIB*|I*]
denklemleri bulunur.

Ikinci temel formlarim izi sifir (izsiz) kisimlarmm 7% = B — H%g, 1 =B —Hg ve t* =

B* — H* g seklinde tanimlansin.

Bu durumda ||z°)I? = [IBCII> — n?[|H°II%lIzll* = IBII? — n®[|H|I? ve [I*]|* =

|B*||? — n?||H*||? ifadeleri elde edilir. Boylece

L ()
P _<4f2_ 2 >+2n(n—1)

[4n?||H°1? = n®||H||? — n?||H"||?

=4(lI°NI? +4nl|HONZ = lIzlI? = nllHIZ = I*]1? = nllH*|I?).

denklemi elde edilir. Bu son denklem

RS (f)?

_4f2_ 2
F2AHO? — — |22
nn-—1)
1
__HZ - - 2
S IHI? + s e
—Tig2 1 *||2
LI + I .7)
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denklemine ulastirir.

(7.5) ve (7.6) ' dan, normallestirilmis normal skaler egrilik

* 1 *
pt7V = n(n-1) {215r<ssn+1 215i<j5n [g([Aenw' Aen+s]ei: ej) +

N | R

2
9 eyt fene) 25 (L2 oo 22 o0 2] &
formuna doner.
Onerme 5.1 ve (5.10), (5.11) denklemleriyle beraber
AeX = A3X = —%X (7.9)
dir.
Boylece (7.9) yardimiyla
94 Ac,, Jei ) = 9(4 A, e06) — 9(Ae,,, Ageie;)

== %9 (Ae,..e0€1) + %9 (Aey €006

=0 (7.10)
ve benzer hesaplamalar yaparak
([eps A2y e es) = 0 (7.11)
denklemleri elde edilir.
Tekrar
< PpX,E>=0 (7.12)

denklemi hatirlansin.

(7.10), (7.11), (7.12) denklemlerini (7.8) denkleminde kullanarak
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1
.
I( g([Aen+T en+s]ei’ e]) \I :
pt7v = n(nl—l) 4 Y1sr<ssn 2isi<jsn +g([ en+r’ 2n+s]ei' ef) ¥ (7.13)
L l 4f2 (6Lr 6i56jr J J

ve bu denkleme esdeger olan denklem

1

( pg([AeW 48, Jeve ,)] \?

* +g([ en+r’ en+s]el’ ])l L
T 1)421<T<5<”21<‘<J<”|+g([ ensrr Aenssleo e])' I -
)1

_4f_2 (5ir js — 515

denklemi bulunur. Burada ZAgr = Ag, + Ag_dir. Cauchy-Schwarz esitsizligi

yardimiyla asagidaki cebirsel esitsizligi biliyoruz
A+u+v+w)? <@+ p?+v2+w?),vauv,weR. (7.15)
kolayca elde edilir.

(7.15) den asagidaki esitsizlik elde edilir;

( 16g([Aen+r en+s]el e]) \ 2
2 +’g([Aen+r 3n+s]ei’ e])
iv,v*
p < n(n — 1) A +g([Ae e ]ei’ ej)Z >
1=sr<ssn 1<i<jsn n+r’ " €nts
2
\ + m (8irjs — 8isSr) )

1

0 40 2\ %) 2
16g([A€T,A€S]eL-, &) \l
s n(n2 D 4f2" ‘(n- 1) +ims=1 Xij=1 +9([AET»A€s]eirej)2

| +o([4;, A Jee)” )

1
2

< 2 { ﬁnz(n— 1)2 }
— n(n-1) 2 . .12
" isn L aefl[a2, AL + [Ag A I + 1[4, 4l
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Simdi T, M iizerinde iz sifir operatorleri ile simetrik olan {89,...,8%%}, {S1,...,5,} ve

{S1, ..., S5}, kiimelerininin elemanlar1 asagidaki sekilde tanimlansin.
<SIX,Y >=<1°(X,Y),&, >,
< S XY >=<1t(X,Y), &, >,

< SiX,Y >=<1"(X,Y),&, >,X,Y € T,M,p € M.

Acikcasi
Se=Ag —<H%& >1,
Se =A;,—<H, ¢y >1,
Sy = Aza—< H* &, > 1
ve

[SOCO' Slg] = :Aoa' Agﬁ]'

[Se S| = _Afa'Afﬁ]'

[s2 531 = |4, 45,
dir. Boylece

* 2 C2 1
P77 < 2P (n = 1P+ X0 (16182, SOI17 +

1
11Se, S11Z + I [Sz, S5 1D f (7.16)
denklemi elde edilir.
Lu (2011) asagidaki teoremi ispatladi.

Teorem 7.3. Her bir {By, ..., By} kiimesi i¢in iz sifir ile (n X n)- simetrik matrisleri

asagidaki esitsizligi saglar.
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n n 2
D Be Bl S<Z||Ba||2> .
a=1

a,f=1

Teorem (7.3) yardimiyla (7.16) denklemi asagidaki sekilde yazilabilir

n n
\ |c| 1 1
i1v,v 0 2 2 x||2
P S s E ISP + s Elnsfn s Elnsfn
= =

Izll* + 112

|| 4
-t By I7°]1% +

—2f  nn-1 n(n-1) nn-1)

(7.7) "de (7.17) kullanarak,

vy 2 |C|

P = T At — D)

.20 2(f)?
012 + 2p"" “aetT e

—4||H°|I> + |[H|I* + l|H*||?
elde edilir.

Diger yandan V° Levi-Civita baglantisina gére M™ nin normal skaler egriligi p

2017) asagidaki sekilde bulundu

O_L_(f')2 1 21170112 _ || RO|I2
o0 = (5 - LL) + s pme i - 180121,

Simdi eger (7.19) da [|z°]|? = ||B°||? — n||H°||? esitligi kullanilirsa

o_(c (") 0112 1 012
p° = (% - LX) 4 1) — s e

bulunur.

(7.18), (7.19) ve (7.20) denklemlerininin 15181 altinda ispat edilmesi gereken

pHIT < 2p77 — 80+ fz 2flcl = ¢ +4(F))

+AIHON? + 1HII? + I1H )17

Genellestirilmis Wintgen esitsizligine ulasilir ve bu da ispati tamamlar.
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Sonuc 7.4. (R, dt,VR) bir asikar istatistiksel manifold ve N(c = 0) = C" bir
holomorfik istatistiksel uzay form olsun. Eger R X« C* Kenmotsu istatiksel

manifoldunun bir Legendrian alt manifoldu M™ ise,

pt7V < 2p"" —8p° + 4||HO|I2 + | H|I? + |H*]|* + 1
olur (Goriiniis ve ark. 2018).
Bu durumda R x ¢ C", H*"*1(—1) hiperbolik uzay i¢gin lokal izometriktir.

Sonuc 7.5. (R, dt,VR®) bir asikar istatistiksel manifold ve N(c = 0) = C" bir
holomorfik istatistiksel uzay form olsun. Eger R X N(c) Kenmotsu istatiksel

manifoldunun bir Legendrian alt manifoldu M™ ise,
1v,v* v 0 0112 2 *||2 1
p=7" = 2p7" —8p” + AIHTIIT + IHIT + IHTII" + 2 (2le] =)

dir (Goriiniis ve ark. 2018).
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8. SONUC

Bu yiiksek lisans tezinde istatiksel katli carpim manifoldlardan yola ¢ikarak

(R, dt,V®) asikar istatiksel manifold ve N(c) holomorfik istatiksel uzay formu
yardimiyla tanimlanan hemen hemen istatiksel Kenmotsu manifoldunun istatiksel kath

carpim temsili olan M = R X 7 N(¢) nin bir Legendrian alt manifoldu igin

1

7 Cflel =+ 4(f)%) + 4llHON* + IIH P +IH||?

pJ_V,V* < 2p|7,\7* _ 8p0 +

Genellestirilmis Wintgen Esitsizligi elde edildi.
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Yayimlama izni

X[] Tezimin elektronik ortamda yayimlanmasina izin
Veriyorum

Hazirlamig oldugum tezimin belirttigim hususlar dikkate alinarak, fikri miilkiyet haklarim
sakli kalmak iizere Uludag Universitesi Kiitiiphane ve Dokiimantasyon Daire Baskanlig
tarafindan hizmete sunulmasina izin verdigimi beyan ederim.
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