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Bu tez calismasi dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde; ¢alisma hakkinda 6zet
bilgi verilmistir. Ikinci boliimde; diger boliimlerde kullanilacak olan bazi tanim ve
teoremler verilmistir. Ugiincii béliimde; sabordinasyon ile tanimlanan yeni harmonik
fonksiyon siniflari tanitildi. Bu fonksiyon siniflari i¢in gerekli ve yeterli sartlar, yildizillik
ve konvekslik yarigapi, kompaktlik arastirildi. Ayrica, bu fonksiyon siniflari i¢in katsayi
tahminleri ve distorsiyon teoremi elde edildi. Dordiincii boliimde; bulunan sonuglarin
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are stated. In the third chapter; new classes of harmonic functions defined with
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Aciklama

{z:|z| < 1}, A¢ik birim disk

U agik birim diskinde normalize edilmis analitik fonksiyonlarin
sinifi

U agik birim diskinde normalize edilmis analitik yalinkat
fonksiyonlarin smifi

Reel kismi pozitif analitik fonksiyonlarin sinifi

f fonksiyonunun F foksiyonuna sabordine olmasi

U acik birim diskinde analitik, yalinkat ve yildizil fonksiyonlarin
sinifi

U agik birim diskinde analitik, yalinkat ve konveks
fonksiyonlarin sinifi

U acik birim diskinde analitik, yalinkat ve konvekse yakin
fonksiyonlarin sinifi

f fonksiyonunun z, noktasindaki Jakobiyeni

U agik birim diskinde harmonik, yalinkat, yon koruyan ve
f(0) = £,(0) — 1 = 0 ile normalize edilmis fonksiyonlarin sinifi
g'(z) = by = 0 ile normalize edilmis f € SH fonksiyonlarinin
smifi

f1 ve f, fonksiyonlarinin konvoliisyonu (Hadamard Carpimi)
Harmonik Koebe Fonksiyonu

Reel kismi pozitif harmonik fonksiyon sinifi

U agik birim diskinde harmonik yildizil fonksiyonlarin sinifi

U agik birim diskinde harmonik konveks fonksiyonlarin sinifi

U agik birim diskinde harmonik konvekse yakin fonksiyonlarin
siifi

U agik birim diskinin analitik otomorfizmlerinin kiimesi

f=h+g yerel yalinkat harmonik fonksiyonunun Koebe
doniigtimii

f=h+g yerel yalinkat harmonik fonksiyonunun Koebe
doniistimi

U agik birim diskinde yerel yalinkat, harmonik ve f(0) =
0,h'(0) =1 ile normalize edilmis f = h 4+ g fonksiyonlarmin
smifi

Bir afin ve lineer degismez ailesi

f € Lve g'(0) = 0 sartin1 saglayan fonksiyonlarin sinifi

Dogal sayilar kiimesi

N u {0}
Modifiye Salagean Diferansiyel operatorii
Df(z) 1+Az
ﬁ 1+Bz

sartin1 saglayan f € SH fonksiyonlarinin sinifi
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1. GIRIS

Geometrik fonksiyonlar teorisinin temelleri, 1851 yilinda Riemann Doniisiim
Teoremi’nin ispatlanmasiyla atilmistir. 1907 yilinda Koebe tarafindan Riemann
Dontisiim Teoremi’nin basit baglantili bolgeler lizerine olan problemleri, agik birim diske
indirgeyecek sekilde yeniden diizenlemesiyle teorinin matematik ve miihendislik

dallarinda bir¢ok uygulamasi yapilmistir.

Analitik, yalinkat ve f(0) = f'(0) — 1 = 0 ile normalize edilmis fonksiyonlarin sinifi
icin Bieberbach tahmini ispatlandiktan sonra normalize edilmis, analitik, yalinkat
fonksiyonlarin smifi ve alt smiflart i¢in bulunan sonucglarin harmonik yalinkat
fonksiyonlar sinifi i¢in dogru olup olmayacagi sorusu ortaya ¢ikmistir. Clunie ve Sheil-
Small 1984 yilinda yayinladigi makalede, analitik, yalinkat ve normalize edilmis
fonksiyonlarin siifi i¢in yapilan tahminlerin harmonik, yalinkat ve normalize edilmis
fonksiyonlarn smift i¢in farkli oldugunu fakat bazi kisitlamalarla benzer sekilde

yapilabilecegini gosterdi.

Bu c¢aligmanin amaci, harmonik fonksiyonlar i¢in sabordinasyon tanimi yardimiyla
kurulan harmonik fonksiyon siniflarinin katsayi sartlari, ekstrem noktalari, yildizillik ve
konvekslik yarigap1 gibi bazi 6zelliklerini arastirmaktir. Bu tez ¢caligmasi dort boliimden

olusmaktadir.

Ik béliim giris igin ayrilmis olup, ikinci boliimde; diger boliimde kullanilacak olan
analitik fonksiyonlar, analitik yalinkat fonksiyonlar, reel kismi pozitif analitik
fonksiyonlar, harmonik yalinkat fonksiyonlar ve reel kismi pozitif harmonik
fonksiyonlarin tanimlar1 ve bu fonksiyonlarin sirasiyla, 4, S, P,SH, PH smiflarina ait
teoremler ve A,S,SH smiflarinin bazi alt smiflarinin tanimlar1 verilmistir. Ayrica,
harmonik fonksiyonlar i¢in sabordinasyon kavraminin hangi sartlar altinda gegerli oldugu

arastirilmis ve harmonik sabordine fonksiyonlar i¢in bazi 6zellikler verilmistir.

Ucgiincii  boliimde; sabordinasyon ile tanimlanan harmonik fonksiyon siniflari

incelenmistir. Bu boliim, dort alt bliimden olusmaktadir. Ilk boliimde; modifiye edilmis



Salagean operatorii yardimiyla tanimlanan iki harmonik fonksiyon siifi tanitilmis ve bu
siniflara ait fonksiyonlarin baz1 6zellikleri incelenmistir. ikinci béliimde; Yasar ve Yal¢in
(2013) tarafindan tanimlanan D®™ diferansiyel operatorii yardimiyla olusturulan
harmonik fonksiyon sinifi ve Bayram ve Yalgin (2017) tarafindan tanimlanan D;" B
diferansiyel operatorii yardimiyla olusturulan harmonik fonksiyon sinifi tanimlanmis ve
bu smiflarin baz1 dzellikleri incelenmistir. Ugiincii boliimde; Yasar ve Yal¢in (2012)
tarafindan tanimlanan D;' diferansiyel operatorii yardimiyla tanimlanan harmonik
fonksiyon sinifi tanitilmis ve bazi1 Ozellikleri incelenmistir. Son bdéliimde; modifiye
Salagean diferansiyel operatorii yardimiyla tanimlanan harmonik fonksiyon sinifi

tanimlanmis ve bazi 6zellikleri incelenmistir.

Dordiincii boliimde; bulunan sonuglar degerlendirilmistir.



2. ANALITIK YALINKAT VE HARMONIK YALINKAT FONKSiYONLAR

Bu boliimde, diger boliimlerde sik¢a kullanilacak olan bazi temel tanim ve teoremler
verilecektir. Bu boliim (Ahlfors 1979, Goodman 1983, Schaubroeck 2000, Duren 2004,
Baskan 2005) kaynaklarindan derlenmistir.

2.1. Analitik Fonksiyonlar ve Bazi Alt Simiflar

2.1.1. Tamm. D kompleks bir bolge olmak {izere f: D — C siirekli bir doniisiim olsun.
Eger bir z, € D noktasindan gecen ve aralarinda « acist bulunan y,, 1y, diizgiin
egrilerinin f(y;), f(y) resim egrilerinin de wy = f(z,) noktasinda aralarinda yon ve
biiyiikliik bakimindan a agis1 varsa, f fonksiyonuna z, noktasinda bir konform déniisiim
denir. Eger f fonksiyonu her z, € D noktasinda konform ise f fonksiyonuna D

bolgesinde konformdur denir.

2.1.2. Tamm. D kompleks diizlemde bir bélge ve z;, z, € D olmak tizere f(z;) = f(z,)
olmasi z; = z, olmasimi gerektiriyorsa, f fonksiyonuna, D bélgesinde yalinkat fonksiyon

denir.

2.1.3. Teorem (Riemann Déniisiim Teoremi). D, kompleks diizlemde en az iki sinir
noktasi bulunan basit baglantili bir bolge ve z, € D olsun. Bu durumda D Vi
U = {z:|z] < 1} agik birim diski iizerine birebir olarak resmeden ve f(z,) =0,

f'(z9) > 0 6zelliginde yalniz bir f fonksiyonu vardir (Riemann 1851).
2.1.4. Tamm. A , U acgik birim diskinde analitik ve f(0) = f'(0) —1 = 0 olacak

sekilde normalize edilmis fonksiyonlarin smifi olsun. Bu durumda A sinifina ait her f

fonksiyonu,

F@=z+art -t az 4=z ) ot @)
k=2 .

seklinde bir Taylor serisi a¢ilimina sahiptir.



2.1.5. Tammm. A sinifindaki yalinkat fonksiyonlarin siifi S ile gosterilir.

2.1.6. Teorem (Bieberbach Teoremi). (2.1) ile verilen seri agilimina sahip f
fonksiyonu S sinifinda ise |a,| < 2 dir. Ustelik bu esitsizlik kesin olup esitlik yalnizca

f(z), Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu, yani

VA
(1 — elaz)?

f(2) = e @k (elz) =

oldugunda saglanir (Bieberbach 1916).

2.1.7. Teorem (Koebe Dortte Bir Teoremi). f € S ve f(z) fonksiyonu, y degerini

almiyorsa |y| = idﬁr. Esitlik, Koebe fonksiyonu ve rotasyonlari igin saglanir (Koebe

1907).

2.1.8. Teorem (Distorsiyon Teoremi). f(z) € S ise 0 <r <1 olmak iizere her bir

z=re'® € Uicin

1+7r

@ =< _ﬁ

1—-r <
arre =

dir ve bu esitsizligin her iki yan1 da kesindir. Esitlik, Koebe fonksiyonu i¢in saglanir.

2.1.9. Teorem (Biiyiime Teoremi). f(z) € Sise her z € U igin

T
m_V(zﬂ_(l Y (Izl=r<1)
dir.
2.1.10. Teorem. f(z) € S ve her bir z € U i¢in
1—-r |zf'(®)] 1+r B
1+r$ ) (lz| =r<1)




dir ve bu esitsizligin her iki yani da kesindir. Esitlik, Koebe fonksiyonu i¢in saglanir.

2.1.11. Bieberbach Tahmini. S smifindaki her f fonksiyonu k > 2 olmak {izere
lai| < k esitsizligini saglar. Esitlik ancak ve ancak Koebe fonksiyonu ve rotasyonlari

icin saglanir (Bieberbach 1916).

2.1.12. Tammm. z € U igin Re{f (z)} > 0 olacak sekilde, U agik birim diskinde analitik,

tek degerli ve

f(2)=1+pz+pz2+ - +pzk+-=1 +Zpkzk

et (2.2)

seklinde seri agilimina sahip fonksiyonlarin sinifi P ile gosterilir. P sinifindaki herhangi

bir fonksiyona reel kismi pozitif fonksiyon denir.

P smifina ait bir fonksiyon yalinkat olmak zorunda degildir. Ornegin, herhangi bir k > 0
tamsayist icin f(z) = 1 + z* fonksiyonu P sinifina ait olmasina ragmen k > 2 igin bu

fonksiyon yalinkat degildir.

P sinifi igin,
1+z -
l(z)=ﬁ= 1+4+2z+2z2 4+ = 1+222”
k=1

Mobius fonksiyonunun Onemi, Koebe fonksiyonunun S smifi i¢in Onemine
benzemektedir. Ustelik bu fonksiyon P simifina ait olup, U agik birim diskinde analitik,
tek degerli ve yalinkattir. Ayrica, [(z) fonksiyonu, U agik birim diskini sag yar1 diizleme

resmeder.



2.1.13. Teorem. f(2), f1(2), f>(z) fonksiyonlar1 P sinifina ait olsun. Bu durumda

(i) @ € R olmak iizere g(z) = f(e'*z),
(i) —1 < t < 1 olmak iizere g(z) = [f(2)]* yada g(z) = f(tz),

1
(iii) g(2) = % )

(iv) 0 < ty,ty,t; + t, < 1 olmak lizere g(z) = [f1(2)]"1[f2(2)]*2,

(v)A €U, f(1) = a+ biolmak iizere g(z) = %[f (12:; > — bi],
z

f(z)+ib

(vi) b € R olmak tlizere g(z) = 1+ ibf @)

seklinde tanimli g(z) fonksiyonlari P sinifina aittir.

2.1.14. Teorem. k > 1 belli bir tamsayr olsun. Bu durumda, (2.2) ile verilen seri

acilimina sahip f(z) fonksiyonu P sinifina ait ise

lpi| < 2
dir. Bu esitsizlik kesindir (Carathéodory 1907).

2.1.15. Teorem (Schwarz Lemma). w:U — C analitik ve z € U i¢in |w(z)| <1 ve
w(0) = 0 olsun. Bu durumda z € U noktalar i¢in |w(z)| < |z| ve |w'(0)| < 1 dir.
Ustelik z, € U (z, # 0) igin |w(zy)| < |z ise ¢, |c| = 1 &zelliginde bir sabit olmak

izere w(z) = cz seklindedir.

2.1.16. Tamim (Sabordinasyon Prensibi). F(z) = ay + a,z + -+ fonksiyonu U agik
birim diskinde analitik, tek degerli, yalinkat ve F(U) =D olsun. Bu durumda
f(z) fonksiyonu U agik birim diskinde analitik, tek degerli, f(0) = F(0) 6zelliginde ve
f(U) c D ise U agik birim diskinde f(z) fonksiyonu, F(z) fonksiyonuna sabordinedir

denir ve f(z) < F(z) ile gosterilir.



2.1.17. Teorem. f(z) ve F(z) fonksiyonlar1 U agik birim diskinde analitik ve tek degerli
olsun. Ayrica, F(z) fonksiyonu U agik birim diskinde yalinkat olsun. Bu durumda U ag¢ik
birim diskinde f(z) < F(z) olmasi igin gerek ve yeter sart f(z) = F(a)(z)) olacak
sekilde Schwarz Lemmanin sartlarini saglayan bir w(z) fonksiyonunun mevcut

olmasidir.

2.1.18. Tammm. Diizlemde bir D kiimesinin w, noktasindan ¢ikan her bir 1s1n ile D
kiimesinin i¢inin arakesiti ya bir dogru pargasi ya da bir 151 ise D kiimesine, w, i¢

noktasina gore yildizil kiime denir.

2.1.19. Tanim. Bir f(z) fonksiyonu U ag¢ik birim diskini w, noktasina gore yildizil bir
bolgeye resmediyorsa f(z) fonksiyonuna, w, noktasina gore yildizil fonksiyon denir.
Ozel olarak wy = 0 almirsa f(z) fonksiyonuna yildizil fonksiyon denir. S smifina ait

yildizil fonksiyonlarin sinifi $* ile gosterilir.

Koebe fonksiyonu, w, > _1 noktasina gore yildizil bir fonksiyondur.
4

2.1.20. Teorem. f(z), Ug:|z| < R kapali diskinde analitik, tek degerli ve yalinkat bir
fonksiyon ve f(0) = 0 ozelliginde olsun. Bu durumda f(z) fonksiyonunun, Uy kapali
diskini yildizil bir bolgeye doniistiirmesi i¢in gerek ve yeter sart Cg: |z| = R tizerindeki

her z i¢in

zf'(z)
Re{ f(2) } >0 (2.3)

olmasidir (Nevanlinna 1921).

2.1.21. Tammm. Diizlemde bir D kiimesinin i¢indeki her bir w;, w, nokta ¢ifti i¢in w; ve
w, yi birlestiren dogru parcast da D kiimesinin i¢inde kaliyorsa, D ye konveks kiime

denir.



2.1.22. Tammm. Bir f(z) fonksiyonu U agik birim diskini konveks bir bdolgeye
resmediyorsa f(z) fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. S smifina ait konveks

fonksiyonlarin sinifi K ile gosterilir.

I(z) = g konveks bir fonksiyondur. Ciinkii, [(z) fonksiyonu U agik birim diskini sag

yar1 diizleme resmeder.

2.1.23. Teorem. f(z) fonksiyonu, Ug: |z| < R kapali diskinde analitik, tek degerli ve
yalinkat olsun. Bu durumda f(z) fonksiyonunun Uy kapali diskini konveks bir bolgeye

dontistiirmesi igin gerek ve yeter sart Cg: |z| = R tizerindeki her z igin

refr+ L2450

f'(2) (2.4)

olmasidir (Study 1913).

2.1.24. Teorem (Alexander Teoremi). Uy kapali diskinde f’(z) # 0 olsun. Bu durumda
f(z) fonksiyonunun Uy kapali diskinde konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart
F(z) = zf'(z) fonksiyonunun Ug kapali diskinde y1ldizil olmasidir (Alexander 1915).

f(z) € S olsun. Bu durumda r < 2 —+/3 igin |z| = r egrisinin gériintiisii basit kapal
konveks bir egridir. 2 — v/3 sayis1 kesin olup bu sayiya S smifinin konvekslik yarigap:
denir. Diger yandan, S simifinda, r > 2 — V3icin |z| =7 egrisinin goriintiisii konveks

bir egri olmayacak sekilde bir fonksiyon vardir (Goodman 1983).

2.1.25. Tamim. f fonksiyonu U agik birim diskinde analitik olsun. Bu durumda

Re{f'<z)}> 0

9'(2) (2.5)

esitsizligini saglayan konveks bir g fonksiyonu ya da



zf'(2)
Re{ @) } >0

esitsizligini saglayan yildizil bir g fonksiyonu varsa, f fonksiyonuna konvekse yakin

fonksiyon denir. Konvekse yakin fonksiyonlarin smifi C ile gosterilir (Kaplan 1952).
S sinifinin alt siniflari olan S*, K ve C siniflari igin K € §* € C C S bagintist saglanir.

2.1.26. Tamim. f € S fonksiyonu, her z € U i¢in

zf'(z) (2.6)
Re{ @ } >a

esitsizligini saghyorsa, f fonksiyonuna a-mertebeli yildizil fonksiyon denir. Bu

fonksiyonlarin simifi S*(«) ile gosterilir (Robertson 1936).

2.1.27. Tamm. f € S fonksiyonu, her z € U i¢in

Re {1 + Zf”(z)} >a

f'(@) (2.7)

esitsizligini sagliyorsa, f fonksiyonuna a-mertebeli konveks fonksiyon denir. Bu

fonksiyonlarm smifi K () ile gosterilir (Robertson 1936).
2.2. Harmonik Fonksiyonlar ve Bazi Alt Simiflar
2.2.1. Tammm. D c C bir bolge olmak iizere u: D — C fonksiyonunun D bdlgesinde

ikinci mertebeden kismi tlirevleri mevcut ve bu kismi tiirevler stirekli olsun. Bu durumda,

her z € D igin



esitligi saglaniyorsa u fonksiyonuna, D bolgesinde reel harmonik fonksiyon denir. f,
f:D - C, f =u+iv olarak tanimli fonksiyon olmak {izere u ve v fonksiyonlari D
bolgesinde reel harmonik fonksiyonlar ise f fonksiyonuna D bdlgesinde harmoniktir

denir.

Harmonik fonksiyonlar analitik olmak zorunda olmadigindan analitik yalinkat
fonksiyonlar i¢in gecerli olan baz1 6zellikler harmonik yalinkat fonksiyonlar i¢in gegerli
degildir. Ornegin analitik fonksiyonlar bileske islemi altinda korunmasina ragmen,
harmonik fonksiyonlar korunmaz. Yani, f harmonik ve 9 analitik fonksiyonlari igin
f ©9 harmonik olmasina ragmen, 9 © f fonksiyonunun harmonik olmasi gerekmez.
Analitik fonksiyonlarin siifi bir cebir olusturmasina ragmen, harmonik fonksiyonlarin
siifi olugturmaz. Ayrica bir harmonik yalinkat fonksiyonun tersi de harmonik olmak
zorunda degildir. Ustelik harmonik fonksiyonlarin siir davranisi, konform déniisiimlerin
sinir davranisindan ¢ok daha karmasiktir. Bununla birlikte, konform doniisiimlerin

bilinen teorisi bir sekilde harmonik yalinkat fonksiyonlara tasinabilir (Duren 2004).
Harmonik yalinkat fonksiyonlarin konform olmak zorunda olmayan en temel 6rnekleri

|a| # |B] olmak ftizere f:C—-C, f(z)=az+y+ Pz seklinde tanimhi afin

doniistimlerdir.

Bagka bir 6rnek ise k > 2 i¢in f(z) =z +%Ek seklinde tanimli harmonik yalinkat

fonksiyonlardir. Bu fonksiyon, U agik birim diskini |w| = % ¢emberi i¢inde kalan

k + 1 koseli bir gokgene doniistiiriir (Duren 2004).

2.2.2. Yardimca Teorem (Kanonik Gosterim). Basit baglantili bir D bolgesinde h ve

g iki analitik fonksiyon olmak tizere f harmonik fonksiyonu

f(2) = h(z)+9g(2)

seklinde yazilabilir. Bu gdsterim sabit farkiyla tektir.
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Ispat. u ve v basit baglantili bir D bélgesinde harmonik fonksiyonlar olmak iizere

f = u + iv harmonik fonksiyonu i¢in

olacak sekilde D bolgesinde analitik F ve G fonksiyonlar1 vardir. Boylece

_F+F+_G—E_(F+G>+ F-G ChaT
f== i = 2 )~ "Te

seklinde kanonik gosterimi elde edilir.

Yardimc1 Teorem 2.2.2. de verilen h fonksiyonuna f fonksiyonunun analitik kismi, g

fonksiyonuna f fonksiyonunun ko-analitik kism1 denir.

2.23. Tamm. D c C bir bolge ve f=u+iv fonksiyonu D bolgesinde

diferansiyellenebilir olsun. Bu durumda z, € D igin

Uy (2o) Uy (zo)
vy (20) Uy (zo)

]f(ZO) =

= ux(Zo)Uy(Zo) — Uy (Zo)vx(20)

seklinde tamiml1 J¢(z,) degerine f fonksiyonunun z, noktasindaki Jakobiyeni denir. f

fonksiyonu analitik ise J¢(zo) = |f'(z0)|? dir.

Basit baglantili D bolgesinde harmonik olan f = h 4+ g fonksiyonun bir z, € D
noktasindaki Jakobiyeni

Jr(20) = 1220 I? = Ifz(20)1* = [ (20)|” — 19" (20)|?

dir.
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2.2.4. Tammm. D c C bir bolge olmak iizere f: D — C fonksiyonunun birinci mertebeden
kismi tiirevleri mevcut ve bu kismi tiirevler siirekli olsun. Eger her z € D i¢in J¢(z) > 0
ise f fonksiyonuna D bdlgesinde yon koruyan, Jr(z) <0 ise f fonksiyonuna D

bolgesinde yonii ters ¢ceviren denir. Eger f fonksiyonu yon koruyan ise ]_C fonksiyonu yonii

ters ¢evirendir.

2.2.5. Sonu¢. f = h + g harmonik fonksiyonunun yerel yalinkat olmasi i¢in gerek ve
yeter sart J¢(z) # 0 olmasidir. Ayrica f fonksiyonu y6n koruyan ise J¢(z) > 0 yani
19" (zo)| < |h'(zp)]| dir (Clunie ve Sheil-Small 1984).

2.2.6. Tamm. U acik birim diskinde harmonik, yalinkat, yo6n koruyan ve

f(0) = £,(0) — 1 = 0 ile normalize edilmis tiim fonksiyonlarin sinifi SH ile gosterilir.
2.2.7. Tamm. f € SH fonksiyonlarindan g'(0) =b; =0 sartim saglayan f

fonksiyonlarinmn sinifi SH? ile gosterilir. h ve g fonksiyonlart U agik birim diskinde

analitik ve

h(z) =z + kZz axz®,g(2) = IZ; byz" (2.8)

seklinde seri agilimina sahip fonksiyonlar olmak iizere SH sinifina ait bir f fonksiyonu,

f = h + g seklinde gosterilir.
SH sinifina ait fonksiyonlar yén koruyan oldugundan |b;| < |a;| = 1 dir. SH ve SH°
smiflarindan birinden digerine gegilebilir. Gergekten, SH sinifina ait her f fonksiyonu

i¢cin

i

f°‘1—|b1|2

fonksiyonu SH® smifina aittir. Tersine SH® smifina ait her f fonksiyonu igin

12



f=fo+bifo

fonksiyonu SH sinifina aittir. O halde SH® alt sinifi i¢in bulunan bazi sonuglar SH smifina
genellestirilebilir. Ayrica, S,SH ve SH° fonksiyon smiflarni i¢in S < SH® c SH

kapsamasi gerceklenir.

2.2.8. Tanmm. t = 1,2 i¢in

ft(Z) =Z+Zak'tzk+2bk’tzk (2.9)
k=2 k=1

ile seri agilimina sahip iki harmonik fonksiyonun konvoliisyonu (Hadamard ¢arpimi)

i@ fL2)=(fi*xf)@)=z+ z ak_lak’zzk + Z bk,1bk,zzk
k=2 k=1

ile tanimhdir. Eger f; ve f, fonksiyonlarinin ko-analitik kisimlart sifir ise bu tanim

analitik fonksiyonlar i¢in tanimlanan Hadamard ¢arpimini verir.
2.2.9. Tamm (Harmonik Koebe Fonksiyonu).

z—lzerlz3 1zz+lz3
2 6 _2 6
-2y -2

fonksiyonuna Harmonik Koebe Fonksiyonu denir.

h(z) = olmak tizere K=h+g harmonik

2.2.10. Teorem. h(z) = z + X5, axz® ve g(z) = Y-, biz"* seklinde seri agilimina
sahip  fonksiyonlar —olmak {izere f=h+g€SH olsun. Bu durumda
a = supf{la,|: f € SH}ve |z| <r < 1i¢in

Jargh'(2)] < 2ain (1)
argh’(2)| < 2aln{—),

13



(1—r)*? (1+r)et

(e = WO goa
ve
T(1 +t)* 1
If(2)| <2 mdt

0

dir (Sheil-Small 1990).

2.2.11. Sonuc. f € SHO ise z € U igin

[
4(1+ |z|)?

dir. Boylece {w: |w| < =} € f(U) dir (Clunie ve Sheil-Small 1984).
2.2.12. Sonug. SH® sinifinda bulunan her f fonksiyonu igin {W: lw| < %} c f(U) dir.

2.2.13.Sonug. f = h + g € SH® olsun. Bu durumda

||ak| - |bk|| <k

Qk+ Dk +1)
2k - 1Dk - 1)
6

|br| < (k=23..)

esitsizlikleri saglanir. Esitlik hali Harmonik Koebe fonksiyonu i¢in elde edilir (Clunie ve
Sheil-Small 1984).
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2.2.14. Tammm. h ve g fonksiyonlar1 U agik birim diskinde analitik ve

h(z) =1+ E axz*,g(z) = E byz (2.11)
k=1 k=1

seklinde seri agilimma sahip fonksiyonlar olmak ftizere z € U i¢in Ref(z) >0
esitsizligini saglayan biitiin f = h + g fonksiyonlarinin sinifi PH ile gosterilir. PH
sinifina ait fonksiyonlara U agik birim diskinde reel kismi pozitif harmonik fonksiyon

denir.
2.2.15. Teorem. PH sinifi kompakt ve konvekstir.
2.2.16. Teorem. f € PH olsun. Bu durumda |z| = r < 1 igin

1+7r
1-—1r

r
< <
1+r_Ref(Z)_

dir.

2.2.17. Teorem. h ve g, (2.11) ile verilen seri agilimina sahip fonksiyonlar olmak {izere
f=h+g€ePHisek =1,2,..i¢in

||ak| - |bk|| <2

dir. Esitlik

o= (22 v (12

fonksiyonu i¢in saglanir.
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2.2.18. Tammm. U agik birim diskinin, SH (ya da SH°) sinifina ait f fonksiyonu altindaki
goriintiisii yildizil bir bolge ise f fonksiyonuna harmonik yildizil fonksiyon denir ve

harmonik yildizil fonksiyonlarm smifi SH* (ya da SH*?) ile gosterilir.

2.2.19. Tanmm. U agik birim diskinin, SH (ya da SH°) smnifina ait f fonksiyonu altindaki
goriintiisii konveks bir bolge ise f fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon denir ve

harmonik konveks fonksiyonlarin sinifi KH (ya da KH°) ile gosterilir.

2.2.20. Tammm. U agik birim diskinin, SH (ya da SH°) sinifina ait f fonksiyonu altindaki
goriintlisii konvekse yakin bir bolge ise f fonksiyonuna harmonik konvekse yakin

fonksiyon denir ve bu fonksiyonlarm sinifi CH (ya da CH?) ile gésterilir.

2.2.21. Teorem. h ve g, U acgik birim diskinde analitik iki fonksiyon ve
|g'(0)| < |h'(0)| olsun. Bu durumda, |e| =1 olacak sekildeki her € i¢in h + gg,
konvekse yakin bir fonksiyon ise f = h + g fonksiyonu harmonik konvekse yakin bir
fonksiyondur (Clunie ve Sheil-Small 1984).

2.2.22. Teorem. f = h + g, U agik birim diskinde yerel yalinkat ve en az bir € (|e| < 1)
icin h + g konveks bir fonksiyon ise f fonksiyonu harmonik yalinkat konvekse yakin
bir fonksiyondur (Clunie ve Sheil-Small 1984).

2.3. Harmonik Sabordinasyon

Sabordinasyon analitik fonksiyonlar teorisinde O6nemli bir kavramdir. Bu bdliimde,
sabordinasyon kavraminin harmonik fonksiyonlar i¢in hangi sartlar altinda gegerli oldugu
incelenmistir. Ayrica katsayr bagintilar1 ve jakobiyen majorizasyonu i¢in bazi sonuglar

verilmistir.

2.3.1. Tammm. Belli bir bolgede |f(2)| < |F(2)| ise f fonksiyonu, F fonksiyonuna

majorizedir denir.
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f ve F fonksiyonlar1 analitik oldugunda f fonksiyonunun F fonksiyonuna majorize
olmasi i¢in gerek ve yeter sart ¢p(z) Schwarz fonksiyonu olmak tizere f(z) = ¢(2).F(2)

olmasidir.

Harmonik fonksiyonlarin majorizasyonu i¢in bu dogru degildir. Ciinkii, ¢ analitik

fonksiyonu ile F harmonik fonksiyonunun garpimi harmonik olamayabilir.

2.3.2. Tammm. f, U acgik birim diskinde harmonik yalinkat fonksiyon olmak iizere
f(2) = g(w(2)) olacak sekilde w(0) =0 ve |w(z)| <1 6zelliginde U agik birim
diskinde analitik ve yalinkat bir w fonksiyonu varsa f fonksiyonu g fonksiyonuna

sabordinedir denir ve f < g ile gosterilir.

g, U acgik birim diskinde harmonik yalinkat bir fonksiyon ve D, f(0) € D c f(U)
ozelliginde basit baglantili bir bolge ise f(U) = D 6zelliginde ve g(z) fonksiyonuna
sabordine olan yalniz bir f fonksiyonu vardir. Gergekten w, w(0) =0 ve w’(0) >0
ozelliginde ve U acik birim diskini g~1(D) bélgesine konform olarak doniistiiren bir
doniisim olarak secilirse Riemann doniisiim teoremi geregi f fonksiyonu bir tektir.
Ustelik f = g © w sabordine fonksiyonu, U agik birim diskini D bdlgesine doniistiiren
harmonik bir dontisiim ve w’(0) > 0 ile normalize edilmis olarak bir tektir. Bu sartlar
altinda, D c f(U) bolgesinde f harmonik doniisiimii g ye sabordinedir denir (Duren
2004).

Harmonik fonksiyonlar bileske islemi altinda korunmadigindan, bu tanim, w(z)
fonksiyonu analitik oldugunda tanimlidir. Ciinkii, w fonksiyonu harmonik olursa
f fonksiyonu harmonik olmak zorunda degildir. Diger yandan, w(0) = 0 oldugundan f
harmonik fonksiyonu f(0) = 0 o6zelliginde olmalidir. Ayrica, analitik fonksiyonlar i¢in
dogru olan “f(U) € g(U) ise f(z) < g(z) dir” oOnermesi harmonik fonksiyonlar igin
dogru degildir.

f(2) =F((2)) olmak iizere f=h+g<F=H+G ise h(z)=H{(2),
g(2) = G(gb(z)) ve w(z) = Q(v,b(z)) oldugu agiktir. Burada w ve 2, sirasiyla f ve F
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fonksiyonlarmin analitik geniglemesidir. Buradan analitik sabordinasyon i¢in ilk sonuglar

elde edilir.

2.3.3. Teorem. f ve F fonksiyonlari

o)

f(z) = Z a,z* + Z byzk ve F(z) = Z Az + Z Byz* (2.12)
k=1 k=1 k=1

k=1

seklinde seri agilimina sahip fonksiyonlar olmak {izere f < F olsun. Bu durumda,

n=1,2,..ic¢in

n n n n
Dlal? < ) 14l ve D bl < ) Byl
k=1 k=1 k=1 k=1

esitsizlikleri saglanir.

2.3.4. Teorem. f ve F, (2.12) ile verilen seri a¢ilimina sahip fonksiyonlar olmak iizere

f <Folsun.Budurumdaa; > a, = ---=>0vef; =, == 0ise

[o9] o

o o
> aulad? < ) addil? ve Y Bilbel? < BilByl?
k=1 k=1

k=1 k=1
dir.

Harmonik fonksiyonlar i¢in de gegerli olan Littlewood un (1944) bir sonucu asagidaki

gibidir.

2.3.5. Teorem. f ve F, (2.12) ile verilen seri agilimina sahip fonksiyonlar olmak tizere
f <Fise

(i) Ay, A, ..., A, negatif olmayan, artmayan ve konveks ise |a,| < 4;
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(ii) B4, By, ..., B,, negatif olmayan, artmayan ve konveks ise |b,,| < B;
(iii) A4, A,, ..., A, negatif olmayan, azalmayan ve konveks ise |a,| < A,

(iv) By, B, ..., B, negatif olmayan, azalmayan ve konveks ise |b,| < B,
dir.
Ozel olarak, K(z), Harmonik Koebe Fonksiyonu olmak iizere f(z) < K(z) ise

la,| < (1/6)(2n+ 1)(n+ 1) ve |b,| < (1/6)(2n — 1)(n — 1) dir. Bu sonug oldukg¢a

ilgingtir, ¢iinkii bu sinirlar, SH? smifi icin tahmin edilen kesin katsay1 smirlaridir.
Simdi, yerel yalinkat harmonik fonksiyonlar i¢in bir afin ve lineer degismez ailesi tanimi1
verilecek. Bu tanim, Sheill-Small’un (1990) U agik birim diskinde harmonik yalinkat

fonksiyonlar icin verdigi tanima benzemektedir.

2.3.6. Tammm. Aut(U), U ag¢ik birim diskinin analitik otomorfizmlerinin kiimesi olmak

tizere f = h + g yerel yalinkat harmonik fonksiyonunun Koebe doniisiimii,

flo@) - f(e()

WU@) == owe@) @ €A™
ve afin doniisiimii,
2:(7) = EEEEE (el <)

dir.

2.3.7. Tammm. L, U agik birim diskinde yerel yalinkat, harmonik ve f(0) =0,
h'(0) =1 ile normalize edilmis f =h+g fonksiyonlarmin ailesi olsun. Her
Y € Aut(U) ve |e| < 1igin f € L olmak iizere T, (f) ve A.(f) fonksiyonlar1 L ailesine
ait ise L ailesine bir afin ve lineer degismez (ALIF) denir. Bu ailenin mertebesi

supser|a(f)| olarak tanimlanir (Schaubroeck 2000).
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2.3.8. Tammm. ALIF L nin bir alt sinifi olan L°, f € L ve g'(0) = 0 sartlarin1 saglayan

fonksiyonlarin sinifi olarak tanimlidir.

CH ve KH smiflari bir afin ve lineer degismezdir. SH sinifinin bir afin ve lineer degismez

ailenin kapanis1 olup olmadig1 bilinmemektedir.

2.3.9. Teorem. L, a mertebeli bir ALIF olmak iizere f € L° ise |z| = 7 i¢in

(14 r)2a-2 (1 + r)Z“ 1

Jr(2) < (1 — r)2a+2 —\1=7 (1—72)2 (2.13)

dir. Esitlik yalnizca, f analitik ve

1[/1+ 2\
1= % [<1 - Z) - 1] (2.14)

fonksiyonunun bir rotasyonu oldugunda saglanir.

Ispat. Once f = h + g € L fonksiyonunu inceleyelim. |z,| < 1 igin

f(Gzo+2)/(A +22)) ~ f(z) _ _

T (@) == oG Hrael
dir. Bu durumda T,, (£ (2)) icin,
1, (A=lzl»)h"(z) _
a,(T) = SH (0) = 2 (20) — 2

bulunur. Ayrica hipotezden dolay1 |a,(T)| < a dir. Boylece |z,| = r igin

—2a+2r 1 zoh' (zy) 20 + 2r
——— < —Re <
1—1r2 r h'(z,) 1—1r2
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esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte, Re{zoh''(z)/h'(z9)} = p(d/0dp) log|h’({)|
oldugu kullanilir ve 0 < p < r olmak iizere { = pe® 15m1 boyunca p ya gore integral

alinirsa

_ a—1 a—1
—8 m :;aﬂ < |h'(zp)| < —8 J_r gaﬂ 219)

esitsizligi bulunur.

Simdi f=h+ge€L’ oldugunu kabul edelim. |e] <1 ozelligindeki her & igin,

f+ef =h+eg+ (g + gh) fonksiyonu L ailesine aittir. O halde |z| = r igin

(1-ret : A +n?
Wg |h'(2) + g’ (2)| SW

esitsizligi elde edilir. € uygun olarak segilir ve |¢| — 1 alirsa

@) — 9@l < LD

|h'(2)| — g’ ()| < (1 —r)et (2.16)
ve

W)+ 1g'(2)] < 1 —r)art (2.17)

esitsizlikleri bulunur.
(2.16) ile (2.17) esitsizlikleri carpildiginda (2.13) elde edilir.
Esitligin ispati i¢in, J;(z;) = (14 R)**"2/(1 — R)***? esitsizligini saglayan bir

2, = Re®® , (R # 0) noktasinin mevcut oldugunu kabul edelim. Bu takdirde hem (2.16)
hem (2.17) de esitlik saglanir. Ayrica, (2.16) ve (2.17) esitsizlikleri taraf tarafa ¢gikarilirsa
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lg’(z1)| = 0 bulunur. Béylece, |h'(z;)| = (1 + R)* /(1 — R)**! elde edilir. Simdi,
Campbell’in (1974a) kullandigina benzer bir yontem kullanilarak h(z) fonksiyonunun
(2.14) de verilen fonksiyon oldugu ve boylece g(z) = 0 oldugu gosterilecek. Diger
yandan, e f (e~®z) doniisiimii dikkate alinirsa z = R > 0 oldugu kabul edilebilir. Bu
durumda, |h'(R)| = (1 + R)*"1/(1 — R)**1 dir. O halde 0 < x < 1 igin,

u(x) =loglh'(x)] — (a — 1) log(1 + x) + (a + 1) log(1 — x)

ise 0 < x < 1igin

W) = Re <h”(x)> _ 2a+2x

h'(x) 1 — x?
pozitif degildir. Gergekten, u'(x,) pozitif olacak sekilde bir x, € (0,1) mevcut olsaydi

y I e L)
a = Su —7Z
= 2 h@

L xoz h" (xo)
- 70 2 h'(xp)

B ‘ 1—x,
olurdu. Ayrica, u(0) = u(R) = 0 ve u'(x) <0 oldugundan 0 < x <R i¢in u(x) =0
olmalidir.

®d(z) =logh'(z) —(@a—1)log(1+2) + (a + 1) log(1 — 2z) = u(z) +iv(z)
olarak alinirsa

h''(z) 2a+2z
h'(z) 1-—2z2

D'(2) =

olur. 0 < x <R ve L° simifindaki bir f(z) = h(z) + g(z) fonksiyonu i¢in [0, R] de

u'(x) = 0 oldugundan

1_x2 2

1—x?h"(x
az|—x+ *) >

1
> e =|a+

=|—x+

iv'(x)

2a+2x)
1—x2

(CI)’(x) +
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bulunur. Celiskinin dnlenmesi i¢in [0, R] de v'(x) = 0 olmasi gerekir. Dolayisiyla [0, R]
de ®'(z) =0 oldugundan her z € U i¢in ®'(z) =0 elde edilir. Bu diferansiyel

denklemin ¢o6ziimii (2.14) deki fonksiyonu verir.

2.3.10. Teorem. f fonksiyonu o mertebeli ALIF L sinifina ait ise |z| = r igin

(1—r)2a2 (1+7r)%%2 14> 1
Atz <Ir@ <G5 = (1 - r> (1—72)? (2.18)

dir.

Ispat. Bu teoremin ispati icin,

W Go) (fl0() - F(z0)) - 9/ (F0(@) — F o)

Sp(f@) = PIOTEN)

doniistimi kullanilacak. Bu doniisiime dikkat edilirse, f € L oldugunda S, ( f (Z)) €L°

dir. Ayrica gy = — g’((p(O))/h’ ((p(O)) olmak iizere S, (f(z)) = A, 0T, (f(z)) dir.

feLise S(p(f(z)) € L oldugu agiktir. ¢(0) = z, olmak tizere H(z, z,), S(p(f(z)) nin

analitik kism1 olsun. Bu durumda, Se nin tammmindan

R (z0) (h(0(2) = h(z0)) — 9'(Z0) (9(0(2)) — 9(20))
(1= 12019 (o)

H(z, zy) =

oldugu kolayca goriiliir. A,, S, ( f (Z)) nin kuvvet seri agilimindaki z? teriminin katsaysi

olmak tizere, basit bir hesaplamayla

h'(zo)h" (z9) — 9'(20) 9" (2o) o
]f(Zo) 0

24, = H"(0,2) = (1 — |20]?) (2.19)
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olarak bulunur.

h(z) g'(2)
gz W@

Jr(2) = ‘
ve

o 9 _dz o  dz
a]f(z) = a_ij(Z)E‘l'%]f(Z)E

=‘h"(z) 9@ K@ '@
9'@® W@ 9@ h'@)

e = 2Re {eie %]f(z)}

ei9+‘

oldugu dikkate alinir ve (2.19) esitliginde z, = re'® olarak alinirsa

24, 0 . 2re~t
— % —— 6y _
1-r2 0z og]f(re ) 1—1r2

elde edilir. Bu esitligin her iki yan1 %@ ile garpilir ve reel kismi almirsa

d

RelA,e® —1 (
e{ 2¢ dr o8

1+r)} 10

. d
_ = io — 2
— )= zarlog]f(re )+dr10g(1 r?)

esitligi elde edilir. Elde edilen bu esitligin her iki yan1 2 ile ¢arpilip, |4,| < a oldugu

dikkate alinirsa

2d1 1+r<61 0 2dl 1 2y < d1 1+r
Y 08(1—r>—_r°g]f(re )+ arlos(—rf) s2a s Og(l—r)

bulunur. Bu esitsizligin her iki yaninin integrali alinarak
-2a

1+r .
log (:) <log/s(re’) (1 —12)% < log(

esitsizligi bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar.

1+r>2“
1-—1r
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2.3.11. Lemma. f fonksiyonu o mertebeli ALIF L sinifina ait ise

2a
X — 2
Jr(x) < 1+’1—%x (1—|20|2>2
Je(zo) =\ { | X =20 1—|x|?
1_Zox

dir.

f € L° fonksiyonu igin de ayn1 esitsizlik saglanir. Esitlik sadece f fonksiyonu analitik ve

(2.14) de verilen formda oldugunda saglanir.

Ispat. Teorem 2.3.10. dan

- (1 + r)z"‘ 1
Jsip(2) = 1-7r) (1-r?)2
dir. Diger yandan basit bir hesaplamayla
lp'(D)1* Jr(0(2) 2o+2
z) = ; z) = — € Aut(U
oo @ =G g @ ¢ PP T T < W
bulunur. Boylece
J(o@) _ (1 + |z|>2“ <1 - |z0|2>2 1
Jr(zo) — \1—|z| 1-1x?) le"(2)I?
esitsizligi elde edilir. Bu durumda, z = 1X % olarak alinirsa ¢(z) = x ve
—Z,X
(1 — 7Zpx)?

@' (2) =T Tl
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olur. Bu ise ispat: tamamlar. f € L° i¢gin esitlik sadece Teorem 2.3.10. un ispatindaki

esitlik varsa saglanir.

2.3.12. Teorem. F fonksiyonu o mertebeli ALIF L smfina ya da L° simfina ait ve
1,65 <a <o olsun. Bu durumda f <F ise |z|<r=a+1—-+Vva?+2a igin
J5(2) < Jp(2) dir.

Ispat. f < F oldugundan f(z) =F (lp(z)) ve Jr(2) = [¥'(2)| ]F(lp(z)) dir. Boylece
Lemma 2.3.11. geregi

P(z0) — 20 |\ 2
Je(W(z0)) y & |1 —E_OIIJ(ZS) < 1—|z,|? )2
Jr(zo) — 1.4 Y(2p) — 2o 1= (zp)l?

1 =7y (2)

ya da denk olarak

Jpz0) |¢'<z0)|2(

1 — |22 ) <|1 — ZoW(Zo) | + [(zo) — |>
]F(ZO) o

1—19(z0)1?) \I1—Zep(20)| — ¥ (20) — 2ol
esitsizligi elde edilir.

Campbell (1974b), |z| <r=a+1—+Va?+ 2a igin bu ifadenin birden biiyiik
olmadigini gosterdi. Campbell (1974b), 0 < a < 1 olmak {izere

F@ =5 {1-(5) |

ve

z(a+ z)

Y(2) =0+ @) (0<a<1)
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i¢in bunun miimkiin olan en iyi smir oldugunu gosterdi. f € L° igin esitlik yalnizca f
fonksiyonu analitik ve (2.14) de verilen formda oldugunda saglandigindan L° sinifinda,

bu kesin sinirlara sahip olan harmonik fonksiyon yoktur.
2.3.13. Sonug. F € KH olmak iizere f < F ise |z| < 3 — V8 igin J;(2) < J¢(2) dir.
2.3.14. Sonug. F € CH olmak iizere f < F ise |z| < 4 — V15 i¢in J;(2) < Jz(2) dir.

Mertebesi |a,| nin supremumu olarak tanimli fonksiyon aileleri incelendiginde, analitik
olmayan kisim ihmal edildiginden baz1 bilgiler kaybedilebilir. Bu nedenle, boliimiin geri
kalan kisminda, a = sup{|a,|:f € L} ve B = sup{|b,|:f € L} olmak iizere a + 8

mertebeli ALIF siiflar1 incelenecektir.

2.3.15. Teorem. f fonksiyonu a + 3 mertebeli ALIF L sinifina ait olsun. Bu durumda,

|z| = r olmak tizere

(1 _ T)2a+2[s’—1 (1 + T)2a+2[2—1
1 2aT2fT3 = Jr(2) < 2a+2B+3
1+r) aA-r) (2.20)

dir.

Ispat. Teorem 2.3.10. un ispatindaki gibi S(p(f (Z)) doniisimi  kullanilacaktir.

A, = az(S(p) ve B, = bZ(S(p) ise ¢(0) = z, olmak tizere

24, + 2B,

h'(zo)h'" (z0) — 9" (20)9" (20) + h'(20) 9" (20) — 9" (20)h" (20) e (2-21)
]f(Zo) 0

=(1- |Zo|2)<

dir. J¢(z) = |R'(2o)1?(1 = |w(2)|?) ve w(zy) = g'(29)/h'(2) oldugundan
h'(z0)g" (z0) — g'(20)h" (2)
(h'(zo))z

w'(2o) =

elde edilir. Ayrica
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- - d ;
R ) (20) — ' (@0)g" (20) _ g7lr(re”)
J5(20) ]f(”eie)

dir. Bu iki esitlik, (2.21) de yerine yazilir, z, = re'® olarak alinir ve esitligin her iki yani

(1 — r?) ile boliiniirse,

. 0 ; . :
2A, + 2B, _ —2ret® %]f(relg) N h’(re‘e)w’(rele)
1—1r2 1—12 Jr(rei) R (rei®)(1 — |w(rei®)|?)

elde edilir. Bu esitligin her iki yan1 e ile carpilir ve reel kismi alinirsa

1+r>

. d
Re{e® (A, + Bz)}alog(l —

dr

e h'(re®)w’ (re®) }

d 10 :
=—1log(1—1?%) + =—1log/s(re® +Re{ : .
20r f( ) h'(reif)(1 — |w(reif)|?)

bulunur ve bu esitligin her iki yan 2 ile ¢arpilir, |A,| ve |B,| nin sinirlar1 kullanilirsa

d _A+r _d , 10 0 w'(re’)
—(2a+23)alog<m) SEIOg(l—r )+5510g]f(re )+2’1—|w(rei9)|2 (2 22)
ve
d ,, 10 0 w'(re'®) d 1+r
gylos(l —r%) + Ea_rlog]f(re )—2 |W < Qa+ Zﬁ)ﬂlog(l - r) (2.23)

elde edilir. w(z), Schwarz fonksiyonu oldugu i¢in

1-lw()?

! <
'@ < =7
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dir. Bu esitsizlik, (2.22) ve (2.23) esitsizliklerine uygulanip, integral alindiktan sonra her

iki tarafin eksporensiyeli alinir ve sadelestirme yapilirsa (2.20) esitsizligi elde edilir.

2.3.16. Lemma. f fonksiyonu a + 3 mertebeli ALIF L sinifina ait ise
2a+2B+1
X — ZO 2
e _ [T =7 1 |z
1—[x]?

]f(zo) N 1— x_—io
1—2Zzyx

dir.
Ispat. f, a + B mertebeli ALIF L smifinda iken (2.20) den

1+ 2| 2a+2B+1 1
Jsn(@) < <1_—|Z|> a-1zry (2.24)

oldugu bilinmektedir. Ayrica basit bir hesaplamayla

lo’DI? Jr(0(2)
(1 —1212)? Jr(2o) (2.25)

Isir(2) =

bulunur. Boylece (2.24) ve (2.25) den

]f(go(z)) - (1 + |Z|>2a+2[>’+1 (1 _ |Zo|2> 1
Jr(zo) — \1—|z| 1= x| /o' (2)]?

esitsizligi elde edilir. 2 = ~—=2 olsun. O halde, ¢(2) = x ve

1-2z,z

v (1= Zg0)?
7O =T

dir. Bu ise ispat1 tamamlar.
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2.3.17. Teorem. f, a + 3 mertebeli ALIF L sinifina ait fonksiyon, 1,15 < a + f§ < oo,
f < F ve f,(0) = 0 olsun. Bu durumda

2

3 1
|z|§r=a+ﬁ+§—\/<a+ﬁ+§) +2a+2+1

|Qll’l ]f(Z) S]F(Z) dir.

Ispat. f < F oldugundan f(z) = F(y(2)) ve J;(2) = [¥'(DI/r(¥(2)) dir. Lemma
2.3.16. geregi

W(zo) — 7 2a+2B+1
Jr(W(20)) y 1+5 —§—O¢(z§) < 1 —|z,)? )2
Jr(z0) — 1— Y(2p) — 2o 1= [P(zp)l?

1—=Z(2o)

bulunur. Boylece,

1
1— |zl > <|1 — ZaW(zo)| + ¥ (zo) z0|>2(“+’“f)

Jr(20) ' 2(
< W@ To9er ) 1= 2w = &) =2l

Jr(zo) — (2.26)

esitsizligi elde edilir. Bu ise ispati tamamlar.

Campbell (1974b), bir ifadenin tam karesi olan, (2.26) nin sag tarafinin

|z|Sr=(a+ﬁ+%)+1—\/(a+ﬂ+%)2+2(a+ﬂ+%) icin birden biyiik

olmadigini gosterdi.
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3. SABORDINASYON iLE TANIMLANAN HARMONIK FONKSIYON
SINIFLARI

Bu boéliimde, sabordinasyon yardimiyla tanimlanan harmonik fonksiyon simiflari

tanitilmis ve bu siniflara ait fonksiyonlar i¢in bazi sonuglar elde edilmistir.
3.1. SH*(A,B) ve H"(A, B) Simiflar
Salagean (1983), f € S i¢ginn € Ny, = N U {0} olmak tizere D™ diferansiyel operatoriinii

tanimladi. Jahangiri ve ark. (2002), (2.8) ile wverilen seri ag¢ilimina sahip

f = h + g € SH® fonksiyonu i¢in modifiye edilmis Salagean operatoriinii

D°f(2) = h(z) + g(2),
D'f(z) = Df(2) = zh'(2) — zg'(2) 3.1)

D"f(z) = DX (D™ f(2)), neN (3.2)

olarak tanimladi. Burada, (3.1) ve (3.2) esitliklerinden

[ee]

D h(z) = z + z kha,zk, Dhg(z) = Z kb, 7
k=2

k=2

olmak tizere
D"f(z) = D™h(z) + (—1)"D"g(z)

elde edilir.
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3.1.1. Tanom. —B <A< B <1ve0 <« < 1olsun. Budurumda

Df(z) - 1+ Az
f(Z) 1+ Bz (33)

olacak sekildeki f € SH® fonksiyonlarmnin siifi SH*(A4, B) ile gosterilir (Dziok 2015).
3.1.2. Tamm. —B < A < B < 1ve n € N, olsun. Bu durumda

D™1f(2) - 1+ Az
D"f(z) 1+Bz (3.4)

olacak sekildeki f € SH® fonksiyonlarinin sinifi H"(4, B) ile gosterilir (Dziok ve ark.
2016).

3.1.3. Tanmmm. z € U i¢gin

f=h+G=2=) lagls* + (D" ) |befz"
(35)

ile verilen seri agilimina sahip fonksiyonlarin sinifit T" ile gosterilir.

Bu tanimdan, ST*(4,B) = T° N SH*(4,B) ve HT™(A4,B) = T" n H"(4, B) alt siniflar1

elde edilir.

Once, bir harmonik fonksiyonun SH*(4, B) ve H"(4, B) siniflarina ait olmasi igin gerekli

ve yeterli konvoliisyon sart1 verilecek.

3.1.4. Teorem. Bir f fonksiyonunun SH*(A4, B) sinifina ait olmasi i¢in gerek ve yeter
sart f € SH® ve z € U\{0} igin
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L (B=Mz+ A +ADZ* 27+ (A+B)Z— (1+ADZ
(pl(zl () - (1—Z)2 - (1_2)2

olmak lzere

f@* 1z #0 ((€CI{=1)
olmasidir.

Ispat. f € SHO olsun. f € SH*(A, B) olmas igin gerek ve yeter sart (3.3) ile verilen sartin

saglanmasi1 ya da bu sarta denk olarak

Df(z) 1+ AC
f@ T 1+B

(eCldl=1)

esitsizliginin saglanmasidir. Buradan

VA

zh'(z) = h(z) * -

ﬁ ve h(Z) = h(Z) *

oldugu dikkate alinarak,

(1+BODF(2) — (1 + ADf (2)
= (1+ BO)zh'(2) = (1 + AD(z) — [(1 + B)zg' (@) + (1 + AD) g (D)

(1+B)z (1+407\ — [((1+BDZ (1+A40)7Z
(1-22  1-z >_g(z)*<(1—2)2 1-2 )

=@ * 91z ]) # 0

= h(z)*(

bulunur.

3.1.5. Teorem. Bir f fonksiyonunun H™ (A4, B) smifina ait olmasi i¢in gerek ve yeter sart
f € SHO ve z € U\{0} icin
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Bz +AD 27+ (A+B)Z-(1+ ADZ
(pZ(Z' () - (1 _ Z)Z - (_ ) (1 _ 2)2

olmak lzere

D*'f(z)* () #0 (CE€CI{|=1)
olmasidir.

Ispat. f € SH olsun. f € H™(A, B) olmasi igin gerek ve yeter sart (3.4) ile verilen sartin

saglanmasi1 ya da bu sarta denk olarak

D"f1f(z) 1+ A7
D f)  1+BC

(CeCldl=1)

esitsizliginin saglanmasidir. Buradan

D™1h(z) = D™h(z2) * > ve D"h(z) = D"h(z) *

A
1-2) 1-2z

oldugu dikkate alinarak,

(1+ BOD™1f(2) — (1 + ADD"f ()
= (1+ BOD™h(z) — (1 + ADD"h(z) — (~1)" [(1 + BOD™ 1 g(z) + (1 + ADD"g (7)

(1+Bz (A+ADz
(1-2)2 1-2 )

(1+B)z (1+ADz
(1-2?2 1-z

o )- oz

=D"f(2) x ¢,(z,{) #0
elde edilir.

Simdi, bir f harmonik fonksiyonunun SH* (A4, B) ve H" (4, B) siniflarina ait olmasi igin

yeterli olan katsay1 sinirlar1 verilecek.
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3.1.6. Teorem. z € U igin,
Ve =k"(k(1+B)—(1+A4))ves, =k™(k(1+B)+ (1+4)) (3.6)

olmak lzere

Z(Vk|ak|+5k|bk|)SB—A a7

k=2

ise (2.8) ile verilen f harmonik fonksiyonu H™ (A, B) sinifina aittir.

Ispat. f(z) = z fonksiyonu igin teoremin dogru oldugu agiktir. Bu yiizden, k > 2 igin
a, # 0 yada b, # 0 oldugu kabul edilir. (3.7) geregi y = k(B — A) ve &, = k(B — A)

oldugundan
@I =1g'@1 = 1= Y Klagllzlk = > kibgllzl* = 1= 121 ) k(lagl + )
k=2 k=2 k=2
12
Zl—m Vielagl + Sklbel) =21 —|z[ > 0
k=2

bulunur. Bu esitsizlik, f fonksiyonunun, U ag¢ik birim diskinde yerel yalinkat ve yon

koruyan oldugunu gosterir. Diger yandan z;, z, € U i¢in z; # z, ise

k k
Zlk — sz m-1., k-m m—1 k-m
A7 % ) N pmet g kem| < N |zt g e <k (k=2,3,.)
Z1— Zy — —
m=1 m=1

dir. Boylece
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If (z1) = f(z)| = |h(z1) — h(2)| = 1g(z1) — 9(22)|
Z1— 22 _Zak (2, = 2, - Zbk(z1k — 7,
k=2 k=2
> |7~ 22l = ) lagllz* — 2" —Zlbk||z1k - 2"
k=2 —
x z2|<1—2|ak| Z|bk|
> |z; — 2] (1 _Zklakl _Zklbk|> >0
k=2 k=2

=)

Zy — Zy

elde edilir. Bu esitsizlik f fonksiyonunun, U ag¢ik birim diskinde yalinkat oldugunu
gosterir. Ayrica, f € H"(A, B) olmasi igin gerek ve yeter sart z € U i¢in

D™f(z) 1+ Aw(2)
D"f(z) 1+ Bw(z)

olacak sekilde w(0) =0 ve |w(z)| < 1(z € U) 6zelliginde kompleks degerli bir w

fonksiyonunun mevcut olmasidir. Bu durumda,

D™1f(z) — D"f(z)
BD™1f(z) — AD"f(2) (3.8)

dir. Buradan, |z| = r (0 < r < 1) i¢in (3.8) esitsizliginden

ID™*1f(2) = D™ f(2)| — |BD"**f(2) — AD"f (2)|

oo (o 9]

= ) ke = Dagzt = (D" Y K"k + Db

k=2 k=2

_|B-A)z+ Z k" (Bk — A)agzk + (—1)" z k"(Bk + A)bpz¥
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< Z K (k — Daglr* + Z K (k + 1D)be|r* = (B — A)r
k=2 k=2
+ Z k"(Bk — A)|ag |r* + Z k" (B + A)|by|r*
k=2 k=2

< T{Z(Vk|ak| + S lbeDr¥ "t — (B — A)} <0
k=2

bulunur. Boylece f € H"(4, B) dur.
3.1.7. Teorem. f € SH®, (2.8) ile verilen seri agilimina sahip fonksiyon ve
ar=k(1+B)—(1+A)vefr,=k(1+B)+(1+A4) (3.9)

olmak tlzere

[0e]

> alagl + Bulbil <2(8 - 4)

k=2

(3.10)

ise f € SH*(4, B) dir.

Simdi de HT"(A, B) ve ST*(A4,B) sinifina ait f fonksiyonlar1 igin gerekli ve yeterli

katsay1 kosullar1 incelenecek.

3.1.8. Teorem. f, (3.5) ile verilen seri agilimina sahip fonksiyon olsun. Bu durumda,

f € HT™(A, B) olmasi igin gerek ve yeter sart (3.7) ile verilen esitsizligin saglanmasidir.
Ispat. (3.7) ile verilen esitsizlik saglamyorsa f € HT™(4, B) oldugu Teorem 3.1.6. da

kullanilan yontemler izlenerek gosterilir. Tersine, f € HT™(A, B) olsun. O halde (3.8)

esitsizliginden, z € U i¢in
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Lj=z k" [(k - Dapz* + (=1)"(k + 1)@]

<1
(B—A)z—Y=, kn [(Bk — Dazk + (—1)"(Bk + A)bkz"]

ve |z| =r < 1ig¢in

Yo k™M(k — Dlagl + (k + 1)|by|]rk?

B —A) — S, k"[(Bk — A)lax] + Bk + DlbelJre= = *

bulunur. Buradan y;, ve &y, (3.6) ile verilen katsayilar olmak tlizere 0 < r < 1 igin

> el + 8elblir <B - 4

1)
k=2

(3.11)

elde edilir.

YealVielag| + 6k |bi|] serisinin kismi toplamlar dizisi {o;} olsun. Bu durumda, {o;},
azalmayan ve (3.11) esitsizliginden B — A ile istten smurlt bir dizidir. O halde, dizi

yakinsak ve

D Irelal + 8ilbyll = lim o < B - 4
k=2
dir.

3.1.9. Teorem. f, (3.5) ile verilen seri agilimina sahip fonksiyon olsun. Bu durumda,

f € ST*(4, B) olmasi igin gerek ve yeter sart (3.10) ile verilen esitsizligin saglanmasidir.

3.1.10. Teorem. HT™(A, B) ve ST*(4, B) smuiflar1 SH® smifinin konveks ve kompakt alt

siniflandir.
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Ispat. 0 < u <1 ve f,,f, € HT"(A, B) fonksiyonlar1 (2.9) ile verilen seri acilimina

sahip olsunlar. O halde

A@ + (=0 = 2+ ) (ulay] + A = wlaze)z + D" Y (ulbr] + (1 = 0]bos])7
k=2 k=2

dir ve buradan

Z {Vk |M|al,k| +(1- H)laz,kll + 6 |H|b1,k| +(1- M)'bz,kll}

k=2
= 1) (relanel + Selbael} + (1 =0 ) ezl + Silbzsl)
k=2 k=2

<uB-A)+(1—-wB-A)=B—-A

elde edilir. Boylece, uf; + (1 —w)f, € HT™(A4,B) dir. Bu ise HT™(A,B) smifinin

konveks oldugunu gosterir.

Diger yandan, f € HT™(A4,B) ve 0 < r < 1 olmak tizere |z| < r igin

@I <7+ ) lal + b} <7+ ) (elal + 8elbel}r* < 7+ (B = 4)
k=2 k=2

dir. O halde HT™(A4, B) yerel olarak diizgiin sinirhdir. Ayrica f;, (2.9) ile verilen seri
acilimina sahip fonksiyon ve f = h + g, (2.8) ile verilen seri verilen seri agilimina sahip

fonksiyon olsun. Bu durumda, Teorem 3.1.8. kullanilarak

Z{Vklat,k| + 8k|bek|} <B -4
k=2

elde edilir. Burada, f; —» f oldugu kabul edilirse t € N olmak iizere k — oo iken

|at,k| - |ag| ve |bt,k| — |by| dir. {op}, Yrealvrlak| + 8x|bkl] serisinin kismi toplamlar
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dizisi olsun. Bu durumda, {o; }, azalmayan ve B — A ile iistten sinirh bir dizi oldugundan

yakinsak ve

Z[Vklakl + 8 lbil] = lim o, < B -4
k=2
dir. Bu esitsizlik f € HT™(A, B) oldugunu ve dolayisiyla HT™(A, B) siifinin kapal

oldugunu gosterir. Dolayisiyla, HT™ (A, B) sinifi kapali ve smirl oldugundan kompakttir.
ST*(4, B) sinifinin konveks ve kompakt oldugu da benzer sekilde gosterilebilir.

Siradaki teoremlerde HT™ (A, B) ve ST*(A4, B) smiflarina ait fonksiyonlar i¢in yildizillik
ve konvekslik yarigap1 incelenecektir. Ayrica, bu teoremlerde kullanilacak olan bir

Lemma verilecek.

3.111.Lemma. f=h+g, (2.8) ile verilen seri agilimina sahip fonksiyon ve

0 < a < 1 olmak tzere

k—a k+a
{ lag| +

NgE

|bk|} <1 (zeU)

1—«a 1—«a

&
Il

2

olsun. Bu durumda f, U agik birim diskinde harmonik, yalinkat ve yon koruyan ve «

mertebeli yildizil fonksiyondur (Jahangiri 1999).

3.1.12. Teorem. y; Ve &, (3.6) ile verilen katsayilar ve 0 < a < 1 olsun. Bu durumda

1

1—a Ye o Ok )\KI
* n — 3 1
e (HT (A’B))_llcrzlg(B—Amm{k—a'k+a}> (3.12)

dir.

Ispat. f € HT™(4, B), (3.5) ile verilen seri agilimina sahip fonksiyon olsun. Bu durumda
|z| =r < 1igin
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|Df(Z) -1+ a)f(2)
Df(z) + (1 —a)f(2)
—az — ¥, (k — 1 — a)lalz" = 3, (k + 1+ @) by |Z°
Q2-a)z— 32,k +1—a)laglzk — X2,k — 1+ a)|b |z

o o+ E{(e—1-a)la] + (e +1+ a)|by |} et
T2—a-Yp{(k+1-a)|ag| + (k=14 a)|b|}r?

dir. Lemma 3.1.11. den f fonksiyonunun, U, diskine a mertebeli yildizil olmast i¢in

gerek ve yeter sart z € U, i¢in

’Df(Z) - (1+a)f(2) i
Df(z) + (1 — a)f(2)
ya da denk olarak
Z{ 'a"|+ a'b"l}s 1 (3.13)

k=2

esitsizliginin saglanmasidir. Ayrica, y; Ve 8y, (3.6) ile verilen katsayilar olmak iizere

Teorem 3.1.6 dan

> (5

k=2

Alak|+B

kA|bk|) <1

dir. k = 2,3, ... i¢in ¥}, < &y oldugundan (3.13) esitsizligi,

o)
rk=1< ve rk-1< TkA (k=23..)

ya da
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1
< =
r_<B—Amm{k—a'k+a} (k=23..)

esitsizligi saglaniyorsa dogrudur. Yani

1
r*—inf(l_amin{ Vi Ok })m
@ k22\B—A k—a'k+a

olmak iizere f, U, diskinde a mertebeli yildizil fonksiyondur. Ustelik

—  B-4, B4
@) = hi(2) + 9u@) = 2= — = el1709zk 4 (1)1 == ik o"
k k

fonksiyonu, yarigapin 7, dan daha biiyiik olamayacagini gosterir. Boylece, (3.12) elde

edilir.
3.1.13. Teorem. a; Ve By, (3.9) ile verilen katsayilar ve 0 < a < 1 olsun. Bu durumda

1

* * s 1- a . ak Bk k-1
72 (ST*(4,B)) = inf (B —amn {k - ak-l-_a}> (3.14)

dir.
3.1.14. Teorem. y; Ve &, (3.6) ile verilen katsayilar ve 0 < a < 1 olsun. Bu durumda

1

ol 1rmm o (l=a Yk Ok k-1
(e .8) = ot (=i e ) (3.19)

dir.
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3.1.15. Teorem. a;, ve By, (3.9) ile verilen katsayilar ve 0 < a < 1 olsun. Bu durumda

1
1- a Br k-1
cf orox . .
7 (ST"(4,8)) = inf (B —amn {k(k —a) k(k + a)}> (3.16)
dir.
Son olarak, HT™ (A, B) ve ST*(4, B) siniflarinin ekstrem noktalar1 incelenecek.
3.1.16. Teorem. h = hy, ve g = g, fonksiyonlar1
h,(z) = z,
B—A4 .
h(z) = z — ——elA-K$ 7k
14
B—A4 .
(@) = (1" ——e 7" (zeUk=23,.) (3.17)
k

seklinde tanimli fonksiyonlar olmak tiizere (2.8) ile verilen seri agilimina sahip

f = h + g fonksiyonlart HT™(A, B) sinifinin ekstrem noktalaridir.

ispat. (2.9) ile verilen f; ve f, fonksiyonlart HT™(4, B) smifina ait ve 0 < u < 1 olmak
tizere gr=ufi +(@—wf, olsun. Bu durumda, (3.7) esitsizliginden

|b1'k| = |b2,k| = % elde edilir. Boylece, t€{2,3,..} i¢in a;s=a,, =0 ve

t €{2,3,... ]\{k} icin by, = b, = 0 bulunur. O halde gx(z) = f1(2) = f,(2) ve gy,
HT™(A, B) smifina ait fonksiyonlarin ekstrem noktalarinin olusturdugu sinifa aittir. hy
fonksiyonunun da, HT™ (A, B) smifinin ekstrem noktalarinin sinifinda bulundugu benzer
sekilde elde edilir. Simdi, (2.8) ile verilen seri agilimina sahip f fonksiyonunun
HT™(A, B) sinifinin ekstrem noktalariin sinifina ait oldugu ve (3.17) formunda olmadig:

kabul edilsin. Bu durumda

(B —-4)

O <lanl < G+ B = 1+ A)
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ya da

(B —-A)

0 < lbml < mn(m(1+B) + (1 + 4))

olacak sekilde m € {2,3, ... } tamsayisi vardir. Eger

(B —-4)

0<|a,l <
m*(m(1+ B) — (1 + 4))

oldugunda

y lapIm™(m(1 + B) — (1 + 4))

(B —4)
olarak secilir ve
_f = shm
® 1—¢

olarak tanimlanirsa 0 < u < 1, h,, # ¢ ve f = uh,, + (1 — w)¢e bulunur. O halde f
fonksiyonunu HT™(A, B) smifinin ekstrem noktalarinin sinifina ait degildir. Benzer

sekilde, eger

(B—4)
m*(m(1+ B) + (1 + 4))

0<|byl <

oldugunda

_|bplm™(m(1+ B) + (1 + 4))
- (B-4)

olarak secilir ve
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_f—HIm
1—p

olarak tanimlanirsa 0 < u < 1, g, # @ Ve f = ugm + (1 — w) e bulunur. Bu durumda,
f fonksiyonunu HT™ (A, B) sinifinin ekstrem noktalarinin sinifina ait degildir. Boylece f

fonksiyonu (3.17) ile verilen formdadir.

3.1.17. Teorem. h = h;, ve g = g, fonksiyonlari

hl(z)=zl
by = s B
(2) =z = zk,
g(2)=——7" (zeUk=23,..) (3.18)

k

seklinde tanimli fonksiyonlar olmak tiizere (2.8) ile verilen seri agilimina sahip

f = hy + gy fonksiyonlar1 ST*(4, B) smifinin ekstrem noktalaridir.

3.1.18. Sonug¢. f € HT"(A, B) fonksiyonu (3.5) ile verilen seri agilimina sahip olsun. Bu

durumda, |z| = r < 1 igin

B—A bl < B—4
k(L +B) —(1+4) T k(1 +B) + (1+4)

lag| <

dir. Bu sonug¢ kesindir ve (3.17) ile verilen h, ve g, fonksiyonlar1 ekstremal

fonksiyonlardir. Ayrica,

r— E-4 <|f@l<r+ 54 r?
m(1+2B-4) = =TT+ 2B - 4)
r—ﬁrz < |D"f(2)| <r+&r2

1+2B—A4A - 1+2B—-A

dir. Bu sonug kesindir ve (3.17) ile verilen h, fonksiyonu ekstremal fonksiyondur.
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3.1.19. Sonug. f € HT"(A, B) ise

B-A
27(1 + 2B — A)

r=1

olmak tizere U(r) < f(U) dir.

3.1.20. Sonug. f € ST*(A, B) fonksiyonu (3.5) ile verilen seri agilimina sahip fonksiyon

olsun. Bu durumda, |z| = r < 1 i¢in

B—-A B—-A
lax| < ve |by| <
k(1+B)—(1+A4) k(1+B)+ (1+A4)

dir. Bu sonug¢ kesindir ve (3.18) ile verilen h, ve g, fonksiyonlar1 ekstremal

fonksiyonlardir. Ayrica,

B—-A B—-A

- T r2c <r4+— " 42
=172 4’ S@lsrHoe—art
2(B-4) 2(B — A)

_ = " y2< D <r4————_T7 ,2
=124 SIPf@lsTH e

dir. Bu sonug kesindir ve (3.18) ile verilen h, fonksiyonu ekstremal fonksiyondur.
3.1.21. Sonug. f € ST*(4,B) ise

B—A4
"T1¥2B-4

olmak tizere U(r) c f(U) dir.
3.2. SH°(8,n,A,B) ve SH°(y, B,n, A, B) Simiflan

n € Ng, 8 = 0 ve (2.8) ile verilen seri agilimina sahip f = h + g € SH® fonksiyonu i¢in
D%": SH® — SH®,
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D*°f(2) = h(z) + g(2),
D°%f(z) = zh'(2) — zg'(2), (3.19)

DS,nf(Z) — D5,1 (DS,n—l f(Z)) (320)

ile verilen diferansiyel operatorii Yasar ve Yalgin (2013) tarafindan tanimlanmustir. (3.19)

ve (3.20) den

o 1k + 67" k— 81"
sn — - k _1yn |~ k
DSMF(2) Z+kz-2[1+5] 4z + (=1) [1+5] bz

oldugu agiktir.

3.2.1. Tanim. —-B <A< B <1,n€ N, =0 ve f fonksiyonu, (2.8) ile verilen seri

acilimina sahip olsun. Bu durumda,

DOM1£(2) - 1+ Az (3.21)
DS"f(z) 1+ Bz

sartin1 saglayan f € SHO fonksiyonlarinin smifi SH°(8,n, A, B) ile gosterilir (Jahangiri
ve ark. 2017).

n € Ny, B >y = 0 ve (2.8) ile verilen seri agilimina sahip f = h + g € SH® fonksiyonu
icin D;}‘ﬁ : SH° —» SHO,

DYs f(2) = h(2) + g(2),

y(h@)+9@) +B (@ +29 @) (22

D;},ﬁf(z)= Y+ B

Dy pf(2) = Db g (D5 £(2)) (3.23)
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ile verilen diferansiyel operatorii Bayram ve Yalc¢in (2017) tarafindan tanimlanmistir.

(3.22) ve (3.23) esitliklerinden

Praf@ =zt i [[ik++ﬁy]n %z + (1" i [ﬁyk+_ﬁy]nb_kf"
k=2 k=2

elde edilir.

3.2.2. Tanmm.—-B < A < B < 1,n € Ny ve f fonksiyonu, (2.8) ile verilen seri agilimina

sahip olsun. Bu durumda,

DIEf(2) 1+ Az
<
Dysf(z) 1+Bz (3.24)

sartim saglayan f € SH® fonksiyonlarinin simfi SHO(y, B, n, A, B) ile gosterilir (Yalgm
ve Altinkaya 2017).

T", Tanim 3.1.3. de tanimlanan simif olsun. Bu durumda, SHT°(5,n,4,B) = T" N

SH®(8,n,A,B) ve SHT (v, ,n, A, B) = T* n SH°(y, B, n, A, B) alt siniflar1 elde edilir.

Once, SH 0(6 ,n,A,B) ve SH 0 (v, B,n, A, B) siniflarina ait f harmonik fonksiyonlar1 i¢in

yeterli katsayi sinirlar1 verilecek.

3.2.3. Teorem. f, (2.8) ile verilen seri agilimina sahip fonksiyon olsun. Bu durumda

k=

<k+6)”lB(k+6)+(k—1)_Al

1+6 1+6 (3.25)
ve
k—8\"[B(k—8)+ (k+ 1) (3.26)
H":(1+5) [ 1+6 +Al
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olmak tizere

oo

Z(kakl + Hilbe]) < (B — 4) (3.27)

k=2
ise f € SH°(8,n, A, B) dir.
Ispat. f(z) = z fonksiyonu igin teoremin dogru oldugu agiktir. Bu yiizden, k > 2 igin

a, # 0 ya da b, # 0 oldugu kabul edilsin. (3.27) esitsizliginden G, = k(B — A) ve
Hy = k(B — A) oldugundan

I =1g'@] 2 1= Y Klagllzlk = > kibyllzl* = 1= 121 ) (klagl + klb])
k=2 k=2 k=2

VA
>1 —%Z(kau + Helbe) = 1= |z > 0
k=2

bulunur. Bu esitsizlik, f fonksiyonunun, U agik birim diskinde yerel yalinkat ve yon

koruyan oldugunu gosterir. Diger yandan, z,,z, € U igin z; # z, ise

Kk k k k
Z Z2 — m—1 k—-m < m—1 k—-m —
- Zl ZZ —_ |le |ZZ| < k (k - 21 31 "')
Zl - ZZ - -
m=1 m=1
dir. Buradan

f(21) = f(22)] 2 [h(z1) = h(22)| = 19(z1) — g(2,)|

o)

oo
=121~ 22— Z ax (z:* — 2,)| - Z by (2% — z,%)
00} ©o

> 12, = 22l = ) laglln = 24 = ) Ibellz* = 2,¥)

k=2 k=2
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=1z1 — ZZ|<1_Z|ak| Zlbkl
>z, — 2, (1 —Zklakl —Z klbkl) >0
k=2 k=2

=)

elde edilir. O halde f fonksiyonu, U ag¢ik birim diskinde yalinkattir. Ayrica,
f € SH°(8,n, A, B) olmasi i¢in gerek ve yeter sart z € U i¢in

DOM+1£(z) 1+ Aw(2)
Dénf(z) 1+ Bw(z)

olacak sekilde w(0) =0 ve |w(z)] <1 ozelliginde kompleks degerli bir w

fonksiyonunun mevcut olmasidir. Bdyle bir w fonksiyonu mevcutsa,

D&,n+1f(z) . D(S,nf(z) ),
BD‘S'"+1f(Z) — AD‘S'"f(Z) (3.28)

dir. Bu durumda (3.28) esitsizliginden, |z| =r (0 < r < 1) i¢in
[DO7*1f(2) — DONF(2)| — |BDO1£(2) — ADOf (2)|
1k + 87" [k — kt1y—
= — n 7
|;[1+6] [1+ ezt = (1) Z[1+6] [1+5

- |- me 3 [14] [ER af

-1 )nZ[1+6] IB(1k+_55)+ Al biZ"
Z[k+6] [1+5 el +z[1+5 [1+6]|bklr —(B—A)r

k=2
k + 61" [B(k + 6) Bk — 8)
+kZ=2 1+6] [ 1+68 _A]lklr +Z[1+6] [ 116 +A]|bk|rk
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= r{Z(leakl + Helb Dr** — (B—4); <0

k=2
bulunur. Boylece f € SH°(8,n, A, B) dur.

3.2.4. Teorem. f, (2.8) ile verilen seri agilimina sahip fonksiyon ve

p’k+y Blk(1+ B) — (1 + A)] +y(B—A)l
Cy =
V + ﬁ y+8B (3.29)
ve
ﬁk y "IBlk(1+ B) + (1 + A4)] —y(B—A)l
Dy =
V + ﬁ Y+8B (3.30)
olmak iizere
,Z:z(c"'a"' + Delbil) < (B = 4) s

ise f € SH(y, B,n, A, B) dir.

Simdi, SHT®(8,n, A, B) ve SHT(y, B, n, A, B) siiflarina ait fonksiyonlar i¢in gerekli ve

yeterli katsay1 kosullar1 incelenecek.

3.2.5. Teorem. f, (3.5) ile verilen seri agilimina sahip fonksiyon olsun. Bu durumda,
f € SHT?(8,n,A,B) olmas: igin gerek ve yeter sart (3.27) ile verilen esitsizligin

saglanmasidir.

Ispat. (3.27) ile verilen esitsizlik saglamyorsa f € SHT®(5,n, 4, B) oldugu Teorem
3.2.3. deki yontemler uygulanarak gosterilir. Tersine, f € SHT?(8,n, A, B) olsun. O
halde (3.28) esitsizliginden, z € U igin
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w [k+6]" k=1 koo [K=OTM [k +17,, =k
Zk=z[m] sl + 22 [155] [T35] 10l -1
w [k+61"[B(k+6 w [k=61"[B(k—6 _
(B_A)Z_Zk=2[1+6 [ (1+6)_A]|aklzk_zk=2[1+6] [ (1+5)+A]|bklzk
dir ve buradan |z| = r < 1 i¢in
[oe) k+5nk_1 k—1 k—5nk+1 k-1
Zk=z[1+—a] 5] el +[1+—5] 53] tbilr -
w [k+61"[B(k+6 _ w [k=61"[B(k—6 _
(B_A)_Zk=2[1+6 [(1+6)_A]|aklrk1_zk=2[1+6 [(1+6)+A]|bk|rk1

bulunur. Buradan, G, ve Hj, (3.25) ve (3.26) ile verilen katsayilar olmak {izere

0<r<1ligin

Z[leakl + Hy|be|lr* ' < B -4

o)
k=2

(3.32)
elde edilir.

YeeolGrlag| + Hy|bg|] serisinin kismi toplamlar dizisi {} olsun. Bu durumda {oy},

azalmayan ve B — A ile iistten sinirl bir dizidir. O halde, dizi yakinsak ve

Z[leakl + Hklbkl] = Illm (g% <B-A4

k=2

dir.

3.2.6. Teorem. f, (3.5) ile verilen seri agilimina sahip fonksiyon olsun. Bu durumda,
f € SHT (y,,n,A,B) olmasi igin gerek ve yeter (3.31) ile verilen esitsizligin

saglanmasidir.

3.2.7. Teorem. SHT°(5,n,4,B) ve SHT(y, 8,n, A, B) siiflar1 SH® sinifinin konveks

ve kompakt alt siniflaridir.
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Ispat. f;,

fi(z) =z — Z|atk|zk + (—1)"Z|btk|2k (zeU,teN)
k=2 J k=2 ’ (3.33)

seklinde seri agilimima sahip fonksiyon olmak iizere f; € SHT®(8,n,4,B) olsun.

Bu durumda 0 < u < 1i¢in

phot (= 0fy = 2= ) (ulage] + A = wlag)2 + D" ) (ulbyel + 0 = w]byi])7*
k=2 k=2

dir ve buradan

Z{Gk[.ulal,kl +(1- H)|a2,k|] + Hk[.ulbl,kl +(1- #)|b2,k|]}
k=2
= MZ{leaLkl + Hy|by |} + (1 - ﬂ)Z{leaz,kl + Hi|bok|}
k=2 k=2
<u(B-A)+(1-w((B-A4)=B—A

elde edilir. Boylece, uf; + (1 — u)f, € SHT°(8,n, A, B) dir. Bu ise SHT?(6,n, A, B)

sinifinin konveks oldugunu gosterir.

Diger yandan, f; € SHT°(5,n,4,B), t € Nve 0 < r < 1 olmak iizere |z| < 7 i¢in

@ <1+ Z{|at,k| e} < + Z{ak|at,k| + Hylbek|}r* < v+ (B — Ay
k=2 k=2

dir. O halde, SHT®(8,n, A, B) yerel olarak diizgiin smirhdir. f;, (3.33) ile verilen seri
acilimina sahip fonksiyon ve f = h + g, (2.8) ile verilen seri verilen seri agilimina sahip

fonksiyon olsun. Bu durumda, Teorem 3.2.5. kullanilarak

53



o

> {Gelaci] + Helbesl} < B - 2) (3.34)

k=2

elde edilir.

Ustelik, f; - f oldugu kabul edilirse, t € N olmak iizere k — oo iken |ag | = lax| ve
|bei| = 1bil dir. {0y}, Zeea[Grlarl + Hilby ] serisinin kismi toplamlar dizisi olmak

tizere {0 }, azalmayan ve B — A ile tstten sinirli bir dizidir. Boylece, dizi yakinsak ve

Z[leakl + H|bi ] = Ilim op <B—-A4
k=2
dir. Bu esitsizlik, f € SHT°(8,n,4,B) oldugunu ve dolayisiyla SHT?(6,n, A, B)

sinifinin kapali oldugunu gosterir. Boylece, SHT®(8,n, A, B) smifi kapali ve sinirh

oldugundan kompakttir.
SHT(y, B,n, A, B) alt sinifinin konveks ve kompakt oldugu da benzer sekilde gosterilir.

Siradaki teoremlerde, SHT(8,n, A, B) ve SHT(y, B, n, A, B) simflarma ait fonksiyonlar
icin yildizillik ve konvekslik yarigap1 arastirildi.

3.2.8. Teorem. G, ve Hy, (3.25) ve (3.26) ile verilen katsayilar ve 0 < a < 1 olsun. Bu

durumda

. . ) l1—a Gy Hy, -1
raSHTO G 8) =t (=g min £ 2 ) 339

dir.

Ispat. f € SHT(8,n, A, B), (3.5) ile verilen seri agilimina sahip fonksiyon olsun. Bu

durumda |z| = r < 1 i¢in
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|Df(Z) -1+ a)f(2)
Df(z) + (1 —a)f(2)
—az — ¥, (k — 1 — a)lalz" = 3, (k + 1+ @) by |Z°
Q2-a)z— 32,k +1—a)laglzk — X2,k — 1+ a)|b |z

o o+l -1 - ala] + (k+1+ a)|b|}rk?
T2—a-Yp{k+1-a)|agl + (k=14 a)|b|}rk

dir. Lemma 3.1.11. den f fonksiyonunun U, de a mertebeli y1ldizil olmas i¢in gerek ve

yeter sart z € U, igin

’Df(Z) - (1+a)f(2)
Df(z) + (1 — a)f (2)

ya da bu esitsizlige denk olarak

>

k=2

+ a
Iakl + o |bk|}rk-1 <1

(3.36)

esitsizliginin saglanmasidir. Ayrica, G, ve Hy, (3.25) ve (3.26) ile verilen katsayilar

olmak tizere Teorem 3.2.3. den

> o

k=2

oy + = Ibkl}r"‘l <1

dir. Diger yandan, (3.36) esitsizligi, k = 2, 3, ... i¢in

esitsizlikleri ya da
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1
<{1—a . Gk Hk }m
B A"k 'kt a

esitsizligi saglantyorsa dogrudur. Boylece,

1
- )
= B aA™ k- k+a

olmak iizere f, U, diskinde a mertebeli y1ldizil fonksiyondur. Ustelik

B4 B A
Ge - H, ~

fi(2) = hye(2) + g (2) = z -

fonksiyonu, yarigapin, 1, dan daha biiyiik olamayacagini gosterir.

3.2.9. Teorem. Cy ve Dy, (3.29) ve (3.30) ile verilen katsayilar ve 0 < a < 1 olsun. Bu

durumda

1
1-a Cx  Dp )\ 1
* 0 — 3 i
12 (SHT(y, B,n,A,B)) = inf (B —min {k T a}) (3.37)

dir.
Bu alt simiflarin konvekslik yarigaplar1 da benzer sekilde elde edilir.

3.2.10. Teorem. Gy, ve Hy, (3.25) ve (3.26) ile verilen katsayilar ve 0 < a < 1 olsun. Bu

durumda

1
G H, YT
rE(SHT®(6,n, A, B)) = Ii{nf( k k })

a .
22\p—a {k(k — ) k(k + @) (3.38)

dir.
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3.2.11. Teorem. C;, ve Dy, (3.29) ve (3.30) ile verilen katsayilar ve 0 < a < 1 olsun. Bu

durumda

1
Cr Dy Dm

75 (SHT°(y, 8,1, 4, B)) = ,1nf( Zmin {k(k —a) k(k + a)

>2\B — A (3.39)
dir.

Son olarak, SHT°(8,n,4,B) ve SHT°(y,B,n,A,B) smflarmm ekstrem noktalar:

incelenecek.

3.2.12. Teorem. h = hy, ve g = g, fonksiyonlari

hl(z)=zl
e (22 B—A
(2) =2z G z%,
B—A
g(@) = (1" — Z° (zeUk=23,..) (3.40)
k

seklinde tanimli fonksiyonlar olmak tiizere (2.8) ile verilen seri agilimina sahip

f = h + g fonksiyonlar1 SHT®(8,n, 4, B) smifinin ekstrem noktalaridir.

Ispat. (3.33) ile verilen f; ve f, fonksiyonlar1 SHT®(8,n, 4, B) smifina aitve 0 < u < 1
olmak tizere g, = uf; + (1 — u) f, olsun. Bu durumda (3.27) esitsizliginden

B—-A

|bie| = |bal = TH,

dir. Boylece, t € {2,3,...}icina;, =a,;, =0vet € {2,3,.. \{k}icinb,; = b, =0
bulunur. O halde, g, (2) = f,(z) = f,(2) ve gk, SHT®(8,n, A, B) fonksiyon smiflarinm
ekstrem noktalarinin olusturdugu sinifa aittir. Benzer sekilde, h;, fonksiyonunun da,

SHT?(8,n, A, B) fonksiyon smiflarinin ekstrem noktalarmin olusturdugu sinifa ait oldug
gu gu

goriiliir. Simdi, (2.8) ile verilen seri agilimina sahip f fonksiyonunun SHT?(§,n, A, B)
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fonksiyon sinifinin ekstrem noktalarinin sinifina ait oldugu ve (3.40) formunda olmadigi

kabul edilsin. Bu durumda,

(B -4)

[m+6]n[B(m+8)+(m—1)_
14+6 1+6

0<|ay,l <
A

ya da

(B—A)
[T;é’)‘]" [B(m —6)+(m+1) +A]

0 < |by| <

1+6
olacak sekilde m € {2,3, ... } tamsayis1 vardir. Eger,

(B-4)

[m+6]"[B(m+6)+(m—1)_
1+6 14+6

0<lan,| <

A

oldugunda

) I, {[m + 6]" [B(m +8+(m-1) A]}

1+6 1+6
(B —4)
olarak secilir ve
¢ — fl__ﬂhm
U

olarak tanimlanirsa 0 < u < 1, h,, # ¢ ve f = uh,, + (1 — u)¢ elde edilir. O halde f
fonksiyonu, SHT(6,n, A, B) smifinin ekstrem noktalarinin ailesine ait degildir. Benzer

sekilde, Eger,
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(B-A4)

0<|b,| <
Ibm [m—S]"[B(m—6)+(m+1)+A
1+96 1+9
oldugunda
m—381"[B(m—46)+ (m+1)
_|bm|[1+5] [ 156 +A]
a (B —4)
olarak secilir ve
¢:M
1—-p

olarak tanimlanirsa 0 < u <1, gm #¢ ve f = ugm+ (1 —w)¢ elde edilir. Bu
durumda, f fonksiyonu, SHT°(8,n,A, B) siifinin ekstrem noktalarinin ailesine ait

degildir. Boylece, f fonksiyonu (3.40) ile verilen formdadr.
3.2.13. Teorem. h = hy, ve g = g; fonksiyonlari

h,(z) = z,

B-4) ,

h(z) =z — C )

gik(2) = (—1)"(%;/1)2" (zeUk=23,..) (3.41)
k

seklinde tanimli fonksiyonlar olmak {iizere (2.8) ile verilen seri agilimina sahip

f = h + g fonksiyonlar1 SH T(y, B,n, A, B) siifinin ekstrem noktalaridir.

3.2.14.Sonug. f € SHT(8,n, A, B) fonksiyonu (3.5) ile verilen seri agilimma sahip

fonksiyon olsun. Bu durumda, |z| = r < 1 igin
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B—-A

<
o] < kt )T [BG+8)+ (= 1)
T+0 1+5 _
b < B—A
kb= k=8\"[Bk=8)+(k+1D ]
1+6) |- 1+0 _

dir. Bu sonug¢ kesin olup, (3.40) ile verilen h, ve g, fonksiyonlar1 ekstremal

fonksiyonlardir. Diger yandan,

L <@l <+ At :
r — S ST
(2+6YIBQ+6)+1_A z 2+5y13@+5)+1_Ar
175 R 155 155
() L T
4 B(2+6)+1_Ar < [Prf@l s B(2+6)+1_AT
— 175 — 175

dir ve (3.40) ile verilen h, ekstremal fonksiyonu i¢in bu sonug kesindir.

3.2.15. Sonug. f € SHT°(8,n, A, B) ise

_, B—4
r= €+5fzﬂz+®+1_A]
T+6 T+6

olmak iizere U,.  f(U) dir.

3.2.16. Sonug. f € SHT(y, B,n, A, B) fonksiyonu (3.5) ile verilen seri acilimina sahip

fonksiyon olsun. Bu durumda, |z| = r < 1 igin

0| < B—-A
k"@k+0“ﬂmm+3y-u+An+yw—Ay
Y+ y+8 ]

B—A
wuﬁ(ﬁ“ﬂjnﬁwﬂ+3)+ﬂ+Aﬂ—Vw—ﬂf
Y+p8 Yy+p ]
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dir. Bu sonug kesin olup, (3.41) ile verilen h, ve g, fonksiyonlari ekstremal

fonksiyonlardir. Diger yandan,

B—-A —A

_(23+y>" B2B— A+ 1] +y(B — A) r2$|f(z)|§r+(2ﬁ+y) ﬁZB TRl
v+ y+B y+p y+p8
B-A+p) B-Ay+p) 5

< |D Bf(z)| <r+

_ﬁ[ZB—A+1]+y(B—A) B2B—A+1]+y(B-4)

dir ve (3.41) ile verilen h, ekstremal fonksiyonu i¢in bu sonug kesindir.

3.2.17.Sonug. f € SHT (y,8,n, A, B) ise

B—A
rzl_(2,3+y)” B[2B—A+1]+7(B - A4)
Y+p y+8

olmak iizere U,  f(U) dir.
3.3. SH°(4,n, A, B) Smifi
Al-Oboudi (2004), f € A i¢in D} diferansiyel operatériinii tanimladi. Yasar ve Yalgin

(2012), n€ Nyp,A>1 ve f=h+g € SH® (2.8) ile verilen seri agilimmna sahip

fonksiyon olmak iizere modifiye edilmis Al-Oboudi operatériinii, Dj': SH® —» SH®,

DYf(2) = D°f(2) = h(z) + g(2),
Dif(z) = (1 —)D°f(2) + AD*f(2), 1=>1 (3.42)

Dif(2) = D} (D} 7'f () (3.43)

olarak tanimladi. Burada, (3.42) ve (3.43) esitliklerinden
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DIh(z) =z + Z[A(k —1) + 1]"a,z*, Dlg(z) = Z[A(k + 1) — 1], 2"

olmak lzere

Dif(z) = Di3h(z) + (=1)"D3 /19(2)
dir. Ayrica f, (2.8) ile verilen seri agilimina sahip fonksiyon ise

A-1z%+z ve ¢y(2) = A—=1z%+ (1 -2z
(1-2)? y” (1-2)?

¢4 (z) =
olmak tzere

DIf(2) = f(2) * (6:1(2) + $2(D) % ..x ($2(2) + 6, ()

ndefa

= h(2) * ($1(2) * ... * $1(2)) + g (@) * ($2(2) * ... * $5(2))

ndefa ndefa

dir.

3.3.1. Tanmm. A >0, n € Ny ve f fonksiyonu, (2.8) ile verilen seri agilimina sahip

olsun. Bu durumda,

n+1f(z) 1+ Az
DIf@) “1+pz CPSASESD (3.4

sartin1 saglayan f € SHO fonksiyonlarmin simifi SH° (A, n, 4, B) ile gosterilir (Cakmak ve
ark. 2017).

Once SH°(A,n, A, B) smifina ait f harmonik fonksiyonlar1 igin gerekli ve yeterli bir

konvoliisyon sart1 verilecek.
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3.3.2. Teorem. f € SH® olsun. f € SH°(A,n, A, B) olmas: icin gerek ve yeter sart
z € U\{0} i¢in

[(A—B){ + A(1 + B)]z2 + (B — A)z
(1-2)?
[-2+ B+ (B—A)IZ + [2A(1 + B + (A - B){]Z
- (=1 (1-2)?

3(z;9) =

olmak tlzere

D}f(2) * ¢3(z;0) #0 ((€C|{=1)
olmasidir.

Ispat. f € SHO olsun. f € SH°(4,n, 4, B) olmasi igin gerek ve yeter sart (3.44) ile

verilen sartin saglanmasi ya da bu sarta denk olarak

DM*'f(z) 1+ AC
DIf(z) ~ 1+B¢

(CecCldl=1)

esitsizliginin saglanmasidir. Buradan

z A -
) ve DI*1f(2) = DY (2) * (1(2) + $2(2) )

DJf(2) = DJf(2) » (1 ——

olmasi kullanilarak,

(1+BOD}f(2) — (1 + ADDYf(2)

. (1+B)IA-1Dz%+2] (1 +B)[(A-1DZ* + (1 -21)7]
_DAf(Z)*{ (1-2)? + (1 —2)2

1+4 1+ Az
— D}f (@) » {( ra, A ?z} = DIf(2) * 93(z:0) # 0

bulunur.
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3.3.3. Teorem. f, (2.8) ile verilen seri agilimina sahip fonksiyon olsun. Bu durumda,
M, = [(k — DA+ 1]"[A(k — 1)(1 + B) + B — 4] (3.45)
ve
N, =[(k+1DA-1]"[A(k+1)(1+B)+A—B] (3.46)

olmak tlzere

M N <B-A
kZZ( klaxl + Nilbil) < (3.47)

ise f € SH°(4,n, A, B) dir.

Ispat. f(z) = z fonksiyonu i¢in teoremin dogru oldugu agiktir. Bu nedenle, k > 2 igin
a, # 0 ya da b, # 0 oldugu kabul edilsin. (3.47) esitsizliginden M;, > k(B — A) ve
N, = k(B — A) oldugundan

W@ =1g' 1= 1= > Klagllzl = > kibgllzl = 1121 ) (ela] + klbeD
k=2 k=2 k=2

[o¢]

Z
21—% (Mklak|+Nk|bk|)21_|Z|>0
k=2

bulunur. Bu esitsizlik, f fonksiyonunun, U agik birim diskinde yerel yalinkat ve yon

koruyan oldugunu gosterir. Diger yandan, z;,z, € U i¢in z; # z, ise

2 Kk 2 k k k
S Z 2t g kem| < Z|z1m-1| 12, ™ <k (k=23,..)
Z1— 22 —
dir. Buradan
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f(z1) — f(z2) >1— ‘9(21) —9(2z;) _1_ k=2 bk(Zlk - sz)
h(zy) — h(zy)| — h(zy) — h(z3) (z1 — z2) + X, ap(zi* — z,%)
w N
oy Ziakbd _ Ziag gl

ST R

elde edilir. Bu esitsizlik, f fonksiyonunun yalinkat oldugunu gosterir. Ayrica,

f € SH°(A,n, A, B) olmasi i¢in gerek ve yeter sart z € U igin

DI f(2) 1+ Aw(2)
D}f(z) " 14 Bw(z)

olacak sekilde w(0) =0 ve |w(z)] <1 ozelliginde kompleks degerli bir w

fonksiyonunun mevcut olmasidir. O halde,

DI*f(2) — D}f(2) B
BDI*1f(z) — AD}f (2) (3.48)

dir.
(3.48) esitsizliginden, |z| =7 (0 < r < 1) igin

|DF*1f(2) — D} f(2)| — |BDJ* f(2) — AD}f (2)|

Z(k — DALk = DA+ 1agzk — (=1 Z(k + DALk + DA — 1B, 7
k=2 k=2

(B—A)z+ Z[(k —1DAB + B — A][(k = DA + 1]"a, z¥
k=2

co

_(=Dn Z[(k + 1AB + A — B][(k + DA — 1]"Dez"

k=2
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< > (k=DA[(k — DA+ 11 aglr® + ) (k+ DA[(k + 1A — 1] by |7
—(B—A)r+ Z[(k — 1)AB + B — Al[(k = DA + 1] |ay|r*
k=2

+ Z[(k +1)AB + A — B][(k + 1A — 1]"|by |r*

k=2

< r{Z(MklakI + Ni|bp ¥t — (B — A)} <0

k=2
bulunur. Boylece f € SH°(4,n, A, B) dur.

Simdi, SHT°(A,n,4,B) = T" N SH°(A,n, A, B) smifina ait fonksiyonlar i¢in gerekli ve

yeterli katsay1 kosullar1 incelenecek.

3.3.4. Teorem. f, (3.5) ile verilen seri agilimina sahip fonksiyon olsun. Bu durumda,
f € SHT°(4,n,A,B) olmasi icin gerek ve yeter sart (3.47) ile verilen esitsizligin

saglanmasidir.

Ispat. (3.47) ile verilen esitsizlik saglaniyorsa f € SHT®(A,n, A, B) oldugu Teorem
3.3.3. deki yontemler kullamlarak gosterilir. Tersine, f € SHT?(A,n, 4, B) olsun. O halde
(3.48) esitsizliginden, z € U igin

| N2,k — DAk — DA + 1] aglz* + (k + DALk + 1A — 1]7|b, |Z°

1
|(B —A)z— X5,k —1AB + B — All(k — DA + 1]*ag|z* + [(k + 1)AB + A — B][(k + 1)1 — l]nlbklfk <

dir ve buradan |z| = r < 1 i¢in

Tiza ke = DAk — DA+ 1M gl + (k + DAL + DA = 1] by [3r¥?

(B—A4)—-X2,{[(k = 1)AB + B — A][(k — DA+ 1]"|ay| + [(k + DAB + A — B][(k + 1)A — 1] |b; | }r¥-1 <1

bulunur. Buradan, M, ve N, (3.45) ve (3.46) ile verilen katsayilar olmak iizere

0<r<1ligin
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[Mi|ag| + Ni|bellr¥ 1 <B - A

Nk

(3.49)

&
1l
N

elde edilir.

YoMy |ag| + Ni|bg|] serisinin kismi toplamlar dizisi {a;} olsun. Bu durumda, {oy},

azalmayan ve B — A ile iistten sinirli bir dizidir. O halde, dizi yakinsak ve

Z[Mklakl + Nilbil] = Ilim o <B—-A4
k=2
dir.

3.3.5. Teorem. SH® smifinin alt smifi olan, SHT°(A,n,A4,B) smifi konveks ve

kompakttir.

Ispat. f,, (3.33) ile verilen seri agilimma sahip fonksiyon olmak iizere

f: € SHT°(4,n,A,B)ve 0 < u < 1olsun.Ohalde z€ Uvet € N i¢in

phit A =0fs = 2= ) (tlavel + (A = wlaz)7* + 0" (ulbual + @ = w]bai)7*
k=2 k=2

dir ve buradan

oo

Z{Mk[.ulal,kl + (1 — ) |ag|] + Nee[u|boi| + (1 = )| bael]}
k=2

= HZ{MklaLkl + Ni|byi|} + (1 =) Z{Mklaz,kl + Ni| b}
k=2 k=2

<uB-A)+1-w(B—-A4)=B-A4A
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elde edilir. Boylece, uf; + (1 — p)f, € SHT(4,n, A, B) dir. Bu ise SHT°(4,n, 4, B)

sinifinin konveks oldugunu gosterir.

Diger yandan, f; € SHT°(4,n,4,B),t € Nve 0 < r < 1 olmak iizere |z| < r i¢in

@I <74 {laci] + (e} < v+ ) (Milagel + Nelbesl}r* < 7+ B = a2
k=2 k=2

dir. O halde, SHT®(4,n, A, B) yerel olarak diizgiin smrhdir. f;, (3.33) ile verilen seri
acilimina sahip fonksiyon ve f = h + g, (2.8) ile verilen seri verilen seri agilimina sahip

fonksiyon olsun. Bu durumda, Teorem 3.3.3. kullanilarak

M + N, |b <B-A
,Z:f el + Melbe) 350)

elde edilir.

ft = f oldugu kabul edilirse, t € N olmak fiizere k — oo iken |atlk| - |ag| ve
|bei| = byl dir. {03}, Xp=a[Mylax| + Ny |by|] serisinin kismi toplamlar dizisi olsun. Bu
durumda, {0} }, azalmayan ve B — A ile iistten sinirli bir dizidir. Boylece, dizi yakinsak

ve

[N

[Mklakl + Nklbkl] = Illm (% <B-A

==
1l

2

dir. Bu esitsizlik, f € SHT°(A4,n,A4,B) oldugunu ve dolayisiyla SHT®(A,n,A,B)
sinifinin kapali oldugunu gésterir. Boylece, SHT®(A,n, A, B) smifi kapali ve simnirh

oldugundan kompakttir.

Asagidaki teoremlerde, SHT®(A,n, A, B) smifina ait fonksiyonlar igin yildizillik ve

konvekslik yarigapi verildi.
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3.3.6. Teorem. M;, ve N;, (3.45) ve (3.46) ile verilen katsayilar ve 0 < a < 1 olsun. Bu

durumda

1
1 —a Mk Nk k-1
* 0 — 3 i
Ta(SHT°(4,n, A, B)) = inf (B — min {k 'kt a}) (3.51)

dir.

Ispat. f € SHT°(A4,n, A, B), (3.5) ile verilen seri agilimma sahip fonksiyon olsun. Bu

durumda |z| =r < 1 i¢in

D,f(z) —(1+a)f(2)
Dif(z)+ (1-a)f(2)
—az — ¥ ,(k — 1 — @)|ay|z* = B3, (k + 1+ @)|by|Z"
2—-a)z— 32,k +1—a)|aglzk =¥,k — 1+ a)|b |z

a+ YAtk — 1= a)|ag| + (k + 1+ a)|by |} r¥?
T 2—a-Yp {tk+1-a)|ag| + (k=14 a)|b|}rk?

dir. Lemma 3.1.11. den f fonksiyonunun U, de a mertebeli yildizil olmast i¢in gerek ve

yeter sart z € U, igin

Dif(z) -1+ a)f(2)
Dif(z) + (1 - a)f(2)

ya da bu esitsizlige denk olarak

k—a k+a
k-1 <
{1—a|ak|+1—a|bk|}r =1

Nk

(3.52)

&
Il

2

esitsizliginin saglanmasidir. Ayrica, M, ve Ny, (3.45) ve (3.46) ile verilen katsayilar

olmak tizere Teorem 3.3.3. den
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M;, Ny
a4l Y5,

2.

)
k=2

|bk|) <1

dir. Diger yandan, (3.52) esitsizligi, k = 2, 3, ... igin

k—a -1 < M, k+a <
1-a “B-a " 14 =B5-4

esitsizlikleri ya da

*_.f<1—a .{Mk N \F-1
=t (g e e a)

olmak iizere f, U, diskinde a mertebeli yildizil fonksiyondur. Ustelik

B—4 - 1)nB—A_k
M, ° N, ~

fi(2) = hy(2) + gi(2) = z -

fonksiyonu, yarigapin, 7, dan daha biiyiik olamayacagini gosterir.

3.3.7. Teorem. Mj, ve N;, (3.45) ve (3.46) ile verilen katsayilar ve 0 < a < 1 olsun. Bu

durumda

B—-A

1
My, Ny Dm

74 (SHT®(A,n, A, B)) = ,i(gg( k(k —a) k(k + a)

min { (3.53)

dir.
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Son olarak, SHT?(4, n, 4, B) smifinin ekstrem noktalar1 incelenecek.

3.3.8. Teorem. h = hy, ve g = g, fonksiyonlar1

h’l(Z) =2z,
B—-A
he(z) =z — . zk,
B—-A
gr(2) = (=" Z° (zeUk=23..) (3.54)
k

seklinde tanimli fonksiyonlar olmak {izere (2.8) ile verilen seri agilimina sahip

f = h + g fonksiyonlar1 SH T°(4,n, 4, B) smifinin ekstrem noktalaridir.

Ispat. (3.33) ile verilen f; ve f, fonksiyonlar1 SHT®(A,n, 4, B) sinifinaaitve 0 < u < 1
olmak iizere g = ufy + (1 — w)f, olsun. Bu durumda (3.47) den |byx| = |box| = BN;A
k

elde edilir. Boylece, t €{2,3,..} icin a;, =a,, =0 ve t€{23,..}\{k} icin
byt = by =0 bulunur. O halde, gx(z) = f1(2) = fo(2) ve g, SHT°(4,n,A,B)
fonksiyon siniflarinin ekstrem noktalarinin olusturdugu sinifa aittir. Benzer sekilde, hy,
fonksiyonunun da, SHT°(A,m,A4,B) fonksiyon smiflarinin ekstrem noktalarinin
olusturdugu simifa ait oldugu goriilir. Simdi, (2.8) ile verilen seri agilimina sahip f
fonksiyonunun SHT®(4,n, A, B) fonksiyon sinifinin ekstrem noktalarmm sinifina ait

oldugu ve (3.54) formunda olmadig1 kabul edilsin. Bu durumda,

B—-A
[((m—=1DA+1]*"[A(m - 1)(B+ 1) + B — 4]

0<lan,| <

ya da

B—-A

0 < |bpl < [(m+ DA—1"[A(m+ 1)(B+1) + A — B]

olacak sekilde m € {2,3, ... } tamsayis1 vardir. Eger,
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B—-A
[((m—DA+1]*"A(m—-1)(B+ 1)+ B —A]

0<lan,| <

oldugunda

. lam|[(m — DA+ 1]"[A(m — 1)(B + 1) + B — A]

B—-A
olarak secilir ve
¢ _ f 1_ .uhm
— U

olarak tanimlanirsa 0 < u < 1, h,, # ¢ ve f = uh,, + (1 — w)¢ elde edilir. O halde f
fonksiyonu, SHT®(A, n, A, B) sinifinin ekstrem noktalarinin ailesine ait degildir. Benzer
sekilde,

B—A
[((m+ DA-1]"[A(m+1)(B+ 1)+ A— B]

0<|byl <

oldugunda

B—-A
olarak segilir ve
b = f 1— Hm
U

olarak tanimlanirsa 0 < u <1, gm #¢ ve f = ugm+ (1 —w)¢ elde edilir. Bu
durumda f fonksiyonu, SHT°(A,n,A,B) smifinin ekstrem noktalarmin ailesine ait

degildir. Boylece, f fonksiyonu (3.54) ile verilen formdadir.
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3.3.9. Sonug. f € SHT(A,n, A, B) olsun. Bu durumda, |z| = r < 1 i¢in

el < =D+ 1]"[/1(5;6:?)(3 TD 1B -4
B—A
|by| <

[((k+DA-1]"A(k+1)(B+1)+ A—B]

dir. Bu sonug¢ kesin olup, (3.54) ile verilen h, ve g, fonksiyonlari ekstremal

fonksiyonlardir. Diger yandan,

B-A ) _ B—A
TTOFDMAB+ 1)+ B—4] —V@N—r+a+1wmw+ﬁ)+B—A
B—A B—A

r_[A(B+1)+B—A]r2S|D51f(z)|§r+[/1(3+1)+3—,4

7

2

T
]
dir. Bu sonug kesin olup, (3.54) ile verilen h, fonkiyonu ekstremal fonksiyondur.

3.3.10. Sonug. f € SHT°(1,n,A,B) ise

B—-A

T AT D MGB YD 1B 4]

olmak iizere U,  f(U) dir.
3.4. SHY(n, A, B) Siifi

3.4.1. Tamm. D", Jahangiri ve ark. (2002) tarafindan tanimlanan modifiye edilmis

Salagean diferansiyel operatorii olmak tizere —=B <A< B <1ve0 < 6§ < 1igin

SD™f () + (1= DG 1+Az
SD™1f(z) + (1 —8)D"f(2) 1+ Bz (3.55)
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ozelligindeki f € SH® fonksiyonlarnin siifi SHJ (n, 4, B) ile gosterilir (Cakmak ve ark.
2018).

Verilecek olan teoremde, SHJ (n, A, B) sinifina ait harmonik fonksiyonlar icin gerekli ve

yeterli konvoliisyon sart1 incelenmistir.

3.4.2. Teorem. f € SH® olsun. f € SHY(n, A, B) olmas: icin gerek ve yeter sart
z € U\{0} i¢in

©04(z;0)
A+ ADG -1z + (6 +1)22 +[BQRS — 1) + A2 — 6){]z* + (B — A){z
. (1-2)3
(14+ A1 —-8)Z —3(1=86)z>— [B(2 —38)A1Z° + (1 — 28)[2 + (B + A){]|Z
- =" (1-2)3

olmak tlzere

D' f(z) x p4(z; ) #0 ((E€C[(=1)
olmasidir.

Ispat. f € SHO olsun. f € SH(n, A, B) olmasi igin gerek ve yeter sart (3.55) ile verilen
sartin saglanmasi ya da bu sarta denk olarak

SD™"2f(z) + (1 = 8)D™f(z) 1+ A¢
3D"1f(2) + (1= 8)D"f(z) ~ 1+B¢

CeCldl=1

esitsizliginin saglanmasidir. Buradan

z + 72

D™ h(z) = D™"h(z2) * m

D™1h(z) = D™h(z) * 5 ve D"*?h(z) = D™h(z) *

z
(1-2)

1-2z’

olmasi kullanilarak,
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(1+ BO[ED™2f(2) + (1 = 8)D™* ' f(2)] — (1 + AD[SD™ ' f(2) + (1 — §)D"f(2)]
= D"h(z) * {(1 + B{) [52 + oz + (1= 6)2] - (1440 [(1 fZZ)Z + a- 6)2]}

(1-2° (1-2)7° 1-z
s 5z+68z° (1-06)7 6z  (1-6)z
+(—1)Dg(z)*{(1+B{) (1_2)3—(1_2)2 +(1+A{)[(1_2)2— 13 ]}

=D"f(2) * a(z:{) # 0
bulunur.
3.4.3. Teorem. f, (2.8) ile verilen seri agilimina sahip fonksiyon olsun. Bu durumda,
Xy =k"[(B+Dk—(A+D][1+6(k—-1)] (3.56)
ve
Vi =k™"[(B+Dk+(A+1)]|1-6k+ 1) (3.57)

olmak lizere

X Y.|b <B-A
,Z:z( elae] + Yielbel) < 58)

ise f € SHJ(n,A,B) dir.

Ispat. f(z) = z fonksiyonu i¢in teoremin dogru oldugu agiktir. Bu nedenle, k > 2 igin
a, # 0 ya da b, # 0 oldugu kabul edilsin. (3.58) esitsizliginden X; = k(B — A) ve
Y, = k(B — A) oldugundan

@I =1g' @I = 1= > Klagllzl = > kibgllzl = 1= 121 ) (ela] + klbeD
k=2 k=2 k=2

VA
k=2
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bulunur. O halde f fonksiyonu, U agik birim diskinde yerel yalinkat ve yon koruyandir.

Diger yandan, z;,z, € U igin z; # z, ise

k

g Zlm—l sz—m
m=

dir. Bu esitsizlik kullanilarak

Zlk - sz

k
< 2 12, |2, ™ <k (k =2,3,..)
m=1

Zy — Zp

1f(z1) — f(22)| = |h(z1) — h(z2)| — 1g(21) — g(22)]

T 2 —Zak(zlk — 2,°) Ebk(z1 — 2,%)
k=2

> |z, - zz|—2|ak||z1 y z2k|—2|bk||z1 - 2

=12 — Zz|( Zlakl Z|bk|

>|z1—z2|<1—2k|ak| kak)

k=2 k=2

Z1 — Zy

=

elde edilir. Boylece f fonksiyonu yalinkattir. Ayrica, f € SH(n, A, B) olmast igin gerek

ve yeter sart z € U i¢in

D2 f(z) + (1= 8)D™'f(2) 1+ Aw(2)
SD"1f(z) + (1 —86)D"f(z) 1+ Bw(z)

olacak sekilde w(0) =0 ve |w(z)] <1 ozelliginde kompleks degerli bir w

fonksiyonunun mevcut olmasidir. Bu durumda,

SD™2f(2) + (1 — 28)D™1f(2) — (1 — §)D™f (2) -1
—B&D"*2f(2) +[8(A + B) — B]D™*1f(2) + A(1 = 8)D"f (2) (3.59)

dir. (3.59) esitsizliginden, |z| = r (0 < r < 1) i¢in
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[8D™2£(2) + (1= 26)D™f(2) = (1 = 5D f(2)|
— IBSD™2f(2) — [6(A + B) — BID™'f(2) — A(1 — )D"f (2)|

Z k" (62 + (1 — 28)k — (1 — 8)}agzk
k=2

+ (=" z k" (8k% — (1 — 26)k — (1 — 8))bpz*
k=2

(B - Mz + Z k™ (BSK? + [B — 6(A + B)]k — A(1 — 8)}a,z"
k=2

+(=1)n z k" (BSK? — [B — 5(A + B)]k — A(1 — 8)}bez®
k=2

< Z k™ (k— D[k — 1) + 1]|a|r* + Z k™ (k + 1)|8(k + 1) — 1||by|r*
k=2 k=2
—(B—-Mr+ Z k™ (Bk — A)[8(k — 1) + 1]|ax|r*
k=2

+ Z k™ (Bl + A)6(k + 1) — 1| |by|r*
k=2

< r{Z Xplaglrk + Z Yi|by |kt — (B — A)} <0
k=2 k=2
bulunur. Boylece f € SHJ(n, A, B) dur.

Simdi, SHT§(n,4,B) = T* N SHY(n,A,B) smifina ait fonksiyonlar i¢in gerekli ve

yeterli katsay1 kosullar1 incelenecek.

3.4.4. Teorem. f, (3.5) ile verilen seri agilimina sahip fonksiyon olsun. Bu durumda,
§< 8 < 1 olmak iizere f € SHTS(n, A, B) olmas1 i¢in gerek ve yeter sart (3.58) ile

verilen esitsizligin saglanmasidir.
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Ispat. (3.58) ile verilen esitsizlik saglamyorsa f € SHTS (n, A, B) oldugu Teorem 3.4.3.
{in ispatia benzer sekilde gosterilir. Tersine, f € SHTZ (n, A, B) olsun. O halde (3.59)

esitsizliginden, z € U i¢in

| T,k {[8k2 + (1= 28)k — (1 — 8)]|ay|z* + [6k% — (1 — 28)k — (1 — 8)]|b, |Z"} |
|(B — 4)z — 35, kn {[BSK? + [B — 5(A + B)lk — A(1 — 8)]lay |z* + [BSK? — [B — 5(A + B)lk — A(1 — 8)]1b;[Z°}|

dir ve buradan |z| = r < 1 i¢in

Yoo k" {[6k* + (1 — 28)k — (1 — ]lax| + [6k* — (1 — 28)k — (1 = O)]Ibe [}

(B—4) %o, kn ([Bok? + [B — 8(A + B)Jk — AL — 8)la] + [BOKZ — [B — 6(A + B)k — ACL— &)]Ibgjret ~
bulunur. Bu esitsizlikten, (3.56) ve (3.57) ile tanimlanan X, ve Y, katsayilar1 i¢in
(00}
Xilag] + Yelbllr*"1 < B — A
kzz[ elag] + Yelbl] 3560)

elde edilir.

Y2l Xilag| + Yi|bg|] serisinin kismi toplamlar dizisi {o;} olsun. Bu durumda, {oy},

azalmayan ve B — A ile iistten sinirh bir dizidir. O halde, dizi yakinsak ve

Z[Xklakl + Yilbil] = Ilim o <B—-A4
k=2
dir.

3.45. Teorem. SH Tg (n, 4, B), SH® smifinin konveks ve kompakt alt sinifidir.

Ispat. f;, (3.33) ile verilen seri acilimina sahip fonksiyon olmak iizere f; € SH Tg (n,A,B)

ve 0 <pu <1olsun.Ohalde,z € Uvet € N igin

78



uhit L=y = 2= ) (ulage| + (0 = wlag)2 + D byl + A = w]byi])7*

k=2 k=2
ve
o

Z{Xk[lllaucl + (1 — W age|] + Ye[w|bre| + (1 — w|boi|]}

k=2

= 1) (easel + Yelbael} + (1 =10 D (el azel + Vel bz}
k=2 k=2

<uB-AD+1-wW(B-A)=B-A

elde edilir. Boylece, uf; + (1 — u)f, € SHT?(n, A, B) dir. Dolayisiyla SHT (n, 4, B)

sinifi konvekstir.

Diger yandan, f; € SHTg(n,A,B), t e Nve 0 < r < 1 olmak iizere |z| < r i¢in

i@ <r+ Z{lat'kl + b} <r+ Z{Xk|at,k| + Ye|beg|}rE <7+ (B—A)r?
=2 k=2

dir. O halde, SHT(n, A, B) yerel olarak diizgiin smirhdir. f;, (3.33) ile verilen seri
acilimina sahip fonksiyon ve f = h + g, (2.8) ile verilen seri agilimina sahip fonksiyon

olsun. Bu durumda Teorem 3.4.3. kullanilarak

X +Y.|b <B-A
kz:z{ klat,kl k| t,k|} (3.61)

elde edilir.

Burada, f; — f oldugu kabul edilirse, t € N olmak tizere k — oo iken |at’k| - |ag| ve

|beic| = 1bil dir. {0y}, Tps[Xiclax| + Yi|by|] serisinin kismi toplamlar dizisi olsun. Bu
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durumda, {0y}, azalmayan ve B — A ile iistten sinirli bir dizidir. Béylece, dizi yakinsak

ve

Z[xklak| +YIbl] = lim 0, < B - A
k=2

dir. Bu esitsizlik, f fonksiyonunun SHTZ (n, 4, B) smifina ait oldugunu gosterir. O halde
SH Tg (n, 4, B) smifi kapalidir. Boéylece, SH Tg (n, A, B) smifi kapali ve sinirli oldugundan

kompakttir.

Asagidaki teoremlerde, SHTg (n,A,B) smifina ait fonksiyonlar ig¢in yildizillik ve

konvekslik yaricap1 incelendi.

3.4.6. Teorem. X; ve Yy, (3.56) ve (3.57) ile verilen katsayilar ve 0 < a < 1 olsun. Bu

durumda

1
11—« X Y, k-1
* 0 — 3 1 k k

dir.

Ispat. f € SHT?(n, A, B), (3.5) ile verilen seri agilimina sahip fonksiyon olsun. Bu

durumda |z| =r < 1 i¢in

Df(z) + (1 —a)f(2)
—az — T,k — 1 — @)|ay|z* — T (k + 1 + a) b |z
2-a)z— 32,k +1—a)laglzk — ¥,k — 1+ a)|b |z

o ot Ea{(k—1-a)la] + (e +1+ a)|by |} rk1
T2—a-Yr {tk+1-a)|ag| + (k=14 a)|b|}rk1

|Df(Z) - (1+a0)f(2)
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dir. f fonksiyonunun U, de a mertebeli yildizil olmasi igin gerek ve yeter sart z € U,

i¢in

‘Df(Z) -~ (1+a0)f (@)
Df(2) + (1 — a)f (2)

ya da bu esitsizlige denk olarak Lemma 3.1.11. den

k—a k+a
Yl s b} <1

i 1-a 1-a (3.63)

esitsizliginin saglanmasidir. Ayrica, X; ve Y, (3.56) ve (3.57) ile verilen katsayilar

olmak tizere Teorem 3.4.4. den

lag| +

(oe]

2.

k=2

X Y
<1
B—A B—Aw”)—

dir. Diger yandan, (3.63) esitsizligi, k = 2, 3, ... igin

k_a k—1< Xk k+a _ <
1-a' “B-a"%1-4d" =B=a

esitsizlikleri ya da

<<1—a _ {Xk Yy })k—l
=A™k —ak+a

esitsizligi saglaniyorsa dogrudur. Boylece,

- (el
Ta = 310 B—Amln k—a'k+a
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olmak iizere f, U, diskinde a mertebeli yildizil fonksiyondur. Ustelik

B—-A B—-A
k —1" =k
X z5+(=1) Y. Z

fi(@) =h(2) + gx(2) =z —

fonksiyonu, yari¢apin, 7, dan daha biiyiik olamayacagini1 gosterir.
Bu alt sinifin konvekslik yarigap1 da benzer sekilde elde edilir.

3.4.7. Teorem. X, ve Yy, (3.56) ve (3.57) ile verilen katsayilar ve 0 < a < 1 olsun. Bu

durumda

1

i® X Ve 1\
7 (SHTY(n,4,8)) = n (5= min {k(k s a)D 1 (3.64)

dir.

Son olarak, SH Tg (n, A, B) siifinin ekstrem noktalar1 incelenecek.

3.4.8. Teorem. h = h, ve g = g; fonksiyonlar

hl(Z) =2z,
B-4 ,
hy(z) =z — X, z",
B—-A
gk(@) = (1" — Z5 zeUk=23..) (3.65)
k

seklinde tanimli fonksiyonlar ve § < § <1 olmak tizere (2.8) ile verilen seri agilimina

sahip f = h + g fonksiyonlar1 SHT{ (n, 4, B) simfimin ekstrem noktalaridir.

ispat. (3.33) ile verilen f; ve f, fonksiyonlart SHTS (n, A, B) simifina ait ve 0 < u < 1
olmak iizere g, = puf; + (1 —pw)f, olsun. Bu durumda (3.58) esitsizliginden
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|bLk|=|bZk|=

igin by, = by, = 0 bulunur. O halde, g,(2) = fi(2) = f2(2) ve gi, SHT§(n, A,B)

=2 dir. Boylece, t € {2,3, .. }igin ay, = az, = Ovet € {2,3,.. \{k}
k

fonksiyon siniflarinin ekstrem noktalariin olusturdugu sinifa aittir. Benzer sekilde, hy
fonksiyonunun da, SH Tg (n,A,B) fonksiyon smiflarinin ekstrem noktalarinin
olusturdugu simifa ait oldugu gorilir. Simdi, (2.8) ile verilen seri a¢ilimina sahip f
fonksiyonunun SH Tg (n,A,B) fonksiyon sinifinin ekstrem noktalarinin sinifina ait

oldugu ve (3.65) formunda olmadigi kabul edilsin. Bu durumda,

B—-A
mt(B+1)m—(A+ D][1+6(m—1)]

0<l|an,l <

ya da

B—-A

0 < |bml < mr[(B+ Dm+ (A + D[[6(m + 1) — 1]

olacak sekilde m € {2,3, ... } tamsayis1 vardir. Eger,

B—4
mi[(B+ Dm— (A + D][1 +6(m — 1]

0<|a,l <

oldugunda

M:WMmW@+1Mw{A+DHL+Mm—D]

B—-A
olarak segilir ve
¢ — f 1_ _.uhm
U
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olarak tanimlanirsa 0 < u < 1, hy, # ¢ ve f = uh,, + (1 — u)¢ elde edilir. O halde f

fonksiyonu, SH Tg (n, A, B) smifinin ekstrem noktalarinin ailesine ait degildir. Benzer
sekilde

B—-A
m*[(B+1)m+ (A+1)][6(m+ 1) —1]

0<|by,l <

oldugunda

= |byIM™[(B+1)m+ (A+ D][6(m+ 1) —1]

B—-A
olarak secilir ve
¢ = f—ugm
1-u

olarak tanimlanirsa 0 < u <1, g, #¢ ve f= ugm+ (1 —pu)¢p elde edilir. Bu
durumda f fonksiyonu, SH Tg (n, A, B) siifinin ekstrem noktalarinin ailesine ait degildir.

Boylece, f fonksiyonu (3.65) ile verilen formdadir.

3.4.9. Sonug. f € SHTJ(n, A, B) fonksiyonu (3.5) ile verilen seri agilimina sahip

fonksiyon olsun. Bu durumda, |z| = r < 1 igin

B—-A

lax| < kn[((B+1Dk—(A+D][6(k—1)+1]
B—-A

| b |

S IB+ Dkt A+ DItk + D 1]

dir. Bu sonug¢ kesin olup, (3.65) ile verilen h, ve g, fonksiyonlari ekstremal

fonksiyonlardir. Diger yandan,

B A .
TG iD@E A+ D] SH@Isr+ 2

[+ 1D2B—A+ 1]
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r— B —4) r2<|D"f(2)| <r+
[(+1D@2B—-A+1)] ~— - [

(B—4)
6+1DQ2B-A+1)

77

dir. Bu sonug kesindir ve (3.65) ile verilen h, fonkiyonu ekstremal fonksiyondur.

3.4.10. Sonug. f € SHT?(n, A, B) ise

—1 B—-A
T 26+ 1D)@2B-A+1)]

olmak iizere U,.  f(U) dir.
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4. SONUC

Bu calismada, sabordinasyon yardimiyla yeni harmonik fonksiyon smiflar
tanimlanmistir. Bu tanimlanan fonksiyon siniflari i¢in gerekli ve yeterli konvoliisyon

sartlari, katsay1 bagintilari, distorsiyon sinirlari ve ekstrem noktalar1 elde edilmistir.

Calismanin tig¢lincii boliimii, sabordinasyon ile tanimlanan harmonik fonksiyon siniflari
{izerinedir. Bu boliim, dort alt bdliimden olusmustur. ilk béliimde, Dziok (2015) ve Dziok
ve ark (2016) tarafindan tanimlanan iki harmonik fonksiyon smifi tanitilmistir. Ikinci
boliimde, Jahangiri ve ark. (2017) ve Yalgin ve Altinkaya (2017) tarafindan tanimlanan
harmonik fonksiyon siniflar1 tanitilmistir. Ugiincii boliimde; Yasar ve Yalgin (2012)
tarafindan tanimlanan D} diferansiyel operatorii yardimiyla kurulan harmonik fonksiyon
sinifi tanimlanmis ve SH°(A, n, 4, B) ile gosterilmistir. Bu fonksiyon sinifi igin gerekli ve
yeterli konvoliisyon sartlar1 ve yeterli katsayr sartlar1 verilmistir. Yine bu bdliimde,
SH 0(/1, n, A, B) smift ile T" sinifinin arakesiti ile olusturulan SHT°(1,n, 4, B) smifi
tanimlanmisg ve bu fonksiyon sinifinin gerekli ve yeterli katsay: sartlari, kompaktlik,
yildizillik yarigap1, konvekslik yaricapt ve ekstrem noktalar1 elde edilmistir. Ayrica,

|z| = r < 1 igin kesin katsay1 sinirlari

B-A

%l < DT G- DB D+ B 4]
B-A

|b| <

[((k+DA-1]"[Ak+1)(B+1)+A—B]
olarak, biliylime ve distorsiyon teoremi,

r— b4 r<|f@l<r+ b-4 r
A+D*AB+1)+B—-A] ~ - A+ D*AB+1)+B—A]
B—-A B—-A

TG T D E-a] S @Isrt e e

2
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olarak bulunmustur (Cakmak ve ark. 2017). Dordiincii boliimde, Salagean diferansiyel
operatorii yardimiyla harmonik fonksiyon smifi tanimlanmis ve SHJ(n,A,B) ile
gosterilmistir. Tanimlanan fonksiyon simifina ait fonksiyonlar igin gerekli ve yeterli
konviilasyon sart1 ve yeterli katsay1 sart1 elde edilmistir. Ayrica, SHJ(n, 4, B) smifinin,
T™ sinifi ile arakesitinden olusan SHTS (n, 4, B) sinifi tanimlanmis ve bu fonksiyon sinifi
icin gerekli ve yeterli katsayi sartlari, kompaktlik, yildizillik yarigapi, konvekslik yarigapi

ve ekstrem noktalari elde edilmistir ve |z]| = r < 1 igin

- B—-A

lax| < k"[(B+1Dk—(A+1D][6(k—1)+1]
B—-A

by | <

TkMB+DkE+A+D][6k+1) —1]
kesin katsay1 sinirlar1 ve

B B—4 AP o B—A
TG T D@4t VOISt s T DB AT D
(B—A) (B—-A4)

"TI6+ DB —A+ 1)]’”2 <[P @] <7+ [+ DQ2B—A+ 1

2

]T‘

2

]T‘

bliylime ve distorsiyon teoremleri bulunmustur (Cakmak ve ark. 2018). Ayrica,

SH°(A,n,A,B) ve SH g (n, A, B) smiflarina ait parametrelerin 6zel se¢imi ile

(i) SH°(1,0,2a — 1,1) = SHY(0,2a — 1,1) = SH**(a), U agik birim diskinde yon
koruyan a mertebeli yildizil harmonik yalinkat fonksiyon sinifi (Silverman 1998,
Jahangiri 1999, Silverman ve Silvia 1999),

(ii) SH°(1,1,2a — 1,1) = SHY(1,2a — 1,1) = SH?(0,2a — 1,1) = KH°(a), U acik
birim diskinde yon koruyan a mertebeli konveks harmonik yalinkat fonksiyon sinifi

(Jahangiri 1999)

elde edilir. Son olarak, H"(A,B), SH°(8,n,4,B), SH°(y,,n,A,B), SH°(A4,n, A, B),
SHg (n, A, B) ve SH*(A, B) smiflar1 arasindaki iligkiler incelenmis ve
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(i) H™(A,B) = SH°(0,n,A,B) = SH°(0,B8,n,A,B) = SH°(1,n,A,B) = SHJ(n, A, B)
(ii) H°(4,B) = SH°(0,0,4,B) = SH°(0,5,0,4,B) = SH°(1,0,4,B) = SHJ(0, A, B)
= SH*(4,B)

sonucu elde edilmistir.
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