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OZET

Yiksek Lisans Tezi

BAZI DIOPHANTINE DENKLEMLERI COZMEK iCIN ELEMENTER
METOTLAR VE BUNLARIN UYGULAMALARI

Caner AGAOGLU

Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlisu
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Yrd. Dog. Dr. Musa DEMIRCI

Diophantine denklemleri katsayilar1 tamsayilar olan iki yada daha fazla degiskenli
denklemlerdir. Genel olarak bu denklemleri Lineer ve Ustel Diophantine Denklemleri
olarak iki farkl sekilde siniflandirabiliriz.

Literatirde Ustel Diophantine denklemleriyle ilgili bircok makale bulunmaktadir. Bu
calismada Fermat’nin son teoremi olarak bilinen x™ + y™ = z" Diophantine
denkleminden yola ¢ikilarak

X"+ pyn — pzzn

Diophantine denkleminin psayisinin asal, x,y ve z lerin pozitif tamsayilar (n > 3)
oldugu durumda asikar olan ¢oziimler disinda baska ¢ozimlerinin olmadig: literatiirdeki
sonucglar ve Fermat’nin sonsuz indirgeme metodu yardimiyla yeniden gosterilmeye
calisgildi. Bu metotda pozitif tamsayilar kimesinin 0Ozellikleri ve bolinebilme
kurallarindan faydalanilarak mumkin olan en kisa yoldan ¢ézlime ulasilmaya ¢alisildi.

ANAHTAR KELIMELER: Diophantine denklemleri, ¢oziim metotlar,
2015, vi + 35 sayfa



ABSTRACT

MScThesis

Elementary Methods for Solving Some Diophantine Equations and Their

Applications

Caner AGAOGLU

Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematic

Supervisor: Asst. Prof. Dr. Musa DEMIRCI

Diophantine equations are a kind of equation with two or more variables the coefficients
of which are integers. In general they are classified into two groups: linear and
exponential Diophantine equations.

In the literature there are many papers about exponential Diophantine equations. One of
the most popular problem is known as Fermat’s Last Theorem which states that whether
the equationx™ + y™ = z"where n > 3 and x,y,z and n are integers has got any
nontrivial integer solutions or not. In this work, we considered a special form of the
exponential Diophantine equation which is

X"+ pyn — pzzn

where p is prime and X, y, z are non-negative integers. In general form of we used
Fermat's Method of Infinite Descent (FMID) to determine the existence of solutions.

Key words: Diophantine equations, solution methods,

2015, vi+ 35 pages



TESEKKUR

Egitim hayatim boyunca gerek maddi gerekse manevi higbir destegini benden
esirgemeyen basta aileme ve {izerimde biiyilk emegi bulunan rahmetli enisteme; ayrica
tezimi tamamlamam konusunda yardimlar1 ve psikolojik destegiyle siirekli yanimda
olan kiz kardesime sonsuz tesekkiir ve siikranlarimi iletirken, yiiksek lisans egitimim
sirasinda c¢alismalarimin  her asamasinda Oneri, bilgi ve yardimlarini benden
esirgemeyerek daha iyiye yoneltmeye calisan ve tiim bu siire¢ boyunca her anlamda
bana 151k tutan basta danisman hocam Sayin Yrd. Dog. Dr. Musa DEMIRCI’ ye ve diger
tiim hocalarima saygi ve sevgilerimle tesekkiir ederim.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

Simgeler Aciklama
Z Tamsayilar
Zt Pozitif Tamsayilar
/A Tamsayilarin n. Kuvveti
Q Rasyonel Sayilar
Q) Genisletilmis Rasyonel sayilar cismi
Kisaltmalar Aciklama
FMID Fermat’nin sonsuz indirgeme metodu



CIZELGELER DiZiNi

Tablo 1. 1. 3 m ve n degerlerine karsilik gelen x, y, z degerleri igin liggenin alani
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1.GIRIS

1.0. On Bilgiler

Iskenderiye’li Diophantus cebirin babasi olarak tanimlanir. Ayrica cebir denklemleri ve
sayilar teorisi Uzerine olan Arithmatica kitabinin da yazaridir. Degigkenleri sadece
tamsayilar olan ve kendi admi tasiyan denklemlere de Diophantine denklemleri
(Diophantine polinom denklemleri) denir. Diophantus’un hayati ile ilgili cok az bilgiye
sahip olmakla birlikte hangi donemde yasadigiyla ilgili yapilan ¢aligmalar sadece 500

yillik bir doneme indirgenebilmistir.

M.O. 2000’li yillarda bile x? + y? = z2 denklemini gercekleyen (x, y, z) sirali tamsay1
ticliilerinden bazilar1 Babil’li matematikgiler tarafindan bilinmekteydi. Bu denklemler
tizerindeki ilk sistematik ¢alismalarin Diophantus ile bagladigi diisiiniilmektedir. Bu

yiizden bu denklemlere iskenderiye’li matematikci Diophantus’un ismi verilmistir.

Diophantus‘un Mezopotamya matematiginden genis Olclide etkilenmis oldugunu
sOyleyebiliriz. Bu denklemin sonsuz tane ¢Ozlimiiniin oldugu ilk olarak Pisagor
tarafindan ispatlanmistir. 1636 yilinda Fermat, Fermat’nin son teoremi olarak bilinen
iinlii teorisini ortaya koymus ve bu teorinin ispatlanmasi i¢in oldukca fazla sayida
matematik¢i ¢aligmig, son olarak 1995 yilinda A. Wiles tarafindan 109 sayfalik bir

makale halinde tam olarak ¢6ziime kavusturulmustur.

agx™ + a;x™ly + ax" iy + -+ apy" =c

denklemi tizerinde degisik yontemler kullanilarak tamsayilarda ¢6ziimlerin bulunmasi
Uzerindeki ¢alismalar 1800°lii yillarda A. Thue ile baglamis, E. Landau ile devam etmis
ve literatiirden goriilecegi gibi glinlimiize kadar gelmistir (Cenberci 2009). Ele aldigimiz
problemle ilgili son yillarda yaymlanmis ve denklemlerin ¢oziimiiniin olup olmadigini, eger

varsa da bu ¢6ziimlerin neler oldugunu ele alan bir ka¢ makaleye 6rnek olarak,



“The Diophantine Equation x? + 11™ = y™ (Soydan ve ark. 2009)”, “On The Diophantine
Equation x2 + 54112 = y™ (Cangul ve ark. 2010)”, “On The Diophantine Equation x? +
293P11¢ = y™ (Cangiil ve ark. 2013)” ve “On a Diophantine Equation (Luca 2000)” verilebilir.



1.1. Diophantine Denklemleri

n bir dogal sayi, ay, aq, a, ... a,_q, 4, tamsayilar ve a, # 0, a,, # 0 olmak Uzere,

apx™ + a;x™ 1+ a,x" 2+ + a1 x+a,=0 (1.1.1)

seklinde tamsayi katsayili denklemleri inceleyelim. Eger bu (1.1.1) denklemini saglayan

bir x tamsayis1 varsa; o zaman

(@px™ 1+ a1 x" 2+ ..+ a,_1)x = —a,

bulunur. Bu durumda; x tamsayisi a, tamsayisinin bir boleni olmalidir. Béylece a,,
tamsayisi sifirdan farkli olacagindan; a,, tamsayisinin sonlu sayida boleni mevcut olur.
Bu durumda (1.1.1) denkleminin biitiin tamsay1 ¢oziimleri sonlu sayida deneme ile
bulunabilir. a, ’in biitiin bolenleri (pozitif ve negatif) sirastyla (1.1.1) denkleminde
yerine yazarak; bunlarda (1.1.1) denklemini saglayanlari aliriz. Eger a, = 0ise 0

zaman, agik olarak x = 0 denklemin bir ¢6zumu olur. Bu durumda diger ¢6ziimler;

apx™ 1+ a;x" 2+ .. +a,., =0

denklemi ¢oOzulerek elde edilir. Bu denklemin a,_; # 0 olmasi durumundaki
cozlmlerinin yukaridaki gibi bulunacagi agiktir. Eger a,_; =0 ise 0 zaman
denklemimiz n — 1. dereceden bir denkleme doniisecektir. Bu sekilde devam edilerek

bitiin ¢ozumler bulunur (Sierpinski 1988).

Tamm 1. 1. 1 : x,y, z tamsayilar olmak {izere x? + y? = z2 denklemine 2. dereceden
uc bilinmeyenli Diophantine denklemi denir. Bu denklem Pisagor denklemi olarak da
bilinir (Senay 2007).



Teorem 1. 1. 2 :x?+y? = z? denkleminin, y ¢ift say1 olmak iizere biitiin ilkel

¢cozlmleri m ve n aralarinda asal tamsayilar m > n ve biri tek digeri ¢ift olmak {izere,

x =m?—n?,y =2mn,z=m?+n?ile verilir (Sierpinski 1988).

Ispat: x? +y? =z

(1.1.2)

denkleminin butin temel ¢ozimleri m,n sayilar1 yardimi ile bulunur (Bazen bu m, n

tamsayilarina ¢oziim iiretecleri de denir). Elbette bunun igin x7+z rasyonel sayisinin %

indirgenemez kesri bigciminde olmasi yeterlidir.

Simdi (1.1.2) denkleminin batun primitif (aralarinda asal) ¢ozlmlerinin sistematik

olarak bir listesini vermek ic¢in; m’nin ardisik 2,3, 4 ... degerlerine karsilik, m ’den

kicik ve m ile n aralarinda asal olmak ftizere biri tek iken digeri ¢ift olacak sekilde n

sayilarini segelim.

Tablo 1.1.3 : m ve n degerlerine karsilik gelen x, y, z degerleri i¢in tiggenin alani

m|n|x |y |z |Alan|m|n| x|y |2 Alan |m |n X y z | Alan
2 |1 |3 |4 |5 |6 7 |6 |13 |84 |8 |546 |10 |7 |51 | 140 | 149 | 3570
3 |2 |5 |[12]13 |30 8 |1 63|16 |65 |504 |10 |9 |19 |180 | 181 | 1710
4 |1 ]15|8 |17 |60 8 |3 |55(48 |73 |1320 |11 |2 | 117 |44 |125| 2574
4 |3 |7 |24|25|84 |8 |5 (39|80 |89 |1560 |11 |4 | 105 |88 | 137 | 4620
5 |2 |21|20|29|210 |8 |7 |15 |112| 113|840 |11 |6 | 157 | 132 | 157 | 10362
5 |4 |9 |40 |41 180 (8 |2 |77 |36 |8 |1386 |11 |8 |57 |176 | 185 | 5016
6 |1 |35[12|37 210 |9 |4 |65 |72 |97 |2340 |11 |10 |21 |220 | 221 2310
6 |5 |11 60|61 330 |9 |8 |17 |144|145|1224 |12 |1 | 143 |24 | 1451716
7 |2 |45(28|53|630 [10 |1 |99 |20 |101|990 |12 |5 | 119|120 | 169 | 7140
7 |4 |33 [56|65|924 |10 |3 |91 |60 |109|2730 |12 |7 |95 | 168 | 193 | 7980




Bildigimiz gibi x? + y? = z? denkleminin biitiin dogal sayilardaki ¢oziimlerini elde
etmek igin, temel ¢oziimlerin her biri sirasiyla 1, 2, 3 ... dogal sayilariyla garpilmalidir
ve sonra her bir ¢oziimde x ile y degiskenlerinin yerleri degistirilir. Ustelik
x% 4+ y? = z? denkleminin dogal sayilardaki her bir ¢oziimii bu yolla tam olarak

bulunur.

(m? —n??% + (2mn)? = (m? + n?)?

ozdesliginden dolayr x = m? —n?, y = 2mn,z = m? + n? formullerini m > n sartim

2

saglayan m,n dogal sayilarn i¢in kullanarak x2 + y? = z%? denkleminin dogal

sayilardaki ¢Oziimlerini buluruz. Fakat bununla beraber yukaridaki bi¢imde x ile y
degiskenlerinin yer degistirmesiyle elde edilen biitiin ¢dziimler; x? + y? = z2

denkleminin dogal sayilardaki biitiin ¢6ziimlerini vermez. Yani 9,12, 15 ¢6zimi

x=m?—-n?,y=2mn,z=m?+n?

denklemlerinden elde edilemez.

Clnki n < m ve m ile n dogal say1 olacak sekilde m ve n bulunamaz. Dolayisiyla
15— 12 = 14, 15— 22 = 11, 15 — 3% = 6 sayilarinin higbiri bir dogal saymnin karesi
degildir.

x% + y? = z? denkleminin bitin ¢ozumleri; m,n, k dogal sayilar ve n < m olmak

Uzere;

x = (m?—n®k,y=2mnk,z=(m?+n?)k



ifadelerinden ve x ile y degiskenleri yer degistirilerek elde edilir. Bununla beraber

verilen bu formiillerde bazen farkli m, n, k dogal say1 degerleri i¢in ayni sayilar elde

edilebilir.

Omegin; yukarida verilen formiillerde hem m = 2, n =1, k = 4 degerleri, hem de
m =4, n=2, k =1degerleri i¢in aym1 12,16, 20 U¢genini elde ederiz. Yine yukarida
verilen formillerde hemm =8, n=4, k=1; hemm =4, n=2, k = 4, hem de
m=2, n=1, k =16 degerleri i¢in aym 48, 64, 80 liggeni elde edilir. Yukaridaki
tabloda verilen ¢ozlimlerden ilki (1.1.2) denkleminin x, y, z dogal sayilarinda miimkiin
olan en kicuk ¢ozumudur. Ustelik bu ¢éziimdeki x, y, z sayilar1 dogal sayilardir. Bu
degerlerin; x? + y? = z% denkleminin ardisik dogal sayilardan ibaret tek ¢oziimii
oldugunu ispatlamak zor degildir. Ger¢ekten eger ardistk n — 1, n, n + 1 dogal sayilari
(n—1)2 +n? = (n + 1)? denklemini saghyor ise o zaman n? = 4n elde edilir ki
buradan n = 4 elde edilir ve o zaman 3,4,5 ti¢genine ulasilir. Dolayisiyla bu da

aranandir.

Kolayca ispat edilebilir ki 3™ 4+ 4™ = 5™ denkleminin n = 2 degeri disinda dogal
sayilarda ¢ozliimii yoktur. Bu ifadenin dogru oldugunu gosterelim; n = 1igin; 3 + 4 >
5=3'4+41>51 =31+ 41 £ 51 olur ki n =1 igin saglanmaz. n = 2 i¢in; 3% +

4?2 = 52 oldugunu biliyoruz.

n > 2 igin 5™ = 525772 = 325M72 4 425172 > 323172 4 424n~2 = 31 4 4" olur ki
bdylece n > 2 igin 5™ # 3™ 4+ 4™oldugu goriiliir.

Fermat’nin derecesi ikiden daha buyuk olan (¢ bilinmeyenli denklemlerin ¢dzimiinde
kullandig1 ‘Sonsuz Indirgeme Metodu’nun uygulanmas: ile ilgili yontem asagidaki
teoremde verilmistir. Bu metot; bir tek (x,y,z) € Z3 pozitif ¢dzim Uclistnln
varligindan hareketle z bileseni durmadan azalan sonsuz sayida (x,y,z) € Z3
cozimlerinin bir dizisini elde etmeye dayanir. Sonunda bu ¢ézlmler dizisinin G¢unci
20,21, Z2y ) Zn, - Dilesenlerinin  zy > z; >z, > -+ >z, > -+ scklinde  pozitif
tamsayilarm azalan bir sonsuz dizisi elde edilir ki bu, Iyi Siralama Prensibi ile

celistiginden istedigimiz sonug elde edilmis olur (Sierpinski 1988).



Teorem 1. 1. 4 : x* + y* = z? Fermat denkleminin x, v, z # 0 olan higbir (x,y, z)

tamsay1 ¢ozUmu yoktur (Senay 2007).

Ispat : Bu denklemin (xq,¥0,20) # (0,0,0) olan bir ¢dziimiiniin bulundugunu
varsayalim. Boyle bir (x,y,z) € Z3 ¢oziminde x, y veya z’nin isaretinin degisimi yeni
bir ¢oziim iireteceginden x, y, z bilesenlerinin pozitif oldugunu varsayabiliriz. Simdi
7, bilesenini denklemin diger (x,y,z) ¢6zlmlerinin z’leri arasinda en kii¢iik olacak
sekilde segelim. Ayrica bu sayilarin karsilikli olarak aralarinda asal oldugunu da kabul
edebiliriz. Gergekten bir (x,y,z) pozitif ¢oziminde (x,y) > 1 olsaydi, Aritmetigin
Temel Teoremi geregi x ve y’nin ikisini de bolen p gibi bir asal say1 bulunacakti. Bu

durumda p* | x* + y* ifadesinden, p* | z2 ve sonucta p? | z oldugundan,

(x/p)* + (y/p)* = (2/p*)*

bulunur. Simdi elde edilen ( %,%,pz—z ) ¢0zUm Tgliislinlin iglincii bileseni igin
% < z oldugundan bu sonug (x, y, z) ¢6zUminde z’nin en kii¢iik secilmesiyle ¢elisir ki,

bu da (x,y) = 1 olmasim gerektirir. Boylece (x2)*+(y2)?=z2 esitliginden (x2, y2.2,)
ilkel Pisagor Gglusunin x* + y* = z2 denkleminin bir ¢dziimii oldugunu soyleyebiliriz.
O halde xZ ve y& aym anda tek ve ayn1 anda ift olamazlar. Buna gore x3’nin tek ve yZ
nin ¢ift oldugunu kabul edelim. Bu durumda Teorem 1. 1. 2’ye gore x2 = a? — b?,
yé = 2ab, zy = a® + b? olacak bicimde a ve b gibi aralarinda asal olan (a > b) ve her
ikisi tek veya cift olmayan tamsayilar vardir. Bdylece x2 = a? — b? esitliginden
(x0, b, a)’nin x, tek olmak tizere bir ilkel Pisagor iigliisii oldugu sonucuna varilir. O
zaman yine ayni sebeple x3 = r?2 —s%, b = 2rs, a = r? + s? olacak sekilde (1,s) = 1
olan r,s tamsayilar1 vardir. Simdi r,s ve a karsilikli aralarinda asal oldugundan
y? = 2ab = 4ars esitligi ancak ve ancak 7, s ve a nin kendilerinin bir tam kare
olmalar1 durumunda miimkiindiir. O halde r = m?,s = n? ve a = t2 olacak bicimde
m,n ve t tamsayilar1 vardir. Ayricaa = r? + s? esitliginden m* + n* = t2 bulunur.

Zo=a?+b?>a?=t*olup buradan da 0 <t =+a< Vz<z elde edilir. Ote



yandan m* + n* = t? esitligi (m,n,t) Uclistinin x* + y* = z? 'nin t < z, olan bir
¢6ziimi oldugunu gosterir. Oysa biz (x,y,z) ¢dziminde z, € Z* sayisim en kiglk

sectigimizden bu celiskilidir. Bu ¢eligki teoremi ispatlar (Senay 2007).

Bu tezde Ustel Diophantine denkleminin 6zel bir hali olan

x" +py" =p’z

denkleminin, p asal ve x, y, z birer tamsayr iken asikar c¢ozUmlerinin disinda
¢ozlimlerinin olmadigi, Fermat’nin sonsuz indirgeme metodu yardimiyla gosterilmeye

calisild.

Ax" + By" =(Cz"

Diophantine denkleminin ispatin1 Unlii matematikci A. Wiles 1995 yilinda tamamlamis
ve mimkin olan ¢6ézlmlerin sadece asikar ¢Ozlmler oldugunu g0Ostermistir. Bu
teoremin ispatinin bir kisminda da Fermat’nin sonsuz indirgeme metodundan

faydalanilmistir.

XP +YP =7P

Fermat denkleminin hatta daha genel olarak

bx™ + cy™ = dz"



denkleminin p’nin 6zel durumlari i¢in ¢6ziime sahip olmadig1 gosterilmistir (Barry J.
Powell 1984).

n = 3 ve p = 2 oldugu durumda

n

x" +py" =p’z

denkleminin tamsayilarda ¢ozimuniin olmadigi Fermat’nin sonsuz indirgeme metodu

araciligiyla gosterilmistir (Andreescu ve ark. 2010).

n = 4 oldugu durumda

x* + py* = 74

Ozel Diophantine denkleminin agikar olan ¢ozimlerinden baska higbir tamsay1

cozimlerinin olmadigi ispatlanmistir (Manley 2006).



2. BOLUM
TEMEL KAVRAMLAR, KONGRUANSLAR
2. 1. Tamsayilarin Baz1 Ozellikleri ve Béliinebilme

Tamm 2. 1. 1 : a sifirdan farkli bir tamsay1 olmak iizere b = ac olacak sekilde bir ¢

tamsayis1 varsa, b, a ile bolunebilir denir ve alb seklinde gosterilir. Eger b, a ile

bolunemiyorsa a t b seklinde gosterilir.

a | b gosterimi a boler b; a, b’nin bir boleni veya b, a’nin bir katidir seklinde sdylenir.

Bolunebilmenin bazi 6zellikleri asagidaki teoremle ifade edilebilir.

Teorem2.1.2: Hera, b, c € Zigin
i) a|biseherc € Zicinalbc
i) a|bveb|cisea|c
i) a|bvea|ciseherx,y€Zi(;ina|bx+cy
Iv) a|bveb|aisea=ib

a | b,a>0, b>0isea<b dir. (Niven1972)

Tanim 2.1.3: a,b,c,d € Zolsun.
i) dla A d|b
i) c|a A C|b = c|d kosullar1 saglaniyorsa d ’ye a ile b ’nin en

blyuk ortak béleni denir ve (a, b) = d ile gosterilir.

Teorem 2. 1. 4 : b ve c tamsayilarinin en biiyiik ortak bdleni d ise bu durumda d
) x ve y tamsayilar olmak {izere bx + cy toplamlarmin en Kkuiguk
pozitif degeridir.
i) b ve c'nin bitin pozitif ortak bolenleriyle bolinebilen pozitif

tamsayilardir (Niven 1972).
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Teorem 2. 1. 5 : Pozitif tamsayilarin bos olmayan her S alt ctimlesinin bir en kicik

elemani vardir (Atasoy 1991).

Ispat : Kabul edelim ki S’nin bir en kii¢iik elemani olmasm. Bu durumda 1 ¢ S'dir.
Simdi

K={x:x<yy€S}
kiimesini g6z o6nlne alalim. Hicbir pozitif tamsayinin ardisigi olmadigindan 1 € K dir.
X€EK ve yES ise x+1=x<y yazabiliriz. X, =y ise
x4, $ kiimesinin en kiiciik elemani olur. Kabuliimiizden dolay1 bu olamayacagindan

x; € K bulunur. Yani x; < yolur. Benzer diisiinceler tekrar edilirse, sonlu adimdan

sonrayine a € K olmak tizere,

x1<x2<'--<a

elde edilir. Bu iseK 'nin bitin pozitif tamsayilar1 kapsadigini gosterir ki, bu da S
ciimlesinin bos olmasii gerektirir. Fakat S # @ alindigindan S = @ olmasi1 bir

celiskidir. O halde S cumlesinin bir en kiclk eleman1 vardir (Atasoy 1991).
Bu teoreme pozitif tamsayilarda iyi siralama prensibi adi verilir.

Teorem 2. 1. 6 (B6lme Algoritmasi): a, b iki tamsay1 ve b > 0 olmak lizere

a=bqg+r,0<r<b

olacak sekilde bir tek q ve r tamsay ¢ifti vardir (Long 1967).
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Ispat:C ={a—sh: s€ Z,a—sb >0} kiimesini gozoniine alalm. a >0 ise
a — 0b sayis1 C kiimesinin elemanidir. a < 0iseb =1 icina—ab=a(l—b) =20

olur ki, C’nin elemanidir. Boylece a’nin her iki durumu igin de C bos degildir.

Bu ylzden Teorem 2.1.4’e gore C’nin bir en kiigiik eleman1 vardir. C’deki en kiguk

eleman r olacak sekilde s’ye verilecek deger q olsun. O zaman r = a- bq olur ki bu

0 < r olmasidir ve

r—b=a-bg-b=a-(q+1)b<0

olur. Buradan 0 < r < b elde edilir.

Simdi g ve r tamsayilarinin tekligini gésterelim. Kabul edelim ki

a=bqg+7r,0<5r<b

a=bq, +1,0<1r, <b

sartin1  saglayan q,qq,7,7; tamsayilart mevcut olsun. q = g ve r =1y oldugunu

gostermemiz yeterlidir. g; < q olsun. Bu taktirde g, + 1 < q dur ve

r=a—-bg<a—-b(qgu+1)=a—-bqg,—b=1r,—-b<0

elde edilir ki bu 0 < r olmasiyla gelisir. Benzer olarak q; > q i¢inde ¢eliski elde edilir.
Bu ikisinden g = q; olmak zorundadir.
q = g4 oldugundan,

bgq+r=a=bg+n

yazilir. Bu ise r = r; olmasidir (Long 1967).
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2. 2. Kongruanslar

Tamim 2. 2. 1 : Sifirdan farkli bir a tamsayis1 a — b farkini1 boliiyorsa a’ya m moddilline
gore b ’ye denktir denir ve a = b (mod m) seklinde gosterilir. m, a — b farkini
bolmiyorsa a, m modulline gore b’ye denk degildir denir ve a # b (mod m) seklinde
gosterilir. Boylece a — b farkinin m ile boélinebilmesi, —m ile de bo6linebilmesini

gerektireceginden genellikle modiilii pozitif olarak sinirlayacagiz.
Kongrlanslarin asagidaki temel 6zellikleri vardir.
Teorem 2. 2.2 : a,b,c,d, x ve y tamsayilar olmak lizere;

) a=b (modm)iseb =a (modm)vea—>b =0 (modm)

i) a =b (mod m)ve b = c (mod m) ise a = c (mod m)

iii) a=b(modm) ve c=d(modm) ise ax+cy=bhbx+
dy (mod m)

iv) a = b (mod m),c = d (mod m) ise ac = bd (mod m)

V) aEb(modm)ved|m,d>Oiseazb(modm)olur.

Teorem 2. 2.3 : a,m,y,d ve x tamsayilar olmak iizere;

) (a,m) = dise ax = ay (mod m) olmas:1 i¢in gerek ve yeter sart,
x =y (mod %) olmasidir.

i) (a,m) = 1ise ax = ay (mod m) kongriiansinin bir ¢éziimii vardir.

Teorem 2. 2. 4 : a,m,y,d ve x tamsayilar ve (a,m) = d olmak Uizere ax = b(mod m)

kongriiansinin ¢6zlimiiniin olmasi i¢in gerek ve yeter sart d | b olmasidir (Atasoy 1991).
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3.BOLUM

DIOPHANTINE DENKLEMLERININ COZUMLERI iCIN ELEMENTER
METOTLAR

3.1. Carpanlara Ayirma Metodu

f(xq, x5 ...x,) = 0 seklinde bir denklem verildiginde bu denklemi

f1 (e, x5 ox) fo(x1, X0 oo X)) oo fro(X, X5 X)) = a

seklinde parcalamaliyiz. fi, f5, ..., fx € Z[x1, X5 ... Xy], a EZ

fi(xy, %2 ) = a4

f2(x1, %5 . X)) = ay

fre(xq, x5 0o xn) = ay

verilen denklemin ¢ozimleridir.
1 1 1 - . .. .
Mesela ~+ v denkleminde n = p;* ...p,‘f" ise denkleminin pozitif tamsay1

cozumleri (2a; + 1) ... (2ay + 1) tanedir. Gercekten verilen denklem (x —n).(y —
n) =n?  seklinde diizenlendiginde ve n?=p® ..pi%  oldugunda

2a; + 1) ... (2ay + 1) tane pozitif bolene sahiptir.

Ornek 3. 1. 1 : (x2+ 1D)(y?2+ 1) + (x — y)(1 — xy)? = 4(1 + xy) denkleminin tim
tamsay1 ¢oziimlerini bulunuz.
Cozum : x%y? + x2 + y2 + 1+ 2x — 2x%y — 2y + 2xy%? = 4 + 4xy
x2y? —2xy+ 1+ x2+y?—2xy+2(x—y)(1—xy) =4
(y—1D?+(x =y -2(x-y(xy—-1) =4
[xy—1-(x—-y)]*=4
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olup
x+D(y—-1)=+%2

elde edilir. Burada iki durum s6z konusudur.

Ya,
x+Dy—-1)=2
ya da
x+Dly—-1)= -2
dir.

Once (x + 1)(y — 1) = 2 durumunu ele alalim.
x+D)=2,y-1=1
x+1)=-2,(y—-1)=-1
x+1)=1,@w—-1)=2
x+1)=-1,(y—-1)=-2

olup ¢cézumler (1, 2), (—3,0), (0, 3), (—2,—1) olur.
Ikinci olarak (x + 1)(y — 1) = —2 ise;

x+1)=-2,y-1)=1
x+1)=2,wyx-1)=-1
x+1)=1,Hx—-1)=-2
x+1)=-1,y—-1)=2

olup ¢6zumler(1,0), (—3,2), (0,—1), (—2,3) olur ki verilen denklemin 8 adet ¢tzimi

vardir.

.1 .1 _1 : : : " - .
Eger; — + o :;denklemlnden =p;* ...p,f" ise denklemin pozitif tamsay1 ¢ozimleri

(2a; + 1) ... Cay + 1) tanedir.
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Gergektende verilen denklem (x —n)(y —n) = n? seklinde diizenlendiginde ve

2aq 2ag

n® =p; ' ..p; ¢ oldugundan (2a; +1) .. (2ax + 1) tane pozitif bolene sahiptir
(Andreescu ve ark. 2010).

3.2. EsitsizlikMetodu

Bu yontemin 6rnek Gzerinde incelenmesi, yontemin anlasilmasini kolaylastiracaktir.
Ornek 3. 2. 1: x3+y3 = (x + y)? denkleminin tim (x,y) tamsayr ¢dziimlerini
bulalim.

Cozum : Eger x + y # 0 ise;

x2—xy+y*=x+y (3.2.1)
denklemiyle baglayabiliriz. Bu durumda (3.2.1) denkleminin esiti

=+ -1+ -1)?=2

olur. (x — 1) < 1ve(y — 1) < 1 arahgina kisitlayan x,y degiskenleri [0,2] araligina
karsilik gelmektedir. O halde ¢oztimler

(0,1),(1,0),(1,2),(2,1),(2,2)
seklindedir(Andreescu ve ark. 2010).
3.3. Parametrik Metot
Flty, %y n%y) =0 Ve x; = gy (ky kg k) o %5 = go(ky, kg k), X = gn(ke, ko k) seklinde
oldugunda parametrik metot kullanilir. Burada g4, g5, ..., gntamsay1 degerleri, degisken

fonksiyonlar ve kq,k,,...,k; € Z dir. Baz1 Diophantine denklemlerinin c¢coziimleri

olusturulurken ¢ogul parametrik metotlar kullanilabilir.
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Bircok Diophantine denklemi igin tiim coziimleri acik bir sekilde bulmak mumkin
olmayabilir .Boyle birgok durumda parametrik metot sonlu birgok ¢éztiimiin varhginin

ispatini saglar.

Ornek 3.3.1: %+ % = idenklemini saglayan tim pozitif tamsay1 ¢ozimleri bulunuz.

C6zUim : Denklemi z = xxTyy seklinde yeniden diizenleyelim. ebob(x,y) = d olsun.

Oyleyse x = dm,y = dn ve ebob(m,n) = 1 olur ki bu durumda

ebob(mn, m + n) = 1 olmasi demektir. Bu yiizden

dmn
zZ = —,
m+n

(m+n)|d, yanid =k(m+n), keZ*

denkleminin c¢cozimleri x = km(m +n), y = kn(m + n), z = kmn seklinde olup

burada k,m,n € Z*olur (Andreescu ve ark. 2010).
3.4. Moduler Aritmetik Metodu

Bu metodu bir uygulama tzerinde inceleyelim.
Ornek 3. 4. 1 :(x + 1)? + (x + 2)%? + - + (x + 2001)? = y? denkleminin ¢6zimi -
niin olmadigin1 gosterelim.
Gozim. x = z—1001 olsun. Bu (x+ 1)+ (x +2)* + -+ (x + 2001)? = y?
denkleminde yerine yazilirsa
(z—1000)2+ (z—999)* + -+ (z—1)?*+ 2>+ (z+ 1)* + -+ (z + 1000)? = y?
ya da

200122 + 2(1%2 + 22 + --- + 1000%) = y?
olup bu da

200172 42 1000:10012001 _ y?

6
2001z% + 1000.1001.667 = y*?

olup
2001z2% + 1000.1001.667 = 2 (mod3)

oldugundan boyle bir ifade tam kare olamaz (Andreescu ve ark. 2010).
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3.5. Matematiksel Tiimevarim Metodu

Matematiksel tiimevarim metodu negatif olmayan tamsayilara dayanan durumlar
ispatlamak i¢in kullanilan zarif ve giiclii bir metottur.
(P(n))pso0nermesi verilsin.
1. Matematiksel tiimevarim (Zayif Form): Kabul edelim ki
*  P(ny) dogru olsun.
= TUm k > ny’lar icin P(k) dogruise P(k + 1)’de dogrudur. Oyleyse P(n)
tum n > ng’lar icin dogrudur.
2. Matematiksel tiimevarim (s adim ile): s uygun bir pozitif tam say1 olsun.
e P(ny),P(ng+1),..,P(ng+s—1) dogru olsun.
e TiUm k > n, icin P(k) dogru ise P(k + s) de dogrudur. Oyleyse P(n)
tim n > ny’lar icin dogrudur.
3. Matematiksel tiimevarim (Gtiglii Form):
e P(ng) dogru olsun.
e TUm k >=ng ’lar icin P(m),ny <m <k araligindaki m ler igin
dogrudur. Oyleyse P(k + 1)’de dogrudur. Dolayisiyla P(n) tim n > n,
lar i¢in dogrudur.
Bu ispat metodu sayilar teorisi de dahil, matematigin cesitli alanlarinda yaygin bir
sekilde kullanilir.
Ornek 3. 5. 1 :7x%+y?% = 2" denkleminin n > 3 icin tiim pozitif tek tamsayi
cozimlerini bulunuz.

Cozim : n > 3i¢in x,, y, gibi tek tamsay1 ¢dzlimlerinin varoldugunu gosterelim.

7xz + y2 = 2™, n=>3

n=3 igin x3 = y; =1 dir. Simdi n > 3 i¢in verilen bir sayinin x,, y, gibi tek

tamsay1 ¢oziimlerinin olup olmadigina bakalim. (x;,,1, Vn+1) Cifti

2 2 — on+i1
7xn+1 + Yn+1 = 2

gibi denklemin tek pozitif tamsay1 ¢6ziimlerini verir. Aslinda
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2
) =205+ 3D =2

Xn t Yn 7Xn £ Vn
7 >+
()" + >
ki agik¢a
Xn=Yn XntYn
2 jve(2322)
sayilarindan biri tektir.
Ornegin;
(xn + Yn>
2
tek ise
7Xn = Yn _ n~ Vn
> 3x, + ( > )

olup tektir. Bu yuzden;

secilebilir. Eger;

(xn ; Yn)

tek ise

7x, + Y, Xn + Y
le Tl=3xn+<n2 n)

ve ayrica
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Xn—Yn
2

_ 7xntYyn
ve Yn+1 = 2

Xn41 =

secilebilir (Andreescu ve ark. 2010).

3.6. Fermat’nin Sonsuz indirgeme Metodu (FMID)

Pierre de Fermat (1601-1665) sadece amatdr bir matematikgi olarak diistiniilmesine
ragmen, matematige katkilartyla {inlenmistir. Fermat, Orleans Universitesinde 1631
yilindan énce medeni kanun tizerine derece almis ve Toulouse kentinde konsey Uyesi ve
hukukg¢u olarak bulunmustur.
Fermat, buluslari ve metotlar1 sayesinde matematik diinyast iizerinde buyik etki
birakmistir. Fermat ‘Sonsuz Indirgeme’ olarak adlandirdifi metodu ispatlayarak
kullanan ilk matematikgidir.
P, negatif olmayan tamsayuilarla ilgili olsun ve (P(n)),»1, bir dnerme olsun.
P(n): ‘n P’yi dogrular.’
Asagidaki metot n’in ¢ok biiyiik oldugu degerlerde P(n)’in yanlis oldugu durumdaki
ispatinda kullanilir.
k negatif olmayan bir tamsay1 olsun. Kabul edelim ki asagidakiler saglansin:
e P(k) dogru degildir,
e her ne zaman P(m), m > k pozitif tamsayilar1 i¢in dogruysa, P(j) ’nin dogru
olmasi igin m > j > k 6zelliginde j’ler bulunur.
Oyleyse P(n), tim n > k icin yanlistir.
Fermat’nin sonsuz indirgeme metodu (FMID) su sekilde formiilize edilebilir:
k, negatif olmayan bir tamsayi olsun. Kabul edelim ki;
e Her ne zaman P(m), bir m > k tamsayis1 i¢in dogruysa P (j)’nin dogru olmasi
icin, m > j > k ozelliginde bir en kiglk j tamsayist olmalidir.

Diophantine denklemleri i¢in kullanilan 2 farkli Indirgeme metodu (FMID) vardir:

FMID 1: n; > n, > ---seklinde negatif olmayan tamsayilarin dizisi yoktur. Eger ng,
P(n)’in dogru olmasi i¢in n’nin en kiigiik tamsay1 degeri ise; P(n), n < n, igin

yanlistir.
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FMID 2: (n;);s1 negatif olmayan tamsayilar dizisi n; = n, > --- esitsizligini saglarsa;

Ny = Njgyq = gibi i, tamsayilar1 vardir.

Ornek 3. 6. 1 : x3 + 2y® = 423 denkleminin negatif olmayan tamsayilarda (0, 0, 0)

disinda baska ¢6ziimii yoktur. Gosteriniz.

Co6zim : Kabul edelim ki x; > 0,y; > 0,z; > 0 olacak sekilde (x;,y;,2;) asikar

olmayan bir ¢6zim olsun. Buradan hareketle
3+ 2y3 =473

ise 2 | x; olup x; = 2x, olacak sekilde x, € Z* vardir. Oyleyse
4x3 +y3 =273

olup 2 |y1’dir. Dolayisiyla y; = 2y,o0lacak sekilde y, € Z*tvardir. Aym sekilde devam
edilirse

x5+ 2ys =z}

olup 2|z1 "dir. z; = 2z,, z, € Z* olur. Buradan (x,,y,,2,) gibi yeni cdzimler elde
edilir ki x; > x,,y; > vy, z; > z, seklindedir. Bu isleme bu sekilde devam edilirse
X1 > X, > x5 > -+ Ozelliginde sonsuz bir dizi elde edilir. Pozitif tamsayilar O ile alttan
siirlt oldugundan dolay1 boyle bir sonsuz dizi bulunamaz. Yani bir geliski elde edilir ki
bu da asikar ¢oziimler disinda baska ¢6ziim olmadigimi gosterir (Andreescu ve ark.
2010).

Ornek 3. 6. 2 : p asal bir sayr olmak iizere x> + py3 = p2z3 denkleminin asikar

¢Oziimii disinda ¢oziimii yoktur.
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Co6zim : x; > 0,y; > 0,z; > 0olacak sekilde (xq,y;,2,) asikdr olmayan c¢Ozimler

olsun.
xi +pyi =p’z
x; =pzi —y7)
olupp | x3 oldugundan p | x,'dir. x; = px, olacak sekilde x, € Z*vardur.
p’x; + pyi = p’zf
olup esitligin her iki tarafi p ile bélinlrse
yi =p(zi —p*x3)

olup p |y13 oldugundan p | y, 'dir. y; = py, olacak sekilde y, € Z* vardir. Benzer
sekilde bu islem devam edildiginde

zi =p(x3 +p*y3)
olup p | z3.p | z,’dir. Dolayisiyla z; = pz,olacak sekilde z, € Z*ve bu isleme devam
edildigi takdirde x > x; >x, > -y >y, >y, > 2> 2z, > 7z, > -+ 0lup sonsuz
bir dizi elde edilir. Pozitif tamsayilar alttan sinirli oldugundan boyle bir dizi miimkiin

degildir. Dolayisiyla agikar ¢6ziim disinda ¢6ziim yoktur.

Teorem 3. 6. 3 : n tek sayl, p asal iken x™ + py™ = p2z™ denkleminin asikar

¢oziimii disinda ¢6ziimi yoktur.
Ispat : n tek say1, p asal ve p > 2 icin

x™ + pyn — pzzn
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oldugundan p | py™ ve p|p2z™du.
x" = p?z" — py" = p(pz" - y")

oldugundan p | x™dir. p asal oldugundan dolay1 p | x elde edilir. Dolayistyla x = px;

olacak sekilde x; € Z* vardir. Buradan

n n,n

x™ =p"x{

elde edilip denklemde yerine yazilirsa
p'xt +py" =p*z"
denklemin her iki tarafi p ile bolinurse

y* =p(pz" —p"*x})

olup ve n > 2 oldugundan p |y" vep | y’dir. y = py, olacak sekilde y, € Z* vardir.

n,,n n_ .,n-1,n

py =pz P x1
denkleminin her iki tarafi p ile bolinirse
pn—lyn — ZTL pn—an

2t =p@" Tyl + ")
olupp | z"vep | zdir. z = pz, olacak sekilde z; € Z* vardir.

n_,n _ ,,n—-1,,n n-2,n

p°zy =p YL tp X
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yazilir ve her iki taraf p™~2 ile sadelestirilirse
p*z] = pyi + 7

ve bu sekilde devam edersek x > x; > x, > -+, y >y, >y, > vez >z >z, >
.-+ olup Fermat’nin sonsuz indirgeme metodu geregi tamsayilar alttan sinirli oldugu i¢in

n tek say1 ve p asal oldugu durumda

2,n

x" + py™ = p°z
denkleminin asikar ¢6ziimii disinda ¢6ziimi yoktur.
Teorem 3.6.4:n =4, pasal ve x,y, z aralarinda asal ise;
x* + pyt = p2z*
denkleminin ¢6zimu yoktur.
Ispat : Bunu gostermek icin kabul edelim ki (x4, y;,2z;) bir ¢oziim olsun. Buna gore
xi + pyt =p’z
4

xt = p(pzi — y1)

isep | x; oldugundan p | x, 'dir. x; = px, olacak sekilde x, € Z* ve x; = 0 (modp)

vardir.
pix; + pyi =p'z
her iki taraf p ile sadelestirilirse
pix; +yi =pz
yi =p(z —p*xg)
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olup 'p|yf yani p|y1 ‘dir. y; = 0 (modp) oldugundan bu (xq,y;) =1 olmasi ile

celigir. Dolayisiyla (x4, y1, z1)’nin bir ¢dziim olmas1 miimkiin degildir.
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4. BOLUM

4.1. x* + py* = z* DENKLEMININ KUADRATIK COZUMLERI

Teorem 4. 1. 1 : p = 3 (mod8) icin x* + py* = z* denkleminin tiim ikinci dereceden
cozumleri (a, b, ¢) Uclusti x* + py* = z* denkleminin bir rasyonel ¢6zimi olmak

lizere (a,b,/c) seklindedir.

Sonu¢ 4. 1. 2 : p =11 (mod16)iken x* + py* = z* denkleminin tim ikinci
dereceden ¢ozlimleri xyz = 0 sartin1 saglar.
x* + 3y* = z* denkleminin (1,1,v2) ¢ozimii x*+ 3y* = z* denkleminin bir

rasyonel ¢c6ziminden indirgenir.

Sonug 4. 1. 3 : Eger(a,b,c)x* + Dy* =z*, x*+ Dy? =z*ya da x*+ Dy* =
z? denklemlerinden biri igin bir rasyonel ¢ozimse sirasiyla (vVa,b,c), (a,vb,c),
(a,b,c) Ucliisi x* + Dy* = z* denkleminin ikinci dereceden bir indirgenmis

¢cozUimudar.

Sonug 4. 1. 4 : p = 3 (mod8) iken x* + py* = z* denkleminin tiim ikinci dereceden

cozlimleri indirgenmistir.
Sonu¢ 4.1.5: p = 3 (mod8) iken
x4 + pyz — 1 (4.1.1)

denkleminin rasyonel ¢ozimleri yoktur (Nagell 1964). Benzer sekilde p = 3 (1mod8)

iken;

x2+ pyt=1 (4.1.2)
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denkleminin rasyonel ¢ozimu yoktur (Mordell 1969). Dikkat edilirse x? + py* =1
denklemi v? = u3 + 4pueliptik egrisi ile iliskilidir. Clnkl (u,v), v? =u3+ 4pu

denkleminin asikar olmayan bir ¢6zimu ise;

(8pu — v?) 2u
V2 '7)

(
x% + py* = 1 denkleminin ¢ozimudur. Bu yiizden p = 3 (mod8) iken

v? =u3 + 4pu, (4.1.3)

Denkleminin tiim rasyonel ¢ézlimleri uv = 0 sartin1 saglar.

Simdi p = 11 (mod16) igin
x*+ py* =z° (4.1.4)

denkleminin tiim rasyonel ¢6zlimleri xyz = 0 sartin1 saglar (Mordell 1969).
Simdi (4.1.4) denklemini p = 3 (mod16) iken diisiinelim. Bu denklem

v? =u(u? +p) (4.1.5)

eliptik egrileriyle ilgilidir (Bremner ve ark. 1984). Dolayisiyla her bir u ya da pu bir

tam kare olmalidir. pu tam kare ise,

= (0) 4o

olmalidir. Bu ytizden u bir tam kare olmak Uzere v? = u(u? + p) denkleminin bir

¢6zUmin{ elde etmis oluruz. ebob(x,y) = 1 olmak Uzere

N
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kabul ederek

x*+ pyt =z
denklemi igin bir ¢6zime sahip oluruz.
Silverman (1986)’a gore

v =u(u? +p)% p = 3 (mod16)

denklemi icin rank =1 ’dir. Bu durum p =3 (modl16) iken x*+ py*=
z? denkleminin sonsuz c¢oklukta ¢oziimiiniin oldugunu gosterir. Ornegin, p =
3iken (1,2), v? = u(u? + p)’nin ¢dziimiidiir. Dolayisiyla (1,1,2) de

x* + py* = 722

denkleminin bir ¢ozimudur. p = 19 iken (19,30), v? = u(u? + p)’nin bir ¢dzumudur
ve (3,1,10) da

x* + py* = 72

denkleminin bir ¢ozimudir. p = 67 iken ((2401/225), (148274/3375)) (4.1.5)’in
bir ¢c6ziimi olup (49, 15,3026) da (4.1.4)’ln ¢6zumuddr.

px* — 4y* = z% p = 3 (Mod8) (4.1.6)

denkleminin tim rasyonel ¢ozlimleri xyz = 0 sartim1 saglar. Clnki —1,p modunda

ikinci dereceden bir kalan degildir.

Teorem 4.1.1°nin ispat1 (4.1.5) denklemine dayalidir. z # 0 oldugunda

x*+ py* =1 (4.1.7)
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denkleminin ¢oziimiine odaklanilir. x,y € K ve K ise Q 'nun ikinci dereceden bir

geniglemesidir. y # 0 iken (4.1.7) denklemi igin verilen herhangi bir ¢6ziim mevcut ise

_l—x2

=2

olarak tamimlandiginda x? icin x? = —ty? + 1 ifadesi elde edilir. (4.1.7) denkleminde

x2yi yerine koyarak y? icin bir ¢6ziim bulabiliriz. Oyleyse

2

w2= Pt a2 (4.1.8)

T p+t2 T p+t2

x,y € K, t € K’dir. Burada ele alinacak 2 durum vardir. Her bir t rasyoneldir ya da
irrasyoneldir. En son durumda ikinci dereceden bir ¢6ziim olmadigimi ve sadece
indirgenmis ikinci dereceden ¢oziim oldugunu gosterecegiz. Ilk olarak t’nin rasyonel
oldugunu kabul edelim. (4.1.8)’deki x2 ve y? rasyoneldir. x rasyonel fakat y irrasyonel
ise y? = y, yazilarak x* + py? = 1denklemi icin bir rasyonel ¢ozim elde edilir. y
rasyonel ancakzx rasyonel degilse, x* = x; almarak x? + py* = 1 denklemi icin bir
rasyonel ¢oziim elde edilir. x ve y’nin her ikisi de rasyonel degilse x = x;vd ve
y=y,Vd bakarak baz1 d € Q icin x} + pyf = (%)2 denklemi icin bir rasyonel
¢6zim buluruz. Tanim 4.1.3’e goére bu ikinci dereceden ¢dzlmlerden indirgenmis olan
(4.1.1) ve (4.1.2) ile hem x* + py? = 1 hem de x? + py* = 1 sifirdan farkl1 rasyonel
cOztimlere sahiptir. Bu yiizden tim kalan ¢oziimler x* + py* = z2den gelir.

Kabul edelim ki t irrasyonel olsun. Boylece bazi rasyonel B ve C sabitleri i¢cinK = Q(t)
ve F(t) =t?+ Bt + C = 0 elde edilir.(4.1.8) de verilen icinde t bulunduran x? ve y?
rasyonel ifadeleri yerine t’ye bagh K = Q(t) ve F(t) = t? + Bt + C = 0 polinomlari
tercih ederiz.

X =(p+t>)xy veY = (p + t?)y olsun. Boylece dikkat edilirse X? = 2t(p — t?) ve
Y2 = 2t(p + t?) oldugu goriiliir. X,Y € K oldugundan X = a+ bt ve Y = a; + byt

olacak sekilde a, b, a;, b; € Q vardir. X,Y degerleri yerine konuldugunda t’nin
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t (a+ bz)? —2z(p — z*)ve(a, + by2)? — 2z(p + z?)
Uclinct dereceden polinomun bir kokii oldugu gorilir. Boylece iki polinomda
F (2)tarafindan béliinebilir. Uclincii dereceden bu iki polinomu bolen ikinci dereceden
indirgenemeyen bir polinomun olmadigin1 gosterecegiz. Yani bdyle t’nin var olmadigi
ispatlanabilir. M + Nzve M; + N,z Dbu Ucglincu dereceden polinomlar icin iki bolim
olsun. Boylece M, N, M,, N, rasyonel sabitler ve N, N; # 0 iken
(a+ bz)? = 2z(p — z*) = F(z)(M + Nz) (4.1.9)
(ay + b12)? —2z(p + z*) = F(2)(M; + N, 2) (4.1.10)
yazilabilir. A¢ik¢a goriillmektedir ki —M /N ve — M, /N, sabitleri (4.1.9) ve (4.1.10)’un
sol tarafindaki polinomlarin birer kokidir. Dolaysiyla (a + bz)? = 2z(p — z2)
ve (a; + biz)? = 2z(p + z%) denklemleri icin rasyonel c¢ozimler vardir. Bunlar
nelerdir?

v=20a+ biz) veu =2z

ele alinirsa tek ¢6zum

u= v =0o0lanv? = u3 + 4pu

olur. Bu yilizden z = 0,

(ay + b12)? = 2z(p + z?)

icin tek ¢ozumdir. Bu yilzden 0 = M;/N; oldugu goriiliir. M; = 0 dir ve (4.1.10)

denklemine gére a = 0 dir.

N,F(z) = —2z% + b?z — 2p,
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F(z)’nin (4.1.9) denklemini saglamadig1 gosterilebilir. (4.1.9) denkleminde F(z) yerine
yazilit  (a + bz)? — 2z(p — z2) = =2z + b?z—2p  elde edilir ve Kkatsayilari
karsilastirilir. F(2), (4.1.9) denklemini saglamaz. Bununla birlikte eger

(a + bz)? — 2z(p — z?) = (=22% + b?z — 2p)(M + Nz)/N;denklemi dikkate almirsa
Bu denklem genisletilir ve z3’{in katsayisina bakilirsa N; = —N oldugu goriiliir. Sabit
terimden - M/N = —a?/(2p) (4.1.9) esitliginin sag taraf sabitindeki sifir - M /N dir.
Yani (4.1.9) daki sifir;u,v € Zve ebob(u,v) = lile a € Q ya da —u?/(2pv?)ile

—a?/(2p) formuna sahip olmali. Bu yiizden (4.1.9)’un sol taraf sabitinden;

2(=u?/2pr*H)(p — (—u?/(2pv*))?)

ifadesinin kare oldugunu goriiriiz. Bu yuzden,

(@) (u* —4p°v")/(4@*)(Pp*)

karedir ki bu da p(u* —4 p3v*) kare olmas1 anlamma gelir. Boylece (4.1.6)’daki
denklem ic¢in bir ¢czim elde edilebilir ki bu istenilen 6zellikte higbir a’nin var olmadigi
sonucunu verir. (4.1.7) denkleminin tim ikinci dereceden ¢ozimlerinin x* + py* = z2
den indirgenmis olan ¢oziimler oldugu gosterilmisti. Dolayisiyla bu sonugla Teorem
4.1.1’nin ispat1 tamamlanir (Manley 2006).
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5. SONUCLAR VE TARTISMA

Bu calismada, Diophantine denklemlerinden x™ + py™ = p?z™ formundaki Ozel
denklem ailesinin agikar ¢oziimler disinda bir ¢éziime sahip olup olmadigini inceledik.
Bu incelemeyi yaparken konu iizerinde daha dnce yapilmis olan ¢ok sayida makale ve
kitap taramas1 yapip onlarda kullanilmis olan metotlar1 ve 6zellikle FMID’1 (Fermat’nin
Sonsuz Indirgeme Metodu) kullandik.

Diophantine denklemlerinin ¢ok sayida 6zel formu literatirde mevcuttur. Bunlar, Lineer
Diophantine denklemleri, Pell denklemleri, Fermat’nin son teoremi gibi denklemlerdir.
Dolayisiyla bu tiir denklemlerin ¢6ziim yontemleride kullanildiklar1 denkleme baglh
olarak ¢esitlilik gostermektedir. Bu da literatiir taramasinda karsimiza ¢ikan en biiylik
zorluktur.

Baslangigta x™ + py™ = p?z™ denklemini tim n dogal sayilar i¢in incelemek istemis
olsak da bunu sadece n bir tek dogal say1 iken yapabildik. n = 4disindaki diger ¢ift
dogal sayilar i¢in x, y, z aralarinda asal degilken ¢oziimiin var olup olmadigina dair bir
sonuca ulasamadik. Sonu¢ olarak bu durumun tartisilmasi sonraki asamada

yapilabilecek bir calisma olarak diisiiniilmektedir.
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