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OZET

Bu calisma ii¢ boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, diger boliimlerde kullanilacak
temel tanim ve teoremler verildi. Ayrica bu boliimde birim diskte analitik olmak {izere

h(0)=g(0)=h'(0)—1=0 seklinde normalize edilmis, y6n koruyan harmonik yalinkat
f =h+J tipindeki fonksiyonlarm S,, smifi ve bunun alt smiflarmin temel 6zellikleri

incelendi.

Ikinci béliimde, birim diskin disinda meromorf harmonik fonksiyonlarin ,, sinifi ile
ilgili temel 6zellikler verildi ve X,, siifinn X, (1,a) ve Z,,(a,b) ile adlandirilan iki 6zel

alt sinift ¢alisildi. Bu siniflara ait fonksiyonlar i¢in katsay1 tahminleri, distorsiyon ve alan

teoremleri verildi.

Ugiincii béliimde, orijinde kutup noktasi olan meromorf harmonik fonksiyonlarin
MHS . () ve MHSg(n, ) smiflari ile 0 < p <1 olmak iizere p noktasinda kutba sahip

olan meromorf harmonik fonksiyonlarin S, (p) sinifi incelendi.

Anahtar Kelimeler : Meromorf harmonik, yildizil, konveks, simetrik



v

ABSTRACT

This work consists of three chapters. In the first chapter, basic definitions and theorems,

which will be used in other chapters are given. Furthermore, the class S, of sense
preserving univalent harmonic functions f=h+7 normalized by
h(0)=g(0)=h'(0)—1=0, where h and g are analytic on the unit disk, and fundamental

properties of its subclasses are examined in this chapter.

In the second chapter, fundamental properties the class X, of meromorphic harmonic
functions in the exterior unit disc are given, and two special subclasses X, (4,a) and
2, (a,b) of the class X,, are worked. Coefficient relations, area and distortion theorems

are given for functions in these classes.

In the third chapter, subclasses MHS.(a) and MHSS(n,«) of the class of

meromorphic harmonic functions with a pole at the origin, and the calass S, (p) of the
class of meromorphic harmonic functions with a pole at the p point for 0 < p<1 are

examined.

Key words : Meromorphic harmonic, starlike, convex, symmetric
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SIMGELER DiZiNi

Au
fog

Re{f}

arg{f}
Im{f}

f(D)
f*F

F<f

| T

S
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u nun Laplasiyeni

f ile g fonksiyonlarimin bileskesi
Kompleks diizlem

Birim disk

f fonksiyonunun Jakobiyeni

f fonksiyonunun eslenigi

(F I+ E DA T =D

f fonksiyonunun z ye gore kismi tlirevi
f fonksiyonunun Z ye gore kismi tiirevi

D nin smirt

f fonksiyonunun reel kismi

f fonksiyonunun arglimenti

f fonksiyonunun imajiner kismi

Birim diskin dis1

D nin f fonksiyonu altindaki resmi

F fonksiyonuile f fonksiyonunun Hadamard ¢arpimi
F nin goriintii bolgesi f nin goriintii bolgesi tarafindan
kapsanmistir (Sabordinasyon).

f fonksiyonunun modiilii

f fonksiyonunun ¢api (diameter)

D nin kapanist

Reel sayilar kiimesi



GIRiS

Bu calismanin amaci, meromorf harmonik fonksiyonlar siifinin bazi alt siniflari
icin katsay1 bagintilari, distorsiyon ve alan teoremleri elde edip ekstremal (ug)

problemleri ¢ozmektir. Bu ¢alisma ii¢ boliimden olugmaktadir.

Calismanin birinci bdliimde, ikinci ve tigiincii boliimlerde sik¢a kullanacagimiz bazi
tanimlar ve sonuglar verildi. Ayrica bu bdliimde /4 ve g fonksiyonlar1 birim diskte
analitik olmak tizere h(0)=g(0)=h'(0)—1=0 seklinde normalize edilmis, yon
koruyan harmonik yalinkat f =4+ g tipindeki fonksiyonlarin §,, smifi ve bunun alt

siniflariin temel 6zellikleri verildi.

Ikinci béliimde, ilk olarak birim diskin disinda meromorf harmonik fonksiyonlarin

2, smifi ile ilgili temel 6zellikler verildi. Sonra 0< A <1 ve 0<a <1 olmak iizere

f(2)=h(z)+g(z) =z+ Zakz*k + Zbkz_k
k=1 k=1
biciminde ve

(n+a)|a, | +(n-a)|b, |<1

 A(n—-1D+1
> A

katsay1 bagintisini saglayan meromorf harmonik fonksiyonlarin X, (1,«) smifi ve a ve

b reel sayilar1 —1, —1/2, —1/3,... den farkli olmak iizere

[>e}

N 1 . B 1 .
RPN v ve i CA v

n=-1
bi¢ciminde tanimli ¢,(z), ¢,(z) fonksiyonlar ile tipik reel harmonik f fonksiyonunun
Hadamard ¢arpimlariyla elde edilen

F=H+G =f*(t,+1,)%(t, +1,)
fonksiyonlarmin X, (a,b) smifi incelendi. Bu simiflara ait fonksiyonlar icin katsayi

tahminleri, distorsiyon ve alan teoremleri verildi.



Calismamizin ti¢lincii boliimii iki kistmdan olusmaktadir. Birinci kisimda,

11 =3[~ 7B ve D" @)= D)+ (1) Dg(2)
operatorleri i¢in & > 0 olmak lizere

Re{_ D(aD +(1+ a)D°)f(z)} 0
(aD +(1+a)D°) Tf(z)

esitsizligini saglayan orijinde kutup noktasi olan meromorf harmonik fonksiyonlarin

Re{— 2D /(2) }>a
D2 D' f(-2)

esitsizligini saglayan meromorf harmonik fonksiyonlarin MHS§(n,a) smifi incelendi.

MHS ¢ (o) smifi ve

Ikinci kisimda ise 0 < p <1 ve a € C\{0} olmak iizere I\ {p} halka bélgesinde

0

h(z) = i +chz” ve g(z)zidﬂz”
n=1

z=-p

n=1

veyalD, ={z : 0</z— p|<1- p} halkabolgesinde

h(z) = “p+§a,,(z—p)" ve  g(z)=Yb(z-p)

z—

biciminde seri agilimina sahip /(z) ve g(z) fonksiyonlart i¢in

f(2)=h(z)+g(z)+ Alog |z~ p|

bicimindeki p noktasinda kutba sahip ve lim f(z)=o 0&zelligindeki meromorf
z—p

harmonik fonksiyonlarm S, (p) sinifi incelendi.



1. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, reel ve sanal kisimlar1 eslenik olmak zorunda olmayan kompleks
degerli harmonik yalinkat fonksiyonlarin bazi siniflar1 hakkinda genel bilgiler verildi.
Bu fonksiyonlar analitik olmadigindan, analitik yalinkat fonksiyonlarda olmayan bazi
zorluklarla kargilasmak kaginilmaz olmaktadir. Konform ddniisiimlerin bir genellemesi
olan bu fonksiyonlarla ilgili ilk ¢alisma James Clunie ve Terry Sheil-Small (1984)
tarafindan yapilmistir. Konuyla ilgili makalelerinde, bu doniisiimlerin bazi siiflarinda
tahminlerin kesin bigimlerini biiylik oranda belirleyememis olmalarina ragmen, daha
genel smifta katsayr tahminlerini, distorsiyon teoremlerini ve Ortme teoremlerinin
benzerlerini elde ettiler. Ad1 gecen bu calismada bazi geometrik 6zellikteki harmonik
dontigiimler i¢in olduke¢a giizel tahminler ortaya ¢ikardilar. Yapilan bu ilk ¢alisma, bu
alanda calisan bir kisitm matematikgilerin dikkatini ¢ekti ve boylece harmonik yalinkat

dontistimler yeni ve aktif arastirma alan1 kazanmis oldu.
1.1. Harmonik Fonksiyonlar

Bir D bolgesinde tanimli reel degerli u(x,y) veya u(z) fonksiyonu D de ikinci
mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahip ve Laplace denklemi denilen

0’u  0u
= 3 +—2:0
ox~ 0y

Au

denklemini sagliyorsa u fonksiyonuna D de reel harmonik fonksiyon denir. Eger,
u=u(x,y) ve v=v(x,y) fonksiyonlar1 xy-diizleminde bir D bdlgesini uv-diizleminde
bir B bolgesine bire bir ve harmonik olarak déniistiiriiyorsa, f(z)= u(z)+iv(z)
fonksiyonuna D de harmonik yalinkat fonksiyon denir. Buna gore, kompleks degerli
harmonik yalinkat bir fonksiyon, reel ve imajiner kisimlari reel harmonik olan ve bir
bolgeyi bire bir harmonik olarak déniistiiren bir fonksiyondur. Bu fonksiyonlar analitik
olmak zorunda olmadigindan analitik yalinkat fonksiyonlar i¢cin gegerli olan bazi
ozellikler harmonik yalinkat fonksiyonlar icin gegerli degildir. Ornegin analitik
fonksiyonlar bileske altinda korunmasina ragmen, harmonik fonksiyonlar korunmaz.

Yani, / harmonik ¢ analitik fonksiyonu i¢in f o ¢ harmonik olmasina ragmen, @o f

fonksiyonunun harmonik olmasi gerekmez. Analitik fonksiyonlarm smifi bir cebir



olusturmasina ragmen, harmonik fonksiyonlarin sinifi olusturmaz. Ayrica bir harmonik
yalikat déniisiimiin tersi de harmonik olmak zorunda degildir. Ustelik harmonik
dontigiimlerin ~ smir  davramiglar1t  konform  donmiigiim  denilen analitik yalinkat
fonksiyonlardan ¢ok daha karmasiktir. Bununla birlikte, konform doniisiimlerin bilinen

teorisi bir sekilde harmonik doniistimlere tasinabilir (Duren 2004).

C kompleks diizleminde basit baglantili her hangi bir bolgede harmonik yalinkat

dontistimleri ¢alismak yerine, birim diskte ¢calismak genelligi bozmaz. Ciinkii 1, basit

baglantili bir Dc C bolgesinden G bolgesi tizerine harmonik yalinkat bir doniisiim ve

@ de D={z:|z|<1} agik birim diskini D bdlgesi lizerine konform olarak resmeden bir
dontigimii ise F = fog@, D diskini G {izerine resmeden harmonik yalinkat bir

doniisiim olur. Bu durumda esas doniisiim ise f = F o ¢~ bi¢imindedir.

En basit harmonik yalinkat doniisim 06rnegi konform olmasi gerekmeyen
f(@)=az+y+pfz, |al# | bicimindeki afin doniisimledir. Bu doniisiimler

kompleks diizlemden kendisi lizerine harmonik doniisiimler doniisiimlerdir.

Bir afin doniisim ile bir harmonik yalinkat doniisiimiin bileskesi olan
af+y+pf doniisimii yine bir harmonik yalinkat déniisiimdiir. Diger bir drnek;
f(2) :z—i-%Zz dontistimiidiir. Bu doniisim D birim diskinde yalinkat ve harmonik
olup, D diskini |w|=3 ¢emberi ile cevrelenmis bir egrisel ilicgen igine resmeder.
Benzer sekilde n>2 i¢in f(z)=z+1Zz" fonksiyonu da harmonik yalinkat olup, bu
doniisiim altinda acik birim diskin goriintiisii, | w|=(n+1)/n ¢emberi i¢inde kalan n +1

koseli egrisel bir cokgendir (Duren 2004).

f =u +iv fonksiyonunun Jakobiyeni

J,(2)=

=u,v, —u,v,

u, v,
u

y y

bigiminde tanimlanir. Eger f fonksiyonu analitik ise J,(z) =] f"(2) > dir. Analitik bir

f fonksiyonunun bir z noktasinda yerel olarak yalinkat olmasi icin gerek ve yeter sart



J ;(z) # 0 olmasidir (Clunie ve Sheil-Small 1984). Hans Lewy 1936 da bu sonucun
harmonik yalinkat doniisiimler i¢in de gecerli oldugunu gosterdi. Bir D bolgesinde
harmonik yalinkat bir f fonksiyonu i¢in J,(z)>0 ise f ye yon koruyan, J ,(z)<0
ise f ye yonii ters ¢eviren denir. Eger f yon koruyan ise f eslenik fonksiyonu yonii

ters ¢evirendir.

f=u+iv fonksiyonunun Jakobiyeni J,=|f,|°—|f.|> bi¢iminde de ifade

edilebilir. Sonug olarak, | f.(z) |>| f.(z)| oldugu yerlerde f fonksiyonu yerel olarak
yalinkat ve yon koruyan, | f,(z)|<| f.(z)| oldugu yerlerde f yonii ters ¢eviren bir
fonksiyondur. Eger f fonksiyonu yon koruyan ise

(L 1=1zD1dz | <[dw| < (| [ [+] Sz D]dz|
esitsizligi saglanir. Bu esitsizligin geometrik bir yorumu; f fonksiyonu sonsuz kiiciik

bir ¢gemberi, biiyiik ve kiiciik eksenleri orant

AL
VARYA

olan sonsuz kiigiik bir elips tizerine resmeder bigimindedir. D, =D (z), 1<D,(z)<o,

oranina f fonksiyonunun z noktasindaki genlesmesi (dilatation) denir. K, 1< K <0

ozelliginde sabit bir say1 olmak tizere verilen bir bolgede | D, (z)[< K ise yon koruyan
bir /' homeomorfizmine kuasikonform veya K-kuasikonform doniisiim denir. Buna gore
l-kuasikonform doniistimler konform dontstimlerdir. . =f./f, oranmna f
fonksiyonunun kompleks genlesmesi denir. Eger f yon koruyan bir doniiglim ise
0<|u,|<l oldugu agiktir. Ayrica |D,(z)|<K olmasi igin gerek ve yeter sart
| g, (2)[S(K-D/NK+1) olmasidir. Yani yon koruyan bir homeomorfizmin

kuasikonform olmasi i¢in gerek ve yeter sart verilen bir bolgede onun kompleks

genlesmesinin | 1, (z) [< K <1 olmasidir. Harmonik fonksiyonlar teorisinde v, =72/ f.
oranina ikinci kompleks genlesme denir ve u, kompleks genlesmesinden daha fazla
kullanilir. [v, |=| &, | oldugundan f fonksiyonunun kuasikonform olmasi i¢in gerek

ve yeter sart | v, |< K <1 olmasidir.



Teorem 1.1.1. /' bir Dc C bolgesinde yerel olarak yalinkat ve yon koruyan olsun. Bu
takdirde f fonksiyonunun harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart w=v, =72/ f.

fonksiyonunun D de analitik olmasidir.

Ispat. f fonksiyonunun D de yerel olarak yalinkat ve J;(2)>0 oldugunu kabul

edelim. Z = f. esitliginin z ye gore tiirevi ve (f). = Z esitligi dikkate alinirsa
foo=fo0+f. 0. (1.1)

elde edilir. f harmonik oldugundan f,. =+A f =0 olup (1.1) bagintist geregi D de

@®. =0 elde edilir. Bu da » fonksiyonunun D de analitik oldugunu gosterir.

Tersine eger @, D de analitik ise @. =0 olup (1.1) esitliginden E: f..o
olur. f fonksiyonu D de yerel olarak yalinkat ve J,(z) >0 oldugundan, her z € D i¢in

|w(z) <1 dir. O halde E= /.. o esitligl ancak f . =0 olmasi durumunda saglanir.

Buise f fonksiyonunun D de harmonik oldugu gosterir. m

Bu teorem 6zellikle yon koruyan f harmonik yalinkat doniisiimiin ikinci kompleks
genlesmesi olan a):Z/ /. fonksiyonunun analitik ve modiiliiniin 1 den daha kiigiik

oldugunu gosterir. Bu yiizden a):Z/ f. fonksiyonuna f fonksiyonunun analitik

genlesmesi veya kisaca genlesmesi de denilir. Ayrica, “® =0 olmasi i¢in gerek ve yeter

sart f fonksiyonunun analitik olmasidir” énermesinin dogrulugu agiktir.
1.2. Harmonik Yalinkat Fonksiyonlarm S, Smifi

Bu kisimda yalinkat analitik fonksiyonlarin genellemesi olarak harmonik yalinkat

fonksiyonlarin sinifi ve bu sinifa ait baz1 6nemli 6zelliklerden bahsedildi.

D birim diskinde analitik # ve g fonksiyonlar1 i¢gin ) de harmonik bir f

fonksiyonu

f=h+g, g0)=0



biciminde yazilabilir ve buna f fonksiyonunun standart gésterimi denir (Clunie ve
Sheil-Small 1984). Ustelik bdyle bir yazilim tektir. Ger¢ekten; f harmonik fonksiyon
iken f, fonksiyonunun analitik oldugu g6z oniine alinirsa, I diskinde analitik bir %
fonksiyonu igin A'=f. dir. g=f—h denirse, i fonksiyonunun tanim geregi D
diskinde
g:=/f.~h.=0

olur. Bu ise g fonksiyonunun D de analitik oldugunu gosterir. Bu temsilin tekligi hem
analitik hem de anti-analitik yani bir analitik fonksiyonun eslenigi, fonksiyonunun sabit
olmasi gercegine bagli olmak zorundadir. Eger [ reel degerli ise temsil
f=h+h=Re(2h) esitligine indirgenir ve teklik bir imajiner sabit farkiyla ortaya

cikar.

D diskinde 4 ve g analitik fonksiyonlarinin seri agilimlari
h(z)zZanZ" ve g(z)=2bn2"
n=0 n=1

olmak tiizere D de yon koruyan f =h+g harmonik yalinkat fonksiyonu igin
| g'(z)|<| h'(2)| dir. Bu durum A'(z) # 0 oldugunu gosterir. Bu yiizden 4(0)=0 ve
h'(0) =1 almak genelligi bozmayacaktir. Boylece ) diskinde

f(2)=h(z)+g(z) :Z+ianz” +ibnz” (1.2)

ozelliginde yon koruyan harmonik yalinkat dontigiimlerinin S, snifit olusturulmus
olur. Buna gore S, smifinin, analitik yalinkat fonksiyonlarin bilinen § simifim
kapsadig: agiktir. f'=h+g €S, fonksiyonunun analitik kismi olan / fonksiyonu yerel
olarak yalinkat olmasina ragmen [ diskinde yalinkat olmasi gerekli degildir. S,
normal bir ailedir. Yani §; smifindaki her fonksiyon dizisi D diskinde yerel olarak
diizgiin yakinsak bir alt diziye sahiptir. Diger yandan, S, sinifina ait bir fonksiyon
dizisinin limit fonksiyonu harmonik olmasina ragmen yalinkat olmak zorunda
olmadigindan S, kompakt degildir. Gergekten

n _
z

fi)=z+

n+



bi¢iminde tanimlanan f, €S, afin donisiimlerin bir dizisini géz Oniine alalim.
z=x4+1y i¢in f,(z) > f(z)=2x yakinsamast D diskinde diizglindiir ancak limit

fonksiyonu yalinkat degildir.

Her bir f € §, fonksiyonu i¢in | b, |<|a, |=1 oldugundan
W—EW
1= by |°

p(w) = (1.3)

fonksiyonu yon koruyan bir afin doniistimdiir. Boylece
Jo=@of =hy+ g
fonksiyonu
hy(0)=g,(0)=0, A'(0)=1ve g'(0)=0
ozelliginde y6n koruyan harmonik yalinkat bir doniisiimdiir. Bu yiizden f, €S,
fonksiyonu ek olarak g'(0) =0 06zelligine de sahiptir. g'(0) =0 0Ozelligindeki biitiin

f €8, fonksiyonlarinin sinifi Sg, ile gosterilir.

Eger f=h+g eSS, ise bu takdirde g'(0)=0 ve |g'(z)/h'(z)|<1 olup Schwarz
lemmasi geregi | g'(z)|<|z| h'(z)| oldugu agiktir. Buna gére f €S, ise a):z/ f.

genlesmesi i¢in | @(z) | <| z| oldugu gortiliir.

Eger f eSS, fonksiyonunu f; e S;)] fonksiyonuna tasiyan f — f, =@o f
doniisiimiiniin tersi alinirsa f = f +m elde edilir. Boylece |b, | <1 ozelligindeki
belli bir g'(0) =5, sayst igin S, smfi ile S, smifi arasmda bire-bir bir baginti
kurulmus olur. Bu durum S, smifinda ¢dziimii gii¢ olan bir g¢ok problemin S|,

smifinda ¢oziinii yapilarak tekrar S, smifina tagimasini saglar. Asagidaki Clunie ve

Sheil-Small’a (1984) ait sonuglar bununla ilgili olup ekstremal problemlerin

calismasinda 6nemli bir yere sahiptirler.

Teorem 1.2.1. S,; sinifi normaldir. S}, smifi normal ve kompakttir.



Teorem 1.2.2. f =h+g e S, fonksiyonlari igin | b, |< dir.

Heniiz S§ smifi dolayisiyla da S, smifi icin genel katsayr bagmtilar ispat

edilememistir. Ancak Clunie ve Sheil-Small (1984), f =h+g €S}, fonksiyonlari igin

katsay1 tahminlerinin
la, |< é(2n +D(m+1D, b, < %(271 -D(n-1) ve |a,|-|b,|<n (1.4)

oldugunu ifade etmislerdir. Bu tahminlerine

z—1z2 417’
h(z) = 2 6 e _2 6
@=" T e s= A

olmak iizere harmonik Koebe fonksiyonu denilen K = h+ g fonksiyonundan hareketle

ulagsmiglardir. Gergekten (1.4) bagintis1 i¢in esitlik harmonik Koebe fonksiyonu igin

saglanir. k(z) = z/(1-z)* analitik Koebe fonksiyonu igin
K=h+g=h—-g+2Re{g}=k+2Re{g}

veya

z+12°| z
K(z)—Re{(l_2)3}+z Im{(l—z)z} (1.5)

olarak yazilabileceginden, K eS?, fonksiyonu birim diski reel eksenden (—o0,—+¢]

cikarilmis kompleks diizlem iizerine bire bir ve harmonik olarak resmeder. Koebe

fonksiyonunun analitik yalinkat fonksiyonlarin S sinifinda oynadigi rolii Harmonik

Koebe fonksiyonu S}, smifinda oynar.

fo € S,?, ve |b |<1 olmak {izere her bir f=h+geS, fonksiyonu
f=/f,+bf, biciminde yazilabileceginden (1.4) bagmntist geregi [feS,
fonksiyonlar1 i¢in katsay1 bagintilarinin
[ [
|an|<§(2n +1) ve |bn|<§(2n +1) (1.6)
oldugu goriiliir. Ayrica (1.4) ve (1.6) bagntilarndan S, smifinda |a, <3, Sy

smifinda ise | a, |[< 3 tahminleri elde edilebilir.
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1.3. Konveks Harmonik Fonksiyonlar

Bu kisimda, birim diskin konveks bolgeler iizerine harmonik yalinkat doniistimlerin
genel ozellikleri verildi. Ozellikle, bu doniisiimlerin yapisal 6zelligi ile ilgili Rado-

Kreser-Choquet teoremi ve katsay1 esitsizlikleri tizerinde duruldu.

Teorem 1.3.1 (Rado-Kneser-Choquet). Q c C, I'" Jordon egrisi tarafindan sinirlanmig

konveks bir bolge ve ¢ de 0D den I' iizerine bir homeomorfizm olsun. Bu takdirde

@ = [ gt ar, (17

27y | —z[

fonksiyonu D) diskinden Q {izerine bir konveks harmonik yalinkat doniisiimdiir (Duren

2004).

Ozel olarak, 8=0(t), O(27)—60(0) =27 bzelliginde [0,27] araliginda azalmayan
stirekli bir fonksiyon ise D diskinden yine kendi iizerine yon koruyan harmonik bir
doniisiim
-z

&= |

o |

e’ d (1.8)

eit —z |2
bi¢imindedir. Tersine (1.8) tipindeki her bir fonksiyon D kapanisinda siirekli ve bir

f(e")=¢""" smir fonksiyonuna sahiptir.

Konveks konform doniisiimlerle ilgili bazi1 sonuglar konveks harmonik yalinkat
doniistimlere genisletilebilir. (1.2) bagintisin1 saglayan birim diskin konveks bolgeler

lizerine biitlin yon koruyan f =h+ g harmonik yalinkat doniistimlerin sinifi C,, ile
gosterilir. Konveksligi ve yonii koruyan (1.3) afin doniisiimi ile f=h+ ge(C,
fonksiyonunun bileskesi olan ¢ o f fonksiyonu da konveks olup bu fonksiyonlarin sinifi
CY ile gosterilir. Boylece, feC,, ise f, =(f —b, f)/(1=|b ) eC’ ve f,eC’ ise

f=f,+b, fy €C, olur.

Clunie ve Sheil-Small’a (1984) ait olan asagidaki teoremleri verelim.
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Teorem 1.3.2. Her bir f € C}, fonksiyonunun f(D)) goriintii kiimesi tiim | wl<$ diskini

bulundurur.

Ispat. Hipotez geregi f(D) konvekstir. Eger we f(D) ise uygun bir rotasyonla her
ze D icin Re{e”[f(z) — w]} >0 yapilabilir. f =4+ g fonksiyonu i¢in
p(z) =€ [h(z)-wl+eg(z)=c, +cz+c,z° +---
denirse Re{p(z)}>0 olur. Buna gore c, =—¢’w ve ¢ =" dir. Boylece reel kismi
pozitif analitik fonksiyonlar i¢in gecerli olan katsay1 bagintisindan
1=e” |=|c, [£2]c, |=2]—€“w|=2|w]|

veya |w|>1 elde edilir. m

Teorem 1.3.3. f =h+ g € C,, ise bu takdirde her ze D i¢in
Re{(e“h'(z)+e g (2))(e” —e#2)} >0

olacak sekilde « ve B agilar vardir.

Bu teoremin bir sonucu olarak asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 1.3.4. f € C}, ise f fonksiyonunun katsayilar1 n =2,3,... igin

4, 1<, b, 1< ve g, |1, <1
n 2 n 2 n n
esitsizliklerini saglar. Esitlik
zZ zZ
L(z)=Re +ilm 1.9
@) {l—z} {(1—2)2} (1.9)

fonksiyonu i¢in gegerlidir. Bu fonksiyon birim diski Re{w}>—4 yar diizlemin tamam

lizerine yon koruyan harmonik yalinkat olarak doniistiiriir.

1.4. Yildiz1l Harmonik Fonksiyonlar

Birim diskin f €S, fonksiyonu altinda goriintiisii orijine gore yildizil bir bolge ise

f fonksiyonuna yiuldizil harmonik yalinkat fonksiyon denir. Bunun anlami f(D)
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goriintii kiimesinin tamami orijinden goriinmesidir. Bir baska degisle, w, = f(z,)
noktas1 f fonksiyonunun goriintii kiimesine ait ise orijin ile w, noktasini birlestiren
dogru pargas1 da goriintii kiimesine aittir. Orijine gore yildizil bir bélgenin sinir egrisine

vildizil egri denir. Eger f birim ¢emberi y1ldizil bir egriye doniistiiriiyor ise bu takdirde

arg{f(e'?)} fonksiyonu & fonksiyonunun azalmayan fonksiyonu yani

S arg{f(e”); 0

dir. Bu kisimda, yildizil olan f € S,OJ doniisiimlerinin genel dzellikleri ile S}, smifi igin

tahmin edilen fakat heniiz ispatlanamayan (1.4) bagintilarinin yildizil fonksiyonlar igin

ispatlandig1 gosterildi.

Teorem 1.4.1. Her bir yildiz1l f € Sg, fonksiyonu (1.4) esitsizliklerini saglar. Esitlik
K(z) harmonik Koebe fonksiyonu icin gegerlidir. Ayrica her bir yildizil f e S,
fonksiyonu (1.6) bagintisini saglar (Clunie ve Sheil-Small 1984).

Sonug¢ 1.4.2. Her bir yildizil f € Sg, fonksiyonu i¢in

13r+7°
@l

, |zlEr<l

esitsizligi saglanir. Esitlik harmonik Koebe fonksiyonu i¢in gegerlidir.

Gergekten, Teorem 1.4.1 geregi

o0

|f X a, "+ |b, 7"
n=1

n=l1
S%Z(2n+l)(n+l)r” +%Z(2n—1)(n—l)r”
n=1 n=l1

_l3r+r3
3(1—1”)3

1 = 2
=—> 2n +Dr"
3;( )

elde edilir.

Asagidaki teorem analitik yalinkat fonksiyonlar icin gecerli olan Alexander

teoreminin harmonik yalinkat fonksiyonlara kismi bir genellemesidir.
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Teorem 1.4.3. f =h+ g €S, yildizil bir fonksiyon, H ve G
zH'(z)=h(z), zG'(z)=-g(z) ve H(0)=G0)=0
ozelliginde analitik fonksiyonlar ise bu takdirde F = H+G , C ; sinifina ait konveks

bir fonksiyondur (Duren 2004).

Bu teoremin tersi genelde harmonik yalinkat fonksiyonlar i¢in dogru degildir. Yani
F=H+G, C ,, smifina ait konveks bir fonksiyon iken A(z)=zH'(z) ve

2(z) =-zG'(z) olmak iizere f=h+g fonksiyonu yildizil olmak zorunda degildir.

Ornegin, (1.9) da verilen L fonksiyonu i¢in L = H + G alindiginda elde edilecek olan
f = h+ g fonksiyonu yalinkat degildir.

1.5. Tipik Reel Fonksiyonlar

Birim diskte kompleks degerli harmonik bir f fonksiyonu i¢in ancak ve ancak z
reel iken f(z) reel ise f fonksiyonuna tipik reel fonksiyon denir. h(0)= g(0)=0,
|A'(0)|=1 ve O0<r<1 igin f(r)>0 ozelliklerindeki biitliin yon koruyan tipik reel
harmonik f =h+g fonksiyonlarn smift 7, ile gosterilir. 7, smifinin g'(0)=0
ozelligindeki alt sinift 7' 13 ile gosterilir. Burada 4'(0) =1 olmas1 gerekmedigi gibi tipik
reel harmonik bir fonksiyonun yalinkat olmasi da gerekli degildir. Ancak, her bir reel

katsayil1 f €S, fonksiyonu tipik reeldir ve 7, smnifina aittir. Gergekten, f =h+g

fonksiyonunun biitin a, ve b, katsayilar1 reel ise bu takdirde her ze DD i¢in
f(z2)= M +g(z) = f(2) dir. Ote yandan, f(z) fonksiyonunun reel olmas1 i¢in gerek
ve yeter sart f(z)= f(z) olmasidir. Bdoylece, f(z) reel iken f(z) = f(z) elde edilir.

Eger f yalinkat ise bu durum z =Zz igin gegerli olabilir. Bunun anlam1 f(z) ancak z

reel oldugunda reeldir. Boylece f €T}, dir.

Eger f=h+g €Ty, ise bu takdirde Im{z} >0 icin Im{f(z)} >0 ve Im{z} <0
icin Im{f(z)} <0 dir.
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Im{f(2)} = Im{h(z) + g(2)} = Im{h(z) - g(2)}
oldugundan, f fonksiyonunun tipik reel olmasi i¢in gerek ve yeter sart o =h—g
analitik fonksiyonunun tipik reel olmasi gerektigi aciktir. Bir analitik tipik reel

fonksiyonu reel katsayilara sahip oldugundan her bir f €7,, fonksiyonu i¢in a, —b,
(n=12,..) reeldir. a_l—b_] reel ve | b, |<|a, |=1 oldugundan

a,f(2)=b, f(z)
1-|b,

Jo(2)=

= hy(2)+£,(2) (1.10)

y6n koruyan tipik reel harmonik bir fonksiyondur ve f,(0)=0, A;(0)=1 ve g;(0)=0

ozelliklerini saglar. Boylece, f, €T, 13 dir. Tersine (1.10) bagintisindan
f@)=afy(2)+b fy(2) (1.11)

olarak verilebilir. Ayrica, f, €7, 13 fonksiyonu i¢in f fonksiyonu (1.10) bi¢ciminde ve

a, ve b, |b|<|a,|=1, q +b_1 >0 ozelliginde herhangi iki sabit ise f €7}, oldugu

aciktir.

Asagidaki teorem tipik reel fonksiyonlarin katsay1 bagintilar ile ilgilidir.

Teorem 1.5.1. Eger f =h+g Ty ise bu takdirde @, =1 ve n=2.3,... igin (1.4) ve
feT, ise (1.6) esitsizlikleri saglanir. Esitlik harmonik Koebe fonksiyonu i¢in

gecerlidir (Clunie ve Small 1984).
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2. BIRIM DIiSKIN DISINDA MEROMORF HARMONIK FONKSIYONLAR

Bu bdliimde, oncelikle birim diskin disinda tanimli yon koruyan meromorf
harmonik yalinkat fonksiyonlarin siniflar ile ilgili yapilan ¢aligmalar, temel kavramlar
baslig1 altinda verildi. Daha sonra birim diskin disinda meromorf harmonik yalinkat
fonksiyonlarin iki smnifi tanimlanarak ve bu smiflara ait fonksiyonlar i¢in katsayi

bagintilari, distorsiyon teoremleri ile baz1 sonuglar elde edildi.

2.1. Temel Kavramlar

Bu kisimda birim diskin dis1 olan D = {z:] z|> 1} bolgesinde tanimli yon koruyan

meromorf harmonik yalinkat fonksiyonlarin siifi ve alt siniflar1 hakkinda genel bilgiler
verildi. Bu fonksiyon smiflart ilk olarak Hengartner ve Schober (1987) tarafindan
calisilmig olup, cesitli yazarlar tarafindan degisik alt siniflart incelenmistir. Asagida,
gelecek boliimlerde kullanilacak olan bu ¢alismalarda elde edilen bazi sonuglar verildi.
Once Hengartner ve Schober’e (1987) ait birim diskin disinda yén koruyan meromorf

harmonik yalinkat fonksiyonlarin yapisini verelim.

Teorem 2.1.1. [, D da kompleks degerli yon koruyan harmonik yalinkat ve

f(0)=1lim f(z) =00 6zelliginde bir fonksiyon olsun. Bu takdirde, f fonksiyonu

f(z)=h(z)+g(z)+ Alog|z| 2.1
biciminde yazilabilir. Burada
h2)=az+) az" ve g(z2)=pz+) bz" (2.2)
k=0 k=1

D da analitik, 4eC ve 0<| B|<|a| dir. Ayrica @ = f. / f, analitik ve | @(z) |< 1

sartini saglar.

Bu teoremin bir sonucu olarak Silverman ve Jahangiri (1999), (1.11) tipindeki
fonksiyonlarin agagidaki katsay1 bagintisini saglamalari durumunda yalinkat olduklarini

gosterdi.
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Teorem 2.1.2. (2.1) ve (2.2) bagintilar ile verilen f* fonksiyonu

S'u(la,|+16, 1) <la|~| B|~| ]

n=1

ise f D da yon koruyan ve yalinkattir.

(2.1) ile verilen f fonksiyonuna

&w—ﬂ_w—aao +ﬂ_ao
e | AP

afin doniistimii uygulandiginda o=1, =0 ve a,=0 elde edilerek, f fonksiyonu

normalize edilmis olur. Boylece,
h(z)=z+Y az" ve g(z)=) bz" (2.3)
k=1 k=1

olmak iizere D da yon koruyan meromorf harmonik yalinkat fonksiyonlarin (2.1)

tipindeki f fonksiyonunun >, smifi elde edilir. Ayrica >, sifinin logaritmik
singiileritesiz alt smifi >, ile gosterilir. Buna gore >, ={f €2}, : 4=0} dir. Analitik
yalinkat fonksiyonlarda oldugu gibi S, ile X’ siniflart arasinda birebir bir gegis
yoktur. Son olarak, >, sinifinda sifir1 olmayan fonksiyonlarin

Y4 ={f-c:feX, ve cef(D)

siifin1 tanimlayalim.

Schwarz lemmas1 ve Teorem 2.1.1 kullanilarak Hengartner ve Schober (1987)

asagidaki sonuclar elde ettiler.

Teorem 2.1.3. (a) Eger /e, ise bu takdirde | 4|<2 ve |b, [<1 dir.

(b) Eger f €Y, ise bu takdirde |, [<1 ve | b, |[<L(1=|b, [}) <4 dir.
Ispat. D da analitik ve | w(z) <1 6zelligindeki bir w(z) =w, +w,z"' +... fonksiyonu
icin |w, [£1 ve | w, [£1-]|w, | esitsizlikleri saglanir.

feX!, ise f fonksiyonu (2.3) ile birlikte (2.1) tipinde olup

_2zg'(z)+ A

= o+ 4

-1z —(bl ey |2j22
2 4
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-~ 2bz—lZal—1/1191—1,4|A|2 Z7 4.
2 2 8

fonksiyonu D da analitik ve f yon koruyan oldugundan |a(z)|<1 dir. Maksimum

prensibi geregi w(z)=za(z) fonksiyonu ic¢in |w(z)|<1 dir. Bdylece |§Z|§1 ve

|b,+1] AP|<1=|L 4 elde edilir. Bu durum | b, [< 1 olmasini gerektirir.

Eger f e, ise bu takdirde 4=0, a(z)=-bz " —=2b,z" +--- ve w(z)=2z"a(z)

olup | w(z) |<1 dir. Boylece | b, [<1 ve | b, |[<L(1-|b, |7) <1 elde edilir.

Her iki esitsizlik kesin olup esitlik f(z)=z—-1/z+2log|z| ve f(z)=2z+1/(2Z?)

fonksiyonlar1 i¢in gecerlidir. m
Asagidaki sonug distorsiyon teoremi ile ilgilidir.

Teorem 2.1.4. Eger f —c XY ise bu takdirde her z € D icin | £(z) 2| z| /[4(1+| z])*]
dir. Ayrica f (D), {w:|w|>l6} kiimesini kapsar ve |c|<16 dir( Hengartner ve
Schober 1987 ).

Teoremde c sabiti i¢in elde edilen sinir asagidaki sonucun ortaya ¢ikmasina sebep

olmustur.
Sonug 2.1.5. Eger f € X, ise bu takdirde f(]IND) - {w Jwl>16 } dir.
Gelecek teorem bahsi gegen siniflarin kompaktlig ile ilgilidir.

Teorem 2.1.6. =0, > ve X, smflart lokal diizgiin yakimsaklik topolojisine gore
kompaktirlar.

Tamm 2.1.7. Diizlemde konveks bir bolgenin sinir noktalarindan ¢izilen tegetlerden
karsilikli olarak paralel olanlar arasindaki uzakligin en biiyiigline bdlgenin ¢api

(diameter) denir.
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Asagidaki teorem C\ f (D) atlanmus kiimesinin alt smnirmmn b, katsayisina bagl

olarak elde edilebilecegini gosterir.

Teorem 2.1.8. ' €X', olsun. (C\f(I[N))) kiimesinin d , ¢ap1 igin
d, 22|1+b, |
esitsizligi saglanir. Esitlik | b, [<1 ve | A[< (1—|b, ?)/|1+b, |, | b, |=1 ve A=0 veya
b, =—-1 ve | A< 2 oldugunda
f(z)=z+b,/z+ Alog| z|

fonksiyonu i¢in gecerlidir.
Asagidaki teorem klasik alan teoremiyle ilgilidir.

Teorem 2.1.9. (2.1) ile verilen f € X, fonksiyonu (2.3) seri a¢ilimina sahip olsun. Bu

takdirde

> k(a, | =1b, ’)<1+2Reb,

k=1
esitsizligi saglanir. Esitlik ancak ve ancak C\ f (I[N))) alanmin sifir olmas1 durumunda

gegcerlidir.

2., smifina ait ve tipik reel olan fonksiyonlarinin olusturdugu alt simif X, ve
orijine gore yildizil olan fonksiyonlarinin olusturdugu alt sinif Z*H ile gosterilir.

Ayrica, Zj{ smifina ait olan ve
h(z)=z+Y az"* ve g(z)=->bz"; a,20,b, 20
k=1 k=1

olmak tlizere f =h+ g fonksiyonlarin olusturdugu alt sinif Z;H ile gosterilir. Z; ve
Z*R ; smiflart ile bunlarm alt smiflar1 J. M. Jahangiri ve H. Silverman (2002) tarafindan
calisilmigtir. Bu calismada ozellikle, f € Z;H olmasi i¢in gerek ve yeter sartin
Y. (a,+b,)<I oldugu sonucu bulunmustur. Ayrica benzer sonuglar fonksiyonun

konveks olmasi durumu i¢in de verilmistir. Bu sonuglar daha genel olarak
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ﬁz

0 ~
Re{(l—/i)f(z)+/18‘96f(z)}>a; 0<a<l, A20vezeD
4

sartin1 saglayan f =h+ g fonksiyonlarinin olusturdugu X, R(a,4) smifi i¢in O. P.

Ahuja ve J. M. Jahangiri (2002) tarafindan genellestirilmistir. Ayrica bu konuda O. P.
Ahuja ve J. M. Jahangiri (2003), J. W. Thompson (2003) ve T. Rosy ve ark. (2002)
calismislardir.

2.2. 2, (A,) Simfi

Metin Oztiirk ve Sibel Yal¢in (2002), D birim diskinde

f@)=h(z)+g(z)=z+) a,z"+ bz" (2.4)
n=2 n=l1
tipinde olan ve 4, 0<A<1, |q, |=10lmak lizere
A= 1) a, |40+ @) b, 12 2.5)
n=1 -

katsay1 bagintisin1 saglayan, yon koruyan harmonik yalinkat fonksiyonlarin olusturdugu
SH(A,e) smifi ile onun b, =0 ozelligindeki SH®(A,a) alt siifin1 galigmislardir. Bu

kisimda once, (2.5) bagintisina benzer bir bagintinin meromorf harmonik fonksiyonlar
icin saglanmas1 durumunda elde edilecek fonksiyonlarin sinifi tanimlandi ve bu sinifa
ait fonksiyonlar i¢in katsayr bagmtilart ile distorsiyon teoremleri verildi. Ayrica bu
fonksiyonlar ile tipik reel meromorf harmonik fonksiyonlar arasindaki iliski elde edildi.

Daha sonra, birim diskin disinda meromorf harmonik tipik reel fonksiyonlarin

Hadamard ¢arpimiyla elde edilen X, (a,b) smifi i¢in benzer 6zellikler incelendi.

0<A<1 ve 0<a <1 olmak tUzere
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F(2)=h(z)+g(z) :z+iakz_k +ibkz"k (2.6)
biciminde olan ve
= A(n-1)+1
S A ey a, [+n-a) b, <1 2.7)

n=l1
katsay1 bagintisin1 saglayan fonksiyonlarin smifin1 ¥, (4,a) ile gosterelim. Oncelikle

hedefimiz bu smifa ait fonksiyonlar i¢in katsay1 bagintilar1 ile distorsiyon teoremleri

vermektir. Daha sonra bu fonksiyonlar ile tipik reel meromorf harmonik fonksiyonlar

arasindaki iliskiyi kurmaktir. A =0 ve A =1 olmast durumunda sinifimiz sirasiyla D
da a mertebeli y1ldizil ve konveks harmonik fonksiyon siniflarmi olustururlar. Once bu

kavramlari tanimlayalim.

Tamm 2.2.1. 0<a<1,0<0<27, z=re'?, | z|=7 >1 olmak lizere her z icin

0 i0N)_ i 0\ _ Zh'(Z)—Zg'(Z)
E(arg f(re ))—Imae(log f(re ))_Re—h(z)+E > (2.8)

esitsizligi saglaniyorsa f(z)=h(z)+ g(z) fonksiyonuna D da a mertebeli harmonik
yuldizil fonksiyon denir. & mertebeli harmonik yildizil fonksiyonlarmn smifi X, (0, )

ile gosterilecek.

Eger f(z)=h(z)+ g(z) fonksiyonu i¢in

0 0 oy | _ 2’ h"(2)+zh'(z2)+ 2°g"(2) + zg'(2)
20 {arg(ae f(re ))} Re Y >a (2.9)

ise f fonksiyonuna D da a mertebeli harmonik konveks fonksiyon denir. o mertebeli

harmonik konveks fonksiyonlarin sinifi X, (1, ) ile gosterilecek.

Her iki 2,(0,a) ve Z,(l,a) sniflar1 Jahangiri ve Silverman (1999) tarafindan

calisiimustir.

Konuyla ilgili ilk sonucumuz X, (4,c) sinifina ait fonksiyonlarin hangi 6zelliklere

sahip oldugu ile ilgilidir.
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Teorem 2.2.2. Z, (4,) yon koruyan harmonik yalinkat fonksiyonlarin bir sinifidir.

Ispat. f €X, (A,«) olsun. Bu takdirde f fonksiyonu (2.3) bigiminde olup, Teorem

2.1.1 geregi D da harmoniktir. Simdi f fonksiyonunun yalinkat oldugunu gosterelim.

Bunun i¢in 1<|z, |<|z,| 6zelliginde farkli z, ve z, noktalarini g6z 6niine alalim.

|f(Zl)_f(22)| 2 |h(21)—h(22)|—|g(Zl)—g(Zz)|

SPRy 1—(§|an|zl_l+ +z|b o 1
SER P r‘[Z“" D+ a))a, |+Z”“(” D5, rﬂ

-1

n—
2

n=1

2|ZI_ZZ‘ 1_|Zl |_l Z(n’an ’+n|bn |):|
1_

n=1

2|z, -z, | (-] z |_1)>0

elde edilir. Bu durum £ fonksiyonunun D da yalinkat oldugunu gosterir.

f fonksiyonunun yon koruyan olduguna gelince; |z |=7>1 igin

|h'(2) |2 I—Zn|an lz|""'=1=>nla,|r"" >1-> nla,|
n=1 n=l1

51 2/1(” 1)+1( n+a)la, |
> A=) b |
-«

n=1

>Zn!bn I>Zn\b [t = nlb, |22 g'(2)]

n=l1 n=1

olur. Buise f fonksiyonun D da yon koruyan oldugunu gdésterir. m

Gelecek teorem A sayisinin bilylimesi ile sinifin biiylimesinin ters orantili oldugunu

ifade eder.

Teorem 2.2.3. 0< A, <A, <1 i¢in 2, (4,,a)c X, (4,a) dir.
Ispat. 4, <A, ve feX,(4,,a) olsun. Bu takdirde
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i“”_;g“[(nm) la, [+(n-a)|b, ]

<z 2(” ””( n+a)la, | +(n-a)lb, |

<1

esitsizliginden f eX,(4,,a) elde edilir. m

Teorem 2.24. f=h+g €X,(4,a) ise

Re zh'(2)—zg' (2)+ A2 h"(2) + 2°g"(2) + 2zg’ (). Re{w} S q (2.10)
(1= )(h(2)+ g(2)) + AUzl (z) - 28 (2))

dir.
Ispat. f=h+g eX,(4,@) olsun. Bu durumda (2.10) esitsizliginin saglandigimi
gostermek icin iyi bilinen
Rewza & |1—a+w|2|1+a—w|
onermesinden faydalanacagiz. Buna gore
(1= e)l(1= 2)(h(2) +g(2) + AMzh'(2) ~ 28" (2))] + 2h'(2) ~ 28 (2)
(+ )= 2)(h(z)+ ()

+AZ’h"(2)+2°g"(2) +22g'(2))| -

2. n

+A(zh'(2) - 2g'(2))] - zh'(2) + zg'(2) — A(2° " (2) + 2°g"(2) + 22g'(2))

= ‘(2—a)z+ i[/i(n +)-1j(n-a-Da,z™" +i[/1(n D +1j(n-a+1)b,z"

—loaz— i[/l(n +)-1lln+a+1)a,z" + i[/l(n -D)+1lj(n-a-1)b,z™"

n=1 n=1

> 2(1—a)|z\—2i[/1(n+l)—1](n+a)\an lz|™ —Zi[ﬂ(n—l)+1](n—a)|bn lz[™

n=1 n=1

> 2(1—a)|z|—2i[/1(n—l)+1](n+(x)|an Nz|™ —2i[ﬂ(n—l)+l](n—a)|bn Nz[™"

=2(1‘0‘)‘Z’{1—[iﬂ(’11:—2H( +a)|a, Hz!‘“+2—ﬂ(" DLy, ||z\_”_1}}
22(1—a)|z|{1_[zw(n+a)|a |+Z/1(n 1)+1 n—a)b, 0}20

bulunur. Bu ise teoremin ispatini tamamlar. m
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Asagidaki teorem X, (A4,o) sinifina ait fonksiyonlarin distorsiyon ozelligi ile

ilgilidir.

Teorem 2.2.5. f=h+g e€X,(4,a) ve|z|=r>1igin
r—(-ay <l f@)|<r+A-a)r
dir. Esitlik

-«

f(z)=z%

z
fonksiyonu i¢in gegerlidir.
Ispat. f=h+g €X, (4,a) olsun. Bu durumda

f@ |2+ a,z"+ b,z |<lz[+ (a, [+D,D]z]"

n=1 n=l1 n=1

<lzl+) (a, [+1b, D]z
n=l1

<2+ An-D+(n+a)|a, [+n-a)|b, ] 2|

n=1

< z[+(1-a)|z|"

Ve

o0

| f@)=z+Y a,z"+ ) b,z 2| z|=D (la, | +]b, D z["
n=l n=l1

n=1

2| z[-) (a, |+|b, D] z]"
n=1

2 z| =Y [An=D)+1(n+a)|a,|+(n-a)|b, )|z

n=1

2| z|~(1-a)| z|"

elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur. m

Teorem 2.2.5 den su geometrik yorumu ¢ikarabiliriz: 4 ={w:|w|<a} olmak lizere

D bolgesinin f'=h+ g € X, (4, ) fonksiyonlar: altindaki resmi C\ A4 bdlgesinin alt

kiimesidir.
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Tanmm 2.2.6. 4 kiimesi C veya R cismi iizerinde bir vektdr uzayi olsun. Eger her

x,ye A ve A€(0,]) i¢cin [Ax+ (1-A)y] € 4 ise 4 kiimesine konvekstir denir. Eger her
x,yed ve 2€(0,]) i¢in z# Ax+(1-A4)y ise z € 4 noktasina 4 kiimesinin bir u¢
(ekstrem) noktasi denir. A kiimesini biitiin u¢ noktalarinin kiimesi £, ile gosterilir. Eger
A, topolojik vektor uzayi bir alt kiimesi ise 4 kiimesini kapsayan biitlin kapali konveks

kiimelerin en kiigiigiine A kiimesinin kapali konveks zarfi denir ve cod ile gosterilir.

Krein-Milman Teoremi (Dunford ve Schwartz 1958), yerel konveks topolojik bir
vektor uzaym kompakt bir alt kiimesinin kapali konveks zarfi ile u¢ noktalarinin kapali

konveks zarfinin bir birine esit oldugunu sdyler. Yani kompakt bir 4 alt kiimesi i¢in

coA = coE ., dir. Ustelik coA kompakt ise E— <A di.

Kapali konveks kiimeler ve onlarin u¢ noktalari lineer homeomorfizmler altinda

korunur.

Teorem 2.2.7. X ve Y iki topolojik vektor uzayi ve L: X — Y bir lineer homeomorfizm

olsun. Eger Ac X ise bu takdirde coL(4)=L(cod) ve E—, . =L(E-,) dir (G.

coL(A)

Schober 1975).

Siirekli fonksiyonlarin bir alt vektor uzayi1 olan X, (4,«) smifinin u¢ noktalari,
genel olarak, X, (A,a) smifina ait f,f,,...f, fonksiyonlar1 ve 3> A4, =1
ozelligindeki 4, 20 olmak iizere >, A, f, bigiminde yazilamamas1 demektir. Bagka
bir deyisle, eger bir u¢ nokta >, 4, f, biciminde yazilmis ise durumunda en az bir f,

fonksiyonunun X, (4, ) sinifina ait olmamasi1 demektir.

Simdi X, (4,a) smifinin yeni bir alt sinifin1 tanimlayalim. a, >0 ve b, >0

olmak lizere

h(z)=z+ ian z" ve g(z)= ibn z"

n=l1 n=l1



25

bi¢ciminde seri agilimina sahip # ve g fonksiyonlar: i¢in X, (4,) smifina ait biitiin
f=h+g fonksiyonlarin smufim X, (A,) ile gosterelim. Buna gore

2, (A, a) X, (A,a) oldugu agiktir.

Gelen teorem yeni sinifin u¢ noktalarini belirler.

Teorem 2.2.7. f=h+g fonksiyonunun X, (A,«) smifina ait olmasi igin gerek ve
yeter sart h,(z) =z, g,(z)=z, n=1,2,... i¢gin

- B B l-a —\-n
S Ty e S e e

ve Yo o(x, +y,)=1,x,20, y, >0, olmak lizere f fonksiyonunun

F@=Y ,h, +,g,)

bigiminde yazilmasidir. Ozel olarak X, (A,@) smifinin ug¢ noktalar1 n=0,1,... icin
{h,} ve {g,} fonksiyonlaridir.

Ispat. Once yeter sart1 ispat edelim. Hipotezde verilen sartlar altinda

1= (0 +3,2,)

=z -« n
= Xohy + 208, +Z{xn£z+ D)+ 1t a) z J

n=1

+y | z+ I-a (2)™
YT -+ (n-a)
n -«

_z(x +y”)z+z{ [A(n —1)+1](n+a) *nl +[/1(n—1)+1](n—a)y"(2)_n}

olur. f fonksiyonunun X, (A,«) sinifina ait olmasi igin (2.10) esitsizligini saglamasi

gerekir. Buna gore,

= -« -«
,,Z::'W" ~D+ l]{(" i a)([/l(n “D+1n+a) X”} - a)([/i(n Drlln-a)’" j}

S (=) S (x5, +y) = (=)l - (x5, +y)] < 1-a

elde edilir. Béylece f € X, (1,a) dir.
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Tersine, f=h+geX,(A,a) olsun. Bdylece hipotezde verilenler 1s13inda
n=12,... i¢in

l-« l-«
‘ al’l ‘: xn Ve ‘bl’l ‘: yn
[A(n—-1)+1](n+ ) [A(n-1)+1](n— )

olarak secilirse

F@=h@)+g@=2+3la, |27+ |b, |z~

o0

= -« n
Z:(;(x )2 Z[;t(n—l)ﬂ](nm)x"z

n=1

0

P —1)+1](n o7

— - l-a -n
_x°Z+ZX"(Z+ [A(n—D)+1](n+a) ]

n=l1

o -« —-n
+yoz+zyn£2+ [/1(”_1)+1](n_0‘)2 J

n=1

—Z(x )

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m

bz" ve F(Z):Z'i‘z::l A,,Zin +zn00=1 anin

n=l “n

Tamm 2.2.8. f(z)=z+2", a,z S

olmak iizere f ve F fonksiyonlarinin konviilasyonu veya Hadamard ¢arpimi

(f*F)(Z):f(Z)*F(z)zz+ianAn27" +ib”Bn27" (2.11)

bi¢iminde tanimlanir.

Asagidaki teorem X, (A,a) smifinin Hadamard ¢arpimina gore kapali oldugunu

gosterir.

Teorem 2.2.9. Eger f ve F fonksiyonlar1 X, (4,) smifina ait ise f * F Hadamard

carpimi da bu sinifta aittir.
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Ispat. f(z2)=z+X" a,z Zn bz ve F(z)=z+2" 4z"+2" B z" olsun.

FeZXZ,(Ad,a) oldugundan | 4, [<1 ve | B, |<1 dir. Bu esitsizliklerden faydalanarak

i%[(mm a4, | +(n-a)|b,B, ]

n=1

[(n+a)|a,|+(n—a)|b, |]<1

le(n 1)+1

n=1

oldugu goriiliir. Buise f *F € X, (4, ) oldugunu gosterir. m

Asagidaki teorem X, (A,a) smifinin konveks kombinasyonlara gore kapali

oldugunu gosterir.

Teorem 2.2.10. X, (4, ) smifi konveks kombinasyon altinda kapalidir.
Ispat. i=1,2,3,... igin f,(z) € £, (A4, ) olsun. Bu takdirde her bir f, fonksiyonu

f(z)—z+2a z "+Zb z"

n=l1

gosterimine sahip ve

i[ﬂ(n—l)+l][(n+a) la, | Hn—a)|b, [1$1-a (2.12)

n=1
katsay1 bagmtisin1 saglar. 0<¢ <1 icin >’ ¢, =1 olmak iizere f, fonksiyonlarinin

konveks kombinasyonu

itl. fi(2)= z+i(itiainlzﬂ’ +i(itibinlz_"

|

< i t,{i [A(n=D)+1][(n+a)a, +(n—a)b, ]}

i=1

biciminde olup (2.12) bagintis1 geregi

Zta1

+(n—a)

Z[/i(n 1)+1] |:(n+a)

n=1

b,
i=1

n=1
S t(l-a)=1-a
i=1

elde edilir. Boylece > ¢, f.(z) € £,,(4,) oldugu goriiliir. m
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2.3. 2, (a,b) Smifi

a ve f reel sayilart —1, —1/2, —1/3,... sayilarindan farkli olmak {izere D birim

diskinde

N 1 n N 1 n
ta(Z)—;mZ Ve tﬂ(Z) —;mz

big¢iminde tanimli analitik 7, (z), 4(z) fonksiyonlar1 ve harmonik tipik reel

f&)h@ﬁg@)z+2aﬂ+2bz

n=1

fonksiyonunun Hadamard ¢arpimi yardimryla
F=H+G=f*(t,+1,)%(ty+15)
bi¢iminde tanimlanan F fonksiyonlarmn smifi Metin Oztiirk ve Sibel Yal¢m (2000)

tarafindan tanimlanmis ve calisilmistir. Bu kisimda benzer tanimlama meromorf

harmonik fonksiyonlar sinifi i¢in yapilacaktir. a ve b reel sayilarn —1, —1/2, —1/3,...

den farkli olmak tizere

oo}

1 L N 1 -
ta(z):;IH(n—_'_l)az ve tb(z)zzlmz
bigiminde taniml ¢,(z) ve t,(z) fonksiyonlari ve f €., fonksiyonunun Hadamard
carpimlariyla elde edilen
F=H+G =f*(t,+1,)%(t, +1,)
fonksiyonlariin olusturdugu sinift X, (a,b) ile gosterelim. Buna gore X, (a,b) smifina

ait bir 7 fonksiyonu

F(z)=H(z)+G(2)

[1+(n+1)a][1+(n+1)b]
b . (2.13)
[1+(n+Da][l+(n+1)b] @)

o0
_ -n -n
=z+ Anz + ZB" z
n=l1

n=1
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bi¢iminde bir seri agilimina sahiptir.

Tersine, f €2, olacak sekilde uygun olarak se¢ilmis q,, a,,..., a ve

PERER

b, b,,....,b,,... katsayilar1 i¢in (2.13) tipinde bir F' fonksiyonu X, (a,b) siifindadir.

Teorem 2.3.1. F = H +G fonksiyonu i (a,b) sinifina ait olsun. Bu takdirde

f(z)=ab[22H"(z) + 2°G"(2)] - [a + b(1 + @)|[zH(z) + zG(2)]
+(1+a)1+b)F(2)

(2.14)
olacak sekilde bir f e, fonksiyonu vardir. Tersine herhangi bir fe>,,
fonksiyonu i¢in (2.13) tipinde ve (2.14) denkleminin ¢6ziimii olan bir F € X, (a,b)
fonksiyonu vardir.
Ispat. F e X, (a,b) olsun. t,(z) fonksiyonu ¢,(z)=-azt' (z)+(+a)t, (z) veya
t,(z) =-bzt,(z)+(1+b)t,(z) biciminde yazilabileceginden herhangi bir fe2,,
fonksiyonu
F(2)= F(@)* (1 (2) + 1,(2) * (1 (2) + £ (2)
= (h(2) + g(2) *[~a(z1,(2) + 21, (2) + (L + @), (2) +1,(2))]
#[=b (20(2) + 26,(2) + (14 D)1, (2) +1, ()]
bi¢iminde ifade edilebilir. Bu esitlikten
h(z) = abh(z)*zt, (z)*zt,(z) —a(l+b)h(z) * zt. (z) *t,(z)
-b(1+a)h(z)*t, (z2)*zt,(z)+ (1 +a)1+b)h(z)*t,(z) *t,(z) (2.15)
=abz’H"(z)-[a+b(+a)zH'(z) + (1+ a)(1+ b)H(z)

veE

g(2) = abg(2) * zt}(2) * 21(2) — a1+ b)g(2) * 21, () *1,(2)
b1+ a)g(2)*t,(2)* 25 (2) + (1 + @)1 +b)g(2) %1,(2) %1,()  (2.16)
= abz’G"(2) - [a+b(1+a)]zG'(2) + (1 + a)(1 + b)G(2)

olur. Boylece f(z)=h(z)+ g(z) fonksiyonu i¢in (2.12) ve (2.13) bagintilarindan (2.14)

bagintis1 elde edilir.
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Tersine f(z)=h(z)+ g(z) fonksiyonu X, sinifina ait olsun. Bu takdirde (2.15) ve
(2.16) esitliklerinden H ve G fonksiyonlari (2.14) bagmtisini saglar. 2 ve g

fonksiyonlar1 D da analitik olduklarindan H ve G fonksiyonlar1 da D da analitiktir.

Béylece z € D igin

H(z)= i Az" ve G(z)= i Bz

n=-1 n=-1

bicimindedir. (2.15) ve (2.16) bagmtilarindan

z+ianz’” = i [1+(n+Dal[l+(n+1)b]4,z™"

n=1 n=-1

Ve

o0

dbz" = i [1+(n+Da][l+(n+1)b]B,z™"

n=1 n=-1
oldugu goriiliir. Boylece H(z)=h(z)*t, (z)*t,(z) ve G(z)=g(z)*t,(z)*t,(z) olup

F=H+G=(h+g)*(t,+1,)*(t, +1,) € X, (a,b) elde edilir.m

Teorem 2.3.2. Eger F e 3,,(a,0) ise bu takdirde z €D igin
F)=1['¢ rz)a
(2)=—[& 1) dg
olacak sekilde bir ' € >, fonksiyonu vardir.

Ispat. Tanimdan dolay1 F € £, (a,0) fonksiyonu i¢in

F(z)=f(2)*(t,(2) +1,(2)) (2.17)
olacak sekilde bir f € >.,,, fonksiyonu vardir. Ayrica z € D i¢in ¢,(z) fonksiyonunun
1 ¢ 1, 22
t =—|<&° d
NORS j ]

bicimindeki integral temsilleri (2.14) de yerine yazilirsa

*ll 1 z? z2
Fe)=f@*—| ¢ [Z_§+Z_§Jd5

ifadesi elde edilir ve bu ifade de
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2y z? z? _ hi z
1) [Z_§+Z_§} EHQ+Ee()

esitligi yerine yazildiginda ispat tamamlanir. m

Benzer sekilde, eger F € £,,(0,b) ise bu takdirde z € D icin

F@) = [ 16 1) de (2.18)

olacak sekilde (2.18) esitligini saglayan bir f' € 2.,,, fonksiyonu vardir.

Simdi X, (a,b) smifina ait ve her zeD icin H(z)# G(z) bagintisin1 saglayan
fonksiyonlarm olusturdugu alt sinifi X', (a,b) ile gosterelim. Bu sinifa ait bazi sonuglari
vermeden Once ispatta kullandigimiz S. H. Jun’a ait iki lemmay1 verelim.

Lemma 2.3.3. K(z)=z+2 s,z ", D da analitik, tipik reel ve her ze D icin
K(z) # 0 esitsizligini saglayan bir fonksiyon olsun. Bu takdirde K(z) reel katsayili ve

>0 ;Im{z} >0 ise

Im{K(2)} = {<o Im{z} <0 ise

dir (Jun 2000).

Lemma 2.34. K(z)=z+Y, s,z ", D da analitik, tipik reel ve her zeD icin
K(z)#0 esitsizligini saglayan fonksiyon olsun. Bu takdirde L(¢)={K(1/{)}"

bi¢iminde tanimlanan L fonksiyonu ID diskinde analitik ve tipik reeldir (Jun 2000).

Asagidaki lemma, Lemma 2.3.3 {in X', (a,b) sinifina uygulamasindan bagka bir sey

degildir.

Lemma23.5. F=H+G e 2 (a,b) ise
K(z)=H(z)-G(z)=z+2%,,(4,-B,)z"
fonksiyonu tipik reel ve reel katsayil1 olup

» " >0 ; 0<@<rise
Im{H (re"”)—G(re")} = )
<0 ;—7r<6@<0 ise
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dir.

Teorem 2.3.6. Eger F = H +G e ¥, (a,b) ise bu takdirde ¢ € I igin

Re{l_gz ! }>o (2.19)
¢ (H1/$)-G61/9))

dir. Tersine, eger H(®)=o, G(o)=0, A4, =4 , B, =B, (n=1,23,...), zeD

icin H(z)# G(z) ve K(z)=H(z)—G(z) fonksiyonu (2.19) bagintisin1 sagliyorsa
F=H+G fonksiyonu X', (a,b) sinifina aittir.

Ispat. F = H + Ge ¥’ (a,b) olsun. Bu durumda, Lemma 2.2.4 den
K(z)=H(z)-G(z)=z+) (4,-B,)z"
n=1

fonksiyonunun D da tipik reel analitik oldugu ve Lemma 2.2.5 ten de
L) ={KU/O) = +2,e,8"
fonksiyonunun 1)  diskinde tipik reel analitik oldugu goriiliir. Boylece

W.Rogosinski’nin 1932 deki ¢alismasindan

Re{l —¢” ! } >0
¢ (HI/H-GA/D)
elde edilir (Rogosinski 1932).

Tersine H(w)=o, G(o0)=0 ve ze D icin H(z)# G(z) olsun. Bdylece,
L) ={KA/O) ! =¢+3%,¢,&" fonksiyonu I diskinde analitiktir. Ayrica 4, = A_n ,
B = BT ve L({) fonksiyonu (2.19) bagmtisini sagladigindan S.Yal¢in ve
M.Oztiirk’{in (2000) caligmasinda verilen Teorem 3.2 geregi K(z) = H(z)—G(z)

fonksiyonu D da tipik reel harmoniktir. Boylece F = H + Ge X' (a,b) dir. m

Teorem 23.7. Eger F(z)=H(z2)+G(z)=z+), Az"+) B, z" fonksiyonu

2 (a,b) sinifina ait ise agagidaki esitsizlikler saglanir.
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|4, — B,| <3/[1+2al[1+2b], |4, —B,|<2/[1+3a][l+3b]
|4; — B,| <8/[1+4al[l+4b], |4, —B,|<12/[1+5a][1+5b] (2.20)

|4; — By| <28/[1+6a][l1+6b], |4, —Bg|<52/[1+7a][l+7b].

ispat. K(z2)=H(z)-G(z)=z+ i Sz", S =A4,-B, ve L()={K(1/¢)}" olsun.

n=1

Teorem 2.3.6 nin ispatinda verildigi gibi L(¢), D diskinde tipik reel analitiktir.
Boylece, n=1,2,3,... igin

|a, |

_ |b, |
[+ (m+Da][l+ (n+1)b]

|4, | [1+ (n+ Da][l+ (n+1)b]

1B, |=

oldugundan S. H. Jun’un 2000 deki calismasinda verilen Teorem 2.6 (Jun 2000) geregi

(2.20) bagintisi ile verilen katsay1 bagintilar1 elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m

3. BIRIM DIiSKDE BASIT KUTUP NOKTASINA SAHIP MEROMORF
HARMONIK YALINKAT FONKSiYONLAR

Calismamizin 6nceki boliimiinde birim diskin disinda meromorf harmonik yalinkat
fonksiyonlarin smiflar1 incelendi. Bu boliimde ise birim diskin i¢inde meromorf
harmonik yalinkat fonksiyonlarin siniflart iki kisim da incelendi. Birinci kisimda
orijinde basit kutup noktasina sahip olan meromorf harmonik yalinkat fonksiyonlarin
siifi, ikinci kisitmda birim diskte orijin disinda basit kutup noktasina sahip meromorf
harmonik yalinkat fonksiyonlarin sinifi ele alindi. Her iki kisimda verilen siiflara ait

fonksiyonlar i¢in katsay1 bagintilari, distorsiyon ve alan teoremleri verildi.
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3.1. Orijinde Basit Kutup Noktasina Sahip Meromorf Harmonik Yalinkat
Fonksiyonlarin MHS;.(a) ve MHSg(n,«) Smiflart

Bu kisimda ilk olarak G. S. Salagean tarafindan 1981 yilinda analitik fonksiyonlar
icin tanimlanan Salagean operatorii ile Sakaguchi tarafindan 1959 yilinda tanimlanan

simetrik noktaya gore yildizil fonksiyonlar tanimlanacak.

Tanmm 3.1.1. D birim diskinde analitik olan /(z) fonksiyonu i¢in
D h(z)=h(z), Dh(z)=zh'(z)
ve n=1,2,... i¢in
D" h(z) = D(D"h(z))

biciminde tanimlanan D operatdriine Salagean operatérii denir (Salagean 1981).

Bu kavram harmonik fonksiyonlara ilk defa Jahangiri tarafindan 2002 yilinda

asagidaki bigimde uyarlanmustir.

D birim diskinde harmonik f(z)=h(z)+ g(z) fonksiyonu i¢in Salagean operatorii

D’ f(2)=f(2) = h(z) + g(2), Df (z) = Dh(z) - Dg(z) = zh'(z) — zg'(2)

ve n=2,3,... i¢in

D" f(z) = D"h(z) +(-1)"D"g(z)

biciminde tanimlanir (Jahangiri ve ark. 2002).

Tanim 3.1.2. D birim diskinde analitik bir f(z) fonksiyonu

Re{ﬂ} >0
fG) /)

esitsizligini sagliyorsa f(z) fonksiyonuna simetrik noktaya gore yildizil fonksiyon denir

(Sakaguchi 1959).



35

Simetrik noktaya gore harmonik yildizil fonksiyonlar simifi benzer sekilde

tanimlanabilir. Bu durumda f =/ + g harmonik fonksiyonu

Re {2(sz (2)- zfz(z))} o
f(2)-f(~2)

esitsizligini sagliyorsa f = h+ g fonksiyonuna simetrik noktaya gére harmonik yildizil

fonksiyon denir.

Salagean ve Sakaguchi tarafindan tanimlanan bu operatorler farkli ¢aligmalara
zemin hazirlamistir. Bu operatorler yardimiyla yeni operatorler ve harmonik
fonksiyonlarin yeni alt siniflar1 tanimlanmis ve calisilmistir. Bu c¢alismalar ayni

zamanda meromorf ve meromorf harmonik fonksiyonlar i¢in de yapilmistir.

Chen ve arkadaslar tarafindan 1996 yilinda orijinde basit kutup noktasina sahip ve

D\ {0} halka bolgesinde

0

f(z)=l+2an z"

z

n=1

biciminde seri agilimina sahip meromorf yalinkat fonksiyonlar i¢in 7 operatdriinii
3 5]
() =71/ ()= /(=2)

biciminde tanimlanarak, 7 ve D operatorii yardimiyla simetrik eslenik noktaya gore
yildizil olan meromorf fonksiyonlarin sinifini tanimlandi (Chen ve ark. 1996).

Bu kisimda Chen ve arkadaslarinin yaptigi tanima benzer sekilde meromorf
harmonik fonksiyonlarin simetrik eslenik noktaya gore yildizil olanlarinin MHS ()
smift ile meromorf harmonik fonksiyonlarin Salagean operatorii yardimiyla
MHS s (n,«) sinifi tanimlandi. Bu siniflara ait fonksiyonlar igin katsay1 bagntilar ve

alt siniflariyla ilgili sonuglar elde edildi.

h(z) fonksiyonu D\ {0} halka bdlgesinde analitik, orijinde basit kutup noktasina

sahip ve rezidiisii 1 ve g(z) fonksiyonu I) birim diskinde analitik olmak tizere I\ {0}

halka bolgesinde
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f(z):h(z)+@=l+ianz" +ibnz” (3.1)
z

n=1 n=1
biciminde bir seri a¢ilimina sahip meromorf harmonik yalinkat f(z) fonksiyonlarinin
smifint MH ile gosterelim. MH smifina ait ve her z € D\ {0} i¢in,
Re{— M} >0 (3.2)
h(z) +g(z)

bagintisin1 saglayan f(z) fonksiyonuna D\ {0} halka bolgesinde meromorf harmonik

yalinkat yildizil fonksiyon denir ve bu tip fonksiyonlarin sinifimt MHS" ile gosterelim.

Eger MH sinifina ait bir f(z) fonksiyonu her z € D\ {0} i¢in

2h'(2) - 2¢'(2)

bagintisin1 sagliyorsa f fonksiyonuna D\{0} halka bolgesinde meromorf harmonik

Re {_ 2 h'(2)+ 2 (2)+ 278" (2) + 28 '(2)} ) (3.3)

yalinkat konveks fonksiyon denir ve bu tip fonksiyonlarin sinifint MHC ile gosterelim.

Simdi f(z)=h(z)+g(z) e MH fonksiyonlar1 icin 7" ve D operatdriinii asagidaki
sekilde tanimlayalim:
1) T operatorii :

1@ =@~ TR0 Sla, (17 a1+ S 1B, ~(1)'b, 17"

n=l1

2) D operatori :
D f(2)=f(z)=h(z)+g(2), Df (z) =zh'(z) - z8'(2)

ve n=1,2,.. icin

D"f(z)=D"h(z)+(-1)"D"g(z).

Buna gore

n n 1 < n n N m
D"h(z)=(-1) ;+Zk a,z" ve D g(z):Zk b z"

k=1 k=1

elde edilir.
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Tanimdan hareketle D ve T operatorlerinin asagidaki ozellikleri sagladigini
gormek zor degildir.
a) Eger 1 € C ve f,F € MH ise bu takdirde
DIAf +(1-A)F]=ADf +(1-A)DF
ve
T[Af +(-A)F=ATf +(1-A)TF .
b) DT =TD.
c)IT =T.

Boylece meromorf harmonik yalinkat fonksiyonlar i¢in (3.2) bagintisi ile verilen

yildizillik kriteri D operatoriine bagli olarak

Re{—m} >0, zeD\{0}
/()

ve (3.3) bagintisi ile verilen konvekslik kriteri de

Re{—w} >0, zeD\{0}
Df(2)

bi¢iminde ifade edilebilir.

Simdi D ve T operatorleri yardimiyla yeni bir sinif tanimlayalim.

Tamm 3.1.3. f=h+geMH fonksiyonu her zeD\{0} icin ) +e@) _g(z) #0
zh'(z)—zg'(2)

esitsizligini saglasin. Bu durumda o > 0 olmak iizere

Re {_ D(aD +(1+a)D") f(z)} -0
(aD +(1+a)D°) Tf(z)

esitsizligini saglayan f fonksiyonuna egslenik noktaya gore simetrik o -yildizil
harmonik yalinkat fonksiyon denir. Bu fonksiyonlarin siifi MHS§. () ile gosterilir.

Bundan bdyle o =0 olmasi durumunda MHS.(0) yerine MHSy. alinacak.

Asagidaki teorem f(z)=h(z)+ g(z) fonksiyonunun yildizil olmast i¢in gerekli

sart1 ifade eder.
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Teorem 3.1.4. Eger (3.1) bagintisi ile verilen f(z)=h(z)+ g(z) fonksiyonu
.n(la, |+]b,1)=1 (3.4)
n=1

esitsizligini sagliyorsa f e MHS" dir.

Ispat. p(z) fonksiyonunu 6zel olarak

_Df(2) .
p(2)= 1 ; zeD\{0}
1

;0 z=0
bigiminde tanimlanirsa f € MHS™ oldugunu gostermek igin

| p(2) =1I<| p(2) +1 (3.5)
esitsizliginin her z € D i¢in saglandigim1 gostermemiz yeterlidir. p(z) fonksiyonunun

seri agilimi (3.5) bagintisinda yerine yazildiginda z e DD\ {0} i¢in

Y (n+Da,z"'+ |z Y. (n=1)b, z""
n=1 n=1

<1+ la,|-Y 16, (3.6)
n=1 n=1

veE

‘2 - Z(n ~Da, z""'+|z|? Z(n +1)b, z""
n=1 n=1

>2-> (n-Da,z""=|z|> D (n+1)b, z""
n=1 n=1

>1+3|a, =Y |b, | (3.7)
n=1

n=1
elde edilir. Ayrica her z € D\ {0} i¢in

0

(n+Da,z""'+|z]> X(n-1)b, z""
1 n=1

n=

| p(2)-1|= - p—
1+Xa, z"+|z)? Xb,z""
n=1 n=1
ve
‘2— Y(n—1a, z""+|z|* T(n+1)b, z""
P+l

0 e —
1+Xa, z""+|z)> Xb,z""
n=1

n=l1
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oldugundan (3.6) ve (3.7) bagintilarindan (3.5) esitsizliginin her bir z e D\ {0} igin
korundugu goriiliir. z =0 durumunda ise esitsizlik agiktir. Bu takdirde p(z) reel kismi

pozitif harmonik yalinkat fonksiyonlarin PH sinifina aittir. Boylece teoremin ispati

tamamlanmis olur. W

Konvekslik i¢in benzer sonug asagidaki gibi verilebilir.

Sonug¢ 3.1.5. Eger f(z)=h(z)+ g(z) e MH fonksiyonu

n=l1

esitsizligini sagliyorsa. Bu takdirde /e MHC dir. B
Simdiki teorem MHS™ simifina ait fonksiyonlar i¢in katsay1 bagintisini vermektedir.

Teorem 3.1.6. MHS" sinifina ait olan bir f(z) = h(z) + g(z) fonksiyonu igin

o0

.nla, [’ =1b,1")<1 3.8

n=1

dir. Esitlik, f,(z) = 1 + Lz” fonksiyonu icin gecerlidir.
z

Vn
ispat. f(z)=h(z)+g(z) fonksiyonu MHS® smifina ait olsun. Bdylece f(z)
fonksiyonu z € D i¢in (3.5) esitsizligini saglar. f(z) fonksiyonunun (3.1) bagintisinda

verilen seri agilimi (3.5) bagitisinda yerine yazildiginda her z € D i¢in

2 - i(n ~Da,z"" + i(n +1)b,z"z

n=1 n=1

<

i(n +1Da,z"" - i(n )b z"z
n=1 n=1

elde edilir. Ayrica z=re'?, 0<0 <2z, r (0,1) igin

2z 2

J‘ Z (n+ l)anr"“ei(“l)e _ Z (n— I)Z},nne—i(n—l)e 4o
0 In=1 n=1

2

do

2

‘]

0

2 _Z(n _l)anrnﬂei(nﬂ)@ + Z(n +1)Ern+le—i(n—l)9

n=1 n=1

in@

esitsizligi gecerlidir. {¢””} nin ortagonalligi geregi
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Dnlla, [P =b, [ )r*" <1 (3.9)
n=l1

elde edilir. (3.9) esitsizliginde » — 1~ icin limit alinirsa (3.8) esitsizligi elde edilir.

£, (2)= LI fonksiyonu igin > n(|a, " —|b,[*)=1 oldugu goriiliir. Boylece

Z \/; n=1

teoremin ispati tamamlanir. W

Meromorf konveks harmonik yalinkat fonksiyonlar icin benzer katsayr bagintisi

asagidaki bigimde ifade edilebilir.

Sonug 3.1.7. Eger f(z) e MHC ise

2. (la, =16, )<1
n=l
dir.
Asagidaki teorem MHS§. simifi ile MHS™ smifi arasindaki iligkiyi vermektedir.
Teorem 3.1.8. f(z)=L1+>" a,z"+> b, z" € MHS. ise Tf € MHS" dur.
Ispat. f(z)=h(z)+ g(z) e MHS}. oldugundan her z € D\ {0} icin

_Df(z) __2(zh'(2) - 2z8'(2)) _

= 3.10
76 fe-ren 10
ve Re{p(z)} >0 dir. Ayrica
—— 2D - (-Dg'(F) __ D) .
e f@-1C2) e G4
dir. Ayrica (3.10) ve (3.11) bagmtilarindan
_DTf(Z):_l Df(z)+ D(-f(-2)) :l z ? 312
) 2{ () } 2(1?( )+ p(=2)) (3.12)

oldugu goriiliir. Re{p(z)} >0 oldugundan Re{p(-z)}=Re{p(-z)} >0 dir. (3.12)

bagintisindan

_DIf(9| _1 =
Re{ Tf(z)} 2Re{p(z)+ (5 >0
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elde edilir. Boylece Tf € MHS™ oldugu goriiliir. ®

1@ =1~ 7)
%%g[an —(-1ya, 1" %2[@ NS REL

oldugundan dolay1 Teorem 3.1.6 ve Teorem 3.1.8 den asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 3.1.9. f(z)=1+>" a,z"+X,,b,z" € MHS. olsun. Bu takdirde

i%nan (1)@, [* - |b, —(~1)"b, [ ]<1

n=1

A\

Snla, P =15, I ~1)"(Re(a,)” ~Re(,)* <2

n=1

dir.

Teorem 3.1.10. « >0 i¢in /' € MHS" («) olsun. Bu takdirde

f=D,f =(@D+(1+a)D")f
olmak tizere D, Tf € MHS" ve Tf € MHS () dur.
Ispat. feMHS («) iken f*eMHS;. oldugundan Teorem 3.1.8 geregi
Tf* =TD,f € MHS" oldugu goriiliir. Ayrica 7D = DT oldugundan 7D, = D, T elde
edilir. Bdylece D,Tf(z)=TD,f(z)e MHS* dir. Ustelik 7T =T oldugundan her
zeDD\{0} i¢in

Re{_ D(eD +(1+a)D’) Tf(z)} _ Re{_ D(Dan(z))} o

(aD +(1+a)D")TTf(z) D, Tf(z)

elde edilir. Bu ise Tf fonksiyonunun MHS" (&) sinifina ait olmasi demektir. B

Teorem 3.1.11. Eger (3.1) bagintisi ile verilen f(z)=h(z)+ g(z) fonksiyonu i¢in
Z\/n2+l(|an|+|bn|)£1 (3.13)
n=l

esitsizligi saglaniyorsa f(z) € MHS,. dur.



42

Df(2)
1 (2)

tanimlandiginda  f(z) € MHS. oldugunu gostermek i¢in p(z) fonksiyonunun (3.5)

Ispat. p(z) fonksiyonu p(0)=1 ve zeD\{0} icin p(z)=- bigiminde

bagintisini sagladigin1 gostermek yetecektir. Bunun i¢in de, f(z) fonksiyonunun seri

acillmindan ve p(z) fonksiyonunun tanimindan hareketle yapilan hesaplamalar

g{(n+%jan—(—l)"%c7} oz P Z{(n—zjb +—(=1)" b}
2—2{(;1—%)%“—1)"%5"} YilzP Z{( ]b ——( )" b}

oldugunu veya onun yerine
1 1
+| n+—=la, - (-1)"=a
( 2) D 27

N- 1
—— |B +=(=1)"b
(}’l 2) n 2( ) n
1 1 N~ 1
——la, +(-)"=7 +—|b ——(=1)"b | <2
(n 2jan ( ) 2 an (n 2) n 2 ( ) n

esitsizliginin saglandigin1 gostermek yeterlidir. » degerleri sirasi ile tek ve ¢ift olarak

Y- 1 1 1
—— b, +=(=D)"b,|+| n+—=|a,-(-D)"—a
(n 2],, 2( )", (n 2]61” ( )261,,

1 1 1)y~ 1

——la,+(-)"=a, |+| n+—=|b,——(-1)"b
[n 2)an (-1, (n 2j,, D',
<2Vn’ +1(a,|+|b, |

elde edilir. Bdylece teoremin ispati tamamlanir. W

sonunda

<

[e]

2

n=1

+ +

alindiginda

+

Sonu¢ 3.1.12. Her n=1,2,... i¢in a, katsayilar1 reel ve

zn(|an|+|bn|)£1

n=1

ise f(z)=L+X7a,z"+X,,b,z" € MHS. dir.
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Gelecek teoremde MHS;. sinifinin yapisal ozelligi hakkinda bilgi vermek igin

sabordinasyon prensibinden faydalanilacagindan dolay1 dnce sabordinasyon tanimini

verelim.

Tammm 3.1.13. /', D diskinde harmonik yalinkat bir fonksiyon ve w(z), |w(z) <1,
w(0) =0, w'(0) >0 sartlarim1 saglayan D diskinde analitik bir fonksiyon olsun. Eger
zeD i¢in F(z)= f(w(z)) ise F fonksiyonu f fonksiyonuna sabordinedir denir. Bu

durum F < f bi¢iminde gosterilir.

Teorem 3.1.14. Bir f(z)=1+3 a,z"+>, b, z" fonksiyonu MHS;. simifina ait ise

_DK(z) _ 1, . =
X(2) =5 (p(iz) + p(iz)) ; e D\ {0} (3.14)

ve
Df(z)=zh'(z) —zg'(z2) =—ip(z2)K(—iz); zeD\{0} (3.15)
esitliklerini saglayan MHS"™ smifina ait reel katsayili K(z) fonksiyonu ve PH sinifina

ait bir p(z) fonksiyonu vardir.

Ispat. /e MHS;. kabul edelim. Bu takdirde p(z) = —% olmak iizere z € D\ {0}
z

i¢in

Df(z2) = zh'(z) — zg'(2) = —p(2)Tf (2) (3.16)
olacak sekilde p € PH fonksiyonu vardir.

1 1 - n— n 1 o n =n
Tf (2) = Z+EZ[GH -(-D"a,]z +52[bn -(=D"b,]1z
n=l1 n=l1

oldugundan, Teorem 3.1.10 geregi 7f (z) e MHS" dir. Boylece z € D\ {0} igin

{_Dﬂn}:Rel—Eﬁww*%DWav”+§;@;4—W%ﬁf g

/) L4 3 a, ~ (1)@, 12" + S 4B, ~ (=)', 12"

dir.
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1= X tla, ~(-1)'T,12" + 2 4B, ~ (<1)'b, 12"

_ z n=1
s(z)=—"5

‘+Z yla, —(-D"a,]z" +Z [bn—( D"b,]z"

olarak tanimlanirsa, s(z) fonksiyonu PH simifina ait olup z € D igin

=2
z

1
O T asey

dir. Burada ¢(z)=(1-2)"-z’(1-2)>ePH dir. Ayrica Hadamard carpim

yardimiyla z € D\ {0} i¢in

1- i%[an —(—1)’1L7n]i’1+lzn+l i%[ _( 1)”b ]( l)n i+l Z5"
S(iZ) = njol n;l
1+ z [a _( 1) ]ln+1 ml é%[ _( l)nb ]( 1)” =

1 1 72
e (—zz 1+i§j<(]—z)2_(1_5)2 (3.17)

elde ederiz. (3.17) denkleminden

0

K(Z)=§+Z%[an—(—1)"6_1,1]1'"“2"+Z% (=1)"b ](=1)"i"E

n=1

:Tf(z)*(h L 1_] (3.18)
z l1-iz 1+iz

fonksiyonunun MHS" sinifina ait ve reel katsayili oldugu goriiliir. Bu nedenle

Tf(z)zK(z)*(l— 2+ Z._jz—K(—iz)
z 1+iz 1+iz

bulunur. Boylece (3.16) ve (3.19) bagintilarindan (3.15) bagintisi elde edilir.

(3.19)

Simdi K fonksiyonunun (3.14) denklemini sagladigin1 gosterelim. Her z € D\ {0}

icin p(z)=- l;; ((ZZ)) oldugundan p(-z)= —% olur. Boylece,

_DIf(z) _ _1)Df(2)+D(=f(=2)| _1
Q) 2{ ) } —(p(2) + p(-2))

Ve

_DK(z) _( DIf(z2) *( P, )
K(iz) |\ Tr @2 iz l+iz
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N e

2 l-iz 1+iz

=%<p<iz)+p(iz))

elde edilir. p(z) e PH oldugundan (3.14) denkleminin saglandig1 goriiliir.

Tersine, f € MH ise (3.14) ve (3.15) bagintilarin1 saglayan bir p € PH fonksiyonu
ile reel katsayili bir K € MHS" fonksiyonlari i¢in f € MHS§. oldugunu gostermek

istiyoruz. Bunun igin sadece 7f(z) =—iK(—iz) oldugunu gostermek yetecektir. (3.15)

bagintisindan p(z) = M ve p(-z)=— D(f(-2)
i

K (-iz) iK(=iz)

Df(z) _D(f(=2)) |_DIif(z) __,DIf(z)
iK(-iz) iK(—iz) ) iK(-iz)  K(~iz)

dir. K(—iz) =K (iz) oldugundan

_DK(-iz) _ 1
K(-iz) 2

(p(2)+ p(2)) = %[

olur. Bu son ifadeden 7f(z)=—-iK(—iz) esitligi elde edilir. Bu ise teoremin ispatini

tamamlar. W

Calismamizin bu kisminda, R. A.Al-Khal ve H. A. Al-Kharsani tarafindan (Al-Khal
ve Al-Kharsani 2007) Salagean operatdrii yardimiyla olusturulan meromorf

fonksiyonlarin benzer sinifi meromorf harmonik fonksiyonlarin i¢in olusturuldu.

Tanim 3.1.15. 0 < o <1 olmak iizere (3.1) bagintisini ve

Re{— 2D /(2) }>a (3.20)
D" f(z)-D"f(-z2)

esitsizligini saglayan meromorf harmonik f fonksiyonlarinin simifini MHS(n,«) ile

gosterelim. Ayrica a, >0, b, >0 olmak iizere MHS (n, ) simifina ait fonksiyonlarin

hn(z)z(_l)n+iakzk ve gn(z):(—l)”ibkzk (3.21)

Z k=1

ozelligindeki A4, ve g, fonksiyonlar i¢in f, =h, +g, fonksiyonlarmm smifin

n

MHS ; (n, ) ile gosterelim.
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Asagidaki teorem MHSg(n,a) smifi igin gereklilik sartin1 ifade etmektedir.

Teorem 3.1.16. (3.1) biciminde verilen f(z) fonksiyonu i¢in

i[(l Ay |+ 10y DRK)™ +(2k =1+ @) | ay |+ (2k=1-a) | by, N2k ~1)"]

k=1
<l-«a (3.22)
esitsizligi saglaniyorsa f(z) fonksiyonu DD\ {0} halka bolgesinde harmonik yalinkat ve
yon koruyandir. Ayrica [ € MHS(n,«) dir.

Ispat. 0 <z, [<|z,]<1 igin

|f(21)_f(22)| 2 |h(Zl)—h(Zz)|—|g(Zl)—g(Zz)|

|Zl _Zz| i . .
> —|21—ZZ|Z(Iak|+|bk |)‘Z1 +ot 2
|z, [l 2, | —
Zl _ZZ 0
’ u[l_'zz * D kg |+1b, |>}
|z, [l 2, | —

_ |21_Zz|

{1_|Zz B (szﬂ Ay |41y |)
1

+i(2k—1)(| Ay |+ by \)H

|Z1||Zz|

> M{I—Z(ﬂc)””ﬂ oy [+ 1Dy )

lzllz [l S

~ 2 k=D Qk =1+ a)|ay_, |- 2k =1)" 2k ~1-a)| by, I}
k=1 k=1

olur. (3.22) bagintis1 geregi son esitsizlik negatif degildir. Boylece f(z) fonksiyonu
D\ {0} halka bolgesinde yalinkattir. f(z) fonksiyonunun D\ {0} halka bdlgesinde yon
koruyan oldugunu gostermek i¢in D\ {0} halka bolgesinde |4'(z)[>| g'(z)| oldugunu

gostermek yeterlidir. O halde,
|K(2)[21=-) kla, || zI"7'=1=-Y kla, |r'" >1-Y kla,|
k=1 k=1 k=1

>1- 2k ay, | =) Qk=1)"Qk -1+ a)|ay, |
k=1 k=1
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8

Z(Zk)””|b2k|+2(2k )'2k=1-a)| by |

8

23 k|b2k|+2(2k 1)|b2k1|>zk|b |

k=1

8

=D kb 22 g'(2)]
k_

dir.

Son olarak f(z) € MHS(n, ) oldugunu gosterelim.

D" f(z) = D"h(z)+(-1)"D"g(2)

veE

T"(z)=D"h(z) +(=1)"D"g(z) = D"h(=2) = (=1)" D"g(~z)

olmak iizere 0 < <1 igin

Re{_ 2D £(z) }:Re _2D"h(2)=2(-)" D" g(9) |
D"f(z)-D"f(-2) T"(z)

olur. f(z) e MHS(n,a) oldugunu géstermek i¢in iyi bilinen
Rew>2a < |[l-a+wl|l+a—-w]|

onermesinden faydalanacagiz. Buna gore
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20|, 20|
D" f(z)-D"f(-2)| D" f(z)-D"f(-2)|

veya denk bir ifadeyle
20" f(2)=(1=a)(D" f(2)= D" f(-2))
—[2D"" £ (2)+ 1+ @)D" f(2)-D" f(~2))| 2 0

oldugunu gostermeliyiz. D" f(z) ve D"*' f(z) operatorlerinin seri agilimlarindan

‘2(_1) _ 2an+lak Zk + 2(_1)n ka—lb_k Ek
k=1 k=1

z

+(1- a)[ +Zk"akz +(=1)" Zk"b 4 U +ik"akzk

z

_‘ﬁ_zzkw—lak Zk + 2(_1)n anﬂb_k Ek
k=1 k=1

z

+(=)" > k"D, zk}
k=1

—(1+a)[(_1) +> k"a, 2" +(=1)" Y k"b, Z" + =D
z k=1 k=l z
+> k"a, 2" +(=1)" Y k"b, zk}
k=1 k=1

_ ‘2(2 —a)(-1)"

z

—i(zk—(1—a)+(—1)"(1—a))k"akz")

+(-1)" i(Zk +(1-a)-(-D)*(1-a))k"b, z*

a1

+§:(2k+(1+a)—(—1)k(1+a))k"ak z*

k=1

—(—1)”%(21{ ~(I-a)+ (=D 1+ a)k"b, z"

- ‘M S2Y 2k -2+a)2k-1)'ay 2

z k=1

-2 z (Zk)n+l a2k ZZk + 2(_1)11 z (2k)n+lb_2k22k
k=1

k=1

+2(_1)ni(2k—a)(2k_1)n[;2k122/(1 20£( 1)”

k=1

= 2 Z (k)" a,, 2
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=2(=1)" Y (2k)" b, 2 =2(=1)" > 2k -2+ @)(2k —1)" b,z
k=1 k=1

> 22=2) 23 2k -2+ )2k ~1)" | ay_, || z*”

|z| k=1

=2 0" ay ||12PF =2 2K [ by || 21

k=1 k=1
2 2k —a) k-1 by, || 2+ —%
k=1 z

~23 @k + )2k -1)" |y, ||z

k=1

=22 (20" ay |12 =2 (20)"" by, || 2
k=1 k=1

—2) (k=2+a)2k=1)" | by, | z[**

k=1

4(1 a) Z (2/«)"*l

|z

(| 2k| |b2k D
+(21k—_1)n[(2k—1+05)|a2k—1 |+2k—1-a)[by @
-

elde edilir. (3.22) bagintis1 geregi son esitligin negatif olmadig1 goriiliir. Béylece ispat

tamamlanmis olur. ®

Asagidaki teorem f, € MHS s (n,«) olmasi igin gerek ve yeter sart1 vermektedir.

Teorem 3.1.17. h, ve g, fonksiyonlar1 (3.21) bi¢iminde olmak tlizere f, =h,+g,

olsun. Bu takdirde f, € MHS s (n,ar) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

i [(ay, +b,)2K)"™" +(2k -1+ a)a,, , + 2k —1-a)b,, )2k-1)"]1<1-a (3.23)

k=1

bagintisinin saglanmasidir.
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Ispat. MHS ;(n,a) c MHS(n,) oldugundan teoremin yeter sartini ispatlamamiz

yeterlidir. Hipotezde verilen f, fonksiyonu ve z € D\ {0} i¢in

Re{— 20" /(2) }Za
D' {2~ D' ((-2)

olarak tanimlanirsa
#2) = = " 22(2k —1)"ay 2+ 22(2/( —1)"by 2
A =1
fonksiyonu i¢in

D) S Qk+a—- (D a)k a2t (1) T QCk—a+ (=) a)k"b,z*
ol k=1

z

e 5o ' 52 =0
veya
A0 g 3 (2k)™! a,z* 2 S 2k —1+a)2k—1)" ayy 22!
Re k=1 k=1
#(z) #(z)
2(~1)" 5 Rk —1-a)2k-1)"b,, 2" 2(-1)" > (2k)"' b, 2%
_ =1 - k=1 >0 (3.24)

P(z) #(z)
elde edilir. (3.24) esitsizligi D\ {0} halka bolgesindeki biitliin z noktalar1 igin
saglanmalidir. Ozel olarak (3.24) bagmtisinin sol tarafinda 0 < z = » <1 segilirse

l—a— Y QCk-1+a)2k-1)"a,, * T 2k)™ ayr* +(=1)" X (2k)"" by, r**"!
k=1 k=1 k=1
ré(r)/2 re(r)/2

(—l)n ;(2]{ 1= a)(Zk _ l)n b2k71r2k
— =1
rg(r)/2

elde edilir. Eger (3.23) esitsizligi saglanmazsa, 1’e yeterince yakin r degerleri i¢in

(3.25)

(3.25) bagintisindaki say1 negatif olur. Bdylece (3.25) sayisim1 negatif yapan (0,1)

araliginda bir z, = r, sayis1 mevcuttur. Bu bir ¢eliskidir. Boylece ispat tamamlanir. W
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Simdi f, =h, +g, € MHS s (n,) fonksiyonlar i¢in distorsiyon teoremi verelim.

Teorem 3.1.18. O<|z|=r<licin f, =h,+g, € MHS's (n,) ise bu takdirde

1 1-
- 2n+1

r<f,(2) [ r+ 2n+1 T

dir.

Ispat. f, =h, +3g, € MHS s (n,a) olsun. f, fonksiyonunun mutlak degeri alinirsa

| f.(z )|_‘ +Zakz +(=1)" sz <— +Z(ak+b)r
1- 2! 1 1-«
< + +b < + +|b, pr<— +
p Z (ak )l" » 2n+1 ; l . (l ak | | |)7" 2,“_1
Ve
| £, (2)|= ‘ +Zakz +(=1)" sz >——Z(ak+b)r
1 & 1 1l-ag 2™ 1 l-«a
> — +br>———— +|b, Dr>——
. Z:‘(ak ol Y Z. 1—05(| a,|+|b r PR r

elde edilir. m

Sonug 3.1.19. 4 :{w Hwl< } olmak lizere f, =h,+g, € MHS*s(n,a) ise

£, (D) c C\4 dir.

Teorem 3.1.20. f, =h, +g, € MHS's (n,«) olmasi igin gerek ve yeter sart k=1, 2, ...

i¢in
hn (Z) = gn (Z) = ﬂ 5 hn (Z) = (_1) + l_a ZZk—l
0 0 z 2k-1 z (2k—1)n(2k—l+a)
hn“ (z2)= =D + l-a 2%, 8, (z)= &) + =)'(-a) F2L

z (k)™ - z  k-1)"Qk-1-a)

(=1)" ( )" (l_a)—Zk
(2k)n+l

g, (2)=
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ve x, 20, y, 20 icin Z(xk +y,) =1 olmak lizere f, fonksiyonunun
k=0

£ =D (xehy, + 1485,
k=0

bi¢iminde yazilmasidir. Ozellikle MHS ;(n,a) simifinin u¢ noktalar {hnk} ve {gnk}
dir.

Ispat. Hipotezde verilen sartlar altinda

£,2)= Y (0, +3,8,)

l-a 2k
+
Yo+ Z Pk 1y 2k -1+a)

= xOhnO + yOgnO

. (-)"'(I-a) 2kl % -« F2%
Z (2k)"+1 Zy 2 k1) 2k—1-a) + 2V (k)™

k= k=1

n oo

-« 2k-1
_+_
25 +y)* Z(2k ' Qk—l+a)

S % D'(0-o) —2k-1
X o (2k)"+l o o k1)

k=1 k=1

(=D"(1- _ok
D (2/«)"*1 Yok

k=1

elde edilir. Buradan

=z R l-«
;(Zk —1+a)(2k-1) {(2/{ i xzk_l}

= " -«
+;(2k—l—a)(2k—l) {(2k_l)n(2k_l_a)yzk_l}

+Z(2k)"+l{(2k)n+l( 2k+y2k)} (l_a)i(xk"'yk)gl_a

elde edilir. Béylece f, € MHSs(n,c) dir.

Tersine f, eMHSZ(n,a) olsun. Boylece k=12,... i¢in h, ve g, hipotezde

verilenler fonksiyonlar ve x, 20, y, >0 olmak iizere,
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2k)™! 2k-D)"QRk-1+«
sy —ilem Arj1 = ( )'( ) 2k-1
-« l-a
ve
(Zk)'”r1 RE-1D)'2k-1-a)
by, = 1— Yok by = I—a 2k-1
olarak segcilirse
f.(2)=h,(2)+g,(2)
1)”’ +§: k n = k
a, z"+(=1) Zbkz
k=1 k=1
- 1)” - TR 2k-1
z X+ Vi) +za2kz +za2k—lz
k=0 z k=1 k=1
+(=1)" szk 2+ (=1)" szk—l 2
k=1 k=1
-1 = "” Z 2k-D)"QRk -1+« _
 E S @O S OOk
k=1 k=1 -

e 2k)™! e 2k-1)"2k-1-«a _
L' v (1 Eaten Zyzk_l( e
k=1 - k=1

l-«

0

=D (xh, +y.8,)

k=0

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. B

Gelecek teoremde ise C\ f(ID) bolgesinin gapr icin bir alt sinir b, katsayisina bagh

olarak verilmektedir.

Teorem 3.1.22. f € MHSg(n,a) olmak lizere C\ f(ID) bdlgesinin ¢api olan d , igin
>2[1+b,|

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. 0 <r <1 olmak iizere, | z|=r ¢emberinin f(z) fonksiyonu altindaki resminin

cap1 d ,(r) ve d;(r)= nlllqks | f(z2)= f(=z)| olsun. O halde,
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[d} () >—I|f(r€’9) f(=re")| do

1 n—
4|: +b, +b+Z(|a2k1| by [Hr*? 1)}

dir. Bu takdirde d ,(r) 2 d; (r) olup r =1 i¢in d ,(r) = d, oldugundan

k=1

d, 24{1+2Reb1 2 (s [P +1by lz)}

elde edilir. Son esitsizlikte bazi katsayilari ihmal ettigimizde d, >2,/[1+D, > olur ve

ispat tamamlanir. B

Teorem 3.1.23. 0 < f < <1 olmak iizere

£ =h, )+ g,@ -1 +zakz 1y Zb 2

fonksiyonu MHS s (n,r) siifina ve

F((z)=H,(2)+G, (2)=

+ZA ZFH (=D ZBZ

fonksiyonu da MHS s (n, #) smifina ait olsun. Bu takdirde f, * F, fonksiyonu
MHS s (n,) sinifina aittir ve MHS s (n,a)c MHS s (n,p) dir.

Ispat. f, e MHS ;(n,a) ve F, e MHS ;(n, p) olsun. f, ve F, fonksiyonlarmin
f, *F, Hadamard carpiminin katsayilarmin (3.23) bagmtisin1 sagladigini gostermek

ispatt tamamlayacaktir. F, fonksiyonunun katsayilar |4, |<1, |B, <1, k=12,..,
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oldugundan,
g{(czzmz,{ b, B, ) ZH) (2k)’z+1 +((2k =1+ Bay Ay + 2k —1- )by B,y ) % }
<3 @ b B @t k1= pity B
k=1L -p Ty _
<3 @) P @ty s k- 1-aph, ) B
k=1 —a |

<1
elde edilir. Teorem 3.1.17 geregi f, *F, € MHS;(n,a) c MHS;(n,ﬂ) oldugu

goriiliir. m

Gelecek teorem MHS ;(n,a) smifinin konveks kombinasyon altinda kapali

oldugunu ifade etmektedir.

Teorem 3.1.24. MHS :;‘ (n, ) smuft konveks kombinasyon altinda kapalidir.

ispat. i=1,2,3,... igin fn, fonksiyonlari

f(z)— +Zaz +(-1)" sz
olmak lizere f, (z) € MHS s (n,&) dir. Teorem 3.1.17 geregi i =1,2,3,... i¢in
Z[(am +b,, Y2k + ((2k -1+ a)a, +@2k-1-a)p, )2k-1)"]<l-a (3.26)
k=1

oldugundan 0<7, <1 i¢in ¢ =1 olmak tizere f, fonksiyonlarmin konveks

kombinasyonu

fo()——

olup (3.26) geregi

+

${gn)rglEn-
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=1

2| (2K & 2k-1)"( (2k -1
Z( ) S, o, (l—a) (( M)Z%J

le migzaz

a i=l

oldugu goriiliir. Bdylece Teorem 3.1.17 geregi 3.7 ¢; f, (2) € MHS's (n,a) dir. ®

l]l

Simdi verecegimiz teorem MHS s(n, o) sinifi igin klasik alan teorem verilecek.

Teorem 3.1.25. f, € MHSs(n,c) ise,
S k(la  ~|b, ) <1+2Reb
k=1

dir. Esitlik ancak ve ancak C\ f(ID) alaninin sifir olmasi durumunda gerceklesir.

Ispat. C, ={z:0</z|=r<1} ¢emberinin f(z) fonksiyonu altindaki resmi I". egrisi

I

olsun. O halde, I', egrisi ile sinirlanan bolgenin alan

[ 7df = { jhh'dz+— | gg'cr+— | ghdz+— [ g }
L, IZI r \Z\l IZI r IZI r

_n[zk(yaky —|b, Py - —2Reb}

dir. » > 1 i¢in I', egrisi C\ f(ID) nin sinir egrisine karsilik gelir C\ f(ID) bodlgesinin

sinir1 saat yoniinde yonlendirilmis kapali bir egri oldugundan, son elde edilen esitlikten

r —1 i¢in

Zk(y a, |> —|b, |*)=1-2Reb, <0
k=1

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. ®

3.2. Orijin Disinda Basit Kutup Noktas1 olan Meromorf Harmonik Fonksiyonlarin
S, (p) Smifi
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Onceki kistmda orijinde basit kutba sahip meromorf harmonik fonksiyonlarin

MHS . () ve MHSg(n,c) smiflari incelendi. Bu kisimda ise 0< p <1 olmak lizere

p noktasinda basit kutba sahip ve lim f(z) = 6zelliginde D birim diskinde tanimli
zZ—>p

meromorf harmonik yalinkat yon koruyan fonksiyonlarin S, (p), S, (p) siniflar

tanimland1 ve bu siniflara ait fonksiyonlar i¢in katsay1 bagintilari, alan ve distorsiyon
teoremleri verildi. Son olarak meromorf harmonik yalinkat yon koruyan yildizil ve

konveks fonksiyonlar i¢in gereklilik sartlari ifade ve ispat edildi.

0< p<I1 olmak tlizere p noktasinda kutba sahip ve lim f(z) =00 0Ozelligindeki
zZ—>p

harmonik fonksiyonlarinin
f(z)=h(z)+g(z)+ Alog|z—p| (3.27)
biciminde bir gosterime sahip olduklarindan 2. boliimde bahsedilmisti. Burada A(z) ve

g(z) fonksiyonlar1 & € C\{0} olmak iizere z € D\ {p} i¢in

0

hz)=——+3c,z" ve g2)=Y4d,z" (3.28)
z—p n=1 n=1

veyazelD,={z : 0<z—pl|<1-p} i¢in

h(z) =

Y v g@=YhGop (629)

n=1 n=l1

biciminde seriye acilimina sahipler. p noktasinda kutba sahip ve lim f(z)=o0
zZ—>p

ozelligindeki (3.27) bagmtisin1 saglayan meromorf harmonik y6n koruyan yalinkat

fonksiyonlarmn smifimm S, (p) ile gosterelim. Ayrica 4=0 alarak logaritmik
singtilerlik kaldirilabilir. Boylece,
Su(p)={/e€S,(p):A4=0}

ozelliginde S, (p) smifinin bir alt sinifi tantmlanmis olur.

Teorem 3.2.1. (3.28) bagintisini saglayan 4 ve g fonksiyonlar1 i¢in

||
(+p)°

Sn (e, +1d, )< (3.30)
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esitsizligi saglaniyorsa f =h+g fonksiyonu D\{p} halka bdlgesinde harmonik
yalinkat, yon koruyan ve S;,(p) sinifina aittir. Ayrica, 0 < p <1 olmak lizere |z |=r <1
i¢in
la|(+p=r)
(1+p)*

la|(d+p+r)

NAS Rmprw

dir.

Ispat. ilk olarak f fonksiyonunun yalinkat oldugunu gosterelim. z, # p, z, # p ve
| z, I€] z, [< 1 olmak lizere
[f(2) = f(2)| 2 |h(z) = h(z,)| ~|g(z) - g(2,)|

o lz-z

> DM—!Z]—PH%—NZ"(\C”!+\dn|)\zz|"_l}
lz,=pllz,—pl| n=1

zZ,—Z =
- 2‘_p,[|a!—(1+p>zzn(|cn|+|dnmzz@

Zl_pHZZ n=1

z,-pllz, -

> 1A% [lal—(np)zzn(ycn\+rdn|)}zo

’ pl n=1
oldugundan f fonksiyonu ID\{p} halka bolgesinde yalinkattir. /* fonksiyonunun yon
koruyan oldugunu gostermek i¢cin D\ {p} halka bolgesinde |4'(z) [>| g'(z)| oldugunu

gostermemiz yeterlidir. O halde, (3.30) bagintisindan dolay1

|h (z)| sla—(z— p)’ chz

{Ial—lz pl anc I}

n=1

[ |-(1+p)° anc I}

> Zn ld, || z""
n=1

oldugundan f fonksiyonu yon koruyandir.

Son olarak f fonksiyonunun modiilii i¢in alt ve {ist sinirlar verelim. |z |=7 <1 igin

f fonksiyonunun modiilii alinirsa (3.28) bagintilarindan
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|f(z)|: e +chz"+2dnz”
Z_p n=l1 n=l1
1 o0
2 la|—|z-p] (|0n|+|dn!)\2\”}
Iz—pl{ Z‘
1 0
> |la|-(1+p) (|0n|+|dn|)r}
(1+p)[ Z;
_lal(+p=n)
(1+p)’

veE

a o0 o0
= + "+>dz"
e L_p Yo+ 2,

<

1 o0
la|+|z-p] (Ic,,|+|dn|)|zl”}
Iz—pl{ Z‘

[r—pl|
Lald+p+r)
|r—=p|(+p)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. B

n=1

<! {Ia\+(l+p)i(lcn|+|d,,|)r}

Teorem 3.2.1, S;,(p) smifina ait ve (3.30) bagintisin1 saglayan fonksiyonlarin yerel

olarak sinirli oldugunu ifade eder. Bu durum S}, (p) smifinin normal oldugunu gosterir.

Teorem 3.2.2. Eger f €S, (p) ise

| AI<2]a|/(I=p) ve [b[<a|/(1-p)
ve feS,(p) ise

b [<la|/(1-p)* ve |b,|<al/2(1-p)
dir. Esitsizlikler kesin olup esitlikler sirasi ile

a ap a _ 2«
- + zZ+ log|z—p|
z—p l-p 1-p 1-

f(2)=

Ve
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a a

SOy

fonksiyonu icin gergeklenir.
Ispat. (3.29) bagintisi ile verilen f €S, (p) fonksiyonu yén koruyan oldugundan f
fonksiyonunun Jakobiyeni olan | £, |* —| £, |* sayis1 pozitiftir. Bdylece
A A
2(z=p) 2(z=p)

elde edilir. Son esitlik 6zdes olarak sifir olursa f* fonksiyonu sabit olmak zorundadir,

| ()= |g(2) +

<|f:FF ‘h'(2)+

bu durumda yalinkat olamaz.
_f:(2) _2z-p)’g'(2)+ A(z—p)
f.(2) 2(z=p)* K (2)+ Az-p)

_ 2(z-p)’g'(2)+ A(z—p)
—2a+2(z- p)*(1+ X7, na,z"" )+ A(z— p)

a(z)

bi¢iminde tanimlanan a(z) fonksiyonu D, U {p} diskinde analitik ve |a(z)[<1 dir.

Teoremde verilen esitsizlikleri gdéstermek igin, D da analitik w(z)=w, +wz~ +...
acilimina sahip ve | w(z)|<1 bagintisin1 saglayan w fonksiyonu i¢in iyi bilinen | w, |<1
ve | w, [<1-|w, |’ esitsizliklerinden faydalanacagiz.

1-
p(z2)=—L+p
z

fonksiyonu D bolgesini D, U{p} diskine konform olarak resmeder. Boylece

2(p(2) - p)*g'(9(2)) + A(9(2) - p)
—2a+2(p(z)- p)* A+ X7 na,z"" )+ A(p(z) - p)

A b AP _
= —(l—p)zz ‘—(1—p)2(;1+%} 2 (3.31)

2b, Aa, A A|A|P) _
—(1—p)3£ az +2a; +2a2 " 8|a3| JZ o

k(z) = a(p(2)) =

fonksiyonu D da analitik ve | k(z)|< 1 dir. Maksimum prensibi geregi w(z) = zk(z)
fonksiyonu da | w(z)|<1 esitsizligini sagladigindan w(z) smirlidir. O halde,

|A|SM

Ve
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1— )2 N2 N7
A=p’h (=P ol oy _|0=p)
‘ o 4o 2a
olur. Boylece,
b <120
I-p

elde edilir.

f e S}, (p) fonksiyonu i¢in 4 =0 oldugundan (3.31) bagmntisi geregi

_(l_p)2b1 72 _ 2(1- p)*b, -
(24 a

k(z) =

olur. Bu durumda w(z) = z’k(z) olarak secildiginde w(z) fonksiyonu i¢in | w(z)|<1
olup w(z) sinirlidir. O halde,

|« |
(1-p)’

by [

A~

2
2(1-p)’b,
(24

2
Sl_ (l_p) bl
a

veya

b<lal [_|a=prbf | lal
20-p)°'| | @ 2(1- p)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. B

W. Hengartner ve G. Schober (1987) yerel kuasikonform fonksiyonlarin simifi i¢in

distorsiyon esitsizligini bulunduran asagidaki lemmay1 ifade ve ispat etmislerdir.

Lemma 3.2.3. Eger f fonksiyonu D birim diskinde
@Kz f.(2)]

ve f>1 olmak lizere z— 0 igin

f(2)=z+0(z|")
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bagintilarin1 saglayan bir difeomorfizmi ise

E
| f(2) 2 TS

dir. Yani f(ID) goriintii bolgesi {w :|w|<1/16} diskini kapsar.

S}, (p) smifinin sifir degerini almayan fonksiyonlarmim sinifini

Su(p)={f-c: feS(p) vece [(D,)}

ile gosterelim.

Asagidaki teorem S}, (p) snifina ait fonksiyonlarin almadigi degerler igin bir sinir

vermektedir.

Teorem 3.2.4. S}, (p) smnifina ait

f(z)=%—c+ian<z—p>"+ibn(z—p>" (332)

n=l1 n=1

fonksiyonu i¢in

4la|(-pt|z-p))’
<
TPy

Ve

esitsizlikleri saglanir.
Ispat. (3.32) bagmtisi ile verilen f fonksiyonu S, (p) sinifina ait olsun. O halde,

a

(I-p)f((1-p)z+p)

f(2)=
fonksiyonu ID birim diskinin
|21/ f.2) H a((- p)z+ p) <] 2|
ve z— 0 igin
]NF(Z) =z+z° +0( z |2)

bagintilarin1 saglayan difeomorfizmidir. Boylece Lemma 3.2.3 geregi, » <1— p icin
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27

% j f(re'®)do

0

dla|(-p+r)’

<
(- p)r

lcl=

16| |

olur. Bu son esitlikten » - 1— p i¢in |c|< 1 elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
-P

Teorem 3.2.4 den su geometrik yorumu cikarabilirizz {w :|w[>16|a|/(1-p) }
bolgesi D, halka bolgesinin f=h+g € S} (p) fonksiyonlar1 altindaki resminin alt

kiimesidir.

Asagidaki teorem C\ f(ID,) bdlgesinin ¢api1 icin & ve b, katsayisina bagli olarak

bir alt sinir vermektedir.

Teorem 3.2.5. (3.29) bagintisi ile verilen # ve g fonksiyonlarii¢in f=h+ge S, (p)

olsun. Bu durumda C\ f(DD ) bélgesinin ¢ap1 olan d , i¢in

2la+(-p)h|
2 2t

d (3.33)

!
esitsizligini saglar. Esitlik
|b, = a|/(1-p)* ve A=0
veya
b =—al(l-p)’ ve |AK2|a|/(l1-p)

veya

e ~(1-p)*|allb
(1-p)’|le| +(1-p)’b

b [ | /(1= p)* ve |A|<

olmak lizere

a

f(2)=

+bz-bp+Alog|z—p]|

z=p

fonksiyonu icin gecerlidir.
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Ispat. 0<r<1-p olmak iizere, |z—p|=r ¢emberinin f(z) fonksiyonu altindaki

resminin ¢ap1 d ,(r) ile gosterilsin. d(r)= ‘rnalks | f(z)— f(-z)| olarak tanimlanirsa
: A o plr

d (r)2d(r) ve r >1-p igin d,(r) > d, dir. O halde,

[4;0F 2 = 1 7e) = pere) 2 a0

la” - &
= 4{ i +b10£+ | a, |2 r2+|b1 |2 72 +Z(| a,., |2 +|b2n+l |2)r2(2n+1)
n=l

(04
> 4|br+ 2P
r

olur. Son esitsizlikten » — 1— p i¢in (3.33) bagintis1 elde edilir ve ispat tamamlanir. B

Asagidaki teoremde ise C\ f(D\{p}) bolgesinin ¢ap1 i¢in bir alt sinir @ ve b,

katsayisina bagli olarak verilmektedir.

Teorem 3.2.6. (3.28) bagintisiyla verilen # ve g fonksiyonlarti¢in f=h+ge S, (p)
olsun. Bu takdirde C\ f(D\{p}) bdlgesinin ¢ap1 olan d , i¢in
d, >2a+d,| (3.34)
esitsizligi gecerlidir.
Ispat. p <r <1 olmak iizere, |z|=r ¢emberinin f(z) fonksiyonu altindaki resminin
¢apt d (r) olsun. Teorem 3.2.5 in ispatinda kullanilan yontem geregi
. 2(2n-2)

2 o0 o0
* 2 a n—. n—
[df(”)] 2 4[2%"'22172 zRe(adzn—l)""Z‘dzn—l > penh

n=1

+z | czn% |2 r2(211—1):|

n=1

n=1 n=1

2 2

2n-2
op . o
—+d,r
r

7

L4, 7 =4

2n-1

0
>3
n=1

bulunur. Bu son esitsizlikten » —1 i¢in (3.34) bagmtis1 elde edilir ve ispat

tamamlanir. B

Asagidaki teorem klasik alan teoremidir.
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Teorem 3.2.7. (3.29) bagmtisiyla verilen 4 ve g fonksiyonlari i¢in f=h+g e S}, (p)

ise

| |” +2(1- p)* Re(a b))
(1-p)’

Ayrica, eger h ve g fonksiyonlar1 (3.28) bagintisin1 sagliyorsa f =h+ g fonksiyonu

S - p)*(la, - b, [}) < (3.35)

i¢in
c n—1 | a |2
Zn(!c > =\d, *)- 2an Re(ad, )<ﬁ (3.36)
n=l1 n=2 ( _p )
dir. Esitlikler ancak ve ancak C\ f(D,) ve C\ f(D\{p}) alanlarinin sifir olmasi
durumunda gecerlidir.
Ispat. C, ={z:0<|z—p|=r<1-p} gemberinin f(z) fonksiyonu altindaki resmi T,
egrisi olsun. » > 1—p icin I, egrisi C\ f(ID,) nin sinir egrisine yaklagir. O halde,

C\ f(D,) bolgesinin alani;

lim —j fdf

r—l-p 21

—hm{ J. hh'dz+— J. gg'd—+— J. ghdz+— I hg' }

o 2L, L e Le—pl=r Lie-pler
0 a e
:7{271(\ a, |’ —1b, ")~ %—Zaan 'Re(b, )}
n=1 n=1

dir. C\ f(D,) bolgesinin sinir1 saat yoniinde yonlendirilmis kapali bir egri oldugundan,

N laf’

Zn(|a P—15 P)- ﬁ—ZRe(abl)SO

olur. Bu son esitsizlikten (3.35) bagintisi elde edilir.

Benzer sekilde, f=h+ g fonksiyonu (3.28) agilimina sahip ise C\ f(D\{p})

bolgesinin alani

tim [ i - {gnucn P -ld, ﬁ—%—zgnp"* Re(ad»}

olup sinir egrisi saat yoniinde yonlendirilmis kapali bir egri oldugundan,

\z| r
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2

e, | -1d, [)-23 " Re(d,) <]

n=1 n=2 ( - p2 )2

olur. Boylece (3.36) bagintisi elde edilmis olur. ®

(3.29) bagmtisiyla verilen 4 ve g fonksiyonlari i¢in D, halka bdlgesini orijine
gore yildizil bir bdlgenin timleyenine resmeden f =h+ge S}, (p) fonksiyonlarinin

sinifin1 S}, (p) ile gosterelim. Asagidaki sonug bu sinifla ilgilidir.

Teorem 3.2.8. & ve g fonksiyonlar1 (3.29) bagmtisiyla verilmis olsun. f=h+g

fonksiyonu i¢in

0

K2
;n(lanlﬂbn I)S(Hp)2

esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyonu D, halka bdlgesinde harmonik yalinkat, yon

(3.37)

koruyan ve S, (p) sinifina aittir.
Ispat. Teorem 3.2.1 in ispatinda izlenen yéntem uygulanirsa, f fonksiyonunun D) ,

halka bolgesinde harmonik yalinkat ve yon koruyan oldugu goriiliir.

Simdi f fonksiyonunun S}, (p) smifina ait oldugunu gosterelim. f fonksiyonunun
D, halka bélgesinde yildizil olmas igin gerek ve yeter sart 0 </ z— p |=r <1- p olmak

luzere

2 (arg f(re") = Im (log f(re")
R Em P () == p)g()
M)+ 5

= ReM <0
B(z)

olmasidir (Goodman 1983). Bu son esitsizligin saglandigini gostermek i¢in de

“Re[-A(2)/ B(z)]20 < |1-A(z)/ B(z) 2|1+ A(z)/ B(z)|”

Oonermesinden veya denk olarak, |A(z)—B(z)|—-]A4(z)+B(z) >0 esitsizliginden
faydalanilacak. O halde,
| A(z) - B(2)| | A(2) + B(2) |
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=|z= p'(2)-(z= p)g'(2) - h(z) - g (=)
~|(z= ()~ = P2 )+ h(2) + 2(2)

“2a+(z-p)> (n1-Va,(z— p)" (2= )Y (n+ Db, (z - p)’

=) (+a,(z— p) — (- p)* S (n=Db,(z— p)’

n=2

>2lal=|z=p|Y (n=-Dla,llz=pl"=|z=p| 2 (n+ )| b, | z=p|"

n=1 n=l1

—lz=p|Y (+D]a,llz=p|"=|z=p| 2 (n=D)|b, [ z=p"
n=1 n=1

22{|a|—|2—p|22n(lan|+|bn I)}
n=1

> 2[|a|—(1+p>2§n<| a,1+1b, |)} >0

n=1

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. B

Asagidaki teorem (3.37) bagintisini saglayan fonksiyonlar i¢in distorsiyon 6zelligini

vermektedir.

Teorem 3.2.9. (3.29) ile verilen 4 ve g fonksiyonlarii¢in f =h+ g fonksiyonu (3.37)
bagintisini sagliyorsa, 0 < |z - p| =r<l-p icin

la|[(+ p)* +r°]
(1+p)2r

la|[(1+ p)* —r?

(+p)r SUCE

(3.38)

dir.
Ispat. & ve g fonksiyonlar1 (3.29) tipinde olmak iizere f =h+g fonksiyonu (3.37)

bagintisini saglasin. O halde 0 < |z - p| =r <1l—-p olmak lizere
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z—

()= ‘ - +Xa,(z-p) + 3 b, (2 p)’

lz—p]

ey | |[(1+p)° —r7]
Zr[lal r ;(Ianlﬂbn I)}Z (1t p)r

n=1

{ .
2 [Ial—lz—pIZ(!an|+|bnl)|2—p|"}

Ve

o
zZ=p

()= ‘ +Xa,(z=p) + 3 b, (2 p)’

1 o0
< la|+]z-p] (Ian|+|b,,|)|z—pl”}
Iz—pl{ 2

n=l1

g || [+ p)” +77]
sr[lalﬂf ;(Ianlﬂbn D}S (1+p)°r

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. B
(3.38) esitsizliginin 2. kismindan asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.2.10. Teorem 3.2.9 un hipotezleri altinda

{w : |W|<_2|a|pz}
(1+p)

diski C\ f(DD,) bolgesi tarafindan kapsanr.

(3.29) bagintisiyla verilen /% ve g fonksiyonlart i¢in f=h+ge S, (p)
fonksiyonlarmin goriintii bolgesinin tiimleyeni konveks olanlarin smifim1 S, (p) ile

gosterelim. Simdi bu sinifla ilgili bir sonug verelim.

Teorem 3.2.11. (3.29) bagintisiyla verilen 2 ve g fonksiyonlar i¢in f=h+g

fonksiyonu

S n*(la, | +]b, ) <%

3.39
n=1 (1+p)2 ( )
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esitsizligini saglasm. Bu takdirde f fonksiyonu I, halka bolgesinde harmonik
yalinkat, yon koruyan ve S, (p) smifina aittir.

Ispat. Teorem 3.2.1 in ispatinda kullanilan metodla, f fonksiyonunun D, halka
bolgesinde yalinkat ve yon koruyan oldugu gosterilebilir. f fonksiyonunun konveks

olmasi i¢in gerek ve yeter sart 0 < |z - p| =r<l-p igin
0 0 0
—| argy— f(re' <0
89( g{ae ) )H

RGP (@) +E-pH () + (2= p) ' () +(z-p)g'()) _ 4G

(z=p)h'(2)-(z-p)g'(2) - B(2)

esitsizliginin saglanmasidir (Goodman 1983) . Bu son esitsizligin saglandigin

veya denk olarak

gostermek i¢in de iyi bilinen

“Re[-A(z)/B(2)]20 < |1-A(z)/B(z) 2|1+ A(z)/ B(z)|”
onermesinden veya denk olarak, |A(z)—B(z)|—|A(z)+B(z)[>0 esitsizliginden
faydalanilacak. O halde, Teorem 3.2.9 da kullanilan yontemle f eS.,(p) oldugu

gOriiliir. m
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