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EKONOMIDE MATEMATIK ENIYILEME
. : fsmail ILHAN*
OZET

Matematik anlamda eniyileme probleminin énemi ¢ok eski zamanlardan beri
bilinmektedir. Buna kargin ekonomiye uygulanmas: ve bu alanda kazandigt énem
yenidir. Bu énem ekonominin temel prensibi clan sinirli kaynaklarin en ivi bicimde,
en iyi yerde ve zamanda kullaniimasinin saglanmasindaki roliinden kaynaklanmakta-
dir. Bu ¢alismada ekonominin verileri arasindaki iligkiler matematiksel clarak ele
alinmig, bir matematik eniyilemenin kogullart incelenmig ve ekonomik yorumlert
verilmeye calhisilmistir.

RESUME

On sait depuis longtemps que l'opptimisation d'une fonction en mathémati-
que a une grande importance. Pourtant, les applications de ['opptimisation dans la
vie economique sont assez récentes. L'importance de ces applications augmentent
de jour en jour, L'existence de celle-ci est dile au réle de l'utilisation des resources
limitées d'une meilleur fagon, meilleur lieu et meilleur temps qui est le principe
essentiel de I'"économie. Dans cetle ouvrage nous essaions d ‘étudier les bases des
relations qui existent autre les données de 'économie et d'examiner les conditions
d'opptimisation mathéematique. Enfin nous visons d les intéerpreter.

Cegsitli etkenlere bagh olarak gerceklesen bir olayr tammlayan bir fonksiyo-
nun eniyilenmesi (optimizasyonu) konusundaki caligmalar oldukga eskidir. Matema-
tigin 6nemli bir dalim olugturan ''Matematik eniyileme'' "Matematik programlama’’
olarak da isimlendirilmektedir. Genelde, ¢ok degiskenli bir fonksiyvonun herhangi
bir kisitlamaya bagh olmaksizin ya da, bir veya birden gok sayida kisitlamalara bag-
I olarak eniyilenmesini saflayacak ¢6ziim vektdriiniin (kiimesinin) belirlenmesi soru-
nudur. Bu sorunun aragtilmasi J. Bernoulli (1658-1701) ile baslamig, Euleur
(1752-1833) ve Lagrange (1763-1813) tarafindan geligtirilmigtir. Daha sonra Jakobi
(1804-1851), Hamilton (1805-1865) ve Weierstrass (1815-1897) gibi iinlii matema-
tikciler konuya 6nem ve iin kazandirmiglardir. Giiniimiizde, bilgisayarlarin sagladif
olanalElann yardimi ile de pek cok alanda oldufu gibi ekonomi alaninda da ¢ok
olumlu sonugclar saglayan bir aciklayic eleman olmustur, Burada bu elemanin du-
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ragan (statik) bir durumun agiklanmasindaki rolii ele almacaktir. Dinamik bir yap:-
nin incelenmesindeki agiklayici rolii ayr1 bir incelemenin konusudur.

1. MATEMATIK ENIYiLEME

Matematik eniyileme, yapilmas: istenen tiim iglemlerin amacini belirleyen bir
matematiksel fonksiyon (amac¢ fonksiyonu), amaca ulasmada bagvurulabilecek
degisik secenekler (kararlar) ve bu secenekleri olusturan bagimsiz elemanlar (karar
degiskenleri) dan olugan bir siirectir. Bu siire¢ iki agamahdir. Birinci agama ilgileni-
len olayin analizini icerir. Karar vericinin karar degiskenlerini belirlemesi, gozoniine
ahnan ekonomik sistemi agiklayan parametreler iizerinde bu degiskenlerin etkilerini
belirlemesi gerekir.

ikinci asama belirlenmis modelin ¢6ziimii, sonuclarin yorumlanmas: ve eniyi
kararin olusturulmasidir. Bu ikinci asama genelde teknik ve matematik aletlerin kul-
lanilmasimi gerektirir. 1970'li yillara kadar miimkiin kararlarin sayisi ¢cok oldugu za-
man problemin ¢oziimii son derece gii¢ oldugundan siirecin uygulanmas: hemen he-
men imkansiz oluyordu. Ancak bu giin bilgisayarlarin kullanimu ile bu giigliik 6nem-
li dlgiide asilmg bulunmaktadir. .

1.1. n Degiskenli Amag¢ Fonksiyonu ve Eniyilenmesi

Karar alicinin amaglar1 yoniinde tiim olas1 davramislarimi ifade edebilecek ya
da kapsayacak f(xy, X3, ..., Xp) fonksiyonunu en iist degerine (max.) ulastiran
(X, X3, ..., Xp) degisken degerlerinin belirlenmesi problemin ¢&ziimiinii olugturur.

Eger miimkiin kararlarin alani simrh degilse (x,, x4, ..., Xp) karar degigkenleri
ne olursa olsun;

f(;l vgl, '"9;!1) > f(xl 3 X2y aeny Xn) {1)

olacaktir. Bu esitsizligin saglanmasi iki temel kosulu gerektirir. Ardisik iki tiireve
sahip oldugunu varsaydigimz f(x) fonksiyonu igin;
a. Birinci siradan kismi tiirevlerin tamamm sifir olmal,
df (x;,x,..) 3 it df daf
dx; dxy ' dx,' "7 dxy

b. Ikinci siradan kismi tiirevlerin olusturdugu matrisin det. degeri negatif ol-
maldir.

f11 fi, fin
3¢ f21 I fan
fnl IHZ ........ fnn
ya da kisaca
92 £(x5,Xa, iy Xn)
2 n 1<0
axi . 0K,
olarak yazilir. S L
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Birinci kosulun (a) ekonomik aniamim kolayeca ifade edebiliriz: i'inci degiske-
nin (x;) eniyilenmis noktadaki (x;) degerinde saglanacak bir marjinal degismenin
amag¢ fonksiyonu iizerindeki [f(x)] etkisi sifir olmalidir. Diger bir devigle xj ile ta-
mitilan kararin eniyilenmis noktada marjinal faydas: sifirdir,

1.2. n Degiskenli Amac Fonksiyonu ve Smirls Eniyileme

a. Esitlik Simirlamals Problem ve Lagrange Carpani
Bu ikinci durumda f(x) = f(x,, X3, ..., X;) fonksiyonu

gj (xl,x'Ii"-»xn):gj . j= 1,2,.... (3)

esitliklerini de saglayan bir (X;, X3, ..., X;) ¢6ziim kiimesi tarafindan eniyilenmis
olacaktir. Yani (xq, X3, .0y xn) karar degiskenleri kiimesi ne olursa olsun

f(}_‘l y E—Ii '"13{_“) } f{xl 3 X9y eney x-n) (4)

olmahdir.

Gerek f(x) amac fonksiyonu ve gerekse gj(x) &= g(x)=0 fonkslyon!m ilk
iki siradan tiirevli olmak iizere, (3) simirlamalarim saglayan (X, ,X;,, ..., Xp) kararlan
icin f(x) in bir goreceli eniyilenmis degere (maksimuma) sahip olmasimin 1. derece
kosulu (gerek kosul);

JF - of (x1,%2, ...y Xn) x g o . L

ax, Bxi J

olmalidir.

~Burada F(x) = f(x) — Ag(x) = f(x;, X2, ..., X)) — Bj {Xy, X4, ..., X) olarak
tanimlanan fonksiyona "'Lagrange fonksiyonu', p sayldallu A1, Az, ..., Ap parametre-
lerine de "Lagrange Carpanlari’' ad: verilir, Bu sonuncu esitliklerden,

.;i o ;i.l: (kl ) ?‘-23 wwee lp) (6)
eniyilenmis kararlan belirlenir. Bu kararlar (6) esitliginden de anlasildip iizere p
sayidaki,

g] [x—l (Rl » l21 seny hp)! 3(-2 0! 1 A’.‘., arey }\p)y ,...,?{. (Al , P\g, seny Rp)
denklemlerini saglayan (A;, Az, «.oy lp) parametrelerinin bir fonksiyonudur.
AF(x) % OF(X;, X2, s X0)

agj

(=1,2,..,p)

] agj
esitligi ile belirlenebilecek olan ?\j parametrelerinin ilging bir yorumu vardir. ?\j pa-
rametreleri, gj sinirlamalannda son birimdeki marjinal bir degigmenin, eniyilenmig
noktada, amac fonksiyon iizerindeki etkisini gostermektedir.

Cok degiskenli bir ve birden ¢ok sayida esitlik sinirlamalanna sahip bir mate-
matiksel eniyileme probleminin ¢&ziimii icin en uygun yontem bu "Lagrange Car-
panlart'' kullanma yontemidir. Biitiin sinirh eniyileme problemlerinde kullamlabil-
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- tzzrindski etkileri-

_ ; S " un, bir eniyllenmis de
gere'sahz" "J.m%'rmﬂm ".m'nd -:Borpm kﬂsu?u mamk Lagrange fonksivonunun bi-
rinel ve ikinci swadan kismi tirevlerinin sinsturdugn Hossun Matrisinin kismi mi-
‘norlerinin determinant deferleri agagidaki isaretlere sahip oimatidr,

|H,' 8, L0, b (DR I> 0% | (n= 2k, keN) )

i Birtamals Probiem i
':*»:53 eal itiikler olarak gout iz
&
yavgin Glavak Ra}:gﬂagaﬁau bir dummdur. Zira pmblemm (a-m.asv; fonksxyonunnn) en-
fytlenmasini etkileyen kaynak ve fakidrlerin belli Emitieri agmama ya da onlann
-alting dusmeme zoruniulukiai Gier zaman vardir. Bu durusada problemin ‘

hk {XI:X‘ZE ';‘-* xﬁ} S‘:- rk IE":"I*E, =agdy q} (B)
‘ kosuluna bash olarak,

f(Xg o Xegis x?)

fonksiyonunu ¢ leyen (X, X3, ..., xg.,\ coziim vektoriing belirlemek olacakiir,
- Boyle | roblemin bir ¢oziime sakip buiunup bulunmadigimin belirlenmest *
icin Kuhn-Tucker teoremieri olarak bilinen teoremlerden yararienilis®*, Egitlizlik
o kistlamalanndan baleang:m? 0 biciminde olmasi her zaman olasidir. Coziime
zeemeden bunun diizeltilmesi gers ir, (esit izliZin iki yam da — 1 ile carpilarak
yoni degistinitiz). Dnha sonra bu esilsizlivler k adet aviak deyigken kullamlarak
@§1t§ik§mﬂ dontistiiriliir, ¥4 ssamada esitsizlik sinirlamalar (8) durumundan,

Sy = 8y — by (%) = (51,82, oo, S @)
egitlikierine doniisecekiir. Bu durumda genel\ probiem:
cmax fe) o heR)bisy =p 20, ‘P00 - (10)
_,.* o _ : ! ; . Qg1 Ba.i
_ 108w ! ey 1y fq. f1g
Ha = Ega T ! >0 ve H = lg2fy faq. f2,] >0
;ga Ty o Ramd iy ;
: g, fnl fnﬁ f fnn
9%t
Burada f.. = ; oimak tadr,

i ax; ax
*% Kuhn-"‘ucker teoremleri icin bkz Intriligatsr Michael D.; Ma«.hematu:al Opti-
Wmt:fm a-zd Economic Theory-Prentice Hall Inc, E“glewggd C.N.J. 1971

g



yani hy(x) + sy = ry sinir kosullanina bagh olarak f(x) amag t‘onksnyonunun eniyi-
lenmesi olacaktir. Lagrange fonksiyonumuz

F(x)=f(x) + 4 k5'{1[rk~—hk(x)—-sk1 Ay

olmaktadir. F(x) in bir eniyilenmis defere (maksimum'a) sahip olmas: icin birinei
derece kosulu

oF of g: 0 hi(x) 8 (12)
— — .u_ ——— T
9%; . 0% N 0% :

{kinci derece, ya da yeter kosul ise bundan &nceki durumda belirtildigi gibi Hessian
matrisi minorlerinin determinant degerlerinin isareti ile ilgilidir. Burada, uj, paramet-
releri Kuhn-Tucker carpanlari adimi alir. gy = 0 dir. Bu garpanlar da ekonomik ola-
rak Lagrange carpanlarina benzer bigimde yorumlanir. Yani her biri eniyilenmis
noktada ait oldugu kisit faktordeki marjinal bir degisikligin amag fonksiyon iizerin-
deki etkisinin dlgiisii olmaktadir.
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