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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

BAZI| HIPERBOLIK DUZLEM MODELLERI VE HIPERBOLIK KLINGENBERG
DUZLEM SINIFLARI

Bilal DOGAN

Bursa Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Prof. Dr. Basri CELIK

Bu tezde, Oklidyen olmayan diizlemlerden énemli biri olan, hiperbolik diizlem kavramina
ait temel bilgiler, bazi1 hiperbolik diizlem modelleri hakkinda literatiirde yer alan bilgiler
ile bunlardan esinlenilerek elde edilen Hiperbolik-Klingenberg diizlemleri ile ilgili
yapilan bazi caligsmalar 6zet olarak sunulmustur.

Oklid diizleminden elde edilen hiperbolik diizlem modelleri olan Poincaré modelleri,
Sandler’in hiperbolik diizlem modeli ve Sandler’in modelinin genisletilmisi olan model
icin bir bolim ayrilmis ve bu modellerin kurulusu detaylariyla verilmistir. Ayrica,
projektif altdiizlemler ve hiperbolik diizlemler {izerine yapilan bazi ¢caligmalar incelenmis
olup sonlu bir projektif diizlemden Baer alt diizlemi olmayan bir projektif alt diizlemin
tim dogrularimin tizerindeki noktalarla birlikte atilmasiyla elde edilen yap1 tanitilmis ve
bu yapinin hangi sartlar altinda bir hiperbolik diizlem belirtecegi verilmistir.

Son olarak bir Projektif-Klingenberg diizlemden m adet 6zel dogru simnifinin iizerindeki
noktalarla birlikte atilmasi sonucu elde edilen yapmin Hiperbolik-Klingenberg diizlem
belirtme sartlarinin tespit edildigi ve bu yapinin bazi sayisal Ozelliklerinin ortaya
konuldugu bir caligmada elde edilen sonuglar tanitilmistir.

Anahtar Kelimeler: Bolyai-Lobachevsky diizlemi, Hiperbolik diizlem, hiperbolik
Klingenberg diizlem
2019, vii + 54 sayfa.



ABSTRACT

MSc Thesis

SOME HYPERBOLIC PLANE MODELS AND HYPERBOLIC KLINGENBERG
PLANE CLASSES

Bilal DOGAN

Bursa Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Basri CELIK

In this thesis, basic information about hyperbolic planes which are one of the important
non-Euclidean planes, some information about hyperbolic plane models and some studies
about Hyperbolic-Klingenberg planes which are constructed as a generalization of
hyperbolic planes are presented briefly.

Poincaré models which are the hyperbolic plane models obtained from the Euclidean
plane, hyperbolic plane models of Sandler, the extension of the Sandler's model and the
constructions of these models are given in detail in one chapter. In addition, some studies
on projective subplanes and hyperbolic planes have been examined and the structure
obtained by deleting all lines together with their points of projective non- Baer subplane
from a finite projective plane has been introduced and the conditions under which
remaining structure will indicate a hyperbolic plane have been given.

Finally, results of Hyperbolic-Klingenberg models constructed by deleting a certain
number m of equivalence classes of lines with their points from a finite
Projective-Klingenberg plane are given.

Key words: Bolyai-Lobachevsky plane, hyperbolic plane, hyperbolic Klingenberg plane
2019, vii + 54 pages.
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1. GIRIS

Geometri dort temel eleman {izerine kurulur. Bunlar tanimsiz terimler (nokta, dogru,
diizlem, uzay, kiime vb.), tanimli terimler, aksiyomlar (postulatlar) ve teoremlerdir
(Altun 2016).

M.O. 365-265 yillar1 civarinda yasayan ve geometrinin kurucusu olarak bilinen Oklid
(Euclid) kaleme aldigi, matematigin ve geometrinin temelini olusturan 13 ciltlik
Elemanlar (Elements) isimli kitabinin ilk cildinde bes aksiyom yazmis ve bu aksiyomlar
yardimiyla geometrinin temellerini kurmustur. Oklid’in aksiyom olarak aldig1 bes ifadeye
calismanin icerisinde yer verecegiz.

Tarih boyunca tartisma konusu olan besinci aksiyomunun ifadesi soyledir: “‘Eger bir diiz
dogru iki diiz dogruyu kesiyor ve bu kesisimde ayni taraftaki i¢ agilarin toplamu iki dik
ac¢idan kiigiik ise bu iki dogru sonsuza kadar uzatildiginda acilarin iki dik a¢idan kiiciik
oldugu tarafta kesisirler.”” (Celik 2015).

Besinci aksiyom Ortagag da Islam matematikgileri tarafindan tartisilmistir. On sekizinci
yiizy1lda besinci aksiyomun daha kolay anlasilmasini saglayan John Playfair isimli Iskog
matematik¢i bu aksiyomun ‘‘Bir dogruya disindaki bir noktadan bir tek paralel
¢izilebilir.”’ ifadesine denk oldugunu géstermistir. Aksiyomun bu son hali ilk defa John
Playfair tarafindan yapildigindan ‘‘Bir dogruya disindaki bir noktadan bir tek paralel
¢izilebilir.”’ ifadesine Playfair aksiyomu da denir (Celik 2015). On sekizinci yiizyilin
sonundan itibaren besinci aksiyoma farkli ifade ve ispatlar getirilmeye ¢aligilmig, boylece
on dokuzuncu yiizyilda yeni geometriler ortaya ¢ikmistir. Oklid dis1 geometrilerin ortaya
¢ikmasina katkida bulunan baslica matematikgiler; C.F. Gauss, J. Bolyai, N.I.
Lobachevsky, E. Baltremi, G.F.B. Riemann ve H. Poincaré dir. Rus matematik¢i N.I.
Lobachevsky kendisinden onceki matematikgiler gibi besinci aksiyomu bir teorem gibi
ispatlamaya yonelmemis onun yerine besinci aksiyomun saglanmadigi bir geometri
tizerine ¢alismistir. Lobachevsky geometrisinde diizlemin yerini kiire ylizeyi almistir.
Boylelikle diizlemdeki dogru parcasinin yerini kiire iizerindeki kiire yay1 alacaktir. Bu
demektir ki kiire iizerindeki geodezikler (iki nokta arasindaki en kisa uzakliklar) Oklid’in
dogru parcasina karsilik gelmektedir. Oklid geometrisinde iki dogru birbirine paralel
olmadiklar1 zaman bir noktada kesiseceklerdir. Oysaki Oklid dis1 geometride herhangi iki
geodezik iki noktada kesisebilmektedir. Bir dogruya disindaki bir noktadan birden fazla
paralel ¢izilebilmektedir (Akbas 2005).



2. KURAMSAL TEMELLER

Matematikte dogrulugundan siiphe etmeksizin ispatsiz olarak kabul edilen temel ifadeler,
aksiyom olarak adlandirilir. Aksiyomlar gibi ispatsiz kabul edilen ama dogruluguna
aksiyomlar kadar kesin gbzle bakilmayan temel ifadeler ise postulat olarak adlandirilir.
Giiniimiizde bu iki kavram birbirinin yerine kullanilabilmektedir. M.O. 300 yillarinda
Oklid’in (Euclid), 13 ciltten olusan The Elements eserini kaleme aldigi tahmin
edilmektedir. Oklid bu eserinin basinda ispatsiz olarak bes adet temel ifadeye yer
vermistir. Bu ifadeler Oklid Aksiyomlari olarak bilinir. Oklid’in eserinin basinda verdigi
aksiyomlar sunlardir:

1. Herhangi bir noktadan diger bir noktaya diiz dogru ¢izilebilir.

2. Bir diiz dogru i¢inde siirekli sonlu bir dogru ¢izilebilir.

3. Herhangi bir merkez ve uzunluk yardimiyla bir ¢ember cizilebilir.

4. Tim dik agilar birbirine esittir.

5. Eger bir diiz dogru iki diiz dogruyu kesiyor ve bu kesisimde ayni taraftaki i¢

acilarinin toplami iki dik agidan kiiciik ise, bu iki dogru sonsuza kadar

uzatildiginda, acilarin iki dik agidan kiigiik oldugu tarafta kesisirler.

Oklid’in besinci aksiyomu iizerinde biraz diisiiniildiigiinde bu postulatin aslinda “Bir
dogruya disindaki bir noktadan bir tek paralel ¢izilebilir.” ifadesine denk oldugu goriiliir.
Besinci Aksiyomun bu son hali ilk defa John Playfair tarafindan yapildigindan Playfair
Aksiyomu olarak adlandirilir (Celik 2015).

Bolyai ve Lobachevsky Oklid’in besinci aksiyomunun diger aksiyomlarm sonucu
olmadigini ve bu aksiyom yerine “ Bir dogruya, disindaki bir noktadan gegen iki ya da
daha ¢ok sayida paralel dogru cizilebilir.” ifadesinin alinmasiyla yeni bir geometrinin
olusturulabilecegini gosterdiler. Bdylece hiperbolik geometri, dolayisiyla Oklidyen
olmayan geometri (Oklid dis1 geometri) kavrami ortaya ¢ikmustir. Oklid aksiyomlarini
saglayan bir tek Reel diizlem varken Bolyai-Lobachevsky aksiyomlarini gergekleyen

birgok Reel diizlem modeli gelistirilmistir

Bu ¢alismada /N ile elemanlarina noktalar adi verilen bir kiime, D ile elemanlarina

dogrular adi verilen bir kiime gosterilecektir ve N ile D kiimelerinin ayrik kiimeler



oldugu kabul edilecektir. Dogrular noktalarin bir kiimesi olarak goéz oniine alinacak ve
Nile D arasinda hangi noktanin hangi dogru tizerinde oldugunu belirleyecek ve adina
iizerinde olma bagmtis1 denilecek bir o bagmntis1 kullanilacaktir. S6yle ki N, N den
alinan bir nokta ve d de D den alinan bir dogru olmak tizere Nod gosterimi “N noktas1 d

dogrusu iizerindedir ya da d dogrusu N noktasindan geger.” anlamina N¢d gosterimi ise
“N noktasinin d dogrusu iizerinde olmadigr ya da d dogrusunun N noktasindan
gecmedigi” anlamina gelecektir. Eger iki dogrunun ortak higbir noktasi yok ise bu

dogrulara paralel dogrular denir. di ve d> dogrular1 paralel ise bu di]|d2 bi¢iminde

gosterilir. Iki dogrunun paralel olmadig ise } simgesi kullanilarak gosterilir.

Bu bolimde tez konusunun daha iyi anlasilmasini saglayacak temel kavramlar ve

teoremler literatiirden yapilan bir derleme seklinde verilecektir.

Tanmim 2.1. N ve D elemanlan sirasiyla noktalar ve dogrular adi1 verilen herhangi iki
kiime ve o c (IN'X D) iizerinde bulunma bagmtisi olsun. Eger N N D =@ ise (N, D,0)
siral1 tigliisiine geometrik yapa denir. [N U D | sonlu ise (N, D,0) geometrik yapisina

sonlu geometrik yapi adi verilir (Batten 1986).

Tanim 2.2. Asagidaki aksiyomlari saglayan bir ‘U= (IN,D,0) geometrik yapisina bir
lineer uzay denir (Batten 1986).

L1) Her dogru iizerinde en az iki nokta vardir.

L2) Farkli iki noktadan tam olarak bir dogru geger.

Tamim 2.3. Bir U= (N,D,0) geometrik yapisinda, N1, N2, N3, ... € N' noktalar1 igin
Ni od, i=1, 2, 3, .. olacak sekilde bir d € D dogrusu varsa (yani bu noktalarin hepsi ayni

dogru tlizerindeyse) bu noktalara dogrudas noktalar denir (Batten 1986).

Tamm 2.4. En az bir dogrusu olan ve tiim dogrulari ayni1 sayida nokta bulunduran

geometrik yapilara dogru diizenlidir (regiilerdir) denir (Kaya 2005).

Tanmm 2.5. Asagidaki aksiyomlari saglayan bir ‘U= (IN,D,0) lineer uzayina projektif

diizlem denir.



1. Herhangi iki dogru kesisir.
2. Herhangi ti¢ii dogrudas olmayan dort nokta vardir.

Projektif diizlem genellikle ‘U = (IN;D,o) yerine P = (N, D,0) ya da n = (!N,D,0)

bi¢iminde gosterilir (Batten 1986).

Aciklama 2.6. Eger projektif diizlem tanimi lineer uzay tanimindan bagimsiz olarak
verilmek istenirse, lineer uzay aksiyomlari ile projektif diizlem aksiyomlar1 bir araya
getirilmelidir. Fakat bu durumda L1 aksiyomu aksiyom sisteminde fazlalik olarak yer
alacaktir. Bu nedenle literatiirde yer alan bazi kaynaklarda projektif diizlem tanimi
asagidaki gibi verilmektedir:

T = (N,D,0) geometrik yapisi asagidaki P1, P2, P3 aksiyomlarmi saglarsa, Tt
geometrik yapisi projektif diizlem adini alir (Kaya 2005).

P1) V Nz, N2 €N, Ni# N2 noktalari igin, N;o d ve N, o d olacak sekilde bir tek
d € D dogrusu vardir.

P2) V di, d2 € D i¢in N o d1 ve N o d2 olacak sekilde en az bir N € /N noktasi
vardir.

P3) Herhangi tigii dogrudas olmayan dort nokta vardir.
P2 aksiyomunda yer alan di ve d2 dogrular farkli dogrular oldugunda bir tek noktada

kesisecekleri Kaya R. tarafindan asagidaki teorem ile verilmistir.
Teorem 2.7. Bir projektif diizlemde farkli iki dogru bir tek noktada kesisir (Kaya 2005).

Projektif diizlemin sonlu olmasi durumunda daha bir anlamli olan mertebe kavrami ve

mertebenin temel 6zellikleri asagidaki teorem ile verilir (Kaya 2005).

Teorem 2.8. Her sonlu 7 projektif diizlemi i¢in asagidaki sartlara uyan bir n > 2
tamsayisi vardir ve bu tamsayiya 7T nin mertebesi adi verilir.

1. 7T nin her dogrusu iizerinde tam olarak n + 1 nokta vardir.

2. 1T nin her noktasindan tam olarak n + 1 dogru geger.

3. T deki noktalarin toplam sayis1 n? + n + 1 dir.

4. 1 deki dogrularm toplam sayisi n? + n + 1 dir.



Teorem 2.9. T mertebesi n olan sonlu olan bir projektif diizlem ve 7’ de T nin mertebesi

m olan bir projektif alt diizlemi olsun. Bu takdirde eger 7T nin her dogrusu 7’ niin bir

noktasini kapsarsa n = m? dir, Aksi halde n > m?+m dir (Kaya 2005).
Teorem 2.9 un sonucu olarak verecegimiz asagidaki ifadeler ilerleyen kisimlarda

kullanilacaktir.
1. 7 nin her dogrusu 7T’ niin bir noktasini kapsarsa n = m? olur.

2. Eger m de 7’ niin hicbir noktasin kapsamayan bir d dogrusu varsa, 7T’ niin

dogrular1 d yi en ok m?+ m + 1 tane noktada keser ve n > m?+ m olur.

Tamm 2.10. Teorem 2.9 dan=m?ise 77’ ye 7T nin Baer projektif altdiizlemi denir.

n>m2+misem ye 7 nin Baer olmayan projektif altdiizlemi ad: verilir (Kaya 2005).

Literatiirde hiperbolik diizlem veya Bolyai-Lobachevsky (B-L) diizlemi olarak bilinen
diizlem modelleri igin bazi kii¢iik farkliliklar gosteren tanimlar mevcuttur. Biz burada bu

tanimlardan iki tanesini verecegiz.

Tanmm 2.11. Asagidaki aksiyomlari saglayan bir H = (N;D, 0) geometrik yapisina bir

hiperbolik diizlem denir (Kaya 2005).
H1) Farkli iki noktadan gegen bir dogru vardir.
H2) Her dogru iizerinde ayni sayida nokta bulunur.
H3) Herhangi tigli dogrudas olmayan dort nokta vardir.
H4) (Ayiric1 Aksiyom). Bir dogrunun digindaki bir noktadan gegen ve bu
dogruya paralel olan, iki ya da daha ¢ok (belli sayida) dogru vardir.
H5) (Smrlayict Aksiyom). N’ c/N dogrudas olmayan ii¢ nokta bulundursun,

D' cDve o' C 0 olmak iizere;
1. Ny, N2€N' N1#=N2=>NiN2€ D" ve
2. NodeD'=> Ne N’

sartlar1 saglaniyorsa (N, D', 0')=H dur.



Literatiirde yer alan diger hiperbolik diizlem tanimlarindan biri ise yukarida verilen
tanimda yer alan H2) aksiyomunun biraz degistirilmesiyle olusturulmustur. Bu tezin
ticlincii boliimiinde yer verilecek bazi modeller birinci tanima bazi modeller ise ikinci

tanima ait ornekler olacaktir.

Tammm 2.12. Asagidaki aksiyomlar1 saglayan bir H = (N;D, 0) geometrik yapisina

Graves anlaminda bir hiperbolik diizlem denir (Ostrom 1962).
G1) Farkli iki noktadan gegen bir tek dogru vardir.
G2) Herhangi bir dogru iizerinde en az iki nokta vardir.
G3) Herhangi bir dogruya disindaki bir noktadan en az iki paralel dogru
cizilebilir.
G4) Herhangi ti¢li dogrudas olmayan dort nokta vardir.
G5) S c N olmak tizere S, N nin dogrudas olmayan ti¢ noktasi ile kapsadigi,

herhangi iki noktay birlestiren bir dogru tizerindeki tiim noktalar1 kapsiyorsa S =
Ndir.

Tanim 2.13. N noktalar kiimesini, ) dogrular kiimesini, o {izerinde olma bagmntisini ve
~ ise komsuluk bagintisi adi verilen N ve D {izerinde bir denklik bagmntisin1 gostermek
tizere asagidaki sartlari saglayan bir M=(N;D, o, ~) yapisina bir Projektif Klingenberg
diizlem denir ve kisaca PK- diizlem olarak yazilir (Drake ve Lenz 1975).
PK1) Komsu olmayan herhangi iki A, B € /N noktalar1 i¢in Ao d ve Bod olacak
bigimde tam olarak bir d € D dogrusu vardir. (Ayn: komsulukta olmayan herhangi
iki noktadan bir tek dogru geger.)
PK2) Komsu olmayan herhangi iki ¢, d € D dogrulan i¢in Noc ve Nod olacak
bi¢imde tam olarak bir N € N arakesit noktasi vardir. (Ayni komsulukta olmayan
herhangi iki dogrunun bir tek arakesit noktasi vardir.)
PK3) M nin kanonik gériintiisii denilen bir M* = (N ", D", 0) projektif diizlemi
ileher A,Be Nveherc,de D igin
Y(A)=¥YB)= A~Bve Y(c)=¥(d)ec~d

sartlarini saglayan bir ¥ : M — M” geometrik yapi epimorfizmi vardir.



Dikkat edilirse PK-diizlemi taniminda ayn1 komsulukta olan herhangi iki nokta veya ayni
komsulukta olan herhangi iki dogru i¢in higbir sart ifade edilmemistir. Yani bir PK-
diizleminin ayn1 komsulukta olan herhangi iki noktasindan hi¢ dogru ge¢meyebilir, bir

tek dogru gecebilir veya pek ¢cok dogru gecebilir.

Tamm 2.14. (N, D, o ) bir geometrik yap1, ~ N UD iizerinde, komsuluk bagintisi
olarak isimlendirilen, bir denklik bagintisi olsun ve higbir nokta higbir dogru
komsulugunda olmasin, || ise D iizerinde, paralellik bagintisi olarak isimlendirilen, bir
bagint1 iken asagidaki sartlar saglaniyorsa H= (N, D, o, |, ~) beslisine bir Hiperbolik-
Klingenberg diizlem (HK-diizlem) ad1 verilir.

HKL) (VN,M) (NN MENAN= M)=>[N,M]=1)

HK2) (vd)(d e D =(3 N, M) (N, M € 2N, Nod, Mod, N = M))

HK3) Herhangi ii¢ii dogrudas olmayan ve ikiser ikiser ayni komsulukta

bulunmayan en az dort nokta vardir.

HK4) Herhangi bir (N, d), nokta-dogru ikilisi i¢in N¢d iken, N den gegip d ye
paralel olan ve ayn1 komsulukta bulunmayan en az iki dogru vardir.
HK5)N~M e ¥Y(N)=¥Y(M) V NNMeN

I~d © Y(Hh=¥Yd) vI,d € D

[9.h]=0ise ¥(g) || ¥(h)

sartlarini saglayacak bigimde bir H* = (N*,D*, 0*) hiperbolik diizlemi ve

¥ : H — H* epimorfizmi vardir (Celik 2008).

Tanmm 2.15. Bir geometrik yapida bir dogru ile bu dogru iizerinde bulunan bir noktanin

teskil ettigi konfigiirasyona flag denir (Kaya ve Ozcan 1984).

Tamm 2.16. (N, D, o) ve (N, D', 0" ) herhangi iki geometrik yap1 olsun. Eger,
fENUD - N'UD
fonksiyonu,
1LE(N)c N’
2.f(D)c D
3.V NeXN, deD ve Nod = f(N) o’ f(d)



sartlarini sagliyorsa, fye (N, D, o) ve (N', D', 0’ ) geometrik yapilari arasinda bir
homomorfizm denir. Orten 6zelligi bulunan bir homomorfizme epimorfizm birebirlik

sartin1 saglayan epimorfizm ise izomorfizm adi verilir (Kaya 2005).

Tamm 2.17. A ve B herhangi iki kiime olmak iizere § < A x B olsun. B kiimesine A dan
B ye bir baginti denir. B, A tizerinde bir bagint1 yani p € A x A olmak {izere B bagintisi;
1.Herae Aigin(a, a) EA
2.(a,b)epise(b,a)ep
3.(a,b)ep ve (b,c)ePise(a c)€EP
kosullarini gergekliyor ise 3 ya A iizerinde bir denklik bagintisidir denir (Bagkan ve ark.
2006).



3. BAZI HIPERBOLIK DUZLEM MODELLERI

3.1. Poincaré Hiperbolik Diizlem Modelleri

Bu boliimde Jules Henri Poincaré (1854-1912) tarafindan Oklid diizleminden elde edilen

iki hiperbolik diizlem 6rnegi verilecektir.

3.1.1. Poincaré’nin Disk Modeli

Oklid diizleminde bir egri ile sinirlanmis konveks bir bdlgenin, érnegin bir dairenin ig
noktalarindan olusan bolge diisiiniilsiin. Dairenin i¢inde kalan (¢evre lizerindekiler harig)
noktalar yine nokta olarak; dairenin kirislerinden her biri birer dogru olarak alinsin.

Dairenin ¢evresi lizerinde kesisen herhangi iki kiris paralel dogrular olarak tanimlansin.
Yani sembolik ifade edilecek olursa noktalar kiimesi olarak N'= { (X, y): ( x-a)?+(y-b)?
<r? X,y € R} ve dogrular kiimesi olarak D = { dnN: dnN=@, d Oklid diizleminin bir
dogrusu} olarak alinsin. Bu durumda her dogruya disindaki bir noktadan gegen iki paralel

dogru cizilebilecegi asikardir (Sekil 3.1.(a)). Yani ayirici aksiyom olan H4 saglanir.

Hiperbolik diizlemin diger aksiyomlarinin saglandigini1 gérmek kolaydir.

Dikkat edilirse yukarida verilen modelde her d dogrusu i¢in d disindaki bir N noktasindan
gecen dz ve dz paralelleri haricinde ¢ok sayida dogru da d dogrusunu kesmez. Ama bunlar
yukaridaki paralellik tanimima uymazlar. Eger paralellik tanimi “Ortak noktas: olmayan
iki dogru paraleldir.” bigiminde yapilirsa boyle dogrular da d ye paralel olur (yani bu
durumda bir dogruya disindaki bir noktadan sonsuz sayida paralel cgizilebilir.)
(Sekil 3.1.(b)) ve hiperbolik diizlem aksiyomlar1 yine saglanir (Kaya 2005).



o e
- ~~

Sekil 3.1.(a) Poincaré disk modeli igin Sekil 3.1.(b) Poincaré disk modeli
paralelligin gember iizerinde kesigsme paralelligin alternatif tanimi

olarak tanimi

3.1.2. Poincaré’nin Ust Yar1 Diizlem Modeli

Oklid diizleminde x-ekseninin iist tarafinda kalan yar1 diizlem goz 6niine alinsin. Bu yar1
diizlemdeki noktalar geometrik yapmin noktalar1 olarak alinsin. Merkezi x-ekseni
tizerinde bulunan yar1 ¢emberler ve x-eksenine dik yari1 dogrular geometrik yapinin
dogrular1 olarak tanimlansin (Sekil 3.2.). X-ekseni yar1 diizleme dahil olmadigindan
yapinin “x-ekseni iizerinde kesisen dogrular1 paralel dogrular olarak tanimlansin. Boylece
Oklid diizleminde X-ekseni iizerinde birbirine teget olan yar1 gemberler ve bir noktadan
gecip bu yar1 ¢cembere x-ekseni iizerinde teget olan yari dogrular bu yapinin paralel
dogrular1 olacaktir. Asagida bu yapinin bir hiperbolik diizlem oldugu (Saltan 2006) dan
derlenen bilgiler esliginde verilecektir. Hiperbolik diizlem oldugu gosterilecek olan bu
yapiya literatiirde hiperbolik diizlemler i¢in Poincaré Ust Yar1 Diizlem Modeli adi
verilmektedir (Saltan 2006).
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Sekil 3.2. Poincaré iist yar1 diizlem modelinin dogrulari

Matematik notasyonlari ile Poincaré iist yari diizlem modelinin noktalarini, dogrularini,
lizerinde olma bagintisin1i ve paralellik bagmtisint asagidaki gibi tanimlamak
miimkiindiir. Bu tanimlama i¢in kullanilacak olan iki temel gosterim asagida

aciklanmistir.

[a] ile a bir reel say1 olmak iizere Oklid diizleminde x=a dogrusunun iist yar1 diizlemde
kalan kismu, [[¢, ] ile merkezi x ekseninde €= (&£,0) noktasi ve yarigapi r >0 olan gemberin

iist yar1 diizlemde kalan kismi gosterilmektedir.
N={(Xx,y): x,yERvey>0}

D={[alla€R}IU{[er]:(X—e)+y*=r% x,yER,y>0}

(x,y)oalex =a
(x,y)oler]lex— c)?+y?=r?

( [a] Il [b]

Il: < [a] Il [e,7] = [a] A [, 7]; x — ekseni lizerinde bir nokta ya da bos kiime

\ [&,r] Il [e',7'] = [&,r] A [[e',7']; x — ekseni lizerinde bir nokta ya da bos kiime

Bu kisim, Poincaré iist yar1 diizlem modelinin bir hiperbolik diizlem oldugu gosterilerek

tamamlanacaktir.
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H1) Ni= (x1,y1), N2= (x3,¥,) ve N1, N2 € N yapmun farkli iki noktasi olsun. Bu
durumda Ni ve N2 noktalarmin {iizerinde oldugu bir tek dogrunun var oldugu
gosterilmelidir. Bu N1 ve N2 noktalarinin birinci bilesenlerinin esit olup olmamasina gore

iki farkli durumda gosterilecektir.

1. Durum: x; = x, olsun. Bu durumda N1= (x4, y1) ve No= (x4, y,) olur ve
(xl)yl) 0 [a] < X1 =a

(x1,y2) 0 [al © x;=a

oldugundan a= x; segilerek bulunur
[a] = [x4]
dogrusu N1 ve N2 noktalarindan gecen dogrudur. N1 ve N2 noktalarinin birinci bilesenleri

esit oldugundan N1 ve N2 den gecen ve merkezi x-ekseni lizerinde olan bir cember yoktur.

2. Durum: xi#x2 olsun. Bu durumda NiN2 dogru pargasinin orta dikmesinden
yararlanilir. Orta dikme {izerindeki tiim noktalar N1 ve N2 ye esit uzakliktadir. Bu nedenle
N1iN2 dogru pargasinin orta dikmesi lizerinde merkez olarak secilen bir M noktas1 i¢in
IMN{|=]MN2| olacagindan M merkezli N1 den gecen ¢ember N2 den de geger. x17X>
oldugundan N1N2 dogru pargasinin orta dikmesi x-eksenine paralel degildir. Bu durumda
M merkezi olarak NiN2 dogru pargasmin orta dikmesinin x-eksenini kestigi nokta
alindiginda, M merkezli r =|[MN1 | yarigapli gemberin iist yar1 diizlemde kalan kism1 yani

[0, 7] N1 ve N2den geger (Sekil 3.3.).

yll

Sekil 3.3. Poincaré iist yar1 diizlem modelinde N1 ve N2 noktalarindan ge¢en dogru
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X17X2 oldugundan N1 ve N2 den [a] tipindeki bir dogrunun ge¢mesi miimkiin degildir.
Aksi halde;
Nio[a] © (xy,y1)0[a]l © x; =a

N20 [a] © (x5, y2)0][a]l © x, =a
olup x; = a = x, oldugu bulunur ki bu X1#X2 olmasi ile ¢elisir.
H2) Her dogru iizerinde ayni sayida nokta oldugu ii¢ durumda gosterilecektir.

1. Durum: Yapmin X-eksenine dik olan farkli iki dogrusu di, d2 olsun. d: ve dz de ayni

sayida nokta bulundugu gosterilmelidir. d1 ve d> dogrular1 x-eksenini a ve b gibi iki farkli

noktada keserler ve di: dogrusu iizerindeki tim noktalar ym reel sayisi degismek iizere

(a,ym) formunda, d2 dogrusu tizerindeki tiim noktalar ise (b,ym) formundadir. Bu durumda
f:di—>d2

Nm = f(Nm) = f((a,ym)) = (b,ym)
dontisimii di tizerindeki noktalar1 do tizerindeki noktalara birebir ve Orten olarak
dontistiiren bir fonksiyondur (Sekil 3.4.). Bu nedenle di1 ve d2 dogrularinin tizerindeki

noktalarinin sayis1 aynidir.

YA d, d,
N f(Ny)
N; f(N;)
N f(N,)
Ny f(Ny)
. [+] (]

Sekil 3.4. Poincaré st yar1 diizlem modelinin ayn1 tip dogrulari tizerindeki nokta sayist
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Bu sekilde devam edilirse d2 dogrusu lizerindeki nokta sayisinin di deki nokta sayisina

esit oldugu gosterilmis olur.

2. Durum: Dogrularimizin biri X-eksenine dik olan ve d ile gosterilen bir dogru, digeri

merkezi X-ekseni lizerinde bulunan bir yar1 gember olan ve c ile gosterilen bir dogru olsun.

N, ¢ dogrusunun x-eksenini kestigi noktalardan biri olarak alinsin. f fonksiyonunu,
f:c—d

X o f(X)=NXnd

olarak tanimlansin (Sekil 3.5.).

f(x, )

Sekil 3.5. Poincaré ist yar1 diizlem modelinin farkli tipteki dogrulari tizerindeki
noktalarin birbirine doniistiiriilmesi

f fonksiyonunun birebir ve 6rten oldugu Sekil 3.4 den kolayca goriilmektedir.

O halde x-eksenine dik olan bir dogru ve merkezi x-ekseni iizerinde bulunan bir yari
cember arasinda birebir ve orten bir f fonksiyonu tanimlanabildiginden, bu ¢esit dogrular

ayni sayida noktadan olusmaktadirlar.
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3. Durum: Dogrularin ikisi de merkezleri x-ekseni iizerinde bulunan yari ¢emberler
olarak alinsin. C1 ve Cp bu gesit iki dogru olsun. Bu durumda, x-eksenine dik olan bir d

dogrusu alindiginda 2. durumdan dolay1 birebir ve 6rten olan;

f:ci—d

ve
g:Cr—d

fonksiyonlar1 vardir. g : Cp — d birebir ve 6rten fonksiyon oldugundan g : d — C; birebir

ve Orten bir fonksiyondur. Birebir ve Orten fonksiyonlarin bileskesi de birebir orten
fonksiyon olacagindan g lof : C; — C; birebir ve drten bir fonksiyondur. Bu nedenle C; ve
C2 dogrular1 ayn1 sayida nokta bulundurur.

H3) Oklid iist yar1 diizleminde herhangi {i¢ii dogrudas olmayan dort noktanin varlig
asikar oldugundan H3 aksiyomu saglanir. Ornegin Ni=(0,1), N2=(0,2), Ns=(1,1),
N4=(1,2) noktalarinin higbir ii¢liisii dogrudas degildir.

H4) Bir dogruya disindaki bir noktadan en az iki paralel gizilebilecegi, dogrulara gore ti¢

farkli durumda incelenir.

1. Durum: d, x-eksenine dik olan bir dogru ve M, bu dogru iizerinde olmayan bir nokta
olsun. Bu durumda M noktasindan gegen ve x-eksenine dik olan bir d; dogrusu vardir ve
bu dogru d ye paraleldir. d dogrusunun X-eksenini kestigi nokta K olarak isimlendirilsin.
KM dogru parcasinin orta dikmesinin x-eksenini kestigi nokta O olarak isimlendirilsin.
(K noktas1 x-ekseni iizerinde oldugundan KM nin orta dikmesi x-eksenine paralel
degildir.) O merkezli |OK| yarigapli ¢ gemberi |[OK| =|OM]| oldugundan M den de geger.

c ile d dogrusu x-ekseni lizerinde kesistiginden tanim geregi paraleldirler (Sekil 3.6.).

15



X

__.E—l___--""____-;a——.-__u__>

K 0

Sekil 3.6. Poincaré iist yar1 diizlem modelinde bir dogruya disindaki M noktasindan
cizilen paraleller

Bu nedenle d; ve ¢ dogrular1 M den gegen ve d ye paralel olan iki dogrudur.

2. Durum: c, merkezi x-ekseni iizerinde bulunan yar1 ¢ember bi¢cimindeki bir dogru ve
M bu dogru lizerinde olmayan bir nokta olsun. C dogrusunun x-eksenini kestigi noktalar
K ve L noktalar1 olsun. M ise K ve L den gecen dik dogrular tizerinde olmasin. ML dogru
parcasinin orta dikmesinin x-eksenini kestigi nokta O1, MK dogru pargasinin orta

dikmesinin x-eksenini kestigi nokta O olarak isimlendirildiginde O1 merkezli |O:L]|
=|01M| yarigaph Cy yar1 gemberi ve O2 merkezli |O2K| =|O2M| yarigaph C2 yari gemberi
C yar1 ¢emberi ile sadece x-ekseni iizerinde kesisirler ve tanim geregi C1 ve Cz yari

cemberleri C ye paraleldirler (Sekil 3.7.).
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K L 03 01

Sekil 3.7. Poincaré ist yar1 diizlem modelinde bir yart ¢ember bigimindeki bir C
dogrusuna disindaki M noktasindan ¢izilen Cz ve Cz dogrulari
3. Durum: C, merkezi Xx-ekseni iizerinde bulunan yar1 ¢gember bi¢imindeki ve bu

dogrunun x-eksenini kestigi noktalar K ve L olsun. M, K veya L den gecen dik

dogrulardan biri iizerinde olsun. Ornegin M yi L den gecen dik dogru olan d iizerinde
almak genelligi bozmaz. Bu durumda M den gegen d dogrusu ile C nin paralel oldugu
asikardir. MK dogru parcasinin orta dikmesinin x-eksenini kestigi noktaya O1 denirse
yarigapi |O1M| =|O:K]| olan O1 merkezli C; yarim ¢emberi M ve K noktalarindan geger.

Bu nedenle C ¢emberi ile C1 gemberi paraleldirler (Sekil 3.8.). Bu nedenle, bu durumda M

den gegen d ve C1 dogrulari C ye paraleldirler.
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Sekil 3.8. Poincaré iist yar1 diizlem modelinde bir yar1 gember bigimindeki C dogrusuna
disindaki M noktasindan ¢izilen paralellerin bir bagka durumu

H5) N CNkiimesi dogrudas olmayan ii¢ nokta ve N ' niin farkli iki noktasindan gegen
dogrunun tizerindeki tiim noktalarini kapsasin. 2N nin herhangi bir X noktasi g6z 6niine
alinsin. N'' niin kapsadig1 dogrudas olamayan noktalar P, R, S ile gosterilsin. PR, PS ve
RS dogrularinin tizerindeki tiim noktalar kabul geregi N ' niin elemani olacaktir. PR, PS

ve RS dogrulariin olusturdugu PRS {i¢cgeni (bu iiggenin kenarlari ¢ember pargasi da

olacagindan, bu tiir tiggenlere hiperbolik ii¢gen ad1 verilir) goz 6niine alinsin. /N'de PRS
tiggeni iginde alinacak bir A noktasi ile N nin A dan farkli bir X noktasini birlestiren

dogru PRS hiperbolik iicgeninin kenarlarim1 U ve V gibi iki farkli noktada kesecektir.

U ve V noktalar1 PRS ti¢geninin kenarlar1 tizerinde oldugundan N' ye ait noktalardir. X
noktast da N ' ye ait olan U ve V noktalarini birlestiren dogru {izerinde oldugundan

X €N sonucu bulunur (Sekil 3.9.). Bu nedenle /N '=N elde edilir.
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Sekil 3.9. Poincaré iist yar1 diizlem modelinin H5 aksiyomu i¢in bir konfigiirasyon
3.2. Sandler’in Modeli ve Bu Modelin Genisletilmisi

Sandler bir projektif diizlemden 6zel li¢ dogru atarak geriye kalan yapinin bir hiperbolik
diizlem olma sartlarin1 incelemistir (Sandler 1963). Daha sonra da bu inceleme m tane
dogruya genisletilmistir (Kaya ve Ozcan 1984). Bu kisimda séz konusu modellerin ikisi

de tanitilacaktir.

3.2.1. Sandler’in Hiperbolik Diizlem Modeli

7T, n =5 olmak iizere n. mertebeden sonlu bir projektif diizlem olsun. 7 den noktadag
olmayan Iy, I2, I3 dogrular1 ve bu dogrularin {izerindeki tiim noktalar atilarak elde edilen
yap1 T3 olarak adlandirilsin. 773 {in {izerinde bulunma bagintisi, T nin {izerinde bulunma
bagmtisinin kisitlanmisi oldugundan ayni sembolle gosterilebilir. Bu durumda 773 nin bir
hiperbolik diizlem oldugu Sandler tarafindan gosterilmistir ve bu nedenle bu diizlem
Sandler Modeli olarak bilinir. Simdi 7t3 yapisinin Graves anlaminda bir hiperbolik

diizlem oldugu literatiirde asagidakine benzer yollarla gosterilmistir (Kaya ve Ozcan
1984).

G1) 73 nin tiim noktalar1 ayn1 zamanda 7T nin de noktalar1 oldugundan, projektif diizlem

aksiyomlarindan dolay1 iki nokta bir tek dogru belirtir.
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G2) 7 nin bir dogrusu iizerinden en fazla li¢ nokta atilmigtir. Yani 773 nin her dogrusu en
az n-2 nokta kapsar (Bu durum 7 den atilan {iggenin herhangi bir kdsesinden gegmeyen
dogrular i¢in gegerlidir.). Halbuki n > 5 oldugundan,

n-2=52=n-2=>3
olur.

Yani 73 nin bir dogrusu iizerinde en az {i¢ nokta vardir.

G3) 7 nin herhangi bir | dogrusu tlizerinden atilan en az nokta sayis1 2 dir. Bu noktalar1 A
ve B olarak adlandirilsin. 7T de P ¢ | olacak sekilde bir P noktasini alalim. Farkli iki

noktadan bir tek dogru gegeceginden PA ve PB dogrular1 vardir ve bu dogrular, 773 de |

dogrusuna paraleldir. Boylece bir dogruya disindaki bir noktadan en az iki paralel dogru
cizildigi gortlir (Sekil 3.10.).

I, I,

Sekil 3.10. Sandler'in hiperbolik diizlem modelinde | dogrusuna disindaki P noktasindan

cizilebilen paralel dogrular

G4) 13 de bir | dogrusu ve P ¢ | olacak sekilde bir P noktasi alalim. Her dogru tizerinde

en az li¢ nokta olacagindan | iizerinde A ve B noktalar1 vardir. Farkli iki noktadan bir tek
dogru gececeginden dolay1 P den gecen PA ve PB dogrular1 s6z konusudur. Bu dogrular

tizerinde de en az ii¢ nokta olacagindan PA dogrusu iizerinde P ve A noktalarindan farkli
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bir X noktasi ve PB dogrusu ilizerinde de P ve B noktalarindan farkli bir Y noktas1 vardir.
Bu durumda, A,B,X, Y noktalar1 herhangi {i¢ii dogrudas olmayan dort noktadir (Sekil
3.11)).

l;

Sekil 3.11. Sandler'in hiperbolik diizlem modelinin G4 aksiyomu i¢in bir
konfigiirasyon

G5) 13 nin noktalarinin bir S alt kiimesi, dogrudas olmayan ii¢ nokta ve S ye ait herhangi
iki noktay1 birlestiren dogrular tizerindeki tiim noktalar1 kapsasin. O zaman A,B,C € S

dogrudas olmayan ii¢ nokta olmak iizere | = AB dogrusu iizerindeki noktalar hipotez

geregince S ye aittir. Bu | dogrusu tizerinde en az n—2 adet nokta olup C noktasi ile bu

noktalar birlestirilirse, S deki toplam nokta sayisinin en az
m=2)n—-3)+1

oldugu bulunur. X € 3 iin herhangi bir noktast olsun. T projektif diizleminde bir
noktadan n + 1 adet dogru geger. X ile S nin (n —2)(n — 3) + 1 noktasi birlestirilerek, X
ve S nin noktalarindan gegen (n— 2)(n — 3) + 1 adet dogru elde edilir. Eger X ile S nin

noktalarini birlestiren dogrularin sayisinin n + 1 den biiyiik oldugu, yani
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(M—-2)n-3)+1> n+2

oldugu gosterilirse X noktasindan gegen dogrulardan birinin S nin birden fazla noktasini
kapsadigi ispatlanmis olur. Bu durumda da hipotez geregince S nin farkli iki noktasini
kapsayan bir dogrunun tiim noktalar1 da S de olacagindan X € S elde oldugu bulunur.

Gosterilmesi gereken bu esitsizlik incelendiginde

m—=2)n-3)+1=>=n+2

on-6n+5=0

& (n-5)n-1)=0 1 |5

&n>5veyan<l

oldugu bulunur. Hipotez geregi n = 5 oldugundan (n —2)(n — 3) + 1 = n + 2 esitsizligi

gerceklenir.

3.2.2. Sandler’in Hiperbolik Diizlem Modelinin Genisletilmisi (Kaya-Ozcan Modeli)

Bu kesimde Kaya R. ve Ozcan E. tarafindan verilen ve Sandler’in modelinin bir
genisletilmisi olarak diisiiniilebilecek bir model tanitilacaktir. 77, n. mertebeden sonlu bir
projektif diizlem ve m, m < n + 2 esitsizligini saglayan pozitif bir tamsay1 olsun.

li, (I=1,2,..,m) 7 nin farkli ve herhangi ii¢li noktadas olmayan dogrularin1 gostersin.
Ttm, T den |;, (i =1, 2, ..., m) dogrular1 ve bu dogrular tizerinde bulunan tiim noktalarin

atilmasiyla elde edilen bir alt yap1 olsun. 7T nin bir noktas1 eger atilan li, (i=1, 2, ... , m)

dogrularinin herhangi ikisinin kesisimi ise bu nokta kose noktasi adin1 alir (Kaya ve
Ozcan 1984).

Yardimei Teorem 3.2.2.1. T asagidaki 6zellikleri saglar (Kaya ve Ozcan 1984).

. Farkl1 iki nokta bir tek dogru belirtir.
. Her bir noktadan n + 1 dogru geger.

1
2
3. Toplam dogru sayist n + n + 1 —m dir.
4

. Toplam nokta sayist n?+ (1 — m)n + ; (m—1)(m —2) dir.
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ispat:

1. 1 de farkl iki nokta bir tek dogru tizerinde oldugundan, 7Tm de de verilen iki nokta
ayni zamanda 7T nin de noktalar1 oldugundan 7tm de verilen bu iki noktadan bir tek dogru

geger.

2. Ttmde verilen bir nokta ayni1 zamanda 7T nin de bir noktasidir. 77 de bu noktadan tam

olarak n + 1 dogru gegtiginden 7Tm de de bu noktadan n + 1 dogru geger.

3. 1 de tam olarak n?+n + 1 dogru oldugu bilindiginden ve T, yi de T den m tane farkli

dogruyu atarak elde ettigimizden dolay1 7Tm nin toplam dogru sayis1 n? + n + 1 —m olur.

4. 10 den herhangi li¢ii dogrudas olmayan m tane dogru atildigina goére, | bu dogrulardan
herhangi biri olsun. | nin atilan diger diger dogrulara ait olmayan toplam
n+1—(m-=1)=n-—m+ 2 noktast vardir. Toplam m tane dogru atildigindan bu
dogrularin tizerindeki bu tiir noktalarin toplam sayisi m.(n — m + 2 ) dir. Bunlardan bagka

atilan m tane dogrunun kendi aralarinda ikiser ikiser arakesit noktalar1 olan noktalar da

atilirlar. Bu arakesit noktalarmin sayisinin (rél) oldugu acgiktir. O halde ™ den atilan
toplam nokta sayisim(n—m+2) + (r;) dir. Dolayisiyla 7Tm nin toplam nokta sayisi
nP+n+l-[m(n—-m+2)+ (r;) ]=n*+(1-mn+ %(m— 1)(m—2) olarak bulunur

(Kaya ve Ozcan 1984).

Yardimei Teorem 3.2.2.2. 7Ty nin bir dogrusu, 7T nin bir dogrusu olarak diisiiniiliir ise,

m—1

m nin tek veya ¢ift olmasina gore, sirasiyla >

veya ? kose noktasi kapsar (Kaya ve

Ozcan 1984).

Ispat: |, 7Tm nin bir dogrusu olsun ve | nin 7 de s tane kdse noktas1 kapsadigim farz

edilsin. Kdse noktasi tanimindan dolay1 bu durumda 7T nin | yi ikiser ikiser ayni1 noktada
kesen 2s tane atilmis dogrusu vardir. Clinkii bu dogrularin herhangi ti¢ii noktadas degildir.

Atilan dogrularin sayist m oldugundan dolay1

25 <m =>s<

N3
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olur. Bu durumda eger m tek ise,

2s <m =25 < 2k+1 ;(m=2k+1),keZ

2s < 2k=m-1
2s <m-1
m-1
s < —
2

olur.

Sonug¢ 3.2.2.3. T de s adet kose noktasi kapsayan 7Tm nin bir dogrusunun tam olarak

n+ 1 — (m — s) noktas1 vardir (Kaya ve Ozcan 1984).

Ispat: |, 7Tm nin bir dogrusu olsun. O zaman | {izerindeki 77 nin bir dogrusu olarak n + 1

nokta vardir. 77 den m tane dogru atildigindan ve bu dogrulardan 2s tanesi | izerinde kose
noktasi yaptigindan geriye kalan ( m — 2s ) tane dogru | yi farkli noktalarda keserler.
Boylece | iizerinde, mmyeaitn+1 —[(m—2s)+s]=n+1-(m-s) tane nokta

kalir.

Sonu¢ 3.2.2.4. Tm nin bir dogrusunun genisletilmisi ilizerindeki kdse noktalarinin

minimum sayist r, bu dogru tizerindeki 7Tm ye ait tiim noktalarin sayis1 k olsun. O zaman,
mgift > n+1-m+r < k < n—%(m—Z)
mtek=n+1-m+r < k < n—%(m - 1)

dir (Kaya ve Ozcan 1984).

Ispat: |,71m nin bir dogrusu olsun. I, T nin bir dogrusu olarak goz oniine alinirsa en az r
tane kose noktasi kapsar. Bu nedenle | dogrusu atilan Iy, I, ... , In dogrularinin en az
m - r tanesi ile 7T nin farkli noktalarinda kesisirler. Fakat tiim bu kesisim noktalar1

atildigindan |, Tmde en az n + 1- ( m - r ) tane nokta kapsar. Bu nedenle;
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n+1-m+r < k dir. Diger taraftan |, 77 nin bir dogrusu olarak, s tane kose noktasi

kapsarsa | den atilan noktalarin sayist m - s dir.

Fakat yukarida verilen Yardimci Teorem 3.2.2.2 den dolayz;

(i) mgift = s < > olur. Buradanm -s >m - > =3 elde edilir. Buna gore |
. . . m .
tizerindeki 7Tm ye ait noktalarin sayisin + 1 - o veya daha azdir. Yani,

k Sn+1—% =n—%(m—2) bulunur.

.. -1 . m-1 m+1 - .
(i) mtek = s < mT dir. Buradanm-s > m-— = — elde edilir. Buna gore |

. . . m+1 . .
tizerindeki 7Tm ye ait noktalarin sayisin + 1 - — dir veya daha azdir. Yani;

kSn+1—mT+1 :n—%(m — 1) bulunur.

Teorem 3.2.2.5. r, Tm nin bir dogrusunun genisletilmisi tizerindeki kdse noktalarinin

minimum sayisi olsun. Bu durumda,

3§m3n+r+%(1—\/4n+5)

ise TTm bir hiperbolik diizlemdir (Kaya ve Ozcan 1984).

Ispat: r minimum kose noktasi sayisini gosterdiginden,

G1) Yardimer Teorem 3.2.2.1. de verilen 1. 6zellik geregi asikardur.

G2) Sonug 3.2.2.3. ile birlikte 7Tm nin bir dogrusunun {izerinde en az
ntl—(m-r)
adet nokta oldugu bulunur. Hipotezden dolayz,
m<n+r+—(1-Van+5)
>n >m-r- %(1—\/T+5)
olur.

Burada n > 2 oldugu kullanilarak
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m-r1-— %(1—\/4n+5)2m—r— %(l—m)
Sm-r- (I-Vin+5)=m-r +1

oldugu bulunur. Bu son esitsizlikle birlikte n > m — r — %(1 —V4n +5) oldugu

kullanilarak
nzm-r-—(1-Van+5)=m-r +1
=>n=m-r +1
>n-m+r =1
>n-m+r+1=>2

>n+l-m+r =2

sonucu elde edilir.

G3) |, Tm nin bir dogrusu ve P, TTm nin | {izerinde olmayan bir noktast olsun. | ye,
tizerinden atilan nokta sayisi kadar, P den gegen paralel dogru ¢izilebilir. | den m-s adet

nokta atilmis ise, P noktasindan gegen ve | ye paralel olan m-s adet dogru ¢izilebilir. m

cift iken, | dogrusu iizerinde en fazla zm kose noktasi oldugundan | ye P den gegen en az,

m m
m-—-—=—
2 2
adet paralel dogru ¢izilebilir.
m tek iken, | dogrusu {izerinde en fazla — kose noktasi oldugundan | ye P den gegen
en az,
m—-1 m+1
m— —=——
2 2

adet paralel dogru cizilebilir.

Diger taraftan m > 3 oldugundan,
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dir.

G4) Ttm de her biri en az iki nokta i¢eren ve birbirine paralel iki dogru olacagindan H3

aksiyomu asikar olarak saglanir.

Gb5) S, Tm nin noktalar ciimlesinin dogrudas olmayan A, B, C noktalarin1 kapsayan bir
alt kiimesi olsun. Ayrica S, S ye ait herhangi iki noktay1 birlestiren bir dogru tizerindeki
tiim noktalar1 da kapsasin. O zaman S; AB, AC ve BC dogrulari {izerindeki tiim noktalari
da kapsar. Bu dogrularin her biri, hipotezden dolayi, 7 de en az r adet kdse noktasi

kapsar. O halde AB dogrusu da TTm nin en az n + 1— m + r noktasini kapsar. O zaman, C

ile AB dogrusu iizerindeki n + 1 — m + r nokta birlestirilerek, C den gegen ve AB

dogrusunu kesen en azn + 1 — m + r adet dogru elde edilir. Bu dogrularin her biri C den

bagka en az n — m + r nokta kapsar. Dolayisiyla S en az,

m-m+r).(n+1-m+r)+1

nokta bulundurur.

X, Ttm nin herhangi bir noktasi olsun. X ile S de bulunan,

(n—m+Nn+1—-—m+r)+1

adet nokta birlestirilirse X den ve S nin bir noktasindan gegen en az,

(mh—m+rn+1l—m+r+1

adet dogru elde edilir. Diger taraftan 7T de X den tam olarak n + 1 dogru gecer. Bu

durumda eger,

m—-m+r)(n+l-m+r)+1=>n+2
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ise, X noktasini S nin noktalarina birlestiren dogrularin en az iki tanesi ayn1 dogruyu verir.
(Aksi halde X den n + 2 adet dogru gegmis olurdu ki bu imkansizdir.). Yani X i, S nin
noktalarina birlestiren bir dogru tizerinde S nin en az iki noktast mevcut olur. Hipotezden

dolay1 bu X € S demek olup, S ile 77m nin noktalar1 kiimesi esit olur. Bu nedenle
m—m+r)(n+1-m+r)+1=>n+2

esitsizliginin gegerli oldugu gosterilirse ispat biter ki agagida bu esitsizlik bu maksatla
incelenmektedir.

m—-m+r)(n+1-m+r)+1>n+2

eh-m+r)n+l-m+r)—n—-1>0

on+n-nm+nr—mn-m+m? —mr+nr+r—-mr+r —-n-1>0
em’-—m@2n+2r+1)+n®+2nr+r’+r—-1=>0

Son bulunan ikinci dereceden polinomun m ye gore kokleri,

_ 2n+2r+1F/4n% + 8nr +4n + 4r + 412 + 1 - (4n2 + 8nr + 412 + 4r - 4)

my, = >
_2n+2r+1++v4n+5
ﬁml’z— >
1—1
=>my, =n+r+-+-vV4n+5
: 2 2
>m;, =n+r+ %(1$\/4n+ 5)
1
m1=n+r+§(1—\/4n+5) | M1 M2
=
1
m2=n+r+5(1+\/4n+5) + — +
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olarak elde edilir. Yani istenen (n—m+r)(n+ 1 —m+r)+ 1 = n + 2 esitsizliginin gegerli
olabilmesi i¢in m < mzya da m = m olmalidir. 7Tm nin kurulusu sirasinda m < n+ 2

olarak belirlendiginden m > m; olmasi miimkiin degildir. Bu nedenle m < my, yani

m< n+r+-(1-Vin+5)

olmalidir ki bu teoremde dogru oldugu verilen ifadedir. Bu G5 aksiyomunun saglandigini

gosterir (Kaya ve Ozcan 1984).

Asagida verilecek sonug ve pesinden verilecek gosterim bu kismin geri kalaninda sik sik

kullanilacaktir.

Sonug 3.2.2.6. Tm bir | dogrusuna disindaki bir P noktasindan ¢izilen paralellerin sayisi
P nin se¢iminden bagimsiz, | nin se¢imine bagimlidir.

Ispat: 7Tm nin bir | dogrusu ve bu dogru iizerinde olmayan bir P noktasin1 goz dniine
alinsi. Eger | dogrusu s tane kose noktasi kapsarsa bu durumda | dogrusu tizerinden m -s
tane nokta atilmis olacagindan P den gegen ve | ye paralel m - s tane dogru vardir. r bir

dogru tizerindeki en az kdse noktasini gostermek tizere P den | ye en fazla m - r tane, en
m m+1 T,

az — veya —5— tane paralel ¢izilebilir. Bu sebeple P den gegen ve | ye paralel

dogrularin sayisi P nin segiminden bagimsizdir, fakat | nin se¢imine baglhdir.

Ttmnin dogrulari, kapsadiklari kdse noktalarinin sayisina gore siniflandirilabilir. Cs ile TTm

nin, 7 de s tane kose noktast kapsayan dogrulariin kiimesin gosterilsin. Bu gosterimle
birlikte agagidaki sonug kolayca goriilmektedir.
Sonug 3.2.2.7. C deki her bir dogrunun tam olarak n + 1- ( m - s ) noktast oldugunu

. m-1 ..
biliyoruz. m ¢ift ise maksimum kose noktasi sayisi % , m tek ise — dir. r minimum

m m-1
kose noktasi sayis1 olduguna gore m ¢ift iken t = PR mtek ise t = BN olmak iizere
Cr, Cryq, ... , Cp dogru smiflart meveut demektir. O halde m nin ¢ift veya tek olmasina

m m-
gore E r+1veya - r + 1 tane dogru sinifi vardir.
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Onerme 3.2.2.8. C, deki bir | dogrusuna paralel olan 7Tm nin dogrular1 sayis
m(n-1) - nsdir (Kaya ve Ozcan 1984).

Ispat: Cg nin bir | dogrusunu almsin. I, n+ 1- (m -s) nokta bulundurur ve bu noktalarmn
her birinden | hari¢ 7Tm ye ait n tane dogru geger. O halde | yi kesen 7Tm nin toplam dogru
sayisin(n+ 1 - (m-s)) dir. Tm de, | ye paralel olmayan dogrularin kiimesi bu dogrulardan

olustugundan 7Tm de, | ye paralel dogrularin sayisi,
n+n+1-[nn+1-(m-s)+1]
=n’+n+l-m-n>-n+mn-ns-1

=m(n-1)-ns

olarak bulunur.

Onerme 3.2.2.9. N, Tm nin herhangi bir noktasi, ngy de N den gecen Cj sinifina ait olan

dogrularin sayist olsun. Cg deki tiim dogrularin sayis1 g ile gosterilsin.

m m-1
m nin ¢ift veya tek olmasina gore t sirastyla > veya - olmak iizere;

(i) Yi_rng=n+1

(i) Yirqs=n’+n+1-m

(i) eers.ng = (3)

(V) Xs=rs-qs = (0= 1.(3)

V) Xs=rs®qs =[n-1+(")](3)
olur (Kaya ve Ozcan 1984).
Ispat:

(1) Z§=r Nng toplami N den gecen tiim dogrularin sayisini ifade ettiginden ve bu saymnin

n + 1 oldugu bilindiginden Y.t_. ng = n+1 olur.
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(i) Zgzr (s toplami1 7Tm nin tiim dogrularinin sayisidir, ¢iinkii bu toplamda 7Tm nin tiim
C, smiflarinin elemanlar1 dolayisiyla Tm nin tiim dogrulari sayilmaktadir. 7Tm nin toplam

dogru sayist n? +n+1—m oldugundan Y.5_.qs = n?+n+1—m olur.

(iii) Z'S::r S. g toplami, 77 nin bir N noktasindan gegen noktadas dogru demeti tarafindan
kapsanan toplam kose noktasi sayisidir. Diger yandan bu demete ait olmayan higbir kose

noktasi da olmadigindan s6z konusu demet 7T nin tiim kdse noktalarini kapsiyor demektir.

Tiim kose noktlarinin sayisi (r;) oldugundan Y5_.s.ng = (r;) elde edilir.

(iv) sqs , Cs snifina ait olan dogrularla bu dogrular iizerindeki kose noktlarinin teskil
ettigi toplam flag sayisini verir. Toplam (r;) tane kose noktasi vardir. 7T de herbir kose

noktasindan n + 1 dogru geger, bu dogrularin iki tanesi atilan dogrudur. Bu durumda (r;)

kose noktasinin her birinden n - 1 dogru geger. Yani her bir kdse noktasi

n - 1 adet sozii edilen cinsten flag belirtir. Tiim kdse noktlarinin belirttigi bu tiirden

flaglarin sayisi (r;) (n — 1) olacagindan

§=r S.q = (n—1). (I;)

esitligi bulunur.

(V) Csnin her bir dogrusu iizerinde s tane kdse noktast vardir. Bu nedenle Cg nin bir

dogrusu ile ( 2 ) adet farkli kose noktas ¢ifti belirtilir.

§=r S( S — 1)qs

s(s—-1)

toplamini da ( 2 ) = oldugu kullanilarak

S
§=r S( S — 1)qs =2 Z§=r( 2 )qs
esitligi bulunur. (z)qs , Cs smifina ait kose noktalarmin bu sinifa ait, belirttikleri
toplam farkl1 kdse noktasi ¢ifti sayisidir. §=r( ; )qs ise tim Cg smiflarma ait kose

noktalarinin belirttikleri 7Tm ye ait farkli kose noktas ¢ifti sayisidir.
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m
( ( % ) ) ; T deki toplam farkli kdse noktasi ¢ifti sayisi; m( mz— 1 ) ise atilan yapiya ait

farkli kose noktasi ¢ifti olduguna gore,

t(Das = (15)) -m(™ )

esitligi gegerlidir. Bu durumda islem yapilarak

E:rs(s_l)qs = 22§=r(2)qs: 2[ ((g))_m(mz_l)]

testag— Siosgs=2[ () -m(™)]

_ 1 m(m—-1) m(m-1)-2 m(m-1)(m-2)
=2 [E 2 2 a 2 ]

m(m-1) [ m(m-1)-2

= > 5 — 2(m—2) ]

m(m—1) [ m(m-1)—2—4m+8
2 2

_ m(m-1) [ m*-m-2-4m+8 ]
2 - 2

m(m-1) [ m?-5m+6 ]
2 - 2

m(m-1) (m-2)(m-3)
2 2

= (3)("7)
s=rs?.ds — Xe=rsqs = (5)(™7)

Z§=r52-qs = Z§=r3' qs t+ (?)(mZ—Z)
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Lestgs= s-D(™M)+ (™2)(7)

Z§=rsz-qs = [(5_1)+ (m2—2 )](Zl)

sonucu elde edilir.

Sonug¢ 3.2.2.10. r minimum kdse noktas1 olmak iizere asagidaki ifadeler gegerlidir (Kaya
ve Ozcan 1984).

(i) rs—i—(?)

n+1

i) (5)<n+1=r=0

ispat:

(i) r(n+1)=r¥i ng =Yl mg<¥_ sng=(7)

Onerme 3.2.2.9 (i) ve (iii) den dolay1

=r(n+1)= ()

1
sr<— (%)

elde edilir.
(ii) (r;)<n+1 irfi(r;)<l

r<l=r=0

dir. Ciinkii r, r > 0 olacak sekilde bir tamsayidir. Yukaridaki sonu¢g minimum kose noktast

say1st i¢in bir list sinirin bulundugunu ifade etmektedir.
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3.3. Non-Baer Altdiizlemler ve Hiperbolik Diizlemler
Bu kisimda Celik B. (1989) tarafindan yapilan bir ¢aligmanin kisa bir 6zeti verilecektir.
T =( N, D, o ) mertebesi n olan sonlu bir projektif diizlem 7' = ( N",D’, 0" ) de

mnin n=m? + m o&zelligindeki m mertebeli bir projektif altdiizlemi olsun.

(Bu 6zellikteki altdiizlemlere non-Baer altdiizlem denir.)

o' cN'xD' olup, o' =0on (IN'x D) oldugundan o ile o ayni anlamda olup o’
yerine o kullanmakta bir sakinca yoktur.
7T den 77’ niin tiim dogrularinin ve bu dogrular tizerindeki tiim noktalarin ¢ikarilmasi ile

elde edilen yap1 1T, ile gosterilsin. Diger bir ifadeyle,
Q={NeN:Nod,deD'}

ve
No=N\Q, Do’ =D\ D', 00 =0N(NoxZh)

olmak tlzere;
o = (No, Do, 0, ) formundadir. Burada biraz evvel ifade edilen nedenle o, yerine o

yazmakta bir sakinca yoktur. Dolayisiyla 17, = (No, Do, 0) yazilabilir (Celik 1989).

3.3.1. mo Yapisimin Baz1 Ozellikleri

Bu kisimda 77, yapisinin dogru ve noktalariyla ilgili bazi sayisal 6zellikler verilecektir.

Onerme 3.3.1.1.

1. m, da farkli iki noktadan bir tek dogru geger.

2. T, m toplam dogru sayist n? + n - m? — m dir.

3. 1, 1n toplam nokta sayis1 (n -m)( n -m?) dir

4. T, m herhangi bir dogrusu iizerindeki en az nokta sayis1 n - m? - m

dir (Celik 1989).
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ispat:
1. 1T de farkl iki noktadan bir tek dogru gectigi P1 den dolay: asikardir. X, Y € Npolsun.
Bu durumda No € N oldugundan X, Y € Nolup XY € D dogrusu mevcuttur.

T’ niin tiim dogrulari, tizerindeki noktalarla birlikte atildigindan XY ¢ D' diir.

2. o, wden T’ niin tiim dogrular atilarak elde edildiginden, 7T, i dogrularmin sayist

70 nin dogrularinin sayist ile T niin dogrular sayis1 arasindaki fark kadardir. Yani:

Do |=1D|-|D'|

=n’+n+1-(M+m+1)

=n’+n-m?-m
dir.
3. Daha Once tanimlanan,
Q={N € N: Nod,d e D’}
icin
Q] =(m*+m+1)(n+1-m)

dir. Ciinkii 7T den toplam m? + m + 1 adet dogru atilmis olup, atilan her bir dogru
tizerinde, "' niin eleman1 olmayan /N nin n - m adet noktasi vardir. O halde atilan
yapinin N ' ye ait olmayan toplam nokta sayist (m?+ m + 1)(n-m) dir. Diger yandan,

N " niin toplam nokta sayis1 m? + m + 1 oldugundan
Q] =(m*+m+1)(n+1-m)
oldugu gosterilmis olur. Ote yandan,
N=NoUQ, NoN Q=0

oldugu asikardir. Bu durumda basit islemlerle
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| NT=1NUQ|

= | N|=|No| +| Q]

=>|No|=|N|-|Q]
=n+n+l-(m?>+m+1)(n+1-m)
=n> +n+l1-nm*mn-n-m*-m-1+mé+m?+m
=n?—nm?—-nm + m?
=m’(m-n)+n(n-m)
=(n-m)(n-m?

oldugu elde edilir.

4. Tt insa edilirken 7T nin atilan yapiya ait olmayan bir dogrusu iizerinden en fazla
m? +m + 1 adet nokta atilmstir. (Bu tip dogrular, {izerinde atilan yapinin higbir noktasin
bulundurmayan dogrulardir.) Bu nedenle 7, in bir dogrusu tarafindan kapsanan

minimum nokta sayist,
n+l-(m?+m+1)=n-m?>-m
olur.

Tanmm 3.3.1.2. 7T, 1n tam olarak bir tek noktasini kapsayan bir dogruya teget dogru,
higbir noktasini kapsamayan bir dogruya da dis dogru denir (Celik 1989).

Onerme 3.3.1.3. 7, 1n herhangi bir dogrusu ya n — m? — m adet nokta veya n — m? adet
nokta bulundurur (Celik 1989).

Ispat: do € Do olsun do 1n tamamlanmisini (yani do dan atilan noktalarin iadesiyle
bulunan D nin dogrusu) d ile gosterilsin. O zaman d dogrusu atilan yapinin ya hicbir
noktasini kapsamaz ya da bir tek noktasini kapsar. Yani ya d bir dig dogru ya da bir
teget dogrudur. d bir dis dogru ise, atilan yapmin (7' niin ) atilan m? + m + 1 dogrusu

ile farkl1 noktalarda kesisir. Bu ise d dogrusu iizerinden farkli m? + m + 1 adet noktanin

atilmas1 demektir. O halde do dogrusu, d {izerinden m? + m + 1 adet noktanin atilmasi
ile elde edilmistir. Diger taraftan d iizerinde 7T de, n + 1 adet nokta var olup, bunlarin

m? + m + 1 tanesi atildigindan do iizerinde tam olarak
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n+l1—-(m*+m+1)=n-m?>-m

adet nokta vardir. Yani do dogrusu n — m? — m adet nokta bulundurur. Eger d bir teget
dogru ise, bu durumda, d ile atilan yapinin bir tek N ortak noktasi var demektir. N
noktasindan 7T' niin m + 1 adet dogrusu gecer. Bu m + 1 adet dogrunun hepsi de d yi bir

tek N noktasinda keserler. Bu nedenle do dogrusu, d dogrusu iizerinden m? + 1 adet nokta

atilarak elde edilmis demektir. Boylece do dogrusu iizerinde,
n+1-(m?+1)=n-m?

adet noktanin varligir bulunmus olur.

3.3.2. my Yapisinin Hiperbolik Diizlemlerle iliskisi

Bu kisimda , 7o yapisinin hangi sartlar altinda bir hiperbolik diizlem belirttigi verilecektir.
Bunun igin 7o = ( No, Do, 0 ) yapisinin G1- G5 aksiyomlarini saglamasi i¢in gerekli

sartlarin neler oldugu tespit edilecektir (Celik 1989).

Onerme 3.3.1.1. in 1. sikkindan dolayr G1 asikdrdir. 7, mn herhangi bir dogrusu
{izerindeki en az nokta sayis1 Onerme 3.3.1.1. in 4. sikkindan dolay1, n — m? — m dir. Bu
durumda G2 aksiyomunun saglanmast i¢in (yani 77, herhangi bir dogrusu iizerinde en az

iki nokta bulunmasi igin),
n-m?-m:>2

olmasi1 gerekmektedir.

Bir dogruya disindaki bir noktadan o dogrunun genisletilmisi olan dogru tizerinden atilan
nokta sayist kadar paralel ¢izilebilir. O halde G3 yani , “Bir dogruya disindaki bir
noktadan en az iki paralel ¢izilebilir.” aksiyomunu incelemek i¢in 77, 1n bir dogrusu
tizerinden en az ne kadar nokta atildigi bulunmalidir. 7T, 1n bir dogrusu iizerinden en az
m? +1 adet nokta atilmis oldugundan bir dogruya disindaki bir noktadan en az m? +1 adet

paralel dogru ¢izilebilir. Burada m > 2 oldugundan,

m>+1>22+1=5
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olur. Bunun anlami ise, bir dogruya disindaki bir noktadan en az bes paralel dogru
cizilebilecegidir. Simdi, 7T, yapisi i¢in G4 aksiyomunu incelenecektir. Yani 7, da

herhangi tigii dogrudas olmayan dort noktanin var olup olmadigini arastirilacaktir.
do € Do, N ¢pdo, N € No

olsun.
O zaman G3 geregince do dogrusuna N noktasindan gecen en az iki (hatta bes) paralel

dogru gizilebilir. Yani,
3di,d2€ Do 3Nodi, dindo= 0 =d2ndo

olacak sekilde do, d1, d> dogrular1 ve N noktasi mevcuttur. Diger taraftan G2 den dolayz,
Rodz,Qodi, RN=Q

olacak sekilde R, Q € No vardir. Bu durumda yine G2 den dolay,
Ao do, Body, A#B

olacak sekilde A,B € No noktalar1 vardir. A, B, Q, R noktalarinin herhangi {igiiniin

dogrudas olamayacagi asikardir. Dolayisiyla 7o i¢in G4 aksiyomu saglanir.

Son olarak 7o yapisi i¢in G5 aksiyomunu incelenecektir. ScNo dogrudas olmayan farkli
A,B,C noktalarin1 kapsasin. Bu takdirde, AB, AC ve BC dogrularini1 gz oniine alinsin.
To 1n bir dogrusu iizerindeki en az nokta sayist Onerme 3.3.1.1. in 4. sikkindan dolay:
n —m? — m dir. Bu nedenle BC dogrusu iizerinde en az n — m? — m adet nokta vardir. A
noktasi ile BC dogrusu iizerindeki n — m? — m adet noktay1 birlestiren dogrular1 S ye ait
n — m?> — m adet dogru verir. Bu dogrularn her biri iizerinde A noktas1 haric

n—m?—m — 1 adet nokta vardir. O halde S de en az,
M-m—-my(n-m?>-—m-1)+1

adet nokta mevcuttur. X € No olsun. X noktasin1 S nin noktalarina birlestiren dogrular

tespit edilecek olursa, bu durumda eger,
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n-m—-m(n-m-m-1+1>n+2

ise yani X ile S nin noktalarini birlestiren dogru sayisi n + 1 den biiyiik ise, X noktasini
S nin noktalarina birlestiren en az iki dogru ¢akisiktir demektir. Bu durumda X noktasini
S nin noktalarina birlestiren en az bir dogru tizerinde S nin en az iki farkli noktas1 vardir.
Diger taraftan kabul geregi S nin farkli iki noktasini birlestiren bir dogru tizerindeki tim
noktalar da S nin elemani olacagindan X € S olur. Bu durumda G5 aksiyomunun
saglanmasi i¢in (N —m? —m) (n —m? —m — 1) + 1 > n + 2 esitsizliginin saglanmasi

gerektigi sonucuna varilir.
Simdi tekrar (N —m?—m) (n—m?—m—1) + 1 > n + 2 esitsizligine doniilecek olursa:
M-m—-mn-m-m-1)+1>n+2

en-mm?-—mm-n-nm?+m*+m*+m?>—nm+m*+m?+m+1>n+2
en-n(m’+m+m2+1+m)+ m*+2m*+2m?>+m+1>n+2
onP-n@2m?+2m+1)+ m*+2m¥+2m?>+m—-n-1>0
en-2nm?+m+1)+ m*+2m®+2m?+m-1>0

olur. Simdi,
n-2nm?+m+1)+ m*+2m*+2m?+m-1=0

ikinci derece polinomunu n ye gore ¢oziiliirse:

2(m? +m+1)F/4(m2 + m + 1)2- 4(m*+2m3+2m2+m- 1
2

N12=—

(m?> +m+ 1)F Jy(m2 + m + 1)2-(m* + 2m3 + 2m2 + m-1

=m?+m+1F,/(m?+m+ 1)2-m*-2m3-2m2-m + 1

=m? +m+1FVm*+m?2+1+2m3+2m? + 2m -m%-2m3-2m2-m + 1

=m’+ m+1FVm?2+m+2
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O halde,
n-2nm?+m+1)+ m*+2m*+2m?>+m-1=0
denkleminin kokleri,

Nz =m?+ m+1FVmZ+m+2

dir. Isaret tablosu diizenlendiginde (N —m?—m) (n—m?—m—1) + 1 > n + 2 esitsizliginin
saglanmasi i¢in gerek ve yeter sartin n < ni veya n > ny ifadesinin saglanmasi oldugu

bulunur.

Sonug¢ olarak bulunan koklerden dolayr n < n; veya n > n, esitsizliinin saglanmasi

i¢in,
n<m?+m +1- VmZ+m+2

veya
n>m?+m +1+ VmZ+m+2

olmasi gerekmektedir. Oysa Onerme 3.3.1.1. in 4. sikkindan dolay,
n=>m?+ m

olurkibun<m?+ m + 1- vm?2 4+ m + 2 olmast ile celisir. Ciinkii

Vvm2+m+2 >2

oldugundan,

nN<m?4+m+41—-Vvm24+m+2

ifadesinde vm2 + m + 2 yerine en kiigiik deger olarak 2 bile konulsan<m? + m- 1
sonucu bulunur ki bu n < m? + m demektir. O halde G5 aksiyomunun gegerli olmasi

i¢in,

n>m?+m+1+ vm2+m+2
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olmalidir.

O halde simdi asagidaki 6nerme verilebilir:

Onerme 3.3.2.1. m =( N,D,0 ) mertebesi n olan sonlu bir projektif diizlem ve
T =(N"Do') oo=0onN'x D" olmak iizere T projektif diizleminin mertebesi

molan (n > m?+ m) bir projektif alt diizlemi olsun. 7T den 7’ niin tiim dogrulari ile bu

dogrular lizerindeki tiim noktlarin atilmasi ile elde edilen yapiya 7T, olsun. Bu durumda
eger,

n>m?+m +1+ VmZ+m+2
ise 7To bir hiperbolik diizlemdir.
Aslinda yukaridaki 6nerme sozler yerine sembollerle soyle de ifade edilebilir:
T = (N, D,0 ) mertebesi n olan sonlu bir projektif diizlem ve @' = (N, D',0"),
o'=0NN'"x D" olmak iizere T projektif diizleminin mertebesi m olan
(n =m?+ m) bir projektif alt diizlemi olsun.
o=0n(N'xD")
Q={NeN:Nod,deD'"}
No= N\Q

Do= D\ D'

olmak iizere eger,

n>m?4+m+1+ Vvm24+m+2

ise Ty = (No, Do, 00) , (0o=0 N ( No XDy) ) geometrik yapisi bir hiperbolik diizlemdir
(Celik 1989).
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3.3.3. o Hiperbolik Diizleminin Baz1 Ozellikleri

Onerme 3.3.3.1. m, Onerme 3.3.2.1. deki gibi elde edilen bir hiperbolik diizlem olsun.
Bu takdirde,

1. 7' niin herhangi bir noktasindan 77, in n — m adet dogrusu geger.
. T, 1n teget dogrularinin toplam sayis1 (m? + m + 1)(n—m) dir.

. T, m dis dogrularinin toplam sayisin? + n + 1 —(m? + m + 1)(n +1—m) dir.

2

3

4. T, regiler degildir.

5. T, 1 bir noktasindan m? + m + 1 adet teget dogru geger.
6

. T, m bir noktasindan n — m? — m adet dis dogru gecer (Celik 1989).

Ispat:
1.N € N’, ' niin herhangi bir noktasi olsun. N den 7 den+ 1ve 7' de m + 1 adet

dogru geger. Bu nedenle 7, da P den,
n+1-M+1)=n-m

adet dogru geger. Bu ise 7T’ niin herhangi bir noktasindan n —m adet teget dogru gectigini

gosterir.

2. Ty 1n teget dogrularmin kiimesini C ile gosterelim. O zaman,
Ci={d:d¢ D), Nod, Ne N '}

olup,

|C;|=1{d:d¢& D, Nod Ne N '}|

dir. Diger taraftan 7’ niin m?+ m + 1 adet noktasi olup, T’ niin her noktasindan 77,

n —m adet dogrusu gecer. Bu dogrular teget dogrular olup,
IC;l=M?+m+1)(n-m)
elde edilir.
3 .1y 1 dis dogrularinin kiimesini C, ile gosterelim. O zaman,
Ca={deD:d¢ D', Ngpd,VNeN "}
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dir. Bu durumda,
| Cal =1 DI-(1C |+ 1D'|)
=n+n+1-[(m* +m+ 1)(n-m)+(m? + m + 1)]
=n+n+1-(M+m+1)(n+1-m)

olur.

4. Teget dogru ve dis dogru iizerinde ayni sayida nokta var olmadigindan asikardir.

5. N € No olsun. O zaman N ile 7' niin herhangi bir noktasini birlestiren bir dogru 7’

ye ait olmayacagindan N den gegen bu tiir dogrularin toplam sayisi 7' niin toplam nokta

say1st olan m? + m + 1 e esittir.

6. N € No olsun. N den, 7t de, n +1 dogru geger. Ayrica, 5. ten dolay1 N den

m? + m + 1 adet teget dogru gecer. O halde, N den
nN+1-(M?>+m+1)=n-m?-m
adet dis dogru gecer.

Onerme 3.3.3.2. 1, Onerme 3.3.2.1. deki gibi elde edilen bir hiperbolik diizlem olsun.
1. 7, 1n Ct sinifindan bir dogrusu en fazla n — 4 adet nokta kapsar.

2. T, n Cq sinifindan bir dogrusu en fazla n — 6 adet nokta kapsar (Celik 1989).

Ispat:
1. Cismifindan bir dogru iizerinde n — m? adet nokta vardir. Burada m > 2 oldugu goz
oniine alinirsa, Ct sinifindan bir dogru iizerinde en fazla n — 22 adet nokta olacag elde
edilir.

2. Cq sinifindan bir dogru iizerinde n — m? — m adet nokta vardir. Bu durumda m > 2
oldugu goz 6niine alimirsa, Cq sinifindan bir dogru en fazla n — 22 — 2 adet nokta kapsar.
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3.4. Sonlu Bir Hiperbolik Diizlem Ornegi

Bu kisimda 13 noktast ve 26 dogrusu bulunan sonlu bir hiperbolik diizlem ornegi
tanitilacaktir. Noktalar kiimesi, dogrular kiimesi ve {izerinde olma bagintis1 asagidaki gibi

tanimlansin:

N={A,B,CD,EF,GHIJ K LM}

D_{ABC,AD],AHI,AEK,AFG,ALM,BDE,BGH,BKL,BFM,BI],CDM,CE],CFI,}
B CHK,CGL,DFH,DGK,DIL,EFL,EIG,EHM,FJK,G]M,HJL,IKM
o : ““Eger bir nokta bir dogrunun iizerinde bulunuyor ise o nokta o dogruyu

olusturan elemanlardan biridir.”’

Bu durumda (N, D, 0) geometrik yapisi on {i¢ nokta ve yirmi alti dogrudan olusan sonlu

bir yapidir.

(G1) Farkl iki noktadan bir tek dogru gectigini gostermek icin ( 123 ) =78 farkli nokta
ikilisi tek tek incelenmelidir. Ornegin {A,B} ikilisi sadece ABC dogrusunda {E,M }ikilisi
EHM dogrusunda yer almaktadir. Tiim nokta ikilileri i¢in kontrol yapildiginda G1 in

saglandig1 goriiliir.
(G2) Her dogru tam ii¢ noktadan olustugundan G2 nin saglandigi asikardir.

(G3) Inceledigimiz yapida bir dogruya disindaki bir noktadan ii¢ paralel dogru ¢izilebilir.
Dolayisiyla bir dogruya disindaki bir noktadan en az iki paralel cizilebilir sartini
saglamaktadir. Bunun i¢in her bir dogru ve disindaki nokta i¢in sartin saglandig tek tek
kontrol edilmelidir. Her bir dogru i¢in diginda 10 tane nokta vardir. 26 tane dogru var
oldugundan inceleme 26.10=260 farkli durumda yapilir. Burada ornek olarak sadece
ABC dogrusu ve disindaki D noktasi i¢in inceleme yapilacaktir.

ABC dogrusunun disindaki D noktasindan gegen DFH, DGK ve DIL dogrular1t ABC

dogrusuna paralel olan {i¢ dogrudur.
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(G4) ABC ve AEK dogrularinin arakesit noktasi olan A noktast disindaki noktalarin
kiimesi { B, C, E, K } herhangi {igii dogrudas olmayan dort nokta belirtir. Baska dogrular

yardimiyla baska herhangi li¢li dogrudas olmayan dort nokta bulmak miimkiindiir.

(G5) N nin altkiimesi olan S, dogrudas olmayan ti¢ nokta ve farkli iki noktasindan gegen

dogrunun iizerindeki tiim noktalar1 kapsasin. Dogrudas olmayan ii¢ nokta olarak
secilebilecek (133) —26=286—26=260 farkli ii¢clii bulunmaktadir. Burada 260 farkl

ticliiden sadece biri i¢in G5 in saglandig1 gosterilecek olup, diger tg¢liiler i¢in G5 in
saglandig1 benzer bigimde gosterilir. Ayn1 dogru iizerinde olmayan A, B, D noktalarini
icin A, B o ABC olup S, A ve B nokta c¢iftinden gecen dogrunun tiim noktalarini
kapsayacagindan C € S olur. Benzer sekilde A, D o ADJ olup S, A ve D nokta ciftinden

gecen dogrunun tiim noktalarini kapsayacagindan J € S olur. Bu sekilde devam edilerek

N kiimesinin tiim elemanlari elde edilir ve /N = S oldugundan G35 aksiyomu saglanir.
Bu durumda (N;D,0) sonlu geometrik yapist hiperbolik diizlem aksiyomlarini

sagladigindan sonlu bir hiperbolik diizlem 6rnegidir (Kaya 2005).
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4. BAZI HIPERBOLIK KLINGENBERG DUZLEM SINIFLARI

Projektif Klingenberg diizlemlerden bir takim nokta ve dogrularin atilmasiyla bazi
durumlarda hiperbolik Klingenberg diizlemler elde edilebilmektedir. Bu béliimde sonlu
bir Projektif Klingenberg diizleminden onun bir 6zel altdiizlemi atildiginda geriye kalan

yapinin hangi sartlar altinda hiperbolik Klingenberg diizlem olacag arastirilacaktir.

4.1. Projektif Klingenberg Diizlemlerden Hiperbolik Klingenberg Diizlem Elde
Edilisi

Bu boliimde Celik B. (2008) nin yapmis oldugu bir ¢aligma 6zet olarak tanitilacaktir. Bu
calismada eger; sonlu PK-diizleminin parametreleri t, r ve altdiizleminin parametreleri t,
miken r>m?+ m + 1 +vVm2 + m + 2 esitsizligi saglanirsa altdiizlemin dogrularmimn
tizerindeki noktalarla birlikte atilmasi sonucu kalan yapmin hiperbolik Klingenberg

diizlem oldugu gdsterilmistir.

Diizlem geometrisinde iizerinde yogun olarak ¢alismalarin yapildig: diizlemler arasinda
li¢ diizlem, daha 6n planda bulunmaktadir. Bunlar; afin diizlemler, projektif diizlemler ve
hiperbolik diizlemlerdir. Afin diizlemlerde bir dogruya disindaki bir noktadan gecen bir
tek paralel dogru ¢izilebilir. (Bu Oklid’in besinci postulatinin Playfair versiyonudur.)
Projektif diizlemlerde biitiin dogrular kesisir. Yani paralel dogrulardan bahsedilemez.
Hiperbolik diizlemlerde ise bir dogruya disindaki bir noktadan gegen tam olarak k tane
(k >2) paralel dogru c¢izilebilir. Literatiirde bu diizlemler {izerine bircok ¢alisma

yapilmistir ve hala yapilmaktadir.

Bu calismada ( N ) ile N den gegen tiim dogrularin kiimesi, [N] ile N den gegen tiim
dogrularin sayisi, [N,M] ile N ve M vyi birlestiren tiim dogrularin sayisi, [c,d] ile c ve d
tizerinde ortak olarak bulunan tiim noktalarin sayisi, <N > ile N nin komsulugunda olan
tim noktalarin kiimesi ve < d > ile d nin komsulugunda olan tiim dogrularin kiimesi

gosterilmistir.

Bir N noktas1 ve bir d dogrusu i¢in Mod ve M~N olacak bigimde M noktas1 varsa N
noktasina d dogrusunun yakimindadir denir ve bu N~d bigiminde gosterilir (Celik 2008).
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Yardimci Teorem 4.1.1. K =(N,D, o, ~) bir PK-diizlemi olsun
Q) P~de 3heD >3 h~dvePoh
(i)  h~d & 3 H;oh,3D;jod>H;~D;,H; * H, ,D; = D,
h,de D, H;, D; € N, i=1,2

@ii) N, e N.di,d2 € D, Nyod,, di~d2 = 3 N, 3 N,o0d2, N1~N2

Asagida verilecek olan teorem sonlu ve diizenli PK diizlemler i¢cin 6nemli baz1 sayisal
ozellikleri i¢inde bulundurmaktadir. Bu teorem ve teoremin PK-diizlemleri i¢in de gecerli
oldugunu Drake D.A. ve Lenz H. tarafindan gosterildigine dair bilgiler (Jungnickel 1979)
de yer almaktadir.

Teorem 4.1.2. K =(N,D, o, ~) bir PK-diizlemi olsun. Bu durumda asagidaki sartlari

saglayan PK-diizlemin parametreleri olarak adlandirilan, t ve r dogal sayilar1 vardir
(Jungnickel 1979).

(i) <KN>|=|<d>|=t?,VNeN,deD

@) |(Nn<d>|=|(d)n<N>|=t, V Nod

(i) r, K* projektif diizleminin mertebesi olsun. Eger t # 1 ise, r <t oldugunu
elde ederiz. (Eger t =1 ise K basit bir projektif diizlem olarak
adlandirilir.)

(iv) [N]=[d]=t(r+1),vNeN,vdeD

(v) IN |=|d |=t2.(r2+r+1)

4.2. Sonlu Hiperbolik Klingenberg Diizlemler

K, parametreleri t ve r olan sonlu bir PK-diizlem olsun. Bu durumda K nin her dogrusu r
+ 1 farkli nokta komsulugundan olusur. Kj,, , m <r +2 6zelligini saglayan , d;, (i =1,2,3,

.. ,m) ikiser ikiser ayn1 komsulukta olmayan ve herhangi iicli d; dogrularindan birine
yakin bir noktada kesismeyen m tane dogrunun ve bu dogrularin yakinindaki tiim
noktalarm atilmasiyla elde edilen geometrik yapiyr gostersin. Ikiser ikiser ayni

komsulukta olmayan d; dogrularinin herhangi ii¢i noktadas olamayacagindan bu
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dogrularin herhangi m-1 tanesi kalan atilan dogruyu K da ikiser ikiser ayn1 komsulukta
olmayan noktalarda keser ve bu nedenle m-1 <r +1 dir. Bu ise m < r +2 kisitlamasini
verir. Bu nedenle K7}, yapilarinda m <r +2 oldugu kabul edilecektir. Asagidaki yardimci
teorem ile K}, nin temel sayisal 6zellikleri verilmistir. Bu yardimci teoremin ispati basit

hesaplamalarla gosterilebilir (Celik 2008).

Yardimer Teorem 4.2.1. Kj,, yapisinda asagidaki 6zellikler gecerlidir:

(i) Kj},, deki komsu olmayan iki nokta tam olarak bir dogru {izerindedir.

(i) K&, deki herbir noktadan tam olarak t.(r + 1) tane dogru gecer ve bunlardan tam
olarak r +1 tanesi ikiser ikiser ayn1 komsulukta degildir.

(ili) K&, detamolarak t2. (r? + r + 1 — m) tane dogru ve r? + r + 1 — m tane ikiser

ikiser komsu olmayan dogru vardir.
2
(iv) K}, de tam olarak t2.r? + t;(m— 1).(m —2r—2) tane nokta ve

r? + %(m —1).(m — 2r — 2) tane ikiser ikiser komsu olmayan nokta vardir.

Eger K daki bir A noktasi atilan dogru kiimesindeki komsu olmayan iki dogrunun
arakesiti ise A noktas1 kose noktas1 olarak adlandirilir. Tanim 2.14 tin HKS sartinda
gecen K nin W altindaki kanonik goriintiisii olan hiperbolik diizlem K* ile gosterilsin. K*
daki bir nokta eger K* daki atilan dogrularin kiimesindeki komsu olmayan herhangi iki

dogrunun arakesitinin sinifinda ise bu nokta has kose noktasi olarak adlandirilir (Celik
2008).

Yardimaci Teorem 4.2.2. K}, deki herbir dogru sinifi ( ya da dogru ) K da m nin ¢ift
-1
veya tek olmasina gore sirasiyla en ¢ok % ya da mT tane ikiser ikiser komsu olmayan

kose noktast bulunur (Celik 2008).

Ispat: d, K% bir dogru olsun ve K* s adet has kdse noktas1 bulundursun. Has kose
noktas1 tanimi geregince her has kose noktasi tizerinden K nin ayn1 komsulukta olmayan
tam olarak 2 tane atilan dogrusu gecer. Ayni komsulukta olmayan atilan dogrulardan
herhangi ii¢ii noktadas olmadigindan bu 6zellikte olan tam olarak 2s dogrunun oldugu

elde edilir. Atilan toplam dogru sayis1 m oldugundan 2s < m olacag elde edilir. Ustelik
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eger m tek say1 ise 25 < m ifadesi 2s <m-1 olmasini gerektirir. Bu durumda ispat Yardimci
Teorem 4.2.1 den dolay: asikardir.

Sonuc 4.2.3. K}, deki herbir dogru sinifi m nin gift veya tek olmasina gore sirastyla K

da en ¢ok tz.? yada t2. mT_l tane kdse noktasi bulundurur (Celik 2008).

Sonug 4.2.4. K}, nin herbir dogru sinifi, K da, s tane komsu olmayan kdse noktasindan
gecer. K¥, deki herbir dogru siifi K%, de tam olarak t2. (r + 1 + s — m) tane noktaya
sahiptir. K}, deki herbir dogru tam olarak ikiser ikiser komsu olmayan r+ 1 +s —m
tane nokta bulundurur (Celik 2008).

Yardimcr Teorem 4.2.5. Kj, nin K da s tane kose noktasi bulunduran bir dogrusu

tizerinden atilan ikiser ikiser komsu olmayan noktalarin sayist m — s dir. Eger m ¢ift ise
m-—s > ? mtekise m —s > mT“ dir (Celik 2008).
Sonu¢ 4.2.6. n ile Kj, deki bir dogru sinifinin {izerinde bulunan ikiser ikiser ayni

komsulukta bulunmayan kdse noktalarinin minimum sayisini ve k ile K3, deki bir dogru

tizerindeki ikiser ikiser komsu olmayan noktalarin sayisi gosterilsin. Bu durumda,
mgiftise; r+1+n—m <k <r— %(m—Z)
mtekise; r+14+n—m <k <r-— %(m—l)

olur (Celik 2008).

Ispat: d, K’ de bir dogru olsun. d, K nin en az n tane kdse noktasina sahip bir dogrusu
olarak diisiiniildiigiinde en azindan m — n tane ikiser ikiser ayn1 komsulukta olmayan

noktada kesisir. Fakat bu arakesit noktalarinin hepsi atildigindan d dogrusu K}, de en az
r+1—(m-—n)

tane ikiser ikiser komsu olmayan nokta bulundurur. Buradan, bir dogru iizerinden ikiser

ikiser ayn1 komsulukta olmayan en fazla m — n nokta atildiginda

r+1—-m+n <k
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oldugu bulunur. Diger taraftan, eger d dogrusu K nin ikiser ikiser komsu olmayan s kose
noktasini bulunduran bir dogru olarak diisiiniiliirse, d tizerinden atilan ikiser ikiser komsu

olmayan noktalarin sayist m — s dir. m nin ¢ift oldugu durumda Yardimci Teorem 4.2.5.

den dolayt m — s > % olur. Boylece Kj, de d iizerinde ikiser ikiser komsu olmayan

noktalarin sayisinin 7 + 1 — % den az oldugu bulunur. Yani

olur.

Benzer diisiinceyle m nin tek say1 oldugu durumda Yardime1 Teorem 4.2.5. den dolay1

m+1
m-—s > — olur ve

kSr+1—mTJr1

m-—1
k<r——
2

esitsizlikleri elde edilir.

Onerme 4.2.7. K7, deki bir dogru iizerindeki ikiser ikiser komsu olmayan kose

noktalarinin minimum sayis1 n olsun. Eger;
3<m <r+n+s(1-Var+5)
ise K}, bir HK-diizlemidir (Celik 2008).

ispat:

(HK1) K igin PK1 den dolayi agiktir.

(HK2) Sonug 4.2.6. dan K7, nin bir dogrusu en az r + 1 + n — m adet ikiser ikiser ayni
komsulukta olmayan nokta bulundurur. Bu nedenle; r+1+4+n—m > 2ise yani
r 2m—n+1ise (HK2) saglanir. r > m—n+ 1 esitsizliginin saglandig1 ise r bir

projektif diizlemin mertebesi olarak r > 2 olacag1 g6z Oniine alinirsa,

3<m Sr+n+%(1—\/4r+5)
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=3 er—n—%(l—\/4r+5)

> r>m-n—--(1-VI3)>m-n+1

> r>2m—-n+1

islemleri sonucunda elde edilir.

(HK3) K7}, de komsu olmayan ve kesismeyen iki dogrunun varligindan ve bu dogrularin
her biri en az iki tane komsu olmayan nokta bulundurdugundan HK3 sartinin saglandigi

agikardir.

(HK4) Bu aksiyomun saglandigini gostermek i¢in Kj,, de bir d dogrusu ve d yakininda

olmayan bir N noktasi alinsin (N = d ).

Yardimct Teorem 4.2.5. dolayisiyla d iizerinden atilan ikiser ikiser ayni komsulukta
olmayan m — s nokta vardir. N = d oldugundan bu m — s nokta ile N yi birlestiren

dogrular K}, de d dogrusu ile kesismezler. Bu nedenle yine ayn1 yardimei teoremden m
nin ¢ift veya tek olmasina gore sirastylam — s > ? yadam—s > mTH oldugu bulunur.

Bu durumda eger m > 3 olursa (HK4) sartinin saglanacagi elde edilir ki m atilan dogru

sayist oldugundan m > 3 oldugu asikéardar.

(HK5) Eger PK4 aksiyomunda yer alan ¥ doniisiimii olarak W|KJ,, alinirsa sadece
g S m

K%, m bir hiperbolik diizlem oldugunu gostermek HKS5 icin yeterli olacaktir. Oysa

teoremin hipotezi geregi,
3<m <r+n+;(1-Vir+5)

oldugundan Teorem 3.2.2.5. den dolay1 K%, bir hiperbolik diizlemdir.
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5. SONUC

M.O. 300 lii yillarda diimdiiz bir sath1 koordinatlayip diizlem geometrinin temellerini
olusturmak i¢in sarf ettigi gayretlerle olusturdugu aksiyomlar neticesinde ilk defa Oklid
diizlemlerini bulan Oklid’den yillar sonra Oklidyen olmayan diizlem ve geometrilerin de
onemi anlagilmustir. Oklidyen olmayan diizlemlerin ve geometrilerin basinda projektif
diizlemler ve hiperbolik diizlemler gelmektedir. Bu tezde Oklidyen olmayan diizlem
ornekleri olan hiperbolik diizlemler ve hiperbolik- Klingenberg diizlemleri iizerinde

durulmus ve literatlirde yer alan baz1 bilgiler derlenmistir.

Bolyai ve Lobachevsky isimli matematikgilerin ilk defa Oklid’in beginci aksiyomuna
karsi ¢ikan ve bir dogruya disindaki bir noktadan birden ¢ok paralel dogru gegmesine izin
veren geometrilerine Poincaré’nin iist yar1 diizlemlerle ilgili verdikleri rnekler tiglincii
boliimde &zet olarak sunulmustur. Uciincii boliimde ayrica Sandler’in projektif
diizlemden dogrudas olmayan ii¢ dogrunun noktalariyla birlikte atilmasiyla elde edilecek
yapinmn hiperbolik diizlem oldugunu gésterdigi modeli ve bu modelin Kaya-Ozcan
tarafindan  genisletilmisi verilmistir. Projektif diizlemler de Oklidyen olmayan
diizlemlere, 6nemli 6rnekler arasinda yer almaktadir. Projektif diizlemlerin her dogrusunu
ve her noktasimi bir komsuluk sinifina genisleten projektif-Klingenberg diizlemleri
dordiincii boliimiin ilk kisminda tamitilmis ve Kaya R. ve Ozcan E. tarafindan gelistirilen
Sandler’in modelinin benzeri olarak Celik B. tarafindan yapilan hiperbolik Klingenberg
diizlemlerine verilen 6rnek iizerinde durulmustur ve bu maksatla parametreleri t ve r olan
sonlu bir projektif-Klingenberg diizlemden herhangi {i¢ii ayn1 komsulukta olmayan m
adet dogru bu dogrularin yakininda olan tiim noktalarla birlikte atildiginda elde edilen
yapimin bir hiperbolik-Klingenberg diizlemi olmasi ic¢in gerekli sartlarin ne oldugu
sorusuna cevap verilmistir. Bu tezde toplu halde sunulan bilgiler kullanilarak PK-
diizlemlerden elde edilebilecek hiperbolik-Klingenberg diizlemlerinin ayni1 komsulukta
olan ve olmayan dogrular1 iizerinden atilan noktalarin belirlenmesi ve genellemesi

mumkin olacaktir.
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