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ÖZET 

 

 Bu çalıĢma esas olarak, kompleks analizin temel konularına ait uygulamaların 

Maple 9 programıyla çözümü üzerine kurulmuĢtur. Konular Mathews 2001’deki sırayı 

takip ederek, Maple 9 programını uygulamak için Basri 2004 ve 

http://math.fullerton.edu/ mathews/c2001/contents.html adlı kaynaklardan önemli 

ölçüde yararlanılmıĢtır. Normalde çok uzun iĢlemler sonunda çözülebilen kompleks 

analizin bazı problemleri, program yardımıyla çok daha kısa sürede çözülebilir hale 

gelmektedir. 

 

ÇalıĢmamızın birinci bölümünde, kompleks sayıların cebir ve geometrisi, kutupsal 

gösterimi ve bir kompleks sayının n. kuvvetten kökü ile ilgili bilgi verilerek, bu 

kavramlara ait örnekler program yardımıyla çözüldü. 

 

 Ġkinci bölümde kompleks değiĢkenli fonksiyonların dönüĢüm özellikleri, limit ve 

sürekliliği incelenerek, program yardımıyla lineer, n. kuvvet ve n. kuvvetten kök 

fonksiyonları altında birim daire ve eksenlere paralel doğruların oluĢturduğu kümenin 

resimleri bulundu. 

 

Üçüncü bölümde, kompleks değiĢkenli bir fonksiyonun türevi ve türev özellikleri, 

Cauchy-Riemann denklemleri ve harmonik fonksiyonlar üzerinde durularak, örneklerde 

programdan yararlanıldı. 

 

Dördüncü bölümde kompleks sayılarda tanımlı üstel, logaritma, trigonometrik ve 

ters trigonometrik gibi kompleks değerli fonksiyonlar tanımlandı. Daha sonra bu 

fonksiyonların bazı özellikleri ve belli kümelerin bu fonksiyonlar altındaki resimleri 

Maple programı kullanılarak gösterildi. 

 

BeĢinci ve altıncı bölümlerde kompleks integral hesabında, kompleks 

fonksiyonların, Taylor ve Laurent açılımında, aykırı noktaların bulunmasında ve bu 

noktalardaki rezidülerin hesabında, ayrıca bazı kompleks ve reel integrallerin hesabında 

Maple 9 programı kullanıldı. 

 

ANAHTAR KELİMELER: Kompleks Analiz, Maple ile Kompleks Analiz, Maple 9. 
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ABSTRACT 

 

This study is mainly based on applications belonging to the central issues of 

complex analysis which solved by Maple 9 program. Issues by following the order in 

Mathews 2001, is benefited from the sources named Basri 2004 and 

http://math.fullerton.edu/ mathews/c2001/contents.html to implement the program 

Maple 9 significantly. Normally some problems of complex analysis that can be solved 

at the end of a long process, can be solved by the program much more quickly.  

 

In the first part of our study, by giving information related to algebra and geometry 

of complex numbers, polar representation of complex numbers, and n. root of a 

complex number, from the root, samples corresponding to these concepts have been 

solved by the help of the program. 

 

In the second part, by examining the transformation properties of functions of 

complex variable, limit and continuity, mappings of the sets were formed under the 

linear, exponential and n. root functions by unit circle and lines parallel to the axis were 

found. 

 

In the third section, in the examples emphasizing on the derivative and properties of 

derivative of a complex function, Cauchy-Riemann equations and harmonic functions 

was benefited from the program. 

 

In the fourth section complex valued functions like exponential, logarithm, 

trigonometric and inverse trigonometric functions which are defined in the complex 

numbers will be defined. Then some properties of these functions and images of certain 

sets under these functions were shown using the Maple program. 

 

In the fifth and sixth chapters; The Maple 9 Program was used in complex integral 

calculus, Taylor and Laurent expansions of complex functions, in finding singularities 

and residues at these points and also evaluations of some complex and real integrals.  

 

 

KEYWORDS: Complex Analysis, Complex Analysis with Maple, Maple 9. 
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KOMUTLAR DĠZĠNĠ 

 

abs(z): z sayısının mutlak değerini alır. 

apply: ‘uygula’ komutu 

applyrule: belli bir kuralın baĢka bir ifade içinde uygulanmasını sağlar. 

argument(z);z sayısının argümentini verir.  

array(1..nops(Zn)): 

assume(t,real): t yi reel sayı olarak atar. 

axes: eksenlerin biçimini belirlemeyi sağlar. 

color: çizimde renk seçimini sağlar. 

conjugate(z)': z sayısının eĢleniğini alır. 

Contourplot: Kapalı eğri çizdirme komutu 

convert(f(z),parfrac,z):f(z) fonksiyonunu z ye bağlı çarpanlara dönüĢtürür. 

convert: dönüĢtürme komutu 

defint: Belirsiz integral alır. 

denom: kesrin paydasını verir. 

diff: fonksiyonun türevini alır. 

eliminate: bir denklemdeki bir değiĢkenin çekilmesini sağlar. 

evalb: verilen eĢitlik veya eĢitsizliğin doğruluğunu kontrol etmeyi sağlar. 

evalc: kompleks sayının hesaplanmasını sağlar.  

evalf:sayının on en çok haneli ondalıklı değerini verir  

exp: e sayısı yerine kullanılır. 

expand: cebirsel ifadenin açılımını verir. 

factor: argüman olarak verilmiĢ ifadeyi çarpanlarına ayırır. 

grid:grafik çiziminde ızgara  

Im: karmaĢık sayının imajiner kısmını verir. 

Int: bir fonksiyonun belirsiz integralinin sembolik gösterimini verir.  

int: fonksiyonun belirsiz integralini hesaplar. 

labels:etiketler. 

normal: sadeleĢtirmeyi sağlar. 

numer: kesrin payını verir. 

numxy: x,y değerlerinin sıklığını belirler. 

plot:çizdirme komutu 

style: grafiğin çizgi ile mi karakterle mi çizileceğini belirler. 

print: yazdır komutu 

proc(x,y)local z end: z de x ve y değerlerini yerine koyar. 

Re: karmaĢık sayının reel kısmını verir. 

residue: rezidü değerini hesaplar. 

scaling=constrained: eksenlerin eĢit ölçekli olmasını sağlar. 

series: seri yazdırır. 

simplify: iĢlemleri yapar ve denklemi sade biçimde yazdırır 

solset: çözüm kümesi 

solve: bir denklemin istenilen değiĢkene göre çözümünü verir 

sort: düzensiz verilen polinomun terimlerini sıralar. 

sqrt: karekök almayı sağlar. 

subs: değiĢken değiĢtirmeyi veya değer atamayı sağlar.  
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sum: bir fonksiyonun bir değiĢkene bağlı değerler toplamını verir. 

symbol=circle: çizimde kullanılacak karakter=çember 

taylor: Taylor seri açılımını verir. 

tickmarks: eksenleri ölçekleme komutu 

title: baĢlık yazılmasını sağlar.  

unapply: ‘uygulama’ komutu. 

view:’göster’ komutu. 

with(plots):çizdirme prosedürünü açma komutu. 
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1. KOMPLEKS SAYILAR   

 

 Bu bölümde kompleks sayıların cebir ve geometrisi, kutupsal gösterimi ve bir 

kompleks sayının n. kuvvetten kökü ile ilgili özet bilgi verilerek, bu kavramlara ait 

örnekler Maple programı kullanılarak sonuçlandırılmıĢtır. 

 

1.1. Kompleks Sayıların Cebiri ve Geometrisi 

 

 ℝ reel sayılar kümesi olmak üzere ℂ yxyx ,:),{( ℝ} sıralı ikililerinin kümesini 

göz önüne alalım. Bu küme üzerinde eĢitlik, toplama ve çarpma iĢlemleri sırayla 

uxvuyx ),(),(  ve vy  

),(),(),( vyuxvuyx  

),(),(),( yuxvyvxuvuyx  

biçiminde tanımlanmıĢ olsun. Üzerindeki bu iĢlemlerle birlikte  ℂ kümesi bir cisim 

oluĢturur. Bu cisme kompleks sayılar cismi veya kümesi denir.  ℂ kümesinin her bir 

elemanına da kompleks sayı denir. Eğer i = (0,1) denirse  

1)0,1()1,0()1,0(2i  

olur. Yani karesi  -1 olan sayı ℂ cisminde mevcut olur. Böylece herhangi bir ),( yxz  

kompleks sayısı  

yixyxyxyxz ),0()1,0()0,(),0()0,(),(  

biçiminde yazılabilir. Bir iyxyxz ),(  kompleks sayısındaki x reel sayısına z 

kompleks sayının reel kısmı, y reel sayısına imajiner (sanal) kısmı denir. Bu durum 

sırasıyla xzRe  ve yzIm  biçiminde gösterilir. 

 

Örnek 1.1.1. iz 73  ise zRe  ve zIm  sayılarını bulunuz. 

> z:='z':Z:=-3+7*I:Re(z)=Re(Z),Im(z)=Im(Z); 

 

 

Tanım 1.1.2. iyxz   ve ivuw  ise bu iki kompleks sayının toplamı  
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)( vyiuxwz  

ve farkı 

)( vyiuxwz  

biçiminde tanımlanır. 

 

Örnek 1.1.3. iz 75   ve iw 32  sayılarının toplamını ve farkını bulunuz. 

> z='z':w='w':z=5+7*I:w=2-3*I:'z+w'=z+w,'z-w'=z-w; 

 

 

Tanım 1.1.4. iyxz  ve ivuw  iki kompleks sayı olsun. Bu iki sayının çarpımı  

)( yuxviyvxuwz , 

0w  olmak üzere bu iki sayının bölümü  

i
vu

xvyu

vu

yvxu
i

vu

v

vu

u
iyxwz

w

z
22222222

1 )(  

biçiminde tanımlanır. Buna göre sıfırdan farklı z iyx  kompleks sayısının 

çarpmaya göre tersi 

i
yx

y

yx

x

yx

y

yx

x

z
z

22222222

1 ,
1

 

biçimindedir.   

 

Örnek 1.1.5. iz 23  ve iw 35  iki kompleks sayı olsun. Bu iki sayının wz  ve  

wz /  iĢlemlerinin sonucunu bulunuz. 

>z:='z':z:=3-2*I:w:='w':w:=5+3*I:'z*w'=z*w:'z*w'=expand(z*w); 'z/w'=z/w; 

 

 

 

Tanım 1.1.6. ),( yxz iyx  kompleks sayısının eĢleniği iyxyxz ),(  

biçiminde tanımlanır. 

 

Örnek 1.1.7. iz 29  sayısının eĢleniğini bulunuz. 

>z:='z':z:=9-2*I:'z'=z,'conjugate(z)'=conjugate(z); 
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Tanım 1.1.8. iyxz  kompleks sayısının modülü (veya mutlak değeri), |z| ile 

gösterilir ve 22|| yxz  biçiminde tanımlanır. Geometrik olarak, |z| sayısı, (x,y) 

noktasının orijine olan uzaklığını gösterir.  

Eğer z ve w herhangi iki kompleks sayı ise; |||||| wzwz  üçgen eĢitsizliği 

geçerlidir. 

 

Örnek 1.1.9. iz 7  ve iw 53  sayıları için |||||| wzwz  üçgen eĢitsizliğinin 

doğruluğunu gösteriniz. 

>z:=7+I:`z`=z:w:=3+5*I:`w`=w:`z+w`=z+w,`|z|`=abs(z), 

`|w|`=abs(w),`|z+w|`=abs(z+w);abs(z+w)<=abs(z)+abs(w); 

evalf(abs(z+w)<=abs(z)+abs(w));evalb(evalf(abs(z+w)<=abs(z)+abs(w))): 

`|z+w|<=|z|+|w|`; 

 

 

 

 

 

1.2. Kutupsal Gösterimi ve De Moivre Formülü 

 

Bir iyxz  kompleks sayısı kompleks düzlemde, baĢlangıç noktası orijin ve 

bitiĢ noktası (x,y) olan bir konum vektörüne karĢılık gelir. Bu durumun tersi de 

doğrudur.  Ayrıca bir vektör, boyu ve pozitif x-ekseni ile yaptığı açısı verilerek de tam 

olarak belirlenebilir. Sıfırdan farklı bir z kompleks sayısının pozitif x-ekseni ile yapmıĢ 

olduğu açı  ve modülü r=|z| olsun. Bu taktirde )sin(cos irrez i
 olur. 

Buna z sayısının kutupsal gösterimi denir. Buradaki  değerlerine 0z  kompleks 

sayısının argümenti denir ve zarg  ile gösterilir. , z sayısının bir argümenti ise k 

herhangi bir tam sayı olmak üzere k2  de aynı z sayısının argümentini gösterir. 

Bu yüzden zarg  özelliğindeki  değerine z  kompleks sayısının esas 

argümenti denir ve zArg  ile gösterilir.  
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Örnek 1.2.1. iz 1  sayısını kutupsal biçimde yazınız. 

>z:=1+I:`z`=z:'r'=r:r:=abs(z);theta:=argument(z);(1+I)='r*exp(I*theta)'; 

  
  

 

 

Örnek 1.2.2. )1(Arg i  değerini hesaplayınız. 

> Arg(-1-I):=argument(-1-I); 

 

 

 Kutupsal biçimde verilen irez  kompleks sayısının n. kuvveti innn erz  

dir. inni ee )(  eĢitliği kutupsal biçimde yazılırsa,  

)sin()cos())sin()(cos( nini n  

olur. Bu eĢitlik De Moivre Formülü olarak bilinir. 

 

Örnek 1.2.5. 
11)3( i  sayısı için De Moivre Formülünü doğrulayınız. 

>z:=-sqrt(3)-I:`z`=z:w:=z^(-11):`w`:=w;w:=evalc(z^(-11)): 

`w`:=w;r:=abs(z):t:=argument(z):r:=r;theta:=t;  

v:=r^(-11)*exp(-I*11*t):v:=v; 

  

 

 
  

 

 

Örnek 1.2.6. De Moivre Formülünü kullanarak  

4235 5105 )sin()cos()sin()cos()cos()cos(  

olduğunu gösteriniz. 
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>t:='t':z1:=cos(5*t)+I*sin(5*t):z[2]:=(cos(t)+I*sin(t))^5: 

z2:=evalc(z2):assume(t,real): u1:=Re(z1):u2:=Re(z2): 

`Re(z1)=Re(z2)`:subs(t='t',u1)=subs(t='t',u2); 

 

 

1.3. Bir kompleks sayının n. kuvvetten kökü 

 

 z sıfırdan farklı bir kompleks sayı ve n pozitif bir tamsayı olsun. Bu taktirde z 

sayısının n. kuvvetten kökü tam n tane farklı kompleks sayıdır. Bu sayılar  

n

kz
i

n

kz
zz n

k

2Arg
sin

2Arg
cos|| ,  1...,,2,1,0 nk  

biçiminde kutupsal koordinatlarla belirlenmiĢtir (Palka 1991). 

 

Örnek 1.3.1. 18z  denkleminin çözüm kümesini bulunuz ve köklerini düzlemde 

gösteriniz. 

>z:='z':`Ç.K.z^8=1.`:solset:={solve(z^8=1,z)}:`Ç.K.`=solset; 

pts:=map(w->[Re(w),Im(w)], solset):plot(pts,style=point,symbol=circle,  

scaling=constrained,color=red,labels=[`x`,`y`], 

view=[-1.1..1.1,-1.1..1.1]); 

 

 Denklemin kökleri ġekil 1.1 de gösterilmiĢtir. 

 02 cbzaz  denklemin kökleri; acb 42  ifadesinin iki kökü olduğu göz 

önüne alındığında, 
a

acbbz
2

4
2,1

2

 biçiminde olduğu görülür.  

 

Örnek 1.3.2. 0512 iziz )(  denkleminin çözüm kümesini bulunuz ve kökleri 

düzlemde gösteriniz. 

>z:='z':`Ç.K.=z^2+(1+i)z+5i=0.`:solset:={solve(z^2+(1+I)*z+5*I,z)}: 
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`Ç.K.`=solset;pts:=map(w->[Re(w),Im(w)],solset):plot(pts,style=point,  

symbol=circle,scaling=constrained,color=red,labels=[` x`,`y `], 

view=[-2.1..2.1,-2.1..2.1]); 

 

 Denklemin kökleri ġekil 1.2 de gösterilmiĢtir 

 

   

           ġekil 1.1             ġekil 1.2 
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2. KOMPLEKS FONKSİYONLAR  

 

Bu bölümde kompleks değiĢkenli fonksiyonların dönüĢüm özellikleri, limit ve 

sürekliliği incelenecek. Özellikle Maple programı yardımıyla lineer, n. kuvvet ve n. 

kuvvetten kökü fonksiyonları altında birim daire ve eksenlere paralel doğruların 

oluĢturduğu kümenin (ızgara) resimlerinin bulunmasıyla ilgilenilecek.  

 

2.1. Kompleks Değişkenli Fonksiyonlar 

 

Kompleks düzlemde bir A kümesinin her bir z elemanına sadece ve sadece bir w 

kompleks sayısı karĢılık getiren f bağıntısına kompleks değiĢkenli ve kompleks 

değerli bir fonksiyon denir ve )(zfw  biçiminde yazılır. w sayısına z sayısının f 

fonksiyonu altındaki görüntüsü, A kümesine fonksiyonun tanım kümesi, 

}:)({ Azzfw  kümesine de f fonksiyonunun görüntü kümesi denir. iyxz  

için ),( yxuu  ve ),( yxvv  olmak üzere ivuyxfzfw ),()(  olarak 

yazılabilir. Eğer irez  biçiminde kutupsal olarak verilmiĢ ise 

),(),()( rivruref i
 Ģeklinde olur. Ayrıca )(

2
1 zzx  ve )(

2
1 zzy
i  

olduğundan f fonksiyonu ),(),(),( zzivzzuzzf  biçiminde de ifade edilebilir.  

 

Örnek 2.1.1. 
4)( zzf  fonksiyonunu ),(),(),( yxivyxuyxf  biçiminde yazınız 

ve )21( if  değerini hesaplayınız.  

> f:='f':x:='x':y:='y':z:='z':f:=proc(x,y)localz,w;z:=x+I*y;w:=expand(z^4); 

end:`f(z)`=z^4:`f(x,y) ` = f(x,y);`f(1,2)` = f(1,2);Z := X + I*Y 

 

 

 

Örnek 2.1.2 )Im()Re()( 2 zzzzzf  fonksiyonunu ),(),(),( yxivyxuyxf  

biçiminde yazınız ve )2,1(f  değerini hesaplayınız. 

> f:='f':x='x':y='y':f:=proc(x,y)local w;w:=(x-I*y)*x+(x+I*y)^2+y; 

end:`f(x,y)`=f(x,y);`f(x,y)`=evalc(f(x,y));`f(1,2)`=f(1,2); 
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Örnek 2.1.3. 22 44)( yixzf  fonksiyonunu z ve z değiĢkenlerine göre ifade ediniz 

ve )21( if  değerini hesaplayınız. 

> F:='F':w:='w':z:='z':Z:='Z':w:=subs({x=(Z+conjugate(Z))/2,  

y=(Z-conjugate(Z))/(2*I)},f(x,y)):F:=z->subs(Z=z,expand(w)): 

`f(x,y)`=f(x,y),`F(z)`=F(z);`F(1+I2)`=F(1+I*2):`F(1+I2)`=evalc(F(1+I*2)); 

 

 

 

 

Örnek 2.1.4. 64 25 zzzf )(  ifadesini kutupsal biçimde yazınız.  

>F:='F':f:='f':r:='r':t:='t':z:='z':F:=proc(z)local w;w:=z^5+4*z^2-6;end: 

f:=proc(r,t)local w;w:=subs({z^2=r^2*cos(2*t)+I*r^2*sin(2*t), 

z^5=r^5*cos(5*t)+I*r^5*sin(5*t)},F(z));end:`f(r,t)`=f(r,t); 

 

 

2.2. Dönüşüm Olarak Kompleks Fonksiyonlar 

 

Kompleks düzlemin bir A alt kümesinde tanımlı bir ),(),()( yxivyxuzfw  

fonksiyonu z düzleminden, w düzlemine bir dönüĢüm tanımlar. Eğer f(A) görüntü 

kümesi tamamen bir S kümesi içinde kalıyorsa, )(zfw  dönüĢümüne A kümesinden 

S kümesi içine dönüĢüm denir. Bir SAf )(  kümesinin ters görüntüsü; 

})(:{)(1 SzfAzSf  biçimindedir. Eğer bir f fonksiyonu farklı 1z  ve 2z  

noktalarını farklı noktalar üzerine resmediyorsa f fonksiyonuna bire-bir (ünivalent) 

fonksiyon denir. Eğer )(zfw  fonksiyonu, A kümesini S kümesi üzerine bire-bir 
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olarak resmediyorsa, S kümesindeki herhangi bir w noktası için A da wzf )(  

denklemini sağlayan bir tek z noktası vardır. Örneğin ibaz0  sabit bir kompleks 

sayı olmak üzere 0)( zzzfw  dönüĢümü, z-düzleminden w düzlemi üzerine 

bire-bir bir dönüĢüm olup öteleme dönüĢümü diye adlandırılır. 0

1 )( zwwfz  

da f dönüĢümünün ters dönüĢümüdür ve bu dönüĢüm de bire-bir ve örtendir. 

 

Örnek 2.2.1. zizf )(  fonksiyonu altında 1xy  doğrusunun resminin, 

1uv  doğrusu olduğunu gösteriniz. 

>f:='f':x:='x':X:='X':y:='y':Y:='Y':z:='z':Z:='Z':assume(X,real); 

assume(Y,real);Z:=X+I*Y:f:=z->I*z:`f(z)`=f(z); 

eqns:={u=Re(f(Z)),v=Im(f(Z)),y=x+1}: 

eqns2:=(subs(X=x,Y=y,eqns)):eqns2;eliminate(eqns2,{x,y}); 

 

 

 

 

 Burada }1{ vu  ifadesi 01vu  anlamındadır. 

 

Örnek 2.2.2. izizf )(  dönüĢümünün 1Re z  sağ yarı düzlemini, 2Imw  üst 

yarı düzlemi üzerine resmettiğini gösteriniz. 

>f:='f':z:='z':f:=z->I*z+I:conformal(f(z),z=16*I..5+4*I,title=`f(z)=iz+i`, 

grid=[13,13],numxy=[9,11],scaling=constrained,labels=[`u`,`v`], 

view=[-3.5..3,-1..5.5]); 

Görüntü bölgesi ġekil 2.1 de gösterilmiĢtir. 

   
ġekil 2.1 
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Örnek 2.2.3. 1|1:|{ izz  dairesinin izizf 26)43()(  dönüĢümü altındaki 

görüntüsünü bulunuz. 

> f:='f':F:='F':z:='z':f:=z->(3-4*I)*z+6+2*I:F:=z->subs(Z=z-1-I,f(Z)): 

conformal(F(Re(z)*exp(I*Im(z))),z=0.01..1+I*2*Pi, 

title=`f(z)=(3-4i)z+6+2i`,grid=[9,9], numxy=[363,363], 

scaling=constrained,labels=[`u `,`v `],view=[-7..5,-3..9]); 

 

  
ġekil 2.2 

 

Örnek 2.2.4. 2Re z  doğrusunun 
z

w
1

 dönüĢümü altındaki görüntüsünü bulunuz.  

>f='f':z='z':f:=z->1/z:`f(z)`=f(z);conformal(f(z),z=2-15*I..2+15*I, 

grid=[20,10], numxy=[330,330],scaling=constrained,labels=[`u`,`v`], 

tickmarks=[5,5],view=[-0.1..0.51,-0.3..0.3]); 

 

  

ġekil 2.3 
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Örnek 2.2.5. 
2

1
Re z  sağ yarı düzleminin 

z
w

1
 dönüĢümü altındaki görüntüsünü 

bulunuz.  

> f:='f':z:='z':f:=z->1/z:`f(z)`=f(z);conformal(f(z),z=0.5-5*I..10+5*I, 

grid=[20,10],numxy=[330,330],scaling=constrained,labels=[`u`,`v`], 

tickmarks=[5,5],view=[-0.1..2.1,-1.1..1.1]); 

 

   
ġekil 2.4 

 

Örnek 2.2.6. 1
2

1
||z  dairesinin 

z
w

1
 dönüĢümü altındaki görüntüsünü bulunuz. 

> f:='f':F:='F':z:='z':f :=z->1/z:`f(z)`=f(z);F:=z->subs(Z=z+1/2,f(Z)):  

`F(z)`=F(z):conformal(F(Re(z)*exp(I*Im(z))),z=0.05..0.9+I*2*Pi, 

grid=[10,10],numxy=[125,125],scaling=constrained,labels=[`u`,`v`],  

tickmarks=[5,5],view=[-3..3,-3..3]); 

 

  
ġekil 2.5 
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Örnekteki sonuç ve yukarıdaki veriler dikkate alındığında; 1|| 2
1z  dairesi 

içinde kalan kısmının 
z

w
1

 dönüĢümü altındaki görüntüsünün; w-düzleminde, 

3

4

3

2
||w  dairesi dıĢında kalan bölge olduğu görülür. 

 

Örnek 2.2.7. x=a dikey ve  y=b yatay doğrusunun 
z

w
1

 dönüĢümü altındaki 

görüntü kümesini kartezyen koordinatlarda ifade ederek düzlemde gösteriniz. 

> a:='a': u:='u':v:='v': x:='x': 

y:='y':eq1:=x=a:eq2:=subs({x=u/(u^2+v^2), 

y=-v/(u^2 + v^2)},eq1):eq3:=(u^2+v^2)/a*eq2:eq4:=(-u/a=-u/a)+eq3: 

eq5:=(1/(2*a)^2=1/(2*a)^2)+eq4:eq1, eq2, eq3; eq4, eq5; 

 

 

 

 Buna göre, x=a doğrusunun 
z

w
1

 dönüĢümü altındaki görüntüleri, merkezi 

a
w

2

1
0  ve yarıçapı 

|| a2

1
 olan 

|| aa
w

2

1

2

1
 çemberidir. 

> b:='b':u:='u':v:='v':x:='x':y:='y':eq1:=y=b:eq2:=subs({x=u/(u^2+v^2), 

y=-v/(u^2+v^2)},eq1):eq3:=(u^2+v^2)/b*eq2:eq4:=(v/b=v/b)+eq3: 

eq5:=(1/(2*b)^2=1/(2*b)^2)+eq4:eq1,eq2,eq3;eq4, eq5; 

 

 

 

 y=b yatay doğrusunun 
z

w
1

 dönüĢümü altındaki görüntüleri, merkezi 
b

i
w

2
0  

ve yarıçapı 
|| b2

1
 olan 

|| bb

i
w

2

1

2
  çemberidir. Verilen bu doğruların resimleri 

ġekil 2.6 da gösterilmiĢtir. 
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>f='f':z='z':f:=z->1/z:`f(z)`=f(z);conformal(f(z),z=-2-2*I..2+2*I, 

grid=[10,10], numxy=[70,70],scaling=constrained, 

labels=[` u`,`v `],tickmarks=[5,5],view=[-1.1..1.1,-1.1..1.1]); 

 

  
ġekil 2.6 

 

2.3.  
nzw  ve 

nzw /1
 Dönüşümleri 

 

 0irez  ve n pozitif tamsayısı için innerzf )(  biçiminde kutupsal olarak 

ifade edilen 
nzzfw )(  fonksiyonu 

}//,0:{ nnrreA i
 

bölgesini  

},0:{ rerB inn
 

bölgesi üzerine bire-bir olarak dönüĢtürür. f fonksiyonunun g ile gösterilen ters 

fonksiyonu Bw  olmak üzere 
nwinn ewwwgz /)(Arg/1/1 ||)(  biçimindedir. g 

fonksiyonuna esaslı n. kök fonksiyonu denir. 2n  için g fonksiyonuna esaslı karekök 

fonksiyonu adı verilir. 

 

Örnek 2.3.1. 2zw  dönüĢümü altında x=a dikey doğrusu w- düzleminde ne 

gösterir? 

>x:='x':y:='y':u:='u':v:='v':U:='U':V:='V':eqns1:={u=x^2-y^2,v=2*x*y}: 

eqns2:=subs(x=a,eqns1):eqns3:=eliminate(eqns2,y):solset: 

=[solve(eqns3[2][1],u)]:`u`=solset[1]:u1:=v->expand(solset[1]):'u'=u1(v); 



24 

 

 Böylece görüntü kümesi }:),{( 24

12 vauvu
a

 parabolünden oluĢur.  

 

Örnek 2.3.2. zw  dönüĢümü eksenlere paralel doğruları, doğrular veya 

hiperboller üzerine resmettiğini gösteriniz. 

> f:='f':z:='z':f:=z->z^(1/2):`f(z)`=f(z);conformal(f(z),z=-4..4+4*I, 

grid=[9,9], numxy=[90,90],scaling=constrained,labels=[`u`,`v`], 

view=[-0.5..2.5,-0.5..2.5]); 

 

  
ġekil 2.7 

 

Örnek 2.3.3. 3 zw  dönüĢümü altında birim dairenin görüntüsünü bulunuz. 

>f='f':z:='z':f:=z->z^(1/3):`f(z)`=f(z);conformal(f(Re(z)*exp(I*Im(z))), 

z=0-I*3.14..4+I*3.14,grid=[10,10],numxy=[330,330],scaling=constrained, 

view=[-0.5..1.7,-1.7..1.7]); 

 

  
ġekil 2.8 
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2.4. Fonksiyonların Dalları  

 

Tanım kümesi A ve görüntü kümesi B olan bir fonksiyon )(zfw  olsun. Eğer w 

görüntü kümesinde bir değer ise, her bir w değerine )(zfw  denklemini sağlayacak 

Ģekilde )(wgz  biçiminde ters bir bağıntı vardır. Ancak f fonksiyonunun w değerini 

A kümesinde en çok bir kere almaması durumunda, g ters bağıntısı çok değerli olmak 

zorundadır. Bu durumda g fonksiyonuna çok değerli fonksiyon denir. Örneğin, 

2)( zzfw  fonksiyonunun tersi 2/1)( wwgz  karekök fonksiyonudur. f 

fonksiyonu, sıfırdan farklı her bir z değeri için, z ve –z iki noktalarını aynı )(zfw  

noktası üzerine resmeder. Bu durumda g fonksiyonu genelde iki-değerli bir 

fonksiyondur. Ters fonksiyonu tanımlayabilmek için çok değerin tek değere 

indirgenmesi gerekir. )(zfw  çok değerli fonksiyonu verildiğinde, belli bir tanım 

kümesinde sürekli olan ve tanım kümesindeki her bir z noktasını )(zf  değerlerinin 

biri ile eĢleĢtiren tek değerli bir fonksiyon 0f  olsun. Bu durumda 0f  fonksiyonuna f 

fonksiyonunun bir dalı denir.  

 

Örnek 2.4.1. z-düzleminde 4|| z  dairesinin karekök fonksiyonunun  

)sin(cos)(
22

irzzfw  ve )sin(cos)(
2

2
2

2 irzzgw  

dalları altındaki resimlerini bulunuz.  

> f='f':z='z':f:=z->z^(1/2):`f(z)`=f(z);conformal (f(Re(z)*exp(I*Im(z))), 

z=0.01-I*3.14..4+I*3.14,grid=[13,13],numxy=[330,330],scaling=constrained, 

view=[-0.5..2.1,-2.1..2.1]); 

 

   
ġekil 2.9 
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> g='g':z='z':g:=z->-z^(1/2):`g(z)`=g(z);conformal 

(g(Re(z)*exp(I*Im(z))), z=0.01-I*3.14..4+I*3.14,grid=[13,13], 

numxy=[330,330], scaling=constrained, view=[-2..0.5,-2..2]); 

 

  
ġekil 2.10 

 

2.5. Limit ve Süreklilik  

 

 ),( yxuu  iki değiĢkenli reel değerli bir fonksiyon olsun. Eğer her 0  sayısı 

ve 2
0

2
0 )()(0 yyxx  özelliğindeki her ),( yx  noktaları için |),(| 0uyxu  

olacak Ģekilde 0  sayısı varsa, ),( yxu  fonksiyonunun ),( 00 yx  noktasındaki limiti 

0u  dır denir ve bu durum 0
),(),(

),(lim
00

uyxu
yxyx

 biçiminde gösterilir. Sözle ifade etmek 

gerekirse, ),( yxu  fonksiyonunun ),( 00 yx  noktasındaki limitinin 0u  olması demek; 

),( yx  noktaları ),( 00 yx  noktasına her yönden yeterince yaklaĢtığında ),( yxu  

değerlerinin 0u  değerine istenildiği kadar yaklaĢması demektir. 

 

Örnek 2.5.1. 
22 yx

xy
yxu ),(  fonksiyonunun )0,0(  noktasında limitinin olmadığını 

gösteriniz. 

Önce )0,0(  noktasına y ekseni üzerinden yaklaĢalım. Bu durumda  

>t:='t':u:='u':x:='x':y:='y':u:=proc(x,y)y*x/(x^2+y^2)end:lim1:=limit(u(x,y), 

x=0):lim2:=limit(lim1,y=0):`y ekseni üzerinden`;`y->0 iken limit u(x,y) `=lim2; 
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olur. ġimdi aynı noktaya y=mx doğruları üzerinden yaklaĢılırsa 

>`u(x,y)`=u(x,y);`y=mx dogrusu üzerinden`;U:=subs({x=x,y=m*x},u(x,y)): 

`u(x,mx)`=U;lim1:=limit(U,x=0):`x->0 iken limit u(x,mx)`=lim1; 

 

 

 

 

 

elde edilir. Bu da gösteriyor ki limit yaklaĢma yönüne bağlı olarak değiĢmektedir. Bu 

ise limitin tekliği prensibine aykırıdır. O halde )0,0(  noktasında ),( yxu  

fonksiyonunun limiti yoktur.  

 

Örnek 2.5.2. 
22

32

yx

x
yxu ),(  fonksiyonunun )0,0(  noktasındaki limitini bulunuz. 

(0,0) noktasına kutupsal koordinatları kullanarak yaklaĢalım. Bu durumda sıfırdan 

farklı her t reel sayısı için r değiĢkenini sıfıra götürmek yeterlidir. Buna göre 

>t:='t':u:='u':x:='x':y:='y':u:=proc(x,y)2*x^3/(x^2+y^2)end: 

lim1:=limit(u(x,y),x=0):lim2:=limit(lim1,y=0):U:=subs({x=r*cos(t), 

y=r*sin(t)}, u(x,y)):`u(rcost,rsin t)`=U;lim1:=limit(U,r=0): 

`her t için r->0 iken limit u(rcost,rsin t)`=lim1; 

 

 

 

elde edilir. Böylece t ne olursa olsun 0)sin,cos(lim
0

trtru
r

 olduğundan ),( yxu  

fonksiyonunun (0,0) noktasındaki limiti 0 dır. 
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Teorem 2.5.3. ),(),()( yxivyxuzf fonksiyonu, belki 000 iyxz  noktası hariç, 0z  

noktasının bir komĢuluğunda tanımlı kompleks değerli bir fonksiyon olsun.  

000)(lim
0

ivuwzf
zz

0
00

uyxu
yxyx

),(lim
),(),(

 ve 0
00

vyxv
yxyx

),(lim
),(),(

 

dır (BaĢkan 1996). 

Bu teorem kompleks fonksiyonların limitinin, reel ve imajiner kısımlarının limiti 

yardımıyla belirlenebileceğini gösterir. Buradan hareketle kompleks fonksiyonların 

toplamı, farkı, çarpımı ve bölümünün limitleri sırası ile limitlerin toplamı, farkı, 

çarpımı ve bölümüne eĢit olduğu söylenebilir.  

 

Örnek 2.5.4. 12)( 2 zzzf  fonksiyonu için )(lim
1

zf
iz

 değerini bulunuz. 

> f:='f':z:='z':f:=z->z^2-2*z+1:`f(z)`=f(z); 

`z->1+i iken limit f(z)`=limit(f(z),z=1+I);`f(1+i)`=f(1+I); 

 

 

 

 

Tanım 2.5.5. ),( yxuu  iki değiĢkenli reel değerli bir fonksiyon olsun. Eğer  

),(),(lim 00
),(),( 00

yxuyxu
yxyx

 

ise ),( yxu  fonksiyonuna ),( 00 yx  noktasında süreklidir denir. Benzer Ģekilde 

),(),()( yxivyxuzf  kompleks fonksiyonu için  

),(),()()(lim 00000
0

yxivyxuzfzf
zz

 

ise f fonksiyonuna 0z noktasında süreklidir denir (BaĢkan 1996). 

 

Örnek 2.5.6. n
n zazazaazp 2

210)(  kompleks polinom fonksiyonunun, 

kompleks düzlemin her a  noktasında sürekli olduğunu gösteriniz.  

n=5 almak genelliği bozmayacaktır. 

>P:='P':z:='z':a:='a':P:=z->sum('a[k]'*z^k,'k'=0..5):`P(z)`=P(z); 

lim:=limit(P(z),z=a):`z->a ya giderken limit P(z)`=lim;`P(a)`=P(a); 

`z->a ya giderken P(a)=limit P(z)`;evalb(limit(P(z),z=a)=P(a)); 
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Örnek 2.5.7. 
22

2
)(

2

2

zz

iz
zf  için, )(lim

1
zf

iz
 değerini bulunuz. 

> f:='f':z:='z':F:='F':Z:='Z':f:=z->(z^2-2*I)/(z^2-2*z+2): 

fun:=f(1+I):lim:=limit(f(z),z=1+I):f:=z->(z^2-2*I)/(z^2-2*z+2): 

fact:=factor(f(Z)):F:=z->subs(Z=z,fact):`f(z)`=f(z);`F(z)`=F(z); 

`Evaluate F(z) at z=1+i`:`F(1+i)`=F(1+I);`z->1+i iken limit f(z)`=lim; 
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3. ANALİTİK VE HARMONİK FONKSİYONLAR  

 

Bu bölümde kompleks değiĢkenli bir fonksiyonun türevi ve türev özellikleri, 

Cauchy-Riemann denklemleri ve harmonik fonksiyonlar üzerinde durulacak. Konuyla 

ilgili örnekler Maple programı yardımıyla çözülecek. 

 

3.1. Diferansiyellenebilir Fonksiyonlar  

 

 A ℂ açık bir küme ve Af : ℂ bir fonksiyon olsun. Az0  olmak üzere  

0

0 )()(
lim

0 zz

zfzf

zz
  veya  

z

zfzzf

z

)()(
lim 00

0
 

limiti mevcut ise f fonksiyonuna 0z  noktasında diferansiyellenebilir veya 

türevlenebilir denir. Limit değerine de  f fonksiyonunun 0z  noktasındaki türevi adı 

verilir ve )(' 0zf  biçiminde gösterilir.  

 

Örnek 3.1.1. 
25)( zzzf  fonksiyonunun bir a noktasındaki türevini tanımdan 

faydalanarak bulunuz.  

> df:='df':dz:='dz':f:='f':z:='z':a:='a':f:=z->z^5+z^2:`f(z)`=f(z): 

dfdz:=(f(z)-f(a))/(z-a):df/dz=dfdz:Limit(df/dz,z=a)= limit(dfdz,z=a); 

 

 

Tanım 3.1.2. A ℂ açık kümesinin her Az  noktasında )(' zf  türevi mevcut ise f 

fonksiyonuna A kümesinde analitiktir denir. Eğer f fonksiyonu kompleks düzlemin 

tamamında analitik ise f fonksiyonuna tam fonksiyon adı verilir. Eğer f fonksiyonunun 

bir 0z  noktasında analitikliğinden bahsedilirse, bu her ),( 0 rzDz  için )(' zf  mevcut 

olacak Ģekilde 0r  sayısının var olduğu anlamındadır.  
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Teorem 3.1.3. A ℂ ve Agf :, ℂ fonksiyonları bir Az0  noktasında 

diferansiyellenebilir olsun. Bu durumda c bir sabit sayı olmak üzere fc , gf , 

gf , )(gf  ve  0)( 0zg  için gf /  fonksiyonları da 0z  noktasında 

diferansiyellenebilirdir ve bu noktadaki türevleri; 

)(')()'( 00 zcfzcf , 

)(')(')()'( 000 zgzfzgf , 

)(')()()(')()'( 00000 zgzfzgzfzgf   

)('))((')))((( 000 zgzgfzgf  

2
0

0000
0

)]([

)(')()()('
)()'(

zg

zgzfzgzf
z

g

f
 

bağıntıları ile verilir.  

 

AĢağıda bu bağıntıların Maple programı kullanılarak yazılıĢları verilmiĢtir. 

>c:='c':f:='f':F:='F':z:='z':F:=z->c*f(z):`F '(z)`=diff(F(z),z); 

 

 

>a:='a':b:='b':f:='f':g:='g':H:='H':z:='z':H:=z->a*f(z)+b*g(z): 

`H'(z)`=diff(H(z),z); 

 

 

>f:='f':g:='g':P:='P':z:='z':P:=z->f(z)*g(z):`P'(z)`=diff(P(z),z); 

 

 

>f:='f':g:='g':H:='H':z:='z':H:=z->f(g(z)): 

`H(z)`=H(z);`H'(z)`=diff(H(z),z); 

, 
 

 

>f:='f':F:='F':g:='g':Q:='Q':z:='z':Q:=z->f(z)/g(z): 

`Q(z)`=Q(z);`Q'(z)`=normal(diff(Q(z),z)); 
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Örnek 3.1.4. )cos()( zzf , 2)( zzg  ve )(/)()( zgzfzh  olmak üzere )(zh  

türevini hesaplayınız. 

> f:='f':g:='g':h:='h':z:='z':f:=z->cos(z):g:=z->z^2: 

h:=z-> f(z)/g(z):`h'(z)`=diff(h(z),z); 

 

 

Örnek 3.1.5. 153)( 23 zizzzf , 5)( zzg  ve ))(()( zfgzh   olmak üzere  

)(zh  türevini hesaplayınız. 

> f:='f':g:='g':h:='h':w:='w':z:='z':f:=z->z^3+I*3*z^2+5*z+1: 

g:=z->z^5:h:=z->g(f(z)):`h'(z)`=diff(h(z),z); 

 

 

Teorem 3.1.6 (L’Hopital Kuralı).  f ve g fonksiyonları bir 0z  noktasında 

türevlenebilir olsun. Eğer 0)( 0zf , 0)( 0zg , ve 0)(' 0zg ise,   

)('

)('
lim

)(

)(
lim

00 zg

zf

zg

zf

zzzz
 

dir (Palka 1991).  

  

Örnek 3.1.7. 
22

31
lim

)(

)(
lim

2

2

)1()1( zz

izz

zg

zf

iziz
 limitini hesaplayınız. 

> f:='f':g:='g':z:='z':f:=z->z^2+z-1-3*I:g:=z->z^2-2*z+2: 

`f(z)`=f(z):Limit(f(z)/g(z),z=1+I)=limit(f(z)/g(z),z=1+I); 

 

 

L'Hopital kuralı ile hesaplandığında da aynı sonuç elde edilir. 
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>f1:='f1':g1:='g1':Z:='Z':f1:=z->subs(Z=z,diff(f(Z),Z)): 

g1:=z->subs(Z=z,diff(g(Z),Z)):`f'(z)/g'(z)`=f1(z)/g1(z),`f'(1+I)`=f1(1+I); `g 

'(1+I)`=g1(1+I),` `,`f'(1+I)/g'(1+I)`=f1(1+I)/g1(1+I); 

 

 

 

3.2. Cauchy-Riemann Denklemleri  

 

 ),(),()( yxivyxuiyxf  fonksiyonu 000 iyxz  noktasında diferansiyellenebilir 

olsun. Bu takdirde u ve v fonksiyonlarının ),( 00 yx  noktasında kısmi türevleri 

mevcuttur ve  

),(),()(' 00000 yxivyxuzf xx ),(),( 0000 yxiuyxv yy    (3.1) 

dır. Bu ifadenin reel ve sanal kısımlarının eĢitliğinden Cauchy-Riemann denklemleri 

denilen 

),(),( 0000 yxvyxu yx  ve ),(),( 0000 yxvyxu xy    (3.2) 

denklemleri elde edilir. Ancak bu denklemler 0z  noktasında sağlandığında, f 

fonksiyonunun 0z  noktasında diferansiyellenebilir olduğu söylenemez. O halde f, 0z  

noktasında diferansiyellenebilir ise, bu noktada (3.2) denklemleri sağlanır. )(' 0zf  

değerini bulmak için (3.1) eĢitliğinden herhangi biri kullanılabilir. Tersine, eğer 0z  

noktasında (3.2) denklemlerinden herhangi biri sağlanmıyorsa f, 0z  noktasında 

türevlenemez (BaĢkan 1996).  

  

Örnek 3.2.1. )()( 3223 33 yyxixyxzf  fonksiyonunun türevini bulunuz ve 

Cauchy-Riemann denklemlerini sağladığını gösteriniz. 

>f:='f':U:='U':V:='V':x:='x':y:='y':z:='z':`f(x+Iy)`=f(x+I*y): 

`f(x+Iy)`=evalc(f(x+I*y)): U:=proc(x,y)x^3-3*x*y^2 end: 

V:=proc(x,y)3*x^2*y-y^3 end:'f(x+I*y)'=U+I*V; 

`U(x,y)`=U(x,y):`V(x,y)`=V(x,y): f1:=z->subs(Z=z,diff(f(Z),Z)): 

`f '(z)=Ux(x,y)+iVx(x,y)`=diff(U(x,y),x)+I*diff(V(x,y),x); 
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`f '(z)=Vy(x,y)-iUy(x,y)`=diff(V(x,y),y)-I*diff(U(x,y),y); 

 

 

 

 

bulunur. Buradan Cauchy-Riemann denklemlerinin sağlandığı görülür. 

 

Örnek 3.2.2.  

0;0

0;
3

2

23

)( 22

23

2

22

z

z
yx

yxy

yx

xyx

z

z

zf   

fonksiyonunun (0,0) noktasında Cauchy-Riemann denklemlerini sağladığını fakat, bu 

noktada türevlenemediğini gösteriniz. 

> f:='f':F:='F':U:='U':V:='V':x:='x':y:='y':z:='z':f:=z->conjugate(z)^2/z: 

`f(z)`=f(z):`f(x+Iy)`=f(x+I*y):assume(x,real); assume(y,real); 

w1:=simplify(evalc(f(x+I*y))):`f(x+Iy)`=subs({x='x',y='y'}, w1):x:='x': 

y:='y':U:=proc(x,y)(x^3-3*x*y^2)/(x^2+y^2) end: 

V:=proc(x,y)(-3*x^2*y+y^3)/(x^2+y^2)end:F:=proc(x,y)U(x,y)+I*V(x,y) 

end:`F(x,y)`=subs({x='x',y='y'},F(x,y)): 

`Ux(0,0)`=limit((U(x,0)-0)/(x-0),x=0),`Vy(0,0)`=limit((V(0,y)-0)/(y-0),y=0), 

`Uy(0,0)`=limit((U(0,y)-0)/(y-0),y=0), `-Vx(0,0)`=-limit((V(x,0)-0)/(x-0),x=0); 

 

 

 Böylece, z=0 noktasında Cauchy-Riemann denklemlerinin sağlandığı görülür. 

ġimdi f fonksiyonun, (0,0) noktasında türevlenebilir olup olmadığına bakalım. Bunun 

için (0,0) noktasında değiĢim oranının limitini iki farklı yönden hesaplayalım.  

> `x-ekseni boyunca`,Limit(df/dz,z=0)=limit((F(x,0)-0)/(x-0),x=0); 

`x=t,y=t dogrusu boyunca`,Limit(df/dz,z=0)=limit((F(t,t)-0)/(t+I*t-0),t=0); 

 

 

 

elde edilir. O halde f fonksiyonu (0,0) noktasında türevlenemez.   
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Örnek 3.2.3. Her z ℂ için xiexezf yy sincos)(  fonksiyonunun diferansiyel-

lenebilir olduğunu Cauchy-Riemann denklemlerini kullanarak gösteriniz ve türevini 

bulunuz. 

>U:='U':V:='V':x:='x':y:='y':U:=proc(x,y)exp(-y)*cos(x)end: 

V:=proc(x,y)exp(-y)*sin(x)end:`U(x,y)`=U(x,y), 

`V(x,y)`=V(x,y);`Ux(x,y)`=diff(U(x,y),x),`Vy(x,y)`=diff(V(x,y),y); 

'Ux(x,y)=Vy(x,y)';`Uy(x,y)`=diff(U(x,y),y),`Vx(x,y)`=diff(V(x,y),x); 

'Uy(x,y)=-Vx(x,y)';`f '(x+iy)`=diff(U(x,y),x)+I*diff(V(x,y),x); 

,  

,  

 

 

 Böylece, Cauchy-Riemann denklemleri her z ℂ için sağlandığından )(zf  

fonksiyonu tam fonksiyondur. 

 

Örnek 3.2.4. )3(3)( 3223 yyxixyxzf  fonksiyonunun diferansiyellenebilir 

olduğu noktaların kümesini bulunuz. 

> U:='U':V:='V':x:='x':y:='y':U:=proc(x,y) x^3+3*x*y^2 end: 

V:=proc(x,y) y^3+3*x^2*y end:`U(x,y)`=U(x,y),`V(x,y)`=V(x,y); 

`Ux(x,y)`=diff(U(x,y),x),`Vy(x,y)`=diff(V(x,y),y); 

print(`Ux-Vy=0`,0=diff(U(x,y),x)-diff(V(x,y),y), 

evalb(0=diff(U(x,y),x)-diff(V(x,y),y))); 

`Uy(x,y)`=diff(U(x,y),y),`Vx(x,y)`=diff(V(x,y),x); 

print(`Uy+Vx=0`,diff(U(x,y),y)+diff(V(x,y),x)=0, 

evalb(0=diff(U(x,y),y)+diff(V(x,y),x))); 
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 Böylece, Cauchy-Riemann denklemleri 0xy  ya da 0x  veya 0y  için 

sağlanır. Bu noktaların kümesi açık olmadığından f fonksiyonu hiçbir yerde analitik 

değildir. 

 

3.3. Harmonik Fonksiyonlar  

 

),( yx , A ℂ bölgesi üzerinde tanımlı iki değiĢkenli ve reel değerli bir 

fonksiyon olsun. Eğer  fonksiyonu A kümesinde ikinci mertebeden sürekli kısmi 

türevlere sahip ve  

0),(),( yxyx yyxx  

Laplace denklemini sağlıyorsa, ),( yx  fonksiyonuna A kümesinde harmonik 

fonksiyon denir. Harmonik fonksiyonlar uygulamalı matematik, mühendislik ve 

matematiksel fizik alanlarında önemli yer tutar. Bu fonksiyonlar sabit sıcaklık 

durumunu, iki-yönlü elektrostatik ve ideal sıvı akımını içeren problemlerin 

çözümünde ortaya çıkar.  

 

Teorem 3.3.1. ),(),()( yxivyxuiyxf , A kümesinde analitik bir fonksiyon 

olsun. Bu taktirde u ve v fonksiyonları A kümesinde harmoniktir (Palka 1991).  

 

Tanım 3.3.2. ),( yxu , D tanım kümesinde harmonik bir fonksiyon olsun. Eğer u ve v 

fonksiyonları D bölgesinde Cauchy-Riemann denklemlerini sağlayacak Ģekilde bir 

v(x,y) harmonik fonksiyonu bulunabiliyorsa, v fonksiyonuna u fonksiyonunun 

harmonik eşleniği denir. Bu durumda ),(),()( yxivyxuiyxf  fonksiyonu D de 

analitik olur (Palka 1991).  

 

Örnek 3.3.3. 22 yxyxu ),(  fonksiyonunun harmonik olduğunu gösteriniz.  

> U:='U':x:='x':y:='y':U:=proc(x,y) x^2-y^2 end: 

`Uxx(x,y)`=diff(U(x,y),x$2),`Uyy(x,y)`=diff(U(x,y),y$2); 

print(`Uxx+Uyy=0`,0=diff(U(x,y),x$2)+diff(U(x,y),y$2), 

evalb(0=diff(U(x,y),x$2)+diff(U(x,y),y$2))); 
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Teorem 3.3.4. ),( yxu , ),( 00 yx  noktasının bir -komĢuluğunda harmonik olsun. Bu 

takdirde, ),(),()( yxivyxuiyxf  analitik fonksiyon olacak Ģekilde bu 

komĢulukta tanımlı ),( yxv  harmonik eĢlenik fonksiyonu vardır (Palka 1991).   

 

Örnek 3.3.5. yxxyyxu 33),(  harmonik fonksiyonunun ),( yxv  harmonik 

eĢleniğini bulunuz. 

>U:=proc(x,y) x*y^3 - x^3*y end:`Ux(x,y)`=diff(U(x,y),x), 

`Uy(x,y)`=diff(U(x,y),y);Vx(x,y):=-diff(U(x,y),y); 

'V(x,y)'=int(Vx(x,y),x)+g(y);`Vy(x,y)=`,diff(U(x,y),x)=diff(V(x,y),y); 

`g(y)=int(g'(y))`=int(y^3,y);'V(x,y)'=int(Vx(x,y),x)+(y^4)/4; 
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4. TEMEL FONKSİYONLAR 

 

 Bu bölümde kompleks sayılarda tanımlı üstel, logaritma, trigonometrik ve ters 

trigonometrik gibi kompleks değerli fonksiyonlar tanımlanacak. Daha sonra bu 

fonksiyonların bazı özellikleri ve belli kümelerin bu fonksiyonlar altındaki resimleri 

Maple programı kullanılarak gösterilecek. 

 

4.1 Kompleks Üstel Fonksiyon 

 

 Herhangi bir x reel sayısı için 
0 !n

n
x

n

x
e  olduğundan y reel sayısı için  

yiy
yy

yi
yy

n

iy
e

n

n
iy sincos

!5!3!4!2
1

!

)( 5342

0

 

olur. Buna göre e sayısının iyxz  kompleks üssü  

)sin(cos yiyeeeee xiyxiyxz
 

biçiminde yazılabilir. Böylece, kompleks sayılardan kompleks sayılara 
zezf )(  

Ģeklinde bir fonksiyon tanımlanmıĢ olur. Buna kompleks üstel fonksiyon denir ve 

zezf )(  biçiminde gösterilir. Eğer z bir reel sayı ise bu fonksiyon reel üstel 

fonksiyon ile çakıĢır. 

 

Teorem 4.1.1. 
zezf )(  fonksiyonu aĢağıdaki özellikleri sağlar. 

i) 
zezf )(     ii) )()()( wfzfwzf   

iii) inzzf 21)(   iv) inwzwfzf 2)()(  , n Z  

Teoremin (ii) nin doğruluğunu Mapple programı yardımıyla gösterelim. 

>x:='x':y:='y':z:='z':w1:=evalc(exp(x[1]+I*y[1])): 

w2:=evalc(exp(x[2]+I*y[2])):w3:=w1*w2:exp(z[1])*exp(z[2])=w3: 

w3:= evalc(w1*w2): exp(z[1])*exp(z[2])=w3:w3:=expand(w3):  

exp(z[1])*exp(z[2])=w3;z4:=(x[1]+I*y[1])+(x[2]+I*y[2]): 

w4:=exp(z4):exp(z[1]+z[2])=w4:w4:=evalc(exp(z4)):exp(z[1]+z[2])=w4; 

w4:=expand(w4,trig):exp(z[1]+z[2])=w4; 
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exp(z[1]+z[2])=exp(z[1])*exp(z[2]);evalb(expand(w3=w4)): 

 

 

 

 

 

Örnek 4.1.2. )2( 6
11

4
5 kizk  olmak üzere k = 0, 1, 2, 3 için kz

k ew  değerlerini 

bulunuz. 

>Z0:=5/4+I*11*Pi/6:for k from 0 to 3 do 

exp(Z0+I*2*Pi*k)=evalc(exp(Z0+I*2*Pi*k));od; 

 

 

 

 

 

4.2 Kompleks Logaritma Fonksiyonu 

 

 Herhangi bir t pozitif reel sayısının logaritması tes  denklemini sağlayan s 

değeri olduğu reel analizden biliniyor. Benzer Ģekilde, sıfırdan farklı herhangi bir 

Cz  sayısının logaritması, zew  eĢitliğini sağlayan w kompleks sayısı olarak 

bakılabilir. Ancak, te s  eĢitliğini sağlayan bir tek s reel sayısı olmasına rağmen, 



40 

Teorem 4.1.1 gereği zew  eĢitliğini sağlayan sonsuz çoklukta w kompleks sayısı 

mevcuttur. Örneğin, 1we  eĢitliği ...,1,0 k  olmak üzere ikw 2  sayıları için 

sağlanır. Yani, her bir  ikw 2  sayısı 1 sayısının bir kompleks logaritmasıdır. Bunu 

tek çözüme indirmek istiyoruz. ziw Arg|z|ln  sayısını göz önüne alalım.  

zezee zizizw ArgArg||ln ||  

olup bu ise z sayısının bir logaritmasının w olduğunu gösterir. w sayısının bu değerine 

z sayısının esaslı logaritması denir ve Logz ile gösterilir. Böylece, Cz \{0} sayısı 

için  

ziz Arg|z|lnLog  

olur. Dikkat edilirse, Argz değerinin tek değerli olduğundan Logz değeri de tektir. 

Böylece zzf Log)( , C \{0} kümesinden }Im:{ ww  Ģeridi üzerine bire-

bir bir fonksiyon tanımlar. Eğer z=x pozitif bir reel sayı ise bu fonksiyon bilinen 

xx lnLog  fonksiyonudur. z sayısının keyfi bir logaritması zw eze Log  

denklemini sağlayan w değeri olduğundan k bir tam sayı olmak üzere,  

)2Arg(||lnarg||ln kzizzizw  

biçimindedir. Bu eĢitliği sağlayan w değerlerinin her birine z sayısının logaritması 

denir ve    

)2Arg(||lnarg||lnlog kzizzizz ;   k Z  

biçiminde gösterilir. zarg  çok değerli olduğundan, bir kompleks sayının logaritması 

sonsuz çoklukta değere sahip olup ardıĢık değerler birbirlerinden i2  kadar fark 

ederler.  

 

Örnek 4.2.1. Log(1+i) ve log(1+i) değerlerini bulunuz. 

> w:='w':w:=evalc(log(1+I)):`Log(1+I)`=w; 

 

>w:='w':w:=log(1+I)+I*2*Pi*n:w:=evalc(log(1+I))+I*2*Pi*n:`log(1+I)`=w; 

 

 

Örnek 4.2.2.  Log(-e) ve Log(-1)  değerlerini bulunuz. 
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> w:='w':w:=log(-exp(1)):w:=evalc(log(-exp(1))):`Log(-e)`=w; 

 

> w:='w':w:=log(-1):w:=evalc(log(-1)):`Log(-1)`=w; 

 

 

Örnek 4.2.3. 2121 LogzLog)(Log zzz  olduğunu gösteriniz. 

>z:='z':z1:=-sqrt(3)+I:z2:=-1+I*sqrt(3):z[1]=z1,z[2]=z2; 

w1:=log(z1)+log(z2):log(z1)=evalc(log(z1)),log(z2)=evalc(log(z2)); 

Log(z[1])+Log(z[2])=w1;w1:=evalc(w1):Log(z[1])+Log(z[2])=w1;z3:=z1*z2: 

w3:=log(z3):Log(z[1]*z[2])=w3;z4:=evalc(z3):w4:=log(z4):w4:=evalc(w4): 

Log(z[1]*z[2])=w4,Log(z[1]*z[2])=w4;w1=w4;evalb(w1=w4); 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.3. Kompleks Üsler  

 

 a pozitif bir reel sayı ve b herhangi bir reel sayı olmak üzere ba  sayısının 

abb ea ln  biçiminde tanımlandığı biliniyor. Benzer Ģekilde, z sıfırdan farklı ve  

herhangi bir kompleks sayı olmak üzere z sayısının esaslı  kuvveti 

zez Log  

biçiminde tanımlanır. Böylece zzf )( , C \{0} kümesinden kompleks sayılara bir 

fonksiyon tanımlar. z  sayısının bütün değerleri istenildiğinde zez log  dikkate 
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alınır ve logz değerine bakarak z sayısının sonsuz çoklukta değerinin olduğu 

söylenebilir.  

 

Örnek 4.3.1. i1   ve  i)( 1  sayılarının esas değerini bulunuz. 

> w:='w':w:=exp((1/2)*log(1+I)):(1+I)^(1/2)=w:w:=evalc(w): 

(1+I)^(1/2)=w;w:=exp((1/2)*evalc(log(1+I))):(1+I)^(1/2)=w; 

w:=evalf(w):(1+ I)^(1/2)=w; 

 

 

 

 

> w:='w':w:=(-1)^I:w:=exp(I*log(-1)):(-1)^I=w;w:=evalf(w):(-1)^I=w; 

 

 

 

Örnek 4.3.2. 509

1

2

i

 ifadesinin esas değerlerini bulunuz. 

>c:='c':C:='C':w:='w':z:='z':Z:='Z':Z:=2:C:=1/9+I/50:w:=Z^C:z^c=w; 

w:=exp(C*log(Z)):z^c=w; w:=evalc(w):z^c=w;w:=evalf(w):z^c=w; 

,  

 

 

 

 509

1

2

i

 ifadesinin diğer bazı değerleri Ģunlardır: 

>n:='n':z:='z':Z:='Z':Z:=n->evalf(exp((1/9+I/50)*(log(2)+2*Pi*I*n))): 

z[n] = exp((1/9+I/50)*(log(2)+2*Pi*I*n));for n from -1 to 1 do print(Z(n)) od; 
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 ġimdi bu değerleri düzlemde gösterelim. 

> pts:=[[Re(Z(j)),Im(Z(j))]$j=-9..9]:plot(pts,x=-2..3, title=`2^(1/9+I/50) 

sayisinin bazi degerleri.`, scaling=constrained,labels=[`x`,`y`], style=point, 

symbol=circle,tickmarks=[5,4],view=[-2.0..2.6,-1.5..2.6]); 

 
ġekil 4.1 

 

Örnek 4.3.3. 
ii )( 2
 ve ii2  ifadesinin değerlerini bulunuz.  

> c:='c':C:='C':w:='w':z:='z':Z:='Z':Z:=I^2:C:=I:w:=Z^C: 

z^c=w;w:=exp(C*log(Z)):z^c=w;w:=evalf(w):z^c=w; 

, ,  

ve 

> c:='c':C:='C':w:='w':z:='z':Z:='Z':Z:=I:C:=2*I:w:=Z^C: 

z^c=w;w:=exp(C*log(Z)):z^c=w;w:=evalf(w):z^c=w; 

, ,  

 

Bu iki sayının diğer bazı değerleri aĢağıda verilmiĢtir. 

>Z1:=n->evalf(exp(I*(log(I^2)+2*Pi*I*n))): 

Z2:=n->evalf(exp(2*I*(log(I)+2*Pi*I*n))): 

Z1s:={[Re(Z1(j)),Im(Z1(j))]$j=-2..1}:(i^2)^i=Z1s; 

Z2s:={[ Re(Z2(j)),Im(Z2(j))]$j=-2..1}:i^(2*i)=Z2s; 



44 

 

 

 

4.4. Trigonometrik Fonksiyonlar ve Özellikleri 

 

 t ℝ için daha önce titeit sincos  ve tite it sincos  olduğunu 

görmüştük. Bu iki eşitlikten  

)(cos
2
1 itit eet  ve )(sin

2
1 itit

i
eet  

özdeşlikleri elde edilir. Bundan faydalanarak herhangi bir z kompleks 

sayısının cosinüsü ve sinüsü  

2
cos

iziz ee
z  

0

2

)!2(

)1(

n

nn

n

z
    ve   

i

ee
z

iziz

2
sin

0

12

)!12(

)1(

n

nn

n

z
 

olarak tanımlanır. Böylece zzf cos)(  ve zzf sin)(  kompleks sayılardan 

kompleks sayılara bir fonksiyon tanımlar.  

)0(cos  ; 
cos

sin
tan z

z

z
z , )0(sin  ; 

sin

cos
cot z

z

z
z , 

olarak tanımlanırsa tanjant ve cotanjant fonksiyonları benzer şekilde 

tanımlanır.  

 

Örnek 4.4.1. Herhangi bir n tamsayısı için 0cosz  ise )(
2
1nz  olduğunu 

gösteriniz. 

> x:='x':y:='y':cos(x+I*y)=`0`;evalc(cos(x+I*y)) =`0`; 

eqns:={cos(x)*cosh(y)=0,-sin(x)*sinh(y)=0}: 

eqns;solset:=solve(eqns,{x,y}):solset; 
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 x ve y değerleri reel sayı olduğundan bu çözümden, sadece 
2

x , y=0 ve 

2
x , y=0 çözümleri geçerlidir. Diğer çözümler, buradaki x değerlerine n  

ekleyerek elde edilir.  

 

Örnek 4.4.2.  

yxiyxiyx sinhsincoshcos)cos(  

xx

yy
i

xx

xx
iyx

2222 sinhcos

coshsinh

sinhcos

cossin
)tan(  

xyiyx 22 coscosh)sin(  

olduğunu gösteriniz. 

>`cos(x+Iy)`=evalc(cos(x+I*y));`sin(x+Iy)`=evalc(sin(x+I*y)); 

`tan(x+Iy)`=evalc(tan(x+I*y));`|sin(x+Iy)|`=evalc(abs(sin(x+I*y))); 

`|sin(x+Iy)|`=simplify(evalc(abs(sin(x+I*y)))); 

 

 

 

 

 

Örnek 4.4.3. zzf cos)(  fonksiyonunun türevinin zzf sin)(  olduğunu gösteriniz.  

>f:='f':F:='F':p:='p':P:='P':z:='z':Z:='Z':f:=z->cos(z): 

F:=series(f(Z),Z=0,12):P:=convert(F,polynom):p:=z->subs(Z=z,P): 

`f(z)`=f(z),`f '(z)`=diff(f(z),z);`p'(z)`=diff(p(z),z); 

g:=z->sin(z):`g(z)`=series(g(z),z=0,12);`f '(z)=-g(z)`; 
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4.5. Ters Trigonometrik Fonksiyonlar  

 

Tanım 4.5.1. }0     ve  , 0    ve  ; |:|{
222

yxyxxzS  olmak üzere komp-

leks düzlemin her bir w sayısı için wzsin  denklemini sağlayan bir ve yalnız bir 

Sz  vardır. Bu z sayısına w sayısının esaslı arcsinüsü denir ve warcsin  ile 

gösterilir. zzf arcsin)(  ile gösterilen f:ℂ S  fonksiyonuna esaslı arcsinüs kısaca 

arcsinüs fonksiyonu denir.  

 

 ġimdi verilen w ℂ sayısı için  

zsin w
i

ee iziz

2
        (4.1) 

denklemini sağlayan yegane Sz  sayısını bulalım. (4.1) eĢitliğinin her iki yanı 
ize  

ile çarpılıp elde edilen ikinci derece denklemi çözülürse  

iwweiz 21  

bulunur. Bu bize (4.1) denkleminin  Rez
22

bağıntısını sağlayan  

iwwiz 2

1 1Log  , iwwiz 2

2 1Log  

gibi iki çözümünün olduğunu gösterir. Çözümün tekliği bunlardan birinin S 

bölgesinin dıĢında olmasını gerektirir. Gerçekten 
22 |Re| z  olduğundan Sz1  

(4.1) denkleminin yegane çözümüdür. O halde  

iwwiw 21Logarcsin     (4.2) 

dır. (4.2) yardımıyla bazı sayıların Arcsinüsünü hesaplayabiliriz.  

)21(sin  ,
4

)sin(  , 
2

1sin
2
2 iLogiArcArcArc  
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Örnek 4.5.2. 2arcsin  değerini bulunuz. 

> w:='w': z:='z': Z:='Z':Z := sqrt(2): 

w:=-I*log(I*Z+(1-Z^2)^(1/2)): -I*log(I*z+(1-z^2)^(1/2))=w: 

w:=evalc(w):-I*log(I*z+(1-z^2)^(1/2))=w:w:=arcsin(Z): 

`arcsin(z)`=w;w:=evalc(w):`arcsin(z)`=w; 

 

 

 

Örnek 4.5.3. Arcsin(1+i) ifadesinin esas değerini bulunuz.  

>`arcsin(1+I) ` = evalc(arcsin(1+I));`arcsin(1+I) ` = evalf(arcsin(1+I)); 

 

 

 

Tanım 4.5.4. }0     ve  , 0    ve  ; |:|{
222

yxyxxzS  olmak üzere komp-

leks düzlemin her bir w sayısı için wzsin  denklemini sağlayan bir ve yalnız bir 

Sz  vardır. Bu z sayısına w sayısının esaslı arcsinüsü denir ve warcsin  ile 

gösterilir. zzf arcsin)(  ile gösterilen f:C S  fonksiyonuna esaslı arcsinüs kısaca 

arcsinüs fonksiyonu denir ve  

21 ziziz logarccos , 

eĢitliği ile verilir. 

 

Tanım 4.5.5. } z ; |:|{ 22xiyxzT  olmak üzere kompleks düzlemin i  

değerlerinden baĢka bütün w sayıları için wztan  denklemini sağlayan bir ve yalnız 

bir Tz  sayısı vardır. Bu z sayısına w sayısının esaslı arctanjantı denir ve warctan  

ile gösterilir. zzf arctan)(  ile gösterilen f: ℂ \ }{ i T  fonksiyonuna esaslı 
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arctanjant kısaca arctanjant fonksiyonu denir. Arcsinz fonksiyonunda olduğu gibi 

z C \ }{ i  için 

iz

izi
z

1

1
Log

2
tanarc  

olduğu görülür. 

 

4.6. Konform Dönüşümler 

 

 Bu kesimde, bir noktada açıların ölçüsünü ve yönünü koruyan fonksiyonların 

görüntü kümelerinin Maple yardımıyla bulunmasıyla ilgilenilecek. 

 

Tanım 4.6.1. )(zfw  fonksiyonu 0z  noktasından geçen yönlendirilmiĢ iki eğri 

arasındaki açının ölçüsünü ve yönünü koruyorsa f fonksiyonuna 0z  noktasında 

konformdur denir. Eğer her Bz  noktası için f konform ise f fonksiyonuna B 

bölgesinde konform dönüşüm denir (Nehari 1952).  

 

Teorem 4.6.2.  f, B bölgesinde analitik bir fonksiyon ve 0z , B bölgesinde bir nokta 

olsun. Eğer 0)(' 0zf  ise f fonksiyonu 0z noktasında konformdur (Nehari 1952).   

 

Örnek 4.6.3. zzfw cos)(  fonksiyonunun i noktasıında konform olduğunu 

gösteriniz. )('arg zf  dönme açısını bulunuz.  

> f:='f':z:='z':Z:='Z':f:=z->cos(z):df:=diff(f(Z),Z):Df:=z->subs(Z=z,df): 

`f(z)`=f(z),`f '(z)`=Df(z);f1:=Df(I):`f '(I)`=f1,`donme acisi`=argument(f1); 

 

 

 

Örnek 4.6.4. izizf 26)43()(  dönüĢümü altında birim dairenin resmini 

bulunuz. 

> f:='f':F:='F':z:='z':f:=z->(3-4*I)*z+6+2*I:`f(z)`=f(z);  
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F:=z->subs(Z=z-1-I,f(Z)):conformal(F(Re(z)*exp(I*Im(z))), 

z=0.01..1+I*2*Pi,grid=[10,10],numxy=[333,333], 

scaling=constrained,labels=[`u`,`v`],view=[-6..4,-2..8]); 

 

   
ġekil 4.2 

 

Tanım 4.6.5. a,b,c ve d  kompleks sayılar ve bcad  olmak üzere 

dcz

baz
zSw )(          (4.3) 

fonksiyonuna Möbius dönüşümü veya lineer kesirsel dönüşüm denir. Eğer (4.3) 

ifadesinden z çekilirse 
a
cw  olmak üzere ters dönüĢüm  

acw

bdw
wSz )(1   

biçiminde verilir. Eğer 2211 wzSwzS )(,)(  ve 33 wzS )(  değerleri bilinirse lineer 

kesirsel dönüĢümün tek olarak hesaplanması mümkündür.  

 

Teorem 4.6.6. 21 , zz  ve 3z  gibi üç farklı noktayı, sırasıyla, 21 , ww  ve 3w  gibi üç 

farklı nokta üzerine resmeden tek bir lineer kesirsel dönüĢüm vardır. Bu dönüĢüm  

12

32

3

1

12

32

3

1

ww

ww

ww

ww

zz

zz

zz

zz
     (4.4) 

kapalı ifadesiyle bellidir. Özel olarak eğer 3z  ise (4.4) ifadesi  

12

32

3

1

12

1

ww

ww

ww

ww

zz

zz
 

biçimine, 3w  ise (4.4) ifadesi 
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12

1

12

32

3

1

ww

ww

zz

zz

zz

zz
 

biçimine dönüĢür (BaĢkan 1996). 

 

Örnek 4.6.7. )(zSw  lineer kesirsel dönüĢümünü; 121 ziz ,  ve iz3  

noktalarını sırasıyla 01 21 ww ,  ve 13w  noktaları üzerine resmedecek Ģekilde 

oluĢturunuz.  

>w:='w':w1:='w1':w2:='w2':w3:='w3':z:='z':z1:='z1':z2:='z2':z3:='z3':s:='s': 

formula :=(z-z1)*(z2-z3)/(z-z3)/(z2-z1)=(w-w1)*(w2-w3)/(w-w3)/(w2-w1): 

S:='S':W:='W':Z:='Z':formula:=subs({z=Z,w=W},formula): 

z1:=-I:z2:=1:z3:=I: w1:=-1:w2:=0:w3:=1:sol:=solve(formula,W): 

S:=z->subs(Z=z,sol):`w=S(z)`= S(z); 

 

 

Örnek 4.6.8. 
z

zi
zSw

1

)1(
)(  dönüĢümünün |z|<1 birim dairesini bire-bir ve örten 

olarak 0)Im(w  üst yarı düzlemine resmettiğini gösteriniz.  

 

 Önce z

zizS 1

)1()(  fonksiyonunun bire-bir olduğunu göstermek için ters 

fonksiyonun bulunmasından faydalanacağız. Örtenlik için iç içe çemberler ve radyal 

doğruların resimlerini kullanacağız. 

>f:='f':s:='s':w:='w':z:='z':f:=z->I*(1-z)/(1+z):`w=S(z)`=f(z), 

`z`=solve(w=f(z),z);conformal(f(Re(z)*exp(I*Im(z))),z=0.01..1+I*2*Pi, 

labels=[`u`,`v`],tickmarks=[7,4],grid=[10,10],numxy=[325,325], 

scaling=constrained,view=[-3..3,-2..4]); 
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ġekil 4.3 

 

Örnek 4.6.9. 
2)1(

2)1(
)(

zi

zi
zSw  dönüĢümünün; |z+1|<1 dairesini bire-bir ve 

örten olarak 0)Im(w  üst yarı düzlemine resmettiğini gösteriniz.  

 

Önceki örnekte olduğu gibi, )(zS  fonksiyonunun bire bir olduğunu göstermek 

için ters fonksiyonu bulalım.  

>s:='s':S:='S':w:='w':z:='z':S:=z->((1-I)*z+2)/((1+I)*z+2): 

`w=S(z)`=S(z),`z`=solve(w=S(z),z); 

 

Sonra çember üzerinde 21 , zz  ve 3z  gibi üç farklı noktanın, S(z) fonksiyonu 

altındaki resimleri sırasıyla, 21 , ww  ve 3w  olsun. 

>w:='w':w1:='w1':w2:='w2':w3:='w3':z:='z':z1:='z1':z2:='z2':z3:='z3': 

z1:=-2:z2:=-1-I:z3:=0:w1:=-1:w2:=0:w3:=1:z[1]=z1, z[2]=z2,z[3]=z3; 

s(z[1])=S(z1),s(z[2])=S(z2),s(z[3])=S(z3);w[1]=w1,w[2]=w2,w[3]=w3; 

 

 

 

 Daha sonra |z+1|<1 dairesinin w=S(z) altındaki görüntüsünü bulmak için |z|<1 

dairesinin w=S(z-1) altındaki görüntüsü bulmak yeterli olacaktır.  

>g:='g':S:='S':z:='z':Z:='Z':S:=z->((1-I)*z+2)/((1+I)*z+2): 

g:=z->subs(Z=z,S(Z-1)):`g(z)`=g(z);conformal(g(Re(z)*exp(I*Im(z))), 
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z=0.01..1+I*2*Pi,labels=[`u`,`v`],tickmarks=[7,4],grid=[10,10], 

numxy=[125,125],scaling=constrained,view=[-3..3,0..3]); 

 

  
ġekil 4.4 

 Böylece, |z+1|<1 dairesinin resminin 0)Im(w  üst yarı düzlem olduğu görülür.  

 

Örnek 4.6.10. |z-2|=2 çemberinin içinde ve |z-1|=1 çemberi dıĢında yer alan hilal 

Ģeklindeki bölgeyi yatay bir Ģerit üzerine resmeden lineer kesirsel dönüĢümünü 

bulunuz.   

 

 Önce dıĢ çember üzerindeki izz 22,4 21  ve 03z  noktalarının 

görüntülerini sırasıyla 1,0 21 ww  ve 3w  olacak Ģekilde lineer kesirsel dönü-

Ģümünü bulalım.  

>w:='w':w1:='w1':w2:='w2':w3:='w3':z:='z':z1:='z1':z2:='z2':z3:='z3': 

s:='s': S:='S':W:='W':Z:='Z':formula:=(w-w1)/(w2-w1)= 

(z-z1)*(z2-z3)/(z-z3)/(z2-z1): formula:=subs({z=Z,w=W},formula):z1:=4: 

z2:=2+2*I:z3:=0:w1:=0:w2:=1:w3:=infinity:  

sol:=expand(solve(formula,W)):S:=z->subs(Z=z,sol):`w=S(z) `=S(z); 

 

 

 ġimdi aynı lineer kesirsel dönüĢümün içteki çember üzerindeki ,14 iz  

,25z  iz 16  noktalarını sırasıyla iwiwiw 2,,2 654  noktalarına 

dönüĢtürdüğünü görelim. 

> z4:=1-I:z5:=2:z6:=1+I:z[4]=z4,z[5]=z5,z[6]=z6;`w=s(z)`=S(z); 

s(z[4])=S(z4),s(z[5])=S(z5),s(z[6])=S(z6); 
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,   
 

 

 

 Böylece istenilen dönüĢümün 
z

i
izs

4
)(  olduğu görülür. Bu dönüĢümün 

ters dönüĢümü;  

> sol:=solve(formula,Z):`z=T(w)`=subs(W=w,sol); 

 

dir. ġimdi wi
iwT 4)(  ters dönüĢümünün }1Im0:{ ww  yatay Ģeridini hilal 

Ģeklindeki bölge üzerine konform olarak dönüĢtürdüğünü gösterelim.  

> T:='T':w:='w':T:=w->4*I/(I+w): 

conformal(T(w),w=-26+I*0.01..26+I*0.99, title=`z=4i/(i+w)`, 

labels=[`x`,`y`], tickmarks=[5,5],grid=[150,10], 

numxy=[725,725],scaling=constrained,view=[-2..2,-2..2]); 

   
ġekil 4.5 

 

4.7. Temel Fonksiyonları Bulunduran Dönüşümler  

 

 Bu kesimde daha önce incelenen temel fonksiyonlar ve onlarla elde edilen bileĢke 

fonksiyonlar ile yalınkat analitik ve yalınkat harmonik fonksiyonlarda önemli yere 

sahip olan bazı fonksiyonların dönüĢüm özellikleri üzerinde durulacak. 

 



54 

Örnek 4.7.1. zezf )(  dönüĢümü altında }ve11:),{(
43

yxyxR  

dikdörtgeni ile }20ve10:),{( rrU  birim dairesinin resmini 

bulunuz. 

> f:='f':z:='z':f:=z->exp(z):`f(z)`=f(z);conformal(f(z), 

z=-1-I*Pi/3..1+I*Pi/4,grid=[10,10],numxy=[535,535], 

scaling=constrained, labels=[`u`,`v `],tickmarks=[3,5], 

view=[-1..3,-2.4..2]); 

 

  
ġekil 4.6 

 

> f:='f':F:='F':z:='z':f:=z->exp(z):`f(z)`=f(z); 

F:=z->subs(Z=z,f(Z)):conformal(F(Re(z)*exp(I*Im(z))), 

z=0..1+I*2*Pi,grid=[10,20], numxy=[535,535], scaling=constrained, 

labels=[`u `,`v `],view=[-0.5..3,-1.5..1.5]); 

 

  
ġekil 4.7 
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Örnek 4.7.2. 
ie

ie
zfw

z

z

)(  dönüĢümü, }0:{ yiyx  yatay Ģeridinin 

|w|<1 dairesi üzerine bire-bir ve konform olarak dönüĢtürdüğünü gösteriniz. 

 

Önce )/()( ieiew zz  fonksiyonunun bire-bir olduğunu göstermek için ters 

fonksiyonun mevcut olduğunu gösterelim. 

>f:='f':g:='g':z:='z':Z:='Z':f:=z->(exp(z)-I)/(exp(z)+I):g:='g':i:='i': Z:='Z': 

sol:=solve((exp(Z)-i)/(exp(Z)+i)=w,Z):g:=w->log((I+I*w)/(1-w)): 

`z`=subs(i=I,sol),`g(w)`=g(w);`g(f(z))`=simplify(g(f(z))), 

`f(g(w))`=simplify(f(g(w))); 

 

 

 

ġimdi f(z) dönüĢümü altında yatay Ģeridin resmini bulalım.  

>f:='f':z:='z':f:=z->(exp(z)-I)/(exp(z)+I):`f(z)`=f(z);conformal(f(z), 

z=-6+I*0.01..6+I*3.14,labels=[`u`,`v`],tickmarks=[3,3],grid=[27,10], 

numxy=[177,177],scaling=constrained,view=[-1.2..1.2,-1.2..1.2]); 

 

   
ġekil 4.8 

 Böylece, y0  yatay Ģeridin görüntüsünün |w|<1 dairesi olduğu görülür.   

 

Örnek 4.7.3. w=Logz dönüĢümü; z-düzleminde A=ℂ\ }0,0:{ xyiyxz  

kümesini, w-düzlemindeki yatay }Im:{ ww  Ģeridi üzerine bire-bir olarak 

resmettiğini gösteriniz. 
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>`f(z)=log(z)`;conformal(log(z),z=0.001-I*Pi/2..3+I*(Pi/2), grid=[10,10], 

numxy=[160,160],scaling=constrained,labels=[`u`,`v`],view=[-2..2,-2..2]); 

 

  
ġekil 4.9 

 

Örnek 4.7.4. 100||z  dairesinin w=Logz dönüĢümü altındaki resmini bulunuz. 

> f:='f': z:='z': f := z -> log(z):conformal(f(Re(z)*exp(I*Im(z))),  

z=0.01-I*3.14..100+I*3.14,title=`f(z)=log(z)`,grid=[8,8],numxy=[130,130], 

scaling=constrained,labels=[`u`,`v`], tickmarks=[5,5],view=[-4.7..4.7,-3.2..3.2]); 

  
ġekil 4.10 

 

Örnek 4.7.5. 
z

z
zfw

1

1
Log)(  dönüĢümü, |z|<1 birim dairesini 

}|Im:|{ 2ww  yatay Ģeridi üzerine bire-bir ve konform olarak dönüĢtürdüğünü 

gösteriniz.  

 

Önceki örneklerde kullanılan yöntemi kullanalım.  

>f:='f':g:='g':z:='z':Z:='Z':W:='W':Z:='Z':f:=z->log((1+z)/(1-z)): 
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sol:=simplify(solve(f(Z)=W,Z)):g:=w->subs(W=w,sol):`f(z)`=f(z),`g(w) 

`=g(w),`g(f(z))`=simplify(g(f(z)));conformal(f(Re(z)*exp(I*Im(z))), 

z=0.001..0.999+I*2*Pi,labels=[`u`,`v`],tickmarks=[7,3],grid=[10,17], 

numxy=[177,177],scaling=constrained,view=[-3..3,-1.7..1.7]); 

 

  
ġekil 4.11 

 

 Böylece, |z|<1 birim daüresinin f altındaki görüntüsünün }|Im:|{ 2ww  yatay 

Ģeridi olduğu görülür. 

 

Örnek 4.7.6.  
2)1/()( zzzf  Koebe fonksiyonu altında birim dairenin resmini 

bulunuz (Goodman 1983). 

>f:='f':F:='F':z:='z':f:=z->Z/(1-z)^2:`f(z)`=f(z); 

F:=z->subs(Z=z,f(Z)):conformal(F(Re(z)*exp(I*Im(z))), 

z=0.01..0.99+I*2*Pi,grid=[13,13],numxy=[350,350], 

scaling=constrained,labels=[`u`,`v`],view=[-1.5..1.5,-1.5..1.5]); 

 

  
ġekil 4.12 
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Örnek 4.7.7. 2

2

1

1

)(

)()(
z

z
zfw  dönüĢümü, |z|<1 dairesinin üst yarı düzlemde kalan 

kısmını, }0)Im(:{ ww  üst yarı düzlemi üzerine konform olarak dönüĢtürdüğünü 

gösteriniz.  

 

 Önce, 2

2

1

1

)(

)(

z

z
w  fonksiyonunun bire-bir olduğunu göstermek için uygun bir dalda 

geçerli olan ters fonksiyonunu bulalım.  

>f:='f':z:='z':f:=z->(1+z)^2/(1-z)^2:g:='g':w:='w':W:='W':Z:='Z': 

sol:=solve(f(Z)=W,Z):g:=w->subs(W=w,simplify(sol[1])):gfz:=g(f(z)): 

gfz:=subs(sqrt((1+z)^2/(1-z)^2)=-(1+z)/(1-z),gfz):gfz:=simplify(gfz): 

`w=f(z)`=f(z),`g(w)`=g(w),`g(f(z))`=gfz; 

 

 

Sonra görüntü bölgesini belirleyelim.  

>f:='f':z:='z':f:=z->(1+z)^2/(1-z)^2:`f(z)`=f(z); 

conformal(f(Re(z)*exp(I*Im(z))),z=0.001+I*0.01..0.999+I*3.14, 

labels=[`u`,`v`],tickmarks=[5,3],grid=[17,17],numxy=[177,177], 

scaling=constrained,view=[-4..4,0..4]); 

 

 

  
ġekil 4.13 
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Örnek 4.7.8. 1)( 2zzfw  fonksiyonunun, |z|<1 birim dairesinin üst yarısını 

10,0 vu  doğru parçası hariç 0Imw  üst yarı düzlemi üzerine bire-bir olarak 

dönüĢtürdüğünü gösteriniz. 

 

Önceki örnekte kullanılan teknikle bire-birliği ve görüntü bölgesini gösterelim. 

>f:='f':z:='z':f:=z->(z^2-1)^(1/2):g:='g':w:='w':W:='W':Z:='Z': 

sol:=solve((Z^2-1)^(1/2)=W,Z):g:=w->(w^2+1)^(1/2):  

g:=w->subs(W=w,sol[1]):`w=f(z)`=f(z),`g(w)`=g(w), 

`g(f(z))`=simplify(g(f(z)),assume=positive); 

 

>f:='f':z:='z':g:='g':z:='z':Z:='Z':f:=z->I*(1-z^2)^(1/2):`f(z)`=f(z); 

conformal(f(z),z=-3.5+I*0.01..3.5+I*3.5,labels=[`u`,`v`], tickmarks=[5,4], 

grid=[10,10],numxy=[177,177],scaling=constrained,view=[-3.5..3.5,0..3.8]); 

 

  
ġekil 4.14 

 

Örnek 4.7.9. 
2)( zzf  dönüĢümü altında }ve11:),{(

22
yxyxR  

kapalı dikdörtgeninin resmini bulunuz. 

>f:='f':z:='z':f:=z->z^2:`f(z)`=f(z);conformal(f(z),z=-1-I*Pi/2..1+I*Pi/2, 

grid=[20,20],numxy=[30,30],scaling=constrained,labels=[`u`,`v`], 

tickmarks=[3,5],view=[-3..1.5,-2.5..2.5]); 
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ġekil 4.15 

 

Örnek 4.7.10. 
33/1)( zzzf  konform olmayan dönüĢümü altında kapalı birim 

dairenin resmini bulunuz (Duren 2004). 

>f:='f':F:='F':z:='z':f:=z->z+(1/3)*(conjugate(z^3)):`f(z)`=f(z); 

F:=z->subs(Z=z,f(Z)):conformal(F(Re(z)*exp(I*Im(z))),z=0.01..0.99+I*2*Pi, 

grid=[8,13],numxy=[35,35], scaling=constrained,labels=[`u`,`v`], 

view=[-1.5..1.5,-1.5..1.5]); 

 

   
ġekil 4.16 

 

Örnek 4.7.11. 
z

zi

z

z
zf

1

1
logIm

21
Re)(  dönüĢümü altında açık birim 

dairenin resmini bulunuz (Duren 2004). 

>f='f':F='F':z='z':f:=z->Re(z/(1-z))+I*Im(1/2*log((1+z)/(1-z))): 

`f(z)`=f(z);F:=z->subs(Z=z,f(Z)): conformal(F(Re(z)*exp(I*Im(z))), 

z=0.01..0.99+I*2*Pi,grid=[13,20], numxy=[135,135],scaling=constrained, 
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labels=[`u `,`v `],view=[-1..1,-1..1]); 

 

  
ġekil 4.17 

 

Örnek 4.7.12. 
23

3

3
1

)1(
Im

)1(
Re)(

z

z
i

z

zz
zf  harmonik Koebe dönüĢümü 

altında açık birim dairenin resmini bulunuz (Duren 2004). 

>f:='f':F:='F':z:='z':f:=z->Re((z+(1/3)*z^3)/((1-z)^3))+I*Im(Z/(1-z)^2): 

`f(z)`=f(z);F:=z-> subs(Z=z,f(Z)):conformal(F(Re(z)*exp(I*Im(z))), 

z=0.01..0.99+I*2*Pi,grid=[13,13], numxy=[135,135],scaling=constrained,  

labels=[`u `,`v `],view=[-1..1,-1..1]); 

 

 

   
ġekil 4.18 
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Örnek 4.7.13. zzfw sin)(  dönüĢümü; }||:{ 4xiyxz  dikey Ģeridini, w-

düzleminde 0,1 vu  ve 0,1 vu  ıĢınları hariç bütün kompleks düzlem 

üzerine bire-bir ve konform olarak dönüĢtürdüğünü gösteriniz.    

>f:='f':z:='z':f:=z->sin(z):`f(z)`=f(z);conformal(f(z),z=-Pi/2-

I*2.25..Pi/2+I*2.25,labels=[`u`,`v`],tickmarks=[7,7],grid=[13,13], 

numxy=[173,173],scaling=constrained,view=[-3.4..3.4,-3.4..3.4]); 

 

  
ġekil 4.19 

 

Örnek 4.7.14. zzf sin)(  dönüĢümü altında reel ve imajiner eksenlere paralel 

doğruların resmini bulunuz. 

>f:='f':z:='z':f:=z->sin(z):`f(z)`=f(z);conformal(f(z),z=-Pi/2-I*2..Pi/2+I*2, 

grid=[13,13],numxy=[119,119],scaling=constrained, 

labels=[`u`,`v`],view=[-4..4,-4..4]); 

 

  
ġekil 4.20 
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Örnek 4.7.15. zzf sin)(  dönüĢümü altında 1|| z  dairesinin görüntü kümesini 

bulunuz. 

>f:='f':F:='F':z:='z':f:=z->sin(z):`f(z)`=f(z);F:=z->subs(Z=z,f(Z)): 

conformal(F(Re(z)*exp(I*Im(z))),z=0.01..1+I*2*Pi,grid=[13,13], 

numxy=[30,30],scaling=constrained,labels=[`u`,`v`],view=[-1..1,-1.5..1.5]); 

 

  
ġekil 4.21 

 

Örnek 4.7.16. zzfw arcsin)(  dönüĢümünün üst yarı düzlemi  

}0Im,|Re:|{ 2 www  yarı sonsuz Ģerit üzerine konform olarak dönüĢtürdüğünü 

gösteriniz.  

>`f(z)=arcsin(z)`;conformal(arcsin(z),z=-5+I*0.0001..5+I*10, 

grid=[11,11],numxy=[101,101],scaling=constrained,labels=[`u`,`v`], 

view=[-1.7..1.7,0..3.4]); 

 

  
ġekil 4.22 
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Örnek 4.7.17. zzf arcsin)(  dönüĢümü altında birim çemberin resmini bulunuz. 

>f:='f':F:='F':z:='z':f:=z->arcsin(z):`f(z)`=f(z);F:=z->subs(Z=z,f(Z)): 

conformal(F(Re(z)*exp(I*Im(z))),z=0..1+I*2*Pi,scaling=constrained, 

grid=[8,13],numxy=[80,80], labels=[`u`,`v`],view=[-1.7..1.7,-1..1]); 

 

  
ġekil 4.23 

 

Örnek 4.7.18. zzf arccos)(  dönüĢümü altında üst yarı düzlemindeki eksenlere 

paralel doğruların resmini bulunuz. 

>`f(z)=arccos(z)`;conformal(arccos(z),z=-Pi/2+I*0.0001..Pi/2+I*3, 

grid=[11,11],numxy=[101,101],scaling=constrained,labels=[`u`,`v`], 

view=[0..3.15,-2..0]); 

 

  
ġekil 4.24 

  

Örnek 4.7.19. zw tan  dönüĢümü; 4
||x  dikey Ģeridinin |w|<1 dairesi üzerine 

bire-bir ve konform olarak dönüĢtürdüğünü gösteriniz. 
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 Bunun için bileĢke fonksiyon özelliklerinden faydalanalım. Önce, ziezf 2
1 )(  

fonksiyonu altında 
4

||x  dikey Ģeridinin görüntüsü bulalım. 

> z:='z':h:='h':h := z -> exp(I*2*z):`h(z) ` = h(z);conformal(h(z),  

z=-Pi/4-I*2..Pi/4+I*2, labels=[`   u`,`v  `], tickmarks=[3,5],grid=[27,27], 

numxy=[17,17],scaling=constrained, view=[0..8,-4..4]); 

 

  
ġekil 4.25 

 

 Sonra, elde edilen görüntü bölgesinin z
zzg 1

1)( dönüĢümü altında görüntüsünü 

bulalım. 

> g:='g':f:='f':z:='z':f:=z->tan(z):`f(z)`=f(z); 

g:=z-> I*(1-exp(I*2*z))/(1+exp(I*2*z)): conformal(f(z), 

z=-Pi/4-I*2..Pi/4+I*2, labels=[`u`,`v`],tickmarks=[3,3],grid=[17,17], 

numxy=[177,177],scaling=constrained,view=[-1.1..1.1,-1.1..1.1]); 

 

  
ġekil 4.26 
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Örnek 4.7.20. zzf tan)(  dönüĢümü altında reel ve imajiner eksenlere paralel 

doğruların resmini bulunuz. 

>f:='f':z:='z':f:=z->tan(z):`f(z)`=f(z);conformal(f(z),z=-Pi/2-I*2..Pi/2+I*2, 

grid=[15,15],numxy=[250,250],scaling=constrained,labels=[`u`,`v`], 

view=[-4.4..4.4,-4.4..4.4]) 

 

  
ġekil 4.27 

 

Örnek 4.7.21. zzf tan)(  dönüĢümü altında birim dairenin görüntüsünü bulunuz. 

> f:='f':F:='F':z:='z':f:=z->tan(z):`f(z)`=f(z);F:=z->subs(Z=z,f(Z)): 

conformal(F(Re(z)*exp(I*Im(z))),z=0..1+I*2*Pi,grid=[13,13], 

numxy=[60,60],scaling=constrained,labels=[`u`,`v`], 

view=[-1.7..1.7,-1..1]); 

 

  
ġekil 4.28 

 

Örnek: 4.7.22. zzf arctan)( fonksiyonu altında birinci bölgede eksenlere paralel 

doğruların resmini bulunuz. 

>`f(z)=arctan(z)`;conformal(arctan(z),z=0.0001+I*0.0001..1.5706+I*3, 
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grid=[11,11], numxy=[101,101],scaling=constrained, 

labels=[`u`,`v`],view=[0..2,0..1.6]); 

 

  
ġekil 4.29 

 

Örnek 4.7.23. zzf arctan)(  dönüĢümü altında birim dairenin resmini bulunuz. 

>f:='f':F:='F':z:='z':f:=z->arctan(z):`f(z)`=f(z);F:=z-> subs(Z=z,f(Z)): 

conformal(F(Re(z)*exp(I*Im(z))),z=0..1+I*2*Pi,grid=[13,13], 

numxy=[80,80], scaling=constrained,labels=[`u`,`v`],view=[-1..1,-1..1]); 

 

  
ġekil 4.30 
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5. KOMPLEKS İNTEGRAL  

 

Bu bölümde kompleks fonksiyonların düzlemde eğri boyunca integralinin her 

türlü hesabında Maple 9 programından faydalanılacak.  

 

5.1. Kompleks İntegral 

 

Tanım 5.1.1. bta  olmak üzere )(tu  ve )(tv  reel değiĢkenli fonksiyonları için 

)()()( tivtutf  olsun. tdtf
b

a
)(  integrali  

dttvidttudttf
b

a

b

a

b

a
)()()(  

biçiminde tanımlanır. bta  için )()( tutU  ve )()( tvtV  ise  

))()(()()()( bVaViaUbUtdtf
b

a
 

dir. 

 

Örnek 5.1.2. tdit
1

0

3)(  integralini hesaplayınız. 

>f:='f': t:='t':u:='u':v:='v':f:=t->(t+I)^3:`f(t)`=evalc(f(t)); 

u:=u->t^3-3*t:v:=v->-3*t^2+1:`u(t)`=u(t),`v(t)`=v(t); 

Int(u(t)+I*v(t),t)=int(u(t),t)+I*int(v(t),t);defint:=int(u(t), 

t=0..1)+I*int(v(t),t=0..1):Int(f(t),t=0..1)=defint; 

,  

 

 

 

 ġimdi integrali doğrudan hesaplayalım.  

>f:='f':g:='g':t:='t':T:='T':f:=t->(t+I)^3:g:=t->subs(T=t, int(f(T),T)): 

`g(t)=`,Int(f(t),t)=g(t);`g(1)`=g(1),`g(0)`=g(0), 

`g(1)-g(0)`=g(1)-g(0);defint := int(f(t), t=0..1):Int(f(t),t=0..1) = defint; 
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Örnek 5.1.3. tde itt
2/

0
 integralini hesaplayınız. 

>f:='f': t:='t':u:='u':v:='v':f:=t->exp(t+I*t):`f(t)`=evalc(f(t)); 

u:=u->exp(t)*cos(t):v:=v->exp(t)*sin(t):`u(t)`=u(t),`v(t)`=v(t); 

Int(u(t)+I*v(t),t) = int(u(t),t) + I*int(v(t),t);defint:=int(u(t), 

t=0..Pi/2)+I*int(v(t),t=0..Pi/2):Int(f(t),t=0..pi/2)=defint; 

,    

 

 

 

5.2. Yol Boyunca İntegral  

 

Tanım 5.2.1. [a, b] ℝ olmak üzere,  :[a, b] ℂ sürekli fonksiyonuna kompleks 

düzleminde bir eğri (yol), (a) ve (b) noktalarına sırayla eğrinin baĢlangıç ve bitiĢ 

noktaları denir. Eğer (a)= (b) ise eğriye kapalı eğri, sadece 21 tt  için )()( 21 tt  

oluyorsa eğriye basit eğri adı verilir. Bazen basit eğrilere Jordan eğrisi de denir. Bir  

eğrisi verildiğinde  türevi var ve sürekli ise   eğrisine diferansiyellenebilir eğri 

denir. Diferansiyellenebilir bir  eğrisi için 0)(t  ise,   eğrisine düzgün eğri denir. 

Eğer  eğrisi [a, b] aralığının sonlu tane noktası hariç, diferansiyellenebiliyor ve bu 

noktalarda )(t  fonksiyonunun sağdan ve soldan türevleri var ve bunlar  nün bu 
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noktalardaki sağ ve sol limitlerine eĢitse   eğrisine parçalı diferansiyellenebilir eğri 

denir. 

 

 Kompleks düzlemde bir eğri 

)()()(: tiytxtC ; bta  

biçiminde parametrik olarak verilebilir. Eğrinin diferansiyellenebilir olması 

durumunda  

)()()( tyitxt ; bta  

dir. 

)()()(: tiytxtC ; atb  

eğrisine C eğrisinin ters eğrisi denir ve -C  ile gösterilir. 

 

Örnek 5.2.2. i1  noktası ile i3  noktasını birleĢtiren yolunun parametrik ifadesini 

bulunuz. 

> t:='t':x0:='x0':x1:='x1':y0:='y0':y1:='y1':z:='z':Z:='Z':Z3:='Z3': 

z0:=1+I:z1:=3-I:x0:=Re(z0):y0:=Im(z0):x1:=Re(z1):y1:=Im(z1): 

Z:=t->x0+(x1-x0)*t+I*(y0+(y1-y0)*t):z(t)=Z(t); 

 

 

Tanım 5.2.3. C kompleks düzlemde parçalı düzgün bir yol, )(zf  de C eğrisini 

bulunduran bölgede tanımlı bir fonksiyon olmak üzere, )(zf  fonksiyonunun C 

boyunca kompleks integrali,  

b

aC
dtttfdzzf )())(()(  

biçiminde tanımlanır.  

 

Örnek 5.2.4. C, 0a  noktasını 4
2 ib  noktasına birleĢtiren yol olmak üzere 

C

z dze  integralini hesaplayınız. 

> f:='f':F:='F':g:='g':t:='t':T:='T':z:='z':z1:='z1':f:=z->exp(z): 

F:=t->exp((2 +I*Pi/4)*t):a:=0:b:=2+I*Pi/4:z:=t->a+(b-a)*t: 

`C: z(t)`=z(t);F(t)=evalc(F(t)):z1:=t->subs(T=t,diff(z(T), T)): 

Int(f(z),z=C..``)=Int(F(t)*diff(z(t),t),t=0..1); 
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g:=t->subs(T=t,int(F(T)*z1(T),T)):`g(t)`=g(t):g1:=g(1):g0:=g(0): 

Int(f(z),z=C..``)=g1-g0:Int(f(z),z=C..``)=evalc(g1-g0); 

 

 

 

 

 

Örnek 5.2.5. C, merkezi 20z  ve yarıçapı 1 olan çemberin üst yarısı ise 
C

dz
z 2

1
 

integralini hesaplayınız. 

> dz :='dz':f:='f':F:='F':g:='g':t:='t':T:='T':z:='z':Z:='Z':z1:='z1': 

f:=z->1/(z-2):`f(z)`=f(z):z:=t->2+exp(I*t):`C: z(t)`=z(t); 

z1:=t->subs(T=t,diff(z(T),T)):`dz=z'(t)dt`=z1(t),`dt`; 

Int(f(z),z=C..``)=Int(f(z(t))*diff(z(t),t),t=0..pi); 

g:=t->simplify(subs(T=t,int(f(z(T))*z1(T),T))):`g(t)`=g(t):g1:=g(Pi): 

g0:=g(0):`g(Pi)-g(0)`=expand(g1-g0):Int(f(z),z=C..``)=expand(g1-g0); 

 

,  

,  

 

Örnek 5.2.6. C yolu yyx 22
 parabolünün )1,1(  noktası ile )1,3(  noktası 

arasında kalan parçası olmak üzere 
C

dzz  integralini hesaplayınız.  

>dz:='dz':f:='f':F:='F':g:='g':t:='t':T:='T':z:='z':Z:='Z':z1:='z1': 

f:=z->conjugate(z):z:=t->t^2+2*t+I*t:`C:z(t)`=z(t); 

`f(z(t))`=evalc(f(z(t))):z1:=t->subs(T=t,diff(z(T),T)):  

Int(f(z),z=C..``)=Int(expand(evalc(f(z(t))*z1(t))),t=-1..1); 

g:=t->simplify(subs(T=t,int(evalc(f(z(T))*z1(T)), T))): 
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`g(t)`=evalc(g(t)):g1:=g(1):g0:=g(-1):`g(1)-g(-1)`= 

expand(g1-g0):Int(f(z),z=C..``)=expand(g1-g0); 

 

 

 

 

Örnek 5.2.7. C, 1 den i1  noktasına, i1  den i1  noktasına, i1  den 1  

noktasına giden yol olmak üzere 
C

dzz  integralini hesaplayınız. 

> t:='t':x0:='x0':x1:='x1':y0:='y0':y1:='y1':z:='z':z0:='z0':z1:='z1': 

Z1:='Z1':Z2:='Z2':Z3:='Z3':z0:=-1:z1:=-1+I:x0:=Re(z0):y0:=Im(z0): 

x1:=Re(z1):y1:=Im(z1):Z1:=x0+(x1-x0)*t+I*(y0+(y1-y0)*t): 

z0:=-1+I:z1:=1+I: x0:=Re(z0):y0:=Im(z0): x1:=Re(z1):y1:=Im(z1): 

Z2:=x0+(x1-x0)*t+ I*(y0+(y1-y0)*t):z0:=1+I:z1:=1:x0:=Re(z0): 

y0:=Im(z0):x1:=Re(z1):y1:=Im(z1):Z3:=x0+(x1-x0)*t+ 

I*(y0+(y1-y0)*t):C[1],z[1](t)=Z1;C[2], z[2](t)=Z2;C[3],z[3](t)=Z3; 

 

 

 

> f:='f':F:='F':g:='g':t:='t':z:='z':f:=z->conjugate(z): 

F(z[1](t))= evalc(f(Z1)):diff(z[1](t),t)=evalc(diff(Z1,t)): 

w1:=evalc(f(Z1)*diff(Z1,t)):F(z[1](t))*diff(z[1](t),t)=w1: 

F(z[2](t))=evalc(f(Z2)),diff(z[2](t),t)=evalc(diff(Z2,t)): 

w2:=evalc(f(Z2)*diff(Z2,t)):F(z[2](t))*diff(z[2](t),t)=w2: 

F(z[3](t))=evalc(f(Z3)),diff(z[3](t),t)=evalc(diff(Z3,t)): 

w3:=evalc(f(Z3)*diff(Z3,t)): F(z[3](t))*diff(z[3](t),t)=w3: 

s1:=int(w1,t): Int(F(z[1](t))*diff(z[1](t),t),t)=s1: s2:=int(w2,t): 

Int(F(z[2](t))*diff(z[2](t),t),t)=s2:s3:=int(w3,t): 

Int(F(z[3](t))*diff(z[3](t),t),t)=s3:s:=int(w1,t)+int(w2,t)+int(w3,t): 

Int(F(z(t))*diff(z(t),t),t)=s:z1:='z1':z2:='z2':z3:='z3': 

S1:=Int(w1,t=0..1):s1:=int(w1,t=0..1):Int(F(z[1](t))*diff(z[1](t),t),t=0..1), 

`=`,S1=s1;S2:=Int(w2,t=0..1):s2:=int(w2,t=0..1): 
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Int(F(z[2](t))*diff(z[2](t),t),t=0..1),`=`,S2=s2;S3:=Int(w3,t=0..1): 

s3:=int(w3,t=0..1):Int(F(z[3](t))*diff(z[3](t),t),t=0..1),`=`,S3=s3; 

S:=Int(w1+w2+w3,t=0..1):s:=int(w1,t=0..1)+int(w2,t=0..1)+ int(w3,t=0..1): 

Int(F(z(t))*diff(z(t),t),t=0..1),`=`,S=s;Int(f(z),z=C..``)=s; 

 

 

 

 

 

 

5.3. Cauchy Teoremi  

 

 Basit kapalı C bir eğrisi düzlemi iki bölgeye ayırdığını gördük. Bu bölgelerden 

biri sınırlı olup, C nin iç bölgesi olarak adlandırılır. Diğeri ise sınırsızdır ve C nin dış 

bölgesi olarak adlandırılır. Bu sonuç, Jordan Eğrisi Teoremi olarak bilinir [ BaĢkan 

1996].  

 Bir D bölgesi bağlantılı açık bir kümedir. Özellikle, eğer 1z ve 2z ,  D de herhangi 

iki nokta ise; bu noktalar, tamamen D içinde bulunan bir eğri ile birleĢtirilebilir. Bir D 

bölgesinde yer alan herhangi basit kapalı bir C yolunun iç bölgesi D de kalıyorsa D 

bölgesine basit bağlantılıdır denir . Diğer bir deyiĢle, basit bağlantılı bir bölgede 

"delik'' yoktur. Basit bağlantılı olmayan bölgeye katlı bağlantılı bölge denir. Basit 

kapalı bir C eğrisi 

)()()(: tiytxtzC ;  bta  

parametrik ifadesiyle verilmiĢ olsun. Eğer C, saat yönünün tersi yönünde yönlendi-

rilmiĢ ise pozitif yönlü, aksi takdirde negatif yönlüdür. Eğer C pozitif yönlü ise, -C 

negatif yönlüdür. 
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Teorem 5.3.1. (Cauchy Teoremi). f(z); basit bağlantılı bir D bölgesinde analitik 

olsun. Eğer C, D bölgesinde basit kapalı bir yol ise 
C

dzzf 0)(  dir (Mathews 2001).  

 

Örnek 5.3.2. C  eğrisi 1|| z  birim çemberi olsun. Cauchy Teoremi gereği 

C

zdze 0   ve  
C

zdz 0cos , 

olduğunu gerçekleyiniz. 

 

Önce 
C

zdze 0  olduğunu hesaplayarak görelim. 

> dz :='dz':f:='f':F:='F':g:='g':t:='t':T:='T':z:='z':Z:='Z':z1:='z1': 

f:=z->exp(z):`f(z)`=f(z);z:=t->exp(I*t):`C:z(t)`=z(t);`f(z(t))`=f(z(t)):  

z1:=t->subs(T=t,diff(z(T),T)):Int(f(z),z=C..``)=Int(f(z(t))*z1(t), 

t=0..2*pi);g:=t->simplify(subs(T=t,int(f(z(T))*z1(T),T))):g1:= 

g(2*Pi):g0:=g(0): `g(t)`=g(t),`g(2*Pi)-g(0)`=expand(g1- g0); 

Int(f(z),z=C..``)=expand(g1-g0); 

, ,  

,  

 

Ġkinci olarak 
C

zdz 0cos  olduğunu gösterelim. 

> dz:='dz':f:='f':F:='F':g:='g':t:='t':T:='T':z:='z':Z:='Z': f:=z->cos(z): 

z1:='z1':z:=t->exp(I*t):z1:=t->subs(T=t,diff(z(T),T)): 

Int(f(z),z=C..``)=Int(f(z(t))*z1(t),t=0..2*pi); g1:=g(2*Pi): 

g:=t->simplify(subs(T=t,int(f(z(T))*z1(T),T))): g0:=g(0): `g(t)`=g(t), 

`g(2*Pi)-g(0)`=expand(g1-g0); Int(f(z),z=C..``)=expand(g1-g0); 
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 ġimdi, daha karmaĢık bir kapalı yol üzerinden integraller ile hesaplanması kolay 

integralleri değiĢtirebilmek istiyoruz.  

 

Teorem 5.3.3 1C ve 2C  pozitif olarak yönlendirilmiĢ basit kapalı iki eğri ve 1C , 2C  

eğrisinin iç bölgesinde kalsın. Eğer f, 1C , 2C  ve bu ikisi arasında kalan bölgeyi içine 

alan bir D bölgesinde analitik ise  

21

)()(
CC

dzzfdzzf  

olur (Mathews 2001).  

 

Örnek 5.3.4. C, basit, kapalı, pozitif olarak yönlendirilmiĢ bir eğri ve 0z  bu eğrinin iç 

bölgesinde sabit bir nokta olsun. Bu takdirde 

(a) idz
zzC

2
1

0

  (b) 1n  tamsayısı için 0
)(

1

0

dz
zzC n

 

olduğunu gösteriniz. 

 

 Teorem 5.3.3 gereği dz
zz

dz
zz

zzC 1 00
0

11
 olduğundan, idz

zz
zz

2
1

1 0
0

 

olduğunu gösterelim.  

> dz :='dz':f:='f':F:='F':g:='g':t:='t':T:='T':z:='z':Z:='Z':z0:='z0':z1:='z1': 

f:=z->1/(z-z0):z:=t->z0+exp(I*t):z1:=t->subs(T=t,diff(z(T),T)): 

`f(z)`=f(z),`C:z(t)`=z(t);Int(f(z),z=C..``) =Int(f(z(t))*z1(t),t=0..2*pi); 

g:=t->simplify(subs(T=t,int(f(z(T))*z1(T), T))):g1:=g(2*Pi):g0:=g(0):  

`g(2*Pi)-g(0)`=expand(g1-0); g0:=g(0):Int(f(z),z=C..``)=expand(g1-g0); 
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Benzer Ģekilde 0
)(

1
5

0

dz
zzC

olduğunu gösterelim 

> dz :='dz':f:='f':F:='F':g:='g':t:='t':T:='T':z:='z':Z:='Z':z0:='z0':z1:='z1': 

f:=z->1/(z-z0)^5:z:=t->z0+exp(I*t):z1:=t->subs(T=t,diff(z(T), T)): 

Int(f(z),z=C..``)=Int(f(z(t))*z1(t),t=0..2*pi);g0:=g(0): 

Int(f(z),z=C..``)=Int(simplify(f(z(t))*z1(t)),t=0..2*pi); 

g:= t->simplify(subs(T=t,int(f(z(T))*z1(T),T))):g1:=g(2*Pi):`g(t)`=g(t), 

`g(2*Pi)-g(0)`=expand(g1-g0);Int(f(z),z=C..``)=expand(g1-g0); 

 

 

 

 

 

Örnek 5.3.5. 2|:|zC  olmak üzere idz
z

z

C

4
2

2
2

 olduğunu gösteriniz. 

> f:='f':F:='F':z:='z':f:=z->2*z/(z^2+2):Zn:=sort([solve(denom(f(z)=0, 

z)]):Rn:=array(1..nops(Zn)):Sn:=array(1..nops(Zn)):F1:=0: 

for i from 1 to nops(Zn) doif i=1 then p:=1 fi;if 1<i and Zn[i-1]=Zn[i] then 

p:=p+1 else p:=1 fi;Rn[i]:=residue((z-Zn[i])^(p-1)*f(z), z=Zn[i]); 

Sn[i]:=Rn[i]/(z-Zn[i])^p;F1:=F1+Rn[i]/(z-Zn[i])^p;od: 

Z:=array(1..nops(F1)):R:=array(1..nops(F1)):S:=array(1..nops(F1)): 

p:=1:for i from 1 to nops(Zn) doif Sn[i]<>0 thenZ[p]:=Zn[i]; R[p]:=Rn[i]; 

S[p]:=Sn[i];p:=p+1 fi; od:`f(z)`=f(z);`f(z)`=F1; print(`aykiriliklar:`,Z); 
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 Bu aykırılıklardan hangilerinin 2|:|zC  çemberinin içinde kaldığını gösterelim. 

> print(z[1]=Z[1], abs(z[1])<2, evalb(evalf(abs(Z[1]))<2)); 

print(z[2]=Z[2], abs(z[2])<2, evalb(evalf(abs(Z[2]))<2)); 

 

 

 

 ġimdi integrali hesaplayalım. 

> val:=2*Pi*I*numer(S[1])+2*Pi*I*numer(S[2]):Int(f(z),z=C..``)=val; 

 

 

elde edilir. 

 

Örnek 5.3.6. 1|:| izC  çemberi olmak üzere, 
C

dz
z

z

2

2
2

 integralini hesaplayınız. 

> f:='f':F:='F':z:='z':f:=z->2*z/(z^2+2): 

Zn:=sort([solve(denom(f(z))=0,z)]):Rn:=array(1..nops(Zn)):  

Sn:=array(1..nops(Zn)):F1:=0:for i from 1 to nops(Zn) do if i=1 then p:=1 

fi;if 1<i and Zn[i-1]=Zn[i] then p:=p+1 else p:=1 fi; 

Rn[i]:=residue((z-Zn[i])^(p-1)*f(z), z=Zn[i]); 

Sn[i]:=Rn[i]/(z-Zn[i])^p;F1:=F1+Rn[i]/(z-Zn[i])^p;od: 

Z:=array(1..nops(F1)):R:=array(1..nops(F1)):S:=array(1..nops(F1)):p:=1: 

for i from 1 to nops(Zn) do if Sn[i]<>0 thenZ[p]:=Zn[i]; R[p]:=Rn[i]; 

S[p]:=Sn[i];p:=p+1 fi;od:`f(z)`=F1;print(z[1]=Z[1],abs(z[1]-I)<2, 

evalb(evalf(abs(Z[1]-I))<1));print(z[2]=Z[2],abs(z[2]-I)<2, 

evalb(evalf(abs(Z[2]-I))<1));val:=2*Pi*I*numer(S[1]): 

Int(f(z),z=C..``)=val; 
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5.4. İntegralin Temel Teoremleri  

 

Teorem 5.4.1. )(zf  basit bağlantılı bir D bölgesinde analitik olsun. Eğer 0z , D de 

sabit bir nokta ve C, baĢlangıç noktası 0z  ve bitiĢ noktası z  olan D de herhangi bir 

yol ise  

z

zC
dwwfdwwfzF

0

)()()(  

fonksiyonu D de iyi tanımlı ve analitik olup )()( zfzF  dir (Mathews 2001).  

 

 Teorem 5.1.4 de 1zz  alınırsa, bir analitik fonksiyonunun belirli integralinin 

hesaplanmasında kullanılıĢlı olan aĢağıdaki sonuç elde edilir. 

 

Teorem 5.4.2. )(zf  basit bağlantılı bir D bölgesinde analitik olsun. Eğer 0z  ve 1z , D 

de C eğrisi ile birleĢtirilen herhangi iki nokta ise bu takdirde F , f  fonksiyonunun 

herhangi bir anti türevi olmak üzere 

)()()()( 01
0

zFzFdzzfdzzf
z

zC
 

dir.  

 

Örnek 5.4.3.

i

dz
z

68

4 2

1
 integralini hesaplayınız. 

> f:='f':F:='F':g:='g':z:='z':f:=z->1/(2*z^(1/2)):a:=4:b:=8+6*I: 

g:=z->subs(Z=z,int(f(Z),Z)):`a`=a,`b`=b;`g(z)=`,Int(f(z),z)=g(z); 

`g(b)-g(a)`=g(b)-g(a):`g(b)-g(a)`=evalc(g(b)-g(a)), 

`g(b)-g(a)`=simplify(g(b)-g(a),power);Int(f(z),z=a..b)=int(f(z),z=a..b); 
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Örnek 5.4.4. 
i

zdz
1

cos  belirli integralini hesaplayınız..  

> f:='f':F:='F':g:='g':z:='z':f:=z->cos(z):a:=1:b:=I: 

g:=z->subs(Z=z,int(f(Z),Z)):`a`=a,`b`=b;`g(z)=`,Int(f(z),z)=g(z); 

`g(b)-g(a)`=g(b)-g(a);`g(b)-g(a)`=evalc(g(b)-g(a)); 

Int(f(z),z=a..b)=int(f(z), z=a..b); 

 

 

 

 

 

 

Örnek 5.4.5. C  eğrisi 1|| z  birim çemberi olmak üzere, 
C

dz
z

1
 integralini 

hesaplayınız. 

> dz:='dz':f:='f':F:='F':t:='t':T:='T':z:='z':z1:='z1':f:=z->1/z: 

z:=t->exp (I*t):`C:z(t)`=z(t);z1:=t->subs(T=t,diff(z(T),T)): 

`dz=z'(t)dt`=z1(t), `dt`;Int(f(z),z=C..` `)=Int(f(z(t))*z1(t),t=0..2*pi); 

g:=t->simplify(subs(T=t,int(f(z(T))*z1(T), T))):g1:=g(2*Pi):g0:=g(0): 

`g(z)`=g(t),`g(2*Pi)-g(0)`=expand(g1-g0); 

Int(f(z),z=C..` `)=expand(g1-g0); 

,  
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5.5. Analitik Fonksiyonlar için İntegral Temsili  

 

 Bu kısımda, basit bağlantılı bir bölgede analitik bir fonksiyonunun bir noktada ki 

değeri veya n. türevinin değeri, onu çevreleyen basit kapalı bir eğri boyunca integral 

yardımıyla belirlenebileceği gösterilecek. Bu durum, bazı integralinin 

hesaplanmasında uygun bir araç olarak kullanılacaktır. 

 

Teorem 5.5.1. (Cauchy Ġntegral Formülü) f , basit bağlantılı bir D bölgesinde 

analitik ve C, D de pozitif olarak yönlendirilmiĢ basit kapalı bir yol olsun. Eğer 0z , C 

içinde bir nokta ise  

C

dz
zz

zf

i
zf

0

0

)(

2

1
)(         (6.1) 

dir (Mathews 2001).  

 

 Cauchy Ġntegral Formülü, basit bağlantılı bir bölgede analitik f fonksiyonu, bölge 

içinde yer alan basit kapalı pozitif yönlü C eğrisi ve 0z  noktası C eğrisi içinde olmak 

üzere 
C

zz

zf dz
0

)(  integralinin hesaplanmasına imkan tanır. Gerçekten (6.1) 

bağıntısından 

C
zfidz

zz

zf
)(2

)(
0

0

 

elde edilir. 

 

Örnek 5.5.2. C pozitif yönlendirilmiĢ |z|=2 çemberi olmak üzere 
C

z

dz
z

e

1
 integralini 

hesaplayınız. 

>f:='f':F:='F':z:='z':Z:='Z':Zn:='Zn':w:=exp(z)/(z-1): 

Zn:=sort([solve(denom(w)=0,z)]):`Aykirilik`,z[0]=Zn[1]; 
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f:=Z-> subs(z=Z,w*(z-Zn[1])):`f(z)`=f(z),`f(z0)`=f(Zn[1]); 

val:= 2*Pi*I*f(Zn[1]):Int(w ,z=C..``) = val,`=2 Pi I f(z0)`; 

 
 

 

 

Örnek 5.5.3. C:|z|=1 olmak üzere 
C

dz
z

z

4

sin
 integralini hesaplayınız. 

> f:='f':F:='F':z:='z':Z:='Z':Zn:='Zn':w:=sin(z)/(4*z+Pi): 

Zn:=sort([solve(denom(w)=0,z)]):`Aykirilik`,z[0]=Zn[1],'noktasinda'; 

`Aykirilik`,z[0]=evalf(Zn[1]):f:=Z->subs(z=Z,simplify(w*(z-Zn[1]))): 

`f(z)`=f(z),`f(z0)`=evalc(f(Zn[1]));val:=2*Pi*I*f(Zn[1]): 

Int(w ,z=C..``)=val,`=2 Pi I f(z0)`; 

 

 

 

 

Örnek 5.5.4. C:|z|=1 olmak üzere 
C

zi

dz
zz

e

252 2
 integralini hesaplayınız. 

> f:='f':F:='F':z:='z':Z:='Z':Zn:='Zn':w:=exp(I*Pi*z)/(2*z^2-5*z+2): 

Zn:=sort([solve(denom(w)=0,z)]):`aykiriliklar:`,Zn,`C icindeki 

aykirilik`,z[0]=Zn[1];f:=Z->subs(z=Z,simplify(w*(z-Zn[1]))):`f(z)`=f(z); 

d3:=diff(f(z),z$3):f3:=Z->subs(z=Z,d3):`f'''(z)`=f3(z); 

`f '''(z0)`=f3(Zn[1]): Int(w ,z=C..``)=val,`=2 Pi I/3! f'''(z0)`; 
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Teorem 5.5.5 (Türev için Cauchy Ġntegral Formülü). f , basit bağlantılı bir D 

bölgesinde analitik ve C, D de pozitif olarak yönlendirilmiĢ basit kapalı bir yol olsun. 

Eğer 0z , C içinde bir nokta ise  

C

n

n dz
zz

zf

i

n
zf

1

0

0

)(

)(

)(

2

!
)(  

dir (Mathews 2001). 

 

 Cauchy Ġntegral Formülünde olduğu gibi teoremin hipotezi altında  

)(
!

2

)(

)(
0

)(

1

0

zf
n

i
dz

zz

zf n

C

n
 

dir. 

 

Örnek 5.5.6. C pozitif olarak yönlendirilmiĢ |z|=2 çemberi olmak üzere 
C

z

dz
iz

e
4

)(

)(

2

 

integralini hesaplayınız. 

> f:='f':F:='F':z:='z':Z:='Z':Zn:='Zn':w:=exp(z^2)/(z-I)^4: 

Zn:=sort([solve(denom(w)=0,z)]):z[0]=Zn[1],`noktasinda 4. mertebeden 

aykirilik mevcut`;f:=Z->subs(z=Z,simplify(w*(z-Zn[1])^4)): `f(z)`=f(z); 

d3:=diff(f(z),z$3):f3:=Z->subs(z=Z,d3):`f'''(z)`=f3(z): `f'''(z0)`=f3(Zn[1]); 

val:=2*Pi*I/3!*f3(Zn[1]):;Int(w,z=C..``)=val,`=2 Pi I/3! f'''(z0)`; 

 

 

,     
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6. TAYLOR VE LAURENT SERİLERİ 

 

 Bu bölümde fonksiyonların, verilen bir nokta komĢuluğunda Taylor serisine ve 

yine verilen bir halka bölgede Laurent serisine açılımında Maple programından 

faydalanılacak. Ayrıca aykırı noktalarda rezidülerin hesabında ve buna bağlı olarak 

bazı kompleks ve reel integrallerin hesabında yine bu programdan faydalanılacak. 

 

6.1. Taylor Serileri 

 

 Analitik fonksiyonlar teorisinde bir fonksiyonun analitik olduğu bir noktada her 

mertebeden türevlerinin mevcut ve türev fonksiyonunun da analitik olduğu biliniyor 

(BaĢkan 1996). Bu kesimde analitik fonksiyonlar ile kuvvet serileri arasında ki 

önemli bir iliĢki Taylor Teoremiyle verilecektir. 

 

 Eğer )(zf  fonksiyonu açık bir ),( 0 rzD  dairesinde analitik ise   

0

0
0

)(
3

0
0

)3(
2

0
0

)2(

000 )(
!

)(
)(

!3

)(
)(

!2

)(
))(()(

n

n
n

zz
n

zf
zz

zf
zz

zf
zzzfzf

 

serisine  f  fonksiyonunun 0z  merkezli Taylor serisi denir.  

 

Teorem 6.1.1 (Taylor Teoremi). )(zf  fonksiyonu ),( 0 rzD  dairesini bulunduran bir 

B bölgesinde analitik olsun. Bu takdirde her ),( 0 rzDz  için  f  fonksiyonunun (7.1) 

Taylor serisi )(zf  fonksiyonuna yakınsar. Üstelik bu yakınsama her bir 

}|:|{),( 00 rzzzzD  dairesinde düzgündür (Mathews 2001).  

 

Örnek 6.1.2.  1|:|zD  dairesinde her z için 
1

)1(Log
n

n

n

z
z  olduğunu gösteriniz.  

>f:='f':p:='p':n:='n':P:='P':S:='S':s:='s':t:='t':z:='z':Z:='Z':f:=z->log(1-z): 

s:=taylor(f(z),z=0,11):`f(z)`=s;S:=z->sum(-1/n*z^n,n=1..infinity): 

S(z)=Sum(-1/n*z^n,n=1..infinity); 
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Örnek 6.1.3. 1|:|zD  dairesinde  
0

2
)1(

)1(

1

n

nzn
z

eĢitliğinin doğru olduğunu 

gösteriniz. 

>f:='f':p:='p':P:='P':s:='s':t:='t':z:='z':Z:='Z':f:=z->1/(1-z)^2:s:=taylor(f(z), 

z=0,10):p:=unapply(convert(taylor(f(z),z=0,10),polynom),z): 

`f()`=s;P[9](z)=p(z); 

 

 

 

Örnek 6.1.4. Kompleks sayılarda  
0

2

)!2(

)1(
cos

n

nn

n

z
z  olduğunu gösteriniz. 

Önce zzf cos)(  fonksiyonunu birkaç terimiyle yazalım. 

> f:='f':p:='p':P:='P':z:='z':f:=z->cos(z):f:=series(f(z),z=0,12):`f(z)`=f; 

 

 Şimdi zzf cos)(  fonksiyonunun seri açılımını genel terimiyle yazalım: 

> a:='a': n:='n': S:='S': z:='z': a := n -> (-1)^n*z^(2*n)/(2*n)!: 

S:= sum(a(n), n=0..infinity):S=Sum(a(n),n=0..infinity); 
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Örnek 6.1.5. 
3sin)( zzf  fonksiyonunun 00z  noktası civarında Taylor serisine 

açınız. 

>f:='f':p:='p':P:='P':s:='s':t:='t':z:='z':Z:='Z':f:=z->sin(z)^3:t:=taylor(f(Z), 

Z=0,14):s:=subs(Z=z,t):p:=z->subs(Z=z,convert(t,polynom)): `f(z)`=s; 

 

 

6.2.  Laurent Serisi 

 

 Bu kesimde, Taylor serileri için yapılanlar Laurent serileri için yapılacak. Seriye 

açma teknikleri için Taylor serilerinden faydalanılacak. 

 

n bir tamsayı olmak üzere nc  kompleks sayısı için  

0

0

1

00 )()()(
n

n

n

n

n

n

n

n

n zzczzczzc  

serisine Laurent serisi denir. Bu ifadenin ikinci kısmında bulunan birinci seriye 

Laurent serisinin esas kısmı, ikincisine analitik kısmı adı verilir.  

 

Teorem 6.2.1 (Laurent teoremi). )(zf  fonksiyonu  

}||0:{),,( 00 RzzrzRrzAA  

halka bölgesinde analitik olsun.  Her ),,( 0 RrzAz  için )(zf  fonksiyonu 

01 n

n
n

n

n
n

n

n
n zczczczf )()()()(     (6.2) 

biçiminde bir Laurent serisine açılabilir. Burada , Rr , özelliğinde herhangi 

bir sayı olmak üzere  n = 0, 1, 2,…için  

dz
zz

zf

i
c

zz

nn

||

1

0
0

)(

)(

2

1
   ve  dz

zz

zf

i
c

zz

nn

||

1

0
0

)(

)(

2

1
  

dir. Üstelik (6.2) serisi her bir ),,( 0 tszA , Rtsr , kapalı alt halka bölgesinde 

)(zf  fonksiyonuna düzgün yakınsar (Mathews 2001).  
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Örnek 6.2.2.  
4

1cos
)(

z

z
zf  fonksiyonunu  |z| > 0 halka bölgesinde Laurent serisine 

açınız.  

>f:='f':z:='z':f:=z->(cos(z)-1)/z^4:L:='L':s:='s':S:='S':Z:='Z': 

S:=series(cos(Z)-1,Z=0,12)/Z^4:s:=convert(series(cos(Z)-1,Z=0,12), 

polynom)/Z^4:LS:=z->subs(Z=z,expand(s)):`f(z)`=subs(Z=z,S): 

`f(z)`=series((cos(z) - 1)/z^4, z=0,12); 

 

 

Örnek 6.2.3.  
22

3
)(

zz
zf  fonksiyonunu 1<|z|<2 halka bölgesinde seriye açınız. 

> f:='f':z:='z':f:=z->3/(1+z)/(2-z):F:='F':f1:='f1':f2:='f2': 

A:=convert(f(z),parfrac,z):`f(z)=`,f(z)=A;f1:=z->1/(1+z):f2:=z->-1/(z-2): 

F[1](z)=f1(z),F[2](z)=f2(z);S:='S': Z:='Z':S1:=series(f1(z),z=infinity,6): 

S1:=series(f1(1/Z),Z=0,6):S1:=subs(Z=1/z,S1):S[1](z)=S1: 

S2:=series(f2(z),z=0,4):S[2](z)=S2:s2:=subs(z=Z,S1+S2): 

S:=z->subs(Z=z,s2):'S(z)'=S(z); 

 

 

 

 

Örnek. 6.2.4. 
2
1

zezf )(  fonksiyonunu |z|>0 halka bölgesinde Laurent serisine açınız. 

>f:='f':S:='S':z:='z':f:=z->exp(-1/z^2):S:=series(f(z),z=infinity,12):`f(z)`=S; 
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6.3. Aykırılıklar, Sıfır ve Kutup Yerleri 

 

Eğer  f  fonksiyonu 0z  noktasında analitik değil fakat 0z  noktasının ),( 0 rzD  

delinmiĢ komĢuluğunda analitik olacak Ģekilde bir 0r  reel sayısı varsa 0z noktasına 

f fonksiyonunun bir ayrık aykırı noktası denir. ÇalıĢmamızda tamamen ayrık 

aykırılıkları çalıĢacağımızdan bundan böyle aykırılık deyince ayrık aykırılık 

anlaĢılacaktır. ),0,(),( 00 rzArzD  olduğundan 0z  noktasında aykırılığa sahip olan 

bir fonksiyon bu delinmiĢ dairede Laurent açılımına sahiptir. f fonksiyonunun 

),0,(),( 00 rzArzD  delik dairesindeki Lauren açılımı  

n

n

n zzczf )()( 0  

olsun. Eğer bu açılımdaki negatif indisli bütün nc  katsayıları sıfır ise 0z  f 

fonksiyonunun kaldırılabilir aykırı noktası, en çok sonlu sayıda negatif indisli nc  

katsayıları sıfırdan farklı ise 0z  f fonksiyonunun kutup noktası ve sonsuz çoklukta 

negatif indisli nc  katsayıları sıfırdan farklı ise 0z  noktasına f fonksiyonunun esaslı 

aykırı noktası denir.  

 

Örnek. 6.3.1.  zzf cot)(  fonksiyonu, 00z  da ne tür bir aykırılığa sahiptir?  

>f:='f':L:='L':s:='s':S:='S':z:='z':Z:='Z':f:=z->cot(z): S:=series(f(Z), 

Z=0,8):s:=convert(S,polynom):LS:=z->subs(Z=z,s):`f(z)`=subs(Z=z,S); 

 

 

 Bu açılıma bakarak f  fonksiyonunun 00z  noktasında bir kutup noktasına sahip 

olduğu görülür. 

 

Örnek 6.3.2.  
2

1cos
)(

z

z
zf  fonksiyonu 00z  noktasında kaldırılabilir bir aykırılığa 

sahip olduğunu gösteriniz. 

> f:='f':L:='L':s:='s':S:='S':z:='z':Z:='Z':f:=z->(cos(z)-1)/z^2: 
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S:=series((cos(Z)-1),Z=0,11)/Z^2:`f(z)`=subs(Z=z,S): 

S:=series(f(Z),Z=0,11):`f(z)`=subs(Z=z,S);s:=convert(S,polynom): 

LS:=z->subs(Z=z,s): 

 

 

 Bu açılımdan f  fonksiyonu 00z  noktasının delik komĢuluğundaki açılımı bir 

Taylor açılımı olduğundan 00z  noktası f için bir kaldırılabilir aykırı noktadır. 

 

Örnekler 6.3.3.  
zzzf 12 sin)(  fonksiyonu 00z  da ne tür bir aykırılığa sahiptir?  

>f:='f':L:='L':p:='p':s:='s':z:='z':Z:='Z':f:=z->z^2*sin(1/z): 

s:=convert(series(sin(z),z=0,12),polynom):S:=subs(z=1/Z,s): 

p:=z->subs(Z=z, expand(Z^2 * S)):L[9](z)=p(z); 

 

 

 

 Bu açılımda z nin negatif üslerini bulunduran sonsuz çoklukta terim olduğundan 

)(zf fonksiyonu, 00z  noktasında esaslı bir aykırılığa sahiptir. 

 

Tanım 6.3.4. f  fonksiyonu ),( 0 rzD  dairesinde analitik olsun. Eğer 1...,,2,1,0 kn  

için 0)( 0

)( zf n
 ve 0)( 0

)( zf n  ise f  fonksiyonu ),( 0 rzD  dairesinde 0z  noktasında 

k. mertebeden bir sıfıra sahiptir denir. 

 

Teorem 6.3.5. f  fonksiyonu ),( 0 rzD  dairesinde analitik olsun. f  fonksiyonunun 

0z  noktasında k. mertebeden bir sıfıra sahip olması için gerek ve yeter Ģart  

)()()( 0 zgzzzf k

kn

n

n zzc )( 0  
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biçiminde yazılmasıdır. Burada g  fonksiyonu ),( 0 rzD  de analitik ve 0)( 0zg  dır 

(Mathews 2001). 

 

Örnek 6.3.6. 
2zzzf sin)( fonksiyonunun 0z =0 noktasında sıfırının mertebesini 

bulunuz. 

> f:='f': p:='p': P:='P': s:='s': t:='t': z:='z':f := z -> z*sin(z^2): 

s := series(f(z), z=0, 24):p:=unapply(convert(series(f(z), z=0, 20), 

polynom),z):`f(z)  ` = s;P[20](z) = p(z); 

 

 

 

 Böylece, f fonksiyonunun 0z =0 noktasında 3. mertebeden bir sıfır yerine sahip 

olduğu görülür. 

 

Teorem 6.3.7. f  fonksiyonu ),( 0 rzD delinmiĢ dairesinde analitik olsun. f  

fonksiyonunun 0z  noktasında k. mertebeden bir kutup yerine sahip olması için gerek 

ve yeter Ģart 
kzz

zh
zf

)(

)(
)(

0

 biçiminde yazılabilmesidir. Burada h(z), ),( 0 rzD  de 

analitik ve 0)( 0zh  özelliğinde bir fonksiyondur (Mathews 2001). 

 

Sonuç 6.3.8. f  fonksiyonu 0z  noktasında k. mertebeden bir sıfır yerine sahipse 

)()( zfzg 1  fonksiyonu da 0z  noktasında k. mertebeden bir kutup yerine sahiptir 

(Mathews 2001). 
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Örnek 6.3.9. 
2

cot
)(

z

z
zg  fonksiyonunun z=0 noktasında ne tür bir aykırılığa 

sahip olduğunu bulunuz.  

> g:='g':L:='L':p:='p':s:='s':S:='S':z:='z':Z:='Z': 

g:=z->Pi*cot(Pi*z)/z^2: s:=series(Pi*cot(Pi*z),z=0,7)/z^2: 

p:=convert(series(Pi*cot(Pi*Z),Z=0,7),polynom):S:=series(g(z),z=0,7): 

L:=z->subs(Z=z,expand(p/z^2)):`g(z)`=S; 'S(z)'=L(z); 

 

 

 

 Böylece, g  fonksiyonunun z=0 noktasında 3. mertebeden bir kutup yerine sahip 

olduğu görülür.  

 

6.4. Rezidü Hesabı 

 

 f  fonksiyonu 0z  noktasında kaldırılabilir olmayan bir aykırılığa sahip olsun. 

Böylece f  fonksiyonu belli bir ),( 0 rzD  dairesinde  
n

n

n zzazf )()( 0  

biçiminde Laurent serisine açılabilir. Bu açılımdaki a-1 katsayısına f  fonksiyonunun 

0z  noktasındaki residüsü denir ve 1a Rez ],[ 0zf  biçiminde gösterilir. 

 

Örnek 6.4.1. zezf
2

)(  fonksiyonunun z=0 noktasındaki rezidüsünü Laurent 

serisinden faydalanarak bulunuz.   

>f:='f':s:='s':z:='z':f:=z->exp(2/z):s:=series(f(z),z=infinity,7):`f(z)`=s; 

 

 

z
1  nin katsayısı 2 olduğundan Rez 2]0,[ f  olur. 
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Teorem 6.4.2. f  fonksiyonunu 0z  noktasında k. mertebeden bir kutup yerine sahipse  

)]()[(lim
!)1(

1
],[Re 01

1

0
0

zfzz
dz

d

k
zfz k

k

k

zz
 

dir (Mathews 2001). 

 

Örnek 6.4.3. 
2

cot
)(

z

z
zf  fonksiyonunun z=0 noktasındaki rezidüsünü bulunuz.   

>f:='f':z:='z':f:=z->Pi*cot(Pi*z)/z^2:`f(z)`=f(z);D1:=diff(z^3*f(z),z): 

D2:=factor(diff(z^3 *f(z),z$2)):L:=1/2!*limit(D2,z=0): 

Diff(z^3*`f(z)`,z)=D1;Diff(z^3*`f(z)`,z$2)=D2; 

Limit(Diff(z^3*`f(z)`,z$2),z=0)/2!=L;`Res[f,0]`= residue(f(z),z=0); 

 

 

 

 

 

 

Teorem 6.4.4 (Rezidü Teoremi). B basit bağlantılı bir bölge ve C de bu bölgede 

bulunan pozitif yönlendirilmiĢ basit kapalı bir eğri olsun. Eğer f, C içinde yer alan 

nzzz ,...,, 21  noktaları dıĢında C üzerinde ve içinde analitik ise  

 

n

k

k
C

zfzidzzf
1

],[Re2)(   

dir (Mathews 2001). 

 

Örnek 6.4.5.  
3||z

234 2zzz

dz
 integralini Rezidü yardımıyla hesplayınız.   
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Önce 
234 2

1
)(

zzz
zf  fonksiyonunun aykırılıklarını bulalım. 

>f:='f':F:='F':z:='z':f:=z->1/(z^4+z^3-2*z^2): 

Zn:=sort([solve(denom(f(z))=0,z)]):`f(z)`=f(z);z1:=subs(z=Zn[1],z): 

z2:=subs(z=Zn[2],z):z3:=subs(z=Zn[3],z):z4:=subs(z=Zn[4],z): 

`Aykiriliklar:`,z[1]=z1,z[2]=z2,z[3]=z3,z[4]=z4; 

 

 

 

 Sonra bu aykırılıklardan hangilerinin |z|<3 dairesi içinde yer aldığını test edelim.  

>print(abs(z[1]),`<3`,abs(z1)<3,evalb(evalf(abs(z1))<3)); 

print(abs(z[2]),`<3`,abs(z2)<3,evalb(evalf(abs(z2))<3)); 

print(abs(z[3]),`<3`,abs(z3)<3,evalb(evalf(abs(z3))<3)); 

print(abs(z[4]),`<3`,abs(z4)<3,evalb(evalf(abs(z4))<3)); 

 

 

 

 

 

 Daha sonra da daire içinde kalan aykırı noktalarda f fonksiyonunun rezidülerini 

hesaplayalım. 

> r1:=residue(f(z),z=z1):`Res[f`,z1,`]`=r1;r2:=residue(f(z), z=z2): 

`Res[f`,z2,`]`=r2;r4:=residue(f(z),z=z4):`Res[f`,z4,`]`=r4; 

  
 

 

Nihayet integrali hesaplayabiliriz. 

>val:=2*Pi*I*(r1+r2+r4):Int(f(z),z=C..``)=val; 
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Örnek 6.4.6. 
2|1-z|

4 4z

dz
 integralini Rezidü yardımıyla hesplayınız. 

 

Önce 
4

1
)(

4z
zf  fonksiyonunu aykırılıklarını bulalım. 

> f:='f':F:='F':z:='z':f:=z->1/(z^4+4):Zn:=sort([solve(denom(f(z))=0,z)]): 

`f(z)`=f(z);z1:=subs(z=Zn[1],z):z2:=subs(z=Zn[2],z):z3:=subs(z=Zn[3],z):  

z4:=subs(z=Zn[4],z):`Aykiriliklar:`,z[1]=z1,z[2]=z2,z[3]=z3,z[4]=z4; 

 

 

 

Bu aykırılıkların hangilerinin |z-1|<2 dairesi içinde kaldığına bakalım.  

>print(abs(z[1]-1),`<2`,abs(z1-1)<2, evalb(evalf(abs(z1-1))<2)); 

print(abs(z[2]-1),`<2`,abs(z2-1)<2, evalb(evalf(abs(z2-1))<2)); 

print(abs(z[3]-1),`<2`,abs(z3-1)<2, evalb(evalf(abs(z3-1))<2)); 

print(abs(z[4]-1),`<2`,abs(z4-1)<2, evalb(evalf(abs(z4-1))<2)); 

 

 

 

 

 

 z1 ve z2  noktalarındaki rezidü ve integral değeri hesaplayalım.  

>r1:=residue(f(z),z=z1):`Res[f`,z1,`]`=r1;r2:=residue(f(z),z=z2): 

`Res[f`,z2,`]`=r2;val:=2*Pi*(r1+r2):Int(f(z),z=C..``)=val; 
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6.5. Bazı Reel İntegrallerin Rezidü Yardımıyla Hesabı 

 

 Bazı belirli reel integrallerin bir kısmını rezidü teoremi yardımıyla hesaplamak 

mümkündür. Bunun için belirli integrali, basit kapalı bir eğri boyunca analitik bir 

fonksiyonun integrali biçiminde ifade etmek gerekir. 

 

Teorem 6.5.1. R(x,y), |z|=1 çemberini bulunduran bir bölgede iki değiĢkenli bir 

fonksiyon, ]2/)(,2/)[()( 111 izzzzRzzf  ve pzzz ,...,, 21  |z|=1 çemberi 

içinde f fonksiyo-nunun kutup noktaları ise  

p

k

kzfzdR
1

2

0

],[Re2)sin,(cos  

dır. Burada, izzzz 2/)(sin,2/)(cos 11  ve dzizd 1  dir (Mathews 

2001).  

 

Örnek 6.5.2. d
2

0 2cos31

1
 integralini rezidü tardımıyla hesaplayınız.  

 

Önce )(zf  fonksiyonunu ve aykırı noktalarını belirleyelim. 

Zsub:=proc(F1) local f0;f0:=F1; 

f0:=subs({cos(t)=(z+1/z)/2,sin(t)=-I*(z1/z)/2},f0); 

f0:=subs({cos(2*t)=(z^2+1/z^2)/2,sin(2*t)=-I*(z^2-1/z^2)/2},f0); 

f0:=subs({cos(3*t)=(z^3+1/z^3)/2,sin(3*t)=-I*(z^3-1/z^3)/2},f0); 

f0:=f0/(I*z);f0:=normal(f0);end:f:='f':F:='F':t:='t':z:='z': 

F:=1/(1+3*cos(t)^2):f1:=Zsub(F):`F(t)`=F;`f(z)`=f1; 

Zn:=sort([solve(denom(f1)=0,z)]):z1:=subs(z=Zn[1],z): 

z2:=subs(z=Zn[2],z):z3:=subs(z=Zn[3],z):z4:=subs(z=Zn[4],z):  

`Aykiriliklar:`,z[1]=z1,z[2]=z2,z[3]=z3,z[4]=z4; 

 

 

 

 

>print(abs(z[1]),`<1`,abs(z1)<1,evalb(evalf(abs(z1))<1)); 
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print(abs(z[2]),`<1`,abs(z2)<1,evalb(evalf(abs(z2))<1)); 

print(abs(z[3]),`<1`,abs(z3)<1,evalb(evalf(abs(z3))<1)); 

print(abs(z[4]),`<1`,abs(z4)<1,evalb(evalf(abs(z4))<1)); 

 

 

 

 

 

> r2:=residue(f1,z=z2):`Res[f`,z2,`]`=r2;r3:=residue(f1,z=z3): 

`Res[f`,z3,`]`=r3;`f(t)`=F;val := 2*Pi*I*(r3 + 

r2):print(int(f(t),t=0..2*pi)=val); 

  

 

 

 

    

),[0  üzerindeki f fonksiyonunun belirsiz integrali, limit olması durumunda, 

b

b
dxxfdxxf

00
)(lim)(  olduğunu reel analizde biliniyor. Eğer limit mevcut değilse 

integral de mevcut değildir. Benzer Ģekilde, eğer f fonksiyonu tüm reel sayılar için 

tanımlı ise; f fonksiyonunun ),(  aralığı üzerindeki integrali, limit olması 

durumunda,  

b

baa
dxxfdxxfdxxf

0

0
)(lim)(lim)(  

biçiminde olur. ġimdi bu tür reel integrallerin rezidü yardımıyla hesabını Maple 

proğramı kullanılarak yapalım.  
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Tanım 6.5.3. f(x), her x reel değerleri için sürekli reel değerli bir fonksiyon olsun. 

dxxf )(  integralinin Cauchy Esas Değeri (E. D.); limitin mevcut olması 

durumunda,  

R

RR
dxxfdxxfDP )(lim)(..  

biçiminde tanımlanır (Mathews 2001).   

 

Teorem 6.5.4.  P ve Q, sırasıyla m ve n dereceli polinomlar olmak üzere )(
)(

)( zQ
zP

zf  

olsun. Eğer, bütün x reel değerleri ve nm 2  için 0)(xQ  ise, z1, z2,…, zk , 

)(
)(

)( zQ
zP

zf  fonksiyonunun üst yarı düzlemdeki kutup yerleri olmak üzere  

k

j

jzQ

zP

xQ

xP zzidxDE
1

)(

)(

)(

)(
],[Re2..  

dir (Mathews 2001).  

 

Örnek 6.5.5. dx
x21

1  integralinin Cauchy esas değerini hesaplayınız. 

>f:='f':F:='F':z:='z':f:=z->1/(z^2+1):Zn:=sort([solve(denom(f(z))=0,z)]): 

`f(z)`=f(z);z1:=subs(z=Zn[1],z):z2:=subs(z=Zn[2],z):`Aykiriliklar:`,z[1]=z1, 

z[2]=z2;print(`0 < `,Im(z[1]), `  `,Im(z1)>0,evalb(evalf(Im(z1))>0)); 

print(`0 < `,Im(z[2]), ` `,Im(z2)>0,evalb(evalf(Im(z2))>0)); 

r1:=residue(f(z),z=z1): `Res[f`,z1,`]`=r1,`F(x)`=f(x);val:=2*Pi*I*r1: 

print(int(F(x),x=-infinity..infinity)=val);F:='F':g:='g':G:='G': 

g:=z->subs(Z=z,int(f(Z),Z)): 
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Örnek 6.5.6. dx
xx )4)(1(

1
22  integralini Rezidü yardımıyla hesaplayınız.   

>f:='f':F:='F':z:='z':f:=z->1/((z^2+1)*(z^2+4)):`f(z)`=f(z), 

`F(x)`=f(x);Zn:=sort([solve(denom(f(z))=0,z)]):z1:=subs(z=Zn[1],z): 

z2:=subs(z=Zn[2],z):z3:=subs(z=Zn[3],z):z4:=subs(z=Zn[4],z): 

`Aykiriliklar:`,z[1]=z1,z[2]=z2,z[3]=z3,z[4]=z4;r1:=residue(f(z),z=z1): 

r3:=residue(f(z),z=z3):`Res[f`,z1,`]`=r1,`Res[f`,z3,`]`=r3; 

val:=2*Pi*I*(r1+r3):print(int(F(x),x=-infinity..infinity)=val); 

 

 

 

 

 

 

Teorem 6.5.6. Her x reel değerleri için 0)(xQ  ve nm 1  olmak üzere P ve Q, 

sırasıyla m ve n dereceli polinomlar olsun. Eğer 0  ve )(
)()( zQ

zPe zi

zf  ise, 

z1,z2,…,zk  noktaları f fonksiyonunun üst yarı düzlemdeki kutup yerleri olmak üzere  

)],[Im(Re2)cos(..
1

)(

)(
k

j

jxQ

xP zfzdxxDP  

ve  

)],[Re(Re2)sin(..
1

)(

)(
k

j

jxQ

xP zfzdxxDP  

dir (Mathews 2001). 

 

Örnek 6.5.7. dx
x

xx

4

sin
2

 integralini Rezidü yardımıyla hesaplayınız.   

> f:='f':F:='F':z:='z':F0:=z->z*sin(z)/(z^2+4):f:=z->z*exp(I*z)/(z^2+4): 

`F(z)`=F0(z):`f(z)`=f(z),`F(x)`=F0(x);Zn := sort([solve(denom(f(z))=0, z)]): 

z1:=subs(z=Zn[1],z):z2:=subs(z=Zn[2],z):`Aykiriliklar:`,z[1]=z1,z[2]=z2; 
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r1:=residue(f(z),z=z1):`Res[f`,z1,`]`=r1;val := 2*Pi*Re(r1): 

print(int(F(x),x=-infinity..infinity) = val); 

 

 

 

 

 

 

Teorem 6.5.8. P ve Q, sırasıyla m ve n dereceli polinomlar, nm 2  ve )(
)(

)( zQ
zP

zf  

olsun. Q(z) fonksiyonunun  x-ekseni üzerindeki basit sıfır yerleri t1, t2,…,tl  ise, z1, 

z2,…,zk , f fonksiyonunun üst yarı düzlemde yer alan kutup yerleri olmak üzere 

l

j

jQ
P

k

j

jQ
P

xQ

xP tzizzidxDE
11

)(

)( ],[Re],[Re2..  

olur (Mathews 2001).  

 

Teorem 6.5.9. P ve Q, sırasıyla m ve n dereceli polinomlar, nm 1  ve 

)(
)()( zQ

zPe zi

zf  olsun. Q(z) fonksiyonunun x-ekseni üzerindeki basit sıfır yerleri t1, 

t2,…,tl ise, z1, z2,…,zk , f fonksiyonunun üst yarı düzlemde yer alan kutup yerleri 

olmak üzere 

l

j

j

k

j

jxQ

xxP
tfzzfzdxDE

11

)(

)cos()(
],[ReIm],[ReIm2..  

ve  

l

j

j

k

j

jxQ

xxP tfzzfzdxDE
11

)(

)sin()(
],[ReRe],[ReRe2..  

dir (Mathews 2001). 

 

Örnek 6.5.10. dx
x

x

83
 integralini Rezidü yardımıyla hesaplayınız. 
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> f:='f':F:='F':z:='z':f:=z->z/(z^3-8):`f(z)`=f(z),`F(x)`=f(x); 

Zn:=sort([solve(denom(f(z))=0,z)]):z1:=subs(z=Zn[1],z):z2:=subs(z=Zn[2],z): 

z3:=subs(z=Zn[3],z):`Aykiriliklar:`,z[1]=z1,z[2]=z2,z[3]=z3; 

r1:=residue(f(z),z=z1):r2:=residue(f(z),z=z2):r3:=residue(f(z),z=z3): 

`Res[f`,z1,`]`=r1,`Res[f`,z2,`]`=r2,`Res[f`,z3,`]`=r3; 

val:=evalc(Pi*I*r1+2*Pi*I*r3):print(int(F(x),x=infinity..infinity)=val); 

 

 

 

 

 

Örnek 6.5.11. dx
xx

x

)4)(1(

sin
2

 integralini Rezidü yardımıyla hesaplayınız. 

>f:='f':F:='F':g:='g':z:='z':f:=z->exp(I*z)/((z-1)*(z^2+4)): 

F0:=z->sin(z)/((z-1)*(z^2+4)):`f(z)`=f(z); 

Zn:=sort([solve(denom(f(z))=0,z)]):z1:=subs(z=Zn[1],z): 

z2:=subs(z=Zn[2],z):z3:=subs(z=Zn[3],z):`Aykiriliklar:`, 

z[1]=z1,z[2]=z2, z[3]=z3;r1:=residue(f(z),z=z1):r2:=residue(f(z),z=z2): 

`Res[f`,z1,`]`=r1,`Res[f`,z2,`]`=r2;`F(z)=`=F0(z); 

val:=2*Pi*Re(r2)+Pi*Re(r1):print(int(F(x),x=-infinity..infinity)=val); 
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Teorem 6.5.12. P(z) ve Q(z), sırasıyla m ve n dereceli iki polinom ve nm 2  olsun.  

Eğer, 0x  için 0)(xQ , Q orijinde en çok birinci mertebeden bir sıfır yerine sahip 

ve 10  olmak üzere )(
)()( zQ

zPzzf  ise z1, z2,…,zk , Q
P  nun sıfırdan farklı kutup 

yerleri olmak üzere 

)],[(Re
1

2
..

1
20

)(

)(
k

j

jQ
P

ixQ

xPx zz
e

i
dxDE  

olur (Mathews 2001). 

 

Örnek 6.5.13. 10  olmak üzere dx
xx
x

)1(
 integralini Rezidü yardımıyla 

hesaplayınız.    

>a:='a':f:='f':F:='F':z:='z':f:=z->z^a/(z*(z+1)):`f(z)`=f(z), 

`F(x)`=f(x);z1:=-1:r1:=residue(f(z),z=z1):`z=-1 noktasindaki aykirilik:`, 

`Res[f`,z1,`]`=r1;r1:=-exp(I*a*Pi):`Res[f`,z1,`]` =r1; 

val:=evalc(val):print(int(F(x),x=-infinity..infinity)=val); 
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