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OZET

Bu calisma esas olarak, kompleks analizin temel konularina ait uygulamalarin
Maple 9 programiyla ¢dziimii iizerine kurulmustur. Konular Mathews 2001°deki siray1
takip ederek, Maple 9 programmi uygulamak icin Basri 2004 ve
http://math.fullerton.edu/ mathews/c2001/contents.ntml adli kaynaklardan 6nemli
Olgiide yararlanilmistir. Normalde ¢ok uzun islemler sonunda ¢oziilebilen kompleks
analizin bazi problemleri, program yardimiyla ¢ok daha kisa siirede ¢oziilebilir hale
gelmektedir.

Calismamizin birinci boliimlnde, kompleks sayilarm cebir ve geometrisi, kutupsal
gOsterimi ve bir kompleks saymin n. kuvvetten koku ile ilgili bilgi verilerek, bu
kavramlara ait 6rnekler program yardimiyla ¢6ziildii.

Ikinci bolimde kompleks degiskenli fonksiyonlarm déniisiim 6zellikleri, limit ve
stirekliligi incelenerek, program yardimiyla lineer, n. kuvvet ve n. kuvvetten kok
fonksiyonlar1 altinda birim daire ve eksenlere paralel dogrularin olusturdugu kiimenin
resimleri bulundu.

Uclincli bolimde, kompleks degiskenli bir fonksiyonun tiirevi ve tiirev dzellikleri,
Cauchy-Riemann denklemleri ve harmonik fonksiyonlar tizerinde durularak, érneklerde
programdan yararlanild.

Dordincu boliimde kompleks sayilarda tanimli distel, logaritma, trigonometrik ve
ters trigonometrik gibi kompleks degerli fonksiyonlar tanimlandi. Daha sonra bu
fonksiyonlarin bazi 6zellikleri ve belli kiimelerin bu fonksiyonlar altindaki resimleri
Maple programi kullanilarak gosterildi.

Besinci  ve altinct  bolimlerde kompleks integral hesabinda, kompleks
fonksiyonlarm, Taylor ve Laurent a¢iliminda, aykir1 noktalarin bulunmasinda ve bu
noktalardaki rezidiilerin hesabinda, ayrica bazi kompleks ve reel integrallerin hesabinda
Maple 9 programi kullanildi.

ANAHTAR KELIMELER: Kompleks Analiz, Maple ile Kompleks Analiz, Maple 9.



ABSTRACT

This study is mainly based on applications belonging to the central issues of
complex analysis which solved by Maple 9 program. Issues by following the order in
Mathews 2001, is benefited from the sources named Basri 2004 and
http://math.fullerton.edu/ mathews/c2001/contents.ntml to implement the program
Maple 9 significantly. Normally some problems of complex analysis that can be solved
at the end of a long process, can be solved by the program much more quickly.

In the first part of our study, by giving information related to algebra and geometry
of complex numbers, polar representation of complex numbers, and n. root of a
complex number, from the root, samples corresponding to these concepts have been
solved by the help of the program.

In the second part, by examining the transformation properties of functions of
complex variable, limit and continuity, mappings of the sets were formed under the
linear, exponential and n. root functions by unit circle and lines parallel to the axis were
found.

In the third section, in the examples emphasizing on the derivative and properties of
derivative of a complex function, Cauchy-Riemann equations and harmonic functions
was benefited from the program.

In the fourth section complex valued functions like exponential, logarithm,
trigonometric and inverse trigonometric functions which are defined in the complex
numbers will be defined. Then some properties of these functions and images of certain
sets under these functions were shown using the Maple program.

In the fifth and sixth chapters; The Maple 9 Program was used in complex integral

calculus, Taylor and Laurent expansions of complex functions, in finding singularities
and residues at these points and also evaluations of some complex and real integrals.

KEYWORDS: Complex Analysis, Complex Analysis with Maple, Maple 9.
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KOMUTLAR DIZiNi

abs(z): z sayisinin mutlak degerini alir.

apply: ‘uygula’ komutu

applyrule: belli bir kuralin bagka bir ifade i¢inde uygulanmasini saglar.
argument(z);z sayisinin argiimentini verir.
array(1..nops(Zn)):

assume(t,real): t yi reel say1 olarak atar.

axes: eksenlerin bi¢cimini belirlemeyi saglar.

color: ¢izimde renk se¢imini saglar.

conjugate(z)': z sayisinin eslenigini alir.

Contourplot: Kapali egri ¢izdirme komutu
convert(f(z),parfrac,z):f(z) fonksiyonunu z ye bagl ¢arpanlara doniistiiriir.
convert: doniistiirme komutu

defint: Belirsiz integral alir.

denom: kesrin paydasini verir.

diff: fonksiyonun tiirevini alir.

eliminate: bir denklemdeki bir degiskenin ¢ekilmesini saglar.
evalb: verilen esitlik veya esitsizligin dogrulugunu kontrol etmeyi saglar.
evalc: kompleks saymin hesaplanmasini saglar.

evalf:saymin on en ¢ok haneli ondalikli degerini verir

exp: e sayisi yerine kullanilir.

expand: cebirsel ifadenin agilimini verir.

factor: argliman olarak verilmis ifadeyi ¢arpanlarina ayirir.
grid: grafik ¢iziminde 1zgara

Im: karmagik sayinin imajiner kismin1 verir.

Int: bir fonksiyonun belirsiz integralinin sembolik gdsterimini verir.
int: fonksiyonun belirsiz integralini hesaplar.

labels:etiketler.

normal: sadelestirmeyi saglar.

numer: kesrin payin1 verir.

numxy: x,y degerlerinin sikligin1 belirler.

plot:cizdirme komutu

style: grafigin ¢izgi ile mi karakterle mi ¢izilecegini belirler.
print: yazdir komutu

proc(x,y)local z end: z de x ve y degerlerini yerine koyar.
Re: karmagik sayimnm reel kismin1 verir.

residue: rezidii degerini hesaplar.

scaling=constrained: eksenlerin esit 6l¢ekli olmasini saglar.
series: seri yazdirir.

simplify: islemleri yapar ve denklemi sade bi¢imde yazdirir
solset: ¢6zim klmesi

solve: bir denklemin istenilen degiskene gore ¢oziimiinii verir
sort: diizensiz verilen polinomun terimlerini siralar.

sqrt: karekok almayi saglar.

subs: degisken degistirmeyi veya deger atamayi saglar.
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sum: bir fonksiyonun bir degiskene bagl degerler toplamini verir.
symbol=circle: ¢izimde kullanilacak karakter=¢cember

taylor: Taylor seri agilimin1 verir.

tickmarks: eksenleri dlgekleme komutu

title: baglik yazilmasini saglar.

unapply: ‘uygulama’ komutu.

view:’goster’ komutu.

with(plots):¢izdirme prosedurini agma komutu.
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1. KOMPLEKS SAYILAR

Bu bolimde kompleks sayilarin cebir ve geometrisi, kutupsal gosterimi ve bir
kompleks saymin n. kuvvetten koku ile ilgili 0zet bilgi verilerek, bu kavramlara ait

ornekler Maple programi kullanilarak sonug¢landiriimistir.

1.1. Kompleks Sayilarin Cebiri ve Geometrisi

R reel sayilar kiimesi olmak tizere C={(X, y) : X, y € R} siral1 ikililerinin kiimesini
g6z Oniine alalim. Bu kiime tlizerinde esitlik, toplama ve ¢arpma islemleri sirayla
(X,y)=(Uu,v) & x=uUve y=v
(X y)+U,v)=(X+u,y+v)
(%, y) - (U, v) = (Xu - yv, xv + yu)

biciminde tanimlanmis olsun. Uzerindeki bu islemlerle birlikte C kiimesi bir cisim

olusturur. Bu cisme kompleks sayilar cismi veya kiimesi denir. C kimesinin her bir
elemanina da kompleks sayr denir. Eger i = (0,1) denirse

i2=(01)-(01) =(-1,0)=-1
olur. Yani karesi -1 olan say1 C cisminde mevcut olur. Bdylece herhangi bir z=(x,y)

kompleks sayis1

z=(xy)=(x0)+(0,y)=(x0)+(01-(0,y) =x+iy
biciminde yazilabilir. Bir z=(x,y)=x+iy kompleks sayisindaki X reel sayisina z
kompleks saymin reel kismi, y reel sayisina imajiner (sanal) kusmu denir. Bu durum

sirastyla Rez =X ve Imz =y biciminde gosterilir.

Ornek 1.1.1. z=-3+7i ise Rez ve Imz sayilarini bulunuz.
> z:="'2":1Z2:=-34+7*1:Re(z)=Re(2),Im(z)=Im(2);
Rf(z) =-3,3(z) =7

Tamm 1.1.2. z=x+iy ve w=u+iv ise bu iki kompleks saymin toplami
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Z+W=X+U+i(y+V)
ve farki
Z-W=X-U+i(y—v)

bigiminde tanimlanir.

Ornek 1.1.3. z=5+7i ve w=2-3i sayilarinin toplammi ve farkini bulunuz.
> z="Z2"'w="W"z=5+7*1:w=2-3*[:"z4+w'=z+w,'z-w'=z-w;

z+w=74+4L,z—w=3+101

Tamm 1.1.4. z=x+1y ve w=u+iv iki kompleks say1 olsun. Bu iki saymin ¢arpimi1
Z-W=Xu—y+Ii(xv+yu),
w0 olmak tizere bu iki saymin boliimii

\Y

E:z-w‘1=(x+iy)( 2” - iJ
w

XU+ YV YU—XV,
= 2t 7 3!
u +v u”+v

u>+v: ur+ve
bi¢iminde tanimlanir. Buna goére sifirdan farkli z = Xx+1iy kompleks sayisinin

carpmaya gare tersi

bicimindedir.

Ornek 1.1.5. z=3-2i ve w=5+3i iki kompleks say1 olsun. Bu iki saymm z-w ve
z/w islemlerinin sonucunu bulunuz.

>z:="2"1z2:=3-2*L:w:="Ww"w:=54+3*:'z*w'=z*w:'z*w'=expand(z*w); 'z/w'=z/w;

zw=21-1
z_9 19
w 34 34

Tanmm 1.1.6. z=(X,y) =x+1y kompleks sayismin eslenigi Z =(X,—y)=X-1y

bi¢ciminde tanimlanir.

Ornek 1.1.7. z=9-2i sayismin eslenigini bulunuz.

>z:="2"12:=9-2*]:'z2'=z,'conjugate(z)'=conjugate(z);
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z=9-21,z=9+21

Tanmm 1.1.8. z=x+iy Kkompleks sayisinin modill (veya mutlak degeri), |z| ile

gosterilir ve |z|=+/x*+Yy® biciminde tanimlanir. Geometrik olarak, |z| sayisi, (X,y)
noktasinin orijine olan uzakligini gosterir.
Eger z ve w herhangi iki kompleks say1 ise; |z+wW|< z|+|w]| liggen esitsizligi

gecerlidir.

Ornek 1.1.9. z=7+i ve w=3+5i sayilar1 i¢in |2+ W< z|+| W] iiggen esitsizliginin
dogrulugunu gosteriniz.
>z:=7+1:"z2 =z:w:=3+5*:"w =w: z+w =z+w, |z| =abs(z),
Y |w| " =abs(w),’ |z+w| " =abs(z+w);abs(z+w)<=abs(z)+abs(w);
evalf(abs(z+w)<=abs(z)+abs(w));evalb(evalf(abs(z+w)<=abs(z)+abs(w))):

Clztwl <=z +|w];
z+w=10+61|z| =5y2, |w| = 34

z+w| =2J34,2/34 <52 +./34
11.66190379 < 12.90201970

|z + w| <= |z| + |w]|
1.2. Kutupsal Gosterimi ve De Moivre Formali

Bir z=x+1y kompleks sayis1 kompleks diizlemde, baslangi¢c noktasi orijin ve

bitis noktasi (X,y) olan bir konum vektoriine karsilik gelir. Bu durumun tersi de
dogrudur. Ayrica bir vektor, boyu ve pozitif x-ekseni ile yaptigi acis1 verilerek de tam

olarak belirlenebilir. Sifirdan farkli bir z kompleks sayisinin pozitif X-ekseni ile yapmis
oldugu ag1 € ve modiilii r=|z| olsun. Bu taktirde z=re'’ =r(cosé +isin@) olur.
Buna z sayismin kutupsal gosterimi denir. Buradaki € degerlerine z =0 kompleks
sayisinin argimenti denir ve argz ile gosterilir. 8, z sayisiin bir argimenti ise k
herhangi bir tam say1 olmak iizere 6+ 2kz de ayni z sayisinin arglimentini gosterir.
Bu ylzden —7 <argz=0<rx ozelligindeki € degerine z kompleks sayismin esas

argimenti denir ve Argz =6 ile gosterilir.
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Ornek 1.2.1. z=1+i sayismi kutupsal bicimde yaziniz.

>z:=1+1:"z" =z:'r'=r:r:=abs(z);theta:=argument(z); (1+I)="r*exp(I*theta)’;

r:=\/? 6:=§n 1+I:rei6

Ornek 1.2.2. Arg(—1—1i) degerini hesaplaymniz.
> Arg(-1-I):=argument(-1-I);

3

Arg( -1 —1) := -
rg( ) 2"

n,iné@

Kutupsal bicimde verilen z =re'’ kompleks sayismin n. kuvveti z" =r"e
dir. (€')" =e" esitligi kutupsal bigimde yazilirsa,
(cos(@) +isin(@))" = cos(nd) +isin(nd)

olur. Bu esitlik De Moivre Formll olarak bilinir.

Ornek 1.2.5. (v/3 —i)™ sayis1 igin De Moivre Formiiliinii dogrulayiniz.
>z:=-sqrt(3)-1: "z  =z:w:=z"(-11):"w :=w;w:=evalc(z~(-11)):
‘wi=w;r:=abs(z):t:=argument(z):r:=r;theta:=t;
v:i=rN(-11)*exp(-I*11*t):v:=v;

1 1 1
- _ 1= - 3 -
ARV W= G006 V3 ~ 7096
5 1 1
=2 = —-— == - I
r 0i=-g ™ vi=-25ss V3 ~ 2008

Ornek 1.2.6. De Moivre Formiluni kullanarak
cos(50) = cos(0)° —10 cos(8)° sin(0)? + 5 cos(0) sin(6)*

oldugunu gosteriniz.
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>t:="t"1z1:=cos(5*t)+I*sin(5*t):z[2]:=(cos(t)+I*sin(t))"5:
z2:=evalc(z2):assume(t,real): ul:=Re(z1):u2:=Re(z2):
"Re(z1)=Re(z2) :subs(t="t',ul)=subs(t="t",u2);

cos(5t) =cos(t)” — 10 cos(t)3 sin(t)2

+ 5 cos(t) sin(t)?

1.3. Bir kompleks saymin n. kuvvetten koku

z sifirdan farkli bir kompleks say1 ve n pozitif bir tamsay1 olsun. Bu taktirde z

sayisinin N. kuvvetten koki tam n tane farkli kompleks sayidir. Bu sayilar

L e R | I

bigiminde kutupsal koordinatlarla belirlenmistir (Palka 1991).

Ornek 1.3.1. z8 =1 denkleminin ¢6zim kimesini bulunuz ve koklerini diizlemde

gOsteriniz.
>7:="7"1"C.K.z"8=1.":solset:={solve(z~8=1,z)}: " C.K.  =solset;
pts:=map(w->[Re(w),Im(w)], solset):plot(pts,style=point,symbol=circle,
scaling=constrained,color=red,labels=["x", y ],
view=[-1.1..1.1,-1.1..1.1]);

ck=1-1,11-1L/2+L1/2,-L/2
2 2 2
SRE A NN S i MO S N i S i R )
2 "2 2 2 2

Denklemin kokleri Sekil 1.1 de gosterilmistir.

az® +bz+c=0 denklemin kokleri; Vb?—4ac ifadesinin iki kokii oldugu goz

—b+m bi¢iminde oldugu goriilir.

Oniine alindi@inda, z,, =
Ornek 1.3.2. z° +(1+1)z+5i =0 denkleminin ¢6zim kimesini bulunuz ve kokleri

duzlemde gosteriniz.

>z:='2"1"C.K.=z~2+(1+i)z+5i=0. " :solset: ={solve(z~2+(1+1)*z+5*1,z)}:
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"C.K. =solset;pts:=map(w->[Re(w),Im(w)],solset):plot(pts,style=point,
symbol=circle,scaling=constrained,color=red,labels=[" x*,’y "],
view=[-2.1..2.1,-2.1..2.1]);

CK.={-2+5L1-21}
Denklemin kokleri Sekil 1.2 de gosterilmistir

1 2
¥ 0,5 ¥ o1
21 05 O 0,5 1 2 N 0 1 2
X X
0,59 -1
-1 _2

Sekil 1.1 Sekil 1.2
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2. KOMPLEKS FONKSIiYONLAR

Bu boélimde kompleks degiskenli fonksiyonlarn doniisiim 6zellikleri, limit ve
siirekliligi incelenecek. Ozellikle Maple programi yardimiyla lineer, n. kuvvet ve n.
kuvvetten koku fonksiyonlari altinda birim daire ve eksenlere paralel dogrularin

olusturdugu kiimenin (1zgara) resimlerinin bulunmasiyla ilgilenilecek.

2.1. Kompleks Degiskenli Fonksiyonlar

Kompleks dizlemde bir A kiimesinin her bir z elemanina sadece ve sadece bir w
kompleks sayist karsilik getiren f bagintisma kompleks degiskenli ve kompleks
degerli bir fonksiyon denir ve w= f(z) bigciminde yazilir. w sayisina z sayisinin f
fonksiyonu altindaki goriintiisii, A kimesine fonksiyonun tanim kimesi,
{w= f(2):ze A} kiimesine de f fonksiyonunun gorinti kimesi denir. z=Xx+iy
icin u=u(x,y) ve v=v(X,y) olmak ulzere w=f(z)=f(x,y)=u+iv olarak
0

yazilabilir.  Eger z=re biciminde  kutupsal olarak  verilmis ise

f(re'”)=u(r,0) +iv(r,0) seklinde olur. Ayrica x=1(z+2) ve y==1(z-2)

oldugundan f fonksiyonu f(z,Z) =u(z, Z) +1iv(z,Z) biciminde de ifade edilebilir.

Ornek 2.1.1. f(z)=2z" fonksiyonunu f(x,y)=u(x,y)+iv(x,y) biciminde yazmiz
ve f(1+2i) degerini hesaplaymiz.

> fi="f'ixi="X"1y:="y"1z:="Z2":fi=proc(x,y)localz,w; z: =x+1*y;w:=expand(z"4);
end: f(z) =z74: f(x,y) = = f(x,y); f(1,2)" =f(1,2);Z := X + I*Y

f(x,y) =x4+4Ix3y—6x2y2—4Ixy3—/—y4
f(1,2) =-7—-241

Ornek 2.1.2 f(z)=zRe(z)+2z*+Im(z) fonksiyonunu f(x,y)=u(x,y)+iv(x,y)
biciminde yaziniz ve f(1,2) degerini hesaplaymiz.

> fi="f:x="X"1y="y":fi=proc(x,y)local w;w:=(x-I*y)*x+(x+I*y)"2+y;
end: "f(x,y) =f(x,y); f(x,y)" =evalc(f(x,y)); f(1,2) =f(1,2);
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fix,y)=(x—Iy)x+(x+I1y)°+y

f(x,y)=2x2—y2+y+Ixy
f(1,2) =21

Ornek 2.1.3. f(z) =4x*+i4y® fonksiyonunu z ve 7 degiskenlerine gore ifade ediniz
ve f(1+2i) degerini hesaplaymiz.

> F:="F:w:='w"z:="2"1Z:="2":w:=subs({x=(Z+conjugate(2))/2,
y=(Z-conjugate(2))/(2*1)},f(x,y)):F:=z->subs(Z=z,expand(w)):
“f(x,y) " =f(x,y), F(z) =F(z); F(1+I12)  =F(1+I*2): F(1+I2)  =evalc(F(1+1*2));

f,y) = (x—Iy)x+(x+Iy)°+y

F(z)=i?z+i?2+zz—iIz+iIE
2 2 2 2
F(1+I2) =21

Ornek 2.1.4. f(z)=2z"+4z° -6 ifadesini kutupsal bigimde yaziniz.

>F:="F:f:="f1r:="r":t:="t":2: ='2":F:=proc(z)local w;w:=z"5+4*z"2-6;end:
fi=proc(r,t)local w;w:=subs({z"2=r"2*cos(2*t)+I1*r~2*sin(2*t),

zN5=r"5%cos(5*t)+I*rA5*sin(5*t)},F(z));end: " f(r,t) " =f(r,t);
fir,t) =r° cos(5¢t) +Ir° sin(5t) +4r cos(2 t)
+41Fsin(2t) —6

2.2. Doniisiim Olarak Kompleks Fonksiyonlar

Kompleks dizlemin bir A alt kiimesinde tanimli bir w= f(z) = u(X,y) +iv(X, y)

fonksiyonu z dizleminden, w dizlemine bir dontisiim tanimlar. Eger f(A) gorinti

kiimesi tamamen bir S kiimesi iginde kaliyorsa, w= f(z) doniisiimiine A kiimesinden
S kumesi igine doniisim denir. Bir f(A)=S kumesinin ters gorintlsu;
f*(S)={ze A: f(z) €S} bicimindedir. Eger bir f fonksiyonu farkli z, ve z,
noktalarmi farkli noktalar izerine resmediyorsa f fonksiyonuna bire-bir (Univalent)

fonksiyon denir. Eger w= f(z) fonksiyonu, A kiimesini S kiimesi Gzerine bire-bir
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olarak resmediyorsa, S kumesindeki herhangi bir w noktast igin A da f(z)=w
denklemini saglayan bir tek z noktasi vardir. Ornegin z, = a+ib sabit bir kompleks
sayl olmak tlizere W= f(z)=z+2z, doniisimii, z-dlizleminden w duzlemi Uzerine
bire-bir bir déniisiim olup 6teleme doniisiimii diye adlandirilir. z = f (W) =w -z,

da f dontsiimiiniin ters doniisimiidiir ve bu doniisiim de bire-bir ve drtendir.

Ornek 2.2.1. f(z)=iz fonksiyonu altinda y=x+1 dogrusunun resminin,
v =—U-1 dogrusu oldugunu gosteriniz.
>fi="fix:="x"1X:="X"1y: ="y Y:="Y"12:="2":1Z:="Z":assume(X,real);
assume(Y,real);Z: =X+I*Y:f:=z->I*z: " f(z)" =f(2);
egns:={u=Re(f(2)),v=Im(f(2)),y=x+1}:
egns2:=(subs(X=x,Y=y,eqns)):eqgns2;eliminate(egns2,{x,y});
f(z) =1z
{v=xu=-y,y=x+1}
[{y=-ux=v}, {-u-v—-1}]

Burada {u + Vv + 1} ifadesi U +V +1=0 anlamindadr.

Ornek 2.2.2. f(z)=iz+i déniisiimiiniin Rez >1 sag yar1 diizlemini, Imw>2 Ust

yar1 diizlemi iizerine resmettigini gosteriniz.
>fi="f"1z:="2":f:=z->I*z+1:conformal(f(z),z=16*1..5+4*I title="f(z)=iz+i",
grid=[13,13],numxy=[9,11],scaling=constrained,labels=["u", v'],
view=[-3.5..3,-1..5.5]);
Goriintii bolgesi Sekil 2.1 de gosterilmigtir.

3 fizl=iz+i
v 2- e
1 i
. =]
-1 0 2 Bl 4] 5 =
_14 =
1_
-2
-3 3.2 |1 2 3
-1- u

Sekil 2.1
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Ornek 2.2.3. {z:| z+1+i|<1 dairesinin f(z) = (3—4i)z+6+ 2i doniisiimii altindaki

gorintusund bulunuz.
> fi="f""F:="F:z:="2":f: =2->(3-4*1)*2+6+2*]:F: =z->subs(Z=z-1-1,f(2)):
conformal(F(Re(z)*exp(I*Im(z))),z=0.01..1+I*2*Pi,
title="f(z)=(3-4i)z+6+2i" ,grid=[9,9], numxy=[363,363],

scaling=constrained,labels=["u *, v " ],view=[-7..5,-3..9]);

0,57 fizl=(3-4ilz + & + 2i

-25 -2 A5=T=08 0 05 Vg NN

fr/jf“'/’-:"—f‘:\—bﬁ' fid ,f’// v-"'_‘““\\: |
{ |"I /i r") "-:‘: AR iI L I ;F | W4 \II
LB TSI

Sekil 2.2

Ornek 2.2.4. Rez = 2 dogrusunun w = 1 doniigiimii altindaki goriintiisiinii bulunuz.
z

>f="f'1z="'2":f:=z->1/z: " f(z) =f(z);conformal(f(z),z=2-15*1..2+15%*I,
grid=[20,10], numxy=[330,330],scaling=constrained,labels=["u", v'],
tickmarks=[5,5],view=[-0.1..0.51,-0.3..0.3]);

fz) =L
V4
2 0,3
0z
1
01
Hll Glllllllllllllllllll 1
N 05 11,5 ¢
-4 u
2

Sekil 2.3
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Ornek 2.2.5. Rez >% sag yar1 diizleminin w:l doniisiimii altindaki gérintisuni
z

bulunuz.
> fi="f1z:="2"1f:=z->1/z: " f(z) " =f(z);conformal(f(z),z=0.5-5*1..10+5*I,
grid=[20,10],numxy=[330,330],scaling=constrained,labels=["u’, v'],
tickmarks=[5,5],view=[-0.1..2.1,-1.1..1.1]);

fz) =L
V4
4_
i 0,5
o [riz {31
-2 w -0,5
_4- -1

Sekil 2.4

Ornek 2.2.6. Iz—%kl dairesinin w:1 dontigiimii altindaki gérintustni bulunuz.
z

> fi="f"F:='F:1z:="2":f :=2z->1/z:"f(z) =f(z);F:=z->subs(Z=z+1/2,f(2)):
“F(z) " =F(z):conformal(F(Re(z)*exp(I*Im(z))),z=0.05..0.9+1*2*Pj,
grid=[10,10],numxy=[125,125],scaling=constrained,labels=["u’, v'],
tickmarks=[5,5],view=[-3..3,-3..3]);

Sekil 2.5
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Ornekteki sonu¢ ve yukaridaki veriler dikkate ahndiginda; |z-1|<1 dairesi

icinde kalan kisminin w:l doniistimii  altindaki goOruntusindn; w-dizleminde,
z

lw +% Izg dairesi diginda kalan bdlge oldugu gorulr.

Ornek 2.2.7. x=a dikey ve y=b yatay dogrusunun w:l doniigimii altindaki
z

gOruntl kimesini kartezyen koordinatlarda ifade ederek dizlemde gdsteriniz.
> a:="a't ur="u"ivi="v' xi="x"
y:='y":eql:=x=a:eq2:=subs({x=u/(UuN2+v~"2),
y=-v/(un2 + v~2)},eql):eq3:=(ur2+v~2)/a*eq2:eqd:=(-u/a=-u/a)+eq3:
eq5:=(1/(2*a)~2=1/(2*a)"2)+eqd:eql, eq2, eq3; eq4, eq5;

u u 2
x=a, ———=a, —=u +V°
TR a
0=-YL 107+ 12= 12—£+u2+v2
a 4a° 4a @

Buna gore, x=a dogrusunun w== doniisimii altindaki goruntileri, merkezi
z

N cemberidir.

w _1 ve yariga 1i olan ‘w—i
0" 24 Y P | 2al | 2al

2a

> b:="b:u:="u":v:="vix:='X"1y:="'y":eql:=y=b:eq2:=subs({x=u/(UuN2+v~2),
y=-v/(uN24+v~2)},eql):eq3:=(un2+v~2)/b*eq2:eq4:=(v/b=v/b)+eq3:
eq5:=(1/(2*b)"2=1/(2*b)"2)+eq4d:eql,eq2,eq3;eq4, eq5;

"4 4 2
y=b -—Y b L o212
v+ v b
0=1+u2+v2,%=%+1+u2+v2
b 4b° 4b

y=Db yatay dogrusunun w 1 doniistimii altindaki gorintiileri, merkezi w, :—Zib
z

ve yarigapi 1 olan ‘uﬂri‘:i cemberidir. Verilen bu dogrularin resimleri
12b1 2b| 12bl

Sekil 2.6 da gosterilmistir.
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>f="f"1z="2":f:=z->1/z: " f(z) =f(z);conformal(f(z),z=-2-2*1..2+2*I,
grid=[10,10], numxy=[70,70],scaling=constrained,
labels=[" u", v " ],tickmarks=[5,5],view=[-1.1..1.1,-1.1..1.1]);

fz) =L
V4
..."\.Il_ /
e l'". ,f e
Wt M) R
L L
{ } /5] b
“1 s 0 ; 1
1 I:I ul \\.. _::- -:_:_u.z/
e
-1 ~— T\ o ~1—
..___4"1_ !
Sekil 2.6

23. W=z ve w=z" Doniisiimleri

z=re'’ #0 ve n pozitif tamsayis: icin f(z) =r"e"’ biciminde kutupsal olarak

ifade edilen w= f(z) =z" fonksiyonu
A={re'’ :r>0,-7/n<@<x/n}
bdlgesini
B={r"e":r>0,-7<6<r}

bolgesi Uzerine bire-bir olarak doniistlrir. f fonksiyonunun g ile gosterilen ters
fonksiyonu weB olmak Uzere z=g(w)=w""=w['" ™" picimindedir. g
fonksiyonuna esasli n. kok fonksiyonu denir. n=2 i¢in g fonksiyonuna esasli karekok

fonksiyonu adi verilir.

Ornek 2.3.1. w=2z* doniisiimii altmda x=a dikey dogrusu w- diizleminde ne

gosterir?
>x:="X"1y:="yiur="uivi='v'iU:="U"Vi="Viiegnsl: ={u=x"2-yN2, v=2%x*y }:
egns2:=subs(x=a,eqgnsl):eqns3:=eliminate(eqns2,y):solset:
=[solve(egns3[2][1],u)]: "u  =solset[1]:ul:=v->expand(solset[1]):'u'=ul(v);
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v

u=a>-1L
= i)

Q

Boylece gorintii kimesi {(u,v) :u =a* —-1 v} paraboliinden olusur.

Ornek 2.3.2. w=+z doniisimii eksenlere paralel dogrulari, dogrular veya

hiperboller Gizerine resmettigini gosteriniz.
> fi="f1z:="2"1f:1=2->2"(1/2): " f(z)  =f(z);conformal(f(z),z=-4..4+4*I,
grid=[9,9], numxy=[90,90],scaling=constrained,labels=["u", v'],
view=[-0.5..2.5,-0.5..2.5]);

f(z) =Jz
| | =] | |
I |
o e e e
B e it
1+ ¥
- //;
N RSN s
-1 0w 050 05 1152'25
_o
-1
Sekil 2.7

Ornek 2.3.3. w=3/z doniisiimii altinda birim dairenin gériintiisiinii bulunuz.
>f="f"1z:="2":f:=z->z"(1/3): " f(z)" =f(z);conformal(f(Re(z)*exp(I*Im(z))),
z=0-1*¥3.14..441*%3.14,grid=[10,10],numxy=[330,330],scaling=constrained,
view=[-0.5..1.7,-1.7..1.7]);

f(z) =2'"3

1,57

s \

-0,5 005

Sekil 2.8
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2.4. Fonksiyonlarin Dallan

Tanim kiimesi A ve gorinti kimesi B olan bir fonksiyon w= f(z) olsun. Eger w
goriintii kiimesinde bir deger ise, her bir w degerine w= f(z) denklemini saglayacak
sekilde z = g(w) bigiminde ters bir bagmt1 vardir. Ancak f fonksiyonunun w degerini
A kiimesinde en ¢ok bir kere almamas1 durumunda, g ters bagintist cok degerli olmak
zorundadrr. Bu durumda g fonksiyonuna c¢ok degerli fonksiyon denir. Ornegin,
w= f(z)=z" fonksiyonunun tersi z=g(w)=w"? Kkarekok fonksiyonudur. f
fonksiyonu, sifirdan farkli her bir z degeri igin, z ve —z iki noktalarini1 ayn1 w= f(z)
noktasi iizerine resmeder. Bu durumda g fonksiyonu genelde iki-degerli bir
fonksiyondur. Ters fonksiyonu tanimlayabilmek i¢in ¢ok degerin tek degere
indirgenmesi gerekir. w= f(z) c¢ok degerli fonksiyonu verildiginde, belli bir tanim
kiimesinde siirekli olan ve tanim kiimesindeki her bir z noktasimi f(z) degerlerinin

biri ile eslestiren tek degerli bir fonksiyon f, olsun. Bu durumda f, fonksiyonuna f

fonksiyonunun bir dal: denir.

Ornek 2.4.1. z-dlizleminde | z |< 4 dairesinin karekok fonksiyonunun
w= f(z) =z =/r(cosg +isin2) ve w=g(z) =—/z =/r(cosz2 +isin 2z:2)

dallar1 altindaki resimlerini bulunuz.
> f="f'1z="2"1f:=z->z"(1/2): f(z)" =f(z);conformal (f(Re(z)*exp(I*Im(z))),
z=0.01-1*3.14..441*%3.14,grid=[13,13],numxy=[330,330],scaling=constrained,
view=[-0.5..2.1,-2.1..2.1]);

f(z) =z

Sekil 2.9
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> g='qg":1z="2":g:=z->-z~(1/2): " g(z)" =g(z);conformal

(g(Re(z)*exp(I*Im(z))), z=0.01-1*¥3.14..4+1*3.14,grid=[13,13],

numxy=[330,330], scaling=constrained, view=[-2..0.5,-2..2]);

9(z)= -z

Sekil 2.10

2.5. Limit ve Suireklilik

u=u(x,y) iki degiskenli reel degerli bir fonksiyon olsun. Eger her £>0 sayisi

(%,¥)->(X,Yo)

degerlerinin u, degerine istenildigi kadar yaklagmasi demektir.

x2+y2

gosteriniz.
Once (0,0) noktasina y ekseni iizerinden yaklasalim. Bu durumda

St:="t"u:="u"ix:="x"1y: ="y iur=proc(x,y)y*x/(xN2+y~2)end: lim1: =limit(u(x,y),

x=0):lim2:=limit(lim1,y=0):"y ekseni tzerinden"; y->0 iken limit u(x,y) " =lim2;

y ekseni lzerinder

0,5

ve 0< \/(x— %)2 +(Y—Y,)? <& ozelligindeki her (x,y) noktalar1 igin [u(x,y)-u, |<&
olacak sekilde &>0 sayisi varsa, u(x,y) fonksiyonunun (xq,1,) noktasindaki limiti

Up dir denir ve bu durum  lim  u(x,y) =u, biciminde gdsterilir. Stzle ifade etmek

gerekirse, u(x,y) fonksiyonunun (x,,y,) noktasindaki limitinin u, olmasi demek;

(%9,yo) noktasma her yonden yeterince yaklastiZinda wu(x,y)

Ornek 2.5.1. u(x,y)= at fonksiyonunun (0,0) noktasinda limitinin olmadigini
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y->0 iken limit u(x,y) =0

olur. Simdi ayn1 noktaya y=mx dogrular1 iizerinden yaklasilirsa
> u(x,y) =u(x,y); y=mx dogrusu lGzerinden" ;U:=subs({x=x,y=m*x3},u(x,y)):

“u(x,mx)’ =U;lim1:=limit(U,x=0): " x->0 iken limit u(x,mx)" =lim1;

__yX
uix,y) =
X2 +y?
y=mx dogrusu lizerinder
u(x,mx) = m—xi
X2 +m? x°
x->0 iken limit u(x,mx) = m 5
1I+m

elde edilir. Bu da gosteriyor ki limit yaklagsma yoniine bagl olarak degismektedir. Bu

ise limitin tekligi prensibine aykiridi. O halde (0,0) noktasinda u(x,y)

fonksiyonunun limiti yoktur.

2x°

Ornek 2.5.2. u(x,y) = fonksiyonunun (0,0) noktasindaki limitini bulunuz.

x2+y2

(0,0) noktasina kutupsal koordinatlar1 kullanarak yaklasalim. Bu durumda sifirdan
farkli her t reel sayis1 i¢in r degiskenini sifira gotiirmek yeterlidir. Buna gore
>t:="t"u:="u"ix:='X"1y:="y'rui=proc(x,y)2*x"3/(xN2+y~2)end:
lim1l:=limit(u(x,y),x=0):lim2:=limit(lim1,y=0):U:=subs({x=r*cos(t),
y=r*sin(t)}, u(x,y)): u(rcost,rsin t)" =U;lim1:=limit(U,r=0):
“her t igin r->0 iken limit u(rcost,rsin t) " =lim1;
2 r° cos(t)’
r? cos(t)? +r° sin(t)?

her t icin r->0 iken limit u(r cos t,r sin t)=0

u(rcos trsint) =

elde edilir. Boylece t ne olursa olsun Iirr(m) u(rcost,rsint) =0 oldugundan u(x,y)
r—

fonksiyonunun (0,0) noktasindaki limiti O dur.
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Teorem 2.5.3. f(z)=u(x,y)+iv(x,y) fonksiyonu, belki z, = x, +iy, noktasi harig, z,

noktasiin bir komgulugunda tanimli kompleks degerli bir fonksiyon olsun.

lim f(z2)=w, =u, +iv, < im  w(x,y)=uy Ve im  o(x,y)=1vy
27 (x,y)—>(x0,Y0) (x,y)—>(x0,Y0)

dir (Bagkan 1996).

Bu teorem kompleks fonksiyonlarin limitinin, reel ve imajiner kisimlarinin limiti
yardimiyla belirlenebilecegini gosterir. Buradan hareketle kompleks fonksiyonlarin
toplami, farki, carpimi ve boliimiiniin limitleri sirasi ile limitlerin toplami, farki,

carpimi ve boliimiine esit oldugu s6ylenebilir.

Ornek 2.5.4. f(z) =2%-2z+1 fonksiyonu igin lim f (z) degerini bulunuz.
> fi="f1z:="2"1f1=2->2"2-2*%z+1: " f(2)" =f(2);
“z->1+i iken limit f(z) " =limit(f(z),z=1+1); f(1+i) =f(1+I);
f(z) = -2z+1
z->1+iiken limit f(z) = -1
f(1+i)=-1

Tamm 2.5.5. u=u(x,y) iki degiskenli reel degerli bir fonksiyon olsun. Eger

lim  u(x,y)=u(X,, o)
(%,¥)=>(%o.¥0)

ise u(x,y) fonksiyonuna (xy,y,) noktasinda siireklidir denir. Benzer sekilde
f(z2) =u(x,y)+iv(x,y) kompleks fonksiyonu icin

Z|L|'TZ10 f(2) = T(zo) =u(Xy, Yo) +1V(Xy, Yo)

ise f fonksiyonuna zynoktasinda siireklidir denir (Bagkan 1996).

Ornek 2.5.6. p(z)=a,+az+a,z”+---+a,z" kompleks polinom fonksiyonunun,

kompleks dizlemin her a noktasinda siirekli oldugunu gosteriniz.

n=5 almak genelligi bozmayacaktir.
>P:='P":z:='z":a:="a":P:=z->sum('a[k]'*z"k,'k'=0..5): " P(z) " =P(2);
lim:=limit(P(z),z=a): " z->a ya giderken limit P(z)" =lim; " P(a) =P(a);
*z->a ya giderken P(a)=limit P(z)" ;evalb(limit(P(z),z=a)=P(a));
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— 2 3 4 5
P(z)—a0+alz+a22 +tasz +a,z +asz

z->a ya giderken limit P(z) = a,+a,;a+a, a® + as a’

4 5
+a4a +a5a

— 2 3 4 5
P(a) =a,+aa+a,a +az;a +a,a +aga
z->a ya giderken P(a)=Ilimit P(z,

72 - 2i

Ornek 2.5.7. f(z) =— > icin, Iirp_ f(z) degerini bulunuz.
Z 1+

> fi="f1z:="2""F:="F":12:="2":f:=2->(2"N2-2*1) /(2" 2-2*z+2):
fun:=f(1+I):lim:=limit(f(z),z=1+1):f:=z->(z"2-2*1)/(z"2-2*z+2):
fact:=factor(f(Z)):F:=z->subs(Z=z,fact): " f(z) =f(z); F(z) =F(z);
“Evaluate F(z) at z=1+i":"F(1+i) =F(1+I); z->1+i iken limit f(z)" =lim;

F(z) =

F(1+i) =1—1

z->1+iiken limitf(z) =1 —1
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3. ANALITIiK VE HARMONIK FONKSiYONLAR

Bu bolimde kompleks degiskenli bir fonksiyonun tiirevi ve tiirev ozellikleri,
Cauchy-Riemann denklemleri ve harmonik fonksiyonlar Gzerinde durulacak. Konuyla

ilgili 6rnekler Maple programi yardimiyla ¢oziilecek.

3.1. Diferansiyellenebilir Fonksiyonlar

Ac C agik bir kiime ve f : A— C bir fonksiyon olsun. z, € A olmak uzere

lim f (Z) —f (ZO) veya lim f (ZO +AZ) —f (ZO)
-7, -1, Az—0 AZ

limiti mevcut ise f fonksiyonuna =z, noktasinda diferansiyellenebilir veya
tirevlenebilir denir. Limit degerine de f fonksiyonunun z, noktasindaki turevi adi

verilir ve f'(z,) biciminde gosterilir.

Ornek 3.1.1. f(z)=z"+1z* fonksiyonunun bir a noktasmdaki tiirevini tanimdan
faydalanarak bulunuz.
> df:='df':dz:='dz":f:="f":z:="z":a:="a":fi=z->z"5+2z"2: " f(z) =f(2):
dfdz:=(f(z)-f(a))/(z-a):df/dz=dfdz:Limit(df/dz,z=a)= limit(dfdz,z=a);
dr

im & =5a% 123
Z—a dz

Tanmmm 3.1.2. AcC agik kiimesinin her z € A noktasinda f'(z) tlrevi mevcut ise f

fonksiyonuna A kiimesinde analitiktir denir. Eger f fonksiyonu kompleks diizlemin
tamaminda analitik ise f fonksiyonuna tam fonksiyon adi verilir. Eger f fonksiyonunun

bir z, noktasinda analitikliginden bahsedilirse, bu her z € D(z,,r) i¢in f'(z) mevcut

olacak sekilde r >0 sayismnin var oldugu anlamindadir.
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Teorem 3.1.3. AcC ve f,g:A—>C fonksiyonlar1 bir z,e A noktasinda
diferansiyellenebilir olsun. Bu durumda c bir sabit sayr olmak tizere c-f, f+g,
f-g, f(g) ve 9(zg)#0 icin f/g fonksiyonlar1 da z; noktasinda
diferansiyellenebilirdir ve bu noktadaki tlrevleri;

(cf)(z0) =cf (o).,

(f+9)(z0) = T'(z0) + 9'(20) ,

(f-9)(z0) = T'(20)- 9(z0) + T(20) - 9'(20)

(f(9(z0)))" = £'(9(z,)) - 9'(2,)

f'(29)9(z0) — T(20)9'(2p)
[9(z0)F

f ' —
(5) (z0) =

bagntilar1 ile verilir.

Asagida bu bagintilarin Maple programi kullanilarak yazilislari verilmistir.

>c:='cif:="f"F:="Fz:='2":Fi=z->c*f(z): " F '(z) " =diff(F(z),z);
N
F'(z) =c [dz f(z)]

>a:='a"tb:='b":fi="f":g:="'g":H:='H":1z: ="2":H:=z->a*f(z) +b*g(z):
"H'(z) " =diff(H(z),z);

H'(z)=a [% f(z)] +b [% g(z))

>f:='f":g:='g":P:="P":z:="2":P:=2z->f(z)*g(z): " P'(z) " =diff(P(z),z);
P2 = F(2) | olz) +7(2) (L o(z))

>f:="f:g:='g"'H:="H":1z: ='2"'1H:=2->f(g(2)):
"H(z)" =H(z); H'(z)" =diff(H(z),2);

H(z) = F(9(2)) H(z) =D(F) (9(2)) [ - a(2) |

>fi="f1F:="F:g:='9"1Q:='Q":12:='2":Q:=2->f(2)/9(2):
"Q(z)" =Q(2); Q'(2)  =normal(diff(Q(z),2));
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_ f(z)
A2 =502
d
— f(z) | g(z) —f(z) | /= g(2)
0 '(z) = [dz ] . [ )
g(z)

Ornek 3.1.4. f(z)=cos(z), g(z)=2z" ve h(z)=f(2)/g(z) olmak iizere h'(z)
tirevini hesaplayiniz.

> f:='f1g:='g"th:='h":1z:='2"1fi=z->co0s(z):g: =z->2"2:

h:=z-> f(z)/g(z):" h'(z)" =diff(h(z),z);

hi(z) = _sin(z)  2cos(z)

2 z

Ornek 3.1.5. f(z)=2*+3iz*+52+1, g(z)=2" ve h(z)=(go f)(z) olmak (izere
h'(z) tlrevini hesaplaymiz.
> fi='f:g:="g"th:="h":w:='w"z:="2"1f1=2->z/"3+1*3*z"2+5*%z+1:
g:=z->z"5:h:=z->g(f(2)): " h'(z) " =diff(h(z),z);

hiz)=5(F+312+52+1) (32+61z+5)

Teorem 3.1.6 (L’Hopital Kurali)). f ve g fonksiyonlart bir z;, noktasinda
tirevlenebilir olsun. Eger f(z,) =0, 9(z,) =0, ve g'(z,) # Oise,

im 1@ 1@

717, g(z) 517 (Z)
dir (Palka 1991).

2 .
Omek3.17. lim ~ & _ jim Z+z-1-3

= 5 limitini hesaplaymiz.
2>@+0) g(z) W) 2°—27+42

> fi="f'ig:='g"1z:="2"1fi=2->2"2+2z-1-3*1:q: =z->z"2-2%z+2:
“f(z)' =f(z):Limit(f(z)/g(z),z=1+1)=limit(f(z)/9(z),z=1+1);

iim 22-/-2—1—3]:1_21

zol+I 2 5540 2

L'Hopital kurali ile hesaplandiginda da ayn1 sonug elde edilir.
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>fl:='f1':gl:='gl":Z:='Z":fl:=z->subs(Z=z,diff(f(Z),2)):
gl:=z->subs(Z=2z,diff(g(2),2)): f'(2)/g9'(z)  =f1(z)/g1(z), f'(1+I) =f1(1+I); 'g
"(1+41) =g1(1+D)," *, f'(1+1)/g'(1+I) =f1(1+1)/g1(1+]);

Fz)/g'(z) =22 L p140=3+21
2z-—2
g'(1+) =21, ,F(1+I)/g'(1+D) =1 — % I

3.2. Cauchy-Riemann Denklemleri

f(x+iy)=u(x,y)+iv(x,y) fonksiyonu z,=X,+1y, noktasinda diferansiyellenebilir
olsun. Bu takdirde u ve v fonksiyonlarmm (X,,Y,) noktasinda kismi tiirevleri
mevcuttur ve
£1(20) = U, (X0, Yo) +1V, (X5, ¥Yo) =V, (Xo, Yo) +1U, (Xo, Yo) (3.1)
dir. Bu ifadenin reel ve sanal kisimlarinin esitliginden Cauchy-Riemann denklemleri

denilen

U, (Xo» Yo) =V, (Xo, Yo) Ve Uy (X, Yo) ==V, (Xo, ¥o) 3.2)
denklemleri elde edilir. Ancak bu denklemler z, noktasinda saglandiginda, f
fonksiyonunun z, noktasinda diferansiyellenebilir oldugu sdylenemez. O halde f, z,
noktasinda diferansiyellenebilir ise, bu noktada (3.2) denklemleri saglanir. f'(z,)
degerini bulmak i¢in (3.1) esitliginden herhangi biri kullanilabilir. Tersine, eger z,
noktasinda (3.2) denklemlerinden herhangi biri saglanmiyorsa f, z, noktasinda

tirevlenemez (Baskan 1996).

Ornek 3.2.1. f(z)=x*-3xy?+i(3x?y—y>) fonksiyonunun tiirevini bulunuz ve

Cauchy-Riemann denklemlerini sagladigini gosteriniz.
>f:="f":U:="U"V:="Vix:='X"1y:="y":1z:="2": " f(x+1y) " =f(x+I*y):
“f(x+1y) " =evalc(f(x+I*y)): U:=proc(x,y)x"3-3*x*y~2 end:
V:=proc(X,y)3*x"2*y-y~3 end:'f(x+I*y)'=U+I*V;

TU(X,Y) T =UX,Y): T V(X,Y) =V(X,y): fl:=z->subs(Z=z,diff(f(Z2),2)):
“f '(2)=Ux(x,y)+iVx(x,y) " =diff(U(x,y),x)+I*diff(V(x,y),X);
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f(2)=Vy(x,y)-iUy(x,y)" =diff(V(x,y),y)-1*diff(U(x,y),y);
f(lx+Iy)=U+1V
f'(z) = UX(X,y) + iVX(X,y)=3 x> =3y’ +61Ixy

f'(z) = Vy(x,y) - i Uy(x,y)=3 x> —3 y2 +6Ixy
bulunur. Buradan Cauchy-Riemann denklemlerinin saglandigi goruldr.

7> x> —3xy2 . y® —3x%y

(")rnek 3.2.2. f(Z) =3 z a )(2 + y2 X2 + y2
0 ;2=0

12#0

fonksiyonunun (0,0) noktasinda Cauchy-Riemann denklemlerini sagladigini fakat, bu
noktada tiirevlenemedigini gosteriniz.
> fr="f"F:="F:U:='U":V:="V:x:='X"1y:="y"1z: ="2":f: =z->conjugate(z) " 2/z:
“f(z) =f(z): f(x+1y) =f(x+I*y):assume(x,real); assume(y,real);
wil:=simplify(evalc(f(x+I*y))): f(x+Iy) =subs({x='x',y="y'}, wl):x:="x":
y:="y":U:=proc(x,y)(X"3-3*x*yN2)/(x"2+y~"2) end:
Vi=proc(X,y)(-3*x"2*y+y~3)/(x"2+y~2)end:F:=proc(x,y)U(X,y)+I*V(X,y)
end:  F(x,y) =subs({x='x",y="y'},F(x,y)):
“Ux(0,0) " =limit((U(x,0)-0)/(x-0),x=0), Vy(0,0) " =limit((V(0,y)-0)/(y-0),y=0),
“Uy(0,0) " =limit((U(0,y)-0)/(y-0),y=0), "-Vx(0,0)" =-limit((V(x,0)-0)/(x-0),x=0);
Ux(0,0) = 1, Vy(0,0) = 1, Uy(0,0) =0, -Vx(0,0) =0

Bdylece, z=0 noktasinda Cauchy-Riemann denklemlerinin saglandig1 goriiliir.
Simdi f fonksiyonun, (0,0) noktasinda tiirevlenebilir olup olmadigma bakalim. Bunun
icin (0,0) noktasinda degisim oranmin limitini iki farkli yonden hesaplayalim.

> " x-ekseni boyunca’,Limit(df/dz,z=0)=Ilimit((F(x,0)-0)/(x-0),x=0);

*x=t,y=t dogrusu boyunca",Limit(df/dz,z=0)=Ilimit((F(t,t)-0)/(t+I*t-0),t=0);

f=1

x-ekseni boyunca, lim —
z—-0 dz

x=t,y=t dogrusu boyuncg éimo % =-1

elde edilir. O halde f fonksiyonu (0,0) noktasinda tiirevlenemez.
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Ornek 3.2.3. Her zeC igin f(z)=eY cosx+ie ’sinx fonksiyonunun diferansiyel-

lenebilir oldugunu Cauchy-Riemann denklemlerini kullanarak gosteriniz ve tirevini

bulunuz.
>U:="U"V:i="Vixi =Xy ="y :U:=proc(Xx,y)exp(-y)*cos(x)end:
V:=proc(x,y)exp(-y)*sin(x)end: U(x,y) " =U(x,y),
TV(x,y) " =V(x,y); Ux(x,y) " =diff(U(x,y),x), Vy(x,y) " =diff(V(x,y),y);
'Ux(x,y)=Vy(x,y)'; "Uy(x,y) " =diff(U(x,y),y), Vx(x,y) =diff(V(x,y),x);
'Uy(x,y)=-Vx(x,y)'; f "(x+iy) " =diff(U(x,y),x)+I*diff(V(x,y),x);
U(x,y) = e ¥ cos(x), V(x,y) = e Y sin(x)
Ux(x,y) = —e ¥ sin(x), Vy(x,y) = —e ¥ sin(x),  Ux(x,y) =Vy(x,y)

Uy(x,y) = -e Y cos(x), Vx(x,y) =e Y cos(x),  Uy(x,y) =-Vx(x,y)

f'(x+iy) = -e ¥ sin(x) + Ie ¥ cos(x)

Boylece, Cauchy-Riemann denklemleri her zeC i¢in saglandigindan f(z)

fonksiyonu tam fonksiyondur.

Ornek 3.2.4. f(z)=x>+3xy’ +i(3x’y+y®) fonksiyonunun diferansiyellenebilir

oldugu noktalarin kiimesini bulunuz.
> U:='U"V:="Vixi="X"1y:="y":U:=proc(x,y) x"3+3*x*y”"2 end:
V:i=proc(x,y) yA3+3*x~2*y end: "U(x,y) =U(X,y), V(X,y) =V(X,y);
TUx(x,y) " =diff(U(x,y),x)," Vy(x,y)" =diff(V(x,y),y);
print(" Ux-Vy=0",0=diff(U(x,y),x)-diff(V(x,y),y),
evalb(0=diff(U(x,y),x)-diff(V(x,y),¥Y)));
“Uy(x,y) " =diff(U(x,y),y),” Vx(x,y)" =diff(V(x,y),x);
print(" Uy+Vx=0",diff(U(x,y),y)+diff(V(x,y),x)=0,
evalb(0=diff(U(x,y),y)+diff(V(x,y),x)));

Uxy) =x° +3xy°, Vixy) =y’ +3y x°

Ux(x,y) =3x° —/—3y2, Vy(x,y) =3x° +3y2
Ux-Vy=0, 0 = 0, true
Uy(x,y) =6 xy, VX(X,y) =6 Xy
Uy +Vx=0, 12 x y = 0, false
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Boylece, Cauchy-Riemann denklemleri xy=0 ya da x=0 veya y=0 icin
saglanir. Bu noktalarin kiimesi agik olmadigindan f fonksiyonu higbir yerde analitik
degildir.

3.3. Harmonik Fonksiyonlar

#(x,y), AcC Dbolgesi tizerinde tamml iki degiskenli ve reel degerli bir

fonksiyon olsun. Eger ¢ fonksiyonu A kiimesinde ikinci mertebeden siirekli kismi
turevlere sahip ve

Prx(X,Y) + By (x,y) =0
Laplace denklemini sagliyorsa, ¢(x,y) fonksiyonuna A kimesinde harmonik
fonksiyon denir. Harmonik fonksiyonlar uygulamali matematik, miihendislik ve
matematiksel fizik alanlarinda 6nemli yer tutar. Bu fonksiyonlar sabit sicaklik

durumunu, iki-yonlii elektrostatik ve ideal sivi akimini igeren problemlerin

¢OzUminde ortaya ¢ikar.

Teorem 3.3.1. f(x+iy)=u(x,y)+iv(x,y), A kumesinde analitik bir fonksiyon

olsun. Bu taktirde u ve v fonksiyonlar1 A klimesinde harmoniktir (Palka 1991).

Tamm 3.3.2. u(x,y), D tanim kiimesinde harmonik bir fonksiyon olsun. Eger u ve v
fonksiyonlar1 D bolgesinde Cauchy-Riemann denklemlerini saglayacak sekilde bir
v(x,y) harmonik fonksiyonu bulunabiliyorsa, v fonksiyonuna u fonksiyonunun

harmonik eslenigi denir. Bu durumda f(X+1iy)=u(x,y)+iv(x,y) fonksiyonu D de

analitik olur (Palka 1991).

Ornek 3.3.3. u(x,y) = x* - y* fonksiyonunun harmonik oldugunu gdsteriniz.

> U:="U:x:="Xx"1y:="y":U:=proc(x,y) x"2-y~2 end:
TUxx(x,y) " =diff(U(x,y),x$2), Uyy(x,y) =diff(U(x,y),y$2);
print(" Uxx+Uyy=0",0=diff(U(x,y),x$2)+diff(U(x,y),y$2),
evalb(0=diff(U(x,y),x$2)+diff(U(x,y),y$2)));

Uxx(x,y) =2, Uyy(x,y) = -2
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Uxx + Uyy=0, 0 =0, true

Teorem 3.3.4. u(X,Yy), (X,,Y,) noktasmnm bir ¢ -komsulugunda harmonik olsun. Bu
takdirde, f(x+iy)=u(x,y)+iv(x,y) analitik fonksiyon olacak sekilde bu
komsulukta tanimli v(X, y) harmonik eslenik fonksiyonu vardir (Palka 1991).

Ornek 3.35. u(x,y)=xy*—x’y harmonik fonksiyonunun v(x,y) harmonik
eslenigini bulunuz.

>U:=proc(x,y) x*y~3 - x~3*y end: " Ux(x,y)" =diff(U(x,y),x),

“Uy(x,y) " =diff(U(x,y),y);Vx(x,y):=-diff(U(x,y),y);

'V(x,y)'=int(Vx(x,y),x)+9(y); Vy(x,y)=",diff(U(x,y),x)=diff(V(x,y),y);

“g(y)=int(g'(y)) =int(y~3,y);'V(x,y)'=int(Vx(x,y),x)+(y"4)/4;

Ux(x,y) =y’ =3y, Uy(x,y) =3 xy° —x°
Vx(x, y) := —3xy2 +x°

3 1
V(x, y) = —Exzy2 +Zx4 +g(y)

d
Vy(x,y)=,y> —3x°y = —3x2y+w gly)

g(y)=int(g'(y)) = = y*

A=

Vi y) ==+ 25+ 1y
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4. TEMEL FONKSIYONLAR

Bu boliimde kompleks sayilarda tanimli {istel, logaritma, trigonometrik ve ters
trigonometrik gibi kompleks degerli fonksiyonlar tanimlanacak. Daha sonra bu
fonksiyonlarin bazi 6zellikleri ve belli kiimelerin bu fonksiyonlar altindaki resimleri

Maple programi kullanilarak gosterilecek.

4.1 Kompleks Ustel Fonksiyon

n

Herhangi bir x reel sayisi i¢in e* = Z:_Ox—l oldugundan y reel sayisi igin
- n

i 0 (Iy)n y2 y4 . y3 y5 ..
eV — =12 +Z .. 4] ——+4+——---|=COSY+1SIn
20 n! 20 4 y 3 5 y y

olur. Buna gore e sayismin z = X+1iy kompleks (ssl

e’ =" =e*e¥ =e*(cos y +isin y)
bigiminde yazilabilir. Boylece, kompleks sayilardan kompleks sayilara f(z)=¢’
seklinde bir fonksiyon tanimlanmis olur. Buna kompleks iistel fonksiyon denir ve
f(z)=e’ bi¢iminde gosterilir. Eger z bir reel say1 ise bu fonksiyon reel iistel

fonksiyon ile ¢akigir.

Teorem 4.1.1. f(z)=e’ fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglar.
i) f'(z)=¢’ i) f(z+w)=1(z)f(w)
i) f(z2)=1<z=2n v)f(z)=f(Wsz=w+2nzi, neZ
Teoremin (ii) nin dogrulugunu Mapple programi yardimiyla gosterelim.
>x:="x"1y:="y:1z:="Z":wl:=evalc(exp(x[1]+I*y[1])):
w2:=evalc(exp(x[2]+I*y[2])):w3:=wl*w2:exp(z[1])*exp(z[2])=w3:
w3:= evalc(wl*w2): exp(z[1])*exp(z[2])=w3:w3:=expand(w3):
exp(z[1D*exp(z[2])=w3;z4:=(X[1]+I*y[1]D)+(X[2]+I*y[2]):
w4 :=exp(z4):exp(z[1]+z[2])=w4:w4:=evalc(exp(z4)):exp(z[1]+z[2])=w4;
w4 :=expand(w4,trig):exp(z[1]+z[2])=w4;
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exp(z[1]+z[2])=exp(z[1])*exp(z[2]);evalb(expand(w3=w4)):

z z X X X X
ele’=e! cos(yl) e’ cos(yz) —e! sin(yl) e’ sin(yz)
X X X X

+Ie’ sin(yl) e’ cos(yz) +Ie’ cos(yl) e’ sin(yz)

z +z X, +X X, +X
1 2

e e’ zcos(y1+y2)+Ie1 Zsin(y1+y2)

z +z X X X X
el “Z=e lcos(yl) ezcos(yz)—e 15in<y1) ezsin(yz)
X X X X

+1e’ sin(yl) e’ cos(yz) +Ie’ cos(yl) e? sin(yz)

Ornek 4.1.2. z, =2 +i(Xr + 2krz) olmak Uzere k=0, 1, 2, 3 igin w, =e* degerlerini

bulunuz.

>Z70:=5/4+1*11*Pi/6:for k from O to 3 do
exp(Z0+I*2*Pi*k)=evalc(exp(Z0+I*2*Pi*k));od;

S
~
~
~
ENI[&

476 " 1 % 1
e —Ee V3 —=1Te

5 23 5 5
476 "1 4 5 1,4
e
2
Feg %h Lo
e —
)
$efie sh Lo
€ 2 €

4.2 Kompleks Logaritma Fonksiyonu

Herhangi bir t pozitif reel sayisinin logaritmasi e® =t denklemini saglayan S

degeri oldugu reel analizden biliniyor. Benzer sekilde, sifirdan farkli herhangi bir
zeC sayisinin logaritmasi, €" =z esitligini saglayan w kompleks sayisi olarak

bakilabilir. Ancak, e€® =t esitligini saglayan bir tek s reel sayis1 olmasina ragmen,
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Teorem 4.1.1 geregi e" =2z esitligini saglayan sonsuz ¢oklukta w kompleks sayisi
meveuttur. Ornegin, e" =1 esitligi k=0, T1,... olmak lzere w=2kzi sayilar1 icin
saglanir. Yani, her bir w=2kzi sayisi 1 sayisinin bir kompleks logaritmasidir. Bunu

tek ¢ozlime indirmek istiyoruz. w=1In|z|+iArgz sayisini goz oniine alalim.

w In|z|+i Argz i1Argz

e" =e =|z]e =2
olup bu ise z sayismnin bir logaritmasinin W oldugunu gdsterir. w sayisinin bu degerine
z sayisiin esaslt logaritmast denir ve Logz ile gosterilir. BOylece, z € C\{0} sayisi
icin
Logz=In|z|+iArgz
olur. Dikkat edilirse, Argz degerinin tek degerli oldugundan Logz degeri de tektir.
Boylece f(z)=Logz, C\{0} kiimesinden {w:—-z <Imw <z} seridi {izerine bire-
bir bir fonksiyon tamimlar. Eger z=X pozitif bir reel say1 ise bu fonksiyon bilinen
Logx=Inx fonksiyonudur. z sayisinin keyfi bir logaritmas1 e =z=e"%
denklemini saglayan w degeri oldugundan Kk bir tam say1 olmak iizere,
w=In|z|+iargz=In|z|+i(Argz+2kr)

bicimindedir. Bu esitligi saglayan w degerlerinin her birine z sayisinin logaritmast
denir ve

logz=In|z|+iargz=In|z|+i(Argz+2kz); keZ
biciminde gosterilir. argz ¢ok degerli oldugundan, bir kompleks saymin logaritmasi
sonsuz ¢oklukta degere sahip olup ardisik degerler birbirlerinden 2zi kadar fark

ederler.

Ornek 4.2.1. Log(1+i) ve log(1+i) degerlerini bulunuz.
> w:="w":w:=evalc(log(1+I)): " Log(1+I)" =w;

1 1
Log(1+I)=—=—1In(2) +—1
g(1+1I) 5 (2) Rk

>w:='w"w:=log(1+I)+I*2*Pi*n:w:=evalc(log(1+1I))+I*2*Pi*n: log(1+I) =w;

log(1+1) =%ln(2) +%I7r—l—2[n:n

Ornek 4.2.2. Log(-e) ve Log(-1) degerlerini bulunuz.
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> w:='w":w:=log(-exp(1)):w:=evalc(log(-exp(1))): Log(-e) =w;
Log(-e) =1 +1n
> w:='w"w:=log(-1):w:=evalc(log(-1)): "Log(-1) =w;

Log(-1)=1n

Ornek 4.2.3. Log(z,2,) # Logz, + Logz, oldugunu gosteriniz.

>z:="7"121:=-sqrt(3)+1:z2: =-1+1*sqrt(3):z[1]=21,z[2]=22;
wl:=log(zl)+log(z2):log(zl)=evalc(log(z1)),log(z2)=evalc(log(z2));
Log(z[1])+Log(z[2])=w1;wl:=evalc(wl):Log(z[1])+Log(z[2])=w1;z3:=2z1%*Z2:
w3:=log(z3):Log(z[1]*z[2])=w3;z4:=evalc(z3):w4:=log(z4):w4:=evalc(w4):
Log(z[1]*z[2])=w4,Log(z[1]*z[2])=w4;wl=w4;evalb(wl=w4);

z,=-V3 +1,z,=-1+1/3
in(-J3 +1) =ln(2)+%[n:, in(-1+13) =/n(2)+%[7z

Log(zl) —/—Log(22) =in(-V3 +1)+in(-1+1J3)

Log(zl) +Log(zz) =21In(2) +%I T

Log(z, z,) =In((-V3 +1) (-1+1J3))

1

Log(z; 2,) =21In(2) =3 I m, Log(z,2,) =2 In(2) =< I =

1

22 +31n=2m2) -1 12
2 2

false

4.3. Kompleks Usler

a pozitif bir reel say1 ve b herhangi bir reel say1 olmak iizere a’ sayismin

a® =e”"® biciminde tanimlandig: biliniyor. Benzer sekilde, z sifirdan farkli ve A

herhangi bir kompleks say1 olmak iizere z sayisinin esasli A kuvveti

A AlLogz

" =€
biciminde tamimlanir. Béylece f(z)=z"*, C\{0} kiimesinden kompleks sayilara bir

fonksiyon tamimlar. z* sayismin biitiin degerleri istenildiginde z* =e** dikkate
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alinir ve logz degerine bakarak z*sayisinin sonsuz g¢oklukta degerinin oldugu

soylenebilir.

Ornek 4.3.1. V1+i ve (-1)' sayilarinin esas degerini bulunuz.

> w:="whiwi=exp((1/2)*log(1+I1)):(1+I)~(1/2)=w:w:=evalc(w):
(1+D)N(1/2)=w;w:=exp((1/2)*evalc(log(1+I))):(1+1)"(1/2)=w;
w:=evalf(w):(1+ )N (1/2)=w;

J1+1 =%\/2+2J7 +%I\/ 24202

1

In(2)+=1In
8

ENIEN

JV1+1 =e

Vv1+1 =1.098684113 + 0.4550898607 I

> w:="'whiw:=(-1)NL:w:i=exp(I*log(-1)):(-1) N =w;w:=evalf(w):(-1) =w;
(-1)=e”

(-1)'=0.04321391825

1 i
Ornek 4.3.2. 2(9 50] ifadesinin esas degerlerini bulunuz.
>c:='c":.C:="C:wi="W"z:="2"12:="2".12:=2:C:=1/9+1/50:w:=Z"C:z"c=w;
w:=exp(C*log(2)):z~c=w; w:=evalc(w):z c=w;w:=evalf(w):z c=w;

é+51—01 [é+51—oljln(2)
=2 F=e

¢ =219 cos i/n(Z) +12%9 sin i/n(z)
50 50

Z£=1.079955957 + 0.01497232768 I

1
2(§+%]
>n:='n":z:='2":1Z:="Z2":Z:=n->evalf(exp((1/9+1/50)*(log(2)+2*Pi*I*n))):

z[n] = exp((1/9+1/50)*(log(2)+2*Pi*I*n));for n from -1 to 1 do print(Z(n)) od;

(i+i1] (In(2) +2Ixn)
_ 19750
z =e

ifadesinin diger bazi1 degerleri sunlardir:

0.9489822980 — 0.7741286217 1
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1.079955957 + 0.01497232768 1
0.7211126821 + 0.6223223308 1

Simdi bu degerleri diizlemde gdsterelim.

> pts:=[[Re(Z(j)),Im(Z(j))]1$j=-9..9]:plot(pts,x=-2..3, title="2"(1/9+1/50)
sayisinin bazi degerleri.”, scaling=constrained,labels=["x","y"], style=point,
symbol=circle,tickmarks=[5,4],view=[-2.0..2.6,-1.5..2.6]);

2819+ 500 sayisinin bazi
degerlari,

2_

Sekil 4.1

Ornek 4.3.3. (i%)" ve i* ifadesinin degerlerini bulunuz.
>c:='c":C:="Ciwi='whz:="2"12:="2"12: =1"2:C:=I:w:=Z"C:
zNc=w;w:=exp(C*log(Z)):z"c=w;w:=evalf(w):z c=w;

F£=(-1)1  F=e™ 7£=0.04321391825
ve
> c:='c":C:="Chiw:i='whz:='2"Z2:="2"1Z:=1.C: =2*L:w:=Z"C:
zNc=w;w:=exp(C*log(Z)):z c=w;w:=evalf(w):z c=w;

Z£=r! F=e" 2=0.04321391825

Bu iki sayinin diger bazi degerleri asagida verilmistir.
>Z1:=n->evalf(exp(I*(log(In2)+2*Pi*I*n))):
Z2:=n->evalf(exp(2*I*(log(I)+2*Pi*I*n))):
Z1s:={[Re(Z1(j)),IM(Z1())]$j=-2..1}:(i*2)~i=Z1s;
72s:={[ Re(Z2()),Im(Z2(j))1$j=-2..1}:i~(2*i)=2Z2s;
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i
(P) ={[12391.64787 0.], [23.14069264, 0.], [0.04321391825
0.1, [0.00008069951747 0.1}

2" ={10.04321391825 0.1, | 3.553321298 10°, 0.],

[12391.64782 0.1, | 1.507017272 107, 0.}

4.4. Trigonometrik Fonksiyonlar ve Ozellikleri

teR icin daha 6nce e =cost+isint ve e =cost—isint oldugunu
gormiistiik. Bu iki esitlikten

cost=1(e" +e™) ve sint=21(e" —e ™)
ozdeslikleri elde edilir. Bundan faydalanarak herhangi bir z kompleks
say1isinin cosiniisii ve sintisti

iz —i

+e 2 ~ i (-1)" 720 plz _g7iz ~ i (-1)" 720+
n=0

CO0SZ = 5 ve Sinz=

(2n)! 2i ~= (2n+1)!
olarak tanimlanir. Boylece f(z)=cosz ve f(z)=sinz kompleks sayilardan

kompleks sayilara bir fonksiyon tanimlar.

sin z cosz .
tanz=——; (cosz #0),cotz=——; (sinz #0),
c0sz sinz

olarak tammlanirsa tanjant ve cotanjant fonksiyonlari benzer sgekilde

tanimlanir.

Ornek 4.4.1. Herhangi bir n tamsayisi i¢in cosz=0 ise z=(n+1)7 oldugunu

gosteriniz.
> x:='x"1y:="y":cos(x+I*y)="0";evalc(cos(x+I*y)) ='0";
eqgns:={cos(x)*cosh(y)=0,-sin(x)*sinh(y)=0}:
eqgns;solset: =solve(eqns,{x,y}):solset;
cos(x+Iy)=0

cos(x) cosh(y) —Isin(x) sinh(y) =0
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{cos(x) cosh(y) =0, -sin(x) sinh(y) =0}

X=_én/y=0]/ |X=%n/y=0}/ {y=%1’nlx=0

X ve y degerleri reel sayr oldugundan bu ¢0zlimden, sadece x=7%, y=0 ve
x=-%, y=0 coziimleri gecerlidir. Diger ¢oziimler, buradaki x degerlerine nrx

ekleyerek elde edilir.

Ornek 4.4.2.
cos(x+1iy) =cosxcoshy—isin xsinhy

Sin XCOSX i sinh'y coshy
cos” x+sinh*x  cos® x+sinh? x

tan(x +iy) =

[sin(x+iy)| = Jcosh? y—cos? x

oldugunu gosteriniz.
> cos(x+1y) " =evalc(cos(x+I*y)); sin(x+Iy) =evalc(sin(x+I*y));
“tan(x+1y) " =evalc(tan(x+I*y)); " |sin(x+1Iy)| =evalc(abs(sin(x+I*y)));
" |sin(x+1y)| " =simplify(evalc(abs(sin(x+I*y))));
sin(x+1Iy) = sin(x) cosh(y) +1I cos(x) sinh(y)
)

sin(x) cos(x n I sinh(y) cosh (y)

)2

tan(x+1Iy) = > > >
cos(x)® +sinh(y) cos(x)® +sinh(y

|sin(x+1y)| = \/sin(x)2 cosh(y)z + cos(x)2 sinh(y)2

|sin(x+1y)| = \/cosh(y)z - cos(x)z

Ornek 4.4.3. f(z) =cosz fonksiyonunun tirevinin f’(z) =sinz oldugunu gosteriniz.
>f:="f""F:="F':p:='p":P:="P:1z:='2":1Z:="Z":f:=z->cos(z):
F:=series(f(Z),Z2=0,12):P:=convert(F,polynom):p:=z->subs(Z=z,P):

“f(z) =f(z), f '(z)" =diff(f(z),z); p'(z) =diff(p(z),z);
g:=z->sin(z): " g(z)" =series(g(z),z=0,12); f '(z2)=-9(2) " ;
f(z) =cos(z), f'(z) = -sin(z)

p'(z) = —z+iz3— 1 z + L z7—;zg
6 120 5040 362880
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g(z)=z—iz3+ Ty p— z7—/——1 2°
6 120 5040 362880
_ 1 A1 O(le)
39916800
f'(z)=-9(z)

4.5. Ters Trigonometrik Fonksiyonlar

Tanmm 4.5.1. S={z| x|<%;, x=% ve y<0, x=-% ve y=>0} olmak lizere komp-

leks dizlemin her bir w sayisi i¢in sinz=w denklemini saglayan bir ve yalniz bir

zeS vardir. Bu z sayisina W sayisinin esasli arcsinisii denir ve arcsinw ile
gosterilir. f(z)=arcsinz ile gosterilen f:C— S fonksiyonuna esasli arcsiniis kisaca

arcsinis fonksiyonu denir.

Simdi verilen w e C sayis1 i¢in
sinz=——=w 4.1
oi (4.1)

denklemini saglayan yegane z € S sayisini bulalim. (4.1) esitliginin her iki yani el

ile ¢arpilip elde edilen ikinci derece denklemi ¢ozuliirse
e = F1-w? +iw
bulunur. Bu bize (4.1) denkleminin — 7 < Rez <Z bagintisini saglayan
z, =—iLog §1-w* +iw , z,=—ilLog imﬂw_
gibi iki ¢ozlimiiniin oldugunu gosterir. Coziimiin tekligi bunlardan birinin S
bolgesinin disinda olmasini gerektirir. Gergekten | Rez, [> 7 oldufundan z; €S
(4.1) denkleminin yegane ¢ozimudur. O halde
arcsinw=—i Log §1-w* +iw_ (4.2)
dir. (4.2) yardimiyla baz1 sayilarin Arcsiniisiinii hesaplayabiliriz.

Arcsinl= % : Arcsin(—%) = —%, Arcsini = —iLog(-1++/2)
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Ornek 4.5.2. arcsin~/2 degerini bulunuz.
>w:='w' z:="2"s Z2:="2"1Z 1= sqrt(2):
w:=-I*log(I*Z+(1-Z2"~2)"(1/2)): -I*log(I*z+(1-z"2)™N(1/2))=w:
w:=evalc(w):-I*log(I*z+(1-z"2)™N(1/2))=w:w:=arcsin(Z):
“arcsin(z) =w;w:=evalc(w): "arcsin(z) =w;

arcsin(z) = arcsin(ﬁ)

arcsin(z) = é n—I/n(l +\/7)

Ornek 4.5.3. Arcsin(1+i) ifadesinin esas degerini bulunuz.

>"arcsin(1+I) ° = evalc(arcsin(1+1)); "arcsin(1+I) * = evalf(arcsin(1+1));

1
2

arcsin(1+1) = arcsin( % \/?

J(§m 3

arcsin(1+1) = 0.6662394325 + 1.061275062 I

1 1
+IIn|l=V5 +=
] 2 2

Tanmm 4.5.4. S={z| x|<%;, x=% ve y<0, x=-% ve y=>0} olmak lizere komp-
leks dizlemin her bir w sayisi igin sinz=w denklemini saglayan bir ve yalniz bir
zeS vardrr. Bu z sayisina W sayisinin esasli arcsintsi denir ve arcsinw ile
gosterilir. f(z) =arcsinz ile gosterilen f:C — S fonksiyonuna esas/: arcsiniis kisaca

arcsinus fonksiyonu denir ve

arccosz = —ilog‘ +iV1-2z° K

esitligi ile verilir.

Tanmmm 4.55. T={z=Xx+iy|X|<%;z=2%2} olmak Uzere kompleks dizlemin Fi

degerlerinden bagka biitiin w sayilar1 i¢in tanz = w denklemini saglayan bir ve yalniz

bir zeT sayist vardir. Bu z sayisia w sayisimin esaslt arctanjanti denir ve arctanw

ile gosterilir. f(z)=arctanz ile gosterilen f: C \{Fi} ->T fonksiyonuna esasl:
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arctanjant kisaca arctanjant fonksiyonu denir. Arcsinz fonksiyonunda oldugu gibi
ze C\{Fi} icin

arctanz = 1 Log(“—!zj
2 1-iz

oldugu goriiliir.
4.6. Konform Doniisiimler

Bu kesimde, bir noktada acilari Olgiisiinii ve yoniinii koruyan fonksiyonlarin

goriintii kiimelerinin Maple yardimiyla bulunmasiyla ilgilenilecek.

Tamm 4.6.1. w= f(z) fonksiyonu z, noktasindan gecen yonlendirilmis iki egri
arasindaki acinin Olgiisiinii ve yoniinii koruyorsa f fonksiyonuna z, noktasinda
konformdur denir. Eger her z € B noktast i¢in f konform ise f fonksiyonuna B

bblgesinde konform doniisiim denir (Nehari 1952).

Teorem 4.6.2. f, B bolgesinde analitik bir fonksiyon ve z,, B bolgesinde bir nokta

olsun. Eger f'(z,) =0 ise f fonksiyonu z, noktasinda konformdur (Nehari 1952).

Ornek 4.6.3. w= f(z)=cosz fonksiyonunun i noktasunda konform oldugunu
gosteriniz. o =arg f'(z) donme agisin1 bulunuz.

> fi='f1z:="2"12:="2":f:=z->cos(z) :df: =diff(f(Z),2) : Df: =z->subs(Z=z,df):
‘f(z)‘ =f(Z),‘f '(Z)‘ =Df(Z),f1=Df(I) ‘f ‘(I)‘ =f1,‘ donme acisi A =argument(f1);
f(z) = cos(z), f'(z) = -sin(z)

f'(I) = -1 sinh(1), donme acisi = —% n

Ornek 4.6.4. f(z)=(3-4i)z+6+2i doniisiimii altinda birim dairenin resmini

bulunuz.
> fi="f""F:='F:z:='2":f:=z->(3-4*1)*z+6+2*1: " f(z) " =f(z);
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F:=z->subs(Z=z-1-1,f(Z)):conformal(F(Re(z)*exp(I*Im(z))),

z=0.01..1+I*2*Pi,grid=[10,10],numxy=[333,333],

scaling=constrained,labels=["u", v ],view=[-6..4,-2..8]);
f(z) =(3—-41)z+6+21

\:@.,a 0 ////"%j\
N 2N

Sekil 4.2

Tamm 4.6.5. a,b,c ve d kompleks sayilar ve ad# bc olmak Uzere

az+b
cz+d

w=S(z)= 4.3)

fonksiyonuna Moébius doniisiimii veya lineer kesirsel doniigim denir. Eger (4.3)

ifadesinden z gekilirse w = < olmak Ulizere ters doniisiim

—dw+b
cwW-—a

z=S"(w)=
bigiminde verilir. Eger S(z;) =w,;,5(z,) =w, ve S(z3) = w; degerleri bilinirse lineer

kesirsel doniisiimiin tek olarak hesaplanmas1 miimkiindiir.

Teorem 4.6.6. z,,z, ve z, gibi li¢ farkli noktayi, sirasiyla, w,,w, ve W, gibi U¢

farkli nokta Uizerine resmeden tek bir lineer kesirsel doniisiim vardir. Bu dOniisiim

2-22,-2 _ W—W W, — W (4.4)
1-2,2,-2, W—W, W,—W,
kapal ifadesiyle bellidir. Ozel olarak eger z, =« ise (4.4) ifadesi

2-2 _W—W W, — W,
2,7, W—W, W, —W,

bicimine, w, =0 ise (4.4) ifadesi
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2-2, 2,2, _ W-W,
1-2,2,-2, W,—W,

bi¢imine doniisiir (Baskan 1996).

Ornek 4.6.7. w=S(z) lineer kesirsel doniisiimiinii; z =-i,z,=1 Ve z3=i
noktalarmi sirastyla w; =—-1,w, =0 ve w; =1 noktalar1 {izerine resmedecek sekilde

olusturunuz.
>wi='whwl:='wl:w2:='w2":w3:='w3":1z:="'2"1z1:="21":22:="22":23:="23":s: ='s":
formula :=(z-z1)*(z2-2z3)/(z-z3)/(z2-z1)=(w-w1)*(w2-w3)/(w-w3)/(w2-w1):
S:='S":'W:="W"Z:="Z":formula: =subs({z=2Z,w=W3},formula):
z1:=-1:z2:=1:23:=I: wl:=-1:w2:=0:w3:=1:sol:=solve(formula,W):
S:=z->subs(Z=z,s0l): "w=S(z)" = S(z);

Iz+z—-1-1

w=S5(z) =
(@) Iz—z—-1+1

Ornek 4.6.8. w=5(z) = |(11;z) doniistimiiniin |z|<1 birim dairesini bire-bir ve 6rten
+2

olarak Im(w) > 0 {ist yar1 diizlemine resmettigini gosteriniz.

Once S(z)='%2  fonksiyonunun bire-bir oldugunu gostermek igin ters

1+z

fonksiyonun bulunmasmdan faydalanacagiz. Ortenlik icin i¢ ice cemberler ve radyal

dogrularin resimlerini kullanacagiz.
>fi="f'1s:="'s""w:='w'"iz:="2":f:=z->1*%(1-2)/(1+2): "'w=S(z) =f(2),
*z" =solve(w=f(z),z);conformal(f(Re(z)*exp(I*Im(z))),z=0.01..1+I*2*Pj,
labels=["u", v ],tickmarks=[7,4],grid=[10,10],numxy=[325,325],

scaling=constrained,view=[-3..3,-2..4]);
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Sekil 4.3

(L-i)z+2

Ornek 4.6.9. W:S(z):(1 212
+i)z+

doniigiimiiniin; |z+1|<1 dairesini bire-bir ve

orten olarak Im(w) > 0 iist yar1 diizlemine resmettigini gosteriniz.

Onceki 6rnekte oldugu gibi, S(z) fonksiyonunun bire bir oldugunu gdstermek

icin ters fonksiyonu bulalim.
>s:='s"1S:='S"w:="Ww"z:="2":1S:=z->((1-I)*z+2)/((1+I)*z+2):
‘w=S(z) =S(z)," z" =solve(w=S(z),2);

G-nz+2 ,_ _2(w-1)
(1+1)z+27 w+Iw—1+1

w=5(z) =

Sonra ¢ember Uzerinde z,,z, ve z, gibi ti¢ farkli noktanin, S(z) fonksiyonu

altindaki resimleri sirasiyla, W, ,w, ve w, olsun.
>wi="'whiwl:='wl':w2:='w2"':1w3:='w3":z:="'2":1z1:="21":22:="22":23: ="23":
z1:=-2:22:=-1-1:23:=0:wl:=-1:w2:=0:w3:=1:z[1]=2z1, z[2]=22,z[3]=23;
s(z[1])=S(z1),s(z[2])=S(z2),5(z[3])=S(z3);w[1]=w1,w[2]=w2,W[3]=W3;
z, = —2,22= -1 —I,z3=0

s(zl) = —1,5(22) =0, 5(23) =1

W1=—1,W2=0,W3=1

Daha sonra |z+1|<1 dairesinin w=S(z) altindaki goriintiisiinii bulmak i¢in |z|<1
dairesinin w=S(z-1) altindaki goriintiisii bulmak yeterli olacaktir.

>g:='g":S:='S"1z:="2"172:="'2":S:=2->((1-1)*z+2)/((1+I)*z+2):

g:=z->subs(Z=z,5(Z-1)): " g(z)  =9g(z);conformal(g(Re(z)*exp(I*Im(z))),
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z=0.01..1+1*2*Pj,labels=["u", v ],tickmarks=[7,4],grid=[10,10],
numxy=[125,125],scaling=constrained,view=[-3..3,0..3]);

(1 —-1)(z—1) +2
(1 +1)(z—1) +2

g(z) =

Sekil 4.4

Bdylece, |z+1]|<1 dairesinin resminin Im(w) > 0 ist yar1 diizlem oldugu goriiliir.

Ornek 4.6.10. |z-2|=2 ¢emberinin icinde ve |z-1|=1 ¢emberi disinda yer alan hilal
seklindeki bolgeyi yatay bir serit iizerine resmeden lineer kesirsel doniisiimiini

bulunuz.

Once dis c¢ember iizerindeki z, =4, z,=2+2i ve 2z,=0 noktalarmin

goruntilerini sirastyla w, =0, w, =1 ve W, = olacak sekilde lineer kesirsel doni-

stimiinii bulalim.
>wi='whiwl:i='wl:w2:='w2":w3:='w3":1z:="2"121:="21":122:="22":23:="23":
s:='s": S:='S"W:="W".Z:="Z".formula:=(w-w1l)/(w2-wl)=
(z-z1)*(z2-z3)/(z-2z3)/(z2-z1): formula:=subs({z=Z,w=W?},formula):z1:=4:
z2:=24+2*1:23:=0:w1l:=0:w2:=1:w3:=infinity:
sol:=expand(solve(formula,W)):S:=z->subs(Z=z,sol): "w=S(z) " =5(2);

w=5(z) = -1+ 4Z—I

Simdi ayni lineer kesirsel doniigiimiin igteki ¢ember iizerindeki z,=1-1,
Z. =2, Zy=1+1 noktalarmi swrasiyla W, =-2+1, W, =1, W, =2+1 noktalarina
doniistiirdiiglinii gérelim.

> z4:=1-1:25:=2:26:=1+1:2[4]=24,z[5]=25,2[6]=26; w=s(z) " =S(z);
s(z[4])=S(z4),s(z[5])=S(25),s(z[6])=S(z6);



53

- - - —s(z) = 41
z,=1 —I,z5—2,26—1 +I, w=s(z) = -1 + 2
5(24) =-2+1, 5(25) =1, 5(26) =2+1
e A P
Boylece istenilen doniisiimiin S(Z) = —1+— oldugu goriiliir. Bu déniisiimiin
z

ters doniistimii;
> sol:=solve(formula,z): z=T(w)" =subs(W=w,sol);

41

z=T(w) = 1

dir. Simdi T(w) = ters doniisiimiiniin {W:0 < Imw <1} yatay seridini hilal
seklindeki bdlge tlizerine konform olarak doniistiirdiigiinii gosterelim.
>T:="Thw:="W:T:=w->4*I/(I+w):
conformal(T(w),w=-26+1*0.01..26+1*0.99, title="z=4i/(i+w)",
labels=["x", y"], tickmarks=[5,5],grid=[150,10],
numxy=[725,725],scaling=constrained,view=[-2..2,-2..2]);

5 z=4ifli+w)
27 ” r J.l
 —— |y| ] -‘q:l.":l-ij.!
e }-fl"'\\""f/y
e e e e e e e
) 0 2 0 —
x 1 TrE LA
e
24 _2- £ t ‘ln
Sekil 4.5

4.7. Temel Fonksiyonlar1 Bulunduran Déniisiimler

Bu kesimde daha 6nce incelenen temel fonksiyonlar ve onlarla elde edilen bileske
fonksiyonlar ile yalinkat analitik ve yalinkat harmonik fonksiyonlarda énemli yere

sahip olan bazi fonksiyonlarin doniisiim 6zellikleri tizerinde durulacak.
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Ornek 4.7.1. f(z)=e’ doniisimi altimda R={(X,y):-1<x<1 ve —Z<y<Z
dikdortgeni ile U ={(r,0):0<r<1 ve 0<6#<2x} birim dairesinin resmini
bulunuz.
> fi="f"1z:="2".f:=z->exp(z): f(z) =f(z);conformal(f(z),
z=-1-1*Pi/3..1+I*Pi/4,grid=[10,10],numxy=[535,535],
scaling=constrained, labels=["u", v " ],tickmarks=[3,5],
view=[-1..3,-2.4..2]);
f(z) = €

Sekil 4.6

> fi="f""F:="F:z:="2":.f:=z->exp(z2): f(z) =f(2);
F:=z->subs(Z=2z,f(Z)):conformal(F(Re(z)*exp(I*Im(z))),
z=0..1+I*2*Pi,grid=[10,20], numxy=[535,535], scaling=constrained,
labels=["u *, v "],view=[-0.5..3,-1.5..1.5]);

f(z) = €

1,51
1 4
v ol
] £
0 A 5 (Frr iy,
R

—

-0,51
-1
-1,5-

Sekil 4.7
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el —
el +

Ornek 4.7.2. w=f(z)= doniisiimii, {X+1y:0<Yy <z} yatay seridinin

|w|<1 dairesi Uzerine bire-bir ve konform olarak doniistiirdiigiinii gosteriniz.

Once w= (e’ —i)/(e* +i) fonksiyonunun bire-bir oldugunu gostermek icin ters
fonksiyonun mevcut oldugunu gosterelim.
>f:='f'1g:='g"1z:="'2"12:="Z2":f:=z->(exp(2)-1)/(exp(z)+1):g:='g":i: ="i': Z:="Z":
sol:=solve((exp(Z)-i)/(exp(Z)+i)=w,Z):g:=w->log((I+I*w)/(1-w)):
"z" =subs(i=I,sol), g(w)" =g(w); g(f(z)) =simplify(g(f(2))),
“f(g(w)) " =simplify(f(g(w)));
z:In[—I (1+w) J,g(w) :In(I+IW ]

-1+w 1—w

9(f(2)) = In(e?), f(g(w)) = w

Simdi f(z) doniisiimii altinda yatay seridin resmini bulalim.
>fi="f"1z:="2":f:=z->(exp(z)-1)/(exp(z)+1): " f(z)  =f(z);conformal(f(z),
z=-6+1*%0.01..6+I1*3.14,labels=["u"," v' ], tickmarks=[3,3],grid=[27,10],
numxy=[177,177],scaling=constrained,view=[-1.2..1.2,-1.2..1.2]);

Z

f(z) = e —1I
e’ +1
2- b
Y !
\\\ / 7<)
v 1 R
L /s i s |
$F //! k\k\‘
-7 0 . 2 d _— 3
Sekil 4.8

Boylece, 0 <y <7 yatay seridin gorintisunun |w|<1 dairesi oldugu goriiliir.

Ornek 4.7.3. w=Logz déniisiimii; z-dizleminde A=C\{z=x-+iy:y=0, x<0}
kiimesini, w-duzlemindeki yatay {w:—z <Imw< 7} seridi lizerine bire-bir olarak

resmettigini gosteriniz.
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>"f(z)=log(z) " ;conformal(log(z),z=0.001-I*Pi/2..3+I*(Pi/2), grid=[10,10],
numxy=[160,160],scaling=constrained,labels=["u", v  ],view=[-2..2,-2..2]);
f(z)=log(z)

29 -
- "'-'_.-'_'-.
v 1 V/'"/f -{,—:;.-
;"/ ra v /;: ,,;,
0 (-
J3= I A 9= _o I ef i,j
| S
- PR
[
2 2

Sekil 4.9

Ornek 4.7.4. | z1<100 dairesinin w=Logz doniisiimii altindaki resmini bulunuz.
> fi="f": z:="2": f := z -> log(z):conformal(f(Re(z)*exp(I*Im(z))),
z=0.01-1*3.14..100+1*3.14, title="f(z)=log(z) *,grid=[8,8],numxy=[130,130],
scaling=constrained,labels=["u", v'], tickmarks=[5,5],view=[-4.7..4.7,-3.2..3.2]);

B

_ SigFlogiz)

A \\ .
I, 0 .\\ B
// (/% |

\\\

&

|’

\

\ \ Q\Q %) ] 42 2 4

N J B —

\\\ \\__ // _2_

\H'“:-reg_ -/"/ =34
Sekil 4.10

. 1+z . . L
Ornek 4.75. w=1f(z)=Log 1 doniisimii, |z|<1 birim  dairesini

{w: Imw|< 2} yatay seridi iizerine bire-bir ve konform olarak doniistiirdiigiinii

gosteriniz.

Onceki drneklerde kullanilan yontemi kullanalim.

>f:="f"1g:='g":1z:="2":Z:="2""W:="W".Z: ="Z":f:=z->log((1+2)/(1-2)):
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sol:=simplify(solve(f(Z)=W,Z)):g: =w->subs(W=w,sol): " f(z) " =f(z), g(w)
“=g(w), g(f(z)) =simplify(g(f(z)));conformal(f(Re(z)*exp(I*Im(z))),
z=0.001..0.999+1*2*Pi,labels=["u", v ],tickmarks=[7,3],grid=[10,17],
numxy=[177,177],scaling=constrained,view=[-3..3,-1.7..1.7]);

2 0w ==L, athtz)) =2

e’ +1

Sekil 4.11

Boylece, |z|]<1 birim daiiresinin f altindaki gorintiisinin {w: Imw|< 2} vyatay

seridi oldugu gorulur.

Ornek 4.7.6. f(z)=z/(1-12)* Koebe fonksiyonu altinda birim dairenin resmini

bulunuz (Goodman 1983).
>f:="f":"F:="F:z:="2"1f:=z->2Z/(1-2)"2: " f(2) " =f(2);
F:=z->subs(Z=z,f(Z)):conformal(F(Re(z)*exp(I*Im(z))),
2=0.01..0.99+I*2*Pj,grid=[13,13],numxy=[350,350],
scaling=constrained,labels=["u", v'],view=[-1.5..1.5,-1.5..1.5]);

Z

flz) = —%
(2) (1-2)?

Sekil 4.12
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Ornek 4.7.7. w= f(z):% doniisiimii, |z|<1 dairesinin st yar1 diizlemde kalan

kismini, {w:Im(w) >0} Ust yar1 diizlemi {izerine konform olarak doniistiirdiigiinii

gosteriniz.

Once, W= fonk3|yonunun bire-bir oldugunu gostermek i¢in uygun bir dalda

( 2

gecerli olan ters fonksiyonunu bulalim.
>fi="f1z:="2"1fi=z->(1+2)"2/(1-2)"2:g:="'g":w:="W":W:="W"Z:="Z":
sol:=solve(f(Z2)=W,Z):g:=w->subs(W=w,simplify(sol[1])):gfz: =g(f(z)):
gfz:=subs(sqrt((1+z)"2/(1-2)"2)=-(1+2)/(1-z),9fz):gfz: =simplify(gfz):
“w=f(z)" =f(z), g(w) =g(w), 9(f(2))" =gfz;

w= f(z)—M,g( w) =L *W”J_,g(f(z)) -2
(1-2)? -1+

Sonra goriinti bolgesini belirleyelim.
>fi="f1z:="2"1f1=z->(1+2)"2/(1-2)"2: " f(z)" =f(z);
conformal(f(Re(z)*exp(I1*Im(z))),z=0.001+I1*0.01..0.999+1*3.14,
labels=["u", v ],tickmarks=[5,3],grid=[17,17],numxy=[177,177],
scaling=constrained,view=[-4..4,0..4]);

(1+2)°

f(z) =
(z) (1-2)7?

—1 —0,5 [:' 0,

Sekil 4.13
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Ornek 4.7.8. w= f(z)=+z*—1 fonksiyonunun, |z|<1 birim dairesinin iist yarismn1
u=0, 0<v<1 dogru pargast hari¢ Imw> 0 iist yar1 diizlemi {izerine bire-bir olarak

doniistiirdiiglinii gosteriniz.

Onceki drnekte kullanilan teknikle bire-birligi ve goriintii bdlgesini gdsterelim.
>f:="f"1z:="2":fi=z->(z"2-1)N(1/2):g:="g":w:="W":W:="W"Z:="'Z";
sol:=solve((Z"2-1)~(1/2)=W,Z):g:=w->(Ww2+1)"(1/2):
g:=w->subs(W=w,sol[1]): " w=f(z) =f(z), g(w) =g(w),

“g(f(z)) " =simplify(g(f(z)),assume=positive);

w=f(z) =J 22 —1,g(w) =y 1 +wW?, g(f(z)) =z

>fi="f"1z:="2"1g:='qg"1z:="2"1Z:="2":f: =z->1*(1-z"2)"(1/2): " f(2)" =f(2);
conformal(f(z),z=-3.5+1*0.01..3.5+I*3.5,labels=["u", v ], tickmarks=[5,4],
grid=[10,10],numxy=[177,177],scaling=constrained,view=[-3.5..3.5,0..3.8]);

fz) =112

3 2 -1 0 1 2 3

Sekil 4.14

Ornek 4.7.9. f(z)=2z" doniigiimii altnda R={(x,y):-1<x<1 ve —-Z<y<i1}

kapal dikdortgeninin resmini bulunuz.
>f:="f1z:="2"1f:=2z->2~2:" f(z)" =f(z);conformal(f(z),z=-1-1*Pi/2..1+1*Pi/2,
grid=[20,20],numxy=[30,30],scaling=constrained,labels=["u", v'],
tickmarks=[3,5],view=[-3..1.5,-2.5..2.5]);



60

f(z) =2

Sekil 4.15

Ornek 4.7.10. f(z)=z+1/3Z° konform olmayan doniisiimii altinda kapali birim

dairenin resmini bulunuz (Duren 2004).
>fi="f""F:='F':z:="'2":fi=z->z+(1/3)*(conjugate(z"3)): "f(z) =f(z);
F:=z->subs(Z=z,f(Z)):conformal(F(Re(z)*exp(I*Im(z))),z=0.01..0.99+1*2*Pi,
grid=[8,13],numxy=[35,35], scaling=constrained,labels=["u", v'],
view=[-1.5..1.5,-1.5..1.5]);

1 —
f(z) =z+ = Z3
) 3

Sekil 4.16

Ornek 4.7.11. f(z):Re(ﬁj+élm(logi+—§j déniisiimii altinda acik birim

dairenin resmini bulunuz (Duren 2004).
>f="f"1F="F':z="2":fi=z->Re(z/(1-2))+I*Im(1/2*log((1+2z)/(1-2))):
“f(z)' =f(z);F:=z->subs(Z=2z,f(Z)): conformal(F(Re(z)*exp(I1*Im(z))),
z=0.01..0.99+1*2*Pi,grid=[13,20], numxy=[135,135],scaling=constrained,
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labels=["u ", v "],view=[-1..1,-1..1]);

z
11—z

f(z) = 5)?[ ) + % I argument( —ﬁj

Sekil 4.17

J harmonik Koebe doniistimii

(1-2)°

.. 153
Ormek 4.7.12. f(z)=Re| 2 3% |+iIm .
1-2)

altinda agik birim dairenin resmini bulunuz (Duren 2004).
>f:="f'F:="F:z:="2".f.=z->Re((z+(1/3)*z"3)/((1-2)"3))+I1*Im(Z/(1-2)"2):
“f(z) =f(z);F:=z-> subs(Z=z,f(Z)):conformal(F(Re(z)*exp(I*Im(z))),
z=0.01..0.99+I*2*Pi,grid=[13,13], numxy=[135,135],scaling=constrained,

labels=["u ", v "],view=[-1..1,-1..1]);

z+éz3
— 2 1 +I5

(1-2)°

f(z) =%

Sekil 4.18
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Ornek 4.7.13. w= f(z)=sinz doniisiimii; {z=x+iy:x|<Z} dikey seridini, w-
dizleminde u<-1, v=0 ve 1<u, v=0 1sinlar1 hari¢ butin kompleks dizlem

Uzerine bire-bir ve konform olarak doniistiirdiigiinii gosteriniz.
>f:='f"1z:="'2":f:=z->sin(z): " f(z) * =f(z);conformal(f(z),z=-Pi/2-
1*2.25..Pi/2+1*2.25,labels=["u", v ],tickmarks=[7,7],grid=[13,13],
numxy=[173,173],scaling=constrained,view=[-3.4..3.4,-3.4..3.4]);

f(z) =sin(z)

Sekil 4.19

Ornek 4.7.14. f(z)=sinz doniisiimii altinda reel ve imajiner eksenlere paralel

dogrularin resmini bulunuz.
>fi='f"1z:="2"1f:=z->sin(z): f(z)  =f(z);conformal(f(z),z=-Pi/2-1*2..Pi/2+I1*2,
grid=[13,13],numxy=[119,119],scaling=constrained,
labels=["u’, v ],view=[-4..4,-4..4]);
f(z) =sin(z)

Sekil 4.20
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Ornek 4.7.15. f(z)=sinz doniisiimii altinda |z|<1 dairesinin gorintii kimesini

bulunuz.
>f.="f"1F:="Fiz:="z":1f:=z->sin(z): " f(z) =f(z);F:=z->subs(Z=z,f(Z)):
conformal(F(Re(z)*exp(I*Im(z))),z=0.01..14+I*2*Pi,grid=[13,13],
numxy=[30,30],scaling=constrained,labels=["u", v'],view=[-1..1,-1.5..1.5]);
f(z) =sin(z)

1,54

\\\\&‘ //;///

Sekil 4.21

Ornek 4.7.16. w=f(z)=arcsinz  doniisiimiinin  ist yar1  diizlemi
{w]Rew|<Z,Imw>0} yart sonsuz serit lizerine konform olarak donistiirdiigiinii

gOsteriniz.
> f(z)=arcsin(z)" ;conformal(arcsin(z),z=-5+1*0.0001..5+I*10,
grid=[11,11],numxy=[101,101],scaling=constrained,labels=["u", v'],
view=[-1.7..1.7,0..3.4]);

f(z)=arcsin(z)

La

95}

e8]

iy

-3 -2 -1 0 1 2 3 24,5 -1 -05 0 o5 1 15

Sekil 4.22
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Ornek 4.7.17. f(z) = arcsinz doniisiimii altmda birim cemberin resmini bulunuz.
>f:="f"1F:="F':z:="'z":f:=z->arcsin(z): "f(z) =f(z);F:=z->subs(Z=z,f(Z)):
conformal(F(Re(z)*exp(I*Im(z))),z=0..1+I*2*Pi,scaling=constrained,
grid=[8,13],numxy=[80,80], labels=["u", v ],view=[-1.7..1.7,-1..1]);

f(z)=arcsin(z)

Sekil 4.23

Ornek 4.7.18. f(z)=arccosz doniisiimii altinda iist yar1 diizlemindeki eksenlere

paralel dogrularin resmini bulunuz.
> f(z)=arccos(z)" ;conformal(arccos(z),z=-Pi/2+1*0.0001..Pi/2+I*3,
grid=[11,11],numxy=[101,101],scaling=constrained,labels=["u’, v'],
view=[0..3.15,-2..0]);

f(z)=arccos(z)

2,54
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Sekil 4.24

Ornek 4.7.19. w=tanz ddniisiimii; |xI<Z dikey seridinin |w|<1 dairesi Uzerine

bire-bir ve konform olarak doniistiirdiigiinii gosteriniz.
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Bunun igin bileske fonksiyon 6zelliklerinden faydalanalim. Once, f,(z) =e'%*

fonksiyonu altinda | x I< £ dikey seridinin goriintiisii bulalim.
> z:='z":h:='h"th := z -> exp(I*2*z): " h(z) ° = h(z);conformal(h(z),
z=-Pi/4-1*2..Pi/4+1*2, labels=[" u’, v '], tickmarks=[3,5],grid=[27,27],
numxy=[17,17],scaling=constrained, view=[0..8,-4..4]);

h(z) =e’!?

Sekil 4.25

Sonra, elde edilen goruntu bdlgesinin g(z) = ££ doniistimii altinda goruntisind

1+z
bulalim.
> g:='g":f:="f"1z:="2":f:=z->tan(z): " f(z)  =f(2);
g:=z-> I*(1-exp(I*2*z))/(1+exp(I1*2*z)): conformal(f(z),
z=-Pi/4-1*2..Pi/4+1*2, labels=["u", v ],tickmarks=[3,3],grid=[17,17],
numxy=[177,177],scaling=constrained,view=[-1.1..1.1,-1.1..1.1]);
f(z) =tan(z)

Sekil 4.26
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Ornek 4.7.20. f(z)=tanz doniisimii altinda reel ve imajiner eksenlere paralel

dogrularin resmini bulunuz.
>fi="f"1z:="z":1fi=z->tan(z): f(z) =f(z);conformal(f(z),z=-Pi/2-1*2..Pi/2+1*2,
grid=[15,15],numxy=[250,250],scaling=constrained,labels=["u’, v'],
view=[-4.4..4.4,-4.4..4.4])
f(z) =tan(z)

Sekil 4.27

Ornek 4.7.21. f (z) =tan z déniisiimii altinda birim dairenin gorintusinii bulunuz.
> fi="f""F:='F:1z:="2":f:=z->tan(z): " f(z) =f(z);F:=z->subs(Z=2,f(2)):
conformal(F(Re(z)*exp(I*Im(z))),z=0..1+I*2*Pi,grid=[13,13],
numxy=[60,60],scaling=constrained,labels=["u", v'],
view=[-1.7..1.7,-1..1]);

f(z) =tan(z)

Sekil 4.28

Ornek: 4.7.22. f(z)=arctanzfonksiyonu altinda birinci bolgede eksenlere paralel

dogrularin resmini bulunuz.

> f(z)=arctan(z) " ;conformal(arctan(z),z=0.0001+1*0.0001..1.5706+1*3,
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grid=[11,11], numxy=[101,101],scaling=constrained,
labels=["u", v ],view=[0..2,0..1.6]);
f(z)=arctan(z)

00,2 0811,2 L6 T
Lk

Sekil 4.29

Ornek 4.7.23. f(z) = arctanz déniisiimii altda birim dairenin resmini bulunuz.
>f:="f"1F:="F':z:="'z":f:=z->arctan(z): " f(z) =f(z);F:=z-> subs(Z=z,f(Z)):
conformal(F(Re(z)*exp(I*Im(z))),z=0..1+I*2*Pi,grid=[13,13],
numxy=[80,80], scaling=constrained,labels=["u", v'],view=[-1..1,-1..1]);

f(z)=arctan(z)
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Sekil 4.30
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5. KOMPLEKS INTEGRAL

Bu bolimde kompleks fonksiyonlarin diizlemde egri boyunca integralinin her

tiirlii hesabinda Maple 9 programindan faydalanilacak.
5.1. Kompleks Integral

Tamm 5.1.1. a<t<b olmak lzere u(t) ve v(t) reel degiskenli fonksiyonlar1 igin

f(t) =u(t) +iv(t) olsun. [ f(t)dt integral

[ fmdt=[ uwdt+i[ vt

bigiminde tanimlanir. a <t <b i¢in U'(t) =u(t) ve V'(t) = v(t) ise

f f(t)dt=U(b)-U(a)+i (V(a)-V (b))
dir.

Ornek 5.1.2. f(t—i)sdt integralini hesaplayniz.

>fi="f": ti="t"u:="u"ivi="vifi=t->(t+1)A3: 7 f(t) =evalc(f(t));
U:=u->tA3-3*tivi=v->-3*%t~2+41: " u(t)  =u(t), v(t) =v(t);
Int(u(t)+I*v(t),t)=int(u(t),t)+I*int(v(t),t);defint: =int(u(t),
£=0..1)+I*int(v(t),t=0..1):Int(f(t),t=0..1)=defint;

ft) =2 -3t+1(36% 1) ut) =2 -3¢, v(t) =-36%+1

J(t3—3t+1(—3t2+1))dt=%t4—%t2+I (- +t)

1
J (t+1)dt=-2
. 4

Simdi integrali dogrudan hesaplayalim.
>f:="f1g:="g":t:="t":T: ="T":fi =t->(t+1)"3:g: =t->subs(T=t, int(f(T),T)):

"g(t)=",Int(f(t),t)=g(t); g(1) =g(1), g(0)" =g(0),
"g(1)-g(0) =g(1)-g(0);defint := int(f(t), t=0..1):Int(f(t),t=0..1) = defint;
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g(t) :,J(t+1)3dt: (t+1)*

1
4
9(1) =-1,9(0) =%, 9(1) - 90) = -=

1
J (t+1)de=-2
0 4

Ornek 5.1.3. _[:/2 e dt integralini hesaplaymiz.

>fi="f": ti="t"u:="u"ivi="v:fi=t->exp(t+I*t): " f(t) " =evalc(f(t));
u:=u->exp(t)*cos(t):v:=v->exp(t)*sin(t): "u(t) =u(t), v(t) =v(t);
Int(u(t)+I*v(t),t) = int(u(t),t) + I*int(v(t),t);defint:=int(u(t),
t=0..Pi/2)+I*int(v(t),t=0..Pi/2):Int(f(t),t=0..pi/2)=defint;

f(t) =ecos(t) +Ietsin(t), ut) =e' cos(t), v(t) =e'sin(t)

J(et cos(t) +1Iét sin(t)) dt = % el cos(t)

+i et sin(t) +1 L el cos(t) +i etsin(t)]
2 2 2

1
=
2

i e
J et ltgr=Le2 L yplLle2 4
. 2 2

1 1
2 2

5.2. Yol Boyunca integral

Tamm 5.2.1. [a, b]JcR olmak Uzere, y :[a, b]>C sirekli fonksiyonuna kompleks
dizleminde bir egri (yol), ©a) ve xb) noktalarina sirayla egrinin baslangi¢ ve bitis
noktalar1 denir. Eger {a)=(b) ise egriye kapali egri, sadece t, =t, icin y(t,) = y(t,)
oluyorsa egriye basit egri ad1 verilir. Bazen basit egrilere Jordan egrisi de denir. Bir »
egrisi verildiginde y' tlrevi var ve surekli ise y egrisine diferansiyellenebilir egri
denir. Diferansiyellenebilir bir y egrisi i¢in '(t) # 0 ise, y egrisine diizgiin egri denir.
Eger y egrisi [a, b] araliginin sonlu tane noktasi harig, diferansiyellenebiliyor ve bu

noktalarda y(t) fonksiyonunun sagdan ve soldan tiirevleri var ve bunlar »’ niin bu
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noktalardaki sag ve sol limitlerine esitse y egrisine pargali diferansiyellenebilir egri

denir.

Kompleks diizlemde bir egri
C:y@)=x()+iy(); a<t<b
bi¢ciminde parametrik olarak verilebilir. Egrinin diferansiyellenebilir olmasi
durumunda
y')=x'@)+iy'(t); a<t<b
dir.
—C:iy(-t) =x(-t) +iy(-t); —b<t<-a

egrisine C egrisinin ters egrisi denir ve -C ile gosterilir.

Ornek 5.2.2. —1+i noktasi ile 3—i noktasin birlestiren yolunun parametrik ifadesini
bulunuz.
> t:="t":1x0:="x0":x1:="x1"1y0:="y0"1yl:="y1"1z:="2"12:="2":123:="23":
z0:=1+41:z1:=3-1:x0:=Re(z0):y0:=Im(z0):x1:=Re(z1):yl:=Im(z1):
Z:=t->x0+(x1-x0)*t+I*(y0+(y1l-y0)*t):z(t)=Z(t);
z(t) =1+2t+1I(1-2t)

Tammm 5.2.3. C kompleks diizlemde pargali diizgiin bir yol, f(z) de C egrisini
bulunduran boélgede tanimli bir fonksiyon olmak tizere, f(z) fonksiyonunun C

boyunca kompleks integrali,

[ t@dz=[ t0) 7O

bi¢iminde tanimlanir.

Ornek 5.2.4. C, a=0 noktasim b= 2+1Z noktasma birlestiren yol olmak Uzere

L e’ dz integralini hesaplayiniz.

> fi="f"F:="F:g:="g":t:="t"T:="T":1z:='2"121: ="z1":f: =z->exp(z):
F:=t->exp((2 +I*Pi/4)*t):a:=0:b:=2+4+1*Pi/4:z:=t->a+(b-a)*t:

“C:oz(t) =z(t);F(t)=evalc(F(t)):z1:=t->subs(T=t,diff(z(T), T)):

Int(f(z),z=C.." " )=Int(F(t)*diff(z(t),t),t=0..1);
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g:=t->subs(T=t,int(F(T)*z1(T),T)): g(t) =g(t):g1:=g(1):g0:=g(0):
Int(f(z),z=C.." " )=g1-g0:Int(f(z),z=C.." " )=evalc(g1-g0);

Jezdz=ie2 2 —1 —/—iIezw/Z
c 2 2

E

Ornek 5.2.5. C, merkezi z, =2 ve yaricap1 1 olan gemberin iist yaris1 ise L dz

N

7
integralini hesaplaymiz.
> dz :='dz":f:="f""F:="F:g:='g":1t: ="t""T:="T":z:='2":1Z:='2":1z1:="z1":
fi=z->1/(z-2):" f(z)" =f(z):z:=t->2+exp(I*t): " C: z(t) =z(t);
z1:=t->subs(T=t,diff(z(T),T)): dz=z'(t)dt’ =z1(t), dt";
Int(f(z),z=C.." " )=Int(f(z(t))*diff(z(t),t),t=0..pi);
g:=t->simplify(subs(T=t,int(f(z(T))*z1(T),T))): g(t) =g(t):g1:=g(Pi):
g0:=g(0): g(Pi)-g(0)" =expand(g1-g0):Int(f(z),z=C.." " )=expand(gl-g0);

C:rz(t) =2+€''  dz=z'(t)dt =1¢€'", dt

T

J 1 dz=JIdt JLdzﬂn
z—2 0 2

C C

Ornek 5.2.6. C yolu x=y?*+2y paraboliinin (-1,—1) noktas: ile (3,1) noktas:

arasinda kalan pargasi olmak Uzere J; Zdz integralini hesaplayiniz.

>dz:='dz":f:="f"F:="F:g:='g":t:="t"T:="T"1z:='2":1Z2:="Z2":1z1:="z1":
f:=z->conjugate(z):z:=t->t"N2+2*t+I*t: " C:z(t)  =z(t);

“f(z(t)) =evalc(f(z(t))):z1:=t->subs(T=t,diff(z(T),T)):
Int(f(z),z=C.." " )=Int(expand(evalc(f(z(t))*z1(t))),t=-1..1);
g:=t->simplify(subs(T=t,int(evalc(f(z(T))*z1(T)), T))):
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"g(t) =evalc(g(t)):g1:=9g(1):90:=g(-1): g(1)-9(-1) =
expand(g1-g0):Int(f(z),z=C.." " )=expand(g1-g0);

C:z(t) =P +2¢t+1t

J?dz=J1 (28 +62+5t—18)dt

C -1

Ornek 5.2.7. C, —1 den —1+i noktasma, —1+i den 1+i noktasma, 1+i den 1

noktasma giden yol olmak Uzere J; Z dz integralini hesaplaymiz.

> t:="t"'x0:="x0":x1:="x1":1y0:="y0":1yl:="y1":z:="2":1z0:='20":z1:="z1":
Z21:='71":172:='72"723:='23":z0:=-1:z1:=-1+1:x0:=Re(z0):y0:=Im(z0):
x1l:=Re(zl):yl:=Im(z1):Z1:=x0+(x1-x0)*t+I*(y0+(yl-y0)*t):
z0:=-1+I:z1:=1+41: x0:=Re(z0):y0:=Im(z0): x1:=Re(z1):yl:=Im(z1):
Z2:=x0+(x1-x0)*t+ I*(y0+(yl-y0)*t):z0:=1+4+I:z1:=1:x0:=Re(z0):
y0:=Im(z0):x1:=Re(z1):y1l:=Im(z1):Z3:=x0+(x1-x0)*t+
I*(y0+(y1-y0)*t):C[1],z[1](t)=Z21;C[2], z[2](t)=22;C[3],z[3](t)=Z3;
C,, zl(t) =-1+1It

Cz,zz(t) =2t—1+1
Cyrzg(t) =1+1(1-1t)

> f.="f":"F:='F'.g:='g":t:="t":z: ='z":f:=z->conjugate(z):

F(z[1](t))= evalc(f(Z1)):diff(z[1](t),t)=evalc(diff(Z1,t)):
wl:=evalc(f(Z1)*diff(Z1,t)):F(z[1](t))*diff(z[1](t),t)=w1:
F(z[2](t))=evalc(f(Z2)),diff(z[2](t),t)=evalc(diff(Z2,t)):
w2:=evalc(f(Z2)*diff(22,t)):F(z[2](t))*diff(z[2](t),t)=w2:
F(z[3](t))=evalc(f(Z3)),diff(z[3](t),t)=evalc(diff(Z3,t)):
w3:=evalc(f(Z3)*diff(Z3,t)): F(z[3](t))*diff(z[3](t),t)=w3:
sl:=int(wl,t): Int(F(z[1](t))*diff(z[1](t),t),t)=s1: s2:=int(w2,t):
Int(F(z[2](t))*diff(z[2](t),t),t)=s2:83:=int(w3,t):
Int(F(z[3]1(t))*diff(z[3](t),t),t)=s3:s:=int(w1l,t)+int(w2,t)+int(w3,t):
Int(F(z(t))*diff(z(t),t),t)=s:z1:="21":22:="22":23:="23":
Si:=Int(wl,t=0..1):s1l:=int(wl,t=0..1):Int(F(z[1](t))*diff(z[1](t),t),t=0..1),
"=",S1=s1;S2:=Int(w2,t=0..1):s2:=int(w2,t=0..1):
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Int(F(z[2](t))*diff(z[2](t),t),t=0..1), =" ,S2=s2;S3:=Int(w3,t=0..1):
s3:=int(w3,t=0..1):Int(F(z[3](t))*diff(z[3](t),t),t=0..1), =" ,S3=s3;
S:=Int(wl4+w2+w3,t=0..1):s:=int(wl,t=0..1)+int(w2,t=0..1)+ int(w3,t=0..1):
Int(F(z(t))*diff(z(t),t),t=0..1)," =" ,S=s;Int(f(z),z=C.." " )=s;

1

| Fato) G = | oa=0
J:F<22(t)) [%zz(t)] dt, =/J010df=0
1 4 1
() (&2, =,J00dt=0
1 1
LF(z(t)) [%z(t)]dt, =,J00dt=0
Lz dz=0

5.3. Cauchy Teoremi

Basit kapali C bir egrisi diizlemi iki bolgeye ayirdigini gordiik. Bu bolgelerden
biri sinirl olup, C nin i¢ bolgesi olarak adlandirilir. Digeri ise sinirsizdir ve C nin dis
bolgesi olarak adlandirilir. Bu sonug, Jordan Egrisi Teoremi olarak bilinir [ Baskan
1996].

Bir D bolgesi baglantili agik bir kiimedir. Ozellikle, eger z,ve z,, D de herhangi

iki nokta ise; bu noktalar, tamamen D i¢inde bulunan bir egri ile birlestirilebilir. Bir D
bolgesinde yer alan herhangi basit kapali bir C yolunun i¢ bolgesi D de kaliyorsa D
bblgesine basit baglantilidir denir . Diger bir deyisle, basit baglantili bir bdlgede
"delik" yoktur. Basit baglantili olmayan bolgeye kath baglantili bolge denir. Basit
kapali bir C egrisi
C:z(t)=x(t)+iy(t); a<t<b

parametrik ifadesiyle verilmis olsun. Eger C, saat yonunin tersi yoniinde yonlendi-
rilmis ise pozitif yonll, aksi takdirde negatif yonlidir. Eger C pozitif yonla ise, -C

negatif yonliddr.
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Teorem 5.3.1. (Cauchy Teoremi). f(z); basit baglantili bir D bolgesinde analitik
olsun. Eger C, D bolgesinde basit kapali bir yol ise 4[ f(z)dz=0 dir (Mathews 2001).

Ornek 5.3.2. C egrisi | z |=1 birim ¢gemberi olsun. Cauchy Teoremi geregi
Lezdz =0 ve J;coszdz =0,

oldugunu gercekleyiniz.

Once Lezdz =0 oldugunu hesaplayarak gorelim.

> dz :='dz":f:="f""F:="F:g:='g":1t: ="t""T:="T":1z:='2":12:='2"1z21: ="z1":
fi=z->exp(z): f(z) =f(z);z:=t->exp(I*t): C:z(t) =z(t); f(z(t)) =f(z(t)):
z1:=t->subs(T=t,diff(z(T),T)):Int(f(z),z=C.." " )=Int(f(z(t))*z1(t),
t=0..2*pi);g: =t->simplify(subs(T=t,int(f(z(T))*z1(T),T))):gl:=
g(2*Pi):g0:=g(0): "g(t)" =g(t), g(2*Pi)-g(0) =expand(gl- g0);
Int(f(z),z=C.." " )=expand(g1-g0);

2n
It
f(z) =&, C:z(t) =€'’, [efaz=] 1e° e'at
C 0

It
g(t) =, g(2*P) -9(0) =0, | e dz=0
C

Ikinci olarak J;coszdz =0 oldugunu gosterelim.

> dz:='dz":f:="f"1F:='F:g:="g":t:="t""T:="T":1z:="2"12: ='Z": fi=z->cos(z):
z1:="z1":1z:=t->exp(I*t):z1:=t->subs(T=t,diff(z(T),T)):

Int(f(z),z=C.." " )=Int(f(z(t))*z1(t),t=0..2*pi); gl:=g(2*Pi):

g: =t->simplify(subs(T=t,int(f(z(T))*z1(T),T))): g0:=g(0): "g(t) =g(t),
*g(2*Pi)-g(0) " =expand(g1-g0); Int(f(z),z=C.." " )=expand(g1-g0);

2n
J cos(z) dz=J Icos(e”) elt dt
C 0

g(t) =sin(e't), g(2*Pi)-g(0) = 0

J cos(z) dz=0
C
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Simdi, daha karmasik bir kapali yol {izerinden integraller ile hesaplanmasi kolay

integralleri degistirebilmek istiyoruz.

Teorem 5.3.3 C,;ve C, pozitif olarak yonlendirilmis basit kapali iki egri ve C;, C,
egrisinin i¢ bolgesinde kalsin. Eger f, C;, C, ve bu ikisi arasinda kalan bdlgeyi i¢ine
alan bir D bolgesinde analitik ise

L f(2)dz = L f (z)dz

olur (Mathews 2001).

Ornek 5.3.4. C, basit, kapali, pozitif olarak yonlendirilmis bir egri ve z, bu egrinin i¢

bdlgesinde sabit bir nokta olsun. Bu takdirde

(a) J; . _1zodz =27 (b) n#1 tamsayisi i¢in Lﬁdz =0

oldugunu gosteriniz.

1 dz oldugundan, 1
z-1,

|z2-20|=1

dz =

|z-zp|=1

Teorem 5.3.3 geregi j

C

dz = 2

Z-1, -1,

oldugunu gosterelim.
> dz :='dz":.f:="f""F:="F:g:='g":t:="t"T:="T"1z:='2":12:="2".120:="20":z1:="z1":
fi=z->1/(z-z0):z:=t->z0+exp(I*t):z1:=t->subs(T=t,diff(z(T),T)):
“f(z)" =f(z), C:z(t)" =z(t);Int(f(z2),z=C..” ") =Int(f(z(t))*z1(t),t=0..2*pi);
g:=t->simplify(subs(T=t,int(f(z(T))*z1(T), T))):gl:=g(2*Pi):g0:=g(0):
*g(2*Pi)-g(0) " =expand(g1-0); g0:=g(0):Int(f(z),z=C.." " )=expand(g1l-g0);

fz) =—L1  C:zt) =20 + €'t
z —z0
1 2r
J dz=J Idt
z —z0 0
C

g(t) =1t ,g(2*pPi)-g(0) =21n

J 1 dz=21n
z—2z0
C
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Benzer sekilde J‘:ﬁdz = 0 oldugunu gosterelim
-1,

> dz :='dz":f:="f""F:="F:g:='g":1t: ="t"T:="T"12:='2":12:='2":120: ='20":21: ="'z1":
fi=2->1/(z-z0)"5:z: =t->z0+exp(I*t):z1:=t->subs(T=t,diff(z(T), T)):
Int(f(z),z=C.." " )=Int(f(z(t))*z1(t),t=0..2*pi);g0:=g(0):
Int(f(z),z=C.." " )=Int(simplify(f(z(t))*z1(t)),t=0..2*pi);
g:= t->simplify(subs(T=t,int(f(z(T))*z1(T),T))):gl:=g(2*Pi): " g(t) =g(t),
“g(2*Pi)-g(0) " =expand(g1-g0);Int(f(z),z=C.." " )=expand(g1-g0);

2

1 I
— 1 4= dt
Jc(z—20)5 ‘ Jo (eIt>4

1 2r
—dZ=J re it
( 5

c z—20) 0

g(t) = 3 e 1t g2*pi) - g(0) =0

C(z—zO)

Ornek 5.3.5. C:1zI=2 olmak lizere I 222 > dz =4 oldugunu gosteriniz.
L+

> fi:="f""F:="F:z:="2"1f:=2z->2*%2/(z"2+2):Zn:=sort([solve(denom(f(z) =0,
z)]):Rn:=array(1..nops(Zn)):Sn:=array(1..nops(Zn)):F1:=0:

for i from 1 to nops(Zn) doif i=1 then p:=1 fi;if 1<i and Zn[i-1]=Zn[i] then
p:=p+1 else p:=1 fi;Rn[i]: =residue((z-Zn[i])~(p-1)*f(z), z=Zn[i]);
Sn[i]:=Rn[i]/(z-Zn[i])"p;F1l:=F1+RnJi]/(z-Zn[i])"p;o0d:
Z:=array(1l..nops(F1)):R:=array(1..nops(F1)):S:=array(1..nops(F1)):
p:=1:forifrom 1 to nops(Zn) doif Sn[i]<>0 thenZ[p]:=ZnJ[i]; R[p]:=Rn[i];
S[pl:=Sn[i];p:=p+1 fi; od: f(z) =f(z); f(z) =F1; print( aykiriliklar:*,2);

27z 1 1
fi = f = +
@ 242 @ z-I1J2 z+1J2

aykirilikiar; | 12 12 |
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Bu aykiriliklardan hangilerinin C:lzI=2 ¢emberinin iginde kaldigmni gosterelim.
> print(z[1]=Z[1], abs(z[1])<2, evalb(evalf(abs(Z[1]))<2));
print(z[2]=2Z[2], abs(z[2])<2, evalb(evalf(abs(Z[2]))<2));

zl=I\/?,
zz=—I\/?,

21| < 2, true

22| < 2, true

Simdi integrali hesaplayalim.

> val:=2*Pi*I*numer(S[1])+2*Pi*I*numer(S[2]):Int(f(z),z=C.." " )=val;

J 222 dz=41In
Cz + 2

elde edilir.

Ornek 5.3.6. C:lz-il=1 cemberi olmak lzere, Lf—zzdz integralini hesaplayiniz.
5+

> fi="f"F:="F:z:="2":1f1=z->2*%z/(z2"2+2):
Zn:=sort([solve(denom(f(z))=0,z)]):Rn:=array(1..nops(Zn)):
Sn:=array(1..nops(Zn)):F1:=0:for i from 1 to nops(Zn) do if i=1 then p:=1
fi;if 1<i and Zn[i-1]=Zn[i] then p:=p+1 else p:=1 fi;
Rn[i]:=residue((z-Zn[i])N(p-1)*f(z), z=2Zn[i]);
Sn[i]:=Rn[i]/(z-Zn[i])"p;F1l:=F1+RnJ[i]/(z-Zn[i])"p;o0d:
Z:=array(1l..nops(Fl1)):R:=array(1..nops(F1)):S:=array(1l..nops(F1)):p:=1:
for i from 1 to nops(Zn) do if Sn[i]<>0 thenZ[p]:=Zn[i]; R[p]:=Rn[i];
S[pl:=Sn[i];p:=p+1 fi;od: f(z) =F1;print(z[1]=Z[1],abs(z[1]-1)<?2,
evalb(evalf(abs(Z[1]-1))<1));print(z[2]=Z[2],abs(z[2]-1)<2,
evalb(evalf(abs(Z[2]-1))<1));val:=2*Pi*I*numer(S[1]):

Int(f(z),z=C.." *)=val;

1 1
f(z) = +
z—I\/? z—/—I\/?
21=I\/7, zl—I‘<2,true
22=—I\/7, 22—I|<2,false
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J 222 dz=-21n
z+2

5.4. Integralin Temel Teoremleri

Teorem 5.4.1. f(z) basit baglantili bir D bdlgesinde analitik olsun. Eger z,, D de
sabit bir nokta ve C, baslangi¢c noktas1 z, ve bitis noktast z olan D de herhangi bir

yol ise
F(2)= [ f(w)dw= [ f (w) dw

fonksiyonu D de iyi tanimli ve analitik olup F'(z) = f(z) dir (Mathews 2001).

Teorem 5.1.4 de z =1z, alinirsa, bir analitik fonksiyonunun belirli integralinin

hesaplanmasinda kullaniligli olan asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 5.4.2. f(z) basit baglantili bir D bdlgesinde analitik olsun. Eger z, ve z,, D
de C egrisi ile birlestirilen herhangi iki nokta ise bu takdirde F,f fonksiyonunun

herhangi bir anti tirevi olmak tizere
[f@dz=[ f(2)dz=F(z)-F(z)
dir.

8+6i
Ornek 5.4.3. | ——dz integralini hesaplaymiz.
I 2\/} g play

4
> fi="f.F:="F:g:='g"1z:="2":1fi=2z->1/(2*z™(1/2)):a:=4:b: =8+6*I:
g:=z->subs(Z=z,int(f(Z),2)): 'a’ =a, b  =b; g(z)=",Int(f(z),z)=9(2);
"g(b)-g(a) =g(b)-g(a): g(b)-g(a) =evalc(g(b)-g(a)),

“g(b)-g(a)’ =simplify(g(b)-g(a),power);Int(f(z),z=a..b)=int(f(z),z=a..b);

a=4>b=8+61I
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mv=¢ dz=\z

1
2z
g(b)-g(a) =3+1-J4, ,qg(b)-g(a) =1+1I

8+61

1
dz=1+1
L 2Jz

Ornek 5.4.4. jcoszdz belirli integralini hesaplaymiz..
1

> f:="f"F:='F':g:='qg":1z:='2":f:=z->cos(z):a:=1:b: =I:
g:=z->subs(Z=z,int(f(2),2)): a’ =a, b’ =b; g(z)=",Int(f(z2),z)=9(z);
“g(b)-g(a)” =g(b)-g(a); " g(b)-g(a)  =evalc(g(b)-g(a));
Int(f(z),z=a..b)=int(f(z), z=a..b);

a=1, b =1

a(z) =, Jcos(z) dz =sin(z)

g(b) - g(a) =sin(I) —sin(1)
g(b) - g(a) = -sin(1) +1Isinh(1)

I
J cos(z) dz= -sin(1) +1Isinh(1)
1

Ornek 5.4.5. C egrisi |z|=1 birim ¢emberi olmak (zere, J.ldz integralini
z
C

hesaplaymiz.
> dz:='dz":f:="f""F:="F:.t:="t"."T:.="T":z:='2".z1:="z21":f.=z->1/z:
z:=t->exp (I*t):  C:z(t) =z(t);z1:=t->subs(T=t,diff(z(T),T)):
“dz=z'(t)dt  =z1(t), “dt’;Int(f(z),z=C.." " )=Int(f(z(t))*z1(t),t=0..2%*pi);
g:=t->simplify(subs(T=t,int(f(z(T))*z1(T), T))):gl:=g(2*Pi):g0:=g(0):
"9(2)" =g(t),” g(2*Pi)-g(0)  =expand(g1-g0);
Int(f(z),z=C..” " )=expand(g1-g0);

C:z(t) =e't  dz=z'(t)dt =1€'", at

2

Jidz=J I dt
c? 0
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g(z) =1t g(2*Pi)-g(0) =21In

Jidz=21n
V4
C

5.5. Analitik Fonksiyonlar icin Integral Temsili

Bu kisimda, basit baglantili bir bolgede analitik bir fonksiyonunun bir noktada ki
degeri veya n. tiirevinin degeri, onu ¢evreleyen basit kapali bir egri boyunca integral
yardimiyla  belirlenebilecegi  gosterilecek. Bu  durum, bazi integralinin

hesaplanmasinda uygun bir ara¢ olarak kullanilacaktur.

Teorem 5.5.1. (Cauchy Integral Formiilii) f, basit baglantili bir D bolgesinde
analitik ve C, D de pozitif olarak yonlendirilmis basit kapali bir yol olsun. Eger z,, C

icinde bir nokta ise

f(z)= = [P gz (6.1)
2rigz -1,

dir (Mathews 2001).

Cauchy Integral Formiilii, basit baglantili bir bolgede analitik f fonksiyonu, bolge

icinde yer alan basit kapali pozitif yonlii C egrisi ve z, noktas1 C egrisi i¢inde olmak
Uzere L;_Lizdz integralinin  hesaplanmasina imkan tanir. Gergekten (6.1)
bagmtisindan

Lﬂdnzﬂi f(z,)
z-1,

elde edilir.

z

Ornek 5.5.2. C pozitif yonlendirilmis |z=2 ¢emberi olmak iizere L * integralini

z-1
hesaplaymiz.
>f:="f""F:="F:z:="'2":1Z2:='Z2":Zn:="Zn":w:=exp(z)/(z-1):
Zn:=sort([solve(denom(w)=0,z)]): " Aykirilik" ,z[0]=Zn[1];
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f:=Z-> subs(z=Z,w*(z-Zn[1])): " f(z) =f(z), f(z0) =f(Zn[1]);
val:= 2*Pi*I*f(Zn[1]):Int(w ,z=C..” ") = val, =2 Pi I f(z0)";

Aykirilik z) =1 f(z) = %, f(20) =e

eZ
J dz=2Ine, =2Pilf(z0)
z—-1
C

Ornek 5.5.3. C:|z|=1 olmak izere L 2 4z integralini hesaplayiniz.

A7+ 7

> f:="f":F 12:='2"1Z:='2"1Zn:="Zn":w:=sin(z)/(4*z+Pi):
Zn:=sort([solve(denom(w)=0,z)]): " Aykirilik" ,z[0]=Zn[1],'noktasinda';
T Aykirilik® ,z[0]=evalf(Zn[1]):f:=Z->subs(z=Z,simplify(w*(z-Zn[1]))):
“f(z)" =f(z), f(z0) =evalc(f(Zn[1]));val:=2*Pi*I*f(Zn[1]):

Int(w ,z=C..” ")=val, =2 Pi I f(z0)";

AyKkirilik z,= —% 7, noktasinda

f(z) = —sm( ), f(z0) :—%ﬁ

dep_%mﬁ,ﬂm«zo)

4z+m
C
i;zz
Ornek 5.5.4. C:|z|=1 olmak lizere Lmdz integralini hesaplayiniz.
> fi="f"'F 12:="2"Z2:="2"1Zn:="Zn"iw:=exp(I*Pi*z)/(2*z"2-5%z+2):

Zn:=sort([solve(denom(w)=0,z)]): " aykiriliklar:*,Zn," C icindeki
aykirilik™,z[0]=Zn[1];f:=Z->subs(z=Z,simplify(W*(z-Zn[1]))): " f(z) " =f(2);
d3:=diff(f(z),z$3):f3:=Z->subs(z=2,d3): " f"'(z)" =f3(z);

“f"(z0)" =f3(Zn[1]): Int(w ,z=C.." “)=val, =2 Pi I/3! f"(z0)";

aykiriliklar:, 2], C icindeki aykirilikzO =
1 1 1 e "2
kiriliklar:, | =, 2|, C icindeki aykirili == f(z) ==
aykiriliklar [2 } icindeki aykirilik z, > (2) e
1 3 Inz
=1
y T € 3 nZeITcZ BITCeITcZ 3eIrtz
f"(z) =- > +E 2 3 4
Z- z—2) (z—2) (z—2)
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Inz
Jze—dnim[-innzmaﬁn_ﬁq,
22 -52+2 3 3 3 9 27

=2 Pi I/3! f "'(z0)

Teorem 5.5.5 (Tiirev i¢in Cauchy Integral Formiili). f, basit baglantili bir D
bolgesinde analitik ve C, D de pozitif olarak yonlendirilmis basit kapali bir yol olsun.

Eger z,, Cicinde bir nokta ise

L f(2)
FO(z)="
( 0) 27Z'| E (Z _ Zo)n+l

dir (Mathews 2001).

Cauchy Integral Formiiliinde oldugu gibi teoremin hipotezi altinda

I @) gy 271 (i y
C(Z_Zo)m-l n! 0

dir.

2
e(?)

—dz
(z-i)*

Ornek 5.5.6. C pozitif olarak ydnlendirilmis |z|=2 ¢emberi olmak iizere J.
C

integralini hesaplayiniz.
> fi="f"F:="F:z:="'2":1Z2:='Z2":1Zn:="Zn":w:=exp(z"2)/(z-1)"4:
Zn:=sort([solve(denom(w)=0,z)]):z[0]=Zn[1], noktasinda 4. mertebeden
aykirilik mevcut” ;f:=Z->subs(z=Z,simplify(w*(z-Zn[1])"4)): "f(z) =f(2);
d3:=diff(f(z),z$3):f3:=Z->subs(z=2,d3): "'(z) =f3(z): "f"'(z0) =f3(Zn[1]);
val:=2*Pi*I/31*f3(Zn[1]):;Int(w,z=C.." " )=val, =2 Pi I/3! f"'(z0)";

z,=1, noktasinda 4. mertebeden aykirilik mevcu

f(z) =e22' F(z0) =41e’’

2
[ — € 4r= _§ ne‘l, =2 Pi I/3! f""(z0)
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6. TAYLOR VE LAURENT SERILERI

Bu boliimde fonksiyonlarin, verilen bir nokta komsulugunda Taylor serisine ve
yine verilen bir halka bolgede Laurent serisine ac¢iliminda Maple programindan
faydalanilacak. Ayrica aykiri noktalarda rezidiilerin hesabinda ve buna bagh olarak

baz1 kompleks ve reel integrallerin hesabinda yine bu programdan faydalanilacak.
6.1. Taylor Serileri

Analitik fonksiyonlar teorisinde bir fonksiyonun analitik oldugu bir noktada her
mertebeden tiirevlerinin mevcut ve tiirev fonksiyonunun da analitik oldugu biliniyor
(Bagkan 1996). Bu kesimde analitik fonksiyonlar ile kuvvet serileri arasinda ki

onemli bir iliski Taylor Teoremiyle verilecektir.

Eger f(z) fonksiyonu agik bir D(z,,r) dairesinde analitik ise

f@© (

f(z,) + f'(zo)(Z—Zo)-%%(z—zo)z LY o) (z— i f(”)(-ZO) (22,)"

n=0

serisine f fonksiyonunun z, merkezli Taylor serisi denir.

Teorem 6.1.1 (Taylor Teoremi). f(z) fonksiyonu D(z,,r) dairesini bulunduran bir
B bdlgesinde analitik olsun. Bu takdirde her z € D(z,,r) icin f fonksiyonunun (7.1)
Taylor serisi f(z) fonksiyonuna yakinsar. Ustelik bu yakmsama her bir

D(z,, p) ={z z -z, |< p < r} dairesinde diizgiindiir (Mathews 2001).

0 n

Ornek 6.1.2. D:lzl<1 dairesinde her z i¢cin Log(l-2) :—ZZ— oldugunu gosteriniz.
n

n=1
>fi="fip:="p":n:='n":P:="P:S:="'S"is:='s":t:="t"1z:="2":12:="Z2":f:=z->log(1-z2):
s:=taylor(f(z),z=0,11): " f(z) ' =s,;S:=z->sum(-1/n*z~n,n=1..infinity):
S(z)=Sum(-1/n*z”~n,n=1..infinity);
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Ornek 6.1.3. D:lzl<1 dairesinde ﬁ = Z(n +1)z" esitliginin dogru oldugunu
-z n=0

gOsteriniz.
>fi="fip:="p"iP:="Pisi='s"it:="t"1z:='2".12:="2":f:=2->1/(1-2) " 2:s: =taylor(f(z),
z=0,10):p:=unapply(convert(taylor(f(z),z=0,10),polynom),z):
f()" =s;P[91(2)=p(2);
flz) =1+2z+32+42+57+62+72°+87

+978+107° —/—O(zw)

Py(z)=1+22z+32+427 457 +62°+72°+87

+928 1107

© (_1\h52n
Ornek 6.1.4. Kompleks sayilarda cosz = Z—( (12) )ZI
n=0 n):

Once f(z) =cosz fonksiyonunu birkag terimiyle yazalim.

oldugunu gosteriniz.

> f:="f'ip:="p":P:="P":z:="2":f:=2->cos(z):f: =series(f(z),z=0,12): " f(z) " =f;

Z 2 24 6 26 24 28 120 210 212

fz) =1-L 4L L4 1 1 +o[i)
Simdi f(z) =cosz fonksiyonunun seri agilimini genel terimiyle yazalim:
>a:='a": n:='n": S:='S': z:="2'": a ;= n -> (-1)™n*z~(2*n)/(2*n)!:
S:= sum(a(n), n=0..infinity):S=Sum(a(n),n=0..infinity);
_ v (2"
cos(z) = nZ 21

=0
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Ornek 6.1.5. f(z) =sinz® fonksiyonunun z, =0 noktasi civarinda Taylor serisine

aginiz.
>fi="fip:="p":P:="Pis:='s"it:="t"1z: ="'2":1Z: ='Z":f: =z->sin(z) ~ 3:t: =taylor(f(Z),
Z=0,14):s:=subs(Z=z,t):p:=z->subs(Z=z,convert(t,polynom)): "f(z) =s;

f(z) =z3—iz5+ 13 ;7 _ 41 e 671 11
2 120 3024 604800

B 73 A3 0(215>
1140480

6.2. Laurent Serisi

Bu kesimde, Taylor serileri i¢in yapilanlar Laurent serileri i¢cin yapilacak. Seriye

acma teknikleri icin Taylor serilerinden faydalanilacak.

n bir tamsay1 olmak tizere ¢, kompleks sayis1 i¢in

ch (Z - ZO)n = zc—n(z - ZO)_n + ch (Z - ZO)n
n=—o n=1 n=0

serisine Laurent serisi denir. Bu ifadenin ikinci kisminda bulunan birinci seriye

Laurent serisinin esas kismui, ikincisine analitik kismi ad1 verilir.

Teorem 6.2.1 (Laurent teoremi). f(z) fonksiyonu
A=A(z,,r,R)={z:0<r<z-z,<x R<o}

halka bdlgesinde analitik olsun. Herz € A(z,,r,R) icin f(z) fonksiyonu
f(z): ch(z_a)n = zc—n(z_a)_n+ ch(z_a)ﬂ (62)
n=—w n=1 n=0
bi¢ciminde bir Laurent serisine agilabilir. Burada p, r < p <R, 6zelliginde herhangi
bir say1 olmak tUzere n=0, 1, 2,...i¢in

_1 I f(2)

5 : —n+l
27 —tep (z—2z,)™

f(2)

dz ve ¢, =——
n Z_Zo)n+1

2ri

-n
[z=20l=p (

dir. Ustelik (6.2) serisi her bir A(z,,s,t), r<s<t <R, kapal: alt halka bolgesinde

f (z) fonksiyonuna diizglin yakinsar (Mathews 2001).



86

cosz-1

— fonksiyonunu |z| > 0 halka bélgesinde Laurent serisine
z

Ornek 6.2.2. f(z)=

aginiz.
>f:="f"1z:="2":fi=z->(cos(z)-1)/z"4:L:="L":s:='s":S:="'S": Z:="Z":
S:=series(cos(Z)-1,Z=0,12)/Z"4:s:=convert(series(cos(Z)-1,Z2=0,12),
polynom)/Z~4:LS:=z->subs(Z=z,expand(s)): f(z) =subs(Z=z,S):
“f(z)" =series((cos(z) - 1)/z"4, z=0,12);

1 1 2 1 4 1 6 +O(28)

flz) =-L 27+ L - + - z
2 24 720° " 40320 ~ 3628800

Ornek 6.2.3. f(z)= 2—32 fonksiyonunu 1<|z|<2 halka bolgesinde seriye aginiz.
+ j—

> fi="f"1z:="2":1f:=z->3/(1+2)/(2-2):F: ="F":f1: ='f1":f2: ="'f2":
A:=convert(f(z),parfrac,z): f(z)=",f(z)=A;fl:=z->1/(1+2):f2:=z->-1/(z-2):
F[11(2)=f1(2),F[2](2)=f2(Z2);S:='S": Z:="Z":S1:=series(f1(z),z=infinity,6):
S1:=series(f1(1/2),2=0,6):S1:=subs(Z=1/2,51):5[1](z)=S1:
S2:=series(f2(z),z=0,4):5[2](z)=S2:s2:=subs(z=2Z,51+52):
S:=z->subs(Z=z,52):'S(z)'=S(z);

3 1 1
fZ =, = —_
£ (1+2z2)(2-2) 1+z 2z-2
1 1
F.(z) = , z) =-
1(2) 1+z 2(2) z -2
S(Z)=L—%+%—%+%+O(% —/—[%4—%2
zZ  Z z z z z
+izz+iz3+o(z4)j
8 16

-1
Ornek. 6.2.4. f(z)=¢=* fonksiyonunu |z|>0 halka bolgesinde Laurent serisine aginiz.
>f:='f":S:='S":1z:="2":f:=z->exp(-1/2"2):S: =series(f(z),z=infinity,12): " f(z) * =S;

fz) =1_L2+ 14_ 16+ 18_ 110+O[%J
z 2z 6z 24 z 120 z z
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6.3. Aykirhiklar, Sifir ve Kutup Yerleri

Eger f fonksiyonu z, noktasinda analitik degil fakat z, noktasmin D"(z,,r)
delinmis komsulugunda analitik olacak sekilde bir r >0 reel sayis1 varsa z, noktasina

f fonksiyonunun bir ayrik aykiri noktas: denir. Calismamizda tamamen ayrik

aykiriliklart ¢alisacagimizdan bundan boyle aykirilik deyince ayrik aykirilik

anlagilacaktir. D*(z,,r) = A(z,,0,r) oldugundan z, noktasinda aykiriliga sahip olan
bir fonksiyon bu delinmis dairede Laurent agilimma sahiptir. f fonksiyonunun

D*(z,,r) = A(z,,0,r) delik dairesindeki Lauren agilimi

()= (2-2,)

olsun. Eger bu agilimdaki negatif indisli biitin c, katsayilar1 sifir ise z, f
fonksiyonunun kaldirilabilir aykiri noktasi, en ¢ok sonlu sayida negatif indisli c,
katsayilar1 sifirdan farkli ise z, f fonksiyonunun kutup noktas: ve sonsuz goklukta
negatif indisli c, katsayilar1 sifirdan farkli ise z, noktasmna f fonksiyonunun esas/:

aykirt noktast denir.

Ornek. 6.3.1. f(z) =cotz fonksiyonu, z, = 0 da ne tiir bir aykiriliga sahiptir?

>fi="f:Li="L"1s:='s":1S:="'S":1z:='2"1Z:="'Z2":f:=z->cot(z): S:=series(f(Z),
Z=0,8):s:=convert(S,polynom):LS:=z->subs(Z=z,s): f(z) =subs(Z=z,5S);

f(z) =zl L, L3 2 5 1

- —= - z7 + 0(28)
3 45 945 4725

Bu agilima bakarak f fonksiyonununz, =0 noktasinda bir kutup noktasina sahip

oldugu goriiliir.

_cosz-1
Z2

Ornek 6.3.2. f(2) fonksiyonu z, = 0 noktasinda kaldirilabilir bir aykiriliga

sahip oldugunu gosteriniz.

> fi="f:1L:="L"1s:="'s"1S:='S"1z:="2":1Z2:="2":f: =z->(cos(z)-1)/z"2:
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S:=series((cos(Z2)-1),2=0,11)/Z2"2: f(z) =subs(Z=z,S):
S:=series(f(Z),Z=0,11): " f(z) =subs(Z=z,S);s:=convert(S,polynom):
LS:=z->subs(Z=z,s):

1 1 2 1 e 1 i 1 28+O(210)

fiz) =-=+—2 — -
2 24 720 40320 3628800

Bu agilimdan f fonksiyonuz, =0 noktasinin delik komsulugundaki agilimi bir

Taylor a¢ilim1 oldugundan z, = 0 noktasi f i¢in bir kaldirilabilir aykir1 noktadir.

Ornekler 6.3.3. f(z) = 22 sint fonksiyonu z, =0 da ne tiir bir aykiriliga sahiptir?
>fi="f:Li="L"1p:="p"is:='s"1z:="2":1Z: ="2":f: =2->2"2*sin(1/2):
s:=convert(series(sin(z),z=0,12),polynom):S:=subs(z=1/Z,s):
p:=z->subs(Z=z, expand(Z~2 * S)):L[9](z)=p(2);

1 1 1 4 1

6z 1207 5040 z° 362880 7’

1
39916800 z°

L9(z) =z

Bu agilimda z nin negatif Gslerini bulunduran sonsuz ¢oklukta terim oldugundan

f(z)fonksiyonu, z, =0 noktasinda esasli bir aykiriliga sahiptir.

Tamm 6.3.4. f fonksiyonu D(z,,r) dairesinde analitik olsun. Eger n=0,1,2,....k -1
icin f™(z,)=0ve f™(z,)#0 ise f fonksiyonu D(z,,r) dairesinde z, noktasinda

K. mertebeden bir sifira sahiptir denir.

Teorem 6.3.5. f fonksiyonu D(z,,r) dairesinde analitik olsun. f fonksiyonunun

z, noktasinda k. mertebeden bir sifira sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart

F(2)=(2-2)"0(2) = 30,2~ 25)"
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bi¢ciminde yazilmasidir. Burada g fonksiyonu D(z,,r) de analitik ve g(z,) #0 dir

(Mathews 2001).

Ornek 6.3.6. f(z) = zsinz* fonksiyonunun z,=0 noktasinda sifirmin mertebesini

bulunuz.
> fi="f': p:="p': P:="P": s:='s": t:="t": z:="2":f 1= z -> z*sin(zN2):
s := series(f(z), z=0, 24):p:=unapply(convert(series(f(z), z=0, 20),
polynom),z): "f(z) ~ = s;P[20](z) = p(2);

f(z) =z3—iz7+ 1 A1 _ 1 15
6 120 5040
4 1 A9 _ 1 223—/—0(225)
362880 39916800
p (z)=z3—iz7—/— 1 i1 1 15
20 6 120 5040
n 1 19
362880

Boylece, f fonksiyonunun z,=0 noktasinda 3. mertebeden bir sifir yerine sahip

oldugu goriiliir.

Teorem 6.3.7. f fonksiyonu D?(z,,r)delinmis dairesinde analitik olsun. f

fonksiyonunun z, noktasinda k. mertebeden bir kutup yerine sahip olmasi igin gerek

h(2)

(Z - Zo)k

analitik ve h(z,) # 0 6zelliginde bir fonksiyondur (Mathews 2001).

ve yeter sart f(z)= biciminde yazilabilmesidir. Burada h(z), D(z,,r) de

Sonug 6.3.8. f fonksiyonu z, noktasinda k. mertebeden bir sifir yerine sahipse

g(z):ﬁ fonksiyonu da z, noktasinda k. mertebeden bir kutup yerine sahiptir

(Mathews 2001).
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Ornek 6.3.9. g(z) = &zﬂz fonksiyonunun z=0 noktasinda ne tiir bir aykiriliga
z

sahip oldugunu bulunuz.
> g:='g":L:="L":p:="p"is:='s":1S:="'S"1z:="2"1Z2:="Z":
g:=z->Pi*cot(Pi*z)/z"2: s:=series(Pi*cot(Pi*z),z=0,7)/z"2:
p:=convert(series(Pi*cot(Pi*Z),Z=0,7),polynom):S:=series(g(z),z=0,7):
L:=z->subs(Z=z,expand(p/z"2)): g(z) =S; 'S(z)'=L(z);

1 2
3 3 1 4 2 6 _3 5
z)=z ———— —— 7@ Z— z- +0\z
9(2) 45 " 945 " (%)
1 12 1 2
S(z)==-=2 =z £_7,°
S 3 z 45 945

Boylece, g fonksiyonunun z=0 noktasinda 3. mertebeden bir kutup yerine sahip

oldugu goriiliir.

6.4. Rezidii Hesab1

f fonksiyonu z, noktasinda kaldirilabilir olmayan bir aykiriliga sahip olsun.
Boylece f fonksiyonu belli bir D*(z,,r) dairesinde f(z)= Zan(z—zo)”

biciminde Laurent serisine agilabilir. Bu a¢ilimdaki a.; katsayisina f fonksiyonunun

z, noktasindaki residlisu denir ve a_, =Rez[f,z,] bigciminde gdsterilir.

Ornek 6.4.1. f(z):e% fonksiyonunun z=0 noktasindaki rezidiisini Laurent
serisinden faydalanarak bulunuz.
>fi="f"1s:='s"1z:="2":f:=z->exp(2/z):s: =series(f(z),z=infinity,7): " f(z) " =s;

f(z)=1+§+i+ 4,2, 4, 4 +O[i]

22 3 z3 3 24 15 25 45 26 z7

L nin katsayis1 2 oldugundan Rez[ f,0] =2 olur.
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Teorem 6.4.2. f fonksiyonunu z, noktasinda k. mertebeden bir kutup yerine sahipse

1 . d k-1 .
Rez[f,z,]= (k—1)! !E‘ dz** [(z—-2,)" T(2)]
dir (Mathews 2001).
Ornek 6.4.3. f(z2) = &Eﬂz fonksiyonunun z=0 noktasindaki rezidiistinii bulunuz.
z

>f:="f"1z:="2":fi=z->Pi*cot(Pi*z)/z"2: f(z) =f(z);D1:=diff(z"3*f(z),z):
D2:=factor(diff(z"3 *f(z),z$2)):L:=1/21*limit(D2,z=0):

Diff(z~3* " f(z)" ,z)=D1,;Diff(z"3* " f(z) " ,z$2)=D2;
Limit(Diff(z~3*"f(z)",z$2),z=0)/2!=L; " Res[f,0] = residue(f(z),z=0);
ncot(nz)

22

f(z) =

aa—z (22 fz)) =rcot(nz) +zn° (—1 —cot(nz)z)

6—22 (£ f(z)) =2 n° (1 +cot(nz)2) (zrcot(nz) —1)
0z
1 92 3 _ 1 2
Eé/l_‘l:l {622 (z f(z))] -=r
Res[f,0] = —% 2

Teorem 6.4.4 (Rezidli Teoremi). B basit baglantili bir bolge ve C de bu bdlgede
bulunan pozitif yonlendirilmis basit kapali bir egri olsun. Eger f, C iginde yer alan

2,,2,,., Z, noktalari diginda C (izerinde ve iginde analitik ise

Lf(z)dz=2m'§n:Re 7[f,z,]

dir (Mathews 2001).

Ornek 6.4.5. ; dsz
2" +272° -2z

12=3

> integralini Rezid(i yardimiyla hesplaymiz.
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Once f(z)=—; > fonksiyonunun aykiriliklarmni bulalim.
z

+2°-2z
>f:="f""F:='F:1z:="2"1f:=z->1/(zN4+2z"3-2*2z"2):
Zn:=sort([solve(denom(f(z))=0,z)]): f(z) =f(z);z1:=subs(z=2Zn[1],z):
z2:=subs(z=2Zn[2],z):z3:=subs(z=2Zn[3],z):z4:=subs(z=2Zn[4],z):
Aykiriliklar:*,z[1]=2z1,z[2]=22,z[3]=23,z[4]=24;
1
A+ -27

f(z) =

Aykiriliklar:, z, = -2, z,= 0, z,= o, z,=1

Sonra bu aykiriliklardan hangilerinin |z|<3 dairesi i¢inde yer aldigmi test edelim.
>print(abs(z[1]), <3 ,abs(z1)<3,evalb(evalf(abs(z1))<3));
print(abs(z[2]), <37 ,abs(z2)<3,evalb(evalf(abs(z2))<3));

print(abs(z[3]), <3 ,abs(z3)<3,evalb(evalf(abs(z3))<3));

print(abs(z[4]), <3 ,abs(z4)<3,evalb(evalf(abs(z4))<3));

‘z , <3 ,2<3, true

1

, <3 ,0<3, true

12

‘z , <3 ,0<3, true

3

‘z , <3 ,1<3, true

4

Daha sonra da daire i¢inde kalan aykir1 noktalarda f fonksiyonunun rezidulerini
hesaplayalim.

> rl:=residue(f(z),z=z1): Res[f",z1, ] =r1;r2:=residue(f(z), z=z2):

‘Res[f,z2," ] =r2;r4:=residue(f(z),z=z4): Res[f ,z4, ] =r4;

1 1 1
Res[f, -2, ] = -— Res[f,0,] = -— Res[f, 1, ] = —
L ] 12 i ] 4 L J 3

Nihayet integrali hesaplayabiliriz.
>val:=2*Pi*I*(r1+r2+r4):Int(f(z),z=C.." " )=val;

1
dz=0
Lz" +z3 —222
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Ornek 6.4.6. I I integralini Rezidi yardimiyla hesplayiniz.
Z +

|z-1=2

Once f(z)= fonksiyonunu aykiriliklarint bulalim.

7' +4
> fi="f"F:="F:z:="2":f:=2->1/(z"4+4):Zn: =sort([solve(denom(f(z))=0,z)]):
“f(z) " =f(z);z1:=subs(z=2Zn[1],z):z2:=subs(z=2Zn[2],z):z3:=subs(z=2Zn[3],2):
z4:=subs(z=2Zn[4],z):  Aykiriliklar: " ,z[1]=21,z[2]=22,z[3]=23,z[4]=24;

1
f(z) = —
z' +4

Aykiriliklar:, z, =1 -1, z, =1 +1, zz=-1+1,z,=-1-1

Bu aykiriliklarm hangilerinin |z-1|<2 dairesi i¢inde kaldigina bakalim.
>print(abs(z[1]-1), <27 ,abs(z1-1)<2, evalb(evalf(abs(z1-1))<2));
print(abs(z[2]-1), <2 ,abs(z2-1)<2, evalb(evalf(abs(z2-1))<2));
print(abs(z[3]-1), <2 ,abs(z3-1)<2, evalb(evalf(abs(z3-1))<2));
print(abs(z[4]-1), <2 ,abs(z4-1)<2, evalb(evalf(abs(z4-1))<2));

‘21—1,<2 ,1<2,true

‘22—1,<2 ,1<2,true

-1

3 , <2 ,J5 <2, false

‘ z

|z, — 1], <2 ,J5 <2, false

4=

1 Ve z; noktalarindaki rezidii ve integral degeri hesaplayalim.
>rl:=residue(f(z),z=z1): Res[f",z1, ] =r1;r2:=residue(f(z),z=z2):

“Res[f,z2, ] =r2;val:=2*Pi*(r1+r2):Int(f(z),z=C.." " )=val;

Res[f, 1 —-1,] =-—+—1
s ] 16 16
1 1

Res[f, 1 +1I,] = -— ——1
s ] 16 16
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6.5. Baz1 Reel Integrallerin Rezidii Yardimiyla Hesabi

Baz1 belirli reel integrallerin bir kismini rezidii teoremi yardimiyla hesaplamak
mumkinddr. Bunun igin belirli integrali, basit kapali bir egri boyunca analitik bir

fonksiyonun integrali biciminde ifade etmek gerekir.

Teorem 6.5.1. R(x,y), |z|=1 ¢emberini bulunduran bir bdlgede iki degiskenli bir

fonksiyon, f(z)=z"'R[(z+2")/2,(z-2")/2i] ve 2z,,Z,,...Z, |z|=1 cemberi

p

iginde f fonksiyo-nunun kutup noktalari ise
2z p
fR(cose,sin 0)d0 =27) Rez[f,z,]
0 k=1

dir. Burada, cos@=(z+2")/2, sin@=(z-2")/2i ve d9=-z"" dz dir (Mathews
2001).

1 . S
173c020 dé integralini rezidii tardimiyla hesaplayiniz.

Ornek 6.5.2. fﬂl 3008
+

Once f(z) fonksiyonunu ve aykir1 noktalarmi belirleyelim.

Zsub:=proc(F1) local f0;f0:=F1;
f0:=subs({cos(t)=(z+1/z)/2,sin(t)=-1*(z1/z)/2},f0);
f0:=subs({cos(2*t)=(z"2+1/2"2)/2,sin(2*t)=-1*(z"2-1/2"2)/2} ,f0);
f0:=subs({cos(3*t)=(z"3+1/z"3)/2,sin(3*t)=-1*(z"3-1/z"3)/23},f0);
f0:=f0/(I*z);f0:=normal(f0);end:f:="f":F:="F":t:="t":1z: ="2":
F:=1/(1+3*cos(t)"2):fl1:=Zsub(F): F(t) =F; f(z)" =f1;
Zn:=sort([solve(denom(f1)=0,z)]):z1:=subs(z=2Zn[1],2):
z2:=subs(z=2Zn[2],z):z3:=subs(z=2Zn[3],z):z4:=subs(z=2Zn[4],z2):
“Aykiriliklar: *,z[1]1=2z1,z[2]=22,z[3]=23,z[4]=24;

1 f(z) = - 41z

) = 2 2 4
1+ 3 cos(t) 10z +3z +3

Aykiriliklar, z, =% I\/?, 22=I\/?, z,= —% I\/?, z,= -I\/?

>print(abs(z[1]), <1 ,abs(z1)<1,evalb(evalf(abs(z1))<1));
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print(abs(z[2])," <1",abs(z2)<1,evalb(evalf(abs(z2))<1));
print(abs(z[3]), <1 ,abs(z3)<1,evalb(evalf(abs(z3))<1));
print(abs(z[4]), <1 ,abs(z4)<1,evalb(evalf(abs(z4))<1));

‘zl,< 1 ,%\/?<1,true

, <1 ,J3 <1, false

12,

‘23,< 1 ,%\/?<1,true

, <1 ,J3 <1, false

124

> r2:=residue(fl,z=z2): Res[f",z2," ]  =r2;r3:=residue(f1,z=23):
"Res[f",z3, ] =r3; f(t) =F;val := 2*Pi*I*(r3 +
r2):print(int(f(t),t=0..2*pi)=val);

Res[f, 13, ] =%I

1 1
Res[f, -=1J3,] =-=1
[ -3 1=

ft) = L
1+ 3 cos(t)
2r
J F(t) dt =0
0

[0,00) Gzerindeki f fonksiyonunun belirsiz integrali, limit olmasi durumunda,
_EO f(x)dx = %im ﬁ f(x)dx oldugunu reel analizde biliniyor. Eger limit mevcut degilse
—0

integral de mevcut degildir. Benzer sekilde, eger f fonksiyonu tim reel sayilar igin

tanimli ise; f fonksiyonunun (—oo,0) araligi tizerindeki integrali, limit olmasi

durumunda,
[ fx)dx = lim [ fx)dx+ lim { Fx)dx

bi¢ciminde olur. Simdi bu tiir reel integrallerin rezidii yardimiyla hesabini Maple

programi kullanilarak yapalim.
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Tamm 6.5.3. f(x), her x reel degerleri igin siirekli reel degerli bir fonksiyon olsun.
L:f(x)dx integralinin Cauchy Esas Degeri (E. D.); limitin mevcut olmasi
durumunda,
o . R
P.D. [ f(x)dx = 11{13}0 [ f(x)dx
biciminde tanimlanir (Mathews 2001).

D(z)
Q(2)

Teorem 6.5.4. P ve Q, sirasiyla m ve n dereceli polinomlar olmak lzere f(z)=
olsun. Eger, biitiin x reel degerleri vem+2<mn i¢cin Q(x)#0 ise, z1, zp,..., Zx ,

f(z)="51 fonksiyonunun ist yar: diizlemdeki kutup yerleri olmak tizere

K

PO dy — 2.4 P(2)

E.D. Lo o0 UX = 27 E 1 Rez[5.2;]
J:

dir (Mathews 2001).

Ornek 6.5.5. LZ L_dx integralinin Cauchy esas degerini hesaplaymiz.

1+x?
>f:="f""F:='F':z:="'2":f:=z->1/(z"2+1):Zn:=sort([solve(denom(f(z))=0,z)]):
“f(z) =f(z);z1:=subs(z=2Zn[1],z):z2:=subs(z=2Zn[2],z): " Aykiriliklar: " ,z[1]=z1,
z[2]=2z2;print("0 < *,Im(z[1]), © " ,Im(z1)>0,evalb(evalf(Im(z1))>0));
print(" 0 < *,Im(z[2]), * *,Im(z2)>0,evalb(evalf(Im(z2))>0));
ri:=residue(f(z),z=z1): "Res[f ,z1, ] =r1, F(x) =f(x);val:=2*Pi*I*rl:
print(int(F(x),x=-infinity..infinity)=val);F:='F':g:='g":G:='G":
g:=z->subs(Z=z,int(f(2),2)):

1

2 +1

Aykiriliklar:, z, =1,z,=-I

f(z) =

0 <,3(zl), , 0 <1, true
0 <,8(22), , 0 < -1, false

Res[f, I, ] = -% I, F(x) = le 1
+

2]

j_wF(x) dx = 7
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Ornek 6.5.6. f mdx integralini Rezidu yardimiyla hesaplayimniz.

>f:="f":1F 12:="2"1f1=z->1/((z"2+1)*(z"2+4)): " f(z) =f(2),

“F(x) " =f(x);Zn:=sort([solve(denom(f(z))=0,z)]):z1:=subs(z=2Zn[1],z):
z2:=subs(z=2Zn[2],z):z3:=subs(z=2Zn[3],z):z4:=subs(z=2Zn[4],z):
“Aykiriliklar:*,z[1]=2z1,z[2]=22,z[3]=23,z[4]=24;r1:=residue(f(z),z=z1):
r3:=residue(f(z),z=z3): Res[f",z1, ] =r1, Res[f ,z3, ] =r3;
val:=2*Pi*I*(r1+4r3):print(int(F(x),x=-infinity..infinity)=val);

1 F(x) = 1

(Z+1) (2 +4) (¥ +1) (X% +4)

Aykiriliklar:, z, =21, z, =21, zy= I,z,=-I

1 1
Res[f, -21,] = -—1,Res[f, I, ] =-—1
[ ] 12 [f, I, ] 6

f(z) =

oo

Jin(x) dX=%Tl

Teorem 6.5.6. Her x reel degerleri i¢cin Q(x)#0 ve m+1<n olmak tzere P ve Q,

sirastyla m ve n dereceli polinomlar olsun. Eger >0 ve f(z)= ¢ (i()z) ise,

21,22,...,zx noktalar1 f fonksiyonunun iist yar1 diizlemdeki kutup yerleri olmak lzere

- k
P.D. [ P cos(ex)dx = 27y Im(Rez[ f, z;])
0 j=1

ve

- k
P.D. [ P09 sin(er x)dx = 27y Re(Rez[ f,z;])
0 j=l

dir (Mathews 2001).

Ornek 6.5.7. jxs'” X

dx integralini Rezidu yardimiyla hesaplaymniz.

> fi="f"1F :2:="2"1F0:=z->7z*sin(z)/(z"2+4):f:=z->z*exp(I*z)/(z"2+4):
“F(z)  =F0(z): " f(z)" =f(z), F(x) =F0(x);Zn := sort([solve(denom(f(z))=0, 2)]):
z1:=subs(z=2Zn[1],z):z2:=subs(z=2Zn[2],z): " Aykiriliklar: " ,z[1]=z1,z[2]=22;
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ri:=residue(f(z),z=z1): Res[f ,z1, ] =rl;val := 2*Pi*Re(rl):
print(int(F(x),x=-infinity..infinity) = val);

fz) =—2L—, Fo) = —L1—

(22+4)3 (x2 +4)3

Aykiriliklar:, z,=-21,z,=-21,z,=-21
z4=2I,z5=2I,z6=ZI

3
Res[f, -21,] =——1
[ 1 =%12

oo

J F(x) dx = - 3 n
e 256

P(z)
Q(z)

Teorem 6.5.8. P ve Q, sirastyla m ve n dereceli polinomlar, m+2<n ve f(z)=

olsun. Q(z) fonksiyonunun x-ekseni {izerindeki basit sifir yerleri t;, tp,...,11 ise, zi,

Z2,...,2x T fonksiyonunun iist yari diizlemde yer alan kutup yerleri olmak tizere

w & ~ .
E.D. Lgﬁg dx:27r|Zl:(?ez[%,zj]jmzll(zez[%,tj]/
j= i=

olur (Mathews 2001).

Teorem 6.5.9. P ve Q, swrasiyla m ve n dereceli polinomlar, m+1<n ve
f(z):% olsun. Q(z) fonksiyonunun X-ekseni tizerindeki basit sifir yerleri tj,
to,....t IS, Z1, Zp,...,z¢ , T fonksiyonunun ist yar1 diizlemde yer alan kutup yerleri

olmak Gzere

E.D.[ de_—hglméez[f,z.]}ﬁjzl_l:lm(Qez[f,tj]:
ve

E.D. [ 2098 iy 2ﬂZRe(eez[f,z ]}ﬂzReeez[f t,]

dir (Mathews 2001).

Ornek 6.5.10. I dx integralini Rezidu yardimiyla hesaplayiniz.
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> fi="f""F:="F:z:="2":1f:=2->2/(z"3-8): " f(z) =f(z), F(x) =f(x);
Zn:=sort([solve(denom(f(z))=0,z)]):z1:=subs(z=Zn[1],z):z2:=subs(z=Zn[2],z):
z3:=subs(z=2Zn[3],z): " Aykiriliklar: " ,z[1]=21,z[2]=22,2[3]=23;
rl:=residue(f(z),z=z1):r2:=residue(f(z),z=z2):r3:=residue(f(z),z=z3):
"Res[f,z1,” ] =r1, Res[f",z2," ] =r2, Res[f ,z3,"] =r3;
val:=evalc(Pi*I*r1+2*Pi*I*r3): print(int(F(x), x=infinity..infinity)=val);

z

f(z) = , F(x) =
7 -8 x> -8

X

Aykiriliklar; z, =2,z,= -1 +13,z;=-1-1{3

Res[f, 2, ] =, Res[f, -1 +13,] =—1185— +1J3

613 -6

-1-1J/3
Res[f, -1 —1/3,] = ——=Y2_
613 -6

oo

J F(x) dx = —én\/?

sin X

m dx integralini Rezidil yardimiyla hesaplaymiz.
X=1)(x* +

Ornek 6.5.11. j

>f:="f""F:='F':qg:='g":1z:="2":f:=z->exp(1*2)/((z-1)*(z"2+4)):
FO:=z->sin(2)/((z-1)*(z"2+4)): " f(z)" =f(2);
Zn:=sort([solve(denom(f(z))=0,z)]):z1:=subs(z=2Zn[1],2):
z2:=subs(z=2Zn[2],z):z3:=subs(z=Zn[3],z): " Aykiriliklar: ",
z[1]=z1,z[2]=22, z[3]=23;rl:=residue(f(z),z=z1):r2:=residue(f(z),z=z2):
“Res[f,z1," ] =r1, Res[f",z2," ] =r2; F(z)="=F0(2);

val: =2*Pi*Re(r2)+Pi*Re(rl):print(int(F(x),x=-infinity..infinity)=val);

eIz
flz) =
(z—1) (2 +4)
Aykiriliklar:, z,=1,2,= 21, zy= 21

1 I 1 1 -2
R fll/ =—¢€,R f/ZI/ =| -—+==1
es[ ] 5e es[ ] (10 >0 ]e

_ sin(z)
F(z) = = >
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Teorem 6.5.12. P(z) ve Q(2), sirasiyla m ve n dereceli iki polinom ve m+2<n olsun.
Eger, x>0 i¢cin Q(x) = 0, Q orijinde en ¢ok birinci mertebeden bir sifir yerine sahip

z%P(z)

ve 0<ea <1 olmak Uzere f(z) = @ ise 21, Z2,...,7 , 5 nun sifirdan farkli kutup

yerleri olmak (izere

P i &
E.D.f Qng))dx:l_eiaz,, ;(Rez[g,zj])
J=

olur (Mathews 2001).

X(x+1)

Ornek 6.5.13. 0<a <1 olmak zere [wX—“dx integralini Rezidu yardimiyla

hesaplaymiz.
>a:='a"if:="f:F:="F:z:="2":fi=z->z"a/(z*(z+1)): f(z) =f(2),
“F(x)" =f(x);z1:=-1:rl:=residue(f(z),z=z1): " z=-1 noktasindaki aykirilik: ",
"Res[f,z1," ] =r1;rl:=-exp(I*a*Pi): Res[f ,z1," ] =r1;
val:=evalc(val):print(int(F(x),x=-infinity..infinity)=val);
a a

B z _ X
() _z(z+1)'F(X) x(x+1)

z=-1 noktasindaki aykirilik; Res[f, -1, ] =
_e—Ia csgn(I(z—1))n
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