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OZET

Bu galigmada, pseudosimetrik manifoldlar semisimetrik, Ricci semisimetrik ve
Weyl semisimetrik manifoldlarin genellestirilmis hali olan pseudosimetrik manifoldlar ele
alinmigtir.

Bu tez yedi boliimden olugmaktadir.

Birinci bolim girig bolimiidiir.

Ikinci bolimde caligmanin ileriki bolimlerinde kullamlan temel tamm ve
kavramtar verilmigtir.

Ugtincti bolimde pseudosimetrik manifoldlarin genel bir tamtim yapilarak,
pseudosimetrik manifoldlarla ilgili temel tanim ve teoremler verilmigtir.

Dordiincii bohimde konharmonik semiparalel ve konbarmonik Ricci-simetrik
hiperyiizey tammlari verilerek bu tir hiperytizeylerin sagladigi egrilik sartlar
incelenmigtir.

Beginci bolimde B. Y. Chen esitlifini saglayan pseudosimetrik hiperytizeyler
incelenerek, bu siniftaki hiperyiizeyler igin pseudosimetri, Ricci-pseudosimetri ve Weyl
pseudosimetri kavramlarinin birbirine denk olduklan gosterilmigtir.

Altinci  bolimde semiparalel yiizeyler incelenerek, semiparalel yiizeylerin
genellestirilmesi verilmigtir.

Son bolim olan yedinci bolumde ise 2-semiparalel altmanifold ve yiizeyler

incelenerek, bu tiir yiizeylerin genellestirilmesi verilmistir.

Anahtar Kelimeler : Pseudosimetrik manifold, Ricci-pseudosimetrik manifold, Weyl
pseudosimetrik manifold, semiparalel altmanifold, 2-semiparalel altmanifold, paralel
ikinci temel formlu altmanifold, hiperyiizey, B. Y. Chen esitlii.



ABSTRACT

In this thesis we consider pseudosymmetric manifolds are the generalized cases of
semisymmetric, Ricci-semisymmetric and Weyl semisymmetric manifolds

This study consists of seven chapters.

The first chapter is the introduction.

In the second chapter, some basic definitions and notions which will be used in
the other chapters are given.

In the third chapter, the pseudosymmetry type manifolds are introduced and some
basic definitions and theorems are given.

In the fourth chapter, the definitions of the conharmonic semiparallel and
conharmonic semisymmetric hypersurfaces are given and the curvature conditions of
conharmonic  semiparallel and conharmonic semisymmetric hypersurfaces are
investigated.

In the fifth chapter, pseudosymmetry type hypersurfaces satisfying B. Y. Chen
equality are considered. It has been obtained that in the class of the hypersurfaces
satisfying B. Y. Chen equality, the pseudosymmetry, Ricci-pseudosymmetry and Weyl-
pseudosymmetry notions are equivalent.

In the sixth chapter, the generalizations of the semiparallel (R -h = 0) surfaces
are given.

In the final chapter, 2-semiparallel (R -Vh = 0) submanifolds and surfaces and

the generalizations of such surfaces are considered.

Key words : Pseudosymmetric manifold, Ricci-pseudosymmetric manifold, Weyl-
pseudosymmetric manifold, semiparallel submanifold, 2-semiparalel submanifold,
submanifolds with parallel second fundamental form, hypersurface, B. Y. Chen equality.
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SIMGELER DiZiNi
M Manifold
M'(c) Uzay form
g Metrik tensor
I Norm
[.] Lie Parantez operatorii
M p noktasindaki tanjant uzay
T, M p noktasindaki normal uzay
Xi Vektor alam
x(M) M nin tanjant vektdr alanlarinin uzayi
x' (M) M nin normal vektor alanlarnin uzay:
N, (M) Birinci normal uzay
E? n-boyutlu yan1 Oklid uzay:
s indeks
\Y% M deki koneksiyon
D N deki koneksiyon
vt Normal koneksiyon
v van-der Waerden-Bortolotti koneksiyonu
h Ikinci temel form
H Ikinci temel tensor
tr(h) h mn izi
H Ortalama egrilik vektori
"ﬁ” Ortalama egrilik
K Gauss egriligi
Sekil operatérii

Riemann egrilik tensorii

~



R Riemann-Christoffel egrilik tensorii
R* V* koneksiyonuna gore egrilik tensori

R van der Waerden Bortolotti koneksiyonuna gore

egrilik tensori

S Ricci operatorii

S Ricci egrilik tensorii

C Weyl konformal egrilik tensorii

K Konharmonik egrilik tensorii

p Skalar egrilik

Ne g metrik tensoriine gore endomorfizm

A Kulkarni-Nomizu ¢arpimi

® Tens6r garpimi
cr Eliptik hiperkoni

M(m+1, R) R iizerindeki (m+1) x (m+1) matrislerin kiimesi

T? R* de flat tor yizeyi

A% Veronese altmanifoldu



1. GIRIS

Bu caligmanin amaci konharmonik semiparalel hiperyiizeyler,
semiparalel yizeyler ve 2-semiparalel altmanifoldlar ile yiizeyleri
incelemektir. Aynca B. Y. Chen esitligini saglayan pseudosimetrik
hiperyiizeyleri siniflandirmaktir.

Bu c¢aligma birinci bolim giris olmak iizere yedi bolimden
olugmaktadir.

Ikinci ve tiglincii bolim ileriki bolimlerde kullanilan temel tamm ve
teoremleri icermektedir. Diger bolimler ise orijinal sonuglar icermektedir.

Ikinci bélimde bir Riemann manifoldu kavrami tanmilarak bu tiir
manifoldlar Gzerindeki koneksiyonlar tammlanmigtir. Ayrica bir M
Riemann manifoldunun Riemann-Christoffel egrilik tenséri ve Ricci
tensorii tamumlanarak bunlann Ozelikleri verilmigtic. Bundan bagka bir M
altmanifoldu i¢in Gauss ve Weingarten denklemleri verilerek M nin ikinci
temel formu ile ilgili 6zelikler tanimlanmgtir.

Ugiincii  bolimde agirlikli olarak Deszcz (1992) ¢aligmasindan
yararlamlarak pseudosimetri kavrami genig olarak tamitilmugtir. Genel bir T
tensOriiniin  pseudosimetrik olma durumlan incelenmistir. Bu bélimde
ayrica pseudosimetrik hiperyiizeylerle ilgili bazi temel teoremler verilmistir.

Dérdincii bolimde konharmonik semiparalel (X - H = 0) ve
konharmonik  Ricci-simetrik (K - S = 0) hiperytizeyler tamimlanarak
bunlarla ilgili egrilik sartlar elde edilmigtir.

Beginci bélimde B. Y. Chen esitligini saglayan pseudosimetrik
hiperytizeyler incelenmisgtir.

Altinci  bolimde Deprez (1985) de tamimlanan semiparalel
(R-h=0) yizeyler incelenerek bunlarm genellestirilmeleri  olan

.C. YOKSEKOGRETIM KURULY
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R-h=1,Q( h) ve R- h = Lag G(Aﬁ, h) egrilik sartlarim saglayan
yiizeylerin karakterizasyonlar: elde edilmistir.

Son bolimde Arslan ve ark. (2000) de tammlanan 2-semiparalel
altmanifold ve yiizeyler incelenmigtir. Ayrica R - Vh = Lg, Q(g, Vh)
egrilik sarttmt saglayan flat normal koneksiyonlu altmanifoldlar ve
R-Vh=1L Ag Q (AL, Vh) egrilik gartim saglayan flat normal koneksiyonlu

yizeylerin karakterizasyonlan elde edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde daha sonraki bélimlerde kullamlacak olan temel kavramlar
tamtilmigtur.

Tanmm 2. 1. M bir diferensiyellenebilir (C*°) manifold olsun. M iizerindeki C™
vektor alanlarinin uzay: x(M) ve M den R ye C” fonksiyonlarin uzay: C*(M, R) olmak

lizere, M iizerinde

g: xMxxM) - C”°(M, R)
seklinde tanimlanan g Riemann metrigi ile birlikte M ye bir Riemann manifoldu adi verilir
(Kobayashi ve Nomizu 1963).

M manifoldunun herhangi iki p ve q noktas: igin M iizerinde bu noktalan
birlegtiren bir egri bulunabilirse M ye baglantili manifold ad: verilir (O’ Neill 1966).

Tamm 2. 2. M bir diferensiyellenebilir manifold ve M tizerindeki C=° vektsr
alanlarinin uzayi (M) olmak tizere;

VM) x x(M) —2=2 y(M)
XY) — VX Y)=V,Y

doniisimi Vf, g € C¥(M, R), VX, Y, Z € x(M) icin,

) V(Y+Z)= V, Y + V,Z,

) Vig,ow Z= fV4Z + gV, Z,

i) VoY) =1V, Y + XY
lineerlik Ozeliklerini saglarsa, V ya M iizerinde bir Afin Koneksiyon ad1 verilir
(Hac1salihoglu 1983).

Tamm 2. 3. (M, g) bir Riemann manifoldu ve V da M tizerinde tanimlanan bir
afin koneksiyon olsun. O zaman VX,Yex(M) olmak iizere; V doniigimii

) VY-V, X=[XY] (Koneksiyonun sifir torsiyon ozeligi),

i) Xg(Y,Z)=g(VxY,Z)+g(Y,V4xZ) (Koneksiyonun metrikle bagdagmasi ozeligi)



sartlanimt sagliyorsa , V ya M tizerinde sifir torsiyonlu Riemann Koneksiyon veya M nin
Levi-Civita Koneksiyonu ad1 verilir (Hacisalihoglu 1983).
Tanmm 2. 4. M bir diferensiyellenebilir manifold olmak uzere;

Vv aMyxy (M) — 2= 5 (M)
XY) ——— VXY) = V, Y
bigiminde taumlanan V operatorii, M nin bir U bblgesi tizerinde tanyml olup her bir C%
X, Yex(U) vektor alan ciftine U iizerinde V1Y ile ifade edilen tigiincii bir C™° vektor
alam kargiik getirir. VX, Yey(M), VfeC”(M, R) olmak iizere;
D) ViwZ = ViZ+ V,Z,
i) Ve Y=f V.Y,
if)) Vi (Y +2) = Vo Y + Vo Z,
V) Vo (V)= £V, Y + XOY
ozeliklerini saglayan V ya Lineer Koneksiyon (veya kovaryant tiirev) adi verilir (O’ Neill
1983). .
Tamm 2. 5. (M, g) bir Riemann manifoldu, V de M tizerindeki LeviCivita
koneksiyonu olsun.
R 2 x(M) x x(M) x 1 (M) — % (M)
REVZ=RX VZ=[Vy,Vy1Z- Vi Z
= ViViZ = ViViZ ~ V iz oZ 2.1
ile tanimlanan IN{fonksiyonu M tzerinde bir tensér alamdir ve M nin Riemann egrilik
tensorii olarak adlandinlir. Aynica R(X, Y, Z, W) = g( R (X, Y)Z, W) tensériine M nin

Riemarn-Christoffel egrilik tensorii adi verilir. Burada [.] ile Lie parantez operatérii
gosterilmektedir.
Her X, Y, Z, V, W € x(M) igin Riemann egrilik tenséria R agagidaki 6zeliklere
sahiptir;
i) RX, VZ=-R(Y,X)zZ 2.2)
i) gRX YV, W)=-gRx )W, V), 2.3)
i) REYVZ+R(Y,2X+R(Z x)Y=0, (2. 4)



V)  gRE NV, W)=gR(V, W)X, Y) @.5)
(O’ Neill 1983).
Eger M
VR=0

sartint sagliyor ise M ye lokal simetrik manifold adi verilir. Bu egrilik sartinin geometrik
yorumu su sekilde verilebilir: M nin her p noktasinda tanimlanan lokal geodezik simetri
bir izometridir (O’ Neill 1983).

(M, g) baglantili bir (yar1)-Riemann manifoldu olsun. Eger her p € M igin T,M
tanjant uzayl tzerinde tirev doniigiimii -Iy olan bir tek F, : M — M izometrisi varsa
(M, g) ye (var)-Riemann simetrik uzay denir (O’ Neill 1983). Her (yari)-Riemann
simetrik uzay lokal simetriktir.

Tamm 2. 6. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. M tizerinde sirastyla bir
vektor alam ¢ ve bir r-form o olmak tizere v, ..., v; € TM (r > 1) vektorleri igin M
tizerinde

(Ce)P)(v2, ..., Vo) = 0((D), V2, ..., Vo)
bigiminde tamimlanan Cc@ (r-1)-formuna @ nun § ile kontraksiyonu adi verilir (Lang
1995).

Tamm 2. 7. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. T,M tanjant uzaymin iki

boyutlu altuzay1 /7 olmak tizere v, w € IT tanjant vektorleri igin 4/ alan fonksiyonu

ALV, W) = g(V, V)g(W, W) - g(V, W)’
bigiminde tanimlansm. Béylece A7 (V, W) # 0 olmak tizere

= SRV, W)W, V)
K(V, W) ALV W) (2.6)

ile tanimlanan K ya I7nin kesitsel egriligi denir ve K(I7) ile gosterilir (O’Neill 1983).
Tamm 2. 8. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve {e;, e, ..., e,}, xM)

nin bir bazi olsun. Béylece
S 12 - % (M)

X SX=-Y'R(e, Xe,)
i=1
seklinde tanumli S operatériine M nin Ricci operatéri adi verilir. Ayrica S yardimiyla M

nin Ricci egrilik tensorii S



S xM) xxM) - C°(M, R)
X Y) >S5 V) =g(5X, Y) @7
bigiminde tanimlanir (Chen 1973).
Ayrica
X V) =S(SX,Y)
dir (Deszcz 1992).
Tanimm 2. 9. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Her X, Y ex(M) igin
SX, Y)= AgX)Y)
olacak bigimde M tizerinde bir A fonksiyonu var ise yani M nin Ricci tensérii S, metrik
tensor g nin bir kati ise M ye Einstein manifoldu adi verilir (Besse 1987).
Tamm 2. 10. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve {ey, €, ... , e} ToM
tanjant uzayinin bir bazi olmak tizere M nin skalar egriligi
p= Zs(eiaei) (2 8)

i=1
seklinde tammlanir (Chen 1973).

Tanum 2. 11. Sabit egrilikli, tam, baglantih manifoldlara uzay form denir. n-
boyutlu bir M uzay formu M"(c) ile gosterilir. Eger

c=0 ise M*(c) = E* Oklid uzay:

{c= 12 ise M?*(c) = S" (1) kiiresi
r
c= —iz ise M"(c) = H*(r) Hiperbolik uzay
| r
dir (Chen 1973).
Tanmm 2. 12. M bir C* manifold olsun. Eger M iizerinde
i) 2-lineer,
ii) simetrik

iif) VXeyM)icingX, Y)=0ise Y =0 € x(M) dur,
Ozeliklerini saglayan bir g metrigi var ise M ye yari-Riemann manifoldu, g ye de yar:-

Riemann metrigi adi verilir (O’ Neill 1983).



Tanim 2. 13. (M, g) n-boyuttu bir C* manifold ve {ey, e, ..., &} T,M nin bir

bazi olsun. Bu takdirde bir wye T,M tanjant vektséri M nin metrigi g cinsinden
Wo = D 8.8(W, e, )e;
i=1

bigiminde tek tirli yazilabilir. Buradaki g; lerin negatif olanlarmin sayisma g metrik
tensoriiniin indeksi denir. Bir yari-Riemann manifold tizerindeki metrigin indeksine yari-
Riemann manifoldun indeksi denir, s ile gosterilir ve 0 <s <n dir (O’ Neill 1983).

Tamm 2. 14. E® n-boyutlu Oklid uzay: verilsin. 0 < s < n olmak tizere s
tamsayzst igin, E" tizerinde,

(X, Yp) = Z_:X1Yi - ZXiYi
i=1

i=n-s+l1
ile verilen metrik tensér géz oniine alinirsa elde edilen uzay yari-Oklid uzay olarak
adlandinbir ve E7 ile gosterilir. Eer s = 0 ise E2, E* Oklid uzayidir (O’ Neill 1983).
Tamm 2. 15. n>2 ve 0 <'s < n olsun. Bu takdirde
) 8;()={pE": gp, p) =1’}
hiperkuadratigine E}*! de r > 0 yarigaply, n-boyutlu s-indeksli pseudo-kiire denir.

if) E;" de H; (1)= {p<E}}: g(p, p) = -’}
ile verilen hiperkuadratige r > 0 yarigapl, n-boyutlu s-indeksli pseudo-hiperbolik uzay
denir (O Neill 1983).

Tanmm 2. 16. M ve N birer C™ manifold olsun. f M den N ye tanimh bir C*
fonksiyon olmak tizere, (fy ), jakobiyen matrisine kargilik gelen dontigim M nin her bir p
noktast igin birebir ise f fonksiyonuna bir immersiyon denir (Chen 1973).

Tanim 2. 17. M ve N birer C™ manifold ve £ M — N bir C* fonksiyon olsun. f
nin f, jakobiyen matrisine kargiik gelen déniisiim birebir ve f tek degiskenli ise f ye
M den N ye bir imbeding adiverilir (Chen 1973).

Tamm 2. 18. f bir immersiyon olmak tizere VX, Ye TM igin,

<f,(X),f.(Y)>=<X Y >

ise f ye bir izometrik immersiyon ad: verilir. Burada <, >, T,M den indirgenmis metriktir
(Chen 1973).



Tamm 2. 19. M ve N sirasiyla n ve n+d-boyutlu Riemann manifoldlar olmak
tizere M, N nin alt manifoldu ve V ve D sirasi ile M ve N de kovaryant tiirevler olsun.
Boylece X ve Y, M iizerinde vektor alanlari olmak tizere

DxY = V, Y +h(X,Y) (2.9)
biciminde Gauss denklemi elde edilir. Burada V.Y ve h(X, Y), DxY nin sirastyla

tanjant ve normal bilegenleridir. (2. 9) ile tammlanan h ya M nin ikinci temel Jormu ads
verilir- Eger h = 0 ise M ye fotal geodeziktir denir (Chen 1973).

Tanm 2. 20. M ve N sirastyla n ve n+d-boyutlu Riemann manifoldlar olmak
tizere M, N nin alt manifoldu olsun. M ye normal bir birim vektor alant £ olsun. Dx¢ nin

teget ve normal bilesenleri sirasiyla -A¢(X) ve V& olmak iizere,

A:x(1\4)xxl(M)———>x(M)

dontigimi iyi tammlidir. Boylece;

DxE =-A, (X) + Vx& (2. 10)
bigiminde Weingarten denklemi elde edilir. Burada A, vyasekil operatorii, Viede M
nin T*M normal demetindeki (normal) koneksiyon adi verilir. M nin gekil operatérii A,
ile ikixici temel form h arasinda

g(A X Y)=g(LXY), §) 2. 11)
bagmtist vardir. Burada g, T,M de skalar ¢arpimdir (Chen 1973).

Ikinci temel form h nin kovaryant tirevi V, h,

(Vxh)(Y, Z) = VE((Y, Z))- (Y Y, Z)- h(Y, V, Z) 2. 12)
seklinde tanimlanir. h mn kovaryant tiirevi V h ya M nin digiincii temel Sormu adi verilir.
Eger Vh = 0 ise M ye paralel ikinci temel formlu (Chen 1973) veya I-paralel dir
(Lumiste 1999) denir. Buradaki V M nin T‘M normal demetinde tanimlanan normal
koneksiyon olup buna van der Waerden Bortolotti koneksiyonu denir ve

(Vx)(Y, 2) = (V4 1)(X, 2) = (V, B)(X,Y) (2.13)
seklinde Codazzi Egitligi 'ni saglar (Chen 1973).



Tanum 2. 21. M, N nin n-boyutlu altmanifoldu olsun.
H= th(ei,ei) (2. 14)
n4

bigiminde tammlanan H ya M nin ortalama egrilik vektorii ad: verilir. Eger H= 0 ise M
altmanifolduna minimaldir denir. H ortalama egrilik vektoriiniin normu “ﬁ” ya da M

nin ortalama egriligi adi verilir (Chen 1973).
Tamm 2. 22. M, E*° Oklid uzaymnmn n-boyutlu bir altmanifoldu olsun. Her
p € M igin p noktasinda birinci normal uzay
N;M=sp{h(X, Y): X, Y € T,M}c T:M
olarak tamimlanir (Chen 1982).
Tamm 2. 23. (N"(c), g) sabit egrilikli uzay formunun n-boyutlu bir
altmanifoldu (M, g) olsun. Bu takdirde VX, Y, Z, W € % (M) i¢in
RX, Y, Z, W) = c(g(X, W)g(Y, Z) - (X, Z)g(Y, W)
+ B (X, W), (Y, 2)) - B (h(X, 2), h(Y, W)) (2. 15)
seklinde tanimlanan esitlige Gauss denklemi ad: verilir.
Ayncan, & € (M) olmak tizere
RYX, Y, , &) = g([As, AJJX, Y) @ 16)
seklinde tanimlanan esitlige de Ricci denklemi adi verilir (Chen 197 3). Burada
[As, Acl = AcAn - A
ve R*ise V! normal koneksiyonuna gore Riemann egrilik tensériidiir.
Eger R" = 0 ise M flat normal koneksiyonludur denir. (2. 16) denklemi geregi
M nin normal koneksiyonunun flat olmas: igin gerek ve yeter sart M nin sekil operatérii
matrislerinin kdsegenlestirilebilir olmasidir. (2. 16) denkleminden tiim hiperyiizeyler igin
R* = 0 oldugu agiktir (Chen 1973).
Tanum 2. 24. (N, g) Riemann manifoldunun bir altmanifoldu (M, g) olsun.
VX, Ye (M) olmak tizere

h(X, V) = g(X, V) H
esitligi saglaniyorsa M ye total umbilik altmanifold ad: verilir,
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Eger

B0 V), H) =X, V)
olacak bigimde M iizerinde bir A fonksiyonu var ise M ye pseudo-umbilik altmanifold
denir (Chen 1973).

Tanumm 2. 25. (N, g) Riemann manifoldunun bir altmanifoldu (M, g) verilsin. M
nin birim tanjant vektorii X olmak tizere y M iizerinde y'(0) = X ozeliginde bir geodezik
olsun. Bu takdirde y nin 0 noktasindaki birinci Frenet egriligi k(0) = [a(X,X)| dir. Eger
M nin her p noktasmda h(X, X) in normu [|a(X,X)| sadece p ye bagh olup X = y'(0)
dan bagimsiz ise M ye izotropik altmanifold ad: verilir (O’ Neill 1983).

Tanmmm 2. 26. (N, g) Riemann manifoldunun bir altmanifoldu (M, g) olsun. X,
Y, U,V eyM) igin

R b x(M) x x(M) x x(M) x x(M) - %-(M)
(R (X, Y) B)(U,V) = R"XK,)A(U,V) - h(R(X, Y)U, V) - b( U, R(X, )V) (2. 17)
ile tanimlanir. Eger M nin her noktasinda R -h = 0 ise M ye semiparalel altmanifold adi
verilir (Deprez 1985).

OCRETIM KURULU
T.C. YOKSEK = :



3. PSEUDOSIMETRIK MANIFOLDLAR VE HIPERYUZEYLER

Bu bolim baghca iki kisimdan olugmaktadir. Birinci kisimda pseudosimetrik
manifoldlar, ikinci kisimda ise pseudosimetrik hiperyiizeyler incelenmistir.

3. 1. Pseudosimetrik Manifoldlar

Bu kisimda aksi s6ylenmedikge M ile n-boyutlu (n > 2), C® smifindan baglantili
bir (yart)-Riemann manifoldu anlagilacaktir.

M tzerinde tammli (0, 2)-tipinde bir simetrik tensér A olmak iizere Aa
endomorfizmi

Aa M) x ¢ M) x (M) — x(M)

XraY)Z =AY, DX -AX, Z)Y 3.1
biciminde tanimlanir. Eger A = g alinirsa (3. 1) denklemi
X nY)Z = g(Y, Z)X - g(X, Z)Y 3.2)

bi¢imine indirgenir. Bundan sonra X A,Y yerine kisaca X AY kullandacaktir (Chen
1973).

Her bir X, X;, Xs, X4 € x(M) i¢in (M, g) nin Weyl konformal egrilik operatorii
C: x (V) x (M) x (M) —> %(M)

1 (L—l Xl/\Xz—.(Xl/\ g X2+ § Xl/\Xz))X3

C (X1, X)X = R (Xy, X)Xs +
n-2n

ve Weyl konformal egrilik tensorii
C:x(M) x x(M) x x(M) x % (M) - C*(M, R)
X, X, X5, Xa) = 8(C (X1, Xa) X5, Xo) (3.-3)
seklinde tamimlanir. Bununla beraber n > 4 icin eger C = 0 ise M ye konformal flat dir
denir. Eger n =3 ise M i¢in her zaman C = 0 dir (Chen 1973). |
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M tuizerinde (0, 2)-tipinde simetrik iki tensér A ve B ise bu tensorlerin Kulkarni-
Nomizu ¢arpimi N, ¥ X1, Xa, X3, X4 ex(M) icin
(A AB)(Xi, Xs, X3, Xa) = A(X), X)B(X, Xs) + AKX, X3)B(X1, Xa)

- ARy, X)B(X, Xa) ~ A(Xa, X)B(X1, Xa) (3. 4)
bigiminde tamimlamir (Besse 1987).

M tizerinde (0, k)-tipindeki (k > 1) bir T tensor alan: ve (0, 2)-tipinde bir simetrik
A tensor alam verildiginde T nin kovaryant tirevi VT,
VD)X, ..., Xi; X) = (Vo T)( Xy, s Xi) 3.5

k
= Vi(IXs, o, X)) - DT, ., VX, X, )

biciminde, R - T ve Q(A, T) tensorleri ise
R-T, QA T) : x(M)x..xx(M) — C°(M, R)

(k+2)~defa

R- DXy, -, XX,V = (REK ) T))Xy, .., X (3. 6)
=-T(R X, V)X, X, .., X = .. - T(Xp, X ..., R (X, )X,
ve
QA DXy ., XX, V)= (XAaY) TN(X,, ..., X0 (3.7
=-T(X A )Xy, Xo, ., Xi) - . = T(X1, X, .., (X A V)X
bi¢iminde tanimlamr. T=R ve T = C icin Q(g, R) ve Q(g, C) tensorleri ilk olarak
Eisenhart (1966) ve Tachibana (1974) de tammlanmigtir.
Ornegin R nin R iizerine etkisi R - R ve Q(g, R) tensorii V Xy, X, X3, X5, X, Y
€ x(M) igin
R-R, Qe B) 1 x(M) x x(M) x x(M) x x(M) x x(M) x %(M) - C°(M, R)
R - R)(Xy, X5, Xs, Xi; X, Y) = -R(R (X, V)X, X5, X5, X4 )
R, ROE X, X5, Xe) R, X, KK, V)X, Xe) -RK, X, X, B (X, V)X )
ve
Qg R) (X1, X2, X3, X4; X, Y) = - RGEXAY)X), X5, X5, Xq)
- RXy, XAY)Xo, X5, X4 ) —R(X), Xo, (XAY)Xs, X ) - R(X), X, X, (KAY)X, )

ile hesaplanir.
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k > 1 icin VT = 0 ise T tensér alanina paraleldir denir. R - T = 0 ise T
semisimetrik olarak adlandinlir. T tensér alam paralel ise semisimetriktir fakat tersi her
zaman dogru degildir. k > 1 igin eger R - T ve Q(g, T) tensérleri M nin her p noktasinda
lineer bagimli ise M manifolduna T tensor alanma gére pseudosimetriktir denir. Agikca
her semisimetrik tensér alani pseudosimetriktir fakat tersi dogru degildir (Desczcz ve
Grycak 1987). Béylece M manifoldunun T tensér alamna gore pseudosimetrik olmasi

igin gerek ve yeter sart
Ur={peM:peM de Qg T) =0}
kiimesi Gizerinde
R-T=LiQg, T) (3.8)
olmasidir. Burada Ly fonksiyonu Uy kiimesi tizerinde tammlidir,
Eger
VS=0 3.9
ise M ye Ricci-simetrik,
VC=0 (3. 10)

ise M ye konformal simetrik manifold denir (Chaki ve Gupta 1963).
Eger VR =0 ise
R-R=0 (. 11)
dir, fakat tersi dogru degildir. (3. 11) denklemini sajlayan bir M, g) (var)-Riemann
manifolduna semisimetriktir denir. (Sinyukov 1954, Szabé 1982, Szabd 1984, Szabd
1985 ve Kowalski 1996) caligmalarinda semisimetrik manifoldlarin simiflandirilmass
yapimugtir.
Eger VS =01ise
R-S=0 (. 12)
dir, fakat tersi dogru degildir. (3. 12) denklemini saglayan bir (M, g) (varn)-Riemann
manifolduna Ricci-semisimetriktir denir (Deszcz 1992).
Eger VC=01ise
R-C=0 (. 13)
dur, fakat tersi dogru degildir. (3. 13) denklemini saglayan bir (M, g) (yan)-Riemann
manifolduna Weyl-semisimetriktir denir (Deszcz 1992).
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n > 3 boyutlu bir (M, g) (yari)-Riemann manifoldu igin eger M nin her noktasinda
R - R ve Q(g, R) tensorleri lineer bagimli ise M ye pseudosimetrik manifold denir
(Deszcz ve Grycak 1987).

(M, g) manifoldunun pseudosimetrik olmas: igin gerek ve yeter sart

Uz = {pe M: Q(g,R) =0}
kitimesi tizerinde
R-R=Lz Q(g, R) (3. 14)

olmasidir. Burada Ly fonksiyonu Uy tizerinde tanimlidir.

n>3 boyutlu bir (M, g) (yarr)-Riemann manifoldu igin eer M nin her noktasinda
R - S ve Q(g, S) tensorleri lineer bagimh ise M ye Ricci-pseudosimetrik manifold denir
(Deszez 1989, Deszcz ve Hotlos 1989). Bu durumda (M, g) manifoldunun Ricci-
pseudosimetrik olmas i¢in gerek ve yeter sart

Us={peM:peM deS-Eg;tO}
n

kiimesi izerinde
R-S=LsQ(g, S) (3.15)
olmasidir. Burada Ls fonksiyonu Us tizerinde tanimhidir.

Her pseudosimetrik manifold Ricci-pseudosimetriktir fakat tersi dogru degildir.
Agikea, her Ricci-semisimetrik manifold (R - S = 0) Ricci-pseudosimetriktir fakat tersi
dogru degildir (Deszcz 1989, Deszcz ve Hotlés 1989).

n 2 4 boyutlu bir (M, g) (yar1)-Riemann manifoldu icin eger M nin her noktasmda
R - Cve Q(g, C) tensorleri lineer bagimli ise M ye Weyl pseudosimetrik manifold denir
(Deszcz 1990). Bu durumda (M, g) manifoldunun Weyl pseudosimetrik olmast igin gerek
ve yeter sart

Uc={peM:peM de C=0}
ktimesi tizerinde
R-C=LcQ(g, C) (3. 16)
olmasidir. Burada L fonksiyonu Uc tizerinde tanimlidir.

Her pseudosimetrik manifold Weyl pseudosimetriktir fakat tersi dogru degildir.
Agikca, her Weyl semisimetrik manifold (R - C = 0) Weyl pseudosimetriktir fakat tersi
dogru degildir (Deszcz 1990).
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n 2 4 boyutlu bir (M, g) (yarr)-Riemann manifoldu icin eger M nin her noktasinda
C - Cve Qg C) tensorleri lineer bagumh ise M ye pseudosimetrik Weyl tensorli
manifold denir (Deszcz ve ark 1994). (M, g) manifoldunun pseudosimetrik Weyl tensérkis
olmas igin gerek ve yeter sart Uc kiimesi tizerinde
C-C=LcQ(g O) (3.17)
olmasidir.
n > 4 boyutlu (yar)-Riemann manifoldlanimn siufinda agagidaki kapsama
bagntilan gegerlidir (Deszcz 1992).
R-R=0c R-§=0,
R-R=0c R-C=0,
R:-S=0cR-S=LsQ(g, S),
R-R=0cR-R=1Lz Qg R),
R-C=0cR-C=LcQ(g, O),
R-R=Lr Q(g, R) < R-S=LsQ(g, ),
R-R=Iz Q(g,R)c R -C=LcQ(g, C).

T.C YIKSEKOCRETIM m
TOKTANTASY OF IYIERURL A
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3. 2. Pseudosimetrik Hiperyiizeyler
M, g) ve (N, g) sirastyla n ve (n + 1)-boyuthu (yar1)-Riemann manifoldlar: olmak
tzere f: M — N bir izometrik immersiyon olsun. Béylece & x*(M) birim normal

vektor alam ve X, Y € x(M) olmak tzere (2. 9) ve (2. 10) Gauss ve Weingarten
denklemleri sirasiyla

DxY =V, Y +eHX YY) (3. 18)
Dxt = -A, (X) (3.19)
bigiminde yeniden ifade edilebilir. Burada H, M nin & ye gore ikinci temel tensorii ve

e= g( &) =+ 1 dir. Boylece (2. 11) denklemi

8(AX, Y) = HX, Y) (3. 20)
olarak yeniden yazilabilir. Ayrica p > 1 icin
g(AIX,Y) = H'(X, Y) (3.21)

seklinde tanimlanir.
R ve R ile sirastyla M ve N™! nin Riemann-Christoffel egrilik tensorleri ve

V X, X2, X3, X4 €x(M) olmak tizere M nin N**' de Gauss denklemi

R(X1, X, Xs, Xa) = R (Xy, Xo, X3, Xa) + €B(X1, X, X5, Xo) (. 22)
olarak tammlanir (Chen 1973). Burada E tensérii
E(Xi1, X2, X3, Xa) = H(X1, X)H(X,, Xs) - H(Xy, Xs)H(Xs, Xo) (3. 23)
seklinde tanimlanir.

Eger N;" yar-Riemann manifoldu yan-Oklid uzayr E* ise (3. 22) Gauss
denklemi
R(X, X5, X3, Xa) = & (HX1, X)HX,, Xs) - HXy, X)HX,, X)) (3. 24)
haline déniigiir.
(3. 24) esitliginin uygun bir kontraksiyonu ile M nin (EX deki) Ricci tensérii
S = g(tr(H)H - H) (3. 25)
olarak elde edilebilir. Buradan V X; € (M) igin §Xi Ricci operatérii de
SX, = e(tr(H)AX; - A%X) (3. 26)
dir.
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Teorem 3. 1. M c EX*' (n > 3) bir hiperyiizey olsun. Bu takdirde M
semisimetriktir (R - R = 0) < her p € M noktasinda M nin ikinci temel tensérii
H’=AH (A € R)veya

H=oav®v+Bw®w, v,weT.(M),a BecR (3.27)
esitliklerinden birini saglar (Deszcz 1996).

Teorem 3. 2. Mc E;™ (n > 3) bir hiperyiizey olsun. Bu takdirde M hiperyiizeyi
pseudosimetriktir (R - R =Lz Q(g, R)) < her p € M noktast igin R - R = 0 dir veya M
nin ikinci temel tensdrii

H=oH+Bg (a,BeR) (3.28)
esitligini saglar (Deszcz 1996).

Son teorem su sekilde yorumlanabilir:

M c EM (o > 3) bir hiperyiizey olsun. Bu takdirde M hiperylizeyi
pseudosimetriktir <> her p € M noktast igin R - R = 0 veya p noktasinda M nin
birbirinden farkli en fazla iki asli egriligi vardir (Verstraelen 1993).

Teorem 3. 3. M c E;*' (n > 3) bir hiperyiizey olsun. Bu takdirde M hiperyiizeyi
Ricci- pseudosimetriktir (R - S = LsQ(g, S)) <> her p € M noktasi i¢in R - S = 0 dir veya
M nin ikinci temel tensorii (3. 28) esitligini saglar (Defever ve ark. 1995).

Teorem 3. 2 nin yorumuna benzer sekilde Teorem 3. 3 de su sekilde
yorumlanabilir:

M c E* (n > 3) bir hiperyiizey olsun. Bu takdirde M hiperyiizeyi Ricci-
pseudosimetriktir <> her p € M noktast igin R - § = 0 veya p noktasinda M nin
birbirinden farklt en fazla iki asli egriligi vardir (Deprez ve ark. 1988).

Teorem 3. 4. M < E2* (n 2 4) bir hiperyiizey olsun. Bu takdirde M hiperyiizeyi
Weyl pseudosimetriktir (R - C = LcQ(g, C)) <«  pseudosimetriktir R -R =
LrQ(g, R)) (Arslan ve ark. 1997).

Yardima Teorem 3. 5. M < EX* (a > 3) bir hiperyiizey olsun. O zaman

R-R=Q(S,R) (3.29)
dir (Defever ve ark. 1995).



18

Yardimeir Teorem 3. 6. (M, g) (yari)-Riemann manifoldunun bir p noktasinda
(0,2)-tipindeki iki tensorii A ve D olsun. Vp e M icin
aQ(g, A) +YQ(A, D) +BQ(g,D) =0 (a, B, 7R vey=0)
esitligi saglaniyorsa A - l1:r(A)g ve D - —l-tr(D)g tensorleri lineer bagimlidir (Deszcz
n n
1997).

Yardimc: Teorem 3. 7. M < EX (n > 4) bir hiperytizey olsun. O zaman

€
n-2

C-H=

[Qe, B’ - tr(B)E’) + (n - 3)QQL H)] + uQ(g, H) (3. 30)

dir. Burada p = dir (Deszcz ve ark. 1999).

P
(n-D(n-2)
Yardimci Teorem 3. 8. M  EX* (n > 4) bir hiperyiizey olsun. Bu takdirde
R - S=QH, t()H* - ) (3.31)
dir (Defever ve ark 1995).
Yardimci Teorem 3. 9. M < EX (n > 4) bir hiperytizey olsun. X;, X;, X;, X,
X), Xm € x(M) olmak iizere
(C- R )Xy, Xi, X;, Xy, X1, Xo) =e(HA(C - W) (Xs, Xi, X, Xk, X, Xu)
= e[H(Xs, Xi)(C - H)(Xi, X, X, Xu) + HX;, X)(C - H)(Xs, X, X, Xa)
- HXs, X)(C - )X, X, X, Xm) - HX;, X)(C - H)(Xs, X, Xy, Xa)] (3. 32)
dir (Arslan ve ark. (baskida)).
Yardimci Teorem 3. 10. (M, g) bir Riemann manifoldu A ve B (0, 2)-tipinde iki
simetrik tensor olsun. Bu takdirde

AAXQ®B,A)=Q(B, A) (3. 33)
dir. Burada

— 1 ~
A X, X, X, X)) = > A A A)Xs, X, X;, X

= AKXy, X)AX,, X)) + AKX, X)AX, Xi) (3. 34)
dir. Ozel olarak M < E™' hiperyiizeyi iin

HA QI H)=Q(, H) 3.35)
dir. (Deszcz, Glagowska (baskida)).



4. KONHARMONIK SEMIPARALEL HiPERYUZEYLER

Bu boliim orijinal sonuglar igermektedir. Bu béliimde (Ishii 1957) de tamimlanan
konharmonik egrilik tensorii ele almarak, konharmonik semiparalel ve konharmonik

Ricci-simetrik  hiperyiizeyler —tammlanmistir. Aynca EX'  yan-Oklid uzayinda
konharmonik semiparalel ve konharmonik Ricci-simetrik hiperyiizeylerin bazi egrilik
sartlar elde edilmigtir.

Tanmn 4. 1. (M, g) n-boyutlu (n > 3), bir (yari)-Riemann manifold olmak iizere

xM) nin X, X, X; elemanlann igin M nin konharmonik egrilik operatérii K ve
konharmonik egrilik tensorii K sirast ile
K (X, X)X = R (X, X)X,
(506 X)% - 8% X)F X+ 80, X) TXu- 506, X)X} (4. )
ve
KX, X, X, Xu) = g(K (%, X:)X;, X0 (4.2)
seklinde tanumlanir (Ishii 1957).
Hiperyiizeyler i¢in Tamum 2. 26 agagidaki gekilde yorumlanabilir.
Tamm 4. 2. M < E}*' bir hiperyiizey olsun. g(A:X, Y) =H(X, V) ve VX, Y, U,
V e x(M) igin

R, Y)H)(U, V) =-HR (X, Y)U, V) - HU, R (X, Y)V)
seklinde tanimlanur. Eger R - H = 0 ise M ye semiparaleldir denir.

Bu bolimde su andan itibaren aksi soylenmedikge M < EX' bir hiperyiizey
olarak diigiiniilecektir.
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Teorem 4. 3. M c E™' bir hiperyiizey olsun. Bu takdirde M nin semiparalel
olmasr igin gerek ve yeter sart M nin agagidakilerden biri olmasidir (Deprez 1986);
i) E™!inbir S* hiperkiiresinin agik bir pargast,
i) E™ in bir C* hiperkonisinin agik bir pargast,
iiiy Bir silindirik hiperyiizey,
iv) S"x E"™ c E™" n, € {2, ..., n-1}) garpim hiperyiizeyi,
v) Cux E"™™c E™ (n € {2, ...,n-1}) carpim hiperyiizeyi.
Onerme 4. 4. M cE?™ (n > 4) bir hiperyiizey olsun. M nin sekil operatériini A

ile gosterelim. O zaman
K (X, X)X = e(HX;, X)AX, - H(Xs, X)AX))

1 ~ ~
- o 506 X% - 80K X)X~ 80X X)X, + 206, X)8K,) (4.3)

dir.
Ispat. (3. 24) denklemi (4. 1) de yerine yazilirsa (4. 3) elde edilir. l
Aynica K- H, K- H®> ve K- S nin hesabt R - H nin hesabina benzer bigimde
yapilir.
Yardima Teorem 4. 5. McEX (n > 4) bir hiperyiizey olsun. Bu takdirde
K H= —— [(@-3) QH, H) - t(H)Q(e, B) + Qlg, H)] 4. 4)
dir.

Ispat. X;, X, Xj, X« € x(M) olmak iizere (3. 6) denkleminde R= K ve T =H
alindiginda

(K- B)(X, Xis X, Xi) = - H(K (X, X)X, X) - HX, K (X, X)X) 4.5)
elde edilir. Boylece Onerme 4. 4 yardin ile
(K- )X, X3 X, X9 = &(- HXe, Xo)H(AX;, X;) + H(X), Xo)H(AX,, X))

1 ~
+ ) [S(Xe, X)H(X;, Xj) - S, Xu)H(X;, Xi) + 8(Xe, Xn)H(SX ;, X))

- 8%, X H(SX, . X)] + (- H(Xe, X)H(AX;, X5) + H(X;, X)H(AX,, Xy)) +
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+ Ei—z' [S(Xk> Xl)H(Xb Xh) - S(X,, XX)H()(}L, Xk) - g(Xb X;)H( §Xk, Xh)

+ 8% X)H(SX; ,Xy)] (4. 6)
bulunur. Diger taraftan (3. 20) ve (3. 21) denklemlerinden A nin self adjoint olma 6zeligi
kullantlarak

H(AX;, X)) = g(AX,, AX)) = g(A’X, X)) = H'(X;, X)) (4.7)
ve
H(A’X;, X)) = g(A”X;, AX) = g(A’Xi, X)) = (X, X;) (4.8)
elde edilir. Ayrica (3. 26) denkleminden
H(SX;, X)) = e(tr(H)H(AX, X)) - H(A®X, X))
olup bdylece (4. 7) ve (4. 8) esitlikleri kullanilarak
H (8X,, X)) = e(te(EDH'(X;, X) -~ H'(X;, X)) 4.9
esitligi bulunur. Buradan (4. 7), (4. 8) ve (4. 9) esitlikleri (4. 6) denkleminde yerine
yazilarak denklemler diizenlenirse
(K- H)(Xs, Xi; X, Xi) = &(- HXi, X)HY(X;, X3) + H(X;, X)H(X,, X))
- HXy, X)H(X;, Xy) + HX;, X)H (X4, Xy))

25 150 XOHOG X) - S0 XOHK, %)+ S(6, X)HCK, X0

€

- 0% X%, %01+ 2D [0, XIEPCK, X) - 80K, KOEF(K X)

+ (X, XIHAX;, Xi) - 8(Xs X)H (X, X0)]
- ﬁ [8(Xe, XH' (X, X)) - 2(X;, XH (X, X))

+ 8(Xe, XYH'(X, Xs) - 8%, X)H (X, Xi)] (4.10)
elde edilir. Diger taraftan (3. 7) geregi
Qle, B)(Xe, X5 X, Xi) = - H((X) A Xi)Xs, X5) - HXs, (X A Xo)X)
olup (3. 2) kullanilirsa
Qe B)(Xs, Xi; X, Xi)) = - 8(Xe, Xn)H(X;, X3) + (X, Xo)H(X,, X)

- 8 XOH(X;, Xy) + 8(Xj, X)OHX:, Xi) (4. 11)
elde edilir. Benzer sekilde
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Qe )X, Xi5 X, Xe)) = - 8K, X H'(X;, X)) + g(X, X)H (X, X))
- 8(Xe, XDH'(X, Xa) + 8% X0H'(X0, X)) (4. 12)
Qe B)(Xe, Xi; X, Xa) = - g(Xe, X)H'(X;, X)) + (X, Xo)H' (X, X))
- 8%, XOH'(X;, Xa) + 8K X)Xy, X)) (4. 13)
Q(E, H)(Xs, Xi; X, Xu) = - HXe, X H (X, X) + H(X;, Xa)H (X, X))
- H(Xi, X)H(X;, Xa) + HX, X0H (X3, Xi) (4. 14)
ve
QEH, S)(Xs, Xis X, Xi) = - H(X, Xu)S(Xj, Xi) + H(X;, Xn)S(Xe, Xi)
- H(Xe, X)S(X;, X1) + HX, X)S(Xe, Xi) (4.15)
bulunur. Béylece (4. 11) — (4. 15) ifadeleri (4. 10) denkleminde yerine konulursa

K-H=eQWE B+ —— Q@ 5)-e Mg 1)+ S Q@ B (4 16)
n—2 n-2 n-2

elde edilir. Diger taraftan (3. 25) denkleminden
Q(H, S) = Q(H, e(tr(F)H - H)) = etr(H)Q(H, H) - eQ(H, H?)
dir. Ayrica (3. 7) denklemi yardimiyla
QH H)=0
oldugundan
Q(H, S) = -eQH, KY) @. 17)

bulunur. Buradan (4. 17) esitligi (4. 16) da yerine yazilir ve denklemler diizenlenirse
(4. 4) elde edilir. H

Tamm 4. 6. M c EX*' bir hiperylizey olsun. Eger X - H = 0 ise M ye
konharmonik semiparaleldir denir.

Teorem 4. 7. M < E*' (n > 4) bir hiperyiizey olsun. Eger M konharmonik
semiparalel ise pseudosimetriktir.

Ispat. M konharmonik semiparalel oldugundan, Tanum 4. 6 ve Yardime: Teorem
4.5 geregi
1
n-2
yazilabilir. Ayrica (4. 18) denklemine kontraksiyon uygulanirsa

e[(n - 3)Q(H, HY) - tr(H)Q(g, H’) + Q(g, H’)] =0 (4.18)

§F = - %str(H)Hz - n—;3- str(H)H % [ + se@)]g (4. 19)
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elde edilir. Bununla beraber (4. 19) ifadesi (4. 18) de yerine yazihirsa

2_n—3

(n - 3)eQ(H, H)

n

-3
r(E)QLe, ) - [=—etr(E]Q(e, H) = 0
bulunur. Béylece Yardimci Teorem 3. 6 geregi
H- ltr(Hz)g ve H- —1—tr(H)g
n n
tensorleri lineer bagimlidir. Béylece M tizerinde
B - Lu(i)g = M(H- ~tr(Eg)
n n
olacak sekilde bir A fonksiyonu vardir. Bu ise
H2=AH+ L (1) - Mr(E)e
n

demektir. Buradan Teorem 3. 2 geregi M hiperyiizeyi pseudosimetriktir. l
Yardimci Teorem 4. 8. McE™ (n > 4) bir hiperyiizey olsun. O zaman

1
n—2

K- H*=eQ@E, H’) + e[~ tr(H)QQH, ) - r(H)Q(g, HY) + Q(g, HY] (4. 20)
Ispat. Xy, X;, X;, X € x(M) olmak tizere (3. 6) denkleminde R = K ve T = H?
alindiginda
(K H)( X, X3 X5, X = - HI(K (X, X)X, X) - H' (X, K (X, X0X)  (4.21)
yazilabilir. Buradan Onerme 4. 4 yardimu ile
(K H)(Xn X5 X5, Xo) = -e( HX, XoH(AX;, X)) - HX;, Xo)H(AXy, X))

+ n—_l_z [S(Xe, XH'(X;, X;) - S(X;, X)H(X;, Xi) + 8K, Xa)HA(SX;, X))
= g(Xb Xh)HZ( §Xk ,Xi)] - 8( H(Xk, Xi)Hz(A}(j’ Xh) - H(Xi, )(j)Hz(AXk, Xh))
+ L [S0% OB, %)~ G5, XOFE(K X0 - 605, XORE(SX, , %)

+ 8(%, X)H(SX;, Xy)] 4.22)

yazilabilir. Diger taraftan (3. 21) denklemi yardimiyla A min self adjoint olma 6zeligi
kullamlarak
H(AX, X) = g(AX, A%X) = g(A’X, X) =H'(X, X)  (4.23)
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ve
H(AX, X) = g(A’X, APK) =g(AX, X) =H'X, X)  (4.24)
elde edilir. (3. 26) denkleminden
H(§X,, X)) = e(tr(E)H(AX,, X)) - H(A’X, X))
olup, (4. 23) ve (4. 24) esitlikleri yardimiyla
H(SX,, X)) = e(tr()H*(X,, X;) - H(X;, X)) (4. 25)
esitligi bulunur. Buradan (4. 23), (4. 24) ve (4. 25) eslthklen (4. 22) denkleminde yerine
yazilirsa, denklemler diizenlenerek
(K- H)(Xe, X5 X, Xi) = e(- HXe, X)H (X, X)) + HEK, Xo)H (X, X))
- HXe, XJH (X, Xi) + HX;, X)H (X, X1))

i i 5 [SX, X H (X, X)) - S(X;, X)H (X, X)) + S(Xe, X)HA(X,, Xi)

506, XE % %01 + 20D (g0, X)X, X) - 806, XOE (K, X)
+ 8K, X)H'(X;, Xu) - 2%, XpH' (X, Xu)]
- == (80X, XDH'X;, X) - 8, XH'(X, X)

+ 8(Xe, XOH'(X, Xs) - 8(X;, X)H (X, Xi)] (4.26)
elde edilir. Diger taraftan (3. 7) geregi
Qleg, H)(Xs, Xis X, Xi) = - 8(Xe, X)HY(X;, X)) + 8(X;, XH' (X, X))
- 8(Xe, XOH'(X, Xo) + 8K, XOH'(Xe X (4.27)
QH, H')(Xs, X X, X) = - H(Xi, X H(X;, X)) + H(X;, X (X, X))
- HX,, X)H(X;, Xp) + HX, X' (X, X (4. 28)
ve
QT S)(Xs, Xi; X;, Xi) = - (X, Xu)S(X;, Xi) + HA(X;, Xi)S(Xe, Xi)
- H'(Xe, X)S(X, Xu) + BX(X;, X)S(Xu, X (4. 29)
olup, (4. 13), (4. 27), (4. 28) ve (4. 29) ifadeleri (4. 26) denkleminde yerine yazilirsa

K- H'=s QL B) + —— QP §)- etr(H)Q< B HY  (4.30)

elde edilir. Diger taraftan (3. 25) denkleminden
Q(:Hza S) = Q(Hza S(tI(H)H - HZ)) = Stl'(I'I)Q(Hz, I_I) - SQ(HZ, Hz)
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dir ve (3. 7) denkleminden

Q(E’, HY) = 0 ve Q(H’, H) = - Q(H, )
oldugu kolayca goriilebilir. Boylece

QL S) =-etr(H)Q(H, H?) (4.31)
bulunur. Buradan (4. 31) esitligi (4. 30) da yerine yazihir ve denklemler diizenlenirse
(4. 20) elde edilir.

Tanm 4.9. McE™ bir hiperyiizey olsun.
KX V)S)OU,V)=-S(KX N, V)-SU KX )V) 432
seklinde tammlamir. Eger K - S = 0 ise M ye konharmonik Ricci-simetrik denir.
Yardimc: Teorem 4. 10. M cE;" (n > 4) bir hiperyiizey olsun. Eger M
konharmonik Ricci-simetrik ise M iizerinde reel degerli en az bir A fonksiyonu vardir
Oyleki
H? = tr(H)HC + AH + [ Mr(H) — tr(E)tr(ED) + tr(E0)]g (4. 33)
n
dir.
Ispat. M hiperyiizeyi konharmonik Ricci-simetrik oldugundan Tanum 4. 9 geregi
K- S =0 dir. Boylece (3. 25) denklemi kullamlarak
K-S=¢(tr(H) K- H- K- H) (4.34)
yazilabilir. Aynica (4. 4) ve (4. 20) denklemleri (4. 34) denkleminde yerine yazilirsa
K- S =0 yardimiyla

- QH, H) + tr(H)Q(H, H)
+ —— [-u(E)Qlg, B + 2(H)Qs, ) Qg HY] = 0 (4. 35)
elde edilir. Bununla beraber (4. 35) denklemine kontraksiyon uygulanirsa
- Lme L ) + 2ty (4. 36)

n-2 n(n-2)

+ %[_ tr(H’) + tr(H)tr(H?)]H + [bazt terimler]g

bulunur. Ayrica (4. 36) denklemi (4. 35) de yerine yazilirsa
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- S tr(E)Qlg, HEDE? - 1Y) + QEL te(HDRE - )

¥ ﬁ[—traﬂ + te(EDr(H]QGe, H) = 0

elde edilir. Buradan Yardimci Teorem 3. 6 geregi

tr(E)HE ~ I - tr(H)tr(H:l) — tr(H’) gveH- %U(H)g

tensorleri lineer bagimhdir. Yani en az bir reel degerli A fonksiyonu vardir 6yle ki

tI'(I'I)Hz _ H3 _ tf(I'I)tr(Hn) - tI(H3) g= ?b( H- _I]'Itr(H:)g)

dur.
Onerme 4. 11. M c EX (n>3), bir hiperyiizey olsun. O zaman

Q(H, R)=0

Ispat. X, X;, X;, X ex(M) igin
QE, R)(Xs, Xi, X, X X, Xa) = - R((Ki AeXe) X, X, X, X)
- RXy, KaneXm)Xs, X, Xi) - R, X, (X N X)X, Xic) - R(Xs, Xi, X, (Xi AuX)Xe)
olup burada (3. 7) denklemi kullanilirsa
QUEL RY(Xe, X, X, XX, Xa) = - H(Xe, XgR(K, X, X, X
+HXy, Xn)RXa, Xi, Xj, Xio) - HXm, X)R(Xs, X, X, Xi) + HXy, X)R(Xs, X, X;, Xi)
- HXa, X)R(Xs, X, X3, Xa) + HXy, X)R(Xs, Xi, Xon, Xi) - HXa, Xi)R(Xs, X;, X, X))
+ H(Xy, X )R(Xs, X;, X, Xu)
yazilabilir. Boylece (3. 24) Gauss denklemi kullanilarak Q(H, R) = 0 elde edilir. M
Teorem 4. 12. M c E™ (n > 4) bir hiperyiizey olsun. Eger M konharmonik
Ricci-simetrik ve C - R = 0 sartin saghyor ise pseudosimetriktir.
Ispat. M hiperytizeyi konharmonik Ricci-simetrik oldugundan (4. 33) esitligi
gegerlidir. (4. 33) esitligi (3. 30) da yerine konulursa

C-H=——[(he + —*)Q(g, H) - (-3)eQQH, )] 4.37)
n—-2 n-1

elde edilir. Ayrica (3. 32) geregi C- R=g(H X (C - H)) oldugundan

1
n-2

C-R=

[7»+8ni_1]H7\Q(g,H)—(n-3)H7\Q(H,H2) (4.38)






