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OZET
Yiksek Lisans Tezi

EULER SAYILARI, POLINOMLARI ve OZELLIKLERI

Hatice OZBAY

Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlsi
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Prof. Dr. ismail Naci CANGUL

Bu tezde Euler sayilar1 ve polinomlar: tanimlanmis ve cesitli 6zellikleri ele alinarak, kullanim
alanlar1 gosterilmistir.

Bu tez ¢ bolimden olugsmaktadir. Birinci bolimde calismanin diger bolimlerine temel
olusturacak kavramlar ve teoremler verilmistir.

ikinci bolumde Euler sayilar: ve polinomlar: tanimlanmis ve bunlari hesaplamaya yarayan
bagintilar ele alinmistir. Ayrica Euler sayilart ve polinomlarinin bazi ézellikleri ile bu sayilar
ve polinomlar arasindaki iliski gosterilmistir. Son olarak da bu sayilarin zeta fonksiyonlari
calisiimis ve Euler sayilari ile Bernoulli sayilar: arasindaki iliskiler verilmistir.

Uclinci boliimde Euler sayilari ve polinomlarinin ézellikleri verilmeye devam edilmis,

Ozellikle de ikinin kuvveti seklindeki modlarda bu sayilarin kongrianslari ele alinmis ve
calisilmistr.

Anahtar Kelimeler: Euler sayilari, Bernoulli sayilari, Ozel sayilar

2010, v + 39 sayfa.



ABSTRACT
MSc Thesis

EULER NUMBERS, POLYNOMALS AND PROPERTIES

Hatice OZBAY
Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. ismail Naci CANGUL

In this thesis, several properties and usage areas of Euler numbers and polynomials are given.

The thesis consists of three chapters. In the first chapter, the preliminary notions which are to
be used in later chapters are given.

In the second chapter Euler numbers and polynomials are defined and relations to calculate
them are considered. Also some properties of Euler numbers and polynomials and the
relations between these numbers and polynomials are given. Finally the zeta functions of
these numbers are studied and the relation between Euler numbers and Bernoulli numbers is
given.

In the third chapter, some further properties of Euler numbers and polynomials are given and
especially, their congruences in the moduli powers of two are studied.

Key words: Euler numbers, Bernoulli numbers, Special numbers

2010, v + 39 pages.



1. GIRIS

Bu bolimde daha sonraki bélimlerde kullanilacak olan teoremler, tanimlar ve bazi

temel kavramlar tanitilmastir.
Tamm 1.1. s >1 igin

= 1 1 1
S)=) —=1+—+—+... 11
)=y sl 1D

seklinde tanimlanan fonksiyona Riemann-zeta fonksiyonu denir.

Tammm 1.2. Riemann-zeta fonksiyonunun genellestirilmesi olarak dusunulebilen

Hurwitz-zeta fonksiyonu,

o 1
s,a) = 1.2
)=y (L2)
seklinde tanimlanur.
Ozel olarak a =1 alinirsa
> 1
s,1) =
¢(s,1) 2. (ne1)
:1+i+i+... (1.3)
ARG Y
=¢(s)

oldugu goralir.

Tamm 1.3. f(x),(-L,L) araliginda tanimli ve 2L periyotlu bir fonksiyon, yani

f(x+2L) = f(x) (1.4)



olsun. n=0,1,2,3,... igin

1t n/x
— [ f (x) cos——dx 15
'—-[ (X) 1 (1.5)
ve
1t N
b == X) sin ——dx 1.6
o= [100sin=s (L6)

-L

olmak Gzere, f(x) fonksiyonunun Fourier seri ac¢ilimi
o n7x
Zo a, cos—+b sin—— 1.7
5 Z C (1.7)

dir.

Tek fonksiyonlarin Fourier seri agilimlarinda sadece sin terimleri, ¢ift fonksiyonlarin

aciliminda ise sadece cos terimleri bulunur. O halde katsayilar,

L
f(x) tekse a, =0,b, :%If(x)sin%dx (1.8)
0
ve
2" n7x
f(x) ¢iftse b, =0,a, :IJ’f(x)cosde (1.9)
0
seklindedir.



2. EULER SAYILARI VE POLINOMLARI ILE BUNLARIN ZETA
FONKSIYONLARI

2.1. Temel Kavramlar

2 : . .
Tamm 2.1.1. secu = ————— fonksiyonun Taylor serisi agilhimindaki katsayilara Euler
e" +e

sayilart denir ve n-inci Euler sayist E, ile gosterilir. Buna gore,

Secu = eiu +e—iu
—_ - En 2n (21)
£ (2n)!
dir.
s C icin Euler-Zeta fonksiyonu ve Hurwitz-tipi Euler-zeta fonksiyonu
{e(s)= 22::1((-1)“ /n®) (2.2)
ve
e(s0=25 " (D" /(n+x)°) (23)

olarak tamimlanir. Buna gore, Euler-zeta fonksiyonlari, bltin s-duzleminde tam
fonksiyonlardir ve bu fonksiyonlar, negatif sayilarda Euler sayilari ve Euler

polinomlarinin degerlerini alirlar. Bunlar

(k) =E; ve &(~k,x) = E; (%) (2.4)

seklindedir.



Bu calismada Euler sayilar: ile zeta fonksiyonlar arasinda ilging bagintilar verilecektir.
Ayrica Euler zeta fonksiyonun pozitif cift tamsay:r degerleri icin yeni degerler elde

edilecektir.

Bu tez icinde Z, Q, C, Z , C ; sirasiyla rasyonel tamsayilar halkasini, rasyonel sayilar

cismini, kompleks sayilar cismini, p-adik rasyonel tamsayilar halkasini, p-adik rasyonel

tamsayilar cismini gésterecektir. v,

Ipl,=p " =p" (2.5)

olmak Uzere C  ’nin normalize edilmis hesaplama fonksiyonudur. Eger q C, ise

|q-1J<1 oldugu farz edilecektir.

(2.6)

notasyonu kullamilacaktir. Bunun sonucu olarak |x| <1 olacak sekildeki x degerleri

icin p-adik durumda lim[x]_=1"dir.
q-1 a

p tek asal olsun. d, (p,d) =1 olacak sekilde belli bir pozitif tamsay1 olsun. Ayrica

X =X, =lim ZN . X,=z,, X'=J (a+dpz)
e o @)
a,p)= .

a+dp"Z, :{x X|x= a(mod dp" )}
olsun. Burada a Z, 0<a<dp" seklinde tanimhdur.

(Kim 2007a) geregi



_— (-)°a" _ (-a)
Mg (a+dp Zp) (1+ p) g o (2.8)

ifadesi |1-q|<1 durumunda q Z, icin X Uzerinde bir dagilimdir. Bu dagilhm

asagidaki gibi bir integral ifadesine karsilik gelir:

L(0=f, 100 (0= im =5 100 @9

Bu integralin tamiminda gecen limitin yakinsak oldugu kolayca gorulebilir, (Kim

2007c). g=1 olsun. O zaman Z 6 Uzerinde asagidaki gibi bir fermiyonik p -adik
integral mevcut olur, (Kim 2007a, Ozden ve Simsek 2007):
I_l(f):IZp f(x)dau, (x) =i Z f(x)(-1)". (2.10)

Herhangi bir N pozitif tamsayisi igin

4, (a+1p"z,) = (2.11)

dir ve bu X Uzerinde bir dagilim olarak da ifade edilebilir. Bu dagilim p -adik bosonik

q -integralini asagidaki sekilde indirger:
J’ f d,uq I f d,uq (2.12)

Burada f UD(Z,) = C,’dir; yani f dizgln diferansiyellenebilir bir fonksiyondur,

(Cangiil ve ark. 2007, Kim 2002, Simsek 2007, Simsek 2006c). Notasyon agisindan, |_,
ifadesi sembolik olarak 1_,(f)= Iimllq(f) seklinde yazilabilir. Eger f(x) :q‘x[x]:
qo-

alirsak, 0 zaman Bernoulli sayilarinin ve polinomlarinin g -agilimim Z = Gzerinde p -



adik q-integrallerinin tlrinden asagidaki gibi elde edebiliriz (Kim 2002, Simsek
2006b):

Pro = [, 0" D i (). By ()=, o [y+xldu (). 213)

Bdylece 6zel olarak n = 0 icin ve genelde

_9-1, _ 1 & m i
Bog = B q—l)m;i [, (2.14)

o
(=]
o]

—

elde edilir (Kim 2002, Kim 2005, Simsek 2006a).

Kompleks dizlemde klasik Bernoulli sayilar: isaretli rasyonel sayilardir ve asagidaki
0zdeslikle tanimlanabilirler (Kim 2007d):

t
e' -1

:ant—l,|t|< o7 | (2.15)
£ " nl

Bu sayilar trigonometrik fonksiyonlarin seri dagilimlari seklinde artar ve sayilar

teorisinde ve analizde oldukca onemlidir. Bernoulli sayilarinin (rete¢ fonksiyonu

kullanilarak
B,=1, B,=-1/2, B,=1/6, B, =-1/30, B, =1/42,
B; = —1/30, By = 5/66, B, = —691/2730, By, = 7/6, (2.16)
B = —3617/510, B = 43867/798, B,, = —174611/330

ve k Nicin

By = 0 (2.17)

oldugu kolayca gosterilebilir. Riemann-zeta fonksiyonu



{(s)= inis C (2.18)

olarak tanimhdir. Ayrica Riemann-zeta fonksiyonu, Bernoulli sayilari ile kompleks

duzlemdeki pozitif ve negatif tamsayilarla yogun bir sekilde iliskilidir. Riemann,
analitik devam icin £(s)’in s C—{O} degerleri icin iyi tammlh olmas: gerektigini

goOstermistir ve bu sayede zeta fonksiyonundan asagidaki formulu tiretmistir:

B 1
-n)=——""%n N=412,3,...;. 2.19
Z(-n)=-222n N={123.} (219)
Boylece, n pozitif bir ¢ift tamsay: olmak tzere {(-n)=0 oldugu gorulir. Bunlar zeta

fonksiyonunun adi sifirlar1 olarak adlandirilir. 1859°da Euler, zeta fonksiyonunu

Z2(s)= H,l—lp-s (2.20)

olarak bir sonsuz carpim bigiminde ifade etmistir. Ayrica Euler, Riemann hipotezini

ortaya atmistir:

{(z) =0 olacak sekildeki her bir z degeri, bir adi sifirdir veya Re(z)=1/2 kritik

dogrusu tzerinde bulunur.

Eo1-S - 1- (2.21)

oldugu iyi bilinir. Bdylece
> {(2m
1-zcotz= 22%22”‘ (2.22)
& 7

ve buradan asagidaki meshur formal tiretilebilir



Lemma 2.1.2. n Nigin

= 1

Z(n)=3 %
(1) )"

2(2n)t 77

(2.23)

dir.
Kolaylikla gorulebilir ki,

2iz .
zcotz=———+iz
e -1

=1+; (Zk)!

dir. Buna karst k N icin {(2k +1)’in deQerleri bilinmemektedir. k =1 oldugu

(2.24)

durumda Apery, £ (3)’ln irrasyonel oldugunu ispatlamistir, (Apery 1979).

Asagida verilen Taylor serisi agilimindaki E, sabitleri birinci-gesit Euler sayilari olarak

bilinirler (Cenkci 2007, Kim 2002, Ozden ve ark. 2007):

2 > . t"
=y E —, |tlkr. 2.25

Birinci cesit Euler sayilarinin Greteg fonksiyonlarindan faydalanilarak

E =1E =- E; (2.26)

oldugu gorulir. Bazi baglangig degerleri E; =1, E; =-1/2, E, =0, E; =1/4, ... ve

k=12,... icin E,, =0 seklinde bulunabilir. Euler polinomlar: da



me :; E“(X)nl
*nkt
22 kB

olarak tammhdir. s C igin Euler-zeta fonksiyonlari ve Hurwitz tipi Euler-zeta

(2.27)

fonksiyonlar

22 ve Ze (s, x):22 (-2) (2.28)

olarak tanimhdir (Cangul ve ark. 2007, Ozden ve ark. 2007, Kim 2002, Kim ve ark.
2007). Boylece bitin kompleks s-dizleminde Euler-zeta fonksiyonlari tam
fonksiyonlardir ve bu fonksiyonlar negatif tamsayilarda Euler sayilari veya Euler
polinomlarinin degerlerini alirlar (Cangul ve ark. 2007, Ozden ve ark. 2007, Kim 2002,
Kim ve ark. 2007). Yani

e (k) = Eq, Ze (k. x) = E(x) (2.29)
dir.
Bu calismada Euler sayilar1 ile zeta fonksiyonlar: arasindaki bazi ilging bagintilar

verilecektir. Sonugta da pozitif ¢ift tamsay:r de@erlerinde Euler zeta fonksiyonunun

degerleri verilecektir.

2.2. p-adik fermionik integrallere karsilik gelen Euler sayilar:

f,(x), f,(x)=f(x+1) olarak tanimlanan dénustim olsun. Bu durumda

L, (f)=-1,(f)+2f(0) (2.30)



bagintis1 gerceklesir. Eger f(x)=e™" alinirsa birinci cesit Euler polinomlarin:

I_,(f) integral denkleminden asagidaki gibi turetilebilir.

X+y xt _
IZp dus(y)=e e+l ; nt (231)

Yani,

J y'du, (y)=E, I (x+y)'duy(y)=E;(x) (2.32)

bagintilar: saglanur.

n N icin asagidaki integral denklemi elde edilir:

z[ f(x+n)d, (x Z[ f(x)d e, (x Z i (2.33)

p

Bu ifadeden

n-1

E (n)-E; = 2; (-1)1,n = 0(mod 2), (2.34)
E; (n)+E; = 22(—1)'I",n =1(mod 2) (2.35)

oldugu goralur. f(x) =sinax (veya f(x)=cosax) olsun. Z  lzerinde fermionik p-adik

g-integrali kullanilarak

10



0= Z[sin axd,u_l(x)+Z[sin axd 1, (x)

p

= (cosa+1)Z[sin axd g, (x) +sin aZ[ cosaxd ., ()

p p

oldugu goéralir (Kim 2007c¢).

2:(cosa+1)z|’cosaxd,u_l(x)—sin azl'sin axd 4, (x)

p p

Baoylece,

Z[cosaxd,u_ 1Z[smaxd,u (x)=- Smil
cosa
elde edilir (Kim 2007c). Bundan yola ¢ikarak
a o (_ ”*1 a2t
tan—=- [ sinaxd E..
2 Jp /J' Z 2n +1
oldugu gorulir. Ayni dustince kullanilarak
a_.a
—cot—= [ cosaxd 2” an
2 2 Z[ /J Z

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

oldugu gozlemlenir (Kim 2007c). Bu formal bir sonraki kissimda da kullanilacaktir.

f (x) =" olsun. O zaman ikinci cesit Euler sayilarinin tireteg fonksiyonu fermionik

p-adik integral denkleminden asagidaki gibi tiretilebilir:

2x+1 2 1 o tn
=) E —.
Zr ap ()= e +et  cosht ,Z "n!

p

11

(2.41)



Boylece

(E+D)"+(E-D"=29,, (2.42)

elde edilir. Burada E" yerine E, sembolik notasyonu kullanidmistir. kN igin ilk

birkag say1
E,=1, E=0, E,=-1, E,=0, E, =5, ..., E,,, =0. (2.43)
Ozel olarak
n-1 2n
E2n =~ 2 ok E2k (2-44)

dir. Son zamanlarda Simsek, Ozden, Cangiil, Cenkci, Kurt ve digerleri fermionik p-adik
invaryant g-integralini kullanarak Euler sayilarinin farkl dagilimlarint incelemislerdir.
Ayrica Simsek ve arkadaslari gibi ikinci cesit Euler sayilarinin g-dagilhimlarini da

incelemek ilging olabilir.

12



2.3. ikinci cesit Euler sayilar: ve zeta fonksiyonlar: arasindaki bazi bagintilar

Bu bolimde ikinci gesit Euler sayilari kompleks diizlemde incelenecektir.

E, ile gosterilecek olan ikinci gesit Euler sayilari asagidaki dagilimla tanimlanir (Kim

ve ark. 2007):

sechx =
cosh x
2e”
=== 2.45
eZX +1 ( )
00 k
= z Ek X_1 | X |< Z
= k! 2
(2.26) ve (2.45) ifadelerinden asa@idaki denklem tiretilebilir:
k k .
E, = | 2'E/ . (2.46)
(2.46) ve (2.26) ifadelerinden kolayca goralur ki k =1,2,3,... i¢in
E,=1,E=0,E=-1,E;=0, E,=5,E;=61,...ve E,,,, =0 (2.47)
dir. Euler formili
. 1
e =cosx +isinx,i = (-1)2 (2.48)

seklindedir. (2.48) denkleminden

13



cosx = (e* +e™)/2 (2.49)

oldugu kolayca goérulir. Boylece

SeCX = ix —ix

e*+e

=sech(ix)

. Z inE|nxn (2.50)
% n!

_ < (_1)n En X2 +i2 (_l)n Eona 21
& (2n)! & (2n+1)!

_ < (_1)n Eon o 2n

& ()

elde edilir. (2.50) ifadesinden
XSecX = i%xz“ﬂ X |<% (2.51)

taretilir. (—p, p) arahginda tek fonksiyonun Fourier serisi sinus serisidir:

R V2 ¢
f(x)=» b sin — 2.52
(x) 20 > (2.52)
Burada
2 p . nmx
b, _EIO f (x)sin ry dx (2.53)

olarak tanimhdir. [ -7, 7] araliinda f (x) =sinax fonksiyonunu ele alahm. (2.52) ve

(2.53) ifadelerinden

14



sinax = ansin nx, (2.54)
£

oldugu gorulir. Burada

m

b, = EJ’sin axsin nxdx
m

:EI cos(n—a)x;cos(n+a)x dx
d (2.55)
_1 sin(n-a)x _sin(n+a) "
/g n-a nta
= (-) 2 sman(Lz)
a
olarak tammhidir. (2.54) ifadesinde x = 77/2 ahnirsa
sin%a: byt (-1)"
2 1 2n=1 1
=—sin aﬂ
m 2n 1
2n-1)(-1)""
__S|n aﬂZ ( )( ) , (256)
a
(2n-1)° 1-
(2n-1)
()T a
:Esmaﬂz( ) Zj a —
7 & 2n-1&(2n-1)
elde edilir. (2.56) bagintisindan
. _1 n E 2n+l
”_asec ]T_a = Z()—Zn Z a2”+1 (257)
2 2 & (2n)! 2

oldugu goraldr. (2.51) ifadesinde

15



A
7sec - —n; 2 2 a (2.58)

oldugu kolaylikla goralur. (2.57) ve (2.58) kullanilarak asagidaki baginti elde edilir:

Teorem 2.3.1. n N igin

(_ B - - n m
= 1 ——2n_ 2.
Z 2k 1 2n+1 z 2k +1 2n+l ) 2(2”)' 2 ( 59)

= 1

22n+1 2k+1 ZZ an - 32k+1+i 2k+1 Zn2k+1_1

2k+1 _
—— 2k+ 12 %Z(Zkﬂ)—l (2.60)

24k+1

oldugu goralir. (2.59) ve (2.60) ifadelerinden asagidaki formul elde edilebilir:

Sonug¢ 2.3.2. n N igin

1 n E
2n+1,= +2"(1-2""") 2 (2n+1) = (-1) 22— 7" 2" 2.61
Basit hesaplamalarla
: X g™ 2 4
Itan X = — —=1-— +— 2.62
eIX +e—|x ele -1 e4|x_1 ( )

oldugu kolaylikla gortlir. Boylece

. 2xi 4xi = (-1)'B,,4"(1-4" n
Xtanx = —xi+ o - = Z (22n)!( )xz (2.63)

16



elde edilir. (2.63) bagintisindan

- (_1)n+1 4m (1_ 4n+1) Bonr 2n+1
tan x = nZ (Zn+2) X (2.64)

kolaylikla elde edilir. (2.49) yardimiyla da

*

; —1_ 2 —i - E2n+1 2n+1 (_q\N+1 2n+1
itanx =1-—=— I;—(Zn +1)!2 (-1)"" x (2.65)
oldugu gorulir. Boylece
— - E;n+1 2n+1 ( _q\"*L 2n+1
tan x = ;—(Zn +1)!2 (1) x (2.66)

elde edilir. (2.64) ve (2.66) bagintilarindan asagidaki ifade elde edilir:

Teorem 2.3.3. n N igin

(-9 (27)" Ejos
4(2n-1)(1-4")

¢(2n)= (2.67)

ve

g1 -1 () (en)” L
ZW_ vy 5(2”)‘m52n_1 (2.68)

oldugunu gérmek kolaydir. Bunun sonucu olarak asagidaki sonug elde edilebilir:

17



Sonuc¢ 2.3.4. n N igin

@ -1)" (27)" _.
2 = ( M) 27) S (2.69)
o (2k+2)" 4™ (2n-1)!

Simdi Euler zeta fonksiyonunun pozitif tamsayilardaki yeni degeri verilecektir. Euler

zeta fonksiyonunun tanimindan,

Z = 22 one1) 251 {(s).,s C (2.70)

oldugu gorallr. (2.70) ile Teorem 2.3.3 ve Sonug 2.3.4’den asa@idaki teorem elde edilir:

Teorem 2.3.5.n N

(-1)" a (2-4")
2(2n-1)1(1-4") Bar @7

& (2n)=

Uyar 2.3.6. J(2) =m%/6, ¢.(2)=-m?/6, J(4)=m*/90 ve {.(4)=-7r*/360 dir.

q Cvelglklicins C, g-d -fonksiyonu

Z L (i-a) (2.72)
= [n] s-1 Iogq

olarak tammlamr (Kim ve ark. 2007, Kim 2005). {,(s) fonksiyonunun, s=1"de bir

basit kutbu vardir ve analitik devama sahiptir. Ayrica

Z,(1-k)= —'BT (2.73)

oldugu gorulir (Kim 2005). Basit bir hesaplama ile
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“(—l)nqn“ 92j+1[n]zj+l+ 1 K1 (1_q)2k—2j ) 1 k-1 (1_q)2k—2j

[n]jk”,; (2j+1)! |ogq,;(2k—2j—1)(2j+1)! |ogq,;(2k—2j—1)(2j+1)!
k=1 (_1)1' 6,2j+1
% (2i+1)
L () Moy ()

j; (2j+1)! 1+q

2 q €2k+l K
- - -1
(2, 1+ Gy

-, (2 —2j)+zqz (2k -2j)
(2.74)

oldugu goralur. Burada H, ,(-q) degerleri, Iirrll H,,(-0)= E, oldugu durumda Carlitz
, g

g-Euler sayilaridir (Cenkci ve ark. 2004, Carlitz 1948, Carlitz 1958]). Eger q — 1 ise

k-1 (—1)j P 2 1k—j+1 (2/7')2k_2j 1 g**

- 2j+1 _ _ 1 ok
;(2j+1)! 92k-2] l( ) 2(2k-2j)!82k_2’ 2(2k+1)!( 1) (2.75)

bagintisi elde edilir. k Q ve 8=7/2 igin

P (_1)n _ 1 (_1)k ”2k+1(22k—2j _2) BZk—Zj . ”2k+1(_1)k
Z (2n-1)*" ,Z (2j+1)1(2k-2j)r24*?  (2k +1)12%¢2

(2.76)

oldugu gorilebilir. (2.76) ve Teorem 2.3.1’den asagidaki denklem de turetilebilir:

- (_1)k—1 ”2k+1(22k—2j _2) sz—zj ”2k+1(_1)k A E, 7 -
. + =(- - . (2
& (2j+1)(2k-2j)127*2 (2k +1)12%7 ) 2(2k)r 2 =70
Boylece
k-1 (22k—21 —2) sz-zj _ 1 _ E,, 2.78)
S (2j+1)1(2k -2j)122*2  (2k +1)122¢*2 227 (2k)! '
elde edilir.
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2.4. Euler sayillarinin Bernoulli sayilar ile iliskisi

Euler sayilar: ile Bernoulli sayilari arasindaki iliskiyi gostermek igin (2.1) bagintisinda

3 1
=— ve x == alinirsa
4 4

tet 1 = n; Bn(Z)ﬁ (2.79)

ve

_ 1.t"
SR LA (2:80)

elde edilir. Tarafa tarafa cikarma yapilirsa,

3

e4 —e4 ad t"

1
B, -B, = 2.81
e' —1 Z, 4 n! ( )
bulunur. Buradan,
3
4 — 4 0 n-1
e’ e Z g 3_-g 1! (2.82)
Te-1 4 n
elde edilir. Basit islemlerden sonra
3t
4 _ 4 n-1
et et Z (-1)"B, —Bn 1t (2.83)
e -1 4 nl

oldugu goralir. n =2k +1 alinirsa,
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g4 —e* d 1 1
t_ =-2 —sz+1 — %
e -1 = (2k +1)! 4

elde edilir. Burada t = 4iu degisken dontsum yapilirsa,

3iu iu Y

e’ —e 1 1, .
€ 7€ oy B .= (4iu)*
e4IU _1 é (2k +1)! 2k+1 4 ( )

ve buradan da

3iu _ Liu o (_1\k*1 g2k
e4_—e =2 (1)—482k+1 1 qu
e -1 "4 (2k+1)! 4
bulunur.
2
Secu = iu -iu
e +e
eiu _e—iu
=2 e2iu _ e—2iu
3iu _ Aiu
= 2 ° 4iu :
e -1

oldugundan (2.79) diizenlenirse

o f_1\k+l 42k
( 1) 4 BZk+l l u2k
2 (2k +1)! 4

lsecu =2
2

ve dolayisiyla da

o f_1\k+l g2k+1
secu = (1)—452k+1 E u«
2. (2K +1)! 4

21

(2.84)
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elde edilir. Sekant fonksiyonunun seri agilimi yerine konulursa

0 o (_1\k+l p2k+1
Ek 2k — ( 1) 4 sz+l E u2k (2.90)
22K & (2k+1) 4

2k »

seklinde iki serinin esitligi elde edilir. u™ ’li terimlerin katsayilari kiyaslanirsa,

Ek (_1)k+142k+1 1
- = 2.91
(2k)! 2k +1)! 4 (2.91)
ve sonug olarak da
_1\k+l g2k+1
_(=D"4 1 (2.92)

e By

bulunur ki bu Euler ve Bernoulli sayilar1 arasindaki iliskiyi veren bagintidir. Baska bir
bagint: da (2.92) denkleminden asagidaki gibi elde edilebilir:

~ (_1)k+142k+1 2k+1 2k +1 i 2k+1-j

E B. 2.93

“ 2k+1 & j 4 : (2.93)
ve gerekli diizenleme ve sadelestirmelerden sonra
—1\k*l 2k+1 2k +1

E, = 1 . 4B, (2.94)

S 2k+1 4 j

bulunur.
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3. EULER SAYILARININ IKININ KUVVETLERI SEKLINDEKI
MODULLERDEKI KONGRUANSLARI

3.1. Giris. Reel veya kompleks bir x parametresi icin genellestirilmis E{ Euler

sayilar asagidaki Uretec fonksiyonu ile tanimlanar:

2 ad X th /-
et 2 Ef) (2n)! [th<:1 =1 (3.1)
veya
X L n « t2n .
(sect) = 5 (-1) EY ) |t|<%;1 =1 (3.2)

Eder x negatif olmayan bir tamsay: ise E{, x. mertebeden Euler sayilar olarak
adlandirilir (Liu 2001, Liu 2004b, Liu 2006).

E,yE
EY = (2n)! e Ve T (3.3)
o = ( )MZW (20)'...(20,)!

U+ 4y =N

Burada E{? = E,, sayilari klasik Euler sayilaridur.

Bernoulli sayilarinin (Frobenius 1968, Liu 2004a) ve Euler sayilarinin garpimlarinin
toplami bir cok matematikgi tarafindan verilmistir (Ozden ve ark. 2007, Ozden ve ark.

2008). E, Euler sayilari asagidaki indirgenme bagintisini saglar:

n-1 2n

Eo:]-’ E2n == 2 ok

E,. (3.4)

Boylece E,=-1, E, =5, E,=-61, E;=1385, E,=-50521, E, =2702765, ...
bulunur. Timevarim kullamlarak E;, E,, E,, ... sayilarimin tamsayi olduklar: kolayca
soylenebilir. (3.3)’den E{ "nin tamsay1 oldugu bilinmektedir.
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Tek modile gore olan Euler sayilar: icin farkli konguranslar bircok kitapta bulunur.
Bunlardan bazilari Liu 2004-2005a-2006, Liu ve Zhang 2008, Yuan 2004, Zhang 1998
ve Zhang ve Xu 2007 seklindedir.

E, =E,, (mod 2k) =~ 2n= 2m(mod 2k) (3.5)

1875’te Stern  (3.5)’in ispatinin kisa bir yolunu vermis, ondan sonra Frobenious
1910°da Stern’in yontemini gelistirmistir. Ernvall, 1979°da Frobenius’un ispatinin
anlasilir olmadigini s6yleyip umbral hesab: kullanarak kendi ispatini vermistir. 2000’ de
(3.5)’in indirgenmis ispat1 Wagstaff tarafindan verilmistir. Son zamanlarda Sun (3.5)’e
yeni bir ispat vermek igin Euler sayilarinin say1 kuvveti seklindeki modiller igin
kongrlanslar elde etmistir.

Tamim 3.1.1. Merkezi faktoryel sayilar T (n, k) asagidaki dagilim formali ile tanimlanir
(Riordan 1968):

n

X" :Z}T(n,k)x(x—lz)(x—zz)...(x—(k—1)2) (3.6)

veya

© 2n

(eX +e —2)“ _ (2k)!;T (n,k) ()Z(n)! . (3.7)

Burada n>1, k=1 ve (n,k) # (1,1) *dir.

o0 Xk

D I P o)

(3.8)

icin (3.6) ve (3.7)’den

T(n,0)=T(0,k)=0,
T(11)=1, (3.9)
T(nk)=T(n-Lk-1)+k*T (n-1k)

elde edilir.
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Tamm 3.1.2. B, Bernoulli sayilarinin trete¢ fonksiyonu, asagidaki gibi tamimlanir (Liu

ve ark. 2006):

t i t"
= B —,|tlk2r 3.10
1 Z nml | (3.10)

B, Bernoulli sayilar1 asagidaki indirgeme bagintisini saglar:

1 2 n+l
BO :1, Bn = _m K Bk (311)

Bu bagintidan faydalanarak B,.,, =0 (n>0) oldugu kolayca gosterilebilir. Ayrica

1 1 1 1 1 5 691
B=--,B,=~,B,=-—-,Bj=—,B=-—,B;=—,B,=-——,.. (312
o' et 300 427 300" e6T % 2730 (312)

bulunur.

Lemma 3.1.3. x <1 olacak sekilde bir reel say1 olsun. O zaman

= _ nﬂ 2n _ 1 _ X 2
Zj( 1) 2n)!(2X) akve 1 \/1+_X2Iog(x+x/1+x) (3.13)

dir.

Ispat. )= Z

seklinde gosterirsek
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dx (2n)!
o (3.14)
=2 (-1) (2—n)!(2X)
(1+ xz)% f(x)+xf(x)=1 (3.15)

bagintis1 elde edilir. Buradan

f(x)= = Iog(x+\/1+x2) (3.16)

1+ x?

elde edilir. Bunun sonucu olarak da

00

5 (o B (o) = L1 (9
- 1 (1—xf(x)) (3.17)

1 X
=——— 1-——1o (X+\/1+X2)
1+x*  1+x2 ;

—

elde edilir. Bu Lemma 3.1.3’0n ispatini tamamlar.

Lemma 3.1.4. n =1 bir tamsay1 olsun. O zaman

2" (2" -1)B,, =2nEZ, (3.18)

dir.

Ispat. (3.2) bagintisinda x = 2 icin
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(sct)' = 5 (1) 8

elde edilir. Terim terime integral alinarak

tant = 2(—1)”_1 E®)

2 (2n-1)!

elde edilir. Buradan

27 Z

2n-1
t

t2n

(2n)!

ze'-1

Z
e -1 e'-1 2 2e*+1

oldugu g6z 6niine alinirsa ve z =it konulursa (burada i* = -1)

olacagindan

tanlz
2

2it it

yazilabilir. (3.18) ve (3.23)’den

veya

olarak elde edilir. Buradan

e'-1
eit+1

it_ t e

tan L
2

i T +— l |—
e -1 e'-1 2 2 e'+1
t
2
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(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)



2
22n (221 _1) gi)—z = an

dir. Boylece Lemma 3.1.4’Un ispati tamamlanmis olur.

3.2. Temel sonuclar

Teorem 3.2.1. n =1 bir tamsayi olsun. O zaman

= 2 S Ty
t/2 _ -t/2

alinirsa

Ispat. Lemma 3.1.3’de x =

o n(n!)Z O - 4 t(e‘—l)
n;(_l) ?)I(e té _2) _e‘+e“+2 1_2(et+1)

elde edilir. Diger taraftan

© n+1 t2n @ (t/2)2n
E(Z) - 1 E(Z)
2,7 o n)i 2 (n+3)E (2n)!
_td 2" 2
2 dt ,Z * (2n)! el/2 4712
_td 2 ? 2 ?
4 2t(e‘—1)

) e' +e“+2_(et +1)(e‘+e‘t+2)

olur. (3.28) ve (3.29) bagintilarindan
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(3.29)



r: 57 Egi)(z ol Z’( 1)* %(e +e't—2)k
;( 1)" (k1) Z (”’k)(zn)!
Zz T (06) G

elde edilir. (3.30)’un her iki tarafinda katsayilar karsilastirilirsa

n

= 2 5 () (kT ()

elde edilir. Béylece Teorem 3.2.1°in ispati da tamamlanmus olur.

Sonug 3.2.2. n>1 bir tamsay: olsun. O zaman
(2n+2)EQ =0(mod 22)

dir.
Teorem 3.2.3. n =1 bir tamsayi olsun. O zaman

no2n
E,, :1—2n—Z . =
G 2)+1

dir.

Ispat. sect —cost =sinttant

(3.34)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

oldugu g6z o6nlne alinirsa (3.28) ifadesinden yukaridaki fonksiyonun bitin kuvvet

serileri elde edilir. Sag tarafi asagidaki sekilde ifade edebiliriz:

[ n 2n

. _ ! n (2)
sinttant nZ’( 1) JZ 2j+1 E;; i
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Burada
no2n
E, —1=- EX 3.36
2n J; 2] +1 2] ( )
dir. Yani
no2n
E, =1-2n- EY 3.37
2n JZ 2J+1 2j ( )
dir. Bu da Teorem 3.2.3’{in ispatin: tamamlar:
Sonuc 3.2.4. n=m >0 tamsayilar ve 2n=2m (mod2*) olsun. O zaman
E,, ~E,, =—(2n~ 2m)(mod 2"*1) (3.38)
dir.
Ispat. Teorem 3.2.3°den

noo2n 2m
E2n_E2m:_(2n_2m)_Z 2J+1 - 2J+l Eéi)
IE

n i+ (2)
~(en-2m)- F P (), -(em),) 3w

J=

elde edilir. Burada (Xx),;,, = X(x=1)...(x=2]j) ve 2n=2m (mod 2%) *dir. O halde
(2N),;.1 = (2M), ., (mod 2)(j 2 1) (3.40)

elde edilir. Simdi e, tamsayilarda veya rasyonel sayilarda Ustel p -adik hesaplama
fonksiyonunu gostersin. Yani p“||n (p“|n fakat p“l/n) ise e, (n) =k dir. Goruldug
gibi e (n) degeri p asal sayisinin n’yi bolen en blyiik kuvveti olarak tanimlanmaktadir.
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e,(2+2)ED)22]+1

bagintisindan
: 2j+2  2j+2 2j+2 _
e,((2j+2)Y)< Jz i J22 ¥ st +.=2)+2 (3.41)
ifadesinden
(2j+2)EP _ _
© (21—+2)?J =¢,((2i+2)EY)-e,((2i+2)1) 20 (3.42)

elde edilir. (3.40), (3.41) ve (3.42)’den

E,, ~E,, =-(2n- 2m)(mod2k+1)

elde edilir. Bu da Sonug 3.2.4°0n ispatint tamamlar.

Uyari 3.2.5. Sonug 3.2.4°de 2n =2m+2* alimirsa

E,.p +2°=E,, (mod2:) (3.43)
elde edilir.
Sonug 3.2.6. n =1 tamsayilar olsun. O zaman
k-1
=1 Z ) (mod 2% (3.44)
Ispat. Teorem 3.2.2’den
k-1
E, =1-2n- .
2n 2 2J+1 2 ZZJ"']- 21
no2n+l
EX - (2j+1)ED (3.45)

2
:1—2n—Z ) 2
G 2)+1 2n+1 2j+1
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elde edilir. (3.45) ve (3.36)’dan (3.44) hemen elde edilir. Bu da Sonug¢ 3.2.6’nin ispatin
tamamlar.

Uyarni 3.2.7. (3.44)’0n ilging bir 6zel durumu vardir:

2n
E,, =1-2n+2 2 (mod32). (3.46)

Bu da Frobenius’un [1968, syf. 477] asagidaki iyi bilinen sonucu ile kiyaslanabilir:

n
E,, =1-2n+8 ) (mod16).
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TESEKKUR

Yuksek Lisans tez calismam boyunca bilgileriyle beni aydinlatan fikirleriyle
cahgmalarima yon veren, tecribeleriyle destegini higbir zaman esirgemeyen, kiymetli
hocam Prof. Dr. Ismail Naci CANGUL e ictenlikle tesekkir ederim.
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U. U. Fen Bilimleri Enstitiisii tez yazim kurallarina uygun olarak hazirladijim bu tez
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Tez icindeki butln bilgi ve belgeleri akademik kurallar cercevesinde elde ettigimi,
Gorsel, isitsel ve yazili tim bilgi ve sonuglari ahlak kurallarina uygun olarak
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Baskalarinin eserlerinden yararlanilmas: durumunda ilgili eserlere bilimsel normlara
uygun olarak atifta bulundugumu,

Atifta bulundugum eserlerin timini kaynak olarak gosterdigimi,

Kullanilan verilerde herhangi bir tahrifat yapmadigim,

Ve bu tezin herhangi bir bolimand bu Gniversitede veya baska bir iniversitede baska
bir tez calismasi olarak sunmadigimi

beyan ederim.
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