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1. GIRI¸S 
 

 

Bu çal¬¸sman¬n amac¬baz¬sonlu toplamlar tan¬mlamak ve bu toplamlar aras¬ndaki 

il-i¸skileri kurmakt¬. Buna ek olarak, Carlitz tipi polinomlar¬n üçlü terim 

bag¬¼nt¬lar¬n¬n k¬smi türevleri ile buldugumuz¼ yeni bir metod ile farkl¬ özel sonlu 

toplamlar da verilmi¸stir. Üçlü terim bag¬¼nt¬lar¬n¬n k¬smi türevleri arac¬l¬g¬¼ ile 

elde ettigimiz¼ bu yeni metod sayesinde, bu polinomlar¬n daha önce tan¬mlanan 

Dedekind toplamlar¬, Hardy-Berndt toplamlar¬ve Sim¸sek toplamlar¬ile ili¸skileri 

ayr¬nt¬l¬bir ¸sekilde ver-ilmi¸stir. Bu toplamlar, H. Rademacher, B. C. Berndt, M. Beck, 

U. Dieter, M. R. Pettet, R. Sitaramachandrarao, V. Kurt, Y. Sim¸sek, W. P. Zang, J. 

Meyer ve M. Can gibi matematikçiler taraf¬ndan çal¬¸s¬lm¬¸st¬r. 

 

Bu çal¬¸smada yeni sonlu toplamlar tan¬mlanm¬¸st¬r. Bunlar, Yn  1(a1; : : : ; an  1; an), 
 

Bn 1(a1; : : : ; an 1; an) ve C(a1; a2; : : : ; an 1; an; k) notasyonlar¬ile gösterilm¸stir. Bu 

bulunan yeni toplamlar¬n, n = 2 ve k = 2 için, Y1(a1; a2), B1(a1; a2) ve C(a1; a2; 2) 
 
özel halleri ile Dedekind toplamlar¬, Hardy-Berndt toplamlar¬ve Sim¸sek toplamlar¬ 

aras¬ndaki ili¸skiler verilmi¸stir. Bu sonlu toplamlar içerisinde Yn 1(a1; : : : ; an 1; an) 

toplamlar¬için reciprocity (indirgeme) bag¬¼nt¬s¬n¬n ispat¬bulunmu¸stur. Fakat tan¬m-

lanm¬¸s olan Bn 1(a1; : : : ; an 1; an) ve C(a1; a2; : : : ; an 1; an; k) sonlu toplamlar¬için henüz 

reciprocity bag¬¼nt¬s¬bulunamam¬¸st¬r. Bu iki toplam¬n reciprocity bag¬¼nt¬lar¬n¬n 

bulunmas¬n¬n aç¬k iki problem oldugu¼ Cetin ve ark. (2014) çal¬¸smas¬nda belirtilmi¸stir. 

Ayr¬ca bu tezde yeni C1(h; k) ile gösterilen bir sonlu toplam tan¬mlanm¬¸st¬r. C1(h; k) 

sonlu toplamlar¬n¬n baz¬özellikleri incelenmi¸s, diger¼ bilinen sonlu toplamlarla ve Fi-

bonacci say¬lar¬yla olan ili¸skileri verilmi¸stir. C1(h; k) sonlu toplamlar¬n¬n en ilgi çeken 

özelliklerinden birisi, h ve k tek tamsay¬lar oldugunda,¼ toplam¬n sadece tek degi¸¼skene 

yani k’ya bagl¬olmas¬¼d¬r. Bununla birlikte, C1(h; k) toplamlar¬n¬n Dedekind toplam-lar¬, 

Hardy-Berndt toplamlar¬ve Sim¸sek toplamlar¬Y (h; k) gibi bilinen toplamlarla ili¸skili 

olmas¬, bu yeni toplam¬n analitik say¬lar teorisi ve diger¼ alanlardaki öne-mini 

vurgulamaktad¬. C1(h; k) toplamlar¬ ile Fibonacci say¬lar¬ aras¬nda kurulan baglant¬¼ 

ayn¬ zamanda analiz (polinomlar¬n üçlü terim bag¬¼nt¬lar¬ ve k¬smi türev-leri gibi) ve 

say¬lar teorisi aras¬nda köprü olu¸sturmaktad¬. Bu sebeple bu tezde 
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Analiz ve Say¬lar Teorisi’ndeki ispat metodlar¬kullan¬lm¬¸st¬r. Ayr¬ca buradan yola 

ç¬k¬larak, Fibonacci say¬lar¬n¬n belli degerleri¼ için, Fibonacci say¬lar¬ile Dedekind, 

Hardy-Berndt ve Y (h; k) Sim¸sek toplamlar¬aras¬ndaki ili¸skiler de incelenmi¸stir. Ben-zer 

¸sekilde, iki degi¸¼skenli halde B1 toplamlar¬ için de benzer özellikler incelenmi¸s, 

Fibonacci say¬lar¬n¬n baz¬ özel degerleri¼ için B1 toplamlar¬n¬n rekürans bag¬¼nt¬s¬ 

elde edilmi¸stir. Diger¼ toplamlarda kullan¬lan notasyon ile uyum saglamas¬aç¬¼s¬ndan, 

dördüncü ve be¸sinci bölümde B1 toplam¬ndan bahsedilirken, bundan böyle a1 = h ve a2 = 

k olarak al¬nacak, böylece B1 toplamlar¬B1(h; k) olarak gösterilecektir. 

 

Bu tez be¸s bölümden olu¸smaktad¬r. Ilk
·
 bölüm giri¸s bölümüdür. 

 

Ikinci
·
 bölüm temel kavramlar olup üç k¬s¬mdan olu¸smaktad¬r. Birinci k¬s¬mda Möbi-ous 

dönü¸sümleri ve modüler gruplar hat¬rlat¬lm¬¸s, ayr¬ca temel özellikleri verilmi¸stir. Çünkü 

daha sonra verilecek olan Dedekind-eta fonksiyonunun tan¬mlanmas¬nda önemli rol 

oynamaktad¬rlar. Ikinci
·
 k¬s¬mda baz¬özel fonksiyonlardan bahsedilmi¸stir. Özel 

fonksiyonlar içerisinde baz¬ özel sonlu toplamlarda kullan¬lacak olanlar¬ ele al¬nm¬¸s ve 

bunlarla ilgili temel bilgiler verilmi¸stir. Bu k¬s¬mda k¬saca [x] tam deger¼ fonksiyonu, ((x)) 

testere agz¬fonksiyonu,¼ Dedekind-eta fonksiyonu ve teta fonksiy-onlar¬ hakk¬nda genel 

bilgiler verilmi¸stir. Üçüncü k¬s¬mda baz¬ bilinen özel sonlu toplamlar tan¬t¬lm¬¸st¬r. 

Önce Dedekind toplamlar¬ile ilgili genel bilgiler verilmi¸s ve önemli özellikleri 

anlat¬lm¬¸st¬r. Dedekind toplamlar¬ literatürde bilinen en me¸shur sonlu toplamlardan birisi 

olup, çok geni¸s uygulama alanlar¬na sahiptir. Daha sonra da görülecegi¼ gibi, Dedekind 

toplamlar¬n¬n, bu tezde yeni tan¬mlanm¬¸s olan C1(h; k) ve B1(h; k) toplamlar¬ ba¸sta 

olmak üzere, bilinen diger¼ sonlu toplamlarla ili¸skisi mevcuttur. Dedekind toplamlar¬n¬n 

ard¬ndan, yine çok önemli sonlu toplamlar olan Hardy-Berndt toplamlar¬hat¬rlat¬lm¬¸s ve 

genel özellikleri verilmi¸stir. Daha sonraki bölümlerde ise Hardy-Berndt toplamlar¬n¬n C1(h; 

k), B1(h; k) sonlu toplamlar¬ ve diger¼ sonlu toplamlar ile ili¸skileri verilecektir. Son olarak 

da Y (h; k) sonlu toplam-lar¬ndan bahsedilmi¸s, bu sonlu toplamlar¬n özellikleri ve 

uygulamadaki önemi an-lat¬lm¬¸st¬r. Üçüncü, dördüncü ve be¸sinci bölümlerde Dedekind 

toplamlar¬, Hardy-Berndt toplamlar¬, C1(h; k) sonlu toplamlar¬, B1(h; k) sonlu toplamlar¬ 

ve Y (h; k) 
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sonlu toplamlar¬ile ilgili orijinal sonuçlar verilecektir. 
 

 

Üçüncü bölümde baz¬yeni özel sonlu toplamlar elde edilmi¸stir. Hardy-Berndt toplam-

lar¬ için üçlü terim bag¬¼nt¬lar¬ incelenmi¸stir. Orijinal sonuçlar içeren bu bölümde, 

[x] ve ((x)) fonksiyonlar¬n¬ içeren Yn  1(a1; : : : ; an  1; an), Bn  1(a1; : : : ; an  1; an) ve 
 

C(a1; a2; : : : ; an 1; an; k) toplamlar¬ bulunmu¸s ve bunlardan Yn 1(a1; : : : ; an 1; an) 

için reciprocity bag¬¼nt¬s¬ elde edilmi¸stir. Bu yeni bulunan sonlu toplamlar¬n 

baz¬ özel degerleri¼ de hesaplanm¬¸st¬r. Ayr¬ca ilerideki çal¬¸smalara yönelik 

baz¬aç¬k soru-lar b¬rak¬lm¬¸st¬r. Bir sonraki bölümde ayr¬nt¬l¬olarak incelenecek 

olan yeni C1(h; k) sonlu toplamlar¬da bu bölümde tan¬mlanm¬¸st¬r. Daha sonra, 

Carlitz polinomlar¬n¬n k¬smi türevleri yard¬m¬yla etkili bir metod geli¸stirilmi¸ olup, 

bu metodun uygula-malar¬verilmi¸stir. 

 

 

Dördüncü bölümde öncelikle, üçüncü bölümde tan¬mlanm¬¸s olan C1(h; k) sonlu toplam-

lar¬ayr¬nt¬l¬olarak incelenmi¸s ve önemli orijinal sonuçlar elde edilmi¸stir. Ilk
·
 olarak 

 

C1(h; k) sonlu toplamlar¬n¬n özellikleri incelenmi¸s, reciprocity 

bag¬¼nt¬s¬verilmi¸ ve bu yeni toplamlar¬n öneminden bahsedilmi¸stir. Daha 

sonra ise üçüncü bölümde bahsedilen Bn 1(a1; : : : ; an 1; an) toplam¬nlar¬n¬n 

iki degi¸¼skene indirgenmi¸s özel hali olan B1(h; k) toplamlar¬ndan bahsedilmi¸ 

ve bu toplamlar¬n temel özellikleri ver-ilmi¸stir. 

 

 

Be¸sinci bölümde baz¬yeni özel sonlu toplamlar¬n Fibonacci say¬lar¬yard¬m¬yla bili-

nen diger¼ sonlu toplamlar ile aralar¬ndaki ili¸slere yer verilmi¸stir. Be¸sinci bölüm üç 

k¬s¬mdan olu¸smaktad¬r. Birinci k¬s¬mda Fibonacci say¬lar¬ve Fibonacci say¬lar¬n¬n 

üreteç fonksiyonu hat¬rlat¬lm¬¸st¬r. Daha sonra simetrik çiftler kavram¬ndan bahsedilmi¸ 

ve simetrik çiftlerin baz¬özellikleri verilmi¸stir. Simetrik çiftler ve Fibonacci say¬lar¬ ili¸skili 

olduklar¬ndan, bu k¬s¬mda ayr¬ca bu ili¸skiye yer verilmi¸stir. Fibonacci say¬lar¬yla 

diger¼ sonlu özel toplamlar aras¬nda kurulan ili¸skiler, simetrik çiftler yard¬m¬yla ku-

rulmu¸stur. Bu nedenle simetrik çiftler kavram¬bu tez için büyük önem te¸skil etmek-tedir. 

Fibonacci say¬lar¬yla, üçüncü bölümde yeni tan¬mlanan, C1(h; k) sonlu toplam-lar¬ 

aras¬ndaki ili¸skiler ve buradan hareketle Fibonacci say¬lar¬yla, bilinen diger¼ 
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sonlu toplamlar aras¬ndaki ili¸skiler çal¬¸smaya zenginlik katm¬¸st¬r. Dolay¬s¬yla ikinci 

k¬s¬mda Fibonacci say¬lar¬ ile C1(h; k) toplamlar¬ aras¬ndaki ili¸ski verilmi¸s ve bu-

radan hareketle, C1(h; k) sonlu toplamlar¬ile bilinen diger¼ sonlu toplamlar aras¬nda bir 

çok bag¬¼nt¬elde edilmi¸stir. Yani C1(h; k) toplamlar¬ile s¬ras¬yla, Dedekind toplam-

lar¬, Hardy-Berndt toplamlar¬ ve Y (h; k) toplamlar¬ aras¬ndaki ili¸skiler, Fibonacci 

say¬lar¬na bagl¬¼ olarak elde edilmi¸stir. Son olarak üçüncü k¬s¬mda ise daha önce 

üçüncü bölümde tan¬mlanm¬¸s ve dördüncü bölümde özellikleri incelenmi¸s olan B1(h; 

k) toplamlar¬n¬n Fibonacci say¬lar¬yla olan ili¸skisi incelenmi¸stir. 

 
 

Bu tezde bahsedilen sonlu toplamlar ayr¬ca q analiz, nümerik analiz ve p adik analiz 

gibi alanlarda da çal¬¸s¬lm¬¸s, genel halleri verilmi¸s ve bir çok sonuç ile uygulama 

elde edilmi¸stir. Ancak bu sonuçlar, bu tezin kapsam¬d¬¸s¬nda oldugundan,¼ bu tezde 

q analiz, nümerik analiz ve p adik analiz gibi konulara deginilmeyecektir¼. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 
 

 

Bu bölümde daha sonraki bölümlerde kullan¬lacak olan baz¬temel kavramlar, teo-rem 

ve tan¬mlar verilmi¸stir. Bu bölümde tez için elde edilen yeni sonuçlar bulunma-makla 

birlikte, bu bölüm daha önce çe¸sitli matematikçiler taraf¬ndan yap¬lan çal¬¸s-malar¬n 

bir derlemesi biçimindedir. Temel kavramlar bölümü üç k¬s¬mdan olu¸smak-tad¬r. 

Birinci k¬s¬mda Möbious dönü¸sümleri ve modüler gruplardan bahsedilmi¸stir. Ikinci
·
 

k¬s¬mda baz¬özel fonksiyonlar hakk¬nda genel bilgiler verilmi¸stir. Bu k¬s¬mda 

s¬ras¬yla [x] tam deger¼ fonksiyonu, ((x)) testere agz¬fonksiyonu,¼ Dedekind-eta 

fonksiy-onu ve teta fonksiyonlar¬ ile ilgili genel bilgiler verilmi¸stir. Üçüncü k¬s¬mda 

baz¬ özel sonlu toplamlardan bahsedilmi¸stir. Bu k¬s¬mda s¬ras¬yla, Dedekind 

toplamlar¬, Hardy-Berndt toplamlar¬ve Y (h; k) toplamlar¬ile özellikleri anlat¬lm¬¸st¬r. 

 

 

2.1. Möbious Dönü¸sümleri ve Modüler Gruplar 
 

 

Möbious dönü¸sümleri bile¸ske i¸slemi alt¬nda bir grup olu¸sturur. Bu grubun alt gru-

plar¬ndan biri modüler gruplard¬. Dedekind-eta fonksiyonunun modüler gruplar al-

t¬ndaki davran¬¸s¬n¬n incelenmesiyle, Dedekind toplamlar¬ ortaya ç¬km¬¸st¬r. Bu 

ne-denle Dedekind toplamlar¬ için temel olu¸sturan Dedekind-eta fonksiyonunun daha 

iyi anla¸s¬labilmesi aç¬s¬ndan Möbious dönü¸sümleri ve modüler gruplar hakk¬nda 

k¬saca bilgi verilmesi uygun görülmü¸stür. Bu k¬s¬mda önce k¬saca Möbious 

dönü¸süm-lerinden bahsedilecek, daha sonra da modüler gruplar hakk¬nda temel 

bilgiler ver-ilecektir. a; b; c; d key… kompleks say¬lar olmak üzere 

 

f(z) = 
az + b 

(2.1) 
cz + d   

 

dönü¸sümü ele al¬ns¬n. (2.1) denklemi, f(z)’yi z = d=c hariç, tüm geni¸sletilmi¸ 

kompleks say¬lar sisteminde yani C = C [ f1g’de tan¬mlamaktad¬r. f’nin tan¬m¬ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



 

f 
d 

= 
1 

ve f( 
1 

) = 
a  

c c     

 

olarak tan¬mlanarak tüm C kümesine geni¸sletilebilir. Tabii ki burada eger¼ z 6= 0 ise 
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z=0 = 1 kabulü kullan¬lm¬¸st¬r. 

 

f(w) 
 

f(z) = (ad  bc)(w   z) (2.2) 
(cw + d)(cz + d)    

 

e¸sitligi¼ ele al¬n¬rsa, bu e¸sitlik eger¼ ad bc = 0 ise f’nin sabit oldugunu¼ 

göstermektedir. Bu durumdan kaç¬nmak için ad bc 6= 0 oldugu¼ kabul edilecektir. 

Elde edilen rasyonel fonsiyona bir Möbious dönü¸sümü denir. Bu fonksiyon, z = d=c 

basit kutup noktas¬ haricinde tüm C kümesinde analitiktir (Apostol 1976). 

 

(2.2) e¸sitliginden¼ her Möbious dönü¸sümünün C üzerinde birebir oldugu¼ 

görülür. Eger¼ (2.1) e¸sitligi¼ z için f(z) cinsinden çözülecek olursa 

 

z = df(z) b 
cf(z) + a 

 

elde edilir. Yani f, C kümesini yine C kümesine resmetmektedir. Bu da f 
1
 ters 

fonksiyonunun da bir Möbious dönü¸sümü oldugunu¼ gösterir. Eger¼ tüm a; b; c; d 

katsay¬lar¬ s¬f¬rdan farkl¬ bir sabitle çarp¬l¬rsa, bu i¸slem bir Möbious dönü¸sümünü 

degi¸¼stirmez. Bu nedenle, ad bc = 1 olarak al¬nmas¬genelligi¼ bozmaz. 

 

ad bc = 1 olmak üzere, (2.1) ile verilen her Möbious dönü¸sümü 
 

0 1 

A = 
@ 

a b 

A c d 
biçiminde 2 2 formunda bir matris ile gösterilebilir. Bu durumda det A = ad bc = 1 

dir. Eger¼ f ve g Möbious dönü¸sümlerinin matris gösterimleri s¬ras¬yla A ve B 

ise bu durumda f g bile¸skesinin yani (f g)(z) = f(g(z)) e¸sitliginin,¼ AB matris 

çarp¬m¬n¬ temsil ettigi¼ kolayca gösterilebilir. Ayr¬ca birim dönü¸süm olan 

 

f(z) = z = 
1z

 
+ 0

 
0z + 1 
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e¸sitligi,¼ birim matris olan 
 

0 1  

I = @ 
1 0

 A 

0 1 

ile temsil edilir. f dönü¸sümünün tersi 
 

 

f 1(z) = 

dz b
 cz 

+ a 

 

biçimindedir ve matris tersi olan 
 

0 1 

A 

1 

= 
@ 

d b 

A  c a 
ile temsil edilmektedir (Apostol 1976). 
 

 

Böylece görülüyor ki ad bc = 1 olacak ¸sekildeki tüm Möbious dönü¸sümlerinin 

kümesi, bile¸ske i¸slemine göre bir grup olu¸sturur. Simdi,¸ Modüler grup 

ad¬verilen bu grubun temel özellikleri verilecektir. 

 
 

a; b; c; d 2 Z ve ad bc = 1 olmak üzere, 

 

0 = 

a
 

+
 

b
 

c + d 

 

¸seklindeki tüm Möbious dönü¸sümlerinin olu¸sturdugu¼ gruba modüler grup denir ve 
 

ile gösterilir (Apostol 1976). Bu grup 
 

A = 0 a b 1 

det A = 1@ c d A 

 

olacak ¸sekildeki 2 2 tipindeki elemanlar¬tam say¬lar olan matrislerle gösterilebilir. 
 

A ve A ayn¬dönü¸sümü gösterdiklerinden, her matris negati… ile özde¸sle¸stirilebilir. 
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Eger¼ 

0 

  

1 

    

       
  a  b 

A 

    

 A = 
@

 c d     

ise bu durumda          

 
A  = 

a  + b       
 

c  + d 
     

       

yaz¬labilir. Ayr¬ca s¬rada verilecek olan teoremde görülecegi¼ gibi  , T = 

@ 0 1 A 

0 1 1 1 

0 1         

ve S = @ 
0

 
1 
A olmak üzere, 

1 0 

 

T = + 1 ve S = 
1 

 

 

dönü¸sümleri ile üretilmektedir. 
 

 

Teorem 2.1.1.  modüler grubu       

T = 0 1 1 1 ve S = 0 0 1 1 

 @ 0 1 A  @ 1 0 A 

matrisleri taraf¬ndan üretilmektedir. Yani, ’daki her A eleman¬, ni 2 Z olmak üzere 

 

A = T 
n1 ST 

n2 S ST 
nk 

 

 

formunda yaz¬labilir. Bu gösterim bir tek degildir¼. Bu tez boyunca, A 2 ise 

 

A = a + b c 
+ d 

 

olarak al¬nacakt¬r (Apostol 1976). 
 

 

A¸sag¬¼daki k¬s¬mda bilinen baz¬ özel fonksiyonlar ve bunlar¬n temel özelliklerinden 
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bahsedilecektir. 
 

 

2.2. Baz¬Özel Fonksiyonlar 
 

 

Bu k¬s¬mda, daha sonraki bölümlerde kullan¬lacak olan baz¬özel fonksiyonlar 

ver-ilmi¸stir. Bu özel fonksiyonlar, Dedekind toplamlar¬, Hardy-Berndt 

toplamlar¬ ve diger¼ bir çok sonlu toplam için temel olu¸sturmaktad¬. Bu özel 

fonksiyonlardan ilk önce [x] ve ((x)) fonksiyonlar¬incelenecek, daha sonra da 

Dedekind-eta fonksiyonu ve teta fonksiyonlar¬ile ilgili temel bilgiler verilecektir. 

 
 

2.2.1. [x] fonksiyonu 
 

 

Bu k¬s¬mda bahsedilecek olan [x] tam deger¼ fonksiyonu, bir çok sonlu toplam 

için temel olu¸sturmaktad¬. Bu nedenle bu k¬s¬mda, tam deger¼ 

fonksiyonunun baz¬temel özellikleri verilecektir. A¸sag¬¼da verilen tam deger¼ 

fonksiyonunun tan¬m¬bir çok analiz kitab¬nda mevcuttur. 

 
 

Tan¬m 2.2.1.1. Bir x reel say¬s¬ndan büyük olmayan (yani küçük veya e¸sit 

olan) en büyük tam say¬ya x reel say¬s¬n¬n tam de¼geri denir ve [x] ¸seklinde 

gösterilir. Bir x reel say¬s¬n¬tam degerine¼ dönü¸stüren 

 

f : R ! R; f(x) = [x] 
 

 

fonksiyonuna tam de¼ger fonksiyonu denir. Bu fonksiyon literatürde ayn¬ zamanda 

taban fonksiyonu olarak da bilinmektedir. Örnegin,¼ [ 2; 3] = 3; [ ] = 3; [e] = 2; 

[0; 2] = 0 e¸sitlikleri geçerlidir. 
 

 

Daha genel olarak, m 2 Z olmak üzere 
 

 

[g(x)] = m; m g(x) < m + 1; 
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olarak tan¬mlan¬r. Ayr¬ca 
 

 

x 2 Z ise [x] = x; 
 

 

dir. 1808’de Carl Friedrich Gauss tam deger¼ fonksiyonu için ilk defa kö¸seli paran-tezli [x] 

notasyonunu tan¬mlam¬¸st¬r. Bu notasyon uzun y¬llar kullan¬lm¬¸st¬r. 1962’de Kenneth 

E. Iverson taban ve tavan fonksiyon kavram¬n¬ tan¬mlay¬nca, tam deger¼ fonksiyonu, 

yani taban fonksiyonu için bxc notasyonu da kullan¬lmaya ba¸slanm¬¸st¬r. Günümüzde 

tam deger¼ fonksiyonu için iki notasyon da kullan¬lmaktad¬r. Bu tezde tercihen tam 

deger¼ fonksiyonu için [x] notasyonu kullan¬lacakt¬r. 

 

Teorem 2.2.1.2. x bir reel say¬olsun. Bu durumda, 
 
 

 

1. n 2 Z ise [x + n] = [x] + n; 

  [x] x  

2. n 2 Z ise 
h  

i = n ; n 

3. 
P

1  n  x 1 = [x] ;   
4. 0   x  [x] < 1; 

 
 

5. x  [x]   
1
2  < 

1
2 ; 

 
6. [x] + [y]   [x + y]   [x] + [y] + 1; 

 

7. x 2= Z ise [  x] =   [x]   1 

8. [2x] 2 [x] = 8 1 [2x] tek ise, 

 

 : 

0 [2x] çift ise.  < 
olarak verilen özellikler geçerlidir (Grosswald 1984). 

 

 

Önerme 2.2.1.3. a = 1 için 

 

[ax] = 
Xa1

 
h

x + ar
i 

 
r=0 
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d¬r (Carlitz 1975). 
 

 

Ayr¬ca (  1)
[x]

 fonksiyonu a¸sag¬¼daki Fourier serisi ile tan¬mlan¬r: 
 

    X    

( 1)
[x]

 = 4  
1 

sin((2n  1)  x) : (2.3) 
    

  n=1 2n  1   
 

 

2.2.2. ((x)) fonksiyonu 
 

 

((x)) fonksiyonu [x] tam deger¼ fonksiyonuna bagl¬olarak¼ verilen ve sonlu toplamlar¬n 

temelini olu¸sturan bir fonksiyondur. Bu k¬s¬mda ((x)) fonksiyonunun baz¬özellikleri verilecektir. 

[x] tam deger¼ fonksiyonu olmak üzere, a¸sag¬¼daki ¸sekilde tan¬mlanm¬¸st¬r: 

 

((x)) = 
8

 x  [x]   2
1
 ;  x 2= Z 

 : 

0; x 

2 

Z  <  
Yukar¬da tan¬mlanan ((x)) fonksiyonuna testere a¼gz¬ fonksiyonu denilmektedir. 
 

 

Teorem 2.2.1.2.’den görülebilecegi¼ gibi j((x))j 
1
2 dir. Asl¬nda x = 

1
2 için ((x)) = 

0 oldugundan¼ 
1
2 < ((x)) < 

1
2 de yaz¬labilir (Grosswald 1984). Ayr¬ca ((x)) 

fonksiy-onu 
 

 

((x + b)) = ((x)) ; b 2 Z 
 

 

özelligini¼ saglamaktad¬¼r. Buna ek olarak, ((x)) fonksiyonu tek bir fonksiyondur ve 
 

 

(( x)) = ((x)) 
 

 

e¸sitligini¼ saglar¼. 
 

 

Teorem 2.2.2.1. ((x)) fonksiyonu a¸sag¬¼daki özellikleri saglar:¼ 
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1. y = ((x)) fonksiyonu 1 periyotlu ve parçal¬lineer bir fonksiyondur. 

 

2. B1(x) = x   
1
2 olmak üzere x 2= Z için ((x)) = B1(x  [x]) dir. 

 

3. 
1
2 < ((x)) < 

1
2 dir. 

 

4. 
R

0
1
 ((x)) = 0 d¬r. 

 

5. Tüm reel  ;  say¬lar¬için 
 

6. y(x) = 
R

1
x
 ((x)) dx e¸sitligi,¼ 

 

  
+ 

P 
mh 

 
 

h; k 2 Z 

k  1  

7.  için m=1 k  

 
 

  

dir. 

  

R 
((x)) dx1=8 

jy(x)j 1=8 e¸sitsizligini¼ saglar¼. 

 

= 0 d¬r (Grosswald 1984). 

 
 

 

((x)) aritmetik fonksiyonunun periyodu 1 oldugundan¼ a¸sag¬¼daki Fourier 

serisi ile temsil edilebilmektedir: 
 

   X  

((x)) = 

 1  
1 sin(2  nx) 

: 

    

n=1 n 
 

Bu e¸sitligin¼ detaylar¬Rademacher ve Grosswald (1972) çal¬¸smas¬nda bulunabilir. 
 
 
 

2.2.3. Dedekind-eta fonksiyonu 
 

 

Dedekind taraf¬ndan 1877’de verilmi¸s olan Dedekind-eta fonksiyonu modüler form-lar, 

say¬lar teorisi, analiz, kombinatorik, Weierstrass eliptik fonksiyonu, eliptik egriler¼ ve 

teta fonksiyonlar¬gibi bir çok alan ve konu ile baglant¬¼l¬d¬r. Daha önce belirtildigi¼ 

gibi Dedekind-eta fonksiyonunun modüler gruplar alt¬ndaki davran¬¸s¬n¬n incelen-

mesi ile Dedekind toplamlar¬ortaya ç¬km¬¸st¬r. Böylece Dedekind-eta fonksiyonlar¬, 

Dedekind toplamlar¬ve Dedekind toplamlar¬na bagl¬olan¼ diger¼ tüm sonlu 

toplamlar için temel rol oynamaktad¬r. Bu nedenle bu k¬s¬mda öncelikle Dedekind-eta 

fonksiy-onunun tan¬m¬verilecek ve daha sonra temel baz¬özellikleri hat¬rlat¬lacakt¬r. 

 
 

H üst yar¬düzlem yani H = fz 2 C : Im z > 0g olsun (sonsuz çarp¬m¬n yak¬nsakl¬g¬¼ 
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için gereklidir). Dedekind toplam¬, z 2 H olmak üzere 
 

Y
1 

(z) = e 
iz=12

 (1 e
2
 
inz

); Im(z) > 0  
n=1 

 

olarak tan¬mlanan Dedekind-eta fonksiyonunun dönü¸süm formülünde ortaya ç¬k- 
Q

1 

maktad¬r. Buradaki çarp¬m x = e
2
 
inz

 olmak üzere (1 x
n
) biçimindedir. Eger¼ 

n=1 

z 2 H ise bu durumda jxj < 1 dir. Bu nedenle çarp¬m, mutlak yak¬nsar ve 

s¬f¬rdan farkl¬d¬r. Dahas¬, yak¬nsakl¬k H’¬n kompakt alt kümeleri üzerinde 

düzgün oldugun¼-dan, (z) H üzerinde analitiktir. Bu k¬s¬mda, (z) ile ilgili 

baz¬özellikler verilecektir. Dedekind-eta fonksiyonu eliptik fonksiyonlar teorisi ve 

teta fonksiyonlar¬için temel olu¸sturmaktad¬. Ispatlar
·
 ve detaylar için Dieter 

(1959), Knopp (1970), Apostol (1976) ve Berndt (1978) çal¬¸smalar¬incelenebilir. 

 

T = + 1 üreteci için, 
 

Y
1 

(T ) =  (  + 1) = e 
i( +1)=12

    (1   e
2
 
in( +1)

) = e 
i=12

  ( ) (2.4) 
n=1 

 

e¸sitligi¼ elde edilir. Dolay¬s¬yla 

 

T 
b

 = ( + b) = e 
ib=12

  ( ) 
 
 

 

bulunur. (2.4) denklemi ayr¬ca 
24

( ) nun periyodik ve periyodunun 1 oldugunu¼ 

gösterir (Apostol 1976). 
 

 

Diger¼ S  = 1=  üreteci için a¸sag¬¼daki teorem verilebilir: 
 

 

Teorem 2.2.3.1. Eger¼ 2 H ise bu durumda, 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

(S  ) = 1 = (  i  )
1=2 

( ) 

    
 

denklemi elde edilir. Burada karekök z fonksiyonunun, z > 0 oldugunda,¼ 

pozitif olan dal¬seçilmi¸stir (Apostol 1976). 
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Dedekind, modüler dönü¸süm alt¬nda, Dedekind toplamlar¬n¬da içeren ¸s¬k bir 

fonksiy-onel denklem vermi¸stir: 

 

  0  1   
  a b 

A
 2  ; c > 0 ve z 2 H ise bu durumda, 

 

Teorem 2.2.3.2. Eger¼ A = 
@

 c d  
 i(a+d)   1   

(Az) = e 

 

+
 

is(
  

d;c)
(  i(cz + d)) 2 (z) (2.5) 12c  

elde edilir. Burada h bir tamsay¬ve k pozitif bir tamsay¬olmak üzere 

X h 
s(h; k) = 

 

k k 
mod k 

 

Dedekind toplam¬n¬göstermektedir (Apostol 1976). 
 

 

(2.5) e¸sitliginin¼ iki taraf¬n¬n logaritmas¬al¬narak Dedekind 

toplam¬a¸sag¬¼daki den-klemin sonucunda ortaya ç¬km¬¸st¬r: 

 

 i(a + d) 

is(d; c) 

i  1 

(2.6) log  (Az) = log  (z) + 
    

+ 
 

log(cz + d):  12c 4 2 

 

(2.6) denkleminin ispat¬Berndt (1973) ve Apostol (1976) taraf¬ndan verilmi¸stir. 
 

 

2.2.4. Teta fonksiyonlar¬ 
 

 

Teta fonksiyonlar¬n¬n modüler gruplar alt¬ndaki davran¬¸s¬n¬n incelenmesiyle Hardy-

Berndt toplamlar¬ ortaya ç¬km¬¸st¬r. Hardy-Berndt toplamlar¬n¬n ortaya ç¬k¬¸s¬n¬n 

daha iyi anla¸s¬lmas¬ aç¬s¬ndan bu k¬s¬mda, daha önce Jacobi taraf¬ndan ayr¬nt¬l¬ 

¸sekilde çal¬¸s¬lm¬¸s olan teta fonksiyonlar¬ndan k¬saca bahsedilecektir. Bu dört teta 
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fonksiyonu a¸sag¬¼daki ¸sekilde tan¬mlanmaktad¬r (Rainville 1960): 
 

   X 

(  1)
n
q

(n+
 2

1
 

)2
 sin(2n + 1)z; 1(z; q) = 2 1 

   n=0    

   X    

2(z; q) = 2 1  q
(n+

 2
1

 
)2

 cos(2n + 1)z; 
   n=0  

X 
 

      

3(z; q) = 1 + 2 1 q
n2 cos 2nz; 

     n=1  

     X 

(  1)
n
q

n2 cos 2nz: 4(z; q) = 1 + 2 1 
n=1 

 

1(z; q); 2(z; q); 3(z; q); 4(z; q) olarak tan¬mlanan fonksiyonlarda her fonksiyonu 

z’nin bir fonksiyonudur ve burada q’lar parametredir. Bu fonksiyonlar sadece 

z’ye bagl¬olarak¼ yaz¬lmak istenirse 

 

i(z) = i(z; q); i = 1; 2; 3; 4 
 

 

¸seklinde ifade edilebilir. 1(z; q); 2(z; q); 3(z; q); 4(z; q) teta fonksiyonlar¬n¬n 

tan¬m¬nda, tüm sonlu z’lerin mutlak yak¬nsakl¬g¬için¼ jqj < 1 

olmas¬gerekmektedir. q parame-tresinin önemli oldugu¼ durumlarda ek olarak 

 

q = exp(  i ) 
 

 

notasyonu kullan¬lmaktad¬r. jqj < 1 olmas¬, ’nun sanal k¬sm¬ndaki 

katsay¬n¬n poz-itif, yani Im( ) > 0 olmas¬n¬gerektirir. 

 

 

Teta fonksiyonlar¬n¬n baz¬ özellikleri, direkt olarak tan¬mlar¬ndan ortaya 

ç¬kmak-tad¬r. 1(z) fonksiyonu z’nin tek bir fonksiyondur. Diger¼ teta 

fonksiyonlar¬ise ( 2(z); 3(z) ve 4(z)) z’nin çift fonksiyonlard¬. Ayr¬ca 3(z) ve 4(z) 

fonksiyonlar¬n¬n periyotlar¬ ; 1(z) ve 1(z) fonksiyonlar¬n¬n periyotlar¬2 ’dir. 

Teta fonksiyonunun uygulamada önemli bir yeri vard¬. Basit (tek boyutlu) 

¬s¬denklemi ya da difüzyon denklemi olarak bilinen 

 

@u 2 @
2
u 

(2.7)  

= h 
   

   

@x
2 

@t    
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denklemi uygulamal¬matematigin¼ bir çok safhas¬nda ortaya ç¬kmaktad¬r. 

Dört teta fonksiyonu, z ve ’nun fonksiyonlar¬ olduklar¬ dü¸sünüldügünde,¼ 

(2.7) formundaki denklemi saglar¼ (Rainville 1960). 

 

Bu tez boyunca q = e 
iz

 olmak üzere,  1(0; q);  2(0; q);  3(0; q) ve  4(0; q) s¬ras¬yla 
 

1(z); 2(z);  3(z) ve  4(z) olarak gösterilecektir. 
 

 

Teta fonksiyonlar¬n¬n sonsuz çarp¬mlar¬a¸sag¬¼daki ¸sekilde 

tan¬mlanm¬¸st¬r (Rainville 1960): 

 

   
1 

Y 

1(z) 
  1 

= 2q 2 G sin z (1   2q
2n

 cos 2z + q
4n

); 
    n=1 

   
1 

Y 

2(z) 
  1 

= 2q 2 G cos z (1 + 2q
2n

 cos 2z + q
4n

); 
   Y n=1 
    

   1  

3(z) = G (1 + 2q
2n

  
1
 cos 2z + q

4n
  

2
); 

   n=1  
   Y  

   1  

4(z) = G (1   2q
2n

  
1
 cos 2z + q

4n
  

2
): 

   n=1  

 

Burada 
 

Y
1 

G = (1 q
2n

)  
n=1 

 

dir. 
 

 

Dedekind-eta fonksiyonu ile teta fonksiyonlar¬aras¬ndaki ili¸ski a¸sag¬¼da verilmi¸stir: 

 

2(z)  = 

2 
2
(2z) 

; 

    

(z)      

  
5
(z)     

3(z)  = 
2 2     

z 
 

; 2
(2z) 

2   
  2   
         

  z      

4(z)  = (z) :      
Yukar¬da verilen son e¸sitlikler Rademacher (1967) taraf¬ndan çal¬¸s¬lm¬¸st¬r. S¬radaki 
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e¸sitlikler, yukar¬da son verilen denklemlerin iki taraf¬n¬n logaritmas¬n¬n 

al¬nmas¬ile elde edilmi¸stir: 

 

log  2(z) =  log 2 + 2 log  (2z)   log  (z); 

 

z 
 

   )  2 log  (2z)  2 log ; 
       

log  3(z) = 5 log  (z z     2  

log  4(z) = 2 log 

 

 log  (z): 

      

2       
log  (z)’nin aksine, klasik teta fonksiyonlar¬n¬n logaritmas¬fazla çal¬¸s¬lmam¬¸st¬r. 
 

 

2.3. Baz¬Özel Sonlu Toplamlar 
 

 

Bu k¬s¬mda bilinen baz¬ özel sonlu toplamlar ve özellikleri incelenecektir. Üçüncü 

bölümde verilecek olan yeni bulunan sonlu toplamlar¬n elde edilmesinde ve bu tezin 

ortaya ç¬kmas¬ndaki en büyük motivasyon kaynag¬¼, bu k¬s¬mda temel özellikleri 

verilecek olan Dedekind toplamlar¬, Hardy-Berndt toplamlar¬ ve Y (h; k) Sim¸sek 

toplam¬d¬r. Tabii ki literatürde daha bir çok sonlu toplam bulunmaktad¬r. Ancak, 

literatürdeki sonlu özel toplamlar¬n baz¬lar¬bu tezin kapsam¬nda incelenmi¸stir. 

 
 

2.3.1. Dedekind toplamlar¬ve özellikleri 
 

 

Richard Dedekind’ten ad¬n¬alan Dedekind toplamlar¬((x)) fonksiyonuna bagl¬bir¼ 

toplamd¬r. Dedekind, bu toplamlar¬ Dedekind-eta fonksiyonunun fonksiyonel den-klemini 

belirtmek için kullanm¬¸st¬r. Dedekind toplamlar¬ayr¬ca say¬lar teorisi, Riemann-Roch 

teoremi ve Atiyah-Singer indeks teoremi gibi çe¸sitli alan ve konularda uygula-malara 

sahiptir. Daha çok say¬lar teorisinde çal¬¸s¬lmakta olup, topolojide ve matem-atigin¼ 

diger¼ bran¸slar¬ndaki problemlerde de ortaya ç¬kmaktad¬r. k > 0 olmak üzere 
 
k ve h aralar¬nda asal tamsay¬lar olsun. Dedekind-eta fonksiyonunun 

dönü¸süm for-mülünden ortaya ç¬kan s(h; k) klasik Dedekind toplamlar¬, 

s(h; k) = j mod k k k 

X  j hj 
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olarak tan¬mlan¬r. Dedekind (1930), Jacobi’nin eliptik fonksiyonlar için verdigi¼ 

teoriyi kullanarak Dedekind toplamlar¬ için reciprocity formülünün dogru¼ 

oldugunu¼ gös-terdi. 

 
 

Teorem2.3.1.1. Eger¼ h ve k aralar¬nda asal tamsay¬lar ise  

s(h; k) + s(k; h) = 

1  1   h  k 1  

(2.8) 
 

+ 
  

( 
 

 + 
 

 + 
 

) 4 12 k h hk 

 

e¸sitligi¼ gerçeklenir. 
 

 

(2.8) ile verilen e¸sitligin¼ ilk ispat¬n¬, Log ( ) için verdigi¼ dönü¸süm 

formüllerine daya-narak, Dedekind (1930) verdi. Simdilerde¸ (2.8) e¸sitliginin,¼ 

farkl¬bir kaç ispat¬daha mevcuttur. Bu konuda detayl¬bilgi için Rademacher ve 

Grosswald (1972), Berndt (1974) ve Dieter (1984) kaynaklar¬tavsiye edilebilir. 

 
 

Sitaramachandrarao (1987) yapt¬g¬¼ çal¬¸sman¬n amac¬n¬n Dedekind’in sonsuz 

seri temsili için temel bir ispat vermek oldugunu¼ belirtmi¸stir. Yani bu çal¬¸smas¬nda, 

(h; k) = 1 olmak üzere 
 

   r X  

s(h; k) = 
 1  1 cot(  hr=k) 

  

2 
r=1 

r  
     

6 0(mod k) 

 

sonsuz seri temsili için temel bir ispat vermi¸stir. Bu ispat¬ise sonlu Fourier 

serilerini kullanarak vermi¸stir. Ayr¬ca sonlu Fourier serilerini kullanarak, 

Rademacher (1933, 1964) çal¬¸smalar¬nda (h; k) = 1 için 

 

  X  r  hr  
 

1 
k  1  

cot 
 

s(h; k) = r=1 cot 

   

4k  k k 
oldugunu¼ ispatlad¬. 
 

 

Teorem 2.3.1.2. k > 0, h ve k tamsay¬lar ve (h; k) = 1 olmak üzere, 
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a) Eger¼ h
0

 h (mod k) ise bu durumda 

 

s(h
0
; k) = s(h; k) 

 

 

dir. 

 

b) Eger¼ hh 1 (mod k) ise bu durumda 
 

 

s(h; k) = s(h; k) 
 

 

dir. 

 

c) Eger¼ h
2
 + 1 0 (mod k) ise bu durumda 

 

 

s(h; k) = 0 
 

 

d¬r (Apostol 1976). 
 
 
 

 

Dedekind toplamlar¬ a¸sag¬¼daki aritmetik özelliklere sahiptir (Hardy 1969, 

Apostol 1976, Berndt 1978, Goldberg 1981, Berndt ve Goldberg 1984, Asai 

1986, Pettet ve Sitaramachandraro 1989): 

 

(( x)) = ((x)) 
 
 
 

 

oldugundan¼ 
 

 

s(  h; k) = s(h; k) 
 

 

ve 
 

 

s(h; k) = s(h; k) 
 

 

d¬r. 
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Teorem 2.3.1.3. 6ks(h; k) say¬s¬ bir tamsay¬d¬r. Dahas¬ eger¼ = (3; k) ise bu 

durumda, 

 

12hks(k; h) 0(mod  k) 
 
 
 

 

ve 
 

 

12hks(h; k) h
2
 + 1(mod  k) 

 
 
 

 

d¬r (Apostol 1976). 
 

 

Teorem 2.3.1.4. Dedekind toplamlar¬ 

X  2hr  
12ks(h; k) (k 1)(k + 2) 4h(k 1) + 4 (mod 8) k  

r<k=2 

 

kongrüans¬n¬saglar¼. Eger¼ k bir tek tam say¬ise bu durumda yukar¬da verilen kon- 
 

grüans 

X  2hr  
12ks(h; k) k 1 + 4 (mod 8) k  

r<k=2 

 

d¬r (Apostol 1976). 
 

 

2.3.2. Hardy-Berndt toplamlar¬ve özellikleri 
 

 

Hardy-Berndt toplamlar¬iyi bilinen sonlu özel toplamlardan birisidir. Daha önce de 

bahsedildigi¼ gibi, teta fonksiyonlar¬n¬n modüler gruplar alt¬ndaki davran¬¸s¬n¬n in-

celenmesiyle Hardy-Berndt toplamlar¬bulunmu¸stur. Daha sonraki bölümlerde ver-

ilecek olan yeni bulunan sonlu toplamlarla da ili¸skili olan Hardy-Berndt toplam-lar¬n¬n 

bu çal¬¸smadaki yeri ve önemi büyüktür. Bu k¬s¬mda önce k¬saca Hardy-Berndt 

toplamlar¬n¬n tarihinden bahsedilecek, daha sonra da baz¬ temel ve trigonometrik 
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özellikleri verilecektir. 
 

 

Hardy 1905’de Dedekind toplamlar¬n¬n reciprocity bag¬¼nt¬s¬n¬n ispat¬n¬ 

degi¸¼sik bir metodla veren ilk ki¸siydi. Asl¬nda Hardy, s¬n¬r integrasyonunu 

kullanarak ek olarak baz¬ reciprocity bag¬¼nt¬lar¬ da ispatlad¬ ve çal¬¸smas¬n¬n 

sonunda benzer aritmetik toplamlar için onbir tane daha reciprocity teoremi verdi. 

Bunlardan birisi Dedekind toplamlar¬n¬içeren reciprocity teoremidir (Hardy 1969). 

 
 

Son y¬llarda Hardy toplamlar¬bir çok matematikçinin ilgi alan¬na girmi¸stir. Gold-

berg, Hardy toplamlar¬üzerine doktora tez çal¬¸smas¬n¬tamamlad¬ktan sonra, 

Berndt ve Goldberg taraf¬ndan Hardy toplamlar¬n¬n alt¬tanesinin aritmetik 

özellikleri, bun-lar¬n reciprocity bag¬¼nt¬lar¬ve sonlu-sonsuz seri temsilleri 

verilmi¸stir. Hardy’nin reci-procity teoremlerinden be¸s tanesi, Berndt (1978) ve 

Goldberg (1981) taraf¬ndan il-ginç bir ¸sekilde ele al¬nm¬¸st¬r. T¬pk¬Dedekind’in 

(2.8) e¸sitligine,¼ Log ( ) için verdigi¼ dönü¸süm formülleri yard¬m¬yla 

ula¸smas¬gibi, Berndt (1978) ve Goldberg (1981) de bu toplamlarla kar¸s¬la¸st¬lar 

ve Berndt’in (1978) klasik teta fonksiyonlar¬n¬n logarit-malar¬için vermi¸s oldugu¼ 

dönü¸süm formülü sayesinde reciprocity teoremlerini elde ettiler. 

 
 

Hardy öldükten sonra, Hardy taraf¬ndan verilen onbir toplam¬n alt¬tanesi B. 

Berndt, Goldberg ve diger¼ matematikçiler taraf¬ndan, Hardy toplamlar¬olarak 

adland¬r¬lm¬¸st¬r. Günümüzde bir çok farkl¬alanda bu toplamlar 

çal¬¸s¬lmaktad¬r. Berndt’in bu alanda yapm¬¸s oldugu¼ katk¬lardan dolay¬ ve 

Berndt’in Hardy toplamlar¬n¬n sonsuz seri temsillerini vermesinin ard¬ndan, bu 

toplamlar Hardy-Berndt toplamlar¬olarak ad-land¬r¬lm¬¸st¬r. 

 

 

Hardy toplamlar¬veya Hardy-Berndt aritmetik toplamlar¬k > 0 olmak üzere, 

a¸sag¬¼-daki ¸sekilde tan¬mlan¬r: 

 a X 

S(h; k) = (  1)a+1+[ 
ah

k ]; 
 mod k 
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s1 (h; k) = a mod k(  1)
[ 
 k ]k   ;     

 X 
ah 

  a      
         
      

 

 

k; 

 

s
2

(h; k) =
 a mod k

(  1)a 

 
k 

 
 (2.9) 

 X  a  ah  
         
             

 

X ah 
s3(h; k) = 

 

(  1)
a   

;  k  
 a mod k      

 a X 

(  1)
[

 
ah

k 

]
; 

    

s4(h; k) = 
mod k 

    
       

ve 

(h; k) = j=1 (  1)
j+[

 k 
] 

k   : s5 
 X      

  k   
j    hj  

        

 
 

 

Özel olarak h ve k tek tamsay¬lar oldugunda,¼ s5(h; k) toplam¬için 

a¸sag¬¼daki e¸sitlik de gerçeklenmektedir (Berndt ve Goldberg 1984): 

  Xj    
 1 k  1 hj   

s5(h; k) = 

  

j(  1)
j+[

 k ] (2.10) k =1 
     

 

Teorem 2.3.2.1. h ve k aralar¬nda asal pozitif tamsay¬lar olsun. Eger¼ h ve k 

tek tamsay¬larsa bu durumda 

 

s5(h; k) + s5(k; h) = 

1 

 

1 

: (2.11) 
  

2 2hk 

 

olur (Hardy 1969, Berndt 1978, Goldberg 1981, Apostol ve Vu 1982, Berndt ve 

Goldberg 1984, Sitaramachandrarao 1987). 

 

 

Ayr¬ca, a¸sag¬¼daki e¸sitlikler bu tezde kullan¬lacakt¬r (Pettet ve 

Sitaramachandraro 1989): 
X

j          

h  1 kj  j  1   
 

(  1)
j+[

 h ] 

 

= s5(k; h) 

  

 S(k; h) 

 

=1 h 2  
         

Xj          
k  1 hj  j  1  

 

(  1)
j+[

 k ] 

 

= s5(h; k) 
 

 

S(h; k) (2.12) =1 k 2 
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Sitaramachandraro (1987) Hardy toplamlar¬ile Dedekind toplam¬aras¬ndaki 

bag¬¼n-t¬lar¬a¸sag¬¼daki teoremlerle vermi¸stir: 

 
 

Teorem 2.3.2.2. h ve k aralar¬nda asal pozitif tamsay¬lar olsun. Eger¼ h + k 

çift ise bu durumda 

 

s5(h; k) =   10s(h; k) + 4s(2h; k) + 4s(h; 2k) (2.13) 

 

ve eger¼ h + k tek ise 
 

 

s5(h; k) = 0 (2.14) 
 

 

olur. 
 

 

Teorem 2.3.2.3. (h; k) = 1 olsun. Bu durumda 
 

 

S(h; k) = 8s(h; 2k) + 8s(2h; k) 20s(h; k); eger¼ h + k tek ise, 
 

 

s1(h; k) = 2s(h; k) 4s(h; 2k); eger¼ h çift ise, 

 

s2(h; k) =   s(h; k) + 2s(2h; k); eger¼ k çift ise, (2.15) 
 

s3(h; k) = 2s(h; k) 4s(2h; k); eger¼ k tek ise, 

 

s4(h; k) = 4s(h; k) + 8s(h; 2k); eger¼ h tek ise, 

 

e¸sitlikleri geçerlidir. Ayr¬ca S(h; k) toplam¬h + k çift olmas¬ durumunda, s1(h; 

k) toplam¬h tek olmas¬durumunda, s2(h; k) toplam¬k tek olmas¬durumunda, 

s3(h; k) toplam¬k çift olmas¬durumunda ve s4(h; k) toplam¬h çift 

olmas¬durumunda s¬f¬ra e¸sittir. 

 

 

Teorem 2.3.2.4. Eger¼ h ve k tek tamsay¬lar ve (h; k) = 1 ise, bu durumda 
 

 

S(h; k) = S(k; h) = 0 (2.16) 
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d¬r (Apostol ve Vu 1982). 
 

 

Teorem 2.3.2.5. h ve k aralar¬nda asal pozitif tamsay¬lar olsun. Bu durumda 

a¸sag¬¼-daki e¸sitlikler geçerlidir: 

 

 

Eger¼ k tek tamsay¬ise o zaman          

h         

(2.17) 2s3(h; k)   s4(k; h) = 1 
 

; 

        

k         

d¬r. Eger¼ h + k tek tamsay¬ise o zaman          

S(h; k) + S(k; h) = 1;         (2.18) 

d¬r. Eger¼ h çift tamsay¬ise o zaman          

s1(h; k)   2s2(k; h) = 

1 

 

1 

 

1 

+ 

k 

; 

     

2 2 hk h 
 

d¬r (Apostol ve Vu 1982, Sitaramachandrarao 1987). 
 

 

Uyar¬2.3.2.6. Teorem 2.3.2.5. ile verilen reciprocity bag¬¼nt¬lar¬ve (2.11) 

Hardy’nin (1969) çal¬¸smas¬nda mevcuttur. 

 
 

Hardy-Berndt toplamlar¬nda (2.3) e¸sitligi¼ kullan¬larak, Hardy-Berndt toplamlar¬ile 

trigonometrik fonksiyonlar aras¬ndaki a¸sag¬¼daki ili¸skiler verilmi¸stir: 

 

Teorem 2.3.2.7. k > 0 olmak üzere h ve k aralar¬nda asal tamsay¬lar olsun. 

Eger¼ h + k tek ise bu durumda, 
 

         

4 1 tan 
 h(2n  1)  
  2k 

S(h; k) =  X        (2.19) 

 

   

2n 
  

 
n=1 

   1   
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e¸sitligi¼ geçerlidir. Eger¼ h çift ve k tek ise bu durumda 

s1(h; k) = 2   1 coth 2k 
1) 

 
          (2n  

 

 

 

 

          

   n=1  2n  1   
   2n 1       
   X         
     0(mod k)          

    6          
 

e¸sitligi¼ geçerlidir. Eger¼ h tek ve k çift ise bu durumda, 
 

  2n X    
 1  1 tan hn  

s2(h; k) = 

    

n k 
 2 n=1  

6 0(mod k) 

 

e¸sitligi¼ geçerlidir. Eger¼ k tek ise bu durumda,        

 1  
1
  tan hn    

s
3
(h;  k) =

n= 1 n k     

  X           

e¸sitligi¼ geçerlidir. Eger¼ h tek ise bu durumda,       

 s4(h; k) = 4  
1
  
cot 

h 2k 
1)   

X 

    (2n  

            

   

2n 

 

1 

  

 n=1      
e¸sitligi¼ geçerlidir ve son olarak eger¼ h ve k tek ise bu durumda, 
 

       

 
2 

 1 tan h(2n  1)   

s5(h; k) = 
   2k  

(2.20) 
 n=1 

 

2n  1 
 

    
  2n 1 

X     

   0(mod k)      

   6      
 

e¸sitligi¼ geçerlidir. 
 

 

Yukar¬da verilen teorem ilk olarak Berndt ve Goldberg taraf¬ndan verilmi¸stir 

(Berndt ve Goldberg 1984). Bu teorem ayr¬ca Sitaramachandrarao (1987) 

taraf¬ndan da is-patlanm¬¸st¬r. 

 
 

Teorem 2.3.2.8. k > 0 olmak üzere h ve k aralar¬nda asal tamsay¬lar olsun. Eger¼ 
 
 
 
 
 
 
 

 

25 



 

h + k tek ise bu durumda,                                  

   X   h(2m 1)        (2m  1)         
 1  k 

                  

S(h; k) = 

  

m=1 

tan 
 

          

cot  

      

 

        

k       2k      2k            

e¸sitligi¼ elde edilir. Eger¼ h çift ve k tek ise bu durumda,            

       
1 

     k      h(2m 1)       
(2 m 1)                          

s1(h; k) = 

 

 

     

 cot 

         

cot 

   

 2k  m=1     2k    2k  
            

X
k+1                           

           m6=  2                             

e¸sitligi¼ elde edilir. Eger¼ h tek ve k çift ise bu durumda,    

 

     

                 k                      
            1 X      hm      m         
   

s2(h; k) = m=1 tan 

    

cot 

          

   4k  k  k         

               m6= 2                          

e¸sitligi¼ elde edilir. Eger¼ k tek ise bu durumda, 

 

   

 

        

              X    hm  m         
         

1 
 k  1                 

   

s3(h; k) = 
 m=1 tan 

 

    

cot 

            

   2k   k  k            

e¸sitligi¼ elde eilir. Eger¼ h tek ise bu durumda,                    

1 X       h(2m    1)        m 1)   
 k                   

s4(h; k) = 

 

m=1 cot 

      

cot 

(2   

 

  

k   2k     2k     

e¸sitligi¼ elde edilir. Son olarak eger¼ h tek ve k tek ise bu durumda,   

  
1 

k            m  1)      (2m   1)      
                            

s5(h; k) = m=1 tan 

h(2    

tan 

      

 

    

2k 2k       2k       
    

X
k+1                                       

    m6=  2                                       
 

e¸sitligi¼ elde edilir. 

 
 
 
 

 

(2.21) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

(2.22) 

 

 

Yukar¬da verilen son teoremin farkl¬bir ispat¬Berndt ve Goldberg (1984) taraf¬ndan 
 

verilmi¸stir. 
 

 

Hardy-Berndt toplamlar¬ve log  n(z) (n = 2; 3; 4) aras¬ndaki ili¸skiler a¸sag¬¼daki teo- 
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rem ile verilmi¸stir. 

0 1 

                

                 

Teorem 2.3.2.9. A = 
 a b    

(2); c > 0 olsun. Eger¼ c çift ve (c; d) = 1 ise 

@
 c d 

A
 2 

 

bu durumda  0             
   1      i  a + d  

log  2(Az) = log  2(z) + 

 

log(cz + d) 

  

+  i  

   

is2 (d; c) 2 4   4c 
elde edilir.  

0 1 

               

                 

Teorem 2.3.2.10. A = 

a b  
0
(2); c > 0 olsun. Eger¼ d tek ve (c; d) = 1 ise 

@ c d 
A

 2 bu durumda                
       1    

 

i 

 

i  

log  4(Az) = log  4(z) + 
  

log(cz + d) 
 

  

 

is4(d; c) 
 

 2 4 4  

 

elde edilir. 
 

 

Uyar¬2.3.2.11. Teorem 2.3.2.9. ve Teorem 2.3.2.10. ile fonksiyonlar¬ile Hardy-

Berndt toplamlar¬aras¬ndaki bag¬¼nt¬lar verilmi¸stir. Bu teoremlerin 

farkl¬ispatlar¬, B. C. Berndt ve Y. Sim¸sek taraf¬ndan verilmi¸stir. 

 
 

2.3.3. Y(h; k) toplamlar¬ve özellikleri 
 

 

Simsek (2009) çal¬¸smas¬nda s5(h; k) ile baglant¬¼l¬ yeni bir toplam 

tan¬mlad¬. Bu toplam a¸sag¬¼da verlmi¸stir: 

 
 

h ve k aralar¬nda asal tamsay¬lar olmak üzere, 

X j 
Y (h; k) = 4k (  1) j+[ 

hj
 ] (2.23) 
k 

k 

    

 
j mod k 

 

dir. Simdi¸ bu Y (h; k) toplamlar¬n¬n baz¬ özelliklerinden k¬saca 

bahsedilecektir. Ilk
·
 olarak reciprocity bag¬¼nt¬s¬verilecektir. 
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Teorem.2.3.3.1. (h; k) = 1 olmak üzere h ve k aralar¬nda asal pozitif tek 

tamsay¬lar ise bu durumda 

 

hY (h; k) + kY (k; h) = 2hk   2 (2.24) 

 

dir (Simsek 2009). 
 

 

Bu teoremin ispat¬ Y. Sim¸sek taraf¬ndan iki farkl¬ yoldan ispatlanm¬¸st¬r. Birinci 

ispat, yar¬gruplar üzerinde matris dönü¸sümleri yap¬larak verilmi¸stir. Ikinci
·
 ispat 

ise f(z) = cot z tan hz tan kz fonksiyonuna, kö¸seleri i ; 
1

2 i olan dikdörtgensel yol 

boyunca Cauchy-Rezidü teoremi uygulanarak yap¬lm¬¸st¬r (Simsek 2009,2013). 

Bu teoremin farkl¬yoldan yeni bir ispat¬bir sonraki bölümde verilecektir. 

 

 

Berndt ve Goldberg (1984), Hardy-Berndt toplamlar¬n¬n sonlu trigonometrik toplam olarak 

gösterimlerini verdiler. Bu gösterimleri kullanarak Sim¸sek (2009) çal¬¸smas¬nda 
 
Y (h; k) toplam¬için de benzer bir trigonometrik gösterimi a¸sag¬¼daki ¸sekilde verdi: 
 

Xk        
 k  

h(2j 1) 
 

(2j   1) 
 

Y (h; k) = 2  tan cot : 
  

2k 

  

j=1     2k  

j6= 
+1        

2        

 

s(h; k) ve s5(h; k) toplamlar¬n¬n aritmetik özellikleri kullan¬larak, Y (h; k) toplam¬n¬n 

a¸sag¬¼daki aritmetik özellikleri saglad¬¼g¬gösterilmi¸¼stir (Simsek 2009): 

 

Y (  h; k) = Y (h; k); 
 

 

dir. Eger¼ hK 1(mod k) ise bu durumda 
 

 

Y (K; k) = Y (h; k); 
 

 

d¬r. Eger¼ Hk 1(mod K) ise bu durumda 
 

 

Y (k; K) = Y (H; K): 
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· 
3. BAZI YENI ÖZEL SONLU TOPLAMLAR 
 

 

Bu bölümde öncelikle üçlü ve ikili terim bag¬¼nt¬lar¬verilecektir. Daha sonra [x] ve 
 

((x)) fonksiyonlar¬n¬içeren baz¬yeni sonlu toplamlar tan¬mlanacakt¬r. Bu 

toplamlar içerisinden bir tanesinin reciprocity bag¬¼nt¬s¬ verilecektir. Diger¼ 

sonlu toplamlar¬n reciprocity bag¬¼nt¬lar¬aç¬k problem olarak b¬rak¬lm¬¸st¬r. 

Daha sonra ise, üçlü terim bag¬¼nt¬lar¬ndan faydalanarak Carlitz polinomlar¬n¬n 

k¬smi türevleri bulunacak ve bunlar¬n uygulamalar¬verilecektir. 

 

· 
3.1. Hardy-Berndt Toplamlar¬Için Üçlü Terim Bag¬¼nt¬lar¬ 
 

 

Simsek (1993) çal¬¸smas¬nda, üçlü terim bag¬¼nt¬s¬na k¬smi türev uygulayarak 

Hardy-Berndt toplamlar¬n¬içeren yeni teoremler vermi¸stir. Bu k¬s¬mda, bir sonraki 

k¬s¬mda gerekli olacak olan üçlü terim bag¬¼nt¬s¬ verilecektir. Bölüm boyunca a, b, 

ve c’nin iki¸ser iki¸ser aralar¬nda asal tamsay¬lar oldugu¼ ve a
0
, b

0
 ve c

0
 saylar¬n¬n 

 

aa
0

 1(mod b); bb
0

 1(mod c); and cc
0

 1(mod a) 
 
 

denkliklerini saglad¬¼g¬kabul¼ edilecektir. Ayr¬ca bu k¬s¬mda Y (h; k) 

toplam¬n¬n reci-procity bag¬¼nt¬s¬için farkl¬yoldan yeni bir ispat verilecektir. 

 
 

Teorem 3.1.1. (Üçlü ve ikili terim bag¬¼nt¬lar¬) Eger¼ a, b ve c iki¸ser iki¸ser 

aralar¬nda asal tamsay¬lar ise, bu durumda 

X   
X

y    

(u  1) 
a

  
1

 ux  1v[ 
bx

a ]w[ cx
a ] + (v   1) 

b
  
1

 vy  1w[ 
cy

b ]u[ ay
b ] 

x=1   =1    X
z      

+(w   1) 
c
  

1 
wz  1u[ 

az
c ]v[ 

bz
c ] = ua  1vb  1wc  1    1   

=1       

ve   

Xy 

   

X      

(u  1) 
a

  
1

 ux  1v[ 
bx

a ] + (v   1) 
b
  

1
 vy  1u[ ay

b ] = ua  1vb  1    1 
x=1   =1    

 
 

(3.1) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

(3.2) 
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e¸sitlikleri gerçeklenir. (3.2) e¸sitligi¼ ilk olarak Berndt ve Dieter (1982) taraf¬ndan 

verilmi¸stir. S¬radaki sonuç ilk olarak Carlitz (1975) taraf¬ndan verilmi¸stir. 

 
 

Sonuç 3.1.2. Eger¼ a ve b aralar¬nda asal tamsay¬lar ise, bu durumda  

X  Xy  

(u  1) 
b
  

1 
ub  x  1v[ 

ax
b ] (v   1) 

a
  

1 
va  y  1u[ 

by
a ] = ub  1    va  1 

x=1   =1   

 

d¬r (Carlitz 1975). 
 

 

Pettet ve Sitaramachandrarao (1989) taraf¬ndan verilen a¸sag¬¼daki 

bag¬¼nt¬lar daha sonraki bölümlerde faydal¬olacakt¬r: 
s

1
(ca0; b) =

 y=1 (  1)y+[ b ]b 
X  

cy 

   
ay b  1      

X              

s4(bc0; a) = 
a
  

1 
(  1)

[
 
bx

a ]+[ cx
a ] 

x=1 

(  1)z+[ c ]c 
s

3
(ab0; c) =

 z=1 

X  
bz 

  
az  c  1     

s
2

(ca0; b) =
 y=1 (  1)ybb 
X   

cy 
       

 ay b  1           
          

s
1

(bc0; a) =
 x=1 (  1)[ a ]  a 
X 

bx 

   
cx  a  1     

s
3

(ab0; c) =
 z=1 (  1)[ c ]  c 
X 

bz 

   
az  c  1     

ve 

(  1)x+[ a ]a 
s

5

(cb0; a) =
 x=1 
X  

cx 

     
bx a  1        

               

 

 

(3.3) 
 
 
 

 

(3.4) 
 
 

 

(3.5) 
 
 

 

(3.6) 
 
 

 

(3.7) 
 
 

 

(3.8) 
 
 
 
 

 

(3.9) 
 

 

dir. 
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A¸sag¬¼daki teoremin ispat¬ Y. Sim¸sek taraf¬ndan iki farkl¬ ¸sekilde 

verilmi¸stir. Bu-rada ise teoremin ispat¬, polinomlar¬n ikili terim 

bag¬¼nt¬s¬yard¬m¬yla farkl¬yoldan verilecektir. 

 
 

Teorem 3.1.3. (a; b) = 1 olmak üzere a ve b aralar¬nda asal pozitif tek 

tamsay¬lar ise bu durumda 

 

aY (a; b) + bY (b; a) = 2ab 2 
 

 

dir (Simsek 2009). 

 

· 
3. Ispat. Bu teorem ikili terim bag¬¼nt¬s¬kullan¬larak da kolayca ispatlanabilir. 

(3.2) e¸sitliginin¼ u’ya göre k¬smi türevi al¬n¬r ve u = v = 1 yaz¬l¬rsa bu durumda 

 

X 
bx 

 X 
bx 

 X 

h 

ay 

i
 (  1)y+[ 

ay 
  

a  1  a  1  b  1   

 

(  1)
x+[

 a 

]
   2 

 

x(  1)
x+[

 a 

]
   2 

  

b ] (3.10) x=1 x=1 y=1 b 

= (a 1)( 1)
a+b

  
1 

 

elde edilir. Benzer ¸sekilde (3.2) e¸sitliginin¼ v’ye göre k¬smi türevi al¬n¬r ve u = v = 1 
 

yaz¬l¬rsa bu durumda 
 

X 

 

bx 

 

bx 
 X 

ay 
X 

ay 
  

a  1  b  1 b  1   

2
 x=1 

 

(  1)
x+[

 a ] + y=1 (  1)
y+[ 

b 

]
   2 y=1 y(  1)

y+[ 
b ] (3.11) a 

 

= (b 1)( 1)
a+b

  
1 

 

bulunur. (3.10) e¸sitligi¼ b ile (3.11) e¸sitligi¼ a ile çarp¬l¬p bu yeni bulunan 

denklemler taraf tarafa toplan¬rsa 

 

X 
bx 

X 
ay 

X 

h 

ay 

i 

ay 
 

a  1 b  1 b  1  

2b x=1 x(  1)
x+[

 a 
]
 + 2a y=1 y(  1)

y+[
 b 

]
 + 2b y=1 

 

(  1)
y+[

 b ] b 
 

+ 2a 

Xa1
 

bx
a  (  1)x+[ bx

a ] = 2ab  a  b 
 

x=1 
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bulunur. Elde edilen son ifade düzenlenirse    

Xy 

  

  X         X      
 1 a  1      bx  1 b  1  ay  b  1 y ay  

2ab 

 

x=1 x(  1)
x+[

 a 
]!

 + 2ab 
 

 

y=1 y(  1)
y+[

 b ]
! 

+ 2ab 

    

(  1)
y+[

 b ] a b =1 

b 
2b y=1  b (  1)

y+
[
 
b

 
]
 + b y=1 (   1)

y+
[
 
b
 
]
 
1 + 2ab x=1  a (  1)

x+
[

 a 

] 
 

 X  
ay  ay 

 X  
ay 

 X 
bx 

 
  b  1   b  1   a  1  x   

2a
 x=1   a(  1)x+[ a ] 

+
 

a
 x=1 (  1)

x+[
 a 

]
 

1
 = 2aba  b  

  X   
bx  bx 

  X 
bx 

        
  a  1      a  1          

 

 

bulunur. Temel Kavramlar bölümünün ilk k¬s¬mlar¬nda verilen bilgilerin ¬¸s¬g¬¼nda 
 

tekrar düzenleme yap¬l¬rsa                   

2ab:s5(b; a) + 2ab:s5(a; b) + 2ab  s5(a; b) 

1 

S(a; b) 2b 

1 

 

1 

 
 

     

2 2 2b 

+ 2ab  s5(b; a) 

1 

S(b; a) 2a 

1 

 

1 

= 2ab  a  b 

    
         

2 2 2a     
elde edilir. Son olarak (2.23) e¸sitligi¼ kullan¬l¬rsa 
 

 

b:Y (b; a) + a:Y (a; b) = 2ab 2 
 

 

bulunur. 

 

· 
3.2. [x] ve ((x)) Fonksiyonlar¬n¬Içeren Yeni Sonlu Toplamlar 
 

 

Bu k¬s¬mda, hem [x] ve ((x)) fonksiyonlar¬yla hem de Dedekind, Hardy-Berndt, 
 

Y (h; k) toplamlar¬yla baglant¬¼l¬ yeni sonlu toplamlar tan¬mlanacakt¬r. 

Ayr¬ca bu yeni toplamlar için reciprocity bag¬¼n¬tlar¬ara¸st¬r¬lacakt¬r. 

 

Tan¬m 3.2.1. a1; a2; : : : ; an  iki¸ser iki¸ser aralar¬nda asal pozitif tamsay¬lar olsun. 
 

Yn  1(a1; : : : ; an  1; an), Bn  1(a1; : : : ; an  1; an) ve C(a1; a2; : : : ; an  1; an; k), toplamlar¬ 
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s¬ras¬yla a¸sag¬¼daki gibi tan¬mlanm¬¸st¬r:                        

h 

   
i   

an 

   

; Yn  1(a1; : : : ; an  1; an) =  j=1 (2j   1)(  1)             an 
    X                    a1j                    
   an  1            j+     +:::+ a

n  1
j 

 a1j 
  a

n  1
j  

              [
 an ] 

  

 

 

                             

an 

          

                                        

Bn  1(a1; : : : ; an  1; an) =  j=1 (  1)                h     
i   

an  an ;  (3.12) 
    X        a1j                                 
    an 1   j+   +:::+   a

n  1
j 

 a1j 
  a

n  1
j      

       [
 an ] 

   

 

     

ve 

                        

 
an 

                

                                         

                                                 

C(a1; a2; : : : ; an  1; an; k) = 
 
 j

k
(  1)  

[    
] 
   

h 

   i
: 

           
 an     an             

      

Xj         

j+ 
a
1

j +:::+ 
 a

n  1
j              

      an  1                       

      =1                                           

Burada n   2 pozitif bir tamsay¬d¬r (Cetin ve ark. 2014).               

(3.12) e¸sitliginde¼ n = 2 ve k = 2 olarak al¬n¬rsa,                          

 a2  1      a1j 

i 

a j 

; 

                         
 X                                        

Y1(a1; a2) = j=1 (2j   1)(  1)
j+h 

    

1 
                      

(3.13) a2 

                        

  
a

2                       
 a2  1  a1j  a j                                        

 X    

i 

   

; 

                                   

B1(a1; a2) = j=1 (  1)
j+h 

  

1 
 

                                

(3.14) a
2 

                                 

 
a

2                                  

ve              

j2(  1)
j+h

 a2 
i 

                 

 C(a1; a2; 2) =                     
       a2    1                                    
       

X
j                 a1j                   

      =1                                      

elde edilir. (3.13) ve (3.14) e¸sitliklerinde                                     

                    1                        
    

[x] = x ((x)) 

 

 

                     

    2                      

oldugu¼ kullan¬l¬rsa,                                                

Y1(a1; a2)  =    (a1 + a2) s5(a1; a2) + C1(a1; a2)   2C2(a1; a2)     
 2a1 

C(a1; a2; 2) 

1                           
 

+ 

   

 

 

S(a1; a2) 
              

  a2  2               
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ve               

B1(a1; a2) = a1s5(a1; a2)   C1(a1; a2) + 

1 

S(a1 ; a2) 
  

2 

bulunur. Burada               

C1 (a1 a2  1 a1j a j    
; a2) = j= 1 (  1)

j+h
 
a2

 
i  

a12   

  X             

ve 

              

 ; a
2

) =
 j=1 j(  1)

j+h
 a2 

i
a12 

 

C2 (a1  
  a2  1    a1j   a j  

  X             
               

 
 

 

dir. Böylece verilen yeni sonlu toplam tan¬mlar¬, Hardy-Berndt toplamlar¬ve Y 

(a1; a2) toplam¬ ile ili¸skilidir. Dedekind toplamlar¬, Hardy-Berndt toplamlar¬ ve 

Y (a1; a2) toplam¬gibi sonlu toplamlar için reciprocity bag¬¼nt¬s¬oldukça büyük 

önem ta¸s¬mak-tad¬r. Bu nedenle s¬radaki teorem ile Yn 1(a1; : : : ; an 1; an) 

toplam¬için reciprocity bag¬¼nt¬s¬verilecektir. 

 
 

Teorem 3.2.2. n 2 olacak ¸sekilde bir dogal¼ say¬, a1; a2; : : : ; an iki¸ser iki¸ser 

ar-alar¬nda asal pozitif tamsay¬lar olsun. Bu durumda 

 

Yn  1(a2; a3 : : : ; an; a1) + Yn  1(a1; a3 : : : ; an; a2) + + Yn  1(a1; a2 : : : ; an  

1; an) 
 

Y
n 

= ( 1)
am  

1
(am 1)  

m=1 
 

e¸sitligi¼ gerçeklenir (Cetin ve ark. 2014). 
 

 

Tan¬m 3.2.3. a1; a2; : : : ; an  iki¸ser iki¸ser aralar¬nda asal pozitif tamsay¬lar olsun. 
 

Y Sk;n(a1; : : : ; an  1; an) toplam¬a¸sag¬¼daki gibi tan¬mlan¬r:    
 

 

Y Sk;n(a1; : : : ; an  1; an) = j=1  ankanan  an  (3.15) 
 X j  a j a  j  
 a

n
  
1

 jka  

n  1 
 

    1   2       
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(3.15) denkleminde k = 1 ve n = 2 al¬n¬rsa, bu durumda (a1; a2) = 1 olmak 

üzere Dedekind toplamlar¬elde edilir. Yani 
Y S

1;2 (a1 ; a2) = s(a1 
;
 
a

2
) =

 a2 j=1 j a12 
   1 a2  1   a j 

     X     
 
 

 

bulunur. Ayr¬ca (3.15) denkleminde n = 2 al¬n¬rsa, 
Y S

k;2 (a1 

;
 

a
2

) =
 j=1 a2k a2 

  a2  1  jk a1j  

  X     
 
 

 

elde edilir (Cetin ve ark. 2014). 
 

 

3.3. Carlitz Polinomlar¬ile Bunlar¬n K¬smi Türevleri ve Uygulamalar¬ 
 

 

Bu k¬s¬mda Carlitz polinomlar¬ hakk¬nda k¬saca bilgi verilecektir. Daha sonra bu 

polinomlar için k¬smi diferansiyel denklemler elde edilecek ve k¬smi türevlerle ilgili bir 

çok uygulama verilecektir. Carlitz polinomlar¬n¬n k¬smi türevleri Hardy-Berndt 

toplamlar¬, Sim¸sek toplamlar¬ Y (h; k) ve farkl¬ yeni toplamlarla da baglant¬¼l¬d¬r. 

A¸sag¬¼da verilen Tan¬m 3.3.1. ve Teorem 3.3.2., Beck (2006) taraf¬ndan verilmi¸stir: 

 

Tan¬m 3.3.1. a1; a2; : : : ; an pozitif tamsay¬lar olmak üzere c(u1; u2; : : : ; un; a1; a2; : : : ; 

an) olarak adland¬r¬lan Carlitz polinomlar¬a¸sag¬¼daki ¸sekilde tan¬mlanm¬¸st¬r: 
 

 1 h   i hi hi 
 X  

ka2 
 

ka3 
 

 a  1   kan 
 

uk  1u 

        

c(u1; u2; : : : ; un; a1; a2; : : : ; an) := 2  
a

1  u 3 a1 : : : un a1   : 
        

 k=1         
 
 

 

Teorem 3.3.2. Eger¼ a1; a2; : : : ; an iki¸ser iki¸ser aralar¬nda asal pozitif 

tamsay¬lar ise, bu durumda 

 

(u1 1)c(u1; u2; : : : ; un; a1; a2; : : : ; an)+(u2 1)c(u2; u3; : : : ; un; u1; a2; a3; : : : ; an; 

a1)+: : : + 
 
 

(un 1)c(un; u1; : : : ; un  1; an; a1; : : : ; an  1) = u
a

1
1  

1
u

a
2

2  
1
 : : : u

a
n

n  
1
 1: 
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Tan¬m 3.3.3. u; v; w degi¸¼skenler, a; b; c iki¸ser iki¸ser aralar¬nda asal pozitif tam-

say¬lar, ve k1; k2; k3 negatif olmayan tamsay¬lar¬da s¬ras¬yla u; v; w degi¸¼skenlerinin 

türevlerinin mertebesi olsun. Bu durumda F(u; v; w; a; b; c; k1; k2; k3) polinomu 

 

F(u; v; w; a; b; c; k1; k2; k3) = 

i 

               

X bx    h  cx       
bx 

 
cx 

     
a  1                      

k
1 x=1

(x
  

1)
k1  1 

  

k2   

   

k3 u
x
v
[
 a 

]
w

[
 a 

 

] 

    

a a      
 X       bx       h cx  i    

bx 
 

cx  a  1                       

+(u
  

1)
 x=1

(x
  

1)
k1 

   

 k2 

    

 
k3 u

x
  

1
v
[
 a 

 

]
w

[
 a ]  a   a  

 X  ay         cy       
cy 

  
ay 

    
 b  1                      

+k2 y=1 

(y
   

1)
k2  1 h 

  

i
k1 

  

h 

  

 

i
k3 

 

 v
y
w

[
 b ]u[ 

 

b ] 

 

(3.16) b    b    
 X      ay          cy       

cy 
  

ay 
 

 b  1                        

+(v
   

1)
 y=1 

(y
   

1)
k2 

h 
   

i
k1 

h 
    

i
k3 v

y
  

1
w

[
 b 

 

]u[ 
b ]   b   b  

 X h az i     bz       
az 

  
bz 

    
 c  1                       

+k
3 z=1 

(z
   

1)
k3  1 

 

 k1 

  

 

 

k2 w
z
u
[
 c 

 

]
v
[

 c ] 

  

c   c    
 X   h az   i     bz      

az bz  c  1                      

+(w
   

1)
 z=1 

(z
   

1)
k3 

    

k1 

    

k2 w
z

  

1
u

[
 c 

]
v
[

 c 

]
;    c  c   

d¬r. Burada k1; k2 ve k3 ayn¬anda s¬f¬r olmamaktad¬r ve ayr¬ca n   0 için 
      >    Q                   
      

8 

   n              

eger¼ n   1  (  )n =  k=1(  + k   1);  
ve      >                          

     :            

1; 

   

eger¼ n = 0;       <               
        >    Q                
        

8 

   n                

eger¼ n   1  [  ]k =      k=1([  ] + k   1);   
        >                          
        :                

1; 

     

eger¼ n = 0;         <                     
dir (Cetin ve ark. 2014). 
 

 

Teorem 3.3.4. u; v; w degi¸¼skenler, a; b; c iki¸ser iki¸ser aralar¬nda asal pozitif tam-

say¬lar ve k1; k2; k3 negatif olmayan tamsay¬lar¬ da s¬ras¬yla u; v; w degi¸¼skenlerinin 

 

36 



 

türevlerinin mertebesi olsun. Bu durumda F(u; v; w; a; b; c; k1; k2; k3) polinomu 
 
 

F(u; v; w; a; b; c; k1; k2; k3) = (a 1)k1 (b 1)k2 (c 1)k3 u
a
  

1
v

b
  

1
w

c
  

1
 (3.17) 

 
 

e¸sitligini¼ saglar¼. Burada k1; k2 ve k3 ayn¬anda s¬f¬r olmamaktad¬r ve ayr¬ca n 0 
 

için 

> Q 

 

  
  n  

(  )n = 
8

 k=1(  + k   1); eger¼ n   1 
 >   
 : 

1; eger¼ n = 0;  < 
dir (Cetin ve ark. 2014). 

 

· 
Ispat. (3.17) e¸sitliginin¼ dogru¼ oldugunu¼ göstermek için, daha önce verilen 

(3.1) denklemi ele al¬n¬rsa: 

X   
X

y   

P (u; v; w) := (u  1) 
a
  

1 
ux  1v[ 

bx
a ]w[ cx

a 

]
 + (v   1) b  1 vy  1w[ 

cy
b ]u[ ay

b ] 
x=1    =1     

Xc1 

+ (w 1) w
z  1

u
[
 az

c 
]
v
[
 bz

c 
]
 = u

a  1
v

b  1
w

c  1    1  
z=1 

 

biçiminde yaz¬labilir. P (u; v; w) e¸sitliginin¼ u’ya göre k¬smi türevi al¬n¬rsa, 

bu du-rumda 
 

 @P (u; v; w)   X 
bx cx 

 X  
bx cx 

   
   a  1  a  1     

      

=   u
x

  
1
v
[

 a 

]
w

[
 a 

]
 + (u  1) (x1)u

x  2
v
[
 a 

]
w

[
 a 

]    

   @u    
   

X 

  x=1    x=1       

    ay cy ay 
 X az az bz 

   
    b  1   c  1    

 
+(v   1) y=1 h 

  

i
 vy  1w[ b ]u[ 

b 
]
 
1
 + (w   1) z=1 

h 
 

i
 wz  1u[ c ] 1v[ c ] 

  

 b c   

           = (a  1)ua  2vb  1wc  1       
bulunur. Simdi¸ @P (u;v;w) e¸sitliginin¼ u’ya göre k¬smi türevi al¬n¬rsa, bu durumda  

  

      @u    

X 

     

 @
2
P (u; v; w)  X  

bx cx 
  

bx cx 
 

   a  1  a  1     

   

= 2 
  

(x  1)u
x

  
2
v
[

 a 

]
w

[
 a 

]
 + (u  1) (x  1)(x  2)u

x
  
3
v
[

 a 

]
w

[
 a ]  @u

2 
   

       x=1    x=1      
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 X   ay ay     
cy ay 

        
 b  1               

 

+ (v   1) y=1 h 

  

i h 
 

   

 
i 1  vy  1w[ b ]u[ b 

 

] 2 
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 X   az   az     

az 
  

bz 
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+ (w   1) z=1 
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i
  1  wz  1u[ c ] 2v[ c ] 

      

  c c       

 = (a  1)(a  2)u
a
  

3
v

b
  

1
w

c
  

1 
          

elde edilir. Bu ¸sekilde devam edilerek, 
@

k
1  

1
P (u;v;w)  

e¸sitliginin¼ u’ya göre k¬smi türevi  

@u
k

1  
1 

                           

al¬n¬rsa                 

X 

           

  @
k1 P (u; v; w)       

bx cx 
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E(u; v; w) = 
        

= k1 (x1)k1 u
x  k1 v

[
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ay 

i
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w
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[
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       c  1               

 

(w   1) z=1 
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i
k1 w

z
  

1
u

[
 c 

]
 

k1
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c 

] 
      

  c       

= (a 1)k1 ua  (k1+1)vb  1wc  1 

 

elde edilir. Simdi¸ ayn¬ prosedür E(u; v; w)’ya uygulanacakt¬r. Eger¼ E(u; v; 

w)’nun v’ye göre k2 kez k¬smi türevi al¬n¬rsa, bu durumda 
 

 @k2 E    X     bx  
bx 

  
cx 
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k
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bulunur. Son olarak, eger¼ F (u; v; w) e¸sitliginin¼ w’ya göre k3 kez türevi 

al¬n¬rsa, iste-nen sonuç elde edilir. 

 
 

Tan¬m 3.3.5. u1; : : : ; un degi¸¼skenler, a1; : : : ; an iki¸ser iki¸ser aralar¬nda 

asal pozitif tamsay¬lar ve k1; : : : ; kn negatif olmayan tamsay¬lar¬da s¬ras¬yla 

u1; : : : ; un degi¸¼sken-lerinin türevlerinin mertebesi olsun. Bu durumda F(u1; : 

: : ; un; a1; : : : ; an; k1; : : : ; kn) polinomu 

 
 

F(u1; : : : ; un; a1; : : : ; an; k1; : : : ; kn) 
 

n      al  1    n  

 

  

km 

  am
x
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X      X    Y  
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xl  1 (3.18) = (u 

l 

1)   (x 

l 

1)    um 
a

l u 
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 m=1  al h    i l  
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m

x
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X  X     Y  a
m

x
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xl 

   

             al     
+ k   (x 

l 

1)        

km 

um   

i 

u   :   

l=1  
l
 xl=1  

k
l  

1
m=1 al  h    l    

m=6l 
 

biçimindedir. Burada k1; : : : ; kn ayn¬anda s¬f¬r olmamaktad¬r. Ayr¬ca ayr¬ca 

n 0 için 

 > Q  
 

8 

n 

eger¼ n   1 (  )n = k=1(  + k   1); 
 >   
 : 

1; eger¼ n = 0;  < 
ve  

  > Q  
  

8 

n 

eger¼ n   1 [  ]k = k=1([  ] + k   1); 
  >   
  : 

1; eger¼ n = 0;   < 
dir (Cetin ve ark. 2014). 
 

 

Teorem 3.3.6. n 2 için, u1; : : : ; un degi¸¼skenler, a1; : : : ; an iki¸ser iki¸ser aralar¬nda asal 

pozitif tamsay¬lar ve k1; : : : ; kn negatif olmayan tamsay¬lar¬da s¬ras¬yla u1; : : : ; un 
 

degi¸¼skenlerinin türevlerinin mertebesi olsun. Bu durumda F(u1; : : : ; un; a1; : : : ; an; k1; : : : ; kn) 
 
 
 
 

 

39 



 

polinomu 
 

 Y 
 n 

F(u1; : : : ; un; a1; : : : ; an; k1; : : : ; kn) = um
am  

1
(am    1)km 

 m=1 

 

e¸sitligini¼ gerçekler. Burada k1; : : : ; kn ayn¬anda s¬f¬r olmamaktad¬r. Ayr¬ca, 
 

Yn 

(  )n = ( + k 1); n 2 
 

k=1 

 

dir (Cetin ve ark. 2014). 
 

 

Sonuç 3.3.7. (3.16) ve (3.17) e¸sitliklerinde u1 = u2 = u3 = 1 yaz¬l¬rsa 

 

     X  bx  h cx i    
     a  1         

F(1;
 

1;
 

1;
 

a; b; c;
 

k
1

; k
2

; k
3

) :=
 

k
1 x=1

(x
  

1)
k1  1 

 

k2 

       

a 
h 

 a  k3    
X h ay i  h cy i X   az i bz  
b  1    c  1    

k1 k2 

+k
2 y=1 

(y
   

1)
k2  1 

 

k1 

 

k3 

+
 

k
3 z=1 

(z
   

1)
k3  1 

   

b b c  c 
= (a 1)k1 (b 1)k2 (c 1)k3 

 
 

 

elde edilir (Cetin ve ark. 2014). 
 

 

Sonuç 3.3.8. (3.16) ve (3.17) e¸sitliklerinden, 
 

 X 

F(1; 1; 1; a; b; c; 1; 0; 0) := 

a  1 

1 = a  1 
 x=1 

 
X

y 

F(1; 1; 1; a; b; c; 0; 1; 0) := 

b  1 

1 = b  1 
 =1 

ve X
z  

F(1; 1; 1; a; b; c; 0; 0; 1) := 

c  1 

1 = c  1 
 =1 

elde edilir (Cetin ve ark. 2014).  

 
 
 
 

 

(3.19) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

(3.20) 
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Sonuç 3.3.9. Eger¼ (3.16) ve (3.17) e¸sitliklerinde u = v = w = 1 ve k1 = k2 = 1; 

k3 = 0 olarak al¬n¬rsa, bu durumda [x] fonksiyonunun reciprocity kural¬olan ve 

Gauss’un kuadratik reciprocity kural¬n¬ispatlamakta önemli bir role sahip olan, 

X 

 

bx 

 

X h ay i  
a  1 b  1 

= (a  1)(b  1) (3.21) 

   +
 y=1 

 

x=1  a b 

 

e¸sitligi¼ elde edilir (Berndt ve Dieter 1982, Simsek 1993, Beck 2006, Cetin ve 

ark. 2014). 

 

Sonuç 3.3.10. (3.16) ve (3.17) e¸sitliklerinde u = w = 1; v = 1 ve k1 = k3 = 0; k2 = 

1 yaz¬l¬rsa 
 

X 

 

bx 

 

cx 
X 

cy ay 
 

a  1 b  1  

F(  1; 1;  1; a; b; c; 0; 1; 0) :=   2 x=1 

 

(  1)
x+[

 a 

]
 
1
 + y=1 (  1)

[
 b 

]+[ b ] a 
 

2 

Xc1
 

bz
c  (  1)z+[ az

c ] 1 = (b  1)(  1)a+c  2 

 
z=1 

 

elde edilir. Bu da bize Simsek’in (1993) çal¬¸smas¬ndaki Teorem 2.1’i 

vermektedir. Böylece, 

 

F( 1; 1; 1; a; b; c; 0; 1; 0) := s4(ac
0
; b) 2s5(cb

0
; a) 2s3(ab

0
; c) = 

b ac
 ac 

 

elde edilir (Cetin ve ark. 2014). 
 

 

Sonuç 3.3.11. (3.16) ve (3.17) e¸sitliklerinde u = v = 1; w = 1 ve k1 = k2 = 1; k3 = 

0 yaz¬l¬rsa 

     X 

 

bx 

 

cx 
X 

h 
ay i  

     a  1 b  1 cy  

F(1; 1;  1; a; b; c; 1; 1; 0) := x=1 

 

(  1)
[
 a 

] +
 y=1 

 

(  1)
[
 b 

] a b 

X h 
az i 

 

bz 

(  1)
z
  

1
 = (a  1)(b  1)(  1)

c
  

1 

 
c  1   

2
 z=1 

    

c  c  
elde edilir. Bu da bize Simsek’in (1993) çal¬¸smas¬ndaki Teorem 2.2’yi vermektedir. 
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Böylece,          

F(1; 1;  1; a; b; c; 1; 1; 0) := 2s2(ab
0
; c)  s1(cb

0
; a)  s3(ca

0
; b) = 

1 

+ 

1 

 

a 

+ 

b 

 

     

2 2c c c 
 

bulunur (Cetin ve ark. 2014). 
 

 

Sonuç 3.3.12. (3.16) ve (3.17) e¸sitliklerinde u = 1; v = w = 1 ve k2 = 1; k1 = k3 = 

0 yaz¬l¬rsa 
 

 X 

 

bx 

 

X 
ay 

 
 a  1 b  1  

F(  1; 1; 1; a; b; c; 0; 1; 0) :=   2 

  

(  1)
x
  

1
 + y=1 (  1)

[
 b 

]
 = (b  1)(  1)

a
  

1 
x=1 a 

 

Bu da bize Simsek’in (1993) çal¬¸smas¬ndaki Teorem 2.3’ü vermektedir. Böylece, 

 

b 

F(  1; 1; 1; a; b; c; 0; 1; 0) := 2s3(b; a) s4(a; b) = 1 a 

 

elde edilir (Cetin ve ark. 2014). 
 

 

Sonuç 3.3.13. (3.16) ve (3.17) e¸sitliklerinde u = v = 1; w = 1 ve k1 = k2 = 0; k3 = 

1 yaz¬l¬rsa 
 

X 

h 

cx 

i 

bx 
X 

h 

cy 

i 

ay 
 

a  1 b  1  

F(  1;  1; 1; a; b; c; 0; 0; 1) :=   2 x=1 

 

(  1)
x+[

 a 

]
 
1
   2 y=1 

 

(  1)
y+[

 b ] 1 a b 

Xc1 

+ ( 1)
[ az

c 
]+[ bz

c 
]
 = (c  1)(  1)

a+b  2 

 
z=1 

 

Bu da bize Simsek’in (1993) çal¬¸smas¬ndaki Teorem 2.4’ü vermektedir. Böylece, 

 

F(  1;  1; 1; a; b; c; 0; 0; 1) := s4(ab
0
; c) + 2s5(bc

0
; a) s1(ac

0
; b) 

= 1 + ab
c 

 

 

elde edilir (Cetin ve ark. 2014). 
 

 

Sonuç 3.3.14. (3.16) ve (3.17) e¸sitliklerinde w = v = 1; u 1 ve k1 = 0; k2 = k3 = 1 
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yaz¬l¬rsa   

X 

   

h 

 

i X 
h 

  

i 

      

    bx cx cy   
ay 

 
   a  1    b  1     

F(  1; 1; 1; a; b; c; 0; 1; 1) :=   2 x=1  

 

 

  

(  1)
x
  

1
 + y=1 

  

(  1)
[

 b 

] 

 

a  a b  
X  bz az 

                  
c  1                    

 

 

 

(  1)
[

 c 

]
 = (b1)(c  1)(  1)

a  1 

            

z=1 c             

Bu da bize Simsek’in (1993) çal¬¸smas¬ndaki Teorem 2.5’i vermektedir. Böylece,  

F(  1; 1; 1; a; b; c; 0; 1; 1) := 2s2(cb
0
; a)  s1(ca

0 
; b)  s3(ca

0 

1    1 

 

c  b 

 ; b) = 

 

+ 

  

+ 

 

 2 2a b c 
 

elde edilir (Cetin ve ark. 2014). Yukar¬da verilen metod kullan¬larak Pettet ve 

Sitara-machandraro (1989) taraf¬ndan verilen baz¬sonuçlar da elde edilebilir. 

 

Sonuç 3.3.15. Eger¼ (3.16) e¸sitliginde¼ u = 1; v = w = 1 ve k1 = 1; k2 = k3 = 0 

olarak al¬n¬rsa 

 
 

X 

  F(1;  1;  1; a; b; c; 1; 0; 0)      

bx cx 
X 

cy 
 

h 

ay 

i 

X 
bz 

 

h 

az 

i 

a  1 b  1  c  1  

= x=1(  1)
[
 a 

]+[ a 

]
   2 y=1 (  1)

y+[
 b 

] 

 

2 z=1 (  1)
z+[

 c 
] 1 

 

b c 
 

bulunur. Ayr¬ca (3.17) e¸sitliginden¼ 
 

 

F(1;  1;  1; a; b; c; 1; 0; 0) = (a 1)( 1)
b+c 

 

 

oldugu¼ bilinmektedir. Bu iki denklem birlikte kullan¬l¬rsa 

 

X 
bx cx 

X 
cy 

] 
h 

ay 

i 

X 
bz 

 

h 

az 

i 

a  1 b  1 c  1  

x=1(  1)
[
 a 

]+[ a 

]
   2 y=1 (  1)

y+[
 b 

 

2 z=1 (  1)
z+[

 c 
] 1 

 

b c 

= (a 1)( 1)
b+c 

 

elde edilir. Bu da Pettet ve Sitaramachandraro’nun (1989) çal¬¸smas¬ndaki Teorem 
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3.3’ü verir. Yani 

 

F(1;  1;  1; a; b; c; 1; 0; 0) = s3(ab
0
; c) + s1(ca

0
; b) 

1
2 s4(bc

0
; a) 

 

 

veya denk olarak 

 

F(1;  1;  1; a; b; c; 1; 0; 0) = 
1

2 2
a
bc 

 

bulunur. Burada a; a
0
 çift say¬lar ve cc

0
 1(mod 2a) dir (Cetin ve ark. 2014). 

 

 

Sonuç 3.3.16. Eger¼ (3.16) e¸sitliginde¼ u = w = 1; v = 1 ve k1 = k3 = 1; k2 = 0 

olarak al¬n¬rsa 

 
 

X 

   F(1;  1; 1; a; b; c; 1; 0; 1)  

X 

     

bx 
 cx  X ay  cy  bz 

 az  
a  1   b  1   c  1   

= x=1(  1)
[
 a ] 

h 
 

i + 2 y=1 (  1)
y
 
h 

 

i h 

 

i + z=1 (  1)
[
 c ] 

h 
  

i a b b  c 
bulunur. Ayr¬ca (3.17) e¸sitliginden¼ 
 

 

F(1;  1; 1; a; b; c; 1; 0; 1) = (a 1)(c 1)( 1)
b
  

1 

 

 

elde edilir. Böylece   

X 

     

X 

     

X 
bx 

 

h 

cx 

i h 

ay 

i h 

cy 

i 

bz 
 

h 

az 

i 

a  1  b  1 c  1  

x=1(  1)
[
 a 

] 

 

+ 2 y=1 (  1)
y 

  

+ z=1 (  1)
[
 c 

] 

 

a b b c 
 

= (a 1)(c 1)( 1)
b
  

1 

 

bulunur. Bu da Pettet ve Sitaramachandraro’nun (1989) çal¬¸smas¬ndaki Teorem 
 

3.4’ü verir. Yani 
 

 

F(1;  1; 1; a; b; c; 1; 0; 1) = s1(bc
0
; a) 2s2(ca

0
; b) + s3(ab

0
; c) 
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veya denk olarak 
 

F(1;  1; 1; a; b; c; 1; 0; 1) = 
1

2 
1

2  bc
a
 + ab

c 

 

 

bulunur. Burada b bir çift say¬d¬r (Cetin ve ark. 2014). 
 

 

Sonuç 3.3.17. Eger¼ (3.16) e¸sitliginde¼ u = v = w = 1 ve k1 = k2 = k3 = 1 

olarak al¬n¬rsa 

X 

 

bx 

 

h cx i X 
h 

ay i h cy i X 
h 

az i 

 

bz 

 

a  1   b  1   c  1  

F(1; 1; 1; a; b; c; 1; 1; 1) = x=1 

    +
 y=1 

    +
 z=1 

    

a  a  b  b   c  c 

 

bulunur. Ayr¬ca (3.17) e¸sitliginden¼ 
 

 

F(1; 1; 1; a; b; c; 1; 1; 1) = (a 1)(b 1)(c 1) 
 

 

elde edilir. Böylece 

i X 
h 

 

i h 

 

i X 
h 

  

i 

   

X 

 

bx 

 

h cx ay cy az 

 

bz 

= (a  1)(b  1)(c  1) 

a  1   b  1   c  1  

       

+
 y=1 

    

+
 z=1 

    

x=1  a  a  b  b   c  c  
bulunur (Pettet ve Sitaramachandraro 1989, Cetin ve ark. 2014). 
 

 

Ayr¬ca yukar¬da verilen metod kullan¬larak Beck (2006) çal¬¸smas¬nda verilen baz¬ 
 

sonuçlar da elde edilebilir. 
 

 

Sonuç 3.3.18. Eger¼ (3.18) ve (3.19) e¸sitliklerinde 
 

k1 = k2 = : : : = kn = 1 olarak al¬n¬rsa 

a1  1 a2x1 a3x1     anx1   a2 1   a1x2  
X 

 

 

 

    

 

   

 

 X  

 

  

 

        

+
 x2=1 

  

x1=1 a1  a1   a1  a2 
  X a x    a x    a   x     
  an  1 n n  n  1 n  
    1  2         

+ : : : + xn=1 

    

 

  

  

      

 

 

 an   an    an     

= (a1 1)(a2 1) (an 1) 

 

 

u1  = u2  = : : : = un  = 1 ve 
 
 

 

  
a3x2 

 

anx2 

a2 a2 
 
 

 

(3.22) 
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elde edilir (Cetin ve ark. 2014). Bu sonucun ispat¬Beck (2006) taraf¬ndan verilmi¸stir. 
 

 

(3.22) e¸sitliginde¼ n = 3 olarak al¬n¬rsa,  

a1  1 a2x1  a3x1  a2  1  a1x2 a3x2  a3  1 a1x3  a2x3  
X 

 

 

 

 

 

X 

 

 

 

 

 

X 

 

 

 

 

 

   

+
 x2=1 

  

+
 x3=1 

  

x1=1 a1 a1 a2 a2 a3 a3 
 

= (a1 1)(a2 1)(a3 1) 

 

oldugu¼ kolayca görülebilir. Bu e¸sitlikte, 

 

[x] = x ((x)) 1
2 

 
 

 

ifadesi yerine yaz¬l¬rsa, Dedekind-Rademacher toplamlar¬n¬n reciprocity 

bag¬¼nt¬s¬ a¸sag¬¼daki gibi elde edilir (Rademacher 1954, Beck 2006): 

x1 =1 a1    
a

1    
+

 x2 =1a2  
a

2  
a1 1 a2x 1    a3x1      a2 1 a1x 2   a3x2   

X                 X         

     
+

 x3 =1  
a

3  
a

3     
      a3 1     a1x 3    a2x 3       

      X                      

    

= 

1  

+ 

1  

 

a1  

+ 

a2 

+ 

a2  

: 

  
              

    4  12 
a

2

a
3 

a
1

a
3 

a
1

a
2   

 

(3.18) ve (3.19) e¸sitliklerinde u1  = u2  = : : : = un  = 1 olarak al¬n¬rsa, a¸sag¬¼daki 
 

sonuç elde edilir: 
 

 

Sonuç 3.3.19. a1; a2; : : : ; an aralar¬nda iki¸ser iki¸ser asal pozitif tamsay¬lar ve k1; k2; : : : ; kn 
 

pozitif tamsay¬lar olsun. Bu durumda 
 

n al  1 n  n  
X  X Y 

amxl 

Y  

l=1 

kl
 xl=1

(xl1)k
l  1

m=1 km 

=
 m=1

(a
m    

1)
km (3.23) al 

m=6l 

 

bulunur (Cetin ve ark. 2014). 
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Sonuç 3.3.20. (3.23) e¸sitliginde¼ k1 = k2 = : : : = kn = 1 al¬n¬rsa , Berndt-Dieter 

taraf¬ndan ispatlanm¬¸ olan a¸sag¬¼daki e¸sitlik elde edilir (Berndt ve Dieter 1982): 
 

n  al  1  n  n 
X X Y 

amxl 

Y 

l=1 xl=1 m=1 

=
 m=1

(a
m    

1) a
l 

m6=l   
 

Burada a1; a2; : : : ; an aralar¬nda iki¸ser iki¸ser asal pozitif tamsay¬lard¬ (Beck 

2006, Cetin ve ark. 2014). 

 
 

Sonuç 3.3.21. (3.18) ve (3.19) e¸sitliklerinde u1 = u2 

al¬n¬rsa, bu durumda 
 

n  al  1 n   
X X Y 

a
m

x
l 

 

l=1 xl=1 

(2(xl1)k
l 
+
 
kl(xl    

1)k
l  1) 

m=1 km 

a
l 

 m=l   

 6   

Yn 

= (  1)
am  

1
(am    1)km  

m=1 
 

elde edilir (Cetin ve ark. 2014). 

 

= : : : = un  = 1 olarak 
 
 

 

( 1)xl+
h

 
amxl

 
i
 

al 

 
 

 

(3.24) 

 

 

Sonuç 3.3.22. (3.24) e¸sitliginde¼ n = 2 ve k1 = k2 = 1 olarak al¬n¬rsa, bu durumda 

a1  1 x + 
a

2
x

1 

i 

a
2

x
1 

 

a2 1 x + 
a

1
x

2 

i 

a
1

x
2 

 

X  

h 

   X  

h 

  

x1=1

(2x
1    

1)(  1)
 
1 

   

+
 x2 =1

(2x
2    

1)(  1)
 
2 

  

a1 

  

a2 

 

 
a

1 

a
2 

 

= ( 1)
a1+a2 (a1 1)(a2 1) 

 

elde edilir (Cetin ve ark. 2014). 
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· · 
4. HARDY-BERNDT TIPI SONLU TOPLAM 
 

 

Bu bölümde, daha önce Cetin ve ark. (2014) taraf¬ndan tan¬mlanm¬¸s olan C1(h; k) 

ve B1(h; k) sonlu toplamlar¬n¬n özellikleri verilecektir. Daha sonra ise C1(h; k) ve 
 

B1(h; k) sonlu toplamlar¬ile diger¼ bilinen sonlu toplamlar aras¬ndaki ili¸skiler 

bulu-nacakt¬r. 

 

4.1. C1(h; k) Sonlu Toplamlar¬ve Özellikleri 
 

 

Bu k¬s¬mda yeni bir sonu toplam olan C1(h; k) toplamlar¬ tan¬mlanm¬¸s, 

özellikleri verilmi¸s ve diger¼ bilinen sonlu toplamlarla olan ili¸skileri bulunmu¸stur. 

 

Berndt ve Dieter (1982) h ve k tek, farkl¬asallar olduklar¬nda 

 

2
1
 (k  1) 

 

 

+ 

2
1
 (h  1) 

 

 

= (h  1)(k   1) 

 
X hj X kj 

(4.1) 

  

j=1 k j=1 h  
e¸sitliginin¼ geçerli oldugunu¼ gösterdiler. Bu e¸sitlik, Gauss’un kuadratik 

reciprocity kural¬n¬n ispat¬nda önemli bir rol oynamaktad¬r. (4.1) ile verilen bu 

e¸sitligin¼ C1(h; k) toplam¬cinsinden ifadesi de elde edilecektir. 

 

 

Tan¬m 4.1.1. Cetin ve ark. (2014) çal¬¸smalar¬nda, C1(h; k) 

toplamlar¬n¬a¸sag¬¼daki ¸sekilde tan¬mlanm¬¸slard¬r: 
C

1
(h; k) =

 j=1 (  1)j+[ k ]k : 
X 

hj hj  
 

k  1   

 
 

 

Burada h 2 Z ve k 2 N
+
 d¬r. Simdi¸ bu toplamlarla ilgili önemli özellikler 

verilecektir. Bu toplamlarla ilgili en ilginç özelliklerden birisi h ve k aralar¬nda 

asal tek tamsay¬lar olduklar¬nda bu toplamlar¬n sadece ikinci degi¸¼sken olan 

k’ye bagl¬olmas¬¼d¬r. Yani bu durumda toplam tek degi¸¼skene 

indirgenmektedir. A¸sag¬¼daki teoremde bu özellik verilmi¸stir. 
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Teorem 4.1.2. h; k 2 Z olmak üzere k > 0 olsun. Eger¼ (h; k) = 1 ve h ile k tek 

tamsay¬lar ise bu durumda 

 

C1(h; k) = 

1 

 

1 
  

2 2k 

 

dir (Cetin 2016). 
 

 

·         · 
Ispat. Bu teoremi ispatlamak için ikili terim bag¬¼nt¬s¬ kullan¬lacakt¬r. Ikili terim 

bag¬¼nt¬s¬nda u’ya göre k¬smi türev al¬n¬p u = v =   1 yaz¬l¬rsa,  

 X 
kx 

X 
kx 

X hy hy 
 

 h  1 h  1 k  1  

 

x=1(  1)
x+[

 h 
]
   2 x=1 x(  1)

x+[
 h 

]
   2 y=1 

 

 

(  1)y+[ k ]  k 

= (h 1)( 1)
h+k

  
1 

 

elde edilir. Gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa  

X    X   Xy     
h  1  kx h  1  kx k  1  y hy  

(  1)
x+[

 h ] 1    2 x(  1)
x+[

 h 

]
   2h 

  

(  1)
y+[

 k ] k 
x=1 

 

  x=1   =1     + 2
 y=1 k(  1)y+[ k 

]
   y=1 (  1)

y+[
 k 

]
 
1 

 = (1   h)  
X 

hy 
 

hy 

X 
hy 

    
k  1   k  1     

            

 

 

bulunur. (2.10), (2.12) ve (2.16) e¸sitlikleri kullan¬l¬rsa 
 

 

2h (s5(k; h) + s5(h; k)) + 2C1(h; k) = 1 h: 
 

 

elde edilir. Son olarak (2.11) e¸sitligi¼ kullan¬l¬rsa  

C1(h; k) = 

1 

 

1  

(4.2) 
   

2 2k 

 

bulunur. Böylece ispat tamamlanm¬¸s olur. 
 

 

Simdi¸ C1(h; k) toplamlar¬için reciprocity bag¬¼nt¬s¬verilecektir. 
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Teorem 4.1.3. h; k 2 Z olmak üzere k > 0 olsun. Eger¼ (h; k) = 1 ve h ile k tek 

tamsay¬lar ise, bu durumda 

 

kC1(h; k) + hC1(k; h) = 

h + k 

1 
 

2 

 

e¸sitligi¼ geçerlidir (Cetin 2016). 

 

· 
Ispat. Eger¼ (4.2) bag¬¼nt¬s¬kullan¬lacak olursa 
 

kC1(h; k) + hC1(k; h)  = k 

1 

 

1 

 + h 

1 

 

1 

 

      

2 2k 2 2h 
  h + k          

= 

    

1 

       

2          

 

bulunur. Böylece istenen sonuç elde edilmi¸s olur. 
 

 

Daha önce de bahsedildigi¼ gibi C1(h; k) sonlu özel toplamlar¬n¬n, bilinen diger¼ sonlu 

toplamlarla ili¸skileri mevcuttur. A¸sag¬¼daki teoremler ile bu ili¸skiler verilmi¸stir. C1(h; 

k) toplamlar¬ s5(h; k) Hardy-Berndt toplamlar¬, Y (h; k) Sim¸sek toplamlar¬ ve s(h; k) 
 

Dedekind toplamlar¬ile ili¸skilidir. Bu bilinen sonlu toplamlar¬n litetatürde bir çok 

uygulamas¬ oldugundan,¼ C1(h; k) toplamlar¬yla ili¸skili olmalar¬, bu verilen 

yeni toplam¬n önemini göstermektedir. 

 

 

Teorem 4.1.4. (a; hk) = 1 olmak üzere a bir tamsay¬ ve a ile hk tek olsun. Bu 

durumda, 

 

s5(h; k) + s5(k; h) = C1(a; hk) (4.3) 
 

 

dir (Cetin 2016). 
 

 

· Ispat. (2.11) ve (4.2) e¸sitliginden¼ kolayca elde edilebilir. 
 
 

 

Teorem 4.1.5. (a; hk) = 1 olmak üzere a bir tamsay¬ ve a ile hk tek olsun. Bu 
 
 

 

50 



 

durumda,  

hY (h; k) + kY (k; h) = 4hk:C1(a; hk) (4.4) 
 

 

dir (Cetin 2016). 
 

 

· Ispat. (4.2) ve (2.24) e¸sitliklerinden kolayca elde edilebilir. 
 
 

 

Teorem 4.1.6. a; h; k say¬lar¬(a; hk) = 1 olacak ¸sekilde pozitif tek tamsay¬lar 

olsun. Bu durumda 
 

  

s(h; k) + s(k; h) = 

1 1 

 

h  k 

2C1(a; hk) 

    

+ 

   

 + 

 

 
  6 12 k h 

e¸sitligi¼ gerçeklenir (Cetin 2016).              

·  

Teorem 4.1.2.’den, 

             

Ispat.              

  

1   2C1(h; k) = 

1       
        

  k     

yaz¬labilir. Böylece a¸sag¬¼daki e¸sitlikler elde edilir:  

 h 

= h  2hC1(h; k); 

             
               

 k              

 k 

= k   2kC1(k; h); 

            

(4.5) 
              

 h              
1 

hk 

= 1
 

2C
1

(a; hk): 

 

Eger¼ (4.5) e¸sitligi¼ (2.8)’de yerine yaz¬l¬rsa ve baz¬temel hesaplamalar 

yap¬l¬rsa, is-tenen sonuç elde edilir. 

 

 

Teorem 4.1.7. (h; k) = 1 olacak ¸sekilde h; k pozitif tek tamsay¬lar olsun. Bu du- 
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rumda 
 

 

2s3(h; k) s4(k; h) = 1 h + 2hC1(h; k) 
 

 

elde edilir (Cetin 2016). 
 

 

· Ispat. (2.17) e¸sitliginden¼ ve Teorem 4.1.2.’den direkt olarak elde edillebilir. 
 
 

 

Teorem 4.1.8. h ve k farkl¬tek asal say¬lar olsun. Bu durumda 

 

2
1
 (k  1) 

 

 

+ 

2
1
 (h  1) 

 

 

= 4hkC1(h; k)C1(k; h) 

X hj X kj   

j=1 k j=1 h  
e¸sitligi¼ geçerlidir (Cetin 2016). 

 

· 
Ispat. Baz¬temel hesaplamalar neticesinde Teorem 4.1.2.’den 
 

 

2kC1(h; k) = k 1 
 

 

ve 
 

 

2hC1(k; h) = h 1 
 

 

elde edilir. Eger¼ bu e¸sitlikler (4.1) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa bu durumda 

istenen sonuç elde edilir. 

 

4.2. B1(h; k) Sonlu Toplamlar¬ve Özellikleri 
 

 

Bu k¬s¬mda, daha önce (3.14) e¸sitligi¼ ile üçüncü bölümde tan¬mlanan ve yeni bir sonu 

toplam olan B1(a1; a2) toplamlar¬n¬n tan¬m¬ notasyon degi¸¼sikligi¼ ile yeniden 

hat¬rlat¬lm¬¸s, özellikleri verilmi¸s ve diger¼ bilinen sonlu toplamlarla olan ili¸skileri bu-

lunmu¸stur. (3.14) e¸sitliginde¼ a1 yerine h ve a2 yerine k yaz¬l¬rsa bu durumda B1 
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toplamlar¬ 
 

B1(h; k) = 
Xk1

 
hj

k  (  1)[ hj
k ] 

 
j=1 

 

olarak yeniden yaz¬labilir. Burada h ve k aralar¬nda asal tamsay¬lar ve k pozitiftir. Diger¼ 

bilinen sonlu toplamlar¬n notasyonlar¬na uyum saglmas¬aç¬¼s¬ndan bu tezde, 
 

B1 toplamlar¬ için bu notasyonun kullan¬m¬ tercih edilecektir. B1(h; k) 

toplamlar¬ a¸sag¬¼daki aritmetik özelligi¼ gerçeklemektedir (Cetin 2016): 

 

B1(  h;  k) = B1(h; k): (4.6) 

 

Bu son e¸sitligin¼ dogru¼ oldugunu¼ göstermek için tamdeger¼ fonksiyonunun tan¬m¬ve 
 

(( x)) = ((x)) özelligi¼ kullan¬lacakt¬r. Ayr¬ca x bir tamsay¬degilken¼ 

x 
( 1)

[x]
 = 2 ((x)) 4 (4.7) 2 

 

 

e¸sitligi¼ de kullan¬l¬rsa (4.6) denkleminin dogru¼ oldugu¼ görülür. (4.7) 

özelligi¼ Sitara-machandrarao (1987) çal¬¸smas¬nda görülmektedir. 

 

Simdi¸ B1(h; k) toplamlar¬ile S(h; k) Hardy-Berndt toplamlar¬aras¬ndaki ili¸ski 

ver-ilecektir: 

 

 

Teorem 4.2.1. k pozitif bir tamsay¬olmak üzere eger¼ h + k tek ve (h; k) = 1 ise 

bu durumda, 

 

 

B1(h; k) = 

1 

(1 h)S(h; k) (4.8) 
  

 2 

e¸sitligi¼ gerçeklenir (Cetin 2016).  

· ·     
Ispat. Ispat için daha önce (3.2) ile verilen ikili terim bag¬¼nt¬s¬kullan¬lacakt¬r. Eger¼ 
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(3.2) e¸sitliginin¼ u’ya göre k¬smi türevi al¬n¬r ve u = v = 1 yaz¬l¬rsa 

 

X 
kx 

 X 
kx 

 X  hy   
hy 

  
h  1  h  1  k  1       

x=1(  1)
x+[

 h 
]
   2 x=1 x(  1)

x+[
 h 

]
   2 y=1 

 

 

(  1)y+[ k 

]
 = (h  1)(  1)

h+k
  

1 
k 

elde edilir. Baz¬temel hesaplamalar sonucunda 

X 

    

X  
kx 

 X 
kx 

  hy  hy 
 

h  1   h  1    k  1    

x=1(  1)
x+1+[

 h 
]
   2 x=1 x(  1)

x+[
 h 

]
   2 y=1 

 

 

(  1)y+[ k 

]
 = h  1  (4.9) k 

bulunur. Pettet ve Sitaramachandraro (1989) çal¬¸smas¬ndan (2.12) e¸sitliklerinin sag¼-

land¬g¬bilinmektedir¼. Böylece eger¼ bu e¸sitlikler (4.9) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa, 

 

1   

S(k; h)   2h  s5(k; h) 

 

S(k; h)2B1 (h; k) = h  1 2 

e¸sitligi¼ elde edilir. h + k tek tamsay¬ oldugunda¼ s5(h; k) = s5(k; h) = 0 oldugu¼ 

bilindiginden,¼ buradan  

2B1(h; k) = (h  1)(1   S(k; h)) (4.10) 

 

bulunur. h + k tek tamsay¬oldugunda¼ Apostol ve Vu (1982) çal¬¸smas¬ndan 
 

 

S(h; k) + S(k; h) = 1 
 

 

oldugu¼ bilindiginden,¼ bu son e¸sitlik 
 

 

S(h; k) = 1 S(k; h) 
 

 

olarak yaz¬l¬rsa ve (4.10) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa böylece, 

 

1 

B1(h; k) = 2 (1 h)S(h; k) 

 

elde edilir. 
 

 

S¬radaki teoremde, B1(h; k) toplamlar¬ve s5(h; k) Hardy-Berndt toplamlar¬aras¬n- 
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daki ili¸ski verilecektir: 
 

 

Teorem 4.2.2. k > 0 olmak üzere, eger¼ h ve k aralar¬nda asal tek tamsay¬lar 

ise bu durumda 

 

     1 

 

1               

(4.11) B1(h; k) = hs5(h; k) + 
                   

2k 2               

e¸sitligi¼ gerçeklenir (Cetin 2016).                    

·                           

Ispat. B1(h; k) toplamlar¬n¬n tan¬m¬kullan¬lacak olursa   

        X 
hj 

    hj        
        k  1            

   

B
1

(h; k) =
 j=1 

(  1)j+[
 
k 

] 

 

 

       

   k  2   
   

=
 j=1 (  1)j+[ k ]k k    

   X  
hj 

  
hj  hj  1 

    
   k  1         
                  

=
 
h

k j=1 j(  1)
j+[

 k 

] 
j=1 (  1)

j+[
 k 

]
k 2 j=1 (  1)

j+[
 k 

] 

  X 
hj 

 X     
hj 

  
hj 

    X 
hj  1 k  1   k  1          1 k  1  

                           

   

= hs5(h; k)   C1(h; k) + 

1 

S(h; k) 

  
       

    2   
 

elde edilir. Teorem 4.1.2.’den (4.2) e¸sitliginin¼ dogru¼ oldugu¼ 

bilindiginden,¼ bu e¸sitlik son denklemde yerine yaz¬l¬rsa 

 

B1(h; k) = hs5(h; k) + 

1 

 

1 
   

2k 2 

 

sonucu elde edilir. 
 

 

A¸sag¬¼daki teorem ile B1(h; k) toplamlar¬ ve Y (h; k) Sim¸sek toplamlar¬ 

aras¬ndaki baglant¬verilecektir:¼ 

 
 

Teorem 4.2.3. k > 0 olmak üzere, eger¼ h ve k aralar¬nda asal tek tamsay¬lar ise 
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bu durumda 

 

 h 1 

 

1 

B1(h; k) = 
 

Y (h; k) + 
   

4k 2k 2 

 

e¸sitligi¼ saglan¬¼r (Cetin 2016). 
 

 

· Ispat. Teorem 4.2.2. ve (2.23) e¸sitligi¼ kullan¬larak kolayca elde edilir. 
 

 

A¸sag¬¼da B1(h; k) toplamlar¬için yeni iki bag¬¼nt¬verilecektir: 
 

 

Teorem 4.2.4. (h; k) = 1 olmak üzere, h + k pozitif bir tek tamsay¬ise bu durumda 

 

1 

(k 1)B1(h; k) + (h 1)B1(k; h) = 2 (k   1)(h  1) 

 

e¸sitligi¼ saglan¬¼r (Cetin 2016). 

 

· 
Ispat. k > 0 olmak üzere h + k tek bir tamsay¬oldugunda,¼ (4.8) e¸sitliginin¼ 

dogru¼ oldugu¼ gösterilmi¸sti. Buradan hareketle, benzer ¸sekilde h > 0 

oldugunda¼ da h + k tek tamsay¬iken 

 

B1(k; h) = 

1 

(1 k)S(k; h) (4.11) 2 

 

yaz¬labilir. Böylece eger¼ (4.8) e¸sitligi¼ k ile, (4.11) e¸sitligi¼ h ile çarp¬l¬r ve 

elde edilen e¸sitlikler taraf tarafa toplan¬rsa 

 

 k  hk  h hk  

kB1(h; k) + hB1(k; h)  = 
  

S(h; k) 
  

S(h; k) +  

 

S(k; h) 
 

S(k; h) 2 2 2 2 

= 

1  

[kS(h; k) + hS(k; h)   hk (S(h; k) + S(k; h))] 
  

2  

 

elde edilir. Apostol ve Vu (1982) çal¬¸smas¬ndan (2.18) e¸sitliginin¼ dogru¼ 

oldugu¼ bilindigin¼-den, bulunan son e¸sitlikte yerine yaz¬l¬rsa, 

 

kB1(h; k) + hB1(k; h) = 

1 

[kS(h; k) + hS(k; h)   hk] (4.12) 2 
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e¸sitligi¼ bulunur. (4.8) e¸sitligi¼ kullan¬lacak olursa 

 

B1(h; k) + B1(k; h)  = 

1 

(1 h)S(h; k) + 

1 

(1 k)S(k; h) 
    

2 2 

= 
1

2 [S(h; k)   hS(h; k) + S(k; h)   kS(k; h)] 
 

= 
1

2 [1   (hS(h; k) + kS(k; h))] 

 

yani 
 

 

2B1(h; k) + 2B1(k; h) = 1 (hS(h; k) + kS(k; h)) 
 

 

ve böylece 
 

 

hS(h; k) + kS(k; h) = 1   2B1(h; k)   2B1(k; h) (4.13) 

 

bulunur. (2.18) e¸sitliginin¼ her iki yan¬h ile çarp¬l¬r, benzer ¸sekilde (2.18) e¸sitliginin¼ 

her iki yan¬k ile çarp¬l¬r ve bu elde edilen yeni e¸sitlikler taraf tarafa topan¬rsa 

 

[kS(h; k) + hS(k; h)] + [hS(h; k) + kS(k; h)] = h + k 
 

 

bulunur. Bu son e¸sitlikte, (4.13) e¸sitligi¼ yerine yaz¬l¬rsa 
 

 

kS(h; k) + hS(k; h) = h + k + 2B1(h; k) + 2B1(k; h)   1      

bulunur. Burada (4.12) e¸sitligi¼ kullan¬lacak olursa      

1      

(h; k) + 2B1(k; h)   1   hk] 

 

kB1(h; k) + hB1(k; h) = 
 

[h + k + 2B1 

 

2  

elde edilir. Son bulunan denklem biraz daha düzenlenirse      

  h  k 

+ B1(h; k) + B1(k; h) 

1 

 

hk 

kB1(h; k) + hB1(k; h)  = 
 

+ 
 

 

    

2 2 2 2  

= 
h

2 + 
k
2   

hk
2   

1
2 

 

= 
1

2 (k   1)(h  1) 
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olarak istenen sonuç elde edilir. 
 
 
 

Teorem 4.2.5. (h; k) = 1 olmak üzere, h ve k tek pozitif tamsay¬lar ise bu durumda 

 

kB1(h; k) + hB1(k; h) = 
(h

 
1)(k

 
1)

 2 

 

e¸sitligi¼ saglan¬¼r (Cetin 2016). 

 

· 
Ispat. h ve k pozitif tek tamsay¬lar olduklar¬nda (4.11) e¸sitliginin¼ dogru¼ 

oldugu¼ bilinmektedir. Ayr¬ca benzer ¸sekilde 

 

B1(k; h) = ks5(k; h) + 

1 

 

1 

(4.14) 
    

2h 2 

 

denklemi de yaz¬labilir. (4.11) e¸sitligi¼ k ile, (4.14) e¸sitligi¼ h ile çarp¬l¬r ve 

elde edilen e¸sitlikler taraf tarafa toplan¬rsa, 

 

kB1(h; k) + hB1(k; h) = hk (s5(h; k) + s5(k; h)) + 

1 

 

k 

+ 

1 

 

h 

(4.15) 
       

2 2 2 2  

 

e¸sitligi¼ elde edilir. Sitaramachandrarao (1987) çal¬¸smas¬ndan, h ile k aralar¬nda asal 

pozitif tek tamsay¬lar olduklar¬nda (2.11) e¸sitliginin¼ sagland¬¼g¬bilinmektedir¼. Eger¼ 

bu e¸sitlik (4.15) denkleminde kullan¬l¬rsa bu durumda 

 

 1  1   1   k  1  h 

kB1(h; k) + hB1(k; h)  =  hk 

 

 

 

+ 
  

 

  

+ 

   

 

  

2 2hk 2 2 2 2  

= (h  1)(k   1)              
 2                

olarak istenen sonuç elde edilir.                   

A¸sag¬¼daki teoremlerde B1(h; k) sonlu toplamlar¬ ile s(h; k) Dedekind toplamlar¬ 

aras¬ndaki ili¸skiler verilecektir:                   
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Teorem 4.2.6. (h; k) = 1; k > 0 ve h + k tek tamsay¬oldugunda¼ 
 

 

B1(h; k) = (1 h) (4s(h; 2k) + 4s(2h; k) 10s(h; k)) 
 

 

e¸sitligi¼ saglan¬¼r (Cetin 2016). 
 

 

· Ispat. (4.8) e¸sitligi¼ ve (2.15) denklemi birlikte kullan¬l¬rsa istenen sonuç bulunur. 
 
 

 

Teorem 4.2.7. (h; k) = 1; k > 0 ve h + k tek tamsay¬oldugunda¼ 
 

 

B1(h; k) = 2(1 h) (s(h; k) 2s(h + k; 2k)) 
 

 

denklemi saglan¬¼r (Cetin 2016). 

 

· 
Ispat. (4.8) e¸sitligi¼ ve Sitaramachandrarao (1987) çal¬¸smas¬ndaki 
 

 

S(h; k) = 4s(h; k) 8s(h + k; 2k) 
 

 

denklemi birlikte kullan¬l¬rsa istenen sonuç bulunur. 
 
 
 

Teorem 4.2.8. k > 0 ve h ile k aralar¬nda asal tek tamsay¬lar olsun. Bu durumda 

 

B1(h; k) =   10hs(h; k) + 4hs(2h; k) + 4hs(h; 2k) + 

1 

 

1 
   

2k 2 

 

e¸sitligi¼ gerçeklenir (Cetin 2016). 
 

 

· Ispat. (4.11) ve (2.13) denklemi birlikte kullan¬l¬rsa istenen sonuç bulunur. 
 

 

S¬radaki teoremler ile B1(h; k) sonlu toplamlar¬n¬n sonsuz seri aç¬l¬mlar¬verilecektir: 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

59 



 

Teorem 4.2.9. (h; k) = 1; k > 0 ve h + k tek tamsay¬oldugunda¼ 
 

    X    

 

B (h; k) = 2(1   h)  1 1  tan h(2n  1) 
     

1   n=1 2n  1  2k 
e¸sitligi¼ gerçeklenir (Cetin 2016). 
 

 
· Ispat. (4.8) e¸sitligi¼ ve (2.19) denklemi birlikte kullan¬l¬rsa istenen sonuç bulunur. 

 

 

Teorem 4.2.10. k > 0 ve h ile k aralar¬nda asal tek tamsay¬lar olsun. Bu durumda 
 

 2h 1 1  

 

h(2n 1) 

+ 

1  1 

B1(h; k) = 

     

tan 

  

 

 

  n=1 2n  1 2k  2k 2 
    2n  1 

X  
         

    
0(mod k)  

         

    6          
 

e¸sitligi¼ gerçeklenir (Cetin 2016). 
 

 
· Ispat. (4.11) ve (2.20) denklemi birlikte kullan¬l¬rsa istenen sonuç bulunur. 

 

 

A¸sag¬¼daki teoremler ile B1(h; k) sonlu toplamlar¬n¬n baz¬sonlu seri 

temsilleri verile-cektir: 

 

 

Teorem 4.2.11. (h; k) = 1; k > 0 ve h + k tek tamsay¬oldugunda¼ 

 

   X  

 

   

 

B (h; k) = 1   h k tan h(2j   1) cot (2j   1) 
 

1  2k j=1  2k  2k 
denklemi saglan¬¼r (Cetin 2016). 
 

 

· Ispat. (4.8) e¸sitligi¼ ve (2.21) denklemi birlikte kullan¬l¬rsa istenen sonuç bulunur. 
 
 

 

Teorem 4.2.12. k > 0 ve h ile k aralar¬nda asal tek tamsay¬lar olsun. Bu durumda 
 

    X          
   

h 
k  

h(2j   1) 
 

(2j   1) 
 

1 
 

1 B (h; k) =   tan cot + 

 

        

1  
2k

j=1  2k  2k  2k 2 
j=(6k+1)=2 
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e¸sitligi¼ geçerlidir (Cetin 2016). 
 

 

· Ispat. (4.11) ve (2.22) denklemi birlikte kullan¬l¬rsa istenen sonuç bulunur. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

61 



 

· 
5. BAZI ÖZEL SONLU TOPLAMLARIN FIBONACCI SAYILARI ILE 
· · · · 
ILI¸SKILERI 
 

 

Bu bölümde, daha önce Cetin ve ark. (2014) çal¬¸smas¬nda tan¬mlanm¬¸s olan C1(h; 

k) ve B1(h; k) sonlu toplamlar¬n¬n Fiboanacci say¬lar¬ ile ili¸skileri verilmi¸stir. h ve k 

say¬lar¬n¬n özel Fiboanacci say¬lar¬olmas¬durumlar¬nda, C1(h; k) ve B1(h; k) sonlu 

toplamlar¬n, bilinen diger¼ sonlu toplamlarla baglant¬¼lar¬kurulmu¸stur. 

 

 

5.1. Simetrik Çiftler ve Fibonacci Say¬lar¬ 
 

 

Fibonacci say¬lar¬a¸sag¬¼daki üreteç fonksiyonu yard¬m¬yla tan¬mlan¬r, 

(Koshy 2001, Mezo 2009): 

      X  

   x  1  
F (x) =      =Fnx

n (5.1)   

x 
 

x
2 

1   n=0  
       

 

Koshy (2001) kaynag¬¼ndan, yukar¬daki ifadenin elde edili¸si k¬saca a¸sag¬¼daki gibidir: 
 

X
1 

g(x) = Fnx
n 

 
n=0 

 

olsun. Bu durumda, 
 

 

g(x) = F0 + xF1 + x
2
F2 + + x

n
Fn + 

 

 

yaz¬labilir. g(x) fonksiyonu, s¬ras¬yla önce x sonra x
2
 ile çarp¬l¬rsa, 

 
 

xg(x) = xF0 + x
2
F1 + x

3
F2 + + x

n+1
Fn + 

 

 

ve 
 

 

x
2
g(x) = x

2
F0 + x

3
F1 + x

4
F2 + + x

n+2
Fn + 

 
 
 
 
 

 

62 



 

bulunur. g(x) xg(x) x
2
g(x) ifadesi hesaplan¬rsa, 

 

g(x) xg(x) x
2
g(x) = xF1 + x

2
(F2 F1) + x

3
(F3 F2 F1) 

 
 

+    + x
n
(Fn    Fn  1    Fn  2) + (5.2) 

 

elde edilir. Fibonacci say¬lar¬için 
 

 

F
n+1 

=
 

F
n 

+
 

F
n 1 

 

rekürans bag¬¼nt¬s¬geçerli oldugundan,¼ (5.2) e¸sitliginin¼ sag¼ taraf¬nda, 

ilk terim hariç digerlerinin¼ hepsi 0 olur. Böylece, 

 

g(x) xg(x) x
2
g(x) = x 

 

 

bulunur. Bu e¸sitlik biraz daha düzenlenirse (5.1) elde edilir. 
 

 

(5.1) e¸sitliginden,¼ ilk birkaç Fibonacci say¬s¬kolayca hesaplanabilir: 
 

 

0; 1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; 
 
 
 

 

Fibonacci say¬lar¬ile ilgili baz¬özellikler a¸sag¬¼da verilmi¸stir: 
 

 

Teorem 5.1.1. Fibonacci say¬lar¬için 
 

X
n 

F
2i 1 

=
 

F
2n 

1 

 

e¸sitligi¼ geçerlidir (Koshy 2001). 
 

 

Sonuç 5.1.2. Fibonacci say¬lar¬için 
 

X
n 

F
2i 

=
 

F
2n+1 

1 

1 
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ve  

Xn 

Fi = Fn+2 1 
 

1 

 

e¸sitlikleri geçerlidir (Koshy 2001). 
 

 

Teorem 5.1.3. (Cassini Formülü) n 1 olmak üzere, 
 

 

Fn  1Fn+1 Fn
2
 = (  1)

n 

 

 

dir (Koshy 2001). 
 

 

Sonuç 5.1.4. Ard¬¸s¬k tüm Fibonacci say¬lar¬ aralar¬nda asald¬r. Yani, her n için 
 

(Fn+1; Fn) = 1 dir (Koshy 2001). 
 

 

Teorem 5.1.5. Fibonacci say¬lar¬için 
 

X
n 

Fi
2
 = FnFn+1  

1 

 

dir (Koshy 2001). 
 

 

Teorem 5.1.6. Fibonacci say¬lar¬için 
 

 

Fn
2
+1 + Fn

2
 = F2n+1 

 
 

Fn
2
+1 Fn

2
  1 = F2n 

 

e¸sitlikleri geçerlidir (Koshy 2001). 
 

 

Meyer (2002) çal¬¸smas¬nda, Dedekind toplamlar¬n¬n özel bir halini çal¬¸st¬. Bu çal¬¸s-

mada Meyer s(h; k) = s(k; h) olacak ¸sekildeki fh; kg tamsay¬ çiftlerini ara¸st¬rd¬. Eger¼ 

bu özellik saglan¬¼yorsa Meyer, fh; kg tamsay¬çiftine simetrik çift ad¬n¬verdi. Ayrca bu 

özellik saglan¬¼yorsa, yani fh; kg simetrik tamsay¬çifti olmas¬için gerek ve 
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yeter ¸sart¬n n 2 N olmak üzere, h = F2n+1 ve k = F2n+3 olmas¬oldugunu¼ 

gösterdi. Burada Fm, m inci Fibonacci say¬s¬n¬göstermektedir. Bu k¬s¬m 

boyunca h ve k’nin aralar¬nda asal oldugu¼ kabul edilecektir. F2n+1 ve F2n+3 

¸seklindeki Fibonacci say¬lar¬ ile sonlu özel toplamlar aras¬ndaki ili¸ski 

verilecektir. Bu Fibonacci say¬lar¬a¸sag¬¼daki üreteç fonksiyonu ile verilir: 

 

 

Koshy (2001) kaynag¬¼nda görülecegi¼ gibi Fibonacci say¬lar¬için 
 

   X   
F

r + (  1)
r
Fk  rx 

= 
1 

Fkn+rx
n 

(5.3) 
  

1 Lkx + (  1)
k
x

2 
n=0    

     

 

üreteç fonksiyonu verilmi¸stir. Burada Lk Lucas say¬lar¬n¬ göstermektedir ve 

Lucas say¬lar¬a¸sag¬¼daki ¸sekilde tan¬mlan¬r: 

 

  
2   x 

 1 
 

1 x2 
= 

  x n=0 

     X 
ve 

8 

    

Ln =   2;  
>   1;  

 >     

 >     

 <     
> 
> 

> 

:
 Ln  1 + Ln  2; 

 

Lnx
n 

 
 
 
 

 

n = 0 

n = 1 

n > 1 

 

dir. Eger¼ (5.3) denkleminde k = 2 ve r = 1 yaz¬l¬rsa, bu durumda 

 

 

F1 + (  1)F1x 
  

1   x 
 1 

1 
= 

1 
= F2n+1x

n 

 L2x + (  1)
2
x

2 
  3x + x

2 
 X 

          n=0 

 

elde edilir. Benzer ¸seklilde eger¼ (5.3) denkleminde k = 2 ve r = 3 yaz¬l¬rsa, 

bu durumda 

 

1 
F3 + (  1)

3
F1x = 

1 
2   x = 

1
 F2n+3x

n 

 L2x + (  1)
2
x

2 
  3x + x

2 
 X 

          n=0 

 

bulunur. 
 

 

Özellik 5.1.7. s(h; k) toplamlar¬n¬n paydas¬2k(3; k) n¬n bir bölenidir (Meyer 2002). 
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Burada (3; k) ifadesi 3 ile k’nin en büyük ortak bölenini ifade etmektedir. 
 

 

Özellik 5.1.8. s(h; k) toplamlar¬n¬n ald¬g¬tek¼ tamsay¬degeri¼ s¬f¬rd¬. Bu 

degeri¼ de ancak ve ancak h
2
 + 1 0 (mod k) olmas¬durumunda al¬r (Meyer 2002). 

 
 

S¬radaki teorem fh; kg çiftinin simetrik çift olabilmesi için gerekli ko¸sulu vermekte-

dir. Meyer (2002) çal¬¸smas¬nda a¸sag¬¼daki teoremin ispat¬n¬vermi¸stir: 

 
 

Teorem 5.1.9. Eger¼ (h; k) = 1 ve fh; kg simetrik çiftse bu durumda s(h; k) = 0 

dir (Meyer 2002). 

 

 

fh; kg simetrik çifti için s(h; k) = 0 oldugu¼ bilindiginden,¼ her h ve k 
 

 

h
2
    3hk + k

2
 =   1 (5.4) 

 

Diophant denklemini saglamak¼ zorundad¬. 
 

 

Teorem 5.1.10. (5.4) e¸sitliginin¼ pozitif tamsay¬ çözümleri n = f0; 1; 2; g için h 

= F2n+1; k = F2n+3 dir. Burada Fm, m inci Fibonacci say¬s¬d¬r (Meyer 2002). 

 

 

Teorem 5.1.9. ve Teorem 5.1.10. a¸sag¬¼daki teoremi gerektirmektedir: 
 

 

Teorem 5.1.11. fh; kg çiftinin simetrik çift olmas¬için gerek ve yeter ¸sart n 2 N 

için h = F2n+1 ve k = F2n+3 dir. Burada Fm, m inci Fibonacci say¬s¬d¬r (Meyer 

2002). 

 

 

Fibonacci ve Lucas say¬lar¬için bir çok ilginç özellik bulunmaktad¬r. Fibonacci 

ve Lucas say¬lar¬negatif saylara da geni¸sletilebilir. 

 

F n = (  1)
n+1

Fn; n 1 
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ve benzer ¸sekilde 
 

 

L n = (  1)
n
Ln 

 

 

oldugu¼ Koshy (2001) kaynag¬¼nda detaylar¬ile mevcuttur. Böylece n bir tek tamsay¬ 

oldugunda¼ F n = Fn olmakla beraber, n say¬s¬n¬n çift olmas¬durumunda da L n = 

Ln olmaktad¬r. 
 

 

A¸sag¬¼da Fibonacci say¬lar¬ve Lucas say¬lar¬aras¬ndaki baz¬önemli 

bag¬¼nt¬lar ver-ilmi¸stir: 

 

 

Sonuç 5.1.12. 
 

 

F2n = FnLn 
 

 

F
n 1 

+
 

F
n+1 

=
 

L
n 

 

F
n+2 

F
n  2 

=
 
L

n 

 

L
n 1 

+
 

L
n+1 

= 5F
n 

 

e¸sitlikleri geçerlidir (Koshy 2001). 
 

 

5.2. C1(h; k) Toplamlar¬ve Fibonacci Say¬lar¬ 
 

 

C1(h; k) sonlu toplamlar¬için h ve k özel Fibonacci say¬lar¬olarak seçildiginde,¼ il-ginç 

sonuçlar ortaya ç¬kmaktad¬r. Bunun ¬¸s¬g¬¼nda, Fibonacci say¬lar¬na bagl¬olarak,¼ 
 

C1(h; k) toplamlar¬ için özel degerler¼ verilecektir. Benzer ¸sekilde, h ve k özel Fi-bonacci 

say¬lar¬ olduklar¬nda, s5(h; k) Hardy-Berndt toplamlar¬ ve Y (h; k) Sim¸sek toplamlar¬n¬n 

reciprocity bag¬¼nt¬lar¬n¬n nas¬l yaz¬labilecegi¼ gösterilecektir. C1(h; k) toplamlar¬n¬n, 

Hardy-Berndt toplamlar¬s3(h; k); s4(h; k); s5(h; k); Dedekind toplam-lar¬s(h; k) ve Sim¸sek 

toplamlar¬Y (h; k)’nin reciprocity bag¬¼nt¬lar¬ile ili¸skisi vard¬. 
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Teorem 5.2.1. k > 0 ve fh; kg simetrik çift olmak üzere a; h; k 2 Z olsun. n 2 N 

ve Fm m inci Fibonacci say¬s¬olmak üzere, (h; k) = 1, h = F6n 1 ve k = F6n+1 ise 

bu durumda 

 

 1  1  h  k   

s(h; k) = 

 

+ 

   

 

 

+ 

 

 
2C1(a; hk) (5.5) 12 24 k h 

e¸sitligi¼ gerçeklenir (Cetin 2016). 

 

· 
Ispat. Teorem 4.1.6.’dan h ile k tek tamsay¬lar olduklar¬nda, k > 0; (h; k) = 1 ve 

a; h; k 2 Z için 

s(h; k) + s(k; h) = 

1 

+ 

1  

 

h 

+ 

k 

2C1(a; hk) 

      

 

6 12 k h 
e¸sitiginin¼ geçerli oldugu¼ bilinmektedir. Ayr¬ca Meyer (2002) 

çal¬¸smas¬nda, fh; kg simetrik çift oldugunda,¼ 

 

s(h; k) = s(k; h) 
 

 

oldugunu¼ göstermi¸stir. Eger¼ bu iki denklem taraf tarafa toplan¬rsa, istenen 

sonuç elde edilir. 

 
 

Teorem 5.2.2. k > 0 ve fh; kg simetrik çift olmak üzere a; h; k 2 Z olsun. n 2 N 

ve Fm m inci Fibonacci say¬s¬olmak üzere, (h; k) = 1, h = F6n 1 ve k = F6n+1 ise 

bu durumda 

 

C1(a; hk) = 

h 

+ 

k 

1 (5.6) 
   

2k 2h 

 

e¸sitligi¼ geçerlidir (Cetin 2016). 
 

 

· Ispat. (5.5) e¸sitliginden¼ ve Teorem 5.1.1.’den elde edilebilir. 
 
 

 

Teorem 5.2.3. k > 0 ve fh; kg simetrik çift olmak üzere a; h; k 2 Z olsun. n 2 N 
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ve Fm m inci Fibonacci say¬s¬olmak üzere, (h; k) = 1, h = F6n 1 ve k = F6n+1 ise 

bu durumda 
 

s5(h; k) + s5(k; h) = 

1 

 

h 

+ 

k 

2 

    

 

2 k h 
ve 
 

 

hY (h; k) + kY (k; h) = 2h
2
 + 2k

2
 4hk 

 

 

e¸sitlikleri gerçeklenir (Cetin 2016). 
 

 

5.3. B1(h; k) Toplamlar¬ve Fibonacci Say¬lar¬ 
 

 

C1(h; k) sonlu toplamlar¬na benzer olarak, B1(h; k) sonlu toplamlar¬ da 

Fibonacci say¬lar¬n¬n baz¬ özel degerleri¼ için ilginç bir sonuç ortaya 

koymaktad¬r. Fibonacci say¬lar¬n¬n belli özel degerleri¼ için B1(h; k) sonlu 

toplamlar¬için reciprocity teoremi a¸sag¬¼da verilmi¸stir: 

 

 

Teorem 5.3.1. h; k > 0 ve fh; kg simetrik çift olmak üzere h; k 2 Z olsun. n 2 N 

ve Fm m inci Fibonacci say¬s¬olmak üzere, (h; k) = 1, h = F6n 1 ve k = F6n+1 ise 

bu durumda 

 

kB1(h; k) + hB1(k; h) = 
h2

 
h k

 
+

 
k2

 hk + 1 2 
 
 

e¸sitligi¼ gerçeklenir (Cetin 2016). 

 

· 
Ispat. Bu toremin ispat¬Teorem 4.2.5.’in ispat¬na benzer ¸sekilde verilebilir. 

Teorem 4.2.5.’in ispat¬ndan (4.15) e¸sitliginin¼ sagland¬¼g¬¼ bilinmektedir. Cetin 

(2016) çal¬¸s-mas¬ndan (h; k) = 1 olmak üzere h ve k tek tamsay¬lar olduklar¬nda, 
 

s5(h; k) + s5(k; h) = 

1 

 

h 

+ 

k 

2 

    

 

2 k h 
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e¸sitliginin¼ sagland¬¼g¬¼ bilinmektedir. Eger¼ bu son denklem (4.15) e¸sitliginde¼ kul- 
 

lan¬l¬rsa istenen sonuç elde edilir. 
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