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Bu calm,smada baz~ yeni sonlu 6zel toplamlar tan~mlanm~ s ve diger’a bilinen
sonlu toplamlarla ili,skileri verilmi stir. Ayroca polinomlarn Uglu terim
bag~Vant-lar n—n k-smi turevleri yard m-yla baz=sonlu toplamlar elde edilmi,stir.

Bu tez be,s bolumden olu,s-maktad—r. Birinci bolum giri,s bolumudur. Ikinci

bolimde c¢al~,sman—n ilerideki bolum-lerinde kullan-lan tan~m ve kavramlar
verilmi stir. Uglincii bdlim orijinal sonuglar icermekte olup bu béliimde, baz— yeni
6zel sonlu toplamlar verilmi,s ve Gglu terim bag—’nt7s~n—n k-smi tlrevleriyle olan
ili,skileri incelenmi,stir. Dordincu bolum de ori-jinal sonuglar icermekte olup bu
bdélumde, yeni iki sonlu toplam tan~mlanm=,s ve bu sonlu toplamlar-n diger’a
bilinen sonlu toplamlarla ili,skileri incelenmi,stir. Son bélim olan be sinci bélimde
ise dordincu bolumde tan~mlanm—,s olan sonlu toplamlar—n Fi-bonacci say-lar- ile
ili,skileri ve bu sayede Fibonacci say-lar-n—n belli degerleri'a icin, bilinen diger’a
sonlu toplamlarla olan ili,skileri incelenmi stir. Baz™ orijinal sonuglar elde edilmi,stir.
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In this thesis, some new ...nite sums are de...ned and the relations between these new
sums and other known ...nite sums are given. Besides, with the help of the PDE of the
three-term polynomial relation, some ...nite sums are obtained. This thesis consists of
...ve chapters. First chapter is introduction. In the second chapter some basic
de...nitions and theorems which will be used in the other chapters are given. The third
chapter contains the original results. In this chapter, some ...nite special sums are given
and the relations between these sums and the PDE of the three-term polynomial
relations are investigated. The fourth section contains the original results too. In this
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and the other known ...nite sums are investigated. In the last chapter, relations between
Fibonacci numbers and the new ...nite sums which are de...ned in chapter four, are
investigated. And for some speci...c values of Fibonacci numbers, some relations of

these sums are given. Some original results are obtained.
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1. GIRLS

Bu c¢al~,sman—n amac—baz-sonlu toplamlar tan-mlamak ve bu toplamlar aras—ndaki
il-i,skileri kurmakt-. Buna ek olarak, Carlitz tipi polinomlar-n Ugli terim
bag—Vant-lar-n—n k-smi turevleri ile buldugumuz’z yeni bir metod ile farkl~ 6zel sonlu
toplamlar da verilmi stir. Uglii terim bag—Vint-lar-n—n k-smi tirevleri aracl~g-"% ile
elde ettigimiz’s bu yeni metod sayesinde, bu polinomlarmn daha 6nce tan—mlanan
Dedekind toplamlar—, Hardy-Berndt toplamlar-ve Sim,sek toplamlar-ile ili skileri
ayrnt-l-bir sekilde ver-ilmi,stir. Bu toplamlar, H. Rademacher, B. C. Berndt, M. Beck,
U. Dieter, M. R. Pettet, R. Sitaramachandrarao, V. Kurt, Y. Sim sek, W. P. Zang, J.

Meyer ve M. Can gibi matematikgiler taraf-ndan c¢al—,s7lm- str.

bulunan yeni toplamlar-n, n = 2 ve k = 2 i¢in, Y1(a1; a»), B1(a1; ap) ve C(ay; az; 2)

O0zel halleri ile Dedekind toplamlar~, Hardy-Berndt toplamlar-ve Sim,sek toplamlar—

reciprocity bag—'antmsbulunamam- str. Bu iki toplam—n reciprocity bag-Vant-lar-n-n
bulunmas—n—n a¢—k iki problem oldugu’ Cetin ve ark. (2014) cal~,smas—nda belirtilmi,stir.
Ayrca bu tezde yeni Cq(h; k) ile gosterilen bir sonlu toplam tan—mlanm- stor. Cq(h; k)
sonlu toplamlar-n—n baz-6zellikleri incelenmi,s, digera bilinen sonlu toplamlarla ve Fi-
bonacci say-laryla olan ili skileri verilmi stir. Cq(h; k) sonlu toplamlar-n—n en ilgi geken
Ozelliklerinden birisi, h ve k tek tamsay~lar oldugunda,’s toplam—n sadece tek degi,askene
yani k’ya bagl—olmas—%d-r. Bununla birlikte, C1(h; k) toplamlar-n—n Dedekind toplam-lar—,

Hardy-Berndt toplamlar-ve Sim,sek toplamlar-Y (h; k) gibi bilinen toplamlarla ili,skili

olmas—, bu yeni toplam—n analitik say-lar teorisi ve diger’a alanlardaki &ne-mini
vurgulamaktad-. Cq(h; k) toplamlar— ile Fibonacci say-lar~ aras—nda kurulan baglant-%4

ayn— zamanda analiz (polinomlar=n Ugli terim bag-Vant-lar~ ve k- smi tirev-leri gibi) ve

say-lar teorisi aras~nda kdpru olu,sturmaktad—. Bu sebeple bu tezde



Analiz ve Say-lar Teorisi'ndeki ispat metodlar—-kullan-Im-,st-r. Ayrmca buradan yola
¢k-larak, Fibonacci say-lar-n—n belli degerleri%s igin, Fibonacci say~lar-ile Dedekind,

Hardy-Berndt ve Y (h; k) Sim_ sek toplamlar~aras—ndaki ili,skiler de incelenmi,stir. Ben-zer

,sekilde, iki degi,”askenli halde B; toplamlar—~ igin de benzer Ozellikler incelenmi,s,

Fibonacci say-lar-n—n baz—~ 6zel degerleri’a igin B1 toplamlar-n—n rekiirans bag—Vant-s—
elde edilmi,stir. Diger'4 toplamlarda kullan-lan notasyon ile uyum saglamas-ag¢-'4s—ndan,

dordincl ve be,sinci bélimde B4 toplam—ndan bahsedilirken, bundan béyle a; = h ve as =

k olarak al7nacak, boéylece B4 toplamlar—B1(h; k) olarak gdsterilecektir.

Bu tez be,s bolimden olu,smaktad-r. llk bolum giri,s bolimudur.

Ikinci bdlim temel kavramlar olup G¢ ks mdan olu,smaktad-r. Birinci kms~mda Md&bi-ous

donu,simleri ve modiler gruplar hat-rlat=lm-,s, ayr-ca temel 6zellikleri verilmi stir. Clinki

daha sonra verilecek olan Dedekind-eta fonksiyonunun tan—-mlanmas—nda 6nemli rol
oynamaktad-rlar. Ikinci ks mda bazdzel fonksiyonlardan bahsedilmi stir. Ozel

fonksiyonlar igerisinde baz— 6zel sonlu toplamlarda kullan—lacak olanlar— ele alm-nm-.s ve
bunlarla ilgili temel bilgiler verilmi,stir. Bu k-s~mda k—saca [x] tam deger’z fonksiyonu, ((x))
testere agz—fonksiyonu,’2 Dedekind-eta fonksiyonu ve teta fonksiy-onlar— hakk—nda genel
bilgiler verilmi stir. Uglincli ks mda baz~ bilinen 6zel sonlu toplamlar tan—t=Im-,st-r.
Once Dedekind toplamlar-ile ilgili genel bilgiler veriimi,;s ve &nemli &zellikleri
anlat-lm-, stor. Dedekind toplamlar— literatiirde bilinen en me, shur sonlu toplamlardan birisi

olup, ¢ok geni,s uygulama alanlar—na sahiptir. Daha sonra da gorilecegi's gibi, Dedekind
toplamlar~n—n, bu tezde yeni tan-mlanm-,s olan C1(h; k) ve B1(h; k) toplamlar— ba,sta

olmak Uzere, bilinen diger’s sonlu toplamlarla ili,skisi mevcuttur. Dedekind toplamlar—-n—n

ard—ndan, yine ¢ok dnemli sonlu toplamlar olan Hardy-Berndt toplamlar—hat-rlat-lm- s ve

genel 6zellikleri verilmi stir. Daha sonraki bélimlerde ise Hardy-Berndt toplamlar-n—n C4(h;

k), B1(h; k) sonlu toplamlar— ve diger’s sonlu toplamlar ile ili,skileri verilecektir. Son olarak

da Y (h; k) sonlu toplam-larrndan bahsedilmi,s, bu sonlu toplamlar-n o&zellikleri ve

uygulamadaki 6nemi an-lat=lm- st=r. Uglincii, dérdiincii ve be,sinci bélimlerde Dedekind
toplamlar—, Hardy-Berndt toplamlar—, C41(h; k) sonlu toplamlar—, B1(h; k) sonlu toplamlar-

ve'Y (h; k)



sonlu toplamlar-ile ilgili orijinal sonuglar verilecektir.

Uglincti bélimde baz-yeni 6zel sonlu toplamlar elde edilmi stir. Hardy-Berndt toplam-

lar— icin UglG terim bag—"ant-lar— incelenmi,stir. Orijinal sonuglar iceren bu bélimde,

icin reciprocity bag='ant7s— elde edilmi,stir. Bu yeni bulunan sonlu toplamlar—n
baz~ 6zel degerleri’a de hesaplanm— stor. Ayr-ca ilerideki ¢al—,smalara yonelik
baz—ag¢~k soru-lar b—rak~Im=_st-r. Bir sonraki bolimde ayr~ntl-olarak incelenecek

olan yeni Cq(h; k) sonlu toplamlar-da bu bélumde tan—-mlanm- st-r. Daha sonra,

Carlitz polinomlarn—n k—smi tlrevleri yard-m-yla etkili bir metod geli, stirilmi, olup,

bu metodun uygula-malar—verilmi,stir.

Dordincu bélimde 6ncelikle, tglincu bélimde tanmlanm-—,s olan C1(h; k) sonlu toplam-

lar~ayr-ntl-olarak incelenmi,s ve dnemli orijinal sonuclar elde edilmi stir. Ilk olarak

Ci(h; K) sonlu toplamlar-n-n  Ozellikleri  incelenmi,s, reciprocity
bag—"ant-s-verilmi, ve bu yeni toplamlar-n éneminden bahsedilmi stir. Daha

iki degi,askene indirgenmi s 6zel hali olan B1(h; k) toplamlar-ndan bahsedilmi,
ve bu toplamlar—n temel ozellikleri ver-ilmi stir.

Be,sinci bolumde baz~yeni 6zel sonlu toplamlar~n Fibonacci say-lar-yard m-yla bili-
nen diger’a sonlu toplamlar ile aralar~ndaki ili,slere yer verilmi stir. Be, sinci bolim Ug

ks mdan olu,smaktad-r. Birinci kmsmda Fibonacci say~lar-ve Fibonacci say~lar-n—n
ureteg fonksiyonu hat-rlat-lm—,st-r. Daha sonra simetrik giftler kavram—ndan bahsedilmi,
ve simetrik ciftlerin baz-6zellikleri verilmi,stir. Simetrik giftler ve Fibonacci say-lar— ili,skili
olduklarndan, bu k=s"mda ayr—ca bu ili,skiye yer verilmi_stir. Fibonacci say-laryla
diger”a sonlu 6zel toplamlar aras—nda kurulan ili skiler, simetrik ciftler yard-m-yla ku-

rulmu,stur. Bu nedenle simetrik giftler kavram-bu tez igin buyuk énem te skil etmek-tedir.
Fibonacci say-laryla, dguncli bolumde yeni tan~mlanan, Cy(h; k) sonlu toplam-lar—

aras—ndaki ili,skiler ve buradan hareketle Fibonacci say-lar-yla, bilinen diger’a



sonlu toplamlar aras—ndaki ili,skiler cal=,smaya zenginlik katm~,st=r. Dolay—s-yla ikinci
k-s7mda Fibonacci say-lar— ile C1(h; k) toplamlar—~ aras—ndaki ili,ski verilmi,s ve bu-
radan hareketle, C1(h; k) sonlu toplamlar-ile bilinen diger’ sonlu toplamlar aras—nda bir

¢ok bag—vant-elde edilmi,stir. Yani C4(h; k) toplamlar-ile s—ras—yla, Dedekind toplam-

lar—, Hardy-Berndt toplamlar— ve Y (h; k) toplamlar—~ aras—ndaki ili,skiler, Fibonacci

say-lar-na bagl—" olarak elde edilmi,stir. Son olarak t¢lnci k= s~ mda ise daha 6nce
Uglincd bolimde tan mlanm~,s ve doérdlncu boélimde 6zellikleri incelenmi,s olan B1(h;

k) toplamlar=n—n Fibonacci say~lar-yla olan ili,skisi incelenmi stir.

Bu tezde bahsedilen sonlu toplamlar ayr-ca q analiz, nUmerik analiz ve p adik analiz
gibi alanlarda da c¢al~,s7lm~,s, genel halleri verilmi,s ve bir ¢cok sonug ile uygulama
elde edilmi,stir. Ancak bu sonuglar, bu tezin kapsam—d-,s—nda oldugundan,’ bu tezde

g analiz, nimerik analiz ve p adik analiz gibi konulara deginilmeyecektir’a.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bdélimde daha sonraki bdlimlerde kullan—lacak olan baz-temel kavramlar, teo-rem
ve tan—mlar verilmi stir. Bu bélimde tez icin elde edilen yeni sonuclar bulunma-makla
birlikte, bu bolim daha énce ¢e,sitli matematikgiler taraf-ndan yap-lan ¢al~,s-malar—n

bir derlemesi bigimindedir. Temel kavramlar bélimi ¢ ks~ mdan olu,smak-tad-r.
Birinci kms mda M®dbious ddéni,sumleri ve moduler gruplardan bahsedilmi,stir. lkinci

ks mda baz—6zel fonksiyonlar hakk—-nda genel bilgiler verilmi ,stir. Bu ks~ mda
s7ras7yla [x] tam deger’s fonksiyonu, ((x)) testere agz—fonksiyonu,’2 Dedekind-eta
fonksiy-onu ve teta fonksiyonlar— ile ilgili genel bilgiler verilmi stir. Uglinci k~s-mda
baz—~ 06zel sonlu toplamlardan bahsedilmi stir. Bu kosmda s—ras—yla, Dedekind

toplamlar—, Hardy-Berndt toplamlar-ve Y (h; k) toplamlar-ile 6zellikleri anlat-lm-, st-r.
2.1. Moébious Donu,sumleri ve Moduler Gruplar

Mébious dénl,simleri bile,ske i,slemi alt=nda bir grup olu,sturur. Bu grubun alt gru-
plarondan biri moduler gruplard—. Dedekind-eta fonksiyonunun moduler gruplar al-
tondaki davran—,s7n—n incelenmesiyle, Dedekind toplamlar~ ortaya ¢7km=, stor. Bu
ne-denle Dedekind toplamlar— icin temel olu,sturan Dedekind-eta fonksiyonunun daha
iyi anla,slabilmesi ag7s7ndan Mobious donl,simleri ve moduler gruplar hakk—-nda
k-saca bilgi verilmesi uygun goérulmu,stir. Bu kos'mda Once kwsaca Maobious
donu,sum-lerinden bahsedilecek, daha sonra da moduler gruplar hakk—nda temel

bilgiler ver-ilecektir. a; b; ¢; d key... kompleks say-lar olmak tzere

)= & 3 2.1)

donu,sumu ele almns—n. (2.1) denklemi, f(z)’yi z = d=c harig, tum geni,sletilmi,

kompleks say~lar sisteminde yani C = C [ f1g’de tan~mlamaktad-r. f'nin tan-m-



d a
- = f =
f c 1ve(1)c

olarak tanmlanarak tim C kimesine geni_sletilebilir. Tabii ki burada eger’s z 6= 0 ise
5



z=0 = 1 kabull kullan=Im-, str.

fw) f(z) = %V%)d—) (2.2)

e,sitligia ele al7n-rsa, bu e,sitlik eger’sa ad bc = 0 ise fnin sabit oldugunu'a
gostermektedir. Bu durumdan kag"nmak i¢in ad bc 6= 0 oldugu’s kabul edilecektir.

Elde edilen rasyonel fonsiyona bir Mobious dénu,simu denir. Bu fonksiyon, z = d=c

basit kutup noktas— haricinde tim C kimesinde analitiktir (Apostol 1976).

(2.2) e,sitliginden’s her Mobious donu,sumunun C Uzerinde birebir oldugu’a

gorular. Eger”a (2.1) e,sitligiva z i¢in f(z) cinsinden ¢ozllecek olursa

z=df(z2)b

cf(z) +a

elde edilir. Yani f, C kimesini yine C kumesine resmetmektedir. Bu da f ! ters

fonksiyonunun da bir Mdbious doéni,simu oldugunu’z gosterir. Eger’a tim a; b; c; d
katsay—lar— s~frdan farkl~ bir sabitle ¢carp—l-rsa, bu i ,slem bir Mdbious déni,siminu

degi,Vsstirmez. Bu nedenle, ad bc = 1 olarak almnmas—genelligi¥4s bozmaz.

ad bc =1 olmak lzere, (2.1) ile verilen her Mébious doni,simi

0 1
ab

A= ¢ dA
biciminde 2 2 formunda bir matris ile gosterilebilir. Bu durumda det A=ad bc =1

dir. Eger’a f ve g Mdbious donu,simlerinin matris gosterimleri s—ras—yla A ve B
ise bu durumda f g bile,skesinin yani (f g)(z) = f(g(z)) e,sitliginin,”a AB matris

carp™m-n~ temsil ettigi’a kolayca gdsterilebilir. Ayr-ca birim doni,sum olan

1z+0
Oz+1

f(z)=z=




e,sitligi,” birim matris olan

ile temsil edilir. f dont,sUmUndn tersi

dzb
fi(z) = " acz
bigcimindedir ve matris tersi olan
0 1
1 d b
@
A = c a A

ile temsil edilmektedir (Apostol 1976).

Bdylece goruliyor ki ad bc = 1 olacak ,sekildeki tim Mobious déni,stimlerinin
kimesi, bile,ske i,slemine goére bir grup olu,sturur. Simdi,, Moduler grup

ad-verilen bu grubun temel 6zellikleri verilecektir.

a;b;c;d2Zvead bc =1olmak lzere,

a+b
0=

c+d

,seklindeki tim Mdébious doénu,stmlerinin olu,sturdugu’s gruba modduler grup denir ve

ile gosterilir (Apostol 1976). Bu grup

>
I

Oa b1l

det A 1@c d A

olacak ,sekildeki 2 2 tipindeki elemanlar~tam say~lar olan matrislerle gosterilebilir.

A ve A ayn—donud,simu gosterdiklerinden, her matris negati... ile 6zde,sle,stirilebilir.



Eger/a

0 1
a b
@
A= CcdA
ise bu durumda
_a+b
c +d
@ 0 1A
yaz-labilir. Ayr~ca s—rada verilecek olan teoremde gorulecegiagibi , T= 01 11
0 1
0,
veS=@ A olmak lzere,
1 0
1

donu,sumleri ile Gretilmektedir.

Teorem 2.1.1. moduler grubu

T= 0111 veS= 00 11

@ 0 1A @1 OA
matrisleri taraf-ndan uretilmektedir. Yani, 'daki her A eleman-, n; 2 Z olmak lzere

A=T™sST™s sT™

formunda yaz-labilir. Bu gosterim bir tek degildir’a. Bu tez boyunca, A 2 ise

A=atbc
+d

olarak al~nacakt-r (Apostol 1976).

A, sag~Vadaki ks~ mda bilinen baz— 6zel fonksiyonlar ve bunlar—n temel 6zelliklerinden
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bahsedilecektir.

2.2. Baz~Ozel Fonksiyonlar

Bu ks mda, daha sonraki bélimlerde kullan—lacak olan baz—6zel fonksiyonlar
ver-ilmi,stir.  Bu 0Ozel fonksiyonlar, Dedekind toplamlar~, Hardy-Berndt
toplamlar— ve diger’s bir ¢ok sonlu toplam icin temel olu,sturmaktad—. Bu 6zel
fonksiyonlardan ilk dnce [x] ve ((x)) fonksiyonlarmincelenecek, daha sonra da

Dedekind-eta fonksiyonu ve teta fonksiyonlar-ile ilgili temel bilgiler verilecektir.

2.2.1. [x] fonksiyonu

Bu k= s mda bahsedilecek olan [x] tam deger’4 fonksiyonu, bir cok sonlu toplam
icin temel olu,sturmaktad=. Bu nedenle bu k7s™mda, tam deger’a
fonksiyonunun baz-temel dzellikleri verilecektir. A,sag—"2da verilen tam deger’a

fonksiyonunun tan"m-bir ¢ok analiz kitab—~nda mevcuttur.

Tan—m 2.2.1.1. Bir x reel says7ndan buyuk olmayan (yani kuguk veya e,sit
olan) en blyUk tam say—ya x reel say—s—n—n tam de’ageri denir ve [x] ,seklinde

gosterilir. Bir x reel says7n—tam degerine’a donu,stlren

f:R!R; f(X) =[x]

fonksiyonuna tam de'iger fonksiyonu denir. Bu fonksiyon literatirde ayn— zamanda
taban fonksiyonu olarak da bilinmektedir. Ornegin, [ 2; 3] = 3; [] = 3; [e] = 2;
[0; 2] = O e,sitlikleri gecgerlidir.

Daha genel olarak, m 2 Z olmak tzere

[X)]=m;m  g(X) <m+1;



olarak tan mlan-r. Ayr-ca
X 2 Zise [X] = x;

dir. 1808’de Carl Friedrich Gauss tam deger’4 fonksiyonu igin ilk defa ko,seli paran-tezli [X]
notasyonunu tan~mlam- st-r. Bu notasyon uzun y-llar kullan—lm= stor. 1962'de Kenneth
E. Iverson taban ve tavan fonksiyon kavram—n- tan-mlay-nca, tam deger’s fonksiyonu,
yani taban fonksiyonu icin bxc notasyonu da kullan—lmaya ba,slanm- stor. Ginimuizde
tam deger’s fonksiyonu icin iki notasyon da kullan-imaktad—r. Bu tezde tercihen tam

deger’a fonksiyonu igin [x] notasyonu kullan—lacakt-r.

Teorem 2.2.1.2. x bir reel say—olsun. Bu durumda,

1.n2Zise[x+n]=[x]+n;

[X] X

1
2.n2Zise ,i= n-

3. 1nx1=[x;
4.0 x [x]<1;

5.x X T2 <%p;
6. X+ Iyl x+yl X+D]+1;

7.x2=Zise[ x]= [x] 1

8.[2x] 2[x]= 8 1 [2x]tekise,

< 0 [2X] cift ise.
olarak verilen 6zellikler gecerlidir (Grosswald 1984).

Onerme 2.2.1.3. a =1 igin

X4 h i
[ax] = x—+ar
=0
r 10



d-r (Carlitz 1975).

Ayraca ( 1)[X] fonksiyonu a,sag~Vzdaki Fourier serisi ile tan-mlan-r:

X
(pM=4" sinE@n 1) x - (2.3)

n=1 2n 1
2.2.2. ((x)) fonksiyonu

((x)) fonksiyonu [x] tam deger's fonksiyonuna bagl~olarak’: verilen ve sonlu toplamlar-n
temelini olu,sturan bir fonksiyondur. Bu ks mda ((x)) fonksiyonunun baz-6zellikleri verilecektir.

[X] tam deger¥4 fonksiyonu olmak Uzere, a,sag~Vsdaki ,sekilde tan-mlanm- st-r:

8 1
()= X [x 27; x2= 22

< 0; X Z
Yukar—~da tan~mlanan ((x)) fonksiyonuna testere a'.gz— fonksiyonu denilmektedir.

Teorem 2.2.1.2.’den gorulebilecegiVa gibi j((x))j l2 dir. Aslmnda x = l2 icin ((x)) =
0 oldugundan’a 12 < ((x) < 12 de yaz-labilir (Grosswald 1984). Ayr—ca ((x))
fonksiy-onu

(x+b))=((x);:b2Zz

Ozelligini¥a saglamaktad—%ar. Buna ek olarak, ((x)) fonksiyonu tek bir fonksiyondur ve

€ x)= ()

e,sitliginia saglara.

Teorem 2.2.2.1. ((x)) fonksiyonu a,sag—Vadaki 6zellikleri saglar:4

11



o

. 'Y = ((x)) fonksiyonu 1 periyotlu ve parcal-lineer bir fonksiyondur.

N

. B1(X) = x lz olmak Uzere x 2= Z igin ((x)) = B1(x [X]) dir.

35 < ((¥) <2 dir.

w

o (%) = 0 d-.

»

5. Tum reel ; say~lar-igin
R ((x)) dx1=8 dir.
- Y(X) = 1 (%) dxe,sitligi,”s jy(x)]  1=8 e sitsizliginivs saglarta.
p

+ k1 mh = d-r (Grosswald 1984).
7.h;k2Z iginm=1 «

(o2}

((x)) aritmetik fonksiyonunun periyodu 1 oldugundan’s a,sag—'.daki Fourier

serisi ile temsil edilebilmektedir:

X

1! sin(2 nx)

)= n= n

Bu e,sitligin’ detaylarrRademacher ve Grosswald (1972) ¢al—,smas—nda bulunabilir.

2.2.3. Dedekind-eta fonksiyonu

Dedekind taraf-ndan 1877’de verilmi,s olan Dedekind-eta fonksiyonu modduler form-lar,
say-lar teorisi, analiz, kombinatorik, Weierstrass eliptik fonksiyonu, eliptik egriler’a ve
teta fonksiyonlar—gibi bir cok alan ve konu ile baglant=%4lI=d-r. Daha 6nce belirtildigi’a
gibi Dedekind-eta fonksiyonunun moduler gruplar alt~ndaki davran—,s7n-n incelen-
mesi ile Dedekind toplamlar—ortaya ¢—km-, st-r. Bdylece Dedekind-eta fonksiyonlar—,
Dedekind toplamlar-ve Dedekind toplamlar-na bagl-olan’. diger’a tum sonlu
toplamlar igin temel rol oynamaktad—r. Bu nedenle bu k=smda dncelikle Dedekind-eta

fonksiy-onunun tanm-werilecek ve daha sonra temel baz—dzellikleri hat-rlat-lacakt-r.

H Ust yar~dizlem yani H = fz 2 C : Im z > Og olsun (sonsuz ¢arp~m~—n yaknsakl~g—V4

12



icin gereklidir). Dedekind toplam—, z 2 H olmak Uzere

1
(2) = e iz=12 1 eZ inz

n=1

) Im(z) > 0

olarak tanmlanan Dedekind-eta fonksiyonunun doni,sum formalinde ortaya ¢k-
Q

maktad-r. Buradaki ¢arp™m x = e2 Inz olmak Uzere 1(1 xn) bicimindedir. Eger’a
z 2 H ise bu durumda jxj < 1 dir. Bu nedenlen;;arp-'m, mutlak yak—nsar ve
s~fardan farkl~d-r. Dahas—, yak—-nsakl~k H-n kompakt alt kimeleri Uzerinde
dizgln oldugun’s-dan, (z) H Uuzerinde analitiktir. Bu kws~mda, (z) ile ilgili

baz-6zellikler verilecektir. Dedekind-eta fonksiyonu eliptik fonksiyonlar teorisi ve

teta fonksiyonlar-igin temel olu,sturmaktad—. Ispatlar ve detaylar icin Dieter

(1959), Knopp (1970), Apostol (1976) ve Berndt (1978) ¢al—~,smalar-incelenebilir.

T = +1 Ureteciigin,
(T)= (+p=e" @ M= T (2.4)
e,sitligi’a elde edilir. Dolay—s—yla
Tb - +b)=eib:12()

bulunur. (2.4) denklemi ayr-ca 24() nun periyodik ve periyodunun 1 oldugunu’a
gosterir (Apostol 1976).

Diger¥a S = 1= lreteci igin a,sag"daki teorem verilebilir:

Teorem 2.2.3.1. Eger'a 2 H ise bu durumda,



S)= 1 =(i)°Q

denklemi elde edilir. Burada karekok z fonksiyonunun, z > 0 oldugunda, 4

pozitif olan dal—segcilmi,stir (Apostol 1976).
13



Dedekind, moduler dont,sum alt~nda, Dedekind toplamlar-n—da iceren ,s—k bir

fonksiy-onel denklem vermi stir:

0 1
ab

A
Teorem 2.2.3.2. Eger’sA= ¢4 2 ;c>0vez 2 Hise budurumda,

i(a+d) 1

+is( d;c), .
(Az)=e (i(cz+d))=(2) (2.5)
elde edilir. Burada h bir tamsay-ve k pozitif bir tamsay—olmak Uzere
X h
s(h; k) = K *
mod k

Dedekind toplam—n—-gdstermektedir (Apostol 1976).

(2.5) e,sitliginin iki taraf7n—-n logaritmas—al-narak Dedekind

toplam—a,sag—’4daki den-klemin sonucunda ortaya ¢7km— str:

i(a+d) [ 1
log (Az) =log (2) + 12¢  is(d; c¢) 4 +2 log(cz + d): (2.6)

(2.6) denkleminin ispat~Berndt (1973) ve Apostol (1976) taraf-ndan verilmi stir.

2.2.4. Teta fonksiyonlar—

Teta fonksiyonlar-n—n moduler gruplar alt~ndaki davran—,s—n—n incelenmesiyle Hardy-
Berndt toplamlar— ortaya ¢—km- st-r. Hardy-Berndt toplamlar-n—n ortaya ¢—k—,s7n—-n
daha iyi anla,s7lmas— a¢s—ndan bu k=s~mda, daha 6nce Jacobi taraf-ndan ayr-nt-l-

,sekilde ¢al=,s7lm~,s olan teta fonksiyonlar-ndan k—saca bahsedilecektir. Bu doért teta

14



fonksiyonu a,sag—"daki ,sekilde tan mlanmaktad-r (Rainville 1960):

X
Wz =21 ( 1" sin2n+ 1)z;
X
22,6) =21 o™ #2cos(2n+ 1)z:
X
3(z;q) =1+2 1 q2cos2nz;
n):(l
4(z;q) =1+2 11( 1)nqnz cosS 2nz:

1(z; 9); 2(z; 9); 3(z; 9); a(z; q) olarak tan~mlanan fonksiyonlarda her fonksiyonu

Z'nin bir fonksiyonudur ve burada q'lar parametredir. Bu fonksiyonlar sadece
Z'ye bagl—olarak’s yaz-lmak istenirse

i(2)= i(za;i=1,234

,seklinde ifade edilebilir. 1(z; q); 2(z; q); 3(z; q); 4(z; q) teta fonksiyonlar-n—n
tan-m-nda, tim sonlu Z'lerin mutlak yak—nsakl—g-igin’a jgj < 1
olmas—gerekmektedir. q parame-tresinin dnemli oldugu’s durumlarda ek olarak

q=exp( i)

notasyonu kullan-lmaktad-r. jg < 1 olmas™, ’'nun sanal k=sm-ndaki

katsay—n—n poz-itif, yani Im() > 0 olmas—n—gerektirir.

Teta fonksiyonlar-n—n baz— Ozellikleri, direkt olarak tan—mlar-ndan ortaya
¢ kmak-tad-r. 1(z) fonksiyonu 2z'nin tek bir fonksiyondur. Diger’s teta
fonksiyonlar-ise ( 2(2); 3(z) ve 4(z)) Z'nin ¢ift fonksiyonlard—. Ayr—ca 3(z) ve 4(2)
fonksiyonlar-n—n periyotlar ; 1(z) ve 1(z) fonksiyonlaron=n periyotlar-2 ’dir.

Teta fonksiyonunun uygulamada onemli bir yeri vard—. Basit (tek boyutlu)
s~denklemi ya da difiuzyon denklemi olarak bilinen

2
@u @u
o 2&7 2.7)
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denklemi uygulamal~matematigin’s bir ¢cok safhas—nda ortaya ¢kmaktad-r.
Dort teta fonksiyonu, z ve 'nun fonksiyonlar— olduklar~ di,sunuldigunde,Va
(2.7) formundaki denklemi saglar’a (Rainville 1960).

Bu tez boyuncaq=-e iz olmak Uzere, 1(0; q); 2(0; q); 3(0; ) ve 4(0; q) s—ras—yla
1(2);  2(2); 3(z) ve 4(z) olarak gosterilecektir.

Teta fonksiyonlar~n—n sonsuz carp~mlar—~a,sag~’sdaki ,sekilde

tan~mlanm- st-r (Rainville 1960):

Y
1 1 .
1(2)  =2q%Gsinz (1 297 cos2z+q);
n=1
. Y |
o(zZ) =292Geosz  (1+2q° cos2z+q);
Y n=1
1
3(2) =G 1+ 2q2n ! cos 2z + q4n 2);
n=1
1
4(2) =G (1 2q2n ! CoS 2z + q4n 2):
n=1
Burada
Yl
G= @ 9
n=1
dir.

Dedekind-eta fonksiyonu ile teta fonksiyonlar~aras—ndaki ili,ski a,sag—"2da verilmi,stir:

2 %(22)
2(2) = (25) ;
@)
3(2) = ‘(22) < % X
4(2) = (2)

Yukar—da verilen son e,sitlikler Rademacher (1967).tarafﬂndan ¢al=,s7Im— stor. S—radaki
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e,sitlikler, yukar~da son verilen denklemlerin iki taraf"n—n logaritmas—n-n

almnmas-ile elde edilmi,stir:

log 2 +2log (2z) log (2);
) 2log (2z) 2log Z ;

5log (zz 2

log 2(2)

log 3(2)

log 4(z) = 2log 2 log (2):
log (z)’'nin aksine, klasik teta fonksiyonlar~n—n logaritmas—fazla ¢al~,s~lmam-, st-r.

2.3. Baz~Ozel Sonlu Toplamlar

Bu k-s7mda bilinen baz~ 6zel sonlu toplamlar ve 6zellikleri incelenecektir. Uglincl
bdlimde verilecek olan yeni bulunan sonlu toplamlar-n elde edilmesinde ve bu tezin
ortaya ¢"kmas—ndaki en buyidk motivasyon kaynag—'4, bu ks~ mda temel 6zellikleri
verilecek olan Dedekind toplamlar~, Hardy-Berndt toplamlar~ ve Y (h; k) Sim, sek
toplam—d-r. Tabii ki literatirde daha bir ¢ok sonlu toplam bulunmaktad-r. Ancak,

literatirdeki sonlu 6zel toplamlar—n baz-lar~bu tezin kapsam—nda incelenmi,stir.

2.3.1. Dedekind toplamlar—ve ozellikleri

Richard Dedekind’ten ad—n—alan Dedekind toplamlar—((x)) fonksiyonuna bagl—birV4
toplamd-r. Dedekind, bu toplamlar~ Dedekind-eta fonksiyonunun fonksiyonel den-klemini
belirtmek icin kullanm= st=r. Dedekind toplamlar~ayr—ca say-lar teorisi, Riemann-Roch
teoremi ve Atiyah-Singer indeks teoremi gibi ¢e sitli alan ve konularda uygula-malara
sahiptir. Daha ¢ok say~lar teorisinde ¢al—,s~lmakta olup, topolojide ve matem-atigin’a
diger¥s bran,slar-ndaki problemlerde de ortaya ¢~kmaktad-r. k > 0 olmak tzere

k ve h aralar-nda asal tamsay~lar olsun. Dedekind-eta fonksiyonunun

dond,sum for-mulinden ortaya ¢kan s(h; k) klasik Dedekind toplamlar—,
s(h; K) = i mod k K K

hj
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olarak tan~mlan-r. Dedekind (1930), Jacobi’'nin eliptik fonksiyonlar i¢in verdigi’a
teoriyi kullanarak Dedekind toplamlar— igin reciprocity formilinin dogru’a

oldugunu’a gos-terdi.

Teorem2.3.1.1. Eger”s h ve k aralarnda asal tamsay-lar ise

1 1h k 1
s(h; K)+s(kh)y= 2 +12(k +h +hk ) (2.8)

e,sitligi’a gerceklenir.

(2.8) ile verilen e, sitligin’a ilk ispat7n-, Log ( ) igin verdigi’a donu,sum
formullerine daya-narak, Dedekind (1930) verdi. Simdilerde, (2.8) e,sitliginin,”a
farkl—bir kag ispat~daha mevcuttur. Bu konuda detayl—bilgi icin Rademacher ve

Grosswald (1972), Berndt (1974) ve Dieter (1984) kaynaklar—tavsiye edilebilir.

Sitaramachandrarao (1987) yapt~g—' ¢al~,sman—n amac—n—n Dedekind’in sonsuz
seri temsili igin temel bir ispat vermek oldugunu®z belirtmi,stir. Yani bu ¢al—,smas—nda,

(h; k) = 1 olmak Uzere

r X
1 —
sth; k) = _12 cot( rhr—k)
r=1
6 0(mod k)

sonsuz seri temsili icin temel bir ispat vermi stir. Bu ispatise sonlu Fourier
serilerini  kullanarak vermi,stir. Ayroca sonlu Fourier serilerini kullanarak,

Rademacher (1933, 1964) cal—~,smalar~nda (h; k) = 1 i¢in

?? r hr

1

s(h; k)= 4k r=1cot k cot Kk
oldugunu’a ispatlad-.

Teorem 2.3.1.2. k > 0, h ve k tamsay~lar ve (h; k) = 1 olmak Uzere,

18



a) Eger’s h0 h (mod k) ise bu durumda
0
s(h’; k) = s(h; k)

dir.

b) Eger’s hh 1 (mod k) ise bu durumda
s(h; k) = s(h; k)
dir.
c) EgerVa h2 +1 0 (mod k) ise bu durumda
s(h; k) =0
d-r (Apostol 1976).
Dedekind toplamlar~ a,sag—'zdaki aritmetik ozelliklere sahiptir (Hardy 1969,

Apostol 1976, Berndt 1978, Goldberg 1981, Berndt ve Goldberg 1984, Asai
1986, Pettet ve Sitaramachandraro 1989):

€ )= ()

oldugundan’a

s( h; k)= s(h; k)
ve

s(h; k) =s(h; k)

d-r.
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Teorem 2.3.1.3. 6ks(h; k) say—s— bir tamsay—~d-r. Dahas™ eger’s = (3; k) ise bu

durumda,

12hks(k; h) 0(mod k)

ve

12hks(h: k) h° + 1(mod k)

d-r (Apostol 1976).

Teorem 2.3.1.4. Dedekind toplamlar—

X 2hr
12ks(h; k) (k 1)(k + 2) 4h(k 1) + 4 (mod 8) k -
r<k=2

kongriians—n-saglar’s. Eger’s k bir tek tam say~ise bu durumda yukar—da verilen kon-

gruans

X 2hr
12ks(h; k) k 1 + 4 (mod 8) k—

r<k=2

d-r (Apostol 1976).
2.3.2. Hardy-Berndt toplamlar—-ve 6zellikleri

Hardy-Berndt toplamlar-iyi bilinen sonlu 6zel toplamlardan birisidir. Daha 6nce de
bahsedildigi’ gibi, teta fonksiyonlarmn—-n moduler gruplar alt~ndaki davran—,s=n—n in-
celenmesiyle Hardy-Berndt toplamlar-bulunmu,stur. Daha sonraki bodlumlerde ver-
ilecek olan yeni bulunan sonlu toplamlarla da ili,skili olan Hardy-Berndt toplam-lar-n—n
bu cal~,smadaki yeri ve dnemi blyuktlir. Bu kms mda &énce k—saca Hardy-Berndt

toplamlar—n—n tarihinden bahsedilecek, daha sonra da baz~ temel ve trigonometrik
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Ozellikleri verilecektir.

Hardy 1905’'de Dedekind toplamlar-n—n reciprocity bag-’ant7s7n—n ispat=n-
degi,'ssik bir metodla veren ilk ki,siydi. Aslmnda Hardy, s—n-r integrasyonunu
kullanarak ek olarak baz~ reciprocity bag—'ant-lar— da ispatlad— ve ¢al=,smas—n—n
sonunda benzer aritmetik toplamlar icin onbir tane daha reciprocity teoremi verdi.

Bunlardan birisi Dedekind toplamlar—n-igeren reciprocity teoremidir (Hardy 1969).

Son y-llarda Hardy toplamlar—bir cok matematikginin ilgi alan—na girmi,stir. Gold-
berg, Hardy toplamlar~uzerine doktora tez c¢al~,smas—n-tamamlad—ktan sonra,
Berndt ve Goldberg taraf-ndan Hardy toplamlar-n—n alt-tanesinin aritmetik
Ozellikleri, bun-laron reciprocity bag-'ant-larmve sonlu-sonsuz seri temsilleri
verilmi, stir. Hardy’'nin reci-procity teoremlerinden be,s tanesi, Berndt (1978) ve
Goldberg (1981) taraf~ndan il-ging bir ,sekilde ele alm-nm= st-r. T-pk~Dedekind’in
(2.8) e,sitligine,”a Log ( ) icin verdigi’a donu,sum formulleri yard-m-yla
ula,smas~gibi, Berndt (1978) ve Goldberg (1981) de bu toplamlarla kar,s~la,st-lar
ve Berndt'in (1978) klasik teta fonksiyonlar-n—n logarit-malar-igin vermi,s oldugu’a

dond,sim formull sayesinde reciprocity teoremlerini elde ettiler.

Hardy 6ldUkten sonra, Hardy taraf~ndan verilen onbir toplam~—n alt-tanesi B.
Berndt, Goldberg ve diger/a matematikgciler taraf-ndan, Hardy toplamlar—olarak
adland—r~Im- stor. Gunumuzde bir ¢ok farkl—alanda bu toplamlar
¢alm,s7imaktad-r. Berndt'in bu alanda yapm~,s oldugu’s katk-lardan dolay— ve
Berndt'in Hardy toplamlar—n—n sonsuz seri temsillerini vermesinin ard—ndan, bu

toplamlar Hardy-Berndt toplamlar—olarak ad-land-r=Im-, str.

Hardy toplamlar-veya Hardy-Berndt aritmetik toplamlar—k > 0 olmak tzere,
a,sag~Va-daki ,sekilde tan-mlan-r:
aX
S(h; k) = ( 1)art %
od k

m
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s1h:K) = amod k( DM 0K
X

ah a
sik= (1), ~ |
2 amod k k k (2.9)
X a  ah
X ah
S3(h;k)=mdk(1>a T
aX
sahi = (1))

ve _
sshi k) == ( DK K
k

hi

—

Ozel olarak h ve k tek tamsay-lar oldugunda, ¥ ss(h; k) toplam-igin

a,sag~Vadaki e sitlik de gergceklenmektedir (Berndt ve Goldberg 1984):

X
1k1 hj

- ) '+|.
ss(hi k) =k oi( 1)+ ] (2.10)

Teorem 2.3.2.1. h ve k aralar-nda asal pozitif tamsay-lar olsun. Eger’a h ve k

tek tamsay~larsa bu durumda

1

1
2 2hk : (2.11)

s5(h; k) + s5(k; h) =
olur (Hardy 1969, Berndt 1978, Goldberg 1981, Apostol ve Vu 1982, Berndt ve

Goldberg 1984, Sitaramachandrarao 1987).

Ayrca, a,sag~vdaki e sitlikler bu tezde kullan-lacakt-r (Pettet ve

Sitaramachandraro 1989):

h1 g ] 1
- ( 1)j+lh Ih =ss(k; h)  2S(k; h)

Xj

k1 o 1

LDk =sshi ) 25 k) (2.12)
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Sitaramachandraro (1987) Hardy toplamlar-ile Dedekind toplam—aras—ndaki

bag—in-t-lar~a,sag—'adaki teoremlerle vermi,stir:

Teorem 2.3.2.2. h ve k aralar"nda asal pozitif tamsay~lar olsun. Eger’s h + k

cift ise bu durumda

ss(h; k) = 10s(h; k) + 4s(2h: k) + 4s(h; 2k) (2.13)

ve eger’a h + k tek ise

ss(h; k) = 0 (2.14)

olur.

Teorem 2.3.2.3. (h; k) = 1 olsun. Bu durumda

S(h; k) = 8s(h; 2k) + 8s(2h; k) 20s(h; k); eger¥a h + k tek ise,

s1(h; k) = 2s(h; k)  4s(h; 2k); eger¥ h cift ise,

so(h; k) = s(h; k) + 2s(2h; k); eger’a k ¢ift ise, (2.15)
s3(h; k) = 2s(h; k)  4s(2h; k); eger k tek ise,

s4(h; K) =  4s(h; k) + 8s(h; 2k); eger’s h tek ise,

e,sitlikleri gegerlidir. Ayrmca S(h; k) toplam—h + k ¢ift olmas— durumunda, sy(h;
k) toplam—h tek olmas—durumunda, s2(h; k) toplam-k tek olmas~durumunda,

s3(h; K) toplam—k ¢ift olmas—~durumunda ve s4(h; k) toplam=h gift
olmas—durumunda s—f-ra e sittir.

Teorem 2.3.2.4. Eger’a h ve k tek tamsay-lar ve (h; k) = 1 ise, bu durumda

S(h; k) = S(k; h) =0 (2.16)
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d-r (Apostol ve Vu 1982).

Teorem 2.3.2.5. h ve k aralar~nda asal pozitif tamsay-lar olsun. Bu durumda

a,sagVa-daki e,sitlikler gecerlidir:

Eger’s k tek tamsay-ise o zaman

h
2s3(n: k) sa(khy=1 Kk (2.17)
d-r. Eger’s h + k tek tamsay~ise o zaman
S(h; k) + S(k; h) = 1; (2.18)

d-r. Eger’ h ¢ift tamsay~ise o zaman

1 1 1 Kk
2

s1(h; k) 2sz(k; h) = 2 hk +h

d-r (Apostol ve Vu 1982, Sitaramachandrarao 1987).

Uyar-2.3.2.6. Teorem 2.3.2.5. ile verilen reciprocity bag-'int-larve (2.11)

Hardy’nin (1969) ¢al—,smas—~nda mevcuttur.

Hardy-Berndt toplamlar-nda (2.3) e, sitligi’s kullan—larak, Hardy-Berndt toplamlar-ile

trigonometrik fonksiyonlar aras—ndaki a,sag—"4daki ili,skiler verilmi_stir:

Teorem 2.3.2.7. k > 0 olmak Uzere h ve k aralaronda asal tamsay~lar olsun.

Eger'a h + k tek ise bu durumda,

4 1 tan h 2r21k1 -

X (2.19)
2n 1

S(h; k) =
n=1
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e,sitligia gecerlidir. Eger’ h ¢ift ve k tek ise bu durumda

si(h; k)= 2 1 coth o
(2n_1)

2n 1 n=1 2n 1

6

e,sitligia gecerlidir. Eger’s h tek ve k ¢ift ise bu durumda,

2n X
1 1 tan hn
so(h; k) = 2  n=1 Nk
6 0(mod k)

e,sitligi’a gecerlidir. Eger’a k tek ise bu durumda,

1
1 tan |,
. hn

e,sitligiva gegerlidir. Eger’a h tek ise bu durumda,

1 LuL
S4(h: k) =4 h 2k
2n 1)
- X
n=1 2n 1

e,sitligi’a gegerlidir ve son olarak eger’s h ve k tek ise bu durumda,

1 tan hen1y
2k

ss(h: k) = 2 (2.20)

n=1 2n 1
e,sitligi’a gegerlidir.
Yukar—da verilen teorem ilk olarak Berndt ve Goldberg taraf-ndan verilmi,stir
(Berndt ve Goldberg 1984). Bu teorem ayr—~ca Sitaramachandrarao (1987)

taraf-ndan da is-patlanm- st-r.

Teorem 2.3.2.8. k > 0 olmak Uzere h ve k aralar~nda asal tamsay~lar olsun. Eger’a
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h + k tek ise bu durumda,

_?§ h@2m 1) @em 1) o)

tan
S(h; k) = k m=1 2k cot 2k
e,sitligi’a elde edilir. Eger¥a h ¢ift ve k tek ise bu durumda,

1 k h2m 1) @m 1)
s1(h; k) = 2k m=1  COt 2k  cot 2k

mé= 2

e,sitligi’s elde edilir. Eger’s h tek ve k ¢ift ise bu durumda,

k

1 X hm m

so(h; K)= 4k m=1tan Kk cot k

m6=

e,sitligiva elde edilir. Eger’s k tek ise bu durumda,

?? hm

1

3

s3(h; k) = 2k m=1tan k cot k
e,sitligi’ elde eilir. Eger¥a h tek ise bu durumda,

1 X h2m 1) m 1)

s4(h; K) = k m=1 cot 2k cot 2k
e,sitligis elde edilir. Son olarak eger’s h tek ve k tek ise bu durumda,

1 K m 1) (2m 1)

" S R (2.22)

ss(h; k):i m=1 tan 2k tan 2k

mé= 2

e,sitligi’a elde edilir.

Yukar—da verilen son teoremin farkl—bir ispat~Berndt ve Goldberg (1984) taraf-ndan

verilmi, stir.

Hardy-Berndt toplamlarve log n(z) (n = 2; 3; 4) aras—ndaki ili,skiler a,sag~"zdaki teo-
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rem ile verilmi_stir.

0 1
b
Teorem 2.3.2.9. A= 2 (2); c >0 olsun. EgerVa c cift ve (c; d) = 1 ise
@ A
bu durumda cd 2,
1 [ a+d
log 2(Az)=log 2(z) + 2log(cz+d) 4 + i 4c is2 (d; c)
elde edilir.
0 1
a b 0
Teorem 2.3.2.10. A= (2); c > 0olsun. Eger’a d tek ve (c; d) =1 ise
A
bu durumda @cd 2
1 i
log 4(Az) =log a(z) + 2 log(cz + d) 4 4isy(d; c)
elde edilir.

Uyar-2.3.2.11. Teorem 2.3.2.9. ve Teorem 2.3.2.10. ile fonksiyonlar-ile Hardy-
Berndt toplamlarraras~ndaki bag-'ant-lar verilmi stir. Bu teoremlerin

farklnispatlara, B. C. Berndt ve Y. Sim,sek taraf~ndan verilmi stir.
2.3.3. Y(h; k) toplamlar—ve 6zellikleri

Simsek (2009) c¢al—,smas—nda ss(h; k) ile baglant=%l= yeni bir toplam

tan-mlad—. Bu toplam a,sag—"4da verlmi_stir:

h ve k aralar-nda asal tamsay~lar olmak Uzere,

X o]
Y (h; k) = 4k (1) w0 (2.23)

jmod k

dir. Simdi, bu Y (h; k) toplamlarrn-n baz~ 0&zelliklerinden k-saca

bahsedilecektir. Ik olarak reciprocity bag-Vant-s-verilecektir.
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Teorem.2.3.3.1. (h; k) = 1 olmak Uzere h ve k aralaronda asal pozitif tek

tamsay~lar ise bu durumda

hY (h; k) + KY (k; h) = 2hk 2 (2.24)

dir (Simsek 2009).

Bu teoremin ispat™ Y. Sim, sek taraf~ndan iki farkl~ yoldan ispatlanm— st-r. Birinci

ispat, yar~gruplar Uzerinde matris donu,simleri yap~larak verilmi stir. Ikinci ispat

ise f(z) = cot z tan hz tan kz fonksiyonuna, ko,seleri i ; l2 i olan dikdortgensel yol

boyunca Cauchy-Rezidli teoremi uygulanarak yap-Im- st-r (Simsek 2009,2013).
Bu teoremin farkl—yoldan yeni bir ispat—bir sonraki boélimde verilecektir.

Berndt ve Goldberg (1984), Hardy-Berndt toplamlar-n—n sonlu trigonometrik toplam olarak
gosterimlerini verdiler. Bu gosterimleri kullanarak Sim_ sek (2009) ¢al~,smas—nda

Y (h; k) toplam-igin de benzer bir trigonometrik gésterimi a,sag—’4daki ,sekilde verdi:

Xy
k . .
Y (h; k) =2 tan h2 1 cot (2 1)
6= 2

s(h; k) ve ss5(h; k) toplamlar~n—n aritmetik 6zellikleri kullan-larak, Y (h; k) toplam—=n-n

a,sag~".daki aritmetik 6zellikleri saglad—'.g-gdsterilmi, astir (Simsek 2009):

Y (hik)=Y(hk)

dir. Eger’/a hK  1(mod k) ise bu durumda

Y (K; k)= Y (h; k)

d-r. Eger’/a Hk 1(mod K) ise bu durumda

Y (k; K) =Y (H; K):
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3. BAZI YENI OZEL SONLU TOPLAMLAR

Bu bolumde oncelikle tglu ve ikili terim bag—'ant-lar-verilecektir. Daha sonra [X] ve
((x)) fonksiyonlaron-igeren baz-yeni sonlu toplamlar tan—-mlanacakt=r. Bu
toplamlar igerisinden bir tanesinin reciprocity bag—’antms— verilecektir. DigerVa
sonlu toplamlar—n reciprocity bag—’snt-lar~ag—k problem olarak b—-rak=Im- st-r.
Daha sonra ise, Uglu terim bag—'znt-lar~ndan faydalanarak Carlitz polinomlar—n—n

k=smi turevleri bulunacak ve bunlar—n uygulamalar—verilecektir.

3.1. Hardy-Berndt Toplamlar-igin Uglii Terim Bag—Vant-lar-

Simsek (1993) cal-,smas—nda, Ug¢li terim bag-'ant~s—na k-smi tlrev uygulayarak
Hardy-Berndt toplamlar—-n-igeren yeni teoremler vermi, stir. Bu kms~mda, bir sonraki

ks~ mda gerekli olacak olan Ugli terim bag—"znt-s— verilecektir. Bolum boyunca a, b,

ve c’nin iki,ser iki,ser aralar~nda asal tamsay~lar oldugu’s ve aO, bO ve cO saylar n-n
0 0 0
aa 1(modb); bbb~ 1(modc); and cc” 1(mod a)

denkliklerini saglad-%g-kabul’s edilecektir. Ayroca bu ks mda Y (h; k)

toplam—n—n reci-procity bag—ant-s-igin farkl-yoldan yeni bir ispat verilecektir.

Teorem 3.1.1. (Ugli ve ikili terim bag="ant-lar~) Eger's a, b ve c iki,ser iki,ser

aralar-nda asal tamsay~lar ise, bu durumda
X "

(D)™ v W1+ (v 1) vl | 3D
N

=1

z

+w 1)° YW v ] = ya avb 1w 1 1
=1

ve
X Xy

(u 1)a iUX % ] + (v 1) ° l_\lly wi*l=ya v 1 1 (3.2)
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e, sitlikleri gerceklenir. (3.2) e sitligiva ilk olarak Berndt ve Dieter (1982) taraf-ndan

verilmi,stir. S—radaki sonug ilk olarak Carlitz (1975) taraf~ndan verilmi,stir.

Sonug 3.1.2. Eger’ a ve b aralar-nda asal tamsay~lar ise, bu durumda

u 1)’

X

11 uexw[®] (v 1)

X=

d-r (Carlitz 1975).

Xy

a 1Vay1u[ma]:ub 1 \ali
=1

Pettet ve Sitaramachandrarao (1989) taraf~ndan verilen a,sag~"zdaki

bag—Yant-lar daha sonraki bolimlerde faydal—olacakt-r:

> (Lag, V) —
1 y=1

s4(bco; a) =

S (auo, L) —
3 z=1

s(cay; b) =

s (bcy; @) =

s (abg; €) =
3

ve
> \Lp, ) —
5

dir.

( 1w+lolp

b1 ay

cy

X

I'X cX
N EARTEY
« (D=lele

c1l

% ( 1)»bb

b1

)X(Zl( l)[a]

al bx

>z<=1( 1)[0]

c1 bz

e ( 1)elala

al

bx

cX
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A,sagdaki teoremin ispat™ Y. Sim,sek tarafndan iki farkl™  sekilde
verilmi,stir. Bu-rada ise teoremin ispat?, polinomlar-n ikili terim

bag—Vant~s—yard~m-yla farkl~yoldan verilecektir.

Teorem 3.1.3. (a; b) = 1 olmak Uzere a ve b aralaronda asal pozitif tek

tamsay~lar ise bu durumda
aY (a; b) + bY (b; a) =2ab 2

dir (Simsek 20009).

3. Ispat. Bu teorem ikili terim bag—’ant—s—kullan-larak da kolayca ispatlanabilir.

(3.2) e,sitliginin’a u’ya gore k—'smi tirevi al7n=r ve u = v = 1 yaz~l-rsa bu durumda

X X X ay

bx a1 bx b1

il ] il ] i
=1( 1) = 2 X(1) = Z2yahb (1)L, ] (3.10)

=@ 1 »*°*

ay

elde edilir. Benzer sekilde (3.2) e,sitliginin’a v'ye gore k—smi tlrevi alrnorveu=v= 1

yaz-l=rsa bu durumda

)a<1bx bx X X ay

2 N X+ + +
<=1 a (1) [a]+y=l( 1)y[b] 2 y=1Y( 1)y[b ] (3.11)

=(b 1) H**

bulunur. (3.10) e,sitligi’a b ile (3.11) e sitligi%s a ile ¢arp~l=p bu yeni bulunan

denklemler taraf tarafa toplan-rsa

?g bx ?< ay >h( ay ay
xtl o] g+l | el
2b y=1 x( 1) +2ay=1y( 1) +20y=1hbi( 1) ¢]
Xal bx o
+2a _— a (1el™l=2abab
x=1
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bulunur. Elde edilen son ifade dizenlenirse

X X Xy
lal bx 1b1 ay b1y a
|
x+[ ] [ [
2ab a x=1 X( ‘ 1) ‘a‘ + 2ab b y=1 y( 1)y ] N 2ab 1 ( 1)y
%{ 1 a_y ay bxl ay a 1 X_ bx
Za +ta x+[ ]1
<t a1l =1( 1)+ =2aba b
X X
al b_X bx al bx

bulunur. Temel Kavramlar bélimunin ilk ks~ mlar—nda verilen bilgilerin =,s~g-%4nda

tekrar duzenleme yap-l-rsa

1 1 1

2ab:ss(b; a) + 2ab:ss(a; b) + 2ab ss(a; b) 2S(a;b) 2b 2 2b
1 1 1

+2ab ss(b;a) 2S(b;a) 2a 2 2a =2ab a b
elde edilir. Son olarak (2.23) e,sitligiva kullan-l-rsa

b:Y (b; a) + a:Y (a; b) =2ab?2
bulunur.
3.2. [x] ve ((x)) Fonksiyonlarn-lgeren Yeni Sonlu Toplamlar

Bu k=s~mda, hem [x] ve ((x)) fonksiyonlar—yla hem de Dedekind, Hardy-Berndt,
Y (h; k) toplamlar—yla baglant—"4l= yeni sonlu toplamlar tan~-mlanacakt-r.

Ayr—ca bu yeni toplamlar igin reciprocity bag—-'sn-tlar-ara,st-r-lacaktr.
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sTrasTyla a,sagdaki gibi tan-mlanm- str:

Yn 1(a1;:::;an 1;ap) = £<:1 (2 1)( 1) h
a, 1 j+ﬁ +i+ 4
an] ) an
|
Bnh 1(a1;:::;an 1;an) = ;(:1( 1) h an
-1 j+ a_lj +i+ a4t ajj
L
an] an
ve
K i
Clag;az:::;an nap k= J(1 T w0
a:nll i+ % +u+ A

Burada n 2 pozitif bir tamsay—~d-r (Cetin ve ark. 2014).

(3.12) e,sitliginde’a n = 2 ve k = 2 olarak aln-rsa,

a2 1 ajj aj
X
— _1_
. . j+h a .
Yi(ay;a2) = =1 (2 (1) i 2
ap 1 a1j a|
-4
o
Bi(a1; a2) = j=1 ( AL ST :

ve o th
C(ag; ap; 2) = 1|2( 1) =

32
] a

=1
elde edilir. (3.13) ve (3.14) e,sitliklerinde

1
XI=x (x) 2

oldugu’a kullan—l-rsa,

an an )

an (3.12)
(3.13)
(3.14)

Yi(az; ap) = (a1 + ap) ss(ag; a2) 1+ Ci(ag; az) 2Co(ay; ap)

2a;

+ ap C(as; a2; 2) 2 S(ag; ap)
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ve

1
Bi(a1; ap) = azss(ag; ap) Ci(ag; ap) + 2S(ar; ap)

bulunur. Burada

Ci(ag az 1 aj  Aj

ve ;a)—

dir. Boylece verilen yeni sonlu toplam tan~mlar~, Hardy-Berndt toplamlar-ve Y

(a1; a2) toplam~ ile ili skilidir. Dedekind toplamlar—, Hardy-Berndt toplamlar— ve

Y (a1; ap) toplam—gibi sonlu toplamlar igin reciprocity bag—~"snt-s—oldukc¢a buyuk

ar-alar~nda asal pozitif tamsay~lar olsun. Bu durumda

Yn 1(82;a3:::;an;a1) + Yy 1(ag;@z3:::;an @)+ +Ypa(agaziii;an
1; @n)

Tan-m 3.2.3. a1; ap; : : :; an iki,ser iki,ser aralar-nda asal pozitif tamsay—lar olsun.
Y Skn(az; i :;an 1; an) toplam-a,sag-"sdaki gibi tan-mlan-r:
Y Skn(@g; i isan 15 an) = fft ananan an (3.15)

1] aéj an 1J
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(3.15) denkleminde k = 1 ve n = 2 al7n-rsa, bu durumda (az; ap) = 1 olmak

uzere Dedekind toplamlar—elde edilir. Yani
" (a1; a2) =s(ag Y Caz =1 alz
X

bulunur. Ayr-ca (3'. 105) denkée;ni_nde n =2 almn-rsa,
@@ 2 =1 oak @

X

elde edilir (Cetin ve ark. 2014).
3.3. Carlitz Polinomlar-ile Bunlar~n Ksmi Turevleri ve Uygulamalar—

Bu ks mda Carlitz polinomlar~ hakk—nda k-saca bilgi verilecektir. Daha sonra bu
polinomlar icin k=smi diferansiyel denklemler elde edilecek ve ksmi turevlerle ilgili bir
cok uygulama verilecektir. Carlitz polinomlar-n—n k-smi tirevleri Hardy-Berndt
toplamlar—, Sim,sek toplamlar— Y (h; k) ve farkl= yeni toplamlarla da baglant-%l~d-r.

A,sag~Vada verilen Tan m 3.3.1. ve Teorem 3.3.2., Beck (2006) taraf~ndan verilmi_stir:

ap) olarak adland—-r-lan Carlitz polinomlar—a,sag—daki ,sekilde tan-mlanm- st-r:

1 h i hi hi
a1 kg kag kan
e A A — 2 Y
c(ug; Up;:::;Up;ag; ag;:::;an) = ukly oy gar -oiUpo
k=1
Teorem 3.3.2. Eger'a az; ap; : : :; an iki,ser iki,ser aralar~nda asal pozitif
tamsay~lar ise, bu durumda
(ur D)c(uasuz;iiijupyaz;ag;iii;an) (U2 1)e(ug;uz; i un; U ag; as il an;
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Tan—m 3.3.3. u; v; w degi,'askenler, a; b; c iki,ser iki,ser aralar-nda asal pozitif tam-
say-lar, ve kq; ko; k3 negatif olmayan tamsay-lar-da s—ras-yla u; v; w degi,sskenlerinin

tlrevlerinin mertebesi olsun. Bu durumda F(u; v; w; a; b; c; k1; ko; k3) polinomu

F(u; v; w; a; b; ¢; Ka; k; kg) =

X bx hex | b o
k (x1) L
1x=1 ki 1 a kp, a ks U.V W ]
X bx hexi b o
+(U 1) (X 1) x 1 [a] [
x=1 k1 ake aksU Vo waj
X ¥ 9 e
y 1) [ [ y
+ko y=1 ke lhb kehp ke VvV Welul,] (3.16)
’ oo «
+(v1l) (y1) h i h i y1 [
y=1 o bobkeV Wl |
X hazi bz e
+k (Z 1) z [c ] [
3z=1 ksl ¢ Kk CkeWU V <]
?g hazl bz az bz
twl) (z1) 1 [1[ 1]
z=1 ks ¢

ki CkeW U ¢V ¢

d-r. Burada k1; ko ve k3 ayn—anda s—f—r olmamaktad-r ve ayrrcan 0 igin

> Q
n
(=8 k=1( +k 1); eger’an 1
ve >
< 1; eger’an =0;
> Q
n
[ k=8 k=2l 1+k 1); egeran 1
< 1; eger’an =0;
dir (Cetin ve ark. 2014).

Teorem 3.3.4. u; v; w degi,Vaskenler, a; b; c iki,ser iki,ser aralar-nda asal pozitif tam-

say-lar ve kq; ko; k3 negatif olmayan tamsay-lar— da s—ras-yla u; v; w degi, vaskenlerinin
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turevlerinin mertebesi olsun. Bu durumda F(u; v; w; a; b; c; k1; ko; k3) polinomu

F(u; v; w; &; b; ¢; ky; ko; k3) = (@L)ka (b Lka (¢ 1)ks u® Lo Ly ! (3.17)

e,sitliginiva saglar’a. Burada kq; ko ve k3 ayn—anda s—f-r olmamaktad—-r ve ayrr-can 0
icin

> Q

n

(= k=1( tk 1);  egeran 1

>

< 1; eger/an=0;
dir (Cetin ve ark. 2014).

Ispat. (3.17) e,sitliginin’a dogru’4 oldugunu®z géstermek icin, daha dnce verilen
(3.1) denklemi ele al-n-rsa:
X %

P(uviw):=( 1)° RUE 0 R (A RV R ot Jul®)
=1 =1

X

+(w 1) w uev oei=u v ow 1
z=1

biciminde yaz-labilir. P (u; v; w) e, sitliginin¥a u’ya gore k~smi turevi al=n-rsa,

bu du-rumda

@P (u; v; w) X bx o X bx cx
_ x1 L 11 ] x 21 1 1]
@u = U vawa t+(Ul (x)u v =a W a
x=1 x=1
X ay o X az v n

O O
+(v 1)y=1 hb wawlelul® w1 o wz tule ] wvlc |

= (a 1)ua 2vyb e 1
bulunur. Simdi, @2 uviw) e sitliginin’a u’ya gore k=smi tlrevi al=n-rsa, bu durumda
@u

2
@Puvw X o o X

L1 L] L
@u =2 ) (xl)uXZVaWa+(u1) 1(xl)(x2)uX3va we ]
X=
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X ay ay o

+( 1)y=1 hbih bi 1w wlbluls]
X az az

az bz

I
+W 1)z=1 hcih ¢ 1wzwule lavic]

=(a 1)(a 2)ua 3vb 1WC !

elde edilir. Bu ,sekilde devam edilerek, @—I@M e,sitliginin’s u’ya g6re k=smi tlirevi
U1

aln-rsa

@ Puviw X

- L -
E(U, V, W) = @ukt = kl el (Xl)kl uX k V @ W a

Zg bx cx n)1( ay

* i
(u 1) x=1(x Dy * 1)V[a]w[a]
X

1
+(V1) yhb k v welul, ]«
az

az bz
bga [ [
W 1)z=1 hc ktW U< Ve
=(a 1)k1 ua kiyb 1y 1

elde edilir. Simdi, ayn— prosedur E(u; v; w)’'ya uygulanacakt-r. Eger’a E(u; v;
w)’nun v'ye gore ko kez ksmi tlrevi almn—-rsa, bu durumda

@kz E 2§ bx bx
=k (x1)
F(u;v;w) = @ve Ix=1  koaklU
X bx
+Uul) (x1) o

x=1 ki+1 ak, Ux k+yvla Jrewla]
X ay

" I(1v[a Jlewla]

bx X

+k h i [ 1]
2y=1 b k(yL)2 VW bk

b1 cy ay

L ko1
*O Dy=t by 1)k2+1vy( “we l, Ja
X' azl bz

W 1)z=1 ¢ ki ¢ kW U: V- e
=(a 1)k1 (b 1)k2 ua (eyb  (ke+ypye 1
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bulunur. Son olarak, egera F (u; v; w) e,sitliginin/a w'ya goére ks kez tlrevi

almn-rsa, iste-nen sonug elde edilir.

Tan-m 3.3.5. uy; : : . ; uy degi,Vaskenler, as; : : : ; an iki,ser iki,ser aralar-nda
asal pozitif tamsay~lar ve kq; : : : ; kn negatif olmayan tamsay~lar~da s—ras-yla
Up; @ ::; Up degi,”asken-lerinin tarevlerinin mertebesi olsun. Bu durumda F(uy; :
Un; @1 .5, an; Ke; @00 kp) polinomu
F(ug, c:iiupyags i an Ky oo kn)
n a 1 n amx|
= (u 1) («x 1)K aX . Um ¢ ouxl (3.18)
|
=1 1 =1 | m=1 & km h il
mb6=l
n a 1 n amX|
amxl al X|
+ k I (x 1) K 1 u
I=1 x=1 | I m=1 al km h il
m=6l
bicimindedir. Burada k1; : : : ; ky ayn—anda s—f-r olmamaktad-r. Ayr~ca ayr-ca
n 0igin
>Q

n

(= 8k=1( +k 1); egertan 1

< 1; eger/an =0;

>Q

n

[ Ik = 8k=al ]+k 1); eger’an 1

ve

< 1: eger’an=0;
dir (Cetin ve ark. 2014).
Teorem 3.3.6. n 2igin, uq; : : :; up degi,vaskenler, a1; : : : ; a, iki,ser iki,ser aralar-nda asal
pozitif tamsay-lar ve k1; : : : ; ky negatif olmayan tamsay-lar-da s-ras-yla ug; :::; up
degi,Vaskenlerinin tlrevlerinin mertebesi olsun. Bu durumda F(uq; :::;up;az;:::;an; ke @i
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polinomu

Y
n
F(ug s 0 Uniag; i) an ke tiokn) = 1Umam @am Lk (3.19)
m=
e,sitliginiva gergekler. Burada kq; : : : ; ky ayn—anda s—f-r olmamaktad-r. Ayr-ca,
Yn
(= (+k 1)n 2
k=1
dir (Cetin ve ark. 2014).
Sonug 3.3.7. (3.16) ve (3.17) e,sitliklerinde u; = up = uz =1 yaz-l-rsa
X heyd
g bx T (3.20)
F(1;1;1;a;b;c;k; k; k):=k (x1)
1 2 3 1x=1 ki 1 a ko a ks
X hay i hcyi X hazi bz
+tk (y 1) +k  (z 1)
2y=1 kel b Kk b k3 3z=1 ksl C k1 Cko

=@ Db k(c 1

elde edilir (Cetin ve ark. 2014).

Sonug 3.3.8. (3.16) ve (3.17) e,sitliklerinden,

F(1; 1; 1; a;b; c; 1; 0; 0) := 1=a 1l

F(1; 1; 1; a; b; ¢; 0; 1; 0) := 1=b 1

ve X

F(1; 1; 1; a;b; ¢; 0; 0; 1) := 1=c 1

=1

elde edilir (Cetin ve ark. 2014).
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Sonug 3.3.9. Eger’s (3.16) ve (3.17) e, sitliklerinde u =v =w =1 ve k; = ko = 1;

k3 = 0 olarak al7n-rsa, bu durumda [x] fonksiyonunun reciprocity kural-olan ve
Gauss’un kuadratik reciprocity kural~n-ispatlamakta énemli bir role sahip olan,

X o Xhayi
J— + —_—
x=1 a y=1 b =(a 1)(b 1) (3.22)
e,sitligia elde edilir (Berndt ve Dieter 1982, Simsek 1993, Beck 2006, Cetin ve
ark. 2014).

Sonug 3.3.10. (3.16) ve (3.17) e,sitliklerinde u=w=1; v=1ve k1 = k3 =0; ky =
1 yaz-l-rsa
X bx X

F(1;1 1;8b;¢0;1,0):= 241 a ( l)x+[a]1+y:1( 1) be]

Xe1 bz -
_C ( 1)z+[ = ] 1 = (b 1)( 1)a+c 2

cy ay

z=1
elde edilir. Bu da bize Simsek’in (1993) cal—~,smas—ndaki Teorem 2.1’i

vermektedir. Boylece,

0 0 0 b ac
F(1;1; 1; a b;c; 0; 1; 0) := sag(ac ; b) 2s5(cb ; a) 2s3(ab ; ) = —ac

elde edilir (Cetin ve ark. 2014).

Sonug 3.3.11. (3.16) ve (3.17) e sitliklerindeu=v=1;w=1ve ky = ko =1; kg =

0 yaz~l-rsa
11
X bx w Noay
- L1+ = [,
F@:1; 1;a;b;c1;1;0):=¢=1 a (1) y=1 b (1)
Xclhazi bz
, = -
1o ¢ (" '=@ byt

elde edilir. Bu da bize Simsek’in (1993) cal—,smas—ndaki Teorem 2.2’yi vermektedir.
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Boylece,

1 1 a b

F(1;1; 1;a;b;c;1;1;0):= ZSz(abO; C) 81(cb0; a) 83(ca0; b)=2 +2¢ ¢ +c

bulunur (Cetin ve ark. 2014).

Sonug 3.3.12. (3.16) ve (3.17) e,sitliklerinde u=1;,v=w=1ve ko =1; k; = k3 =
0 yaz~-l-rsa

X bx X "

1
F( 115 ab;c0;,20:= 2, a (1) 1+y:1( 1) " = 1)( 1)°
Bu da bize Simsek’in (1993) ¢al—,smas—ndaki Teorem 2.3’0 vermektedir. Bdylece,

b
F( 1;1;1;a;b;c;0; 1; 0) :=2s3(b; a) sa(@;b)=1 g

elde edilir (Cetin ve ark. 2014).

Sonug 3.3.13. (3.16) ve (3.17) e,sitliklerinde u=v =1, w=1ve k1 = ko =0; k3 =

1 yaz-lrsa
X cx b X ey ay
) x+[ ]1 . y+
F(L LiLabc0,0,1):= 2xzahai( 1) =« 2y=nhbi( 1) »]s
Xel
oMl

Bu da bize Simsek’in (1993) ¢al—,smas—ndaki Teorem 2.4’G vermektedir. Bdylece,

F(1;, 1;1;a;b;c;0;0; 1) := 54(ab0; c) + 255(bco; a) sl(aco; b)

C
- 1+ap —

elde edilir (Cetin ve ark. 2014).

Sonug 3.3.14. (3.16) ve (3.17) e,sitliklerindew=v=1;u 1vek; =0; ko =kz=1
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yaz-l-rsa
h
X px hexi X oyl o

[]

F(1;1;1;a;b;c;0;1;1):= 24x=1 a a (1)X1+y:1 b (1)»
X bz 2

=1 1)[°]=(b1)(C A

Bu da bize Simsek'’in (1993) cal~,smas—ndaki Teorem 2.5'i vermektedir. BOylece,

1 1 ¢ b

F( 1;1;1;a;b;¢;0; 1; 1) := Zsz(cbo; a) sl(caO ; b) 53(ca0; b)= 2 4+2a b +¢

elde edilir (Cetin ve ark. 2014). Yukar~da verilen metod kullan-larak Pettet ve

Sitara-machandraro (1989) taraf-ndan verilen baz—sonuclar da elde edilebilir.

Sonug 3.3.15. Eger’a (3.16) e sitliginde’au =1, v=w=1ve k; =1; kp = k3 =0

olarak almn-rsa

F(1; 1; 1;a;b;c;1;0;0)
X b X o ay X bz az
o T | -
=x=1( D) Ja” 2y=1( D "thbi2220( D7 ¢ Jihc
bulunur. Ayr-ca (3.17) e,sitliginden’a

F(1; 1; 1, ab;c;1;0;0)=(a 1)( 1)°*°
oldugu” bilinmektedir. Bu iki denklem birlikte kullan—l-rsa
] NN [

SR’

x=1( 1)[a]+[a 2y=1(1) i 2,000 Jihci
=@ 1( 1

elde edilir. Bu da Pettet ve Sitaramachandraro’nun (1989) cal~ smas—ndaki Teorem
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3.3'0 verir. Yani
e 9 deah~ 10 — 0. 0. 1 0
F(1; 1; 1;a;b;c;1;0;0)=s3(@b; c)+si(ca;h) 2 s4(bc’; a)

veya denk olarak

1
F(1; 1; 1;a;b;c;1;0;0)= 2

bulunur. Burada a; aO cift say-lar ve ccO 1(mod 2a) dir (Cetin ve ark. 2014).

Sonug 3.3.16. Eger”a (3.16) e,sitliginde’au=w=1;v=1ve k; =kz=1; ko =0

olarak almn-rsa

F(1; 1;1;a;b;c;1;0; 1)
X woox X ay ¢oy X w az
[ a y h [ c h
=x=1(1) "] ai*+2y=1(1)" bihbitz=2(1) "] ci
bulunur. Ayr-ca (3.17) e,sitliginden’a

F@1; 1;1;a;b;¢;1;0; 1) = (@l)(c 1) 1°*

elde edilir. Boylece

X woox X ay cy X w az

b

x=1( 1) *thai+2y=1( 1)’ hbihbi*+zz2(1) “lhc i

=(a 1 1( °*

bulunur. Bu da Pettet ve Sitaramachandraro’nun (1989) ¢al~,smas—ndaki Teorem

3.4°0 verir. Yani

F(1; 1;1;a;b;c;1;0; 1) = Sl(bco; a) 252(caO; b) + 33(abo; c)
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veya denk olarak

1 1Ak~ 10O _1 1 a c
F(ly 11 11a1b5011101 1)__ 2 — 27bc tab

bulunur. Burada b bir ¢ift say~d-r (Cetin ve ark. 2014).

Sonug 3.3.17. Eger’a (3.16) e,sitliginde’au=v=w=1ve k; =ko=kz =1

olarak aln-rsa
11 11

X px hexl X gyiheyl X 71 py

F(1, 1,5 abjc;1;11)=x=1 a a 1 b b =l ¢ ¢

bulunur. Ayr—ca (3.17) e,sitliginden’a

F(1;1;1;a;b;c;1;1;1)=(a Db 1 1)

elde edilir. Boylece

h

?? bx Dexl X ayihcyi Xclazi bz

+ +
x=1 a a y=1 Db b =1 ¢ c=(a (b 1)(c 1)
bulunur (Pettet ve Sitaramachandraro 1989, Cetin ve ark. 2014).

Ayr-ca yukar—da verilen metod kullan—larak Beck (2006) ¢al~,smas—nda verilen baz~

sonuglar da elde edilebilir.

Sonug 3.3.18. Eger’s (3.18) ve (3.19) e sitliklerinde u1 =us =:::=uy =1ve
k1 =ko=:::=ky=1olarak al7n-rsa

a; 1 axxp azxi anX1 ap 1 aA1X2

X

_ — _ —  agxy anXo
+ az az
x1=1  a] aji aj x=1 ap
X ax, ax a X,
(3.22)
+.00+ xn=1 an an dn

=(ar 1@ 1) (an 1)
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elde edilir (Cetin ve ark. 2014). Bu sonucun ispat~Beck (2006) taraf~ndan verilmi,stir.

(3.22) e sitliginde’a n = 3 olarak al™n-rsa,

a; 1 aXa azXi ap 1 a1X2 asxy az 1 d1X3 agXxs
X X X

— — — — -
x1=1 a1 al x=l ap a x3=1 a3 as

=(ar D@ (as 1)

oldugu”s kolayca gorulebilir. Bu e, sitlikte,

XI=x () =

ifadesi yerine yaz-l-rsa, Dedekind-Rademacher toplamlar~n—n reciprocity
bag—Vant-s— a,sag~Vadaki gibi elde edilir (Rademacher 1954, Beck 2006):

X1 =1aj % TXz:laZ %
X L L X L L
+ a a
X3 =1 3 3
X
1 1 a ao a

da dd da
= 4 + 12 23 4+ 134+ 12

(3.18) ve (3.19) e sitliklerinde uy =uz =:::=un =1 olarak almn-rsa, a,sag~"adaki

sonug elde edilir:

Sonug¢ 3.3.19. a1; ap; : : : ; ap aralarnda iki,ser iki,ser asal pozitif tamsay-lar ve kq; ko; : : :; Kpy

pozitif tamsay-lar olsun. Bu durumda

onooal n n

ki (X1 4 == (@ 1)
=1 x=1 L m=1 a km m=1 m km (3.23)

m=6l

bulunur (Cetin ve ark. 2014).
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Sonug 3.3.20. (3.23) e,sitliginde’s kg = ky =::: = ky =1 al7n-rsa, Berndt-Dieter

taraf~ndan ispatlanm-, olan a,sag—"sdaki e,sitlik elde edilir (Berndt ve Dieter 1982):

naln n
= (a 1)
=1 x=1 m=1 | m=1 m
mo6=|
Burada aj; ap; : : :; ap aralar~nda iki,ser iki,ser asal pozitif tamsay~lard— (Beck

2006, Cetin ve ark. 2014).

Sonug 3.3.21. (3.18) ve (3.19) e,sitliklerinde uy =up =:::=Un = 1 olarak

al7n-rsa, bu durumda

nal n
ax (1)
Dy + kX 1) ) —— a
=1x=1 | ! m=1 | km
6
yn (3.24)
= (DT Yam Dk

elde edilir (Cetin ve ark. 2014).

Sonug 3.3.22. (3.24) e,sitliginde’s n = 2 ve k1 = ko = 1 olarak al=n-rsa, bu durumda
aA a A

a; 1 X+ale 21 a1 X+a1X2 12
X L X L
x (1), T o+ (x (1, &
xi=1 1 h oap i ! xo=1 2 hoap | 2
=( D)™™ (@ @2 1)

elde edilir (Cetin ve ark. 2014).
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4. HARDY-BERNDT TIPI SONLU TOPLAM

Bu bdlumde, daha once Cetin ve ark. (2014) taraf-ndan tan-mlanm-,s olan C1(h; k)

ve B1(h; k) sonlu toplamlar~n—n 6zellikleri verilecektir. Daha sonra ise C1(h; k) ve

B1(h; k) sonlu toplamlar-ile diger’s bilinen sonlu toplamlar aras—ndaki ili,skiler

bulu-nacakt-r.

4.1. C1(h; k) Sonlu Toplamlar-ve Ozellikleri

Bu kos7mda yeni bir sonu toplam olan Ci(h; k) toplamlar~ tan—-mlanm-,s,

ozellikleri verilmi,s ve diger’ bilinen sonlu toplamlarla olan ili,skileri bulunmu,stur.

Berndt ve Dieter (1982) h ve k tek, farklmasallar olduklar~nda

Ak Fhy
*ooh YK
;1 k+ a0 h=(h Dk 1) (4.1)

e,sitliginin¥a gecerli oldugunu’s goésterdiler. Bu e sitlik, Gauss’un kuadratik
reciprocity kural~n—n ispat—nda énemli bir rol oynamaktad-r. (4.1) ile verilen bu

e,sitligin¥a C1(h; k) toplam—cinsinden ifadesi de elde edilecektir.

Tan-m 4.1.1. Cetin ve ark. (2014) cal~,smalarrnda, Cjy(h; Kk)
toplamlar-n—a,sag—".daki ,sekilde tan-mlanm-, slard-r:

v LR =
1 .

i=1 X ( Ditlelk .
k1 hi hj

Burada h 2 Z ve k 2 N* d-r. Simdi, bu toplamlarla ilgili énemli 6zellikler
verilecektir. Bu toplamlarla ilgili en ilging 6zelliklerden birisi h ve k aralar-nda
asal tek tamsay~lar olduklar~nda bu toplamlar—n sadece ikinci degi,sken olan
k'ye baglmolmas-'ad-r. Yani bu durumda toplam tek degi,'sskene

indirgenmektedir. A ,sag—’4daki teoremde bu 6zellik verilmi,stir.
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Teorem 4.1.2. h; k 2 Z olmak tzere k > 0 olsun. Eger’a (h; k) = 1 ve hile k tek

tamsay-lar ise bu durumda

[NCN I

Ci(h; k) =

dir (Cetin 2016).

Ispat. Bu teoremi ispatlamak igin ikili terim bag—"ant~s— kullan-lacakt-r. Ikili terim
bag—Vantms—nda u’ya gbre k= smi tlrev al"n"pu=v = 1 yaz-l-rsa,
X X X hy

xely | [, |

2 g1 x( 1) 2y=1 k( Lpde |
:(h 1)( 1)h+k 1

hy

x=1( 1)

elde edilir. Gerekli dizenlemeler yap~l-rsa

X X Xy
h 1 ! Kx h 1 | k_xJ k1 Yy ] hy
(" b2 x0T R ]
Tz ] +l 11
1 k(1L =1 (DT =@
X X
k1 m/ hy k1 hy
bulunur. (2.10), (2.12) ve (2.16) e,sitlikleri kullan—l-rsa
2h (ss(k; h) + s5(h; k)) + 2Cq(h; k) = 1 h:
elde edilir. Son olarak (2.11) e,sitligiva kullan-l-rsa
11
Cih; k)= 2 2k (4.2)

bulunur. Bdylece ispat tamamlanm-—.s olur.

Simdi, C1(h; k) toplamlar-igin reciprocity bag—'ant~s—verilecektir.
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Teorem 4.1.3. h; k 2 Z olmak tzere k > 0 olsun. Eger”a (h; k) = 1 ve hile k tek

tamsay~lar ise, bu durumda

h +k
kKC1(h; k) + hCy(k;h)= 2 1
e,sitligi’a gegerlidir (Cetin 2016).

Ispat. Eger’s (4.2) bag~Vant~s—kullan-lacak olursa

kCy(h; k) + hCy(k; h)

]
X

bulunur. Bdylece istenen sonug elde edilmi,s olur.

Daha dnce de bahsedildigi’s gibi C1(h; k) sonlu 6zel toplamlar~n—n, bilinen diger’ sonlu
toplamlarla ili,skileri mevcuttur. A ,sag—"zdaki teoremler ile bu ili,skiler verilmi,stir. C1(h;
k) toplamlar— sg(h; k) Hardy-Berndt toplamlar—, Y (h; k) Sim,sek toplamlar— ve s(h; k)
Dedekind toplamlar-ile ili,skilidir. Bu bilinen sonlu toplamlar—n litetattirde bir cok
uygulamas— oldugundan,’s C1(h; k) toplamlar—-yla ili,skili olmalar—, bu verilen

yeni toplam—n dnemini gostermektedir.

Teorem 4.1.4. (a; hk) = 1 olmak Uzere a bir tamsay~ ve a ile hk tek olsun. Bu

durumda,

ss(h; k) + sg(k; h) = C1(a; hk) (4.3)

dir (Cetin 2016).

- Ispat. (2.11) ve (4.2) e,sitliginden’s kolayca elde edilebilir.

Teorem 4.1.5. (a; hk) = 1 olmak Uzere a bir tamsay~ ve a ile hk tek olsun. Bu
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durumda,
hY (h; k) + kY (k; h) = 4hk:C1(a; hk) (4.4)
dir (Cetin 2016).

- Ispat. (4.2) ve (2.24) e,sitliklerinden kolayca elde edilebilir.

Teorem 4.1.6. a; h; k say~lar~(a; hk) = 1 olacak ,sekilde pozitif tek tamsay-lar

olsun. Bu durumda
1 1 h Kk

s(h; k) + s(k; h) =6 +12 k +h 2C1(a; hk)

e,sitligi’a gerceklenir (Cetin 2016).

Ispat. Teorem 4.1.2.den,

1
1 2Ci(h; k)= k

yaz-labilir. Boylece a,sag"daki e sitlikler elde edilir:

h

kK =h 2hCq(h; k);

k

h =k 2kCy(k; h); (4.5)
1

— =1 2¢ (a; hk):

kG

Eger'a (4.5) e sitligia (2.8)'de yerine yaz-l-rsa ve baz-temel hesaplamalar
yap~l-rsa, is-tenen sonug elde edilir.

Teorem 4.1.7. (h; k) = 1 olacak ,sekilde h; k pozitif tek tamsay~lar olsun. Bu du-
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rumda
2s3(h; K) sa(k;h)=1 h+2hCq(h; k)
elde edilir (Cetin 2016).

- Ispat. (2.17) e,sitliginden’a ve Teorem 4.1.2.’den direkt olarak elde edillebilir.

Teorem 4.1.8. h ve k farkl—tek asal say~lar olsun. Bu durumda

=1 k+ =1 h=4hkCy(h; K)Cy(k; h)
e,sitligia gecerlidir (Cetin 2016).

Ispat. Baztemel hesaplamalar neticesinde Teorem 4.1.2.den
2kCq(h; k) =k 1
ve

2hCi(k;h)=h 1

elde edilir. EgerVa bu e, sitlikler (4.1) denkleminde yerine yaz-l-rsa bu durumda

istenen sonug elde edilir.

4.2. B1(h; k) Sonlu Toplamlar-ve Ozellikleri

Bu ks mda, daha énce (3.14) e,sitligi¥a ile iglincl bélimde tan-mlanan ve yeni bir sonu

toplam olan Bi(a;; ap) toplamlaron—n tan-m- notasyon degi,"ssikligi’s ile yeniden

hat-rlat-lm-,s, 6zellikleri verilmi,s ve diger’ bilinen sonlu toplamlarla olan ili;skileri bu-

lunmu,stur. (3.14) e,sitliginde’s a1 yerine h ve ap yerine k yaz-l-rsa bu durumda B4
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toplamlar—

Xiam
Bi(h: K) =k (i

=1

olarak yeniden yaz-labilir. Burada h ve k aralar-nda asal tamsay~lar ve k pozitiftir. DigerVa

bilinen sonlu toplamlar—n notasyonlar-na uyum saglmas—a¢—"s—ndan bu tezde,

B, toplamlar— i¢in bu notasyonun kullan—-m- tercih edilecektir. B1(h; k)

toplamlar— a,sag~'zdaki aritmetik 6zelligi’s gerceklemektedir (Cetin 2016):

B1( h; k) =Ba(h; k): (4.6)

Bu son e,sitligin¥a dogru¥z oldugunu®s géstermek icin tamdeger’s fonksiyonunun tan-m-ve

(( X)) = ((x)) ozelligia kullan-lacakt-r. Ayr-ca x bir tamsay-degilken’4

X
(M =2na@nz

e,sitligi¥a de kullan-l-rsa (4.6) denkleminin dogru’4 oldugu®z goéralur. (4.7)

Ozelligiva Sitara-machandrarao (1987) ¢al~,smas—nda gorulmektedir.

Simdi, B1(h; k) toplamlar-ile S(h; k) Hardy-Berndt toplamlar—aras—ndaki ili,ski

ver-ilecektir:

Teorem 4.2.1. k pozitif bir tamsay—olmak Uzere eger’s h + k tek ve (h; k) =1 ise

bu durumda,

1
B1(h; k) =2 (1h)S(h; k) (4.8)

e,sitligiva gerceklenir (Cetin 2016).

Ispat. Ispat icin daha 6nce (3.2) ile verilen ikili terim bag-Vant—s—kullan-lacakt-r. EgerVs
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(3.2) e,sitliginin’a u’ya gére ksmi tirevi al'nrveu=v = 1yazlrsa

?,i kx ?? kx ?1( hy hy

xily | xly ]

] h+k 1
x=1( 1) 2 x=1X( 1) 2y=1 k( 1l =( 1)( 1)
elde edilir. Baz—temel hesaplamalar sonucunda

?? K X K }éhy hy

%=1 1)““[“ ] 2 x=1 X( 1)”[“] 2y=1 Kk ( 1)« ]=h 1 (4.9)

bulunur. Pettet ve Sitaramachandraro (1989) c¢al—,smas—ndan (2.12) e,sitliklerinin sag¥a-

land—g-bilinmektedirs. Bdylece eger’/a bu e sitlikler (4.9) denkleminde yerine yaz-l-rsa,

1

S(k; h) 2h sg(k; h) 2S(k; h)2B1 (h;k)=h 1
e,sitligi’s elde edilir. h + k tek tamsay~ oldugunda’a ss(h; K) = s5(k; h) = 0 oldugu’a

bilindiginden, % buradan
2B1(h; k) = (h 1)(1 S(k; h)) (4.10)
bulunur. h + k tek tamsay—oldugunda’s Apostol ve Vu (1982) ¢al—,smas—ndan
S(h; k) + S(k; h) =1
oldugu’a bilindiginden,’2 bu son e _sitlik
Sth;k)=1 S(k: h)

olarak yaz-l-rsa ve (4.10) denkleminde yerine yaz—l-rsa bdylece,

1
Bi(h;k)=2 (1  h)S(h; k)

elde edilir.

S-radaki teoremde, B1(h; k) toplamlar-ve s5(h; k) Hardy-Berndt toplamlar~aras—n-
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daki ili,ski verilecektir:

Teorem 4.2.2. k > 0 olmak Uzere, eger’s h ve k aralar-nda asal tek tamsay-lar

ise bu durumda

1 1
B1i(h; k) = hsg(h; k) + 2k 2 (4.11)

e,sitligiva gerceklenir (Cetin 2016).

Ispat. B1(h; k) toplamlar-n—n tan~m-kullan—lacak olursa

X w  hi
B(h; k)= ( 1),

i j+1mk = k] K 2

B . h h 1
- h '+[ ] '+[ ] '+[ ]
kit ( 1Y (1) K 21, (1)
1k1 hi k 1 hi h_J 1k 1 hi

1

= hss(h; k) Ci(h; k) + 2S(h: k)
elde edilr. Teorem 4.1.2°den (4.2) e,sitliginin%a dogru’a oldugu’a

bilindiginden, %4 bu e, sitlik son denklemde yerine yaz-l-rsa

1 1
B1(h; k) = hss(h; k) + 2k 2

sonucu elde edilir.

A,sag~Vadaki teorem ile B1(h; k) toplamlar~ ve Y (h; k) Sim,sek toplamlar—

aras—ndaki baglant-verilecektir: 4

Teorem 4.2.3. k > 0 olmak Uzere, eger’s h ve k aralar~nda asal tek tamsay~lar ise
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bu durumda

h 1 1

Bi(h; k) = 4kY (h: k) +2k 2

e,sitligiva saglan—Var (Cetin 2016).

- Ispat. Teorem 4.2.2. ve (2.23) e sitligi’a kullan—larak kolayca elde edilir.
A,sag—da B1(h; k) toplamlar—igin yeni iki bag—7ant-verilecektir:

Teorem 4.2.4. (h; k) = 1 olmak Uzere, h + k pozitif bir tek tamsay-ise bu durumda

(k 1)By(h;k)+(h  1)By(k; h) = §(k 1)h 1)

e,sitligi¥a saglan—Var (Cetin 2016).

Ispat. k > 0 olmak Uzere h + k tek bir tamsay—oldugunda,’s (4.8) e,sitliginin’a
dogru’s oldugu’a gosterilmi,sti. Buradan hareketle, benzer  sekilde h > 0
oldugunda’a da h + k tek tamsay-iken

L
2

Bi(k; h) = 2 (1K)S(k; h) (4.11)

yaz-labilir. Boylece eger’a (4.8) e,sitligiva k ile, (4.11) e,sitligi’4 h ile carp~l-r ve
elde edilen e sitlikler taraf tarafa toplan-rsa

k hk h hk
kB1(h; k) + hBy(k; h) = 2S(h; k) 2 S(h; k) + 2S(k; h)  2S(k: h)
1
2

[kS(h: k) + hS(k; h) hk (S(h: k) + S(k; h))]

elde edilir. Apostol ve Vu (1982) ¢al—,smas—ndan (2.18) e,sitliginin’ dogru’a

oldugu’a bilindigin’s-den, bulunan son e sitlikte yerine yaz-l-rsa,

1
kB1(h; K) + hB1(k; h) = 2[kS(h: k) + hS(k: h) hk] (4.12)
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e,sitligia bulunur. (4.8) e,sitligiva kullan-lacak olursa

1 1
B1(h; k) + B1(k; h) = g(l h)S(h; k) + 2 (1K)S(k; h)
= 21[S(h; k) hS(h; k) +S(k; h) kS(k; h)]
1
= 2I[1 (hS(h; k) + kS(k; h))]
yani
2B1(h; k) + 2B1(k; h) =1  (hS(h; k) + kS(k; h))
ve boylece

hS(h; k) + kS(k; h) =1 2B4(h: k) 2B1(k: h) (4.13)

bulunur. (2.18) e,sitliginin'a her iki yan—h ile garp=l-r, benzer ,sekilde (2.18) e,sitliginin¥a

her iki yan—k ile carp~I-r ve bu elde edilen yeni e,sitlikler taraf tarafa topan-rsa

[kS(h; k) + hS(k; h)] + [hS(h; k) + kS(k; h)] = h + k

bulunur. Bu son e, sitlikte, (4.13) e, sitligi’a yerine yaz-l-rsa

kS(h: k) + hS(k: h) = h + k + 2By (h; k) + 2Bs(k; h) 1

bulunur. Burada (4.12) e,sitligi’4 kullan-lacak olursa

Y

kBy(h: k) + hBy(k; h) = 2[h + k + 2By (h; k) + 2B1(k; h) 1 hK]

elde edilir. Son bulunan denklem biraz daha diizenlenirse

h kK 1 hk
kBi(h; k) + hBi(k; h) = 2 +2 +By(h; k) +By(k;h) 2 2
h k hk 1
= 2+ 2 2 2
1_
= 2k 1)h 1)
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olarak istenen sonug elde edilir.

Teorem 4.2.5. (h; k) = 1 olmak Uzere, h ve k tek pozitif tamsay—lar ise bu durumda

h1)(k1
kB1(h: k) + hB(k: h):( X )z

e,sitligi¥a saglan—’ar (Cetin 2016).

Ispat. h ve k pozitif tek tamsay~lar olduklar-nda (4.11) e,sitliginin’a dogru’a
oldugu” bilinmektedir. Ayroca benzer ,sekilde

1 1
Bi(k; h) =kss(k; h) + 2h 2 (4.14)

denklemi de yaz-labilir. (4.11) e,sitligi'a k ile, (4.14) e,sitligi’s h ile carp~l-r ve

elde edilen e sitlikler taraf tarafa toplan-rsa,

h

k 1
2 +2 2 (4.15)

1
kB1(h; k) + hB1(k; h) = hk (ss(h; k) + s5(k; h)) + 2
e,sitligiva elde edilir. Sitaramachandrarao (1987) cal~,smas—ndan, h ile k aralar-nda asal

pozitif tek tamsay-lar olduklar-nda (2.11) e,sitliginin¥a sagland—%g-bilinmektedira. Eger’a

bu e,sitlik (4.15) denkleminde kullan—l=rsa bu durumda

1 1 1 k 1 h
kBy(h: k) + hBi(k:h) = hk 2 2hk+ 2 2 +2 2
2

olarak istenen sonug elde edilir.

A,sag~Y.daki teoremlerde B1(h; k) sonlu toplamlar—ile s(h; k) Dedekind toplamlar—

aras—ndaki ili,skiler verilecektir:
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Teorem 4.2.6. (h; k) = 1; k > 0 ve h + k tek tamsay—~oldugunda’
Bi(h; k) =(1 h) (4s(h; 2k) + 4s(2h; k) 10s(h; k))
e,sitligiva saglan—Var (Cetin 2016).

- Ispat. (4.8) e,sitligi’a ve (2.15) denklemi birlikte kullan—l-rsa istenen sonug bulunur.

Teorem 4.2.7. (h; k) = 1; k> 0 ve h + k tek tamsay—oldugunda’a
B1(h; k) =2(1 h) (s(h; k) 2s(h +k; 2k))
denklemi saglan—Var (Cetin 2016).
ispat. (4.8) e,sitligi’a ve Sitaramachandrarao (1987) ¢al~,smas—ndaki
S(h; k) =4s(h; k)  8s(h + k; 2k)

denklemi birlikte kullan—l=rsa istenen sonug bulunur.

Teorem 4.2.8. k > 0 ve h ile k aralar7nda asal tek tamsay~lar olsun. Bu durumda

1 1
Bi(h: k) = 10hs(h; k) + 4hs(2h; K) + 4hs(h; 2k) + 2k 2

e,sitligia gerceklenir (Cetin 2016).

- Ispat. (4.11) ve (2.13) denklemi birlikte kullan-l=rsa istenen sonug bulunur.

S-radaki teoremler ile B1(h; k) sonlu toplamlar=n—n sonsuz seri a¢g-l-mlar-verilecektir:
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Teorem 4.2.9. (h; k) =1; k > 0 ve h + k tek tamsay—~oldugunda’a
X

B(h; k)= 2L h) 1_1 tan _h(@n 1)

1 n=1 2n 1 2k
e,sitligia gerceklenir (Cetin 2016).

- Ispat. (4.8) e,sitligiva ve (2.19) denklemi birlikte kullan—l-rsa istenen sonug bulunur.

Teorem 4.2.10. k > 0 ve h ile k aralar7nda asal tek tamsay-lar olsun. Bu durumda

2h : 1 hzn 1)

1

1
B1(h; k) = n=1 2n 1 tan 2k + 2k 2
6

e,sitligi’a gerceklenir (Cetin 2016).

- Ispat. (4.11) ve (2.20) denklemi birlikte kullan—l-rsa istenen sonug bulunur.

A,sag—"daki teoremler ile B1(h; k) sonlu toplamlar=n—n baz-sonlu seri

temsilleri verile-cektir:

Teorem 4.2.11. (h; k) = 1; k> 0 ve h + k tek tamsay—oldugunda’a

X
B(h;k)= 1 h * tan _h(2j 1) cot (2 1)

1 2k =1 2k 2k
denklemi saglan—Var (Cetin 2016).

- Ispat. (4.8) e,sitligiva ve (2.21) denklemi birlikte kullan—l-rsa istenen sonug bulunur.

Teorem 4.2.12. k > 0 ve h ile k aralar~nda asal tek tamsay~lar olsun. Bu durumda

X
k . .
B(h;k)= h tan _h@[ 1) ot (2 1) +1 1
! =1 2k 2k 2k 2
j=(6k+1)=2
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e,sitligi’a gecerlidir (Cetin 2016).

- Ispat. (4.11) ve (2.22) denklemi birlikte kullan—l-rsa istenen sonug bulunur.
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5. BAZI OZEL SONLU TOPLAMLARIN FIBONACCI SAYILARI ILE
ILI,SKILERI

Bu boélimde, daha dnce Cetin ve ark. (2014) ¢al~,smas—nda tan-mlanm- s olan Cy(h;
k) ve B1(h; k) sonlu toplamlar~n—n Fiboanacci say-lar- ile ili,skileri verilmi, stir. h ve k

say-larn—n 6zel Fiboanacci say-lar-olmas—~durumlar-nda, C4(h; k) ve B1(h; k) sonlu

toplamlar—n, bilinen diger’z sonlu toplamlarla baglant~’4lar~kurulmu,stur.

5.1. Simetrik Ciftler ve Fibonacci Say-lar—

Fibonacci say-larra,sag-'adaki Urete¢ fonksiyonu yard-m-yla tan—-mlan-r,
(Koshy 2001, Mezo 2009):

X
X 1

F(X)= ———— =fX" (5.1)
1 x X n=0

Koshy (2001) kaynag—"sndan, yukar—~daki ifadenin elde edili,si k-saca a,sag~"4daki gibidir:

Xl

9= Fnx'
n=0

olsun. Bu durumda,
2 n
gXxX)=Fo+xF1+x Fa+ +XFp+
- : ; 2.
yaz-labilir. g(x) fonksiyonu, s—ras—yla 6nce x sonra x ile ¢arp-l-rsa,
n+1

Xg(x) = XFg + x2F1 + X3F2 + +X “Fpt

ve

2 2 3 4 n+2
XgX)=xFg+x F1+x Fo+ +X Fp+
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bulunur. g(x)  xg(x) ng(x) ifadesi hesaplan-rsa,

g xg(x) XgX)=xF1+x(F2 Fi)+x(Fs F2 F)

+ +Xn(Fn Fn1 Fn2)+ (52)

elde edilir. Fibonacci say-lar-igin

F =F +F

n+1 1

rekdrans bag-Vant~s-gecerli oldugundan,’ (5.2) e,sitliginin’a sag’ taraf-nda,

ilk terim hari¢ digerlerinin’a hepsi O olur. Bdylece,

g xg(x) Xg(x) =x

bulunur. Bu e sitlik biraz daha duzenlenirse (5.1) elde edilir.

(5.1) e,sitliginden,” ilk birka¢ Fibonacci say—s—kolayca hesaplanabilir:

0;1;1;2;3;5; 8, 13; 21;
Fibonacci say~lar-ile ilgili baz~6zellikler a,sag—’4da verilmi stir:
Teorem 5.1.1. Fibonacci say~lar-igin

1

e,sitligia gegerlidir (Koshy 2001).

Sonug 5.1.2. Fibonacci say-lar-igin
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ve

Xn
Fi=Fn+2 1

e,sitlikleri gegerlidir (Koshy 2001).

Teorem 5.1.3. (Cassini Formuld) n 1 olmak (zere,
2 n
Fn aFnv1 Fn=( 1)

dir (Koshy 2001).

Sonug 5.1.4. Ard—,s—k tim Fibonacci say~lar— aralar-nda asald-r. Yani, her n igin

(Fn+1; Fn) = 1 dir (Koshy 2001).

Teorem 5.1.5. Fibonacci say~lar-igin

n

X

2
Fi” = FoFned
1

dir (Koshy 2001).
Teorem 5.1.6. Fibonacci say~lar-igin

2 2
Fn +1+Fn =Fon+1

2 2
Fn +1 Fn™ 1=F2n

e, sitlikleri gegerlidir (Koshy 2001).

Meyer (2002) cal~,smas—nda, Dedekind toplamlar-n—n 6zel bir halini ¢al-,st~. Bu cal—,s-
mada Meyer s(h; k) = s(k; h) olacak ,sekildeki fh; kg tamsay~ ciftlerini ara, st-rd—. Eger’s
bu 6zellik saglan—Vayorsa Meyer, fh; kg tamsay—giftine simetrik ¢ift ad—n-verdi. Ayrca bu
Ozellik saglan—Vayorsa, yani fh; kg simetrik tamsay—¢ifti olmas~icin gerek ve
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yeter ;sart'n n 2 N olmak Uzere, h = Fop+1 ve k = Fope3 olmas—oldugunu?a
gosterdi. Burada Fy,, m inci Fibonacci says"n—gostermektedir. Bu ks m

boyunca h ve k’nin aralaronda asal oldugu’s kabul edilecektir. Fon+1 ve Fop+s

,seklindeki Fibonacci say-lar~ ile sonlu 6zel toplamlar aras—ndaki ili,ski
verilecektir. Bu Fibonacci say~larma,sag"sdaki Urete¢ fonksiyonu ile verilir:

Koshy (2001) kaynag—’anda gorulecegi’s gibi Fibonacci say-lar-igin

X
+ (1) Fi X I
1 Lx+ (DX o

-

I:kn+rxn (5.3)

Uretec¢ fonksiyonu verilmi stir. Burada Lk Lucas say-lar-n— gdstermektedir ve

Lucas say~larma,sag—’sdaki ,sekilde tan-mlan-r:

1

I xz n=0 Lnx
X
ve

Ln: 8 2, n=0
;< n=1
>
: n>1
Lhn 1+Ln 2;

dir. Eger's (5.3) denkleminde k = 2 ve r = 1 yaz~l=rsa, bu durumda

1
Fp+ ( 1)Fax =1 x = Fon+1X'

Lox + ( 1)“x* 1 3x + x°

n=0

elde edilir. Benzer ,seklilde eger’s (5.3) denkleminde k = 2 ve r = 3 yaz~l-rsa,

bu durumda

3 1 n
Eg+ (1) Fix— =2 x = Fan+3X

Lox + ( 1)“x* 1 3x + x° X

bulunur.

Ozellik 5.1.7. s(h; k) toplamlar-n—n paydas—2k(3; k) n=n bir bolenidir (Meyer 2002).
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Burada (3; k) ifadesi 3 ile k'nin en blyuk ortak boélenini ifade etmektedir.

Ozellik 5.1.8. s(h; k) toplamlar-n-n ald~g-tek's tamsay—-degeris s=f-rd-. Bu

degeri’s de ancak ve ancak h? +1 0 (mod k) olmas—durumunda al-r (Meyer 2002).

S-radaki teorem fh; kg ciftinin simetrik ¢ift olabilmesi i¢in gerekli ko,sulu vermekte-

dir. Meyer (2002) ¢al—,smas—nda a,sag~"zdaki teoremin ispat—n-vermi stir:

Teorem 5.1.9. Eger’a (h; k) = 1 ve fh; kg simetrik ¢iftse bu durumda s(h; k) =0
dir (Meyer 2002).

th; kg simetrik gifti icin s(h; k) = 0 oldugu’a bilindiginden,’2 her h ve k
2

h? 3hk+k’= 1 (5.4)

Diophant denklemini saglamak®z zorundad-.

Teorem 5.1.10. (5.4) e,sitliginin’a pozitif tamsay— ¢oézumleri n = {0; 1; 2; g igin h

= Fon+1; K = Fop+s dir. Burada Fyy, minci Fibonacci say—s~d-r (Meyer 2002).
Teorem 5.1.9. ve Teorem 5.1.10. a,sag~Vadaki teoremi gerektirmektedir:
Teorem 5.1.11. fh; kg ciftinin simetrik ¢ift olmas-icin gerek ve yeter ,sart n 2 N
icin h = Fop+1 ve k = Fops+3 dir. Burada Fpy, m inci Fibonacci say—s—d-r (Meyer

2002).

Fibonacci ve Lucas say~lar-igin bir ¢ok ilging 6zellik bulunmaktad-r. Fibonacci

ve Lucas say~larnegatif saylara da geni sletilebilir.

Fo=( D™ Fun 1
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ve benzer sekilde
n
Ln=(1) Ln

oldugu’z Koshy (2001) kaynag—'anda detaylar-ile mevcuttur. Bdylece n bir tek tamsay—

oldugunda'a F ,, = F,, olmakla beraber, n say—s—n—n ¢ift olmas—~durumundada L , =

L olmaktad-r.

A,sag™Vada Fibonacci say-lar-ve Lucas say-larmaras—ndaki bazdnemli

bag—Vant-lar ver-ilmi stir:

Sonug¢ 5.1.12.
Fon = Fnln
F +F =L
nl n+1 n
F o =L
n+2 n 2 n
L +L =5F
nl n+l n

e,sitlikleri gegerlidir (Koshy 2001).

5.2. C1(h; k) Toplamlar—ve Fibonacci Say-lar—

C1(h; k) sonlu toplamlar-icin h ve k 6zel Fibonacci say-lar-olarak segildiginde,’ il-ging
sonuglar ortaya ¢ kmaktad-r. Bunun —,s7g~'2nda, Fibonacci say-lar~na bagl—-olarak,”

C1(h; k) toplamlar— icin 6zel degerler’a verilecektir. Benzer  sekilde, h ve k 6zel Fi-bonacci
say~lar— olduklar-nda, ss(h; k) Hardy-Berndt toplamlar— ve Y (h; k) Sim,sek toplamlar-n-n
reciprocity bag—'ant-lar-n—n nas-l yaz-labilecegi’a gdsterilecektir. C1(h; k) toplamlar-n-n,
Hardy-Berndt toplamlar—sgz(h; k); s4(h; K); s5(h; k); Dedekind toplam-lar—s(h; k) ve Sim, sek

toplamlar=Y (h; k)’nin reciprocity bag-Vant-lar-ile ili,skisi vard-.

67



Teorem 5.2.1. k > 0 ve fh; kg simetrik ¢ift olmak Uzere a; h; k 2 Z olsun. n 2 N
ve Fm minci Fibonacci say—s—olmak lzere, (h; k) = 1, h = Fgp 1 ve k = Fgn+1 ise

bu durumda

s(h; k)= 12 +24 k +h 2C4(a; hk) (5.5)
e,sitligia gerceklenir (Cetin 2016).

Ispat. Teorem 4.1.6.dan h ile k tek tamsay~lar olduklar-nda, k > 0; (h; k) = 1 ve
a; h; k2 Zigin

1 hok

s(h; k) +s(k;h)= 6 +12 k +h 2C4(a; hk)
e,sitiginin/a  gecgerli  oldugu’s  bilinmektedir. Ayroca Meyer (2002)

¢alm,smas—nda, fh; kg simetrik ¢ift oldugunda,’
s(h; k) = s(k; h)

oldugunu’a gostermi stir. Eger’a bu iki denklem taraf tarafa toplan-rsa, istenen

sonug elde edilir.

Teorem 5.2.2. k > 0 ve fh; kg simetrik ¢ift olmak Uzere a; h; k 2 Z olsun. n 2 N
ve Fm minci Fibonacci say—s—olmak Uzere, (h; k) =1, h = Fgp 1 ve kK = Fgn+1 ise

bu durumda

h Kk
Ci(a; hk) = 2k +2h 1 (5.6)

e,sitligi’a gegerlidir (Cetin 2016).

- Ispat. (5.5) e,sitliginden’s ve Teorem 5.1.1.den elde edilebilir.
Teorem 5.2.3. k > 0 ve fh; kg simetrik ¢ift olmak Uzere a; h; k2 Zolsun.n 2 N
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ve Fm minci Fibonacci say—s—olmak tzere, (h; k) = 1, h = Fgp 1 ve k = Fgn+1 ise

bu durumda

1 h Kk

ss(h; K) +ss(k;h)=2 k +h 2
ve

hY (h; k) + KY (k; h) = 2h? + 2k*  4hk

e,sitlikleri gerceklenir (Cetin 2016).

5.3. B1(h; k) Toplamlar—ve Fibonacci Say-lar—~

C1(h; k) sonlu toplamlarna benzer olarak, Bi(h; k) sonlu toplamlar~ da
Fibonacci say-larn-n baz~ 06zel degerleris igin ilging bir sonug¢ ortaya
koymaktad-r. Fibonacci say-laron—n belli 6zel degerleria i¢cin B1(h; k) sonlu

toplamlar-igin reciprocity teoremi a,sag—’da verilmi,stir:

Teorem 5.3.1. h; k > 0 ve fh; kg simetrik ¢ift olmak Gzere h; k 2 Z olsun. n 2 N

ve Fm minci Fibonacci say—s—olmak Uzere, (h; k) =1, h = Fgp 1 ve kK = Fgn+1 ise

bu durumda

h, h k+k,
kB1(h: k) + hBy(k; h) = hk+12

e,sitligi’a gerceklenir (Cetin 2016).

Ispat. Bu toremin ispat~Teorem 4.2.5.in ispatwna benzer  sekilde verilebilir.
Teorem 4.2.5.’in ispatndan (4.15) e,sitliginin’s sagland—'2g—"4 bilinmektedir. Cetin

(2016) gal~,s-mas—ndan (h; k) = 1 olmak Uzere h ve k tek tamsay~lar olduklar-nda,
1 h Kk

ss(h; k) +ss(k;h)=2 k +h 2
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e,sitliginina sagland-"4g—"4 bilinmektedir. Eger’s bu son denklem (4.15) e sitligindeV4 kul-

lan—l-rsa istenen sonug elde edilir.
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