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OZET

Yiksek Lisans Tezi
GRAF MATRISLERI VE ENERJI
Cilem YAMAC

Bursa Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlisu
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Prof. Dr. Ismail Naci CANGUL (Bursa Uludag Universitesi)

Bu calismanin amaci bazi graf matrisleri yardimiyla ¢esitli graf siniflarinin karakteristik
polinomlariin hesaplanmasi ve ayrica kenar-Zagreb indekslerinin bulunmasidir.

Bu tez dort bolimden olusmaktadir. Birinci boliim giris bolimidiir. Temel tanim ve
kavramlar ile sonraki boliimlerde kullanilacak bazi 6nemli sonuglar burada verilmistir.
Ikinci béliimde graflarda kenar komsulugu kavrami yardimiyla kenar komsuluk matrisleri
tanimlanmis ve bunlara karsilik gelen karakteristik polinomlar elde edilmistir. Ugiincii
boliimde bitisiklik matrisleri ve polinomlari ¢alisilmis, dordiincti ve son boliimde ise
kenar kavramina bagl olarak tanimlanan ve kdse kavramina bagli olarak tanimlanan
haline oranla daha az calisilmis olan kenar-Zagreb indeksleri ele alinmistir.

Anahtar Kelimeler: Graf, graf indeksi, kenar-Zagreb matrisi, kenar-Zagreb indeksi
2019, vi + 38 sayfa.



ABSTRACT

MSc Thesis
GRAPH MATRICES AND ENERGY
Cilem YAMAC

Bursa Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Ismail Naci CANGUL (Bursa Uludag University)

The aim of this study is to calculate characteristic polynomials of several graph classes
by means of some graph matrices and also to find edge-Zagreb indices.

There are four chapters in this thesis. In the first chapter, there is introduction to the thesis.
Fundamental definitions and notions together with some important results which are
necessary in the following chapters. In the second chapter, the edge-adjacency matrices
are defined by means of the edge-adjacency idea and also the corresponding characteristic
polynomials are obtained. In the third chapter, the incidency matrices and polynomials
are considered, and in the fourth chapter, the edge-Zagreb indices which have been
studied relatively less compared with the vertex-based counterpart are studied.

Key Words: Graph, graph index, edge-Zagreb matrix, edge-Zagreb index
2019, vi + 38 page
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1. GIRIS

Graf Teorinin 1736 yilinda Euler’in (1707-1783) yazdigi bir makale ile basladig
diistiniilmektedir. Bu makale Konigsberg Kopri Problemini c¢ozebilen bir teoriyi
iceriyordu. Konigsberg kasabasinin i¢inden akan Pregel nehrinin ortasinda nehrin
kiyilarina ve birbirine Sekil 1.1°deki gibi kopriiler ile bagli bir ada ve yarimada

bulunmaktadir.

a b B r

Sekil 1.1. Pregel Nehri

Buradaki problem

‘Kiyilarin veya adalarin birinden bagslayip tiim képriilerden

sadece birer kez gecerek basladigimiz yere donebilir miyiz?

seklindedir.

Euler bu problemi asagidaki grafa doniistiirerek problemin ¢dziimiiniin olmadigini

gostermistir. Bu graf ile verilen problem
‘Grafin tiim ayritlarini i¢eren kapali bir yol var midir?’

haline doniismiistiir.



Sekil 1.2. Konigsberg grafi

Asagidaki kisimda bu tezde kullanilacak olan bazi temel kavramlari tanityacagiz. Bu
kavramlarla ilgili daha genis bilgi i¢cin Balakrishnan ve Ranganathan (2012), Berge
(2001), Biggs ve Ark. (1986), Bondy ve Murty (2008), Bollobas (1998), West (1996),
Chen (1976), Harary (1994), Foulds (1992), Golumbic ve Hartman (2005) ve Harris ve
Ark. (2008) kaynaklarina bagvurulabilir.

1.1. Tamm. V sonlu kiimesinin elemanlar1 késeler (vertex) ve E sonlu kimesinin
elemanlar1 kenarlar (edge) olmak iizere kenar ve koselerin sirali olmayan ikililerini

eleman kabul eden yapiya graf denir ve

G =(V,E)
ile gosterilir.

a

el 5
b ‘e

e

N

C e5 d

Sekil 1.3. 5 koseli ve 7 kenarli bir graf 6rnegi



Sekil 1.3.’de verilen graf 6rneginin kose kiimesi V(G) = { a, b, c, d, e } ve kenar kiimesi

E(G) ={ e, €2, €3, €4, €5, €, €7 } "dir.

1.2. Tammm. Bir G grafinda bir u kdsesini u¢ kabul eden kenar sayisina u kdsesinin
derecesi (degree) denir ve d(u) ile gosterilir. Ornegin Sekil 1.3.’de d(a) = 2 ve d(b) =
4 tiir.

1.3. Tammm. Bir G grafinda bulunan v kosesi igin der(v) = 1 ise bu koseye asilt veya
sallanan kose (pendant vertex); buna bitisik olan kenara da asili veya sallanan kenar

(pendant edge) denir.

1.4. Tammm. Bir G grafinda biitiin kdse dereceleri ayni ise bu grafa duzenli (regular) graf
denir. Bir G grafinin biitiin koselerinin dereceleri n ise bu grafa n-duzenli (n-regular)

graf denir.

Sekil 1.4. 2-dizenli graf

1.5. Tanmm. Bir G = (V, E) grafinin baz1 késeleri vy, v, ...,v eV olsun. i = 1,2, ..., k
Icin v;v;,, € E dizisine G grafinin bir yolu (walk) denir. Eger bir yolun tiim koseleri

farkliysa bu yola patika (path) denir. n koseli bir patika Pn ile gosterilir.

Sekil 1.5. P5 yol grafi

Tez boyunca patika i¢in n kdse sayis1 olmak tizere n > 2 alinacaktir.



1.6. Tanim. n koseye sahip bir G grafi kapali bir patika ise, yani baslangic ve bitis

noktalar1 ayniysa, bu grafa devir (cycle) graf denir ve Cnile gosterilir.

Sekil 1.6. C, devir grafi

Tez boyunca devir graf icin n kose sayisi olmak iizere n > 3 alinacaktir. Clinkii n = 1

ven = 2 igin C, = B, dir.

1.7. Tanim. Merkezdeki bir kdsenin diger tiim koselere baglandig bir grafa yildiz (star)

graf denir ve Sy ile gosterilir.

Sn grafinda merkezdeki kdsenin derecesi n — 1, diger koselerin dereceleri 1 olur.

Sekil 1.7. S, y1ldiz grafi

Tez boyunca yildiz graf i¢in n kose sayis1 olmak iizere n > 4 alinacaktir. Ciinkii n =

1,2,3icin S, = B, dir.

1.8. Tanmmm. Bir G grafindaki n kdsenin her biri diger koselerin hepsi ile birer kenar

olusturuyorsa bu grafa tam (complete) graf denir ve K, ile gosterilir.



Sekil 1.8. Ks tam grafi

Tez boyunca tam graf igin n kose sayisi olmak iizere n > 4 alinacaktir. Clinkii n = 1 ve

n=2Ii¢in K, = P, ven = 3 i¢in K,, = C,,’dir.

1.9. Tanmim. Bir G grafinin kdse kiimesi A ve B gibi iki alt kose kiimesine ayrilabiliyor
ve A (veya B) kiimesindeki bir kose sadece B (veya A) kiimesindeki bir kose veya
koseler ile birlesiyorsa bu grafa iki parcali (bipartite) graf denir. Eger A (veya B)
kiimesindeki her kose B (veya A) kiimesindeki her bir kdseyle birlesiyorsa bu grafa da
tam iki parcali (complete bipartite) graf denir ve A kiimesinin eleman sayist r, B

kiimesinin eleman sayis1 s olmak Uzere K ile gosterilir.

Sekil 1.9. K; 5 tam iki pargali grafi

Iki parcali graflarda A ve B kiimelerindeki kdselerin iki farkli renkle gosterilmesi alisilmis

bir uygulamadir.

Tez boyunca r ve s kdse sayilart olmak tizere

S_{Z, r =2 iken
= r> 2 iken



alinacaktir.

1.10. Tanim. Bir G grafinin kose kiimesi A ve B gibi iki alt kose kiimesine ayrilabilirse
ve A kiimesindeki koseler bir devir olustururken, B kiimesindeki koseler bir patika
olusturuyorsa ve bu devirin bir kdsesi ile patikanin bir ug kdsesi ortak ise bu grafa larva
(tadpole) graf denir. Devir kismindaki kdse sayisi r, patika kismindaki kose sayisi s olan
bir larva graf Ty ile gosterilir.

Sekil 1.10. T, 5 larva grafi

Tez boyuncar = 3 ve s > 1 almacaktir. Ciinkii diger durumlarda T, s = P, olur.

1.11. Tanim. Bir G baglantili grafinda, bir e kenart ile baglanan u ve v kdselerine komsu

(adjacent) denir ve e = uv ile gosterilir.

1.12. Tamim. G baglantili bir graf olmak Uzere u ve v koseleri bir e kenari ile baglantili

olsunlar. Bu e kenar1 u ve v koselerine bitisiktir (incident) denir.

1.13. Tamim. Bir G grafina ait komsuluk matrisinin tim 6zdegerlerinin kiimesine G

grafinin spektrumu denir.

1.14. Tamim. A matrisi bir G grafina ait komsuluk matrisi olmak tizere |A — Al,| =0
ifadesinin kokleri olan A4, 4,, -+, A,sayilarina A matrisinin 6zdegerleri denilir. Esitligin

sol tarafi ile elde edilen polinoma G grafinin karakteristik polinomu denir.

1.15. Tamim. Bir G baglantili grafinda bir v kdsesine bitisik olan iki e, f kenarina komsu

(adjacent) kenarlar denilir.



2. MATERYAL VE YONTEM

Lineer cebir, matematigin Soyut Cebir ve Sayilar Teorisi alt dalinin en 6nemli ¢alisma
alanlarindan birisidir. Lineer cebir yontemleri, matematigin ve uygulamalarmin var

oldugu tiim bilim alanlarin vaz gecilmez yontemleri arasindadir.

Herhangi bir matrisin determinanti yardimiyla olusturulan karakteristik polinomun
kokleri bize verilen matrisin 6z degerleri adi verilen bazi sayilar1 vermektedir. Eger
verilen matris bir graf matrisi ise, bu 6z degerlerin mutlak degerleri toplami, graf enerjisi
ad1 verilen ve bircok uygulamalart olan bir kavrami dogurmaktadir. Farkli graf

matrislerine bagli olarak farkli graf enerjileri tantmlanmustir.

Bu tezde lineer cebir metotlar1 ve sonuglari kullanilarak bazi graf matrisleri yardimriyla
cesitli graf enerjileri ¢alistlmistir. Bu enerjileri elde edebilmek icin verilen matrislerin
determinantlari, satir-siitun operasyonlar1 ve determinant Ozellikleri kullanilarak
hesaplanmis, elde edilen karakteristik polinomlarin kokleri, yani 6z degerler bulunarak

bunlarla ilgili var olan sonuglardan yararlanarak sonuglar elde edilmistir.

Graf enerjisi ile ilgili sonuglarin elde edilmesinde ayni zamanda graf teorinin ve

kombinatorik teorinin temel bazi sonuglarindan ve yontemlerinden faydalanilmistir.



3. GRAFLARDA KENAR KOMSULUGU

Bu boliimde en popiiler graf matrisi olan komsuluk matrisine benzer olarak bir grafin
kenar-komsuluk matrisini tanimlayacagiz ve 6zelliklerini inceleyecegiz. Bu boliimde elde

edilen sonuclar Yamag ve Ark. (2018) ve Oz ve Ark. (2019)’da yayimlanmustir.
Ilk olarak bir grafin komsuluk matrisi kavramn1 hatirlayalim.

Tanmm 3.1. G grafi n koseli ve m kenarli baglantili bir basit graf olsun. A= [ai j]nxn

biciminde gosterilen ve

_ (L, v; ve v; koseleri komsu ise
Hj = {0, v; ve vj koseleri komsu degil ise

seklinde tanimlanan n X n boyutlu bir kare matrise G grafinin kése-komsuluk matrisi

denir.

Komsuluk matrisi graf teori ve molekiiler kimyada bir¢ok alanda kullanilir. Komsuluk
matrisine ait 6z degerlerin mutlak degerlerinin toplami bir grafinin enerjisini verir. Enerji
kavrami, graf teoride birgok kimyasal yorumlamaya sahip oldugundan oldukc¢a kullanigh
ve genis uygulama alanina sahip bir kavramdir. Bu ylizden komsuluk matrisi ve komsuluk
ile 1ilgili notasyonlar bir¢cok alanda siklikla kullanilir. Bu tezde komsuluk matrisine

alternatif olarak tanimlanan benzeri birka¢ matris ile calisacagiz.

Ornek 3.1. Sekil 3.1°deki G grafini ele alalim.

Sekil 3.1. Bir G grafi



Bu G grafinin komsuluk matrisi

oS

Il
O O O O O o o+ o
O O O O O © Fr O k-
O O O Fkr P O FLr O
o O O O r»r O O O
O ook, Ok +» O Oo
O O b Ok OO O o
O O kP O O O O O
b, O kP O O O O O O
O Br O OO O+ O o

seklindedir.

Simdi komsuluk matrisinin en Onemli benzeri olan kenar-komsuluk matrisini
tanimlayacak ve Ozelliklerini inceleyecegiz. Hatirlanacagi gibi komsuluk matrisinde
koselerin birbirlerine komsu olup olmamalarina gore hareket edilmekteydi. Kenar-
komsuluk matrisinde ise, goriilecegi gibi kenarlarin birbirine komsu olmalarina gore

hareket edilecektir.

Tanim 3.2. G grafi n kdseli ve m kenarli baglantili bir basit graf olsun. G grafinin kenar-

komsuluk matrisi

{1, e; ve e; kenarlari komsu ise
aj; = Cor
Y 0,e; ve ej kenarlari komsu degil ise

olmak lzere A° = [aij]mxm bi¢iminde tanimlanan bir m X m kare matrisidir.

Ornek 3.2. Sekil 3.1°de 10 tane isimlendirilmis kenara sahip bir G grafi ve altinda da bu

grafa ait kenar-komsuluk grafi verilmistir. Bu grafin kenar-komsuluk matrisi



0100000000
1010100001
0101100001
0010110000

-0 11010001
0001101000
0000010100
0000001010
0000000101

0110100010

seklindedir.

Izomorfik olmayan graflarin komsuluk matrisleri farkli olmasma ragmen, kenar-
komsuluk matrisleri aym olabilir. Ornegin Sekil 3.2°deki graflarin ikisi de ayn1 kenar-

komsuluk matrisine sahiptir.

01 11

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 10
3
4

Sekil 3.2. Ayn1 komsuluk matrisine sahip, izomorfik olmayan iki graf

Literatrde bir G grafi ile ilgili bir karakteristik 6zellikten, 6zdegerlerden veya enerjiden
bahsedildiginde, A(G) komsuluk matrisi ile calisildigi varsayilir. Baska bir matris
kullanildiginda bu durum kesinlikle belirtilmelidir ve bu durumda kavramlar da uygun
sekilde adapte edilmelidir. Ornegin kenar-komsuluk matrisiyle ¢alisildiginda elde edilen

enerji artik kenar-komsuluk enerjisi olarak adlandirilacaktir.

10



Bu galismada A® kenar-komsuluk matrisi ile ilgili karakteristik polinomlar ele alinmistir.
Kenar-komsuluk matrisinin karakteristik polinomunun hesaplanmasiyla elde edilen
kenar-karakteristik polinomunu komsuluk karakteristik polinomundan ayirt etmek icin
PE(A) ile gosterecegiz. Burada literatiirde ¢ok sik kullanilan bazi graf siniflari i¢in kenar-

karakteristik polinomunu inceleyecegiz. Ilk olarak P, patika grafi ele aliacaktir.

Teorem 3.1. P, patika grafinin kenar-komsuluk matrisi kullanilarak elde edilen kenar-

karakteristik polinomu i¢in indirgeme bagintisi
Ps, (M) =Pp,_ (M) - Pp,_,(M)
seklindedir.

Ispat. P, patika grafinin kenar-komsuluk matrisi

01000 0 0O
1 0100 0 0O
01010 0 0O
0 0101 0 0O

A(Py) =

ve karakteristik polinomu

A -1 0 0 0 0 0 0
-1 2 -1 0 0 0 0 0
0 -1 2 -1 0 0 0 0
0 0 -1 4 -1 0 0 0
21— A°(Py)| = L L.
0 0 0 0 O -1 2 -1
0 0 0 0 0 0 -1 2

11



dir. Bu determinant1 birinci satira gére agarsak,

-1 -1 0 0 0 0 0 0
0 4 -1 0 0 0 0 0
0 -1 24 -1 0 0 0 0
0 0 -1 2 -1 0 0 0
|A-1—-A*(P)|=2P5_ (D +1]. . . . . . .
0 0 0 0 O -1 2 -1
0o 0 00 0 « 0 -1 24

=APp,_ (1) —Pp_, (1)
ve son determinant1 birinci siituna gore actigimizda istenen esitlik elde edilir.

Patika graflara ait ilk birkag kenar-karakteristik polinom indirgeme bagintisindan kolayca
elde edilebilir:

PEN) = 22 -1

PE(M) =2 —2A
PE(M)=21*=322 -1
P5. (M) = A°> — 44° + 3A.

Oncelikle P, patika grafina ait kenar-karateristik polinomu igin bir formiil elde edecegiz.

Bunun i¢in ilk olarak asagidaki sonuca ihtiya¢ duyulmaktadir.

Lemma 3.1. k < n 6zelligindeki tiim k ve n pozitif tamsayilari i¢in

W+ )=

esitligi saglanir.

12



Ispat. Kombinasyon sayilarinin kombinatorik 6zellikleri kullanilarak asagidaki sekilde

sonuca ulagilir:

n n n! n!
(k)+(k—1):(n—k)!k!+(n—k+1)!(k—1)!

_ nl(n+1)
T (n—k+ D'k

_ n+ 1!
T (m+1-k)k!

(1)

n—-1
( Zlio(—l)l(n_ll_l)ln_l_m ,ntek iken
Teorem 3.2. Pg (1) =

n-—2

¥, 2, (DA ngift iken.
Ispat. Kuvvetli timevarim kullanalim. n tek olsun.

Pg = 22 —1

(=1)° ((2)) 2+ (=1)! (1) 20

= 3-1-1 3
= 3,2,-D'C7 )1

Budurum 3,4,5, ...,n — 1, ni¢in dogru olsun. Biz bu durumun n + 1 i¢in dogru oldugunu

ispatlamak istiyoruz.

Tiimevarim hipotezinden dolayz,

n-1 n-—3
5,2~ DI (DA ve 32~ (a2
oldugunu biliyoruz. Lemma 3.1’den dolay1

PE,,. = AP§,(2) - P§,_,(A)

13



n—1 n—3

-y IZZO(_DZ (n - 11 - l) an-1-2t | Z(_l)z (n - lz - l) An—2-2L

= /1[(_1)0(7161),171—1 + (—1)1("12)/1”"3+(—1)2(";3)/1”‘5 + (_1)3(71;4)/171—7

ok (CDT (__) 2= (D2 + (D)t +

2

2

(—12("5)6 + (13T 4k (—1) T ("_if;%s ) A

_n—l
2
1

"; 1)An + (-t (n N 1) 2 gk (<1)7

N (_1)0( 1

n_
2

elde edilir.
Simdi n ¢ift olsun.

PE = 42— 21
=0 ()2 + -0t (5)a

4-2
— Zlio(_l)l (4—11—1)/14-—1—21_

Budurum 3,4,5, ...,n — 1, ni¢in dogru olsun. Biz bu durumun n + 1 i¢in dogru oldugunu

ispatlamak istiyoruz. Tiimevarim hipotezinden dolay1

n-2 n-2
D (P RO N G (e P

oldugunu biliyoruz. Lemma 3.1°den dolay1
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Pf,,, = AP§,(A) — P§,_, (D)

n-2 n-2

2 2
_ EPRY/ n—l—l) n-1-21 | _ z _ l(n_z_l> n-2-21
=2 Z( 1)( ) (" )a

1=0 =0

n—2
_ — _ n 2
= (-1)° (Tl . 1) A+ (—1)t (n ) 1)111 2 4t +(=1)Z oo 20
2
n
n -1 _ nia
= (D0 () 2+ 0 (M) ) A+ (=12 |20
2
n
2
— (_1)1 (n - l) An—Zl
1=0 :
elde edilir.

Teorem 3.3. C,, devir grafinin kenar-komsuluk matrisiyle elde edilen kenar-karakteristik

polinomunun indirgeme bagintisi
P (M) =APg (M) -2PE (M) -2
seklinde ifade edilir.

ispat. Oncelikle

A -1 -
PE) =1 4 -
1 -1 2

‘/1
=1
1

= -1 -1 -1 2
j+<—1)<—1)‘_1 h +(—1)‘_1 _1‘

=P, D+(A-1D-1Q+4)
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= AP (A) — 24— 2
ve

A -1 0 -
-1 2 -1 0
0 -1 4 -
-1 0 -1 2

PE,(1) =

A -1 0 -1 -1 0 -1 1 -
=A-1 42 -4+(0 A -4+|0 -1 A
0 -1 4 -1 -1 2 -1 0 -

0 -1 |1 4|
-1 j_‘o —]J_PPS(’D

= P5, (D) —2PE () —1—-1

= AP§,(A) — PE,(A) +

= AP§, () — 2P§,(A) — 2

oldugunu belirtelim. Benzer sekilde

A -1 0 0 -1
12 -10 0
PEM)={0 -1 42 -1 0
0 0 -1 2 -
10 0 -1 2

1 -1 0 0| -1 24 -1 0
0 4 -1 0] |0 -1 4 -

=AP€ (1) + -

”5()0—1,1—00—14

-1 0 -1 A4 -1 0 0 -
o -1 0 |-1 4 -

=APE(D) - P+ [0 2 -1+[0 -1 a|-PEA)
1 -1 2] o o -
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= APE,(A) — 2P, () +

0 -

-1
S
= APS,(A) —2PE, () —1—1

= APS,(A) — 2P§, (1) — 2

dir. Benzer sekilde devam edersek, ilk olarak birinci satira gore determinant alinir.

Buradan Ps () polinomu ile P£ (A) polinomunun alt matrisinden gelen iki determinant

elde edilir. Daha sonra sirayla son matrisin birinci siituna gore ve dnceki matrisin birinci
satira gore determinanti alinir. Son matrisin determinantindan, determinant1 —1 olan bir

list iggensel matris elde edilir ve diger matris bize - P __ (A) ifadesini verir. Onceki

matrisin determinantindan - Pg_ (M) ve bir matris daha elde edilir. Bu sekilde devam

edilerek sonunda |_01 _/11| ifadesi elde edilir. Bu ifade —1’e esittir. Elde ettigimiz

terimlerin toplami ise
P (M) =APE (M) -2P§ (M) -2

esitligini verir.

Pg (M) karakteristik polinomunun formiiliinii elde etmistik. Simdi de bu formiili

kullanarak P¢ () karakteristik polinomunun formiiliinii elde edebiliriz:

Teorem 3.4. C,, devir grafinin kenar-karakteristik polinomunun formili n cift iken

n—2 n—2

2 2
—1-1 —-2-1
e =2 Y ! (1L Y (PR
t=0 1=0

ve n tek iken

n—-1 n-—3

2 2
—1-1 —-2-1
=2y (7L Y (PR
t=0 1=0
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seklindedir.

Asagidaki iki sonug P§ (L) ve P¢ (M) polinomlarinin herbirisinin katsayilar toplaminin 6
modunda 6zel bir forma sahip oldugunu kanitlar:

Teorem 3.5.
0, n=0(6) ven = 3(6)
Pg (1) =1 1, n = 1(6) ven = 2(6)
-1, n = 4(6) ven = 5(6)
Teorem 3.6.

(0 n = 0(6)
PE (1) = i _—1, n =1(6)ven = 5(6)

3, n = 2(6)ven = 4(6)

4, n = 3(6)
Simdi S, y1ldiz grafina ait kenar-kararkteristik polinomunu inceleyelim:

Teorem 3.7. S,yildiz grafina ait kenar-karakteristik polinomunun indirgeme formdali

Psen(k) = KPSen_l(X) ~(n-2)(A+ 13
seklindedir.

Ispat. n késeli y1ldiz grafin kenar-komguluk matrisi

0 1 1 1]
1 0 1
Ae(s) = | :
1 01
L 1 .

(n-1)x(n-1)

formundadir. A¢(S,,)matrisinin karakteristik polinomu
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|AI = A°(Sp)| =

(n-1)x(n-1)

seklinde ifade edilir. Eger determinant birinci satira gore agilirsa (n —2) X (n — 2)

tipinde (¢ adet determinant elde edilir.

-1 -1 ... -1 -

P§(2) = APS,_ () + (~1)™*1(~1) _1 _1 ﬂ PRSI
1 -1 - -1 24

1 A e -1 - 1 A e -1 -

4o g g P EDTED

-1 -1 - -1 A 1 -1 - -1 -1

Daha sonra determinantlara elementer satir operasyonlar1 uygulanirsa tiim determinantlar

-1 -1 -+ 12 141 2 - a1 - 1 A ... -1 -
-1 -1 - 2 41 -1 - 42 4771 -1 - -1 2
-1 -1 - -1 Al |1 -1 - 1 2 -1 -1 - -1 -

haline doniisiir ve kolayca goriilebilir ki bunlarin tiimii aynidir. O halde

-1 -1 - -1 -
P{ W) =P _(D+(n—-2) |-1 4 - -1 -1
-1 -1 - A -1
-1 -1 - -1 2

(n—-2)x(n-2)

elde edilir. Son determinanta R, - R, — Ry, R; » R3 —R4,..., R, » R, — Rysatir

operasyonlar1 uygulanirsa
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-1 -1 -1 -1
0 A+l -1 -1
o 0 - A+l -1
o o0 - 0 A4l

(n-2)x(n-2)
formuna déniisiir. Bu ifade (—1)(A + 1)™3’e esittir. O halde
an(K) = XPsen_l(X) ~(n-2)(A+ 13

elde edilir.

Teorem 3.8. S, yildiz grafinin kenar-karakteristik polinomu
PS (M) =[A—(n—2)]A+ 1)

seklindedir.

Ispat. n koseli yildiz grafin kenar-komsuluk matrisine karsilik gelen determinant

Pg. (1) =

(n-1)x(n-1)

olup A¢(S,,)matrisinin kenar-karakteristik polinomu

A -1 - -1 -1
-1 2 -1 -1
|41 —A®(Sp)| = : :
-1 -1 A -1
-1 -1 -1 A
(n-1)x(n—1)

formundadir. Oncelikle R; = R; + R,+R3+- + R,,_; satir operasyonlarin1 uygularsak

determinant
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A-n-2) A-(n-2) -+ A-(n-2) A-(n-2)
-1 A -1 -1
-1 -1 y) -1
-1 -1 -1 A

halini alir. Daha sonra determinant 6zelliginden

1 1 - 1 1
1 A - -1 -1
A-(m=-2)]: = + @
1 -1 -« i -1
1 -1 - -1 2

(n-1)x(n-1)

ifadesi elde edilir ve R, >R, +R;,R; > R;+R;,..,Rp_1 > R,_1 + R, satir

operasyonlarini uygularsak

1 1 - 1 1
0 A+1 -+ 0

Do E : =A+1)"2D
0 0 - 241 0

0 0 - 0 2a+]

(n-1)x(n-1)

esitligine ulasilir. Son olarak
PE (D) =[2- (n-2)]A+ 1"
elde edilir.

Asagidaki  sonuglarin  ispatlart  yukarida yapilanlara benzediginden burada

verilmeyecektir.

Teorem 3.9. T, larva grafina ait kenar-komsuluk matrisi ile elde edilen kenar-

karakteristik polinomunun indirgeme bagintisi
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AP;:r,s—1 (/1) - P’Igr‘s_2 (/1),5 *+lves +2
P;r,s (A) = APﬁr,s—l (A) - Pgr (A) ) s=2
APE (1) — 2P (M) — 2P, _ (M) —2,s =1

seklindedir.

Teorem 3.10. K,, tam grafina ait kenar-karakteristik polinomu

A=2)(1+ 1)? ,n =3
PE,() = )
A=2n—=2)]A-n—-D]1A+2)D " n+3

seklindedir.

Teorem 3.11. K, ; tam iki pargali grafina ait kenar-karakteristik polinomu
P D=A=s—r+2)A-s+2)"" (A -7 +2)(2+2)r DD

seklindedir.

Asagidaki sonuglar kolayca daha oOnceki sonuglardan elde edilebilir olup kenar-
karakteristik polinomlar1 ile (kdse-)karakteristik polinomlar1 arasindaki bazi iligkileri

vermektedir ve ispatlar1 agiktir:
Teorem 3.12.P5 (1) = Pp___(1).
Teorem 3.13. P¢ (1) = P¢ ().
Teorem 3.14. P,‘ém D) =P, (A).

Teorem 3.15. P§ (1) = Py _, ().
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4. BITISIKLIK MATRISLERI VE POLINOMLARI

Simdiye kadar kose-karakteristik ve kenar-karakteristik polinomlar ile ¢alistik. Bilindigi
tizere, bu polinomlar spektral graf teoride bir grafin enerjisinin hesaplanmasinda 6nemli
rol oynar. Bu iki kavram da komsuluk matrislerine dayali olarak tanimlanmakta ve
kullanilmaktadir. Bu béliimde ise farkli olarak bitigiklik polinomlarini ele alacagiz. Bir G

grafinin bitisiklik polinomu I; (1) ile gosterilecektir.

[k béliimde bir G grafinmn bir kenarmi e = uv ile ifade edip, e kenarin1 u ve v kdselerine

bitisik olarak adlandirmistik. Bir G grafina ait A*(G) = [ai j]mxn bitisiklik matrisi

1,v; ve ej kenarlar bitisik ise
dij = {0, v; ve ej kenarlari bitisik degil ise

biciminde tanimlanir. Simdi bitisiklik polinomlarina ait formiilleri ve indirgeme
bagintilarim1  hesaplayacagiz. Bir G grafinin  bitisiklik matrisi kare matris
olmayabileceginden tiim graflar i¢in bitisiklik polinomu hesaplamak miimkiin degildir.

Bu sebeple bitisiklik matrisi kare olan polinomlar1 hesaplayacagiz.
Lemma 4.1. Bir matris A ve B matrisleri kare matrisler, 0 tiim elemanlar1 0 olan bir

matris ve C uygun boyutlu herhangi bir matris olmak iizere asagidaki gibi dort blok

matrise bolundrse
[c+5]
C'B
matrisinin determinant1 |A||B| ifadesine esit olur.
Lemma 4.1 sayesinde larva graflar i¢in indirgeme bagintisini elde edebiliriz.

Teorem 4.1. T, ; larva grafina ait bitisiklik polinomu

Ir, (D) = (A = 1)%Ic.(D)
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bagintisi ile elde edilir.

Buradaki I¢ (1) polinomu asagida hesaplanacak olan devirli graflarm bitisiklik

polinomunu gostermektedir.

Ispat. T, larva grafimn bitisiklik matrisi

1,i =jise
1,i—j=1ise
l,i=s+1,j=r+sise
0,diger durumlarda

aij

formundadir. A'(T; ;) matrisini asagidaki gibi dort blok matrise bélersek

000
0 00[00O0O0O
0110 00[00O0O00O
0000 1 1/00 0 00
; 0000 0 1[1 0 0 1
AYT, =
(T'S) 0000 0 0|1 1 00
0000 0 0[/0 1 00
0000 0 0[0 o0 00
0000 - 00|00 10
0000 --00l00 1]
olur ve
(1 o0 o 0 0 Ol O O O O O]
1 A1 0 0 o ol 0 0o 0 0 O
0 -1 410 o ol 0o 0o o0 0 O
0 0 0 O 141 0 0o 0 0 O
; 0 0 0 O -1l 21 o0 0o -1
Al — AYT =
| (“)l 0 0 0 O 0 0| -1 a4 0 0
0 0 0 O 0 of 0 -1 0 o0
0 0 0 0 0 0| 0 O 0 o0
0o 0 0 0. 0 0| O O -1 0
(o 0 0 0 0 0|0 0 - -1 a-]

ifadesi elde edilir. Burada sol tistteki {ist tiggensel matrisin determinant1 (1 — 1)° ve alt

sag blok matrisin determinanti /¢ (1) olur. Lemma 4.1°den dolay1
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AL — Al = A~ DI, (D)
elde edilir.
Asagida verilen iki sonug¢ benzer sekilde ispatlanir.
Teorem 4.2. C,, devir grafina ait bitisiklik polinomu
I, =@~ D" —1

bagintistyla elde edilir.

Teorem 4.3. K, , tam-iki parcal1 grafina ait bitisiklik polinomu
Iy,,(A) =A-2)(1 - 1)A?

bagintisiyla elde edilir.
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5. GRAFLARIN KENAR-ZAGREB MATRISLERi VE POLINOMLARI

Graf matrislerinin cebirsel ¢alisilmasi graf teorinin, molekiiler yapilarin kimyasal ve
fiziksel ozellikleri hakkinda bilgi veren onemli bir alt alanidir. Bu boliimde graf
indekslerinden en c¢ok kullanilanlar1 arasinda olan ve Zagreb indeksleri olarak
adlandirilan indekslerden faydalanilarak elde edilen kenar-Zagreb matrisleri tzerinde

calisilmistir. Bu boliimde elde edilen sonuglar Yamag ve Ark. (2019)’da yayinlanmistir.

G = (V,E) grafi, [V(G)| = n koseli ve |[E(G)| = m kenarl bir graf olsun. Hatirlanacagi
gibi bir veV (G) kosesinin derecesi d,, ya da dg(v) ile gosterilir. Ayrica derecesi 1 olan
bir kose sallanan kdse olarak adlandirilir. Benzer sekilde bir sallanan kdseye sahip olan
bir kenara da sallanan kenar denildigini belirtmistik. Bir G grafinda u ve v koseleri bire
kenari ile baglh ise bu durum e = uv ile gosterilmekteydi. Bu durumda u ve v koseleri

komsudur ve e kenar1 u ve v koselerine bitisiktir denilmektedir.

Komsuluk ve bitisiklik ile ilgili matrislere ait ¢alismalar, molekiiler kimyaya yardimec1
olup graf teorinin iyi bilinen bir uygulamasidir. Ayrica graf teorinin graflarin enerjisi ile
ilgilenen alt alan1 olan spektral graf teoride lineer cebirsel metotlar ile bir grafin 6z
degerleri hesaplanarak bu degerler o grafa ait molekiiler enerjinin bulunmasinda
kullanilir. Bu nedenle bazi kimyasal yapilarin graf modellerinin spektral olarak

calisilmasinda matrisler olduk¢a yardimeidir.

Bir G grafi nkoseye ve m kenara sahip baglantili basit bir graf olsun. Bu G grafina ait
kenar-Zagreb matrisi

_ d(vi)d(vj),vi ve v; koseleri komsu ise
Y710, v; ve vj kbseleri komsu degil ise

formundadir ve ZM(G) = [al- j] ile gosterilir. Bu matrisler yardimiyla hesaplanan

nxn

kenar-Zagreb polinomlarin1 Pg#(4) ile gosterecegiz. Bu polinomlar karakteristik

polinomlardir ve polinomun kokleri kenar-Zagreb matrisinin 6z degerleridir. Bu
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0zdegerlerin mutlak degerlerinin toplami ise kenar-Zagreb matrisine karsilik gelen grafin

kenar-Zagreb enerjisini verir. Bu bolimde

0 4 0 00 0
4 0 4 00 0
0 4 0 00 0
00 0 0 4 0
00 0 4 0 4
0 0 0 - 0 4 0]

formunda olan 6zel bir kare matris kullanilacaktir. Bu matris herhangi bir grafa karsilik
gelmemesine ragmen hesaplamalarda sik¢a kullanilacagindan burada determinantini ve
karakteristik polinomunu hesaplayacagiz. n boyutlu bu matrisi A, ile gosterelim. Bu

matrise karsilik gelen karakteristik polinom ise P, (4) ile gosterilecek olup

n
151

Py, (1) = ;(—1)" ok (17K ) -

formunda oldugu kolayca hesaplanabilir.
Ilk olarak P, patika grafina ait kenar-Zagreb polinomu ele alinacaktir.
Teorem 5.1. n > 4 igin,

PEZ(AD) = A PFFA) =2 -1 ve Pgi(A) = A3 —81

olmak Uzere, P, patika grafinin kenar-Zagreb matrisi kullanilarak elde edilen kenar-

Zagreb polinomunun formali

PgZ(A) = %Py () —8APy, _ (1) +16P,,_, (D)
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formundadir.

Ispat. P, patika grafinin kenar-Zagreb matrisi

02000 0 0O
2 0400 0 0O
0 4040 0 0O
0 0 40 4 0 0O

ZM(R) =

o
o
o
o .-
o
o
N
o

formundadir. Dolayisiyla kenar-Zagreb polinomunu elde etmek icin

A -2 0 0 O 0 0 0
-2 A -4 0 O 0 0 O
0 4 4 -4 0 0 0 O
0 0 -4 1 4 0 0 O
PEZ() = |Ml — ZM(P)| = - -
o 0 o 0o 0 - 4 -4 O
o o o 0 O - -4 4 -2
o 0o o o 0 -~ 0 -2 2

determinantin1 hesaplamak gerekir. n =1 igin tek boyutlu 0 matrisi ortaya ¢ikar;
dolayisiyla PgZ(1) = A elde edilir. n = 2 ve n = 3 igin ispat agiktir.n > 4 olsun. Pg#(1)

birinci satira gore hesaplanirsa

A -4 0 -~ 0 0 0] |2 -4 0 0 0
4 4 -4 . 0 0 0 0 A -4 « 0 0
0 -4 A « 0 0 0 0 -4 2 0 0 0
Al —ZMPHI = A, 7 . |+2. .
0 0 -+ A -4 0 0 0 0 « A -4 0
0 0 - -4 4 =2 |0 0 0 - -4 4 -2
0 0 0 : 0 -2 A 00 0 : 0 -2 2

ifadesi elde edilir. ikinci determinant birinci siituna gore acilirsa
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A 4 0 0 0 0 1 -4 o0 0 0
-4 4 4 0 0 0 -4 2 -4 0 0 0
0 4 42 - 0 0 0 -
AL = ZM(Py)] = A : : Do : : —4 O .4 /1 . 0 O O
o o o0 - A4 4 0 0O 0 0 - 41 -4 0
0 0 0 -4 2 -2 0 0 0 - -4 2 -2
00 0 : 0 -2 2 0 0 0 : 0 -2 4

olur. Birinci determinant (n — 1) X (n — 1), ikinci determinant ise (n — 2) X (n — 2)

boyutludur. Bu determinantlari son satira gore agarak hesaplarsak

A -4 0 0 0 O A -4 0 - 0 0 O

-4 A -4 .- 0 0 O -4 A -4 .- 0 0 O
A(_l)Zn—s(_z) 0 4 4 - 0 0 0f4 (_1)271—2/12 o 4 4 - 0 0 O
0 0 O A -4 0 0 0 O A -4 0

-4 A 0 0 0 O -4 1 -4

0 0 O 0 -4 -2 0 0 O 0 4 2

A -4 0 0 0 A -4 0 0 0 O

g a4 A 4 0 00 - 4 A —4 - 0 0 0
0 i -4 0 0 0 A -4 0

0 -4 1 0 0 0 -4 1 -4

0 0 O 0 -4 -2 0 0 O 0 -4 2

A -4 0 -~ 0 0 O A -4 0 - 0 0 O

-4 A -4 - 0 0 O -4 A 4 - 0 0 O

0 4 2 + 0 0 0 0 4 2 « 0 0 0
DA, . . R e I C
00 0 « 4 -4 0 00 0 « 4 -4 0

0 - -4 1 -4 0 0 0 « -4 2 -4

0 0 0 - 0 -4 2 00 0 - 0 -4 2
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A -4 0 0 0 O A -4 0 0 0 O

-4 1 -4 0 0 O -4 1 -4 0 0 O

o 4 212 - 0 0 O 0 -4 2 0 0 O
+16 : : oo : St (_4))\ :

o o o0 - 42 40 o o 0o - 42 -4 0

o o o0 -~ 4 41 4 o o o0 .- 4 1 4

o o o0 -~ 0 4 2 o 0o 0 -~ 0 4 2

elde edilir. Bu ifadedeki ilk ve son determinant (n — 3) x (n — 3), ikinci determinant
(n—2) X (n—2) ve son determinant (n —4) x (n —4) boyutludur. Sonu¢ olarak,

P, patika grafina ait kenar-Zagreb polinomu

ng(&) = AZPAn_Z (l) - BAPAn—S (A) + 16PAn_4_ (A)

formundadir.
Simdi C,, devir grafina ait kenar-Zagreb polinomu ele alinacaktir.

Teorem 5.2. (C, devir grafinin kenar-Zagreb matrisi kullanilarak elde edilen kenar-

Zagreb polinomunun formuli

P&f (A) = —22n+1 - 32PAn—2 (A) - APAn—l (A)
formundadir.

Ispat. C,, devir grafinin kenar-Zagreb matrisi

(04 000 -+ 00 4]
40400000
04040 - 000
ZM(Cp,)|0 0 4 0 4 - 000
00000 - 40 4
4 0000 - 0 4 0]

formundadir. Dolayisiyla
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A -4 0 0 O 0O 0 4
-4 12 -4 0 O 0O 0 O
0 4 12 -4 0 0O 0 O
Al —ZM(C,)|=10 0 -4 41 -4 0O 0 O
o o o 0o 0 - -4 21 4
-4 0 0 0 0 -~ 0 -4 A
ifadesi elde edilir. Bu matrisin determinanti son satira gore hesaplanirsa
-4+ 0 0 0O0- 0 0 4 A -4 0 0 0 0 0 -4
A 40 00 0 0 O -4 4 -4 0 0 0 0 0
(D)™%4|4 2 4 00 - 0 0 of+(=D™|g 4 , 4 0 .. 0 0 o0
0 4 24 =40 - 0 0 0 0 0 4 4 -4 - 0 0 0
00 0 00 - 42 -4 0 0 0 0 0 0 « 4 4 0
.4 A -4 00 0 0 0 -~ 0 -4 —4
A -4 0 0 0 0 0 0
a4 A 40 0 0 0 0
+EDT 0 402 4 0 o 0 0 0
0 0 -4 2 -4 0 0 0
0 0 0 0 0 4 ) -4
00 0 0 0 -~ 0 —4 2

elde edilir. Ilk determinant: birinci satira gore ve ikinci determinant1 son siituna gore
acarsak sirasiyla boyutlart (n —2) X (n—2), (mn—2)x(n—2), (n—2) X (n—2),
n—2)x(n—-2)ve(n—1)x (n—1) olan bes determinant elde edilir. Dolayisiyla

PEE(D) = (—1)™516(—)"2+(=1)*"*216Py,_, (1) + (—1)*"116(—4)"?
+(—1)4n_116PAn_2 (DA Py, (D)
:_221’l+1 — 32PAn—2 (A) — APAn—l (/1)

esitligi elde edilir.

Simdi T, ¢ larva grafina ait kenar-Zagreb polinomu ele alinacaktir.
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Teorem 5.3. T, ; larva grafina ait kenar-Zagreb matrisi kullanilarak elde edilen kenar-
Zagreb polinomunun formuli
(A2 =9)Py_ (A) —724Py _, (1) —9.2°77 1}, s=1

A2[APy,_ (D) —72Py _,(A) —9.2%"71]

—40AP,,_ (1) + 288(P,,_, (1) + 27774, s=2
PFZ (A) =5
’ APy (M[APA,_ () — 72Py (1) — 9.2%771]
+Py,_,(D)[-40APy _ (1) +288(Py _, (1) +2%7*)],s > 2
+Py_,(D[144P,,_ (D]

\
formundadr.

Ispat. s = 1 olsun. O halde

A -3 0 0 0 0 0 O©

3 4 -6 0 0 0 0 -6

0 6 4 -4 0 0 0
PEM)=]0 0 -4 A -4 0 0

O 0 0 0 0 - -4 A -4

O 6 0 0 0 - 0 -4 A

determinanti elde edilir. Bu determinant1 hesaplarsak
prZ () = (A2 =9)Py._ (W) =722Py _, (1) —9-22""12

sonucu elde edilir. Simdi s = 2 olsun. Bu durumda

A -2 0 0 0 0 O 0 0 0

-2 A -6 0 0 0 O 0 0 0
=0 6 12 -6 0 0 0 0 -6
0 0 6 4 4 0 O 0 0 O

0 0 0 4 214 40 0 0 0

0 0 0 0 0 0 -4 A -4 0
0 0 o - 4 1 4

0 0 6 0 0 0 O 0 4 A
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determinanti elde edilir ve bu determinant1 iiglincii satira gore agarsak

4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 A =200 0 0 0 0 0 0
2 60 0 0 0 0 0 0 0 2 4 0 0 0 0 0 0
60 6 2 0 0 0 0 0|40 O 4 40 00 0 0 0
0 0 4 4 -4 0 0 0 0 0 0 0 4 212 40 0 0 0 0
0 0 0 -4 4 -4 0 0 0 0 0 0 0 4 2 40 0 0 0
0 0 0 0 0 0 -4 A -4 0 6 0o 6 0o 0 0 4 A -4 0
0 0 0 4 i -4 00 0 0 0 0 O -4 3 -4

0 -6 0 0 0 0 -4 4 00 0 0 0 0 O 0 -4 2

A -2 0 0 0 0 0 00 0 A =2 0 0 0 0 0 0 0 0
+6/2 4 6 0 0 0 0 0 0 04 (—1)"*S*3(-6)|2 2 6 0 0 0 o0 0 0 0
0 0 640 0 0 0 0 0 0 0 6 42 -4 0 0 0 0 0
06 0 0 2 4 0 0 0 0 O 0 0 0 -4 4 -4 0 0 0 O
O 0 0 4 A -4 0 0 0 O 0O 0 0 0 4 2 -4 0 0 O
o 0 0 0O O o0 -4 A -4 0 0O 0 0 0 0 o0 -4 A -4 0
0 0 0 O -4 1 -4 o o 0 o o o o0 -« -4 2 -4
0O 0 6 0 0 0 O 0 -4 2 0O 0 6 0 0 0 O 0 -4 2

ifadesi elde edilir. Bu determinantlari sirasiyla ikinci satira, birinci satira, {i¢lincii satira

Ve son satira gore acarsak ve Lemma 4.1 ile iist ticgensel matrisin 6zelliklerinden dolay1
P2, (1) = A2[APy,_, () — 72APy, _,(A) = 9+ 2277 1] — 40P, _, (D)
+288(P,,_, (1) +2777%)

elde edilir. Son olarak s > 3 icin

A =2 0 0 0 O 0 0 0 0 0 O
-2 A 40 0 0 O O O O O O O
0 4 2 0 0 0 0 0 0 O
0 0 0 O -4 A2 -4 0 0 0 O 0 O
7gz ( /1) — 0 0 0 O 6o 4 12 -6 0 0 0 0 O
L 0 0 0 O 6o 0 6 4 -6 0 0 0 -6
0 0 0 O 0o 0 0 6 4 4 0 0 O
0 0 0 O 0o 0 0 0 4 4 -4 0 O
0 0 0 O 0 0 0 0 0 0 4 A -4
c 0o o0+~ 0 0 -6 0 0 0 0 4 2

determinanti elde edilir. Bu determinant hesaplandiginda ise
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Pf? (1) = APy, (D[APy,_ (A) = 724P, _,(2) —9-22"71]
— Py, ,(D)[—40AP,, (1) + 288(Py,_,(1) +27774)]
+ Py_3(D)[144P,,_ (D]

esitligi elde edilir.
Simdi S,, y1ldiz grafi igin kenar-Zagreb polinomunu hesaplayacagiz.
Teorem 5.4. S,, yildiz grafina ait kenar-Zagreb matrisi kullanilarak elde edilen kenar-

Zagreb polinomunun formali

PEZ(2) = 222 — (n — 1)°]

formundadir.

Ispat. S,, y1ldiz grafina ait kenar-Zagreb polinomunu hesaplamak icin

A —(n1) 0 0 - 0 0 0
—(n-1) A —-(n-1) —-(n-1) --- —(n-1) —(n-1) —(n-1)
0 -(n1) 2 0 - 0 0 0
PF(M) =] 0o -1 o0 A e 0 0 0
0 -(n1) o0 0 - 0 2 0
0 -(n1) o0 0 - 0 0 p)

determinanti hesaplanmalidir. Eger determinanti dort blok matrise ayirirsak sol {ist matris

2 X 2 tipinde ve sag tist matris (n — 2) X (n — 2) tipinde olur. Ayrica

n—1

A

R; + R, & R,

n—1
TR4+R2—>R2,

n
TRn + R, o R,

elementer satir operasyonlari uygulanirsa
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) ~(n-1) 00 -0000
2
—(n-1) z—w 00 0000
0 ~(n-1) A0 0000
0 ~(n-1) 00 -00 20
0 ~(n-1) 00000

determinanti elde edilir. Bu determinantin hesaplanmasi ise bize

PEZ(Q) = A" 2[A% — (n — 1)°]

sonucunu Verir.

Benzer sekilde asagidaki sonug elde edilebilir:

Teorem 5.5. K, tam grafina ait kenar-Zagreb matrisi kullanilarak elde edilen kenar-

Zagreb polinomunun formali

PEA) =[1—-(n— D3]+ (n — 1)2]?
formundadir.

Ispat. K,, tam grafina ait kenar-Zagreb polinomunu hesaplamak igin

A -(n-1)> —(n-1° -~ —(n-1)°
—(n-1)° A —(n-1% -+ —(n-1)7

P = : : : :
-(n-1° —~(n-)* —(n-1* - ~(n-D)°

-(n-1* —(n-1*> —(n-1> --. A

determinantina Ry + R, + --- + R,, — R, elemanter satir operasyonu uygulanirsa

1 1 1 1
—(n-1)? A ~(n-1)* -+ —(n-1?
M-m-173] : : : : :
~(n-)* —(n-1*> —(n-1> -+ —(n-12)°
~(n-1)* —(n-1*> —(n-17°> -- A

ifadesi elde edilir. Ayrica
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(n—1)2R, + R, & R,,

(n—1)?R, + R; - R,

(mn—1)%R; + Ry > Ry,
satir operasyonlar1 uygulanirsa

PEZA)=[A-(n— 3]+ (n — 1)2]?

esitligi elde edilir. Simdi verilecek olan sonug benzer sekilde kolayca ispatlanabilir:

Teorem 5.6. K,  tam iki parcal1 grafina ait kenar-Zagreb matrisi kullanilarak elde edilen

kenar-Zagreb polinomunun formilu
PI?rZ,s(A) — Ar+s—2(/12 _ T'3S3)

formundadir.
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