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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
HEMEN HEMEN KUADRATIK ¢ -YAPI

Sinem GONUL

Bursa Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Prof. Dr. Cengizhan MURATHAN

Bu c¢alismanin amaci hemen hemen kuadratik ¢ -manifold 6rnekleri ve bu manifoldlarin
ozellikleri ile ilgili sonuglar1 vermektir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir.

[k boliim giris boliimiidiir.

Ikinci boliimde sonraki béliimde kullanilacak olan temel kavramlar verilmistir.

Ucgiincii béliimde altin sayr kavrami ve metalik yapilar ile donatilmis diferensiyellenebilir
manifoldlar tamitilmistir. Ayrica katli c¢arpim manifoldlar1 tanimlanmis ve Ozellikleri
verilmistir. Son olarak hemen hemen kuadratik ¢ -yapilari tanitilmastir.

Dordiincii bolimde hemen hemen kuadratik metrik ¢ -yap1 tanitilarak katli ¢arpim manifoldu
M =(Rx N, <,>=dt?+ f?g) mn bir kuadratik metrik ¢ -yapiya sahip oldugu gosterilmistir.
Bununla birlikte (¢,7,&) hemen hemen kuadratik ¢ -yapisi ile verilen diferensiyellenebilir her
M manifoldunun kendisiyle uyumlu bir Riemann metriginin var oldugu ispat edilmistir. Ayrica
(M™§,V,J) lokal metalik Riemann manifoldunun kuadratik ¢ -hiperyiizeyleri incelenmistir
ve bunlarla ilgili galismalar yapilmistir.

Son olarak besinci boliim sonug boliimiidiir.

Anahtar Kelimeler: Altin oran, Polinom yapisi, Altin yapi, Metalik yapi, Katli ¢arpim
manifoldlari, hemen hemen kuadratik ¢ -yap1, hemen hemen kuadratik ¢ -manifold.

2019, vii+47 sayfa.



ABSTRACT
MSc Thesis
ALMOST QUADRATIC ¢ -STRUCTURE

Sinem GONUL

Bursa Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Cengizhan MURATHAN

The aim of this thesis is to give the results about the almost quadratic ¢ -manifold examples
and properties of these manifolds.

This thesis consists five chapters.

First chapter is introduction.

Second chapter consists of some basic definitions which will be use in the other chapters.

In the third chapter, the concept of gold number and differentiable manifolds endowed with
metallic structures are introduced. In addition, warped product manifolds are defined and their
properties are given. Finally, almost quadratic ¢ -structures are introduced.

In the fourth chapter, almost quadratic metric ¢ -structure is introduced and it is shown that
there is a quadratic metric  ¢-structure on warped product manifold
M =(Rx N, <,>=dt?+ f?g). However, it has been proved that every differentiable manifold
M endowed with an almost quadratic ¢ -structure (g,7,&) admits associated Riemannian
metric. In addition, the quadratic ¢ -hypersurfaces of the local metallic Riemannian manifold
(M™ §,V,J) have been studied and related studies have been made.

Finally, the fifth chapter is the conclusion section.

Key Words: Golden ratio, Polynomial structure, Golden structure, Metallic structure, Warped
product manifolds, almost quadratic ¢ -structure, almost quadratic ¢ -manifold.

2019, vii+47 pages.
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1. GIRIS

M.O antik ¢aglarda yasamis &nemli bir bilim adami ve filozof Oklid, 13 ciltten olusan
“Elementler” isimli ¢alismanin 2. cildinde; “Belli uzunlukta verilen bir AB dogru parcasini,
CB uzunlugu AC uzunlugundan biiyiik olacak sekilde iki par¢aya ayiralim ki CB kenar
uzunluguna sahip olan karenin alan1 AB ve AC kenar uzunluklarina sahip dikdortgenin alanina

esit olsun.” seklinde ifade edilen “Ekstrem Bolme ve Ortalama Oran” geometrik problemi

1+\/§
2

=1,618... reel sayisina ulagtirmistir. Bu reel sayi literatiirde altin bdlme, altin ortalama,

altin oran veya altin say1 olarak isimlendirilir (Stakhov 2006).

Kepler
|_— Ucggeni

Sekil 1.1. Kepler Uggeni

Dikkat edilirse altin oran sayisi

X?—x-1=0
denkleminin pozitif reel kokiidiir.

Biiyiik bir astronom ve matematik¢i olan Johannes Kepler bu altin oran saymin dnemini
“Matematik iki biiyiik hazineye sahiptir. Bunlardan birisi Pisagor Teoremi, digeri ise Ekstrem
Bolme ve Ortalama Oran problemidir. Birincisini bir altin hazineyle, ikincisini degerli bir tag

ile karsilastirabiliriz.” s6zii ile ifade etmistir (Stakhov 2006).

Son zamanlarda Altin oran, modern fizik arastirmalarinda ve atom fiziginde énemli bir rol
istlenmigstir. Altin oran; Newton fiziginden gorecelilik mekanigine geciste karsimiza cikarak
altin dikdortgen, zaman araliklarinin genislemesini ve 6zel gorecelilikteki uzunluklarin Lorentz

daralmasini elde etmek i¢in kullanilmistir (Sigalotti ve Mejias 2006).



Altin oran ayn1 zamanda El Naschie’nin alan teorisinde oldugu gibi 4-manifold topolojisinde,

konformal alan teorisinde, matematiksel olasilik teorisinde, Cantorian uzay zamaninda ilging

ozelliklere sahiptir (Marek-Crnjac 2003).
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Sekil 1.2. Altin dikdortgen

Kenar uzunlugu 2x birim olan bir ABCD Kkaresi ¢izilsin. AC kenarinin orta noktasina E
denilsin. Boylece ABE dik tiggeninde Pisagor bagintisi uygulanirsa EB uzunlugu | = x5

bulunur. Burada E merkezli ve | = x+/5 yarigapli gember ¢izilerek EF uzunlugu x~+/5 olacak

sekilde FGDC dikdortgeni elde edilir ve bu dikdortgen altin dikdortgen olarak isimlendirilir.
Buradan
CF AB
Q =
AB AF

bagintist saglanir (Sigalotti ve Mejias 2006).

T F G
Al
At A B
vAt/c
N
4+ 4+ E
VAt
- C D

Sekil 1.3. Lorentz daralmasi



At = Nesnenin durgun oldugu referans catisinda, gercek uzunluk
At" = Nesnenin hareket ettigi referans catisinda, g6zlenen uzunluk
v=hiz

C =15tk hizi (3.0x10° m/ s)

olmak {izere, altin dikdortgen bagintisi kullanilarak

Vv
At(1+— ,
)

At At(l—\é)

bulunur ve buradan Lorentz uzaklik daralmasi olan

denklemi elde edilir (Sigalotti ve Mejias 2006).

Simdi Lorentz daralmasi agsagidaki 6rnek ile anlatilmaya ¢aligilsin.

Bir uzay gemisi miirettebati, geminin uzunlugunun 100 m olarak 6lgmektedir. Gemi, Diinya'dan

gecen 151k hizinin 0,900 kat1 hizla ugmaktadir. Diinyadaki gozlemciler geminin uzunlugunu

Olcerse, ne Olgerlerdi?

Geminin miirettebat iiyesinin referans catisi, geminin durgun oldugu catidir. Miirettebatin

oOlgiilen uzunlugu, At gergek uzunluktur. Goézlemlenen uzunluk At olup diinyadaki

gozlemciler gbzlemlenen uzunlugu 6l¢miislerdir. Diinya temelli gozlemciler tarafindan referans

catisindaki geminin uzunlugu asagidaki formiil kullanilarak bulunmustur:

2
At = At 1—(%
C

0,900(:]2
C

At' =1004/1— (0,900)?
At' =100,/1-0,810

At' =100/1-0,190
At' =100.(0,436) = 43,6 m

At'=100 1—(



Diinyadaki goézlemciler geminin uzunlugunu 43,6 m olarak OJlgmiislerdir. Bu, gemi

miirettebatinin referans ¢atisinda dl¢iilen 100 m uzunlugundan daha azdir (Anonim 2017).

Daha genel olarak p ve q iki pozitif tamsay1 olarak belirlenirse
X2—px—q=0

denklemin pozitif ¢oziimii

_p+yp’+4q

p.q 2
dir. Bu ozellikteki (p,q) ikilisine metalik sayilar denir ve p=q=1 segilirse altin say1 elde

edilir (Spinadel 2000).

M" tiirevlenebilir bir manifold ve M tizerinde tanimli (1,1) tipindeki tensor alani J, birim
doniisim | ve rank(J) =n olmak tizere

QU)=J"+a "' +..+a,J’+aJ+a,l =0, a ,,..a,3,3 R

ile tamimli Q(J) yap1 polinomu g6zoniine alindiginda (M, J) polinom manifold kavramina

ulasilir (Goldberg ve Yano 1970, Goldberg ve Petridis 1973).

M" diferensiyellenebilir manifold 6zel olarak
Q(J)=J%-pJ-ql

yap1 polinomu ile donatilsin. Eger Q(J) =0 olursa, yani bir bagka deyisle J° = pJ +ql ise p

ve g nun segimlerine gore literatiirde baslica iyice bilinen asagidaki yapilar elde edilir.

_1+\/§

i) Eger p=q=1ise J ye M iizerinde altin yap: denir (J*=J +1) ve o, , = 5

altin oran1 bulunur (Crasmareanu ve Hretcanu 2009).

ii) Eger p ve q pozitif tamsayilar ise J’ye M iizerinde metalik yap: denir (3% = pJ +ql)

(Crasmareanu ve Hretcanu 2013).

iii) Eger p=0, q=-1 ise J ye M iizerinde hemen hemen kompleks yap: denir (3% =—1)
(Yano ve Kon 1984).



M, n-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve ¢ (1,1) tensor alani, & birim vektor alani,

n 1-formolsun. p ve q sifirdan farkl sabitler olmak tizere;

$5=0, ¢ =pp+q(l-n®&); p*+4q=0

bagntilarin1 saglayan (¢,&,7) lglisiine M {izerinde hemen hemen kuadratik ¢ -yap: denir

(Debmath ve Konar 2011).

Debmath ve Konar (2011), bdylece metalik yap1 kavramini hemen hemen degme yapilarin bir

genellemesi olarak go6ziiken hemen hemen kuadratik ¢ -yapilarina tasimistir ve ayni

calismalarinda sayisal bir hemen hemen kuadratik ¢ -yap1 6rnegi vermistir.

Hemen hemen bir Kaehler manifold ile reel sayilar kiimesinin Riemann ¢arpimi ya da kath
Riemann ¢arpimi géz oniine alindiginda sirastyla hemen hemen kosimplektik ve hemen hemen

Kenmotsu manifoldlar: elde edilebilir.

Temel olarak bu tezde, “Dogal olarak bir metalik manifold ile bir boyutlu reel sayilar kiimesinin
katli carpimi g6z oniine alindiginda ne gesit hemen hemen kuadratik ¢ -manifold 6rnekleri elde
edilebilir ve bu ¢esit manifoldlar hangi 6zelliklere sahiptir?” sorusuna bir cevap vermeye

calistik.



2. KURAMSAL TEMELLER

(1777-1855) yillart arasinda yasamis olan iinlii matematik bilim insan1 Carl Friedrich Gauss;
Latince Theorema Egregium (Hatirlanabilir Teorem) olarak adlandirilan teoremi 1827 yilinda
“Disquisitiones Generales Circa Superficies Curvas” isimli ¢alismasinda 3 boyutlu Oklid
uzayinda yatan bir S yiizeyinin bir lokal parametrelendirilmesi yardimiyla Gauss egriliginin
E, F ve G biyiikliiklerine bagli olarak hesaplanabilecegini gostermistir. Diger s6zlerle Gauss
egriliginin bir igsel ozellikte oldugunu ifade etmistir (Gauss 1827). Burada S yiizeyinin bir

lokal parametrelendirilmesi

X:DcR? 5>ScE?
(u,v) = X(u,v)

seklinde verilmek {izere

X oX

oX oX oX oX
,— > —>, G
ou ou

ou’ v B

ov

<,>, E® te yukaridaki gibi tamimlanan Oklid i¢ ¢arpimudar.

1854 yilinda Riemann, yukaridaki tartismayr keyfi bir n-boyutlu diferensiyellenebilir
manifolda nasil gelistirilebilir sorusundan yola ¢ikarak manifoldun her noktasindaki tanjant
uzay iizerinde Oklid i¢ carpiminin temel dzelliklerini saglayan bir (0,2) tipinde tensdr alani
gerekliligini fark etmistir. Bu da kendi ismiyle anilan Riemann metrik tensorii kavramini ortaya

cikarmustir.

Bir diferensiyellenebilir manifold iizerinde verilen herhangi iki noktadaki tanjant uzaylari
karsilastirmak igin bir bagka matematiksel biiyiikliige ihtiyag vardir. Bu da konneksiyon
teoremini ortaya koymustur. Aslinda bu teori vektor analizinde hatirlanabilecegi gibi yone gore

tiirevin bir genellemesi olarak goziikebilir (Gauss 1827).

Bu kisimda daha sonraki kisimlarda ifade edilecek olan ve yukarida bahsedilen kavramlar
tanitilip bu kavramlara bagli olarak literatiirde elde edilen temel tanimlar ve sonuglar

verilecektir.



Tamm 2.1. Bir diferensiyellenebilir manifold M tizerinde; simetrik, dejenere olmayan, (0,2) -
tipinde tensor alant g Ye bir Riemann metrik tensérii denir. M nin her noktasinda boyle bir g
tensorii tanimlanabiliyorsa (M, g) ikilisi de bir Riemann manifold olarak adlandirilir (O'Neill
1983).

M nin p noktasindaki teget uzay1 T)M ve qeM noktasindaki teget uzayr da T,M olsun. p
noktasi q noktasindan farkli ise T )M ve T M teget uzaylarindaki vektorleri karsilagtirmak
gerekebilir. Bunun i¢in de T)M ve T M arasinda bire-bir bir dontsiime ihtiya¢ vardir. Ozel

olarak p ve g noktalar1 birbirine oldukg¢a yakin segilsin.

y / 2 4
// / ~ / ///
/ & €; y
e )//
/
/

TM

Sekil 2.1. iki tanjant uzayiin karsilastiriimasi
p ve g noktalar1 arasindaki uzaklik dp olarak tanimlansin. p noktasindaki M nin teget uzayi
T,M nin bir bazi e(p) ve g=p+dp noktasindaki teget uzayt T .M nin baz

€.(q) =¢,(p+dp) olsun.

AT, M >TM

p-+dp

dp ye bagli lineer doniisiimii goz 6niine alalim. Bu lineer doniigiim dp, sifira gittigi zaman birim

(6zdeslik) doniisiime indirgenir.

Simdi ii¢ boyutlu bir Oklid uzayinda diizlemsel olmayan bir yiizey goéz éniine alalim. T_, M

p-+dp

yi T,M ye paralel olarak kaydirdigimzda € ve € vektorlerinin yonleri birbirinden farkl

olabilir. Bu nedenle kaydirilmis € vektoriiniin T)M ye izdlstimiinii hesaplamak gerekir.



& nin T,M ye izdiisim vektori € €T ,M olsun. O halde ¢, T M de §eT, M nin

kargiligini tutmus olur. Boylece bu izdisim yardimiyla T M ve T, M arasinda bir iligki

p-+dp

kurulmus olur. Bu ileride tanimlanacak olan bir afin konneksiyon i¢in 6rnek teskil eder.

Simdi daha genel durumu goz Oniine alalim. M, n-boyutlu keyfi bir diferensiyellenebilir

manifold olsun. & €T ,, .M yi ¢ eT M ye gotiiren lineer doniisiim

p-+dp
€& =¢ +de,

olarak temsil edilsin. O zaman T,M deki de, fark vektorii baz vektorleri cinsinden

de, = (de)e,

yazilimma sahip olur. dp sifira giderken de’ baz bilesenleri 0 olacagindan de’, dp ye lineer

bagimli olur. O zaman
de/ =T (p)dp*

esitligi elde edilir. Boylece A lineer déniisiimii n°. dereceden I'). (p) fonksiyonlari yardimu ile

tanimlanmis olur. Sonug olarak

AT, oM >T,M

* ' p+dp

AE) = A (p+dp)) =€ =e(p)+de =e(p)+ (deij)ej =g (p)+Ik( p)dpkej
olarak tanimlanir.

Boylece T,M ve T, M tanjant uzaylarini karsilastirma imkani elde edilmis olur. X', M nin

p-+dp

bir vektor alani olsun. O zaman X € '(TM) nin p ve p+dp noktalarindaki tanjant vektorleri
sirastyla, X(p)=X'(p)e(p)eT,M ve X(p+dp)=X'(p+dp)e(p+dp)eT,.,M olur.

p+dp

Birinci dereceden Taylor agilimi kullanilarak
X*(p+dp) = X" (p)+dXx*

elde edilir.



Boylece A lineer doniisiimii kullanilarak
A(X (p+dp)) = (X"e, +dX*) A€, (p+dp))
= (X*g, +dX")é,
= (X*e +dX*)(e (p) +(de/)e))
= (X*e +0,X“dp’)(e, (p) +(de))e;)
= (X"e, +0;X"dp’)(e(p) + T (p)dp’e,,)

= (X*(p)e, +0,X e dp’ + I} X" (p)e,dp’

+0,X T e,dp’op’)
bulunur. Birinci dereceden bir yaklagim yapildigindan son terim ihmal edilebilir. Sonug olarak

A(X(p+dp))=(X"(p)e, +0;X ‘e dp’ + I X" (p)e,dp’ +0,X T e dp’op’)
esitliginden
(X e +dX )= X(p) = (6, X" +T X ')dp'e,
denklemi elde edilir. Boylece pi koordinat egrisi boyunca bir X vektor alanin X “ bilesenin
degisimi
V. X* =9, X +TEX!
olarak tanimlanir ve X (p) nin kovaryant tiirevi olarak adlandirilir.
Sonug olarak Y ve X, M nin keyfi vektor alanlari olmak iizere Y boyunca X in degisimi
VyX =Y'V X =Y'(0, X  +T X e,

seklinde ifade edilir ve Y boyunca X in kovaryant tiirevi olarak isimlendirilir (Amari 2016).
Tanim 2.2. M diferensiyellenebilir bir manifold olsun.

V:I[(TM)xT(TM) — [(TM)
(X,Y) > V(X,Y)=V,Y



doniistimii, M tizerinde diferensiyellenebilir her f, g fonksiyonu ve X,Y,Z vektor alanlart
i¢in;

(@) Vi, Z=TVZ+gV,Z; birinci bilesene gore C*(M) lineer

2 vV, fY =TV, Y +(XF)Y (2.1)

(3) V,(aY +bzZ)=aV,Y +bV, Z; ikinci bilesene gére R —lineer

kosullarin1 saglayan (1,2) tipindeki tensér alam1 V, M iizerinde bir afin veya lineer

konneksiyon olarak adlandirilir. V, Y ye, Y nin X yéniindeki degisimi denir (O’Neill 1983).

Tamm 2.3. M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. X e T(TM) i¢in L, , keyfi bir (p,q)

tipinde bir tensor alanini yine (p,q) tipinde bir tensor alanina gétiiren ve

)L, (f)=X(f), VfeC”*(M,R)
i) LY =[X,Y], VY e[(TM) (2.2)
i) L,g(Y,Z2)=Xg(Y,Z2))-9([X,Y],Z2)-9([X,Z],Y), VY,Z e[(TM)

kosullarin1 saglayan bir operatdr olup X vektor alanina gore Lie tiirev operatorii olarak

adlandirilir (Yano ve Kon 1984).
Tamm 2.4. M diferensiyellenebilir bir manifold olsun.

[1:T(TM)xT(TM) = [(TM)
(X,Y) > [LIX,Y) =[X,Y]:C*(M) = C*(M)
f > [X,Y]f = XYf —YXf

bi¢iminde tanimli braket operatorii Lie braket operatérii olarak adlandirilir (Yano ve Kon
1984).

Tamm 2.5. M, n-boyutlu bir manifold ve M iizerindeki afin konneksiyon V olsun.

T:T(TM)xI(TM) — [(TM)

2.3
(X,Y)>T(X,Y)=V,Y -V X -[X,Y] (23)
bi¢iminde tanimli tensdre V konneksiyonun torsiyon tensorii denir (O’Neill 1983).
Teorem 2.6. (M, g) bir Riemann manifold olsun. O zaman
4T =0,
) (2.4)
(5) Vg =0
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bi¢iminde tek bir afin konneksiyon vardir. Bu 6zelikteki afin konneksiyonuna Riemann (Levi-
Civita) konneksiyonu denir. Daha fazlast M nin Riemann konneksiyonu Koszul formiilii

olarak isimlendirilen asagidaki denklemi de saglar;

29(V,Z,X)=Yg(Z, X)+Zg(X,Y)—-Xg(Y,Z)

(2.5)
_g(Y![Z! X])+ g(Z![X!Y])+ g(X![Y!Z])
(O"Neill 1983).

Tamm 2.7. (M, g) bir Riemann manifoldu ve V Levi-Civita konneksiyonu olsun. Bu durumda

X,Y,ZeI'(TM) i¢in

R:T(TM)xT(TM) — [(TM)

(X,Y,Z)—)R(X,Y,Z):RXlYZ (2.6)
olmak Uzere
RXVYZ :VXVYZ—VYVXZ—V[XVY]Z 2.7)

bi¢ciminde tanimli olan R ye V konneksiyonunun Riemann egrilik tensorii denir (O’Neill
1983).

Teorem 2.8. (M, g) bir Riemann manifold ve R, M nin bir Riemann egrilik tensorii olsun. O

zaman R asagidaki ozellikleri saglar.

ReyZ=-R «Z (2.8)
9(RyyZ,W)=-g(R,\W,Z) (2.9)
RyZ+R, ;X +R, Y =0 (2.10)
(R yZ,W)=9(R,\, X,Y) (2.11)

Tamim 2.9. (M, g) Riemann manifoldu ve p € M noktasinda, T,M tanjant uzayinimn 2-boyutlu

bir ¢ lineer alt uzayma M nin p noktasindaki diizlem kesiti denir. g diizlem kesitinin {u, v}

baz1 igin

Q(u,v) =g(u,u)g(v,v) - (g(u,v))°
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ile tanimlanan reel say1 sifirdan farkli ise @ diizlem kesiti dejenere degildir denir. p noktasinda

dejenere olmayan g diizlem kesiti i¢in

K(u,v) = —g(gl(]l’]\/\)/\)/’ W

sayisina kesit egriligi denir ve K(g) seklinde gosterilir ve daha fazlasi bu kesit egriligi

diizlem kesitinin baz se¢iminden de bagimsizdir (O’Neill 1983).
Tamm 2.10. (M, g) bir n-boyutlu Riemann manifold olsun. M nin tanjant uzaymin bir

ortonormal ¢at1 alan {e ,e,,e,,...,e,} olmak iizere

S:T(TM)xT(TM) = C*(M)

(X,Y) > S(X,V) =D (R, ,Y.e) (2.12)

bi¢iminde olarak ifade edilen (0, 2) -tipindeki tensor alan1 S, M nin Ricci tensor alani olarak

adlandirilir. (O’Neill 1983).

Tamm 2.11. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifold ve M nin tanjant uzayinin bir ortonormal

cat1 alan1 {e,e,,€;,...,e,} olmak iizere

T:Zn:S(ei,ei) =Y K(e.e)

i<j
degerine M nin skaler egriligi denir (O’Neill 1983).

Tamim 2.12. M diferensiyellenebilir bir manifold ve 7, M iizerinde (1,1) tipinde tensor alani

olsun. vX,Y eT'(TM) igin

N, :T(TM)xT(TM) — T(TM)

(X,Y) > N (X,Y) (2.13)
olmak tizere
N, (X,Y) = F2([X, YD +[F(X), F()] = FIF(X),Y]- FIX, F(Y)] (2.14)

seklinde tanimlanan (1,2) tipindeki N, tensor alani, F nin Nijenhuis torsiyon tensérii olarak

adlandirtlir. Eger N, =0 ise F tensor alani integrallenebilirdir denir (Yano ve Kon 1984).

12



Tamm 2.13. (M, g,,) ve (N, g,) iki Riemann manifold olsun.
i:M—>N
diferensiyellenebilir doniisiimiiniin tlirev donilistimii ranki rank(i.) =boyM olmak {izere

i'g, =0, ise 0zaman i ye bir izometrik immersiyon denir (O’Neill 1983).

Tamm 2.14. M ve M sirasiyla n ve (n+d) -boyutlu Riemann manifoldlar1 ve M ve M nin

Riemann alt manifoldu ve iizerlerindeki Riemann konneksiyonlar1 V ve V olsun. Boylece

X,Y eT’'(TM) M fizerinde vektor alanlar1 olmak {izere;

:TTM)xI'(TM) > T (TM

( )>i (TM) (TM) (2.15)
H(X,Y)=V,Y-V,Y
seklinde tanimli olan Il ye M nin ikinci temel formu denir. Eger Il =0 ise M ye total

geodeziktir denir ve (2.15) denklemi Gauss denklemi olarak adlandirilir (Chen 1973).
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boliimde hemen hemen kuadratik ¢ -yapilari tanitilmistir. Temel olarak Debmath ve Konar

(2011) ¢alismasi esas alinmistir. Once metalik yapilarin ortaya ¢ikmasia ilham veren altin
sayl kavrami ve daha sonra metalik yapilar ile donatilmis diferensiyellenebilir manifoldlar
tanitilmastir.

Carriazo ve Pérez-Garcia (2017) hemen hemen bir kompleks manifold ile reel sayilar kiimesinin
Riemann ¢arpimi ya da katli Riemann ¢arpimi g6z Oniine alindiginda sirasiyla hemen hemen
kosimplektik ve hemen hemen Kenmotsu yapilari elde etmislerdir. Buradaki yontem

kullanilarak yeni bir hemen hemen kuadratik ¢ -yapisi elde edilmistir.

3.1. Metalik Manifoldlar

AB
Tamm 3.1. Herhangi bir AB dogru pargasi {izerindeki bir C noktasi i¢in % oranina ekstrem
AC| P
oran, m oranina ortalama oran denir (Yagci 2005).
[ & L ®
A C B
Sekil 3.1. Ekstrem ve ortalama oran
3 N L .. |AB| |AC|
Tanmim 3.2. Eger AB dogru pargasi {izerindeki bir C noktasi i¢in m ekstrem orani, C_B|
ortalama oranina esit oluyorsa, yani
|AB| |AC|
|AC|  [cB|
| i . A8 . |AC]
ise C ye AB dogru pargasinin altin béliimii ya da altin noktast, m veya m oranina da

altin oran denir (Yagc1 2005).

Yukaridaki AB dogru pargasinda |AC| =X Ve |CB| =Yy olsun. O halde,

|AB| _ x+y

|AC|  «x
|Ac] _ x
ICB| y



olarak bulunur. Bu iki ifadenin esitliginden

X+y_X (3.1)

Y
elde edilir. Bu esitlikte paydalar esitlenirse

Xy +y? = x? (3.2)

denklemi elde edilir. (3.2) denkleminin her iki tarafi y® ye béliiniirse

X x )

LI H (33)
esitligi bulunur. Sonug olarak X =t olarak tanimlanirsa (3.3) esitligi

t? —t-1=0 (3.4)

olarak yazilir. Ikinci dereceden bu denklemin kokleri ise

_1+45 y 145

2 2

Y

dir. X ve y uzunlugu ifade ettiginden X,y >0 dir ve X_t>0 olur Dolayisiyla (3.4)
y

denkleminin negatif olan kokii degil pozitif olan kokii alinarak

1+J§

2

t= =1,6180339...

|AC

X .
reel sayisina ulagilir. Boylece —| = — =1 sayisi literatiirde altin oran sayisi olarak adlandirilir
y

CB|

(Yagc1 2005).
Altin oran sayisinin Fibonacci dizileri ile iligkisi asagidaki sekilde kurulur:

Her pozitif s reel sayis1 i¢in S—Fibonacci dizisi (F ).y
F,=0 F,=1 (3.5)

baslangi¢ sartiyla
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i)

s,m+1

=sk, , + I

s,m-17

m>1 (3.6)

rekiirans bagmtisiyla bellidir (Falcon ve Plaza 2007, Falcon 2014).

s — Fibonacci sayilar:

F.,=0
F,=1
F,=s
F,,=s"+1
F,,=s"+2s

F, =s"+3s°+1
F,,=5"+45°+3s
F,,=s"+5s" +6s” +1

F,,=s'+6s°+10s° +4s

Eger s=1 olarak aliirsa {0, 1,1, 2, 3,5,8,...} dizisine klasik Fibonacci dizisi denir (Falcon

ve Plaza 2007, Falcon 2014).
Tekrar s—Fibonacci dizisi goz oniine alinsin ve (3.6) esitliginde s=1 yazilsin. O halde

E _.=F

1m

+ m>1 (3.7)

M T 1
elde edilir. Kisaligin hatirt igin bu dizi
fo,=f +f ;5 m>1 (3.8)

seklinde gosterilsin. Burada f, = f, =1 olarak tanimlansin.

Simdi

F(x)=> f,x" (3.9)
m=0

kuvvet serisi yazilsin. (3.8) yardimiyla

foX" (3.10)

s

i fo X" = i fox"+
m=1

m=1 1

3
I

denklemi elde edilir. Simdi de bu denklem F(x) cinsinden yazilmaya caligilsin.
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Once ) f x™ serisi bulunsun.

m=1

o0

F() =3 fx" = 43 fx" =143 £ x" (3.11)
m=0 m=1 m=1

yazilabilir ve buradan

s

f x"=F(x)-1

3
N

(3.12)

olarak bulunur. Simdi Z f, X" serisi bulunmaya calisilsin.

m=1

S =3 £ XM= xS X" = XF(x) (3.13)
m=0

elde edilir. Son olarak Z f X" serisi F(x) cinsinden yazilsin. O halde

m=1

(3.14)
m=1 m=2 X m=2
olarak yazilir. Diger taraftan F(x) Kuvvet serisi
F(x)=> fx" = fo+xf+ > fx"=1+x+ > f x" (3.15)

m=0 m=2 m=2

olarak agilabilir. Buradan
D X" =F(x)-1-x (3.16)
m=2
bulunur. (3.14) ve (3.16) denklemlerinden
Isfx= FO)-1=x (3.17)
X5 X

elde edilir ve

Z f X" = F(-1-x (3.18)
m=1 X

olarak bulunur.
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Simdi elde edilen (3.12), (3.13) ve (3.18) ifadeleri (3.10) denkleminde yerine yazilsin.
Boylece

FO)-1-x _ (F(x) -1) + XF(x) (3.19)

esitligi elde edilir. Buradan

F(x) =

3.20
1—x—x? (3.20)

olarak bulunur.

1-x—Xx*==(x=r)(x-p)

. ~1++5 oe ~1-5
2 2
formunda yazilirsa
1
F(x) =
() 1-x—x°
-1 1 1 1

T(x=0(x=p) (T-p) Xx—=p x-r

esitligine ulasilir. Boylece

T
1 p r
]F — _
(0= )(1 X 1_)
p r
1&x" 1&xX™
- (‘Bmzoﬁ*?%r—m)

m

0
m+1 z m+1

0

m=
m+l m+1
-r

<r- O
(r-p) ZS (r|o)'“*l

elde edilir.
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~1+ JE)(—l—JE

r =
p=( 2 2

r-p=+5

)=-1

oldugundan
1 © pm+l _ r.m+1
F(x) = ( —X")
(r—p) mzo -
_ i (_1)m+1 pm+l _ rm+le
m=0 r— p
0 . pm+1_|,m+1 o
=> (-1 tE X
2, N
=> f.x"
m=0
bulunur.
Boylece
m+1 _ r.m+l
fm (_1)m+l p
J5
elde edilir.
u :—rzﬁ, v:—pzlJ”/g
2
degisimi ile
f B Vm+l _ um+l

sonucuna ulasilir.
Bir baska sekilde

f :i(vml_(l_v)mﬂ)

N

Binet formiilti bulunur.
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Son olarak

)

m+2_ _ m+2
lim(m) = fim (o LW
X—>0 fm x—o0 - \yMF _(]__V)m+

1+\/§ m+2 l—\/g m+2
) 15
T e [Mg}mﬂ_(l_\/g]mﬂ

2 2
1_(1_\/§Jm+2
_ 1+\/§( 1++/5 ):1+\/§
K> 2 . 1_\/§ m+1 2
1+J§

altin oranina ulasilir (Nesin 2009).
Tamm 3.3. p ve q iki pozitif tamsay1 olsun.
X2—px—q=0

denklemini g6z Oniine alinsin. Bu denklemin pozitif ¢6ziimii

_Pp+yp’+4g (3.21)

O'p’q 2
dir. Bu ozellikteki (p,q) ikilisine metalik sayilar denir (Spinadel 2000).

Burada
) p=q=1ise o, = % altin oran,

i) p=2, q=1ise O'z,1=1+\/§ glimiis oran,

3+J1_3

lii) p=3, q=11ise O ="y bronz oran,

V) p=1 q=2ise o,,=2 bakiroran,

1+\/l_3

2

nikel oran vb. bulunur.

V)p=1 q=31ise o,,=

20



Tamm 3.4. n-boyutlu M diferensiyellenebilir manifold tizerinde tanimli (1,1) tipindeki tensor

alan1 J ve birim doniisiim | ,
J?-J-1=0

denklemini saglar ise J tensor alanina M nin bir altin yapisi ve (M, J) ikKilisine altin manifold

denir (Crasmareanu ve Hretcanu 2008).

Aslinda bu yapilar asagida tanimi verilecek polinom yapilarin 6zel bir durumu olarak ortaya

cikmaktadir.

Tamim 3.5. M" diferensiyellenebilir bir manifoldu tizerinde tanimli (1,1) tipindeki tensor alani

J, birim doniisiim | ve rank(J) =n olmak iizere

QW) =J"+a J"'+..+a,J’+aJ+al =0, a_,..,a,3,a¢cR

ile tanimli Q(J) polinomuna yap: polinomu, J ye polinom yap: ve (M, J) ikilisine polinom

manifold denir (Goldberg ve Yano 1970, Goldberg ve Petridis 1973).

Tammm 3.6. M" diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M iizerinde tanimli (1,1) tipindeki

tensor alan1 J, birim doniistim |, rank(J) =n ve yap1 polinomu

Q(J)=J3*+ad+al =0

verilsin. Yani
J?=pl+ql; p=-a,q=—3a, (3.22)
olsun.

i) Eger p=1, q=1ise J, Miizerinde altin yapi olur ve o = l+£/§

altin orani bulunur (Crasmareanu ve Hretcanu 2009).

i) Eger p ve q pozitif tamsayilar ise J ye M iizerinde metalik yapr denir

(J% = pJ +ql) (Crasmareanu ve Hretcanu 2013).

iii) Eger p=0, g=-1 ise J ye M ftizerinde hemen hemen kompleks yapt denir
(3% =—1) (Yano ve Kon 1984).
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iv) Eger p=0, q=1 ise J ye M iizerinde hemen hemen ¢arpim yapi veya para-

kompleks yapi denir (3 =1) (Gray 1967).

V) Eger peR—(-2,2) ve q=-1ise J ye M iizerinde Poly-Norden yap: denir (Sahin
2018).

vi) Eger p=-1, g =§ ise J ye M lizerinde hemen hemen kompleks altin yapt denir

(32 =-J +§ 1) (Bilen, Turanh ve Gezer 2018).

Tanmm 3.7. M, J metalik yapisi ile verilmis diferensiyellenebilir bir manifold olsun. O halde

(M, J) ikilisine metalik manifold ad1 verilir. (Crasmareanu ve Hretcanu 2013).

M iizerinde herhangi bir J metalik yap1 verilirse, asagidaki formda iki tane hemen hemen

carpim yapi elde edilir (Crasmareanu ve Hretcanu 2013).

F, =(5 2 -3 P
Opq— P Opq— P

Tersine, M iizerinde herhangi bir F hemen hemen ¢arpim yapisi varsa, M iizerinde asagidaki

formda iki tane metalik yap1 elde edilir (Crasmareanu ve Hretcanu 2013).

20'p’q -p

J, =t F+l
2

+

Tamm 3.8. M bir Riemann manifold ve X,Y eI'(TM) igin
g(IX,Y)=9(X,JY) (3.23)

ise g metrigi J polinom yapist ile uyumlu oldugu séylenir. Bu durumda (g, J) ikilisine metalik
Riemann yap1, (M, g,J) tglisii de metalik Riemann manifold denir (Crasmareanu ve Hretcanu

2013).
(3.22) ve (3.23) yardimi ile X,Y €I'(TM) i¢in
g(JIX,JY) =pg(IX,Y) +qg(X,Y) (3.24)

esitligi elde edilir.
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Ayrica Tanim 2.12. geregince N; =0 ise J polinom yapisi integrallanebilir olacaktir.

V., g metrigine gore Levi-Civita konneksiyonu olmak tizere; VJ =0 ise J metalik Riemann

yapisi, lokal metalik olarak adlandirilir.

[X,Y]=V, Y-V, X,  V,JY=JV,Y (3.25)

ve (3.22) denklemi kullanilarak N; =0 olarak elde edilir. Boylece bir lokal metalik Riemann

manifoldu daima integrallenebilirdir sonucu ¢ikarilabilir (Crasmareanu ve Hretcanu 2013).

3.2. Kath Carpim Manifoldlar:

Katli garpim manifoldlar1 genel gorelilik teorisinde kozmolojik modeller insa etmek i¢in 6nemli
bir yere sahiptir. Omegin Schwarzschild ve Robertson-Walker kozmolojik modeller katl
carpim manifoldlarinin iyi bilinen 6rnekleridir (O’Neill 1983). Ayrica katli garpim manifoldlart
Riemann ¢arpim manifoldlarinin bir genellemesi olarak da ortaya ¢ikar (Bishop ve O'Neill
1969).

Bu boliimde katli ¢garpim manifoldlar: tanimlanmig ve 6zellikleri verilmistir.

Tamm 3.9. (M",g,,) ve (N",g,) iki Riemann manifold ve f, M iizerinde pozitif degerli

diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. 7z:MxN—>M ve o:MxN—>N, MxN

manifoldunun dogal izdiisiim déniisiimleri olmak iizere M =M x N katli garpim manifoldu
her X,Y e(TM) icin

<X,Y >=g,,(mX,zY)+(f o 7)*g, (- X, zY) (3.26)
metrik tensorii ile olusturulmus M x N ¢arpim manifoldudur (O'Neill 1983).

f fonksiyonu katli ¢arpimin kivrilma (warping) fonksiyonu olarak adlandirilir. Eger f =1 ise

M =(M x N, <,>) katl ¢arpim manifoldu, Riemann ¢arpim manifolduna indirgenir.

Bir Riemann manifoldundaki gibi pxN=7z"(p) lifleri ve Mxq=0c"(q) yapraklar
M =M x, N katli ¢arpim manifoldunun alt manifoldlaridir ve katli metrik asagidaki iig

ozellikle karakterize edilir (O'Neill 1983):
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i) Herhangi qe N igin 7, , doniisiimii M iizerinde bir izometridir.

i) Herhangi peM i¢in 7, doniisiimii N {izerinde 1/ f(p) sabit ¢arpan ile garpim
halindedir.

iii) Herhangi (p,q)eM igin pxN=7z"(p) lifleri ve Mxq=0""(q) yapraklart (p,q)

noktasinda ortogonaldir.

—
Yaprak

. B
p

Sekil 3.2. Katl ¢carpim
X el'(TM) ve U eT'(TN) i¢in

K(X AU)=g(V,V X -V, V,X,U)

) (3.27)
= (U )V, X)f —X2f}

olmak iizere eger (M,g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu i¢in {ee,,...e } bir lokal

ortonormal ¢ati, {€,€,,....,} M manifolduna ve {e, ,...e,} N manifolduna teget olacak

sekilde segilirse,
Af &
i=1

elde edilir (O'Neill 1983).
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M ve N manifoldlari, M Katli ¢arpim manifoldunun sirasiyla baz: ve lifi olarak adlandirilir.
(p.g) € M xN noktasti¢in T (M xN) tanjant uzayi,

TopMxq)®T  (pPxN)=T M ®T N direk toplamina izomorfiktir.

L, (M), M tzerindeki vektor alaninin yatay lifti (kaldirilmisi) ve £,(N), N iizerindeki

vektor alaninin dikey lifti (kaldirilmigt) olan M x N iizerindeki vektor alanlarinin ctimlesi

olsun.

Bu durumda X € £,,(M) ve U € £,(N) olmak iizere M x N {izerindeki bir vektor alani

E = X +U olarak yazilabilir.

Boylece,

7.(L,,(M))=I'(TM) ve o.(£,(N))=T(TN) dir. Yani,
7.(X)=X eI’(TM) ve o.(U)=U eT(TN) dir (O'Neill 1983).

Sonug 3.10. (M™,g,,) ve (N",g,) iki Riemann manifoldu ve M=Mx N kath ¢arpim

manifoldu olsun. Eger,
XY e £, (M) ise [X,Y]=[X,Y]e L, (M) (3.29)
dir (O'Neill 1983).

Benzer durum £,(N) icin de yazilabilir.

Sonu¢ 3.11. (M,g,,) ve (N,g,) iki Riemann manifoldu ve M =M x N kath carpim

manifoldu olsun. O halde
X eLl,(M)veU eL,(N) ise <X,U>=0 ve [X,U]=0 (3.30)
dir (O'Neill 1983).

Onerme 3.12. M =M x N kath ¢carpim manifoldu i¢in V, "V ve "V konneksiyonlari
sirastyla M, M ve N iizerindeki Riemann konneksiyonlar olmak iizere; X,Y € L,(M) ve

U,V e£,(N)igin,
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VY e, (M), MV, Y ninliftidir. Yani, z.(V,¥)="v,Y

i)V,U=vV,X =@u (3.31)
)7,V = " v,V - Y2 (gradf), 0.(V,V) = YV,

dir (O'Neill 1983).

Burada f oz i¢in f ve grad(f o) igin gradf yazilarak gosterim sadelestirilmistir.

Onerme 3.13. M =M x ¢ N katli carpim manifoldunun Riemann egrilik tensorii MR ve H' ,

f nin Hessian1 olmak iizere;

Eger X,Y,Z €L, (M)ve UV,W &£, (N)ise,

(l) MRX,YZ = MRX,YZ

- Hf(X,Y
(Z)MRXYVY:—(f )v

3 "R,V ="R,, X =0 (3.32)

() "R, U ="R, U+ —-{<V,U >W-<W,U >V}

dir (Chen 2017).

Onerme 3.14. M =M x ;N katli carpim manifoldunun Ricci egrilik tensorii MS olmak iizere

X.,Y e £, (M) ve U,V e £, (N)icin,

@) “S(X,Y) = MS(X,Y)-%Hf(x,Y), k =boyN
(2) "S(X,U)=0 (3.33)

3) "SU,V)="SU,V)- { (K 1)”gradf”} <UV>

dir (Chen 2017).

26



Simdi M=1Ix,N, <,>=dt’+ f?(t)g, olarak tanimlanan &zel bir katli garpim manifoldu

diistiniilsiin. Bu durumda,

V.,0t=0, VX =V, ot =%x
® (3.34)

< X,Y > F(t)ot

f(t)

V,Y ="V Y-

dir.

3.3. Hemen Hemen Kuadratik ¢ -Yapi

Tamm 3.15. M, n -boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve ¢ (1,1) tensor alani, & birim

vektor alani,  1-form olsun. p keyfi sabit ve g sifirdan farkli sabit olmak iizere;
¢c =0
¢’ =pp+q(l -n®S); p°+4q#0 (3.35)

ise (¢,&,n) Uglisiine M {izerinde hemen hemen kuadratik ¢ -yap:, (M, ¢,&,n7) dortliisiine ise

hemen hemen kuadratik ¢ -manifold ad1 verilir (Debmath ve Konar 2011).

i) Eger p=0, q=-1ise ¢°=—1+7Q®¢& yapisina hemen hemen kontak yap: denir
(Blair 2010).

ii)Eger p=0, q=1ise ¢>=1-n®¢ yapisina hemen hemen para-kontak yap: denir
(Zamkovoy 2009).

Teorem 3.16. Hemen hemen kuadratik ¢ -manifoldunun hemen hemen kuadratik ¢ -yapisi tek

degildir (Debmath ve Konar 2011).

Ispat: ¢° = pp+q(l -n®&); p°+4q=0 denklemini goz oniine alinsm. f, M" {izerinde
singiiler olmayan vektor degerli lineer fonksiyon ve ¢° (1,1) tensér alani, 7° 1—form, £* birim

vektor alani olsun.
fog'=gof, n=nof, 1&7=¢
dir. Buradan bazi hesaplamalar yapilirsa ve f nin singiilerligini kullanilirsa
$7 =-pg —q(l -n" ®L); p°+4q=0
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elde edilir (Debmath ve Konar 2011).

Teorem 3.17. M" hemen hemen kuadratik ¢-manifoldu asagidaki o6zelliklere sahiptir

(Debmath ve Konar 2011).
1) no¢=0
2) né=1

3) rankg=n-1

[2 _ [h2
Pt FZ) +4q, Py P *4q ve 0’dir. Eger 4, o, ve &

¢ yapi tensOriiniin 6z degerleri 5

sirastyla ¢ nin 6zdegerlerine karsilik gelen 6z vektorler ise, A, o, ve & lineer bagimsizdir

(Debmath ve Konar 2011).

Simdi asagidaki gibi dagilimlar tanimlansin:

2 _ 2, [
I —{X e[(TM): aLX = —g2X — (VP44 =Py, a=—2q—p+fp+4q}; boyIl, =,

2

T, ={X e [(TM): QX = —¢°X +(—”’2+24‘“‘°)¢. p=—2q PP r4a V;’2“‘“}; boy I, =,

I, ={X eC(TM): BRX =¢°X — ppX —gX =—qn(X)&}; boyll, =1

Yukaridaki gosterimlerle ilgili olarak Debmath ve Konar (2011) asagidaki teoremi

ispatlamislardir.

Teorem 3.18. Bir M" manifoldunun hemen hemen kuadratik ¢ -manifold olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul, M" manifoldunun biitiin noktalarmnda II NII, ={&}, II, NII, ={J},
I, NI, ={} ve II, UII, UIl, =TM olacak sekilde IT,, IT,ve II, dagilimlarinin var
olmasidir (Debmath ve Konar 2011).

Teorem 3.19. Her hemen hemen kuadratik ¢-manifold M" de

9(X, ) =n(X) ve g(#X,¢Y)=0qg(X,Y)-an(X)n(Y)

bigiminde bir g Riemann metrik tensorii bulunabilir (Debmath ve Konar 2011).
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Ornek 3.20. Debmath ve Konar (2011) asagidaki gibi R* iizerinde hemen hemen kuadratik ¢

-yap1 Ornegini verdi:

¢ (L,1) tensor alani,  1-form ve & vektor alani olmak iizere;

. n=[0 0 0 1], &=

o O o N
O O N -
o o1 O O
o O O o
O O O

olarak tanimlanirsa
¢* =4p+5(1,-n®¢)

dir. O halde R* hemen hemen kuadratik ¢ -yapisina sahiptir.
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4. BULGULAR

4.1. Hemen Hemen Kuadratik Metrik ¢ -Yap1

Debmath ve Konar (2011) bir diferensiyellenebilir n-boyutlu manifold {izerinde 3. béliimde

tanitildigi izere hemen hemen kuadratik ¢ -yapilarini tanitmistir ve bu yapilar1 saglayan sayisal

bir 6rnek vermistir.

Hemen hemen bir kompleks manifold ile reel sayilar kiimesinin Riemann ¢arpimi ya da katl
Riemann ¢arpimi géz 6niine alindiginda sirasiyla hemen hemen kosimplektik ve hemen hemen

Kenmotsu yapilari elde edilir (Carriazo ve Pérez-Garcia 2017).

Boylece bir hemen hemen metalik manifold ile bir reel sayimnin Riemann ya da katli Riemann
carpimi yardimiyla Debmath ve Konar (2011) tarafindan tanimlanan hemen hemen kuadratik

¢ -manifoldlar1 elde edilip edilemeyecegi problemi ortaya ¢ikmistir.

Bu boliim orijinal sonuglardan meydana gelmektedir. Bu kisimda Oncelikle hemen hemen

kuadratik metrik ¢ -yap1 tanitilacaktir. Lokal metalik Riemann manifold N ile R kath ¢carpimi
olan M =(Rx N, <,>=dt’+ f’g) Riemann manifoldun bir kuadratik metrik ¢ -yapiya

sahip oldugu ispat edilecektir. (¢,7,&) hemen hemen kuadratik ¢-yapisi ile verilen

diferensiyellenebilir her M manifoldunun kendisiyle uyumlu bir Riemann metriginin var

oldugu ispatlanarak Teorem 3.19. un daha genel formu verilecektir.

Tanmm 4.1. (M, g,,) Riemann manifold ve (¢,&,77), M iizerinde hemen hemen kuadratik ¢ -

yap1 olsun. Eger,
Oy (#X,Y) =g, (X, 4Y) (4.1)

ise g,, Riemann metrigi kuadratik ¢ -yap1 ile uyumludur denir ve (g,,,¢,&,77) dortlisi M

tizerinde hemen hemen kuadratik metrik ¢ -yap: olarak adlandirilir.

(4.1) denkleminde X yerine ¢X yazilip (3.35) denklemi kullanilirsa

Ou (8X,8Y) = pg,, (6X,Y)+0a(gy (X,Y)=n(X)n(Y)) (4.2)

denklemi elde edilir.
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(N,gy,J) metalik Riemann manifold olmak iizere «<,>>=dt”+ f?g,, Riemann metrigi ile

verilen M =Rx N katli garpim manifoldunu gz éniine alinsin.

Simdi Carriazo ve Pérez-Garcia (2017) calismasindaki benzer yontem kullamlarak (M, §)

tizerinde hemen hemen kuadratik metrik ¢ -yap1 tanimlansin. X , N iizerinde herhangi keyfi

vektor alanive dt =7, &= % verilmek iizere, M iizerinde herhangi bir keyfi bir vektor alani
X =n(X)&+X

seklinde yazilabilir. Dikkat edilirse 7(&) = dt(%) =1 dir. J metalik tensor alan1 yardimiyla
M iizerinde (1,1) tipinde yeni bir ¢ tensor alani X e(TM) icin
X =JIX, X eI(TN) (4.3)
seklinde tanimlansin. Bu durumda M iizerinde herhangi bir X vektér alani i¢in
§5 = §(E+0)=30=0 (4.4)
dir. Daha fazlas1 (4.1) yardimiyla
n(¢X)=n($X)=dt(IX) =0 (4.5)
dir. Boylece (4.4), (4.5) ve (3.22) yardimiyla
#*X = ppX +q(X ~n(X)¢) (4.6)
denklemi elde edilir. Her X,Y e [(TM) igin

< ¢X,Y >=f2g(IX,Y) = £2g(X,IY) =< X, ¢Y >
esitligine ulasilir. Daha fazlasi

< ¢X, Y >= f2g(IX,JY)

= f*(pg(X,J¥)+qg(X,Y)
=p< X -n(X)&, &Y > +q(< X,Y > -n(X)n(Y))
=p< X, &Y >+q(< X,Y > -n(X)n(Y))

elde edilir.
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Boylece asagidaki 6nermeye ulagilir.

Onerme 4.2. (N, g,J) bir metalik Riemann manifoldu ise M =(Rx N, <,>=dt?+ f2g)

katli garpim manifoldu tizerinde bir hemen hemen kuadratik metrik ¢ -yapis1 vardir.

Tamm 4.3. (M, g,V,#,&,7) hemen hemen kuadratik metrik ¢ -manifoldu

(Vi)Y = B{a(X, ¢ )E+n(Y)pX}, BeC”(M) (4.7)
Ozelligini sagliyorsa (/3,¢) -Kenmotsu kuadratik metrik manifold olarak adlandirilir.

(4.7) ifadesinde Y =¢& alinirsa ve (3.35) esitligi kullanilirsa

V& ==p(X-n(X)SE) (4.8)
esitligi elde edilir.

Ayrica (4.8) esitligi ile dr7 =0 bulunur. Eger S =0 ise bu tiir manifoldlar kosimplektik

kuadratik manifold olarak adlandirilir.

Teorem 4.4. (N, g,V,J) lokal metalik Riemann manifold ise R x ; N katli ¢arpim manifoldu

!

bir (—fT,¢) -Kenmotsu kuadratik metrik manifolddur.

Ispat: X,Y eT(TN) ve §=§EF(R) olmak iizere Rx N iizerinde X =n(X)é+X ve

Y = 77(Y~ )E+Y vektor alanlarini géz Oniine alinsin. (4.3) yardimiyla

(Vi p)Y =V Y =gV ¥
=V, Y +(X)V,IY —¢(V, Y +n(X)V.Y)

. . . N - (4.9)
=V Y +n(X)VIY =d(V,Y + X((Y)S +n(Y)V &
+n(X)V.Y +EmONn(X)E)
elde edilir. (4.9) de (3.34) esitlikleri kullanilirsa
(Vi h)Y =(V, )Y L X,JY >>§+77()Z)£JY —¢(n(i)£x +n()Z)LY)
f f f f (4.10)

=(V, )Y —fT'(<< X, > E+n(Y)pX)

bulunur.
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VJ =0 oldugundan son denklem
(6X~¢)\7=—f7(<< X, Y > E+n(Y)pX) (4.11)

!

denklemine indirgenir. V&= fT X esitligi kullanilirsa

7,8 = (X -n(0)2)

!

elde edilir. Boylece Rx (N bir (—fT,¢) -Kenmotsu kuadratik metrik manifolddur.

f =1 alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.5. (N,g,V,J) lokal metalik Riemann manifold olsun. O halde RxN ¢arpim

manifoldu bir kosimplektik kuadratik metrik manifolddur.

Ornek 4.6. Blaga ve Hretcanu (2018) asagidaki sekilde R™™ iizerinde metalik bir yap1 insa

etmislerdir:
JpP+4 — 244
p, g pozitif tamsayilari i¢in o =0, = PEVP P e 5o —PTNP FEPA ek
) 2 p.q 2
lizere;

J(Kpseer X3 Yiroes Y) = (0K, OX G Yy TY) -

Teorem 4.4. yardimi ile H™™" = R x R, (=1, ¢)-Kenmotsu kuadratik metrik manifold elde
edilir.
Tanim 4.7. M, N"™(C) uzay formunun bir hiperyiizeyi olsun. M nin sekil operatorii A, M
iizerinde bir metalik yap1 yani

A% = pA+ql

n+1

ise M ye N"(c)uzaymda metalik sekilli hiperyiizey denir (Ozgiir ve Yilmaz Ozgiir 2015).

Eger M, N"(c) nin bir metalik sekilli hiperyiizeyi ise M nin asli egrilikleri
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o _Pryp’+dpg | p—p’+4pg

1 2 ' 2 2
seklinde olur.

Teorem 4.8. R"™ in metalik sekilli hiperyiizeyleri

) ve S" (;) hiperkiireleridir (Ozgiir ve Yilmaz Ozgiir 2015).

2
S"(—
p++/p?+4pq p>+4pg—p

Ornek 4.9. Teorem 4.4. ve Teorem 4.8. kullanilarak

2

p+\/p2+4q)

(—tanht, ¢) -Kenmotsu kuadratik metrik manifold 6rnegi elde edilir.

n+l n
H =Rx cosh(t) S (

Teorem 4.10. (¢,n,£) hemen hemen kuadratik ¢ -yapisi ile verilen diferensiyellenebilir her

M manifoldunun kendisiyle uyumlu bir Riemann metrigi vardir.

Ispat: (¢,7,&) hemen hemen kuadratik bir ¢ -yapisi oldugundan ¢?>X = pgX +q(X —7(X)E)

dir. Simdi M iizerinde

g:I'(MM)xI’'(TM) ->C*(M)
9(#X.#Y) = pg(#X,Y) +a[g(X,Y)=n(X)n(Y)], g(X.£) =n(X); VXY eT(TM)  (4.12)
olacak sekilde bir g metrigin varligini gdstermek ispati tamamlar.

h, M iizerinde keyfi bir Riemann metrigi olsun. h yardimiile M {izerinde simetrik ve 2-lineer

bir dontisiim
h:I’'(MM)xI'(TM) —>C*(M)
h(X,Y) = (X, ¢°Y) +7(X)i(Y); VXY e T(TM)
sekilde tanimlansin.

O zaman,

h(X,Y) =h(pgX +a(X =1(X)&), pgY +a(Y —7(Y)E) +n(X)n(Y)
ve
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h(X,&) =n(X) (4.13)
dir.
Simdi bu h déniisiimiinii kullanarak bir
g:’'(MM)xI(TM) - C”*(M)
vX,Y eT'(TM) ve a+06 #0 igin
g(X,Y)= Jlrﬁ[ah(x Y)+ ph(gX, ¢Y)+y(h(¢x Y)+h(X, ¢Y)+577(X)77(Y)}
doniligiimii tanimlansin. Bu durumda (4.13) denklemi ile birlikte
0(X, &) =——(@h(X,&) + 5n(X) =——G(X,8) =——(a+(X) =n(X)  (4.14)
a+o a+o a+o

esitligi elde edilir. VX,Y eT'(TM) i¢in

9(@X. V)= —— [ah(qﬁx )+ Ph(g* X, 97 ) + L 5 (N@*X,gY)+h(gX, ¢2Y))}

a+§

1 | @heX, #Y)+ Bh(pgX +a(X —n(X)E), pgY +a(Y —n(Y)E))
+5 (h(p¢X +a(X =n(X)E).4Y) +h(gX, pgY +a(Y —n(Y)E)))

dir. Boylece

. ah(¢X,4Y)+ Bp*h(gX,4Y) + Bpah($X,Y)
9(gX,gY)=——| +Bpah(X,¢Y)+ Ba*h(X,Y) - Ba’n(X)n(Y)

a+o
+g(ph(¢X,¢Y)+qh(X,¢Y)+ ph(#X,4Y)+qh(¢X,Y))

bulunur.

Sonug olarak

1 | BANCXY)+(a+ Bp° +yp)h($X,¢Y)

) 2 (4.15)
a+8|+(8pq +q§)(h(X @Y)+h(gX,Y)) = Ban(X)n(Y)

g(¢X,gY) =

denklemi elde edilir.
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Pg(#X,Y) = [ahwﬁx Y)+ Bh(# X, ¢Y) + = (h(¢ X,Y)+h(¢X, ¢Y))}

a+o

p
a+5

ah(¢X,Y)+ Bph(gX,#Y)+ Bah(X, 4Y)
+5 (ph(¢x Y)+ah(X,Y)—an(X)n(Y)+h(¢X,4Y))

gyh(x,Y)+(ﬂp+g)h(¢x,¢v)+(a+ pg)h(céx,v)

“E N+ pan(x,90) - L (X ()

esitligi diizenlenirse

b gyh(x,Y)+(ﬁp+g)h(¢x,¢v>+(a+pg)h@sx,v)

Pg($X.Y)=——
+Bah(X.4Y) =4 Zn(X)n(Y)

(4.16)

denklemi elde edilir.

Son olarak
qo(X,Y) = 25[ah(x Y)+ ph(pX, oY) += (h(¢X Y)+h(X, ¢Y))+577(X)77(Y)} (4.17)
esitligi elde edilir. (4.14) yardimu ile

—an(X)n(Y) =

(4.18)

denklemi elde edilir.

Simdi bu denklemler (4.12) ile karsilastirilirsa

L | BINXY)+(a+ Bp* +y P)h($X, ¢Y)
a+o +(ﬁp0|+qg)(h(X,¢Y)+h(¢X Y)) =B n(X)n(Y)
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) %yh(x,Y)+(ﬂp+§)h(¢x,¢v)+(a+pg)h((zsx,v)

a+o

+ﬂqh(x,¢v)—q§n(xm(v)

+ g {ah(x YY)+ Bh(gX,¢Y) +Z(h(¢X YY)+ h(X,¢Y))+5r7(X)77(Y)}
a+o 2

a+o

a+5n00nW)

—q

esitligine ulasilir.
Bu denklemdeki terimlerin katsayilar1 birbirleri ile esitlenirse
h(X,Y) teriminin katsayilarindan,

2
£q —( p )Hy+ q
a+o a+od 2 a+o

o

bulunur.

Bu denklem diizenlenirse 25q° = pgy +2dqa bulunur ve buradan da

Aq :%+a (4.19)

denklemi elde edilir.

h(¢X,¢Y) teriminin katsayilarindan,
1
PAa=a+-yp
2
elde edilir.
h(¢X,Y),h(X,8Y) ve n(X)n(Y)terimlerin katsayilarindan tekrar fq = + % yp esitligi elde

edilir. Boylece £q =a+% yp ve a+0 #0 esitligini saglayacak sekilde «, S, ¥ ve o reel

sayilari belirlenirse (4.12) denklemini saglayan M {izerinde kuadratik ¢ -yapi ile uyumlu bir g

Riemann metrigi bulunur.
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Uyar1 4.11. Eger a =6=q ve B=y=1 segilirse, p=0 elde edilir. Bu durumda Teorem
3.19. elde edilir.

Onerme 4.12. (M, g,V,¢,&,17) manifoldu (3, ) -Kenmotsu kuadratik metrik manifold olsun.
O halde ¢ kuadratik yapisi integrallenebilirdir. Bir baska deyisle ¢ ye karsilik gelen Nijenhuis

tensérii N, =0 dir.
Ispat: (2.17) ifadesinde (4.6) esitligi kullanilirsa; X,Y € I'(TM) vektdr alanlari igin

N, (X.Y) = $ [X. YT+[$X, ¢Y1-gl#X Y] =4[ X, 4Y]

= pg[X Y1+ a([X,YI-n([X,YDE) +V ,8Y -V, X
_¢(V¢XY _VY¢X)_¢(VX¢Y —VWX) (4-20)

= PPV, Y = pgVy X +qV, Y —qV, X —an([X,Y ])$
+(V¢>< ¢)Y _(V¢Y¢)X +¢VY¢X _¢VX¢Y

elde edilir.

(4.6) esitligi kullanilarak

PAV Y =V, Y = gV, Y +(V, B)gY —V, 4°Y
:_p(vx¢)Y +(Vx¢)¢Y _qva (4-21)
+aX (7(Y))S+a(nr(Y)V, <&

bulunur.

(4.20) de son denklem yazilirsa

N, (X,Y)==p(Vx @)Y + p(Vy @)X +(V( h)pY —(V,#)pX
+(Vx )Y = (V)X +a(Xn(Y)S =Yn(X)& =n([X,Y])S) (4.22)
+a((Y)V & -n(X)Vy <)

elde edilir.

(4.22) de (4.6) ve (4.11) kullanilarak,

N, (X,Y) =a(Xn(Y)& = Yn(X)e—n([X,Y]S)
=0

bulunur. Boylece teoremin ispati tamamlanr.
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4.2. Metalik Riemann Manifoldlarimin Kuadratik ¢ -Hiperyiizeyleri

Bu boliimde (M™,§,V,J) lokal metalik Riemann manifoldunun kuadratik ¢ -hiperyiizeyleri

incelenmistir ve orijinal sonu¢lardan olugmaktadir.

Teorem 4.13. M™, J metalik yapisina sahip diferensiyellenebilir bir manifoldve M", M™*

nin bir hiperyiizeyi olsun. O zaman M " tizerinde (¢,7,&) almost kuadratik ¢ -yapisi vardir.

Ispat: M" nin birim normal vektor alan1 v ile gosterilsin. ¢ M" iizerinde (1,1) tensér alan,

Eel(TM) ve n 1-form olmak iizere herhangi bir X e T(TM ") vektor alani igin;

IX =X +n(X)v (4.23)
Jv=qé+ pv (4.24)
JéE=v (4.25)

1n(&) =1 ve no¢ =0 olacak sekilde tanimlansin.
(4.23) esitligi lizerine J operatorii tekrar uygulanirsa ve (4.22) esitligi kullanilirsa

JZX =J(gX)+n(X)Iv

(4.26)
=¢"X +7(X)(0 + pv)
elde edilir.
(4.22) ile (3.22) ifadesi karsilastirilirsa
PAX + pr(X)v +0aX = ¢* X +7(X)(a + pv) (4.27)
denklemi elde edilir. Boylece
#*X = pgX +q(X =17(X)$) (4.28)

sonucuna ulasilir.

Tanim 4.14. (M",g) ve (M™,§) iki Riemann manifold olsun. i: (M",g) — (M ", §) bir
izometrik immersiyon (gémme) ise (M",g) ye (M"?,§) nin bir Riemann hiperyiizeyi denir

(O’Neill 1983).
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(M",g), (M"™,§) Riemann manifoldunun bir hiperyiizeyi ve v, M" nin birim normal
vektdr alani olsun. M" nin g metrigine gére Levi-Civita konneksiyonu vV, M™ in §
Riemann metrigine gore Levi-Civita konneksiyonu V ile gosterilsin. O halde g, § dan

indirgenmis M " nin Riemann metrigi ve A, M" nin sekil operatorii olmak tlizere her

X,Y eI'(TM) i¢in Gauss ve Weingarten formiilleri sirasiyla;
V.Y =V, Y +g(AX,Y)v; Gauss denklemi (4.29)
V,v=—AX; Weingarten denklemi (4.30)

dir (Chen 1973).

Onerme 4.15. (M™,<,>,V,J) bir lokal metalik Riemann manifold olsun. Eger

(M",9,V,¢) M™ inkuadratik metrik ¢ -hiperyiizeyi ise, 0 zaman

(Vx@)Y =n(Y)AX +g(AX,Y)S (4.31)
V, &= pAX —gAX, AE=0 (4.32)
Ve

(Vxm)Y = pg(AX,Y)—-g(AX, ¢Y) (4.33)
dir.

ispat: J lokal metalik yap: oldugundan her X,Y eI(TM) igin (V,J)Y =0 dir. Bir baska

ifade ile
V. JY =V, Y (4.34)

dir. (4.23) - (4.25) ile tanimlanan ifadelerde J metalik yap1 tensoriiniin X e gore kovaryant

tiirevi alinirsa Gauss ve Weingarten formiilleri yardimiyla

0=(Vy@)Y —n(Y)AX —qg(AX,Y)<

(4.35)
+(9(AX, gY) + X (n(Y)) —n(V,Y) - pg(AX,Y))v

elde edilir.
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Eger (4.35) denkleminin teget bilesenleri ve normal bilesenleri belirlenirse, sirasiyla;

(Vi@)Y —n(Y)AX —qg(AX,Y )& =0 (4.36)
g(AX,gY)+ X (1Y) —n(VLY) - pg(AX,Y)=0 (4.37)
bulunur.

J nin §, =g ile uyumlulugu kullanilirsa

g(IX,JY) = pg(X,JY)+qg(X,Y)
(4.23) (4.38)
= pg(X,4Y)+ag(X,Y)

elde edilir.

Baska bir sekilde ifade edilirse,

93X, 3Y) = g(@X,#Y)+n(X)n(Y)

= pa (X, #Y) +q(a(X.Y) 7 (X)) +7(X)n(Y) (4.39)
= pg(X.¢Y)+ag(X.Y) + L= qr(X)n(Y)

elde edilir.

(4.38) ve (4.39) dikkate alinirsa g =1 bulunur. (4.36) ile (4.31) ifadesine varilir. Eger (4.36) de

Y =¢ alinirsa

V& =—AX —g(AX, &) (4.40)
elde edilir.

(4.40) denkleminin her iki tarafina & uygulanirsa AS =0 elde edilir.

(4.40) denkleminin her iki tarafina ¢ uygulanip ve A =0 esitligi kullanilirsa

—pAX = PPV, &+ (V& —n(V$)S)
(7.16)

= — PAX +V, &

bulunur. Boylece (4.32) ifadesine varilir. (4.32) yardimiyla kolayca (4.33) elde edilir ve bu da

ispat1 tamamlar.
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Onerme 4.16. (M,g) bir Riemann manifold ve V, g metrigi ile indirgenmis M iizerinde

Levi-Civita konneksiyonu olsun. M iizerindeki her X vektor alani i¢in asagidaki kosullar
denktir (Yano ve Kon 1984):

(1) X, Killing vektor alanidir; yani, L, g =0
(2) Her Y, Z eI'(TM) i¢in g(V, X,Z)+9(V,X,Y)=0

Onerme 4.17. (M",g,V,¢,7,&), (M™,§,V,J) lokal metalik Riemann manifoldunun bir
kuadratik ¢ -hiperyiizeyi olsun. & karakteristik vektor alaninin Killing vektor alani olmasi igin

gerek ve yeter kosul gA+ Ag=2pA dir.
Ispat: Onerme 4.16. den,

9(Vi&:Y)+9(Vy6, X)=0
elde edilir. Son denklemde (4.32) ifadesinden yararlanilarak

Pg(AX,Y)—g(4AX,Y)+ pg(AY, X)—-g(gAY, X) =0
esitligi bulunur. A ve ¢ nin simetriklik 6zelligi kullanilarak
2pg(AX,Y) =g(¢AX,Y)+g(AgX,Y)

elde edilir ve bu esitlikten istenilen denkleme varilir.

Onerme 4.18. (M",g,V,4,&), (M™,§,V,J) lokal metalik Riemann manifoldunun bir (4, ¢)

-Kenmotsu kuadratik hiperyiizeyi ise 0 zaman ¢A = Ap ve A> = BpA+ B (I —n Q&) dur.
Ispat: d7 =0 oldugundan, (4.32) kullanilarak

0=g(Y,Vy3)-9(X,V,S)
= pg (Y, AX)—g(Y,gAX) - pg(X, AY) +g(X,gAY)

=g(AgX —gAX,Y)
elde edilir.
Béylece ¢A = Ag bulunur. (4.7) ve (4.31) esitlikleri ile
B(X,9Y)E+n(Y)pX) =n(Y)AX +g(AX,Y)S

bulunur.
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Eger son denklemin her iki tarafina & eklenirse

BI(X,¢Y)=g(AX,Y)
elde edilir. Yani
BPX = AX (4.41)
dir. X inyerine AX koyulursa ve (4.41) de (4.28) kullanilirsa
A’X = BpAX + B (X =n(X)E)
bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

(4.4) yardim ile asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.19. (M",9,V,¢,&), lokal metalik Riemann manifoldunun bir kosimplektik kuadratik
¢ -hiperylizeyi olsun. O halde M total geodeziktir.

Uyan 4.20. Hretcanu ve Crasmareanu (2013) calismasinda metalik Riemann manifoldlarinin
hiperyiizeyleri {izerinde indirgenen yapimin bazi 6zellikleri arastirildi. Fakat Onerme 4.15. deki

argiman metalik Riemann manifoldun kuadratik ¢ -hiperyiizeyi elde edilmesidir. Bazi

makalelerde M iizerindeki indirgenen yapinin, indirgenen Levi-Civita konneksiyonuna

paraleldir ancak ve ancak M total geodeziktir ifadesi kanitlanmistir.

Onerme 4.15. ile asagidaki onerme elde edilir.

Onerme 4.21. (M",g,V,4,&), lokal metalik Riemann manifoldunun bir kuadratik

hiperyiizeyi olsun. O halde her X,Y e ['(TM) i¢in
R v& =PV AY = (Vy AX) —g(V AY = (V, A)X)
dir.

Sonu¢ 4.22. (M",9,V,¢,&), lokal metalik Riemann manifoldunun kuadratik hiperyiizeyi

olsun. Sayet ikinci temel form paralelse bu takdirde R, & =0 dur.
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu tezde hemen hemen kuadratik metrik ¢ -yap1 tanitilarak lokal metalik Riemann manifold
N ile R kath ¢arpimi olan katli carpim manifoldu M = (R x N, <,>=dt*+ f?g) Riemann

manifoldun bir kuadratik metrik ¢ -yapiya sahip oldugu gosterilmistir. Daha sonra (¢,7,&)
hemen hemen kuadratik ¢ -yapis1 ile verilen diferensiyellenebilir her M manifoldunun
kendisiyle uyumlu bir Riemann metriginin varlig1 ispatlanmistir.

Ayrica (M™,§,V,J) lokal metalik Riemann manifoldunun kuadratik ¢ -hiperyiizeyi

(M",9,V,¢,n,&) bazi 6zelikleri incelenmistir.
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