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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
BIHARMONIK DONUSUMLER
Aziz ATABAY
Bursa Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Prof. Dr. Cengizhan MURATHAN

Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu ¢alisma bes boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim giris bolimidiir.

Ikinci boliimde bu ¢alismanin sonraki béliimlerinde kullanilan tanim ve kavramlar
verilmistir.

Ugiincii boliimde konneksiyonlar islendi.

Doérdiincti bolim iki Riemann manifold arasinda tanimli harmonik ve biharmonik
doniigiimlere ayrilmistir.

Besinci boliimde biharmonik olma denklemi kullanilarak pozitif Ricci egrilige sahip

olmayan bir Riemann manifoldda fM ||H||2vg < oo 0lma kosulunu saglayan biharmonik

yiizeylerin minimal oldugu gosterildi. Daha sonra biharmonik Riemann doniisiimlerin bir
0zel ¢esidi olan ve 3 boyutlu bir Riemann manifolddan bir yiizeye tanimli biharmonik
Riemann submersiyonlar ¢aligildi.

Anahtar Kelimeler: Alt Manifoldlar; Harmonik Déntisiimler; Biharmonik Dontisiimler;
Submersiyon.

2019, vi+52 sayfa.



ABSTRACT
MSc Thesis
Biharmonic Maps.
Aziz ATABAY
Bursa Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Cengizhan MURATHAN

In this thesis, there are five chapters.

The first chapter is devoted to the introduction.

Second chapter contains some well-known definitions and results which will be used in
other chapters.

Connections are studied in the third chapter.

Harmonic and biharmonic maps between two Riemannian manifolds are introduced in
section four.

In section five, using the biharmonicity equation, it is found that a biharmonic

hypersurface which has fM ||H||2vg < oo condition in a Riemannian manifold of non-

positive Ricci curvature is minimal, where H is the mean curvature of hypersurface.
Then, biharmonic submersions which are a kind of biharmonic Riemannian maps are
studied from a  three-dimensional Riemannian  manifold onto a
surface.

Key Words: Submanifold; Harmonic map; Biharmonic map; Submersion.

2019, vi+52 pages.
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1.GIRIS

Varyasyonlar hesab1 girdileri fonksiyon olan gercek degerli fonksiyonlari minimize veya
maksimize etme ile ilgili bir matematik alanidir. Varyasyonlar hesabi fizik, miihendislik,
uygulamali ve teorik matematikte genis bir uygulama alanina sahiptir ve kismi

diferansiyel denklemlerle de yakindan bir iligki i¢indedir.

Ornegin, varyasyonlar hesabindaki klasik bir problem iki nokta arasindaki en kisa yolu
bulmaktir. R? de herhangi (a, A) ve (b, B) noktalar1 belirlensin. Dogal olarak bu iki
noktadan gecgen tiirevlenebilir egriler arasinda boyu en kisa hangi egridir sorusunu sormak
mimkiindiir. Bu iki noktadan gecen herhangi tiirevlenebilir egri f:[a,b] = R, x —

f(x) = y fonksiyonu ile belli olsun. O zaman f yardimiyla tanimlanan egrinin uzunlugu

Z(f)zf: 1+(g)2 dx

seklinde olur. Ayrica h:[a,b] - R, x = h(x) tirevlenebilir bir h fonksiyonu h(a) =
0 = h(b) olacak sekilde tanimlanir. Boylece

F:[a,b)] x R> R, (x,t) = F(x,t) = f(x) + th(x)
iki degiskenli F fonksiyonu yardimiyla f nin 1-parametre degisimli
fe:la,b] = R, x = fi(x) = f(x) + th(x)

fonksiyonu (egrisi) tanimlansin (Walton ve ark. 2016) . Bu durumda f; varyasyon

egrisinin uzunlugu

(f) =, /1+(%)2 dx:ff\/1+(%+t%)2 dx

seklinde hesaplanir. Simdi f fonksiyonu (a, A) ve (b, B) noktalarini birlestiren en kisa

mesafeli egri oldugu kabul edilirse I[(f;) nin t = 0 noktasindaki kritik noktasi istenilen

minimum uzunluktaki egri olacaktir. Buna gore,

_d _d [ b df dh\?
O_El(ft)t=0_5<fa \/1+(a+ta)> ax

t=0




_(bd df dh\?
_faa<\/1+(a+ta) )t_odx

_ (P (f' () +thr(x)hr ()
a J1+(Fre0+thi(0)?,_,

_[b L@
@ J1+(F1(0))?

dir. Bu son denkleme kismi integrasyon uygulanir ise

0= ’ / & \ h(x)dx

Nevo)

esitligi elde edilir. h fonksiyonu h(a) = h(b) = 0 olacak sekilde keyfi tiirevlenebilir

fonksiyon oldugundan

@) \ Y
1+ (f’(x))Z/

olmalidir. Bu da f nin f(x) = cx + d olmasi demektir (Walton ve ark. 2016). Boylece
(a, A) ve (b, B) noktalarini birlestiren en kisa uzunluktaki egri parg¢asinin dogru pargasi

oldugunu gosterir. Bu tip egri (pargalar1) uzayin geodezikleri olarak adlandirilir.

Akcigere bakildiginda alveollerin (bronglarin) nefes aldigimizda genisleyen ve nefes
verdigimizde biiziisen kiireler tarafindan modellenir. Bunun nedeni ise sabit hacimli bir
kapali kat1 cismin ylizey alanini en aza indiren kapali yiizey bir kiiredir. Bir sabun kopiigii
sabit bir hacmi ¢evreleyen ve ylizey alan1 minimum olanidir. Fizik agisindan ise her sabun
kopiigii bir kiiredir sonucuna ulasilir (Oprea 2016).

Bu gergeklik asagidaki teoremden kaynaklanmaktadir.

Teorem 1.1 M bir kompakt Riemann manifold ve ¢: M — N 7 ortalama egrilik vektor

alanli bir izometrik immersiyon olmak iizere ¢, |t| < &, ¢o =@ NN yon = Pyom



¢

ozelliginde bir 1-parametreli degisimi olsun. Bu durumda V = - ll;=o, ¢ boyunca

degisim vektor alan1 olmak iizere

d
—vol(p:M)t=0 — f <nn,V > dvol
dt M

dir (Xin 2003).
Burada, f: M — R diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak iizere f nin Laplace’ina
gore Af = 0 ise f harmonik fonksiyon olarak adlandirilir. Hopf maksimum prensibi bir
Riemann manifold {izerinde tanimli bir harmonik fonksiyon f bir lokal maksimuma sahip
ise f nin sabit bir fonksiyon olmasi gerekir.
Ayrica, p: M ™ — R"™ n ortalama egrilik vektor alanli bir izometrik immersiyon olsun. O
zaman kolay bir hesaplama ile

Ap = —mn
Beltrami formiilii elde edilir. Burada A¢ =(A¢y, ..., Ag,,) dir (Chen 1991). Boylece ¢
izometrik immersiyonun minimal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ¢ nin her bileseninin
M iizerinde harmonik fonksiyon olmasidir (Chen 1991, Xin 2003). Bu teorem R™ Oklid
uzayda altmanifoldlarin minimal olmasi i¢in giizel bir karakterizasyondur. Bu
karakterizasyonu kullanarak Hopf maksimum prensibi yardimiyla Oklid uzayinda

kompakt minimal altmanifold olamayacagi sonucuna ulagilir.

Diger taraftan M kompakt olmak tizere iki Riemann manifold arasinda tanimli
¢:(M,g) - (N,h) Riemann donisimiinin E(¢) = %fM e(¢p)v, ile verilen enerji
fonksiyonelinin kritik noktasi ise harmonik doniisiimii olarak adlandirilir. Bu da ¢ nin
ikinci temel formunun izine karsilik gelen gerilim tensor alaninin sifir olmasi sonucunu
dogurur (Eells ve Sampson 1964). ¢ nin izometrik immersiyon olmasi durumunda ¢ nin
harmonik bir doniisiim olmasi igin gerek ve yeter kosul ¢ nin ortalama vektor alaninin
sifir olmast yani minimal olmasidir sonucu izometrik immersiyonlarin minimal olmasi
icin immersiyonlarin ne tip sekilde belirleneceginde bir yol gdsterici olur.

Bir ¢ doniistimiiniin bienerjisi

1
E@M =5 [ @Iy,



esitsizligi yardimiyla hesaplanir. Eger ¢ bienerjinin kritik noktasi ise ¢ biharmonik veya
2-harmonik doniisiim olarak adlandirilir (Jiang 1986).
Jiang (1986) E, i¢in asagida ifade edilen

t(9) = (—Ar(«p) = > hRY(d(e), T(9))dg (e, V ))
i=1

Euler-Lagrange denklemini elde etmistir. Ayrica ayni calismada t?(¢) = 0 olmas1 ¢ nin
biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul oldugunu bir teoremle ifade etmistir.
Agik¢a harmonik doéniisiimler biharmoniktir. Biharmonik olup harmonik olmayan
dontigiimler has biharmonik doniisiimler olarak adlandirilirlar.

Jiang (1987), Chen ve Ishikawa (1998) 3-boyutlu Oklid uzayr R3de biharmonik alt
manifoldlarin minimal oldugunu, Dimitric (1992) n-boyutlu Oklid uzay1 R™ de her
biharmonik egrinin bir dogru oldugunu ve en fazla iki farkli asli egriliklere sahip
biharmonik hiperyiizeylerin minimal olmas1 gerektigini ve Hasanis ve Vlachos (1995) 4-
boyutlu Oklid uzay1 R* biharmonik hiperyiizeylerin minmal oldugunu ispat ettiler. Chen

(1991) de ispat1 hala agik olan asagida ifade edilen 6nermeyi 6nerdi:

Chen Onermesi: Oklid uzayinda her biharmonik altmanifold minimaldir.

Chen Onermesi Caddeo ve ark. (2002) tarafindan hiperbolik 3 uzayr H3(—1) de
biharmonik altmanifoldlarin minimal oldugu ispat edildi. Balmus ve ark. (2008) n-
boyutlu hiperbolik uzayr H™ nin en fazla farkli iki asli egrilige sahip hiperyiizeylerin
minimal oldugunu gosterdiler.

Boylece Caddeo ve ark. (2001) Chen Onermesini asagida verilen dnermeye genislettiler.

Genisletilmis Chen Onermesi: Pozitif olmayan Riemann egriligine sahip (N, h)
Riemann manifoldun her biharmonik altmanifoldu minimaldir.

Bu yiiksek lisans tez ¢aligmasinda iki Riemann manifold arasinda tanimlanan
dontisiimlerin biharmonik olma kosulunu veren denklem tanitilip Nakauchi ve Urakawa
(2011) tarafindan verilen (N, h) pozitif Ricci egrilige sahip olmayan bir Riemann

manifold ve (M, g) bu Riemann manifoldun bir biharmonik hiperyiizeyi i¢in H, M nin

ortalama egrilik vektor alan1 olmak iizere, fM ||H ||2vg < oo olmasi durumunda (M, g)

minimal hiperylizey olmasina gerektigine dair teorem tartisilip ve daha sonra bir 3-



boyutlu bir Riemann manifoldda 1-boyutlu liflere sahip Riemann submersiyonlarin

biharmonik olabilme kosullarini veren Wang ve Ou (2011) nin ¢aligmasi tanitilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER
Bu boliimde bazi temel kavramlar tanitilacaktir.
2.1 Vektor Uzaylari
Tanmm 2.1. V # @ bir kiime, ' = (I, +.) bir cisim olsun.
@:VxV->V

(vyw)>vew
i¢ islem ve

O:ITxV-oV

A, V)AL OV

dis islemi ile birlikte
V1) Herv,weVigcinv® weV,
V2) Her v,w,ueVigin (v® w) ®u =v® (w @ u),
V3) Herv,weVicihv®w= wdv,

V4) Her veV igin 0®v = v olacak sekilde bir tek sifir vektorii olarak adlandirilan 0€V

var olsun,

V5) Her veV i¢in v®(—v) = 0 olacak sekilde @ islemine gbre v nin tersi olarak

adlandirilacak (—v) vektorii var olsun,

V6) Her Lel" ve her veVigin A © veV,

V7) Her hq,A, el"veherveVigin (M. 4,)) © v=24 O (A, O V),

V8) Her A,A, €[" veherveVigin (A + 1) ®v=ADV) DA, ®V),
V9) Her Ael"ve herv,weVigih A O (vOw) = O v) DA O w),

V10) Her veV igin I" cismindeki . islemine gore birim elemani 1 olmak iizere 1 © v=v



aksiyomlarini saglayan (V, (T, +,.),®,©) dortlisiine I' cismi lizerinde bir vektor uzayi
denir (Hacisalihoglu 1985).

Eger cisim, reel sayilar cismi R ise reel vektor uzayi, kompleks sayilar cismi C ise

kompleks vektor uzayi olarak adlandirilir.

Bundan sonra kisaligin hatirina (V, (T, +,.),®,0©) vektor uzaymi aksini sdylemedikce

sadece V ile gosterilecek ve I' cisminin elemanlar1 “skaler” olarak isimlendirilecektir.

Her cisim kendisi iizerindeki tanimlanan i¢ islem ve dis isleme gore bir vektor uzayi

oldugu sonucu kolayca elde edilebilir.

Tanim 2.2. S = {vy, vy, ..., v, }, V vektor uzayinin sonlu alt kiimesi olsun. Eger her

S1,S3, --., Sp, skalerleri i¢in
SV + 51V + -+ 5,0, =0

iken s; = s, = s3 = 0ise S kiimesine lineer bagimsiz kiime aksi halde lineer bagimli
kiime denir (Hacisalihoglu 1985).

Tamim 2.3. S = {v;,v,, ..., 1, }, V vektor uzaymin sonlu alt kiimesi olsun. Eger V nin
biitiin elemanlar1 S kiimesinin elemanlar: tarafindan yazilabiliyor ise S, V vektor uzayini

liretiyor veya geriyor denir , S,,(S) = V seklinde gosterilir (Hacisalihoglu 1985).

Tanim 2.4. S = {v4, v,, ..., v, }, V vektor uzayinin lineer bagimsiz alt kiimesi olsun. Eger
Sp(S) = Vise S kiimesine V nin bir bazi denir ve S deki elemanlarin sayisina V nin boyutu

denir ve bu boyutu boy(V) = n olarak ifade edilir (Hacisalihoglu 1985).

Tanim 2.5. V = (V, (I, +,.),®,0) bir vektor uzay1 ve WV olsun. Eger V vektor

uzaydan indirgenmis
O:WxW—->W
(uLw)>udw
i¢ iglem ve

O:ITxW->W



A, W)>ALOw

dis islem ile birlikte W bir vektér uzay ise W ya V nin bir alt vektér uzayr denir
(Hacisalihoglu 1985).

Teorem 2.6. V bir vektor uzay ve Wc V' olsun. Eger
Al)Heru,v e Wicinu+v, L€ W,

A2)Her L € T'veheru € WiginAu € W

ise W, V nin bir alt vektor uzayidir (Hacisalihoglu 1985).

Tanim 2.7. U ve W, V nin alt vektor uzayi olsunlar. Eger V=U + WveU N W =
{0} ise V, U ile W nin direkt toplam uzayidir denir ve V.= U @ W seklinde gosterilir
(Hacisalihoglu 1985).

Teorem 2.8. Uve W, V nin alt vektor uzayi olsunlar. O zaman V = U @ W ancak ve
ancak her,v € W i¢in v = u + wolacak sekilde bir tek u,v € W vektorleri vardir
(Hacisalihoglu 1985).

Tanim 2.9. W, ..., W, V vektor uzayinin alt vektdr uzayi olsunlar. Eger v € V,v =
wy + -+ +w,  olacak  sekilde w; EW,,...,w, € W, vektorleri  varsa
V'ye Wy, ..., Wy, alt uzaylarmin direkt toplami denir V. =W, @ - - - @ W, seklinde
gosterilir (Hacisalihoglu 1985).

Tammm 2.10. (V,(T,+,.),®,,01)ve (W,(T,+,.),®,,0,) vektor uzaylar igin. ¢ :

V— W bir doniisiim olmak tizere her v,w € W ve her A, A, €I’ igin

d((4 O )B1(L, Oy w)) = 41 O, (V) D241 Oy d(W)

sart1 saglaniyorsa ¢ doniisiime bir lineer doniisiim denir (Hacisalihoglu 1985).
Tanmm 2.11. V, I cismi iizerinde bir vektdr uzayi olsun.
V"= {¢|¢:V—> T, lineer dontsim }

kiimesi lUizerinde



@ i¢ islem ve O dis islem sirasiyla
@:VxV*>V*

(6, )= (@Dy): VT 5 v —=>(p@y)(v) = d(v) + y(v),
OIxV*>V*
MWP)o>AO Vo T vol O ¢)(v) =1 (V)

seklinde tamimlanmak tizere V*, I" cismi tizerinde bir vektor uzay1 olup bu vektor uzayina

V nin dual uzay1 denir (Hacisalihoglu 1985).

Tamim 2.12. V n-boyutlu bir vektdr uzayimin, bir bazi S = {ey, 5, ... e,} ve dual vektor

uzay1 V* olsun.
e VT
lineer doniisiimii e;* (ej) = §;; olacak sekilde tanimlanmak iizere
S* ={e*ey* ... ey}
V* nin bir bazi olur, S* kiimesine V nin dual bazi denir (Hacisalihoglu 1985).

Teorem 2.13. V ve W ayni I cismi lizerinde vektor uzay1 ve dual uzaylari sirastyla V*

ve W* olsun.
Y: VoW
bir lineer doniisiim olmak tizere
Y wr -V
TP (T): VoW
v> (D) = T(YM)

bir lineer doniisiimdiir. Bu lineer doniisiime W geri (pull-back) ¢ekme doniisiimii denir

(Hacisalihoglu 1985).

Tanim 2.14. V,,V,, ..., V, ve W vektor uzay1 olmak iizere



T:-Vi XV, X ..XV,—>W
doniistimii her bilesene gore lineer ise T ye k-lineer doniisiim denir (Hacisalihoglu 1985).

Bu k-lineer déniisiimlerin kiimesi Ly, (V1, V5, ..., Vi ; W) ile gosterilecektir. Ozel olarak V
ve W vektor uzaylarin arasinda tanimlanan lineer doniisiimlerin climlesi literatiirde

fazlastyla yer bulan Hom(V, W) gosterimi ile kullanilacaktir.

Tamim 2.15. V ve W iki reel vektor uzayi ve T: V—W bir lineer doniigiim olsun. B: W X

W— R bir 2-lineer(bilineer) déniisiim olmak tizere T*B: V X V — R,

(T"B) (v, v2) = B(T(v1), T(v2))

seklinde tanimli 2-liner doniisiime T yardimiyla B nin geri doniisiimii denir (Mclnerney

2013).

Onerme 2.16. U,V ve W birer vektor uzaylari olsun ve T;:U—V,T,: V—>W lineer

donisiimler tanimlansin. B: W X W —R 2-lineer doniisiim olmak iizere
(T, o T1)'B =T, (T;'B)

dir (Mclnerney 2013).

2.2 Tensor Carpimlar

Tanmm 2.17. E,F,G T cismi iizerinde ii¢ vektor uzay1 olsunlar. Bir ¢: E x F —>G, 2-

lineer doniisiimii verilsin. Eger
®1) Egerimp = {p (x,y) | (x,y) e ExF} = Gise ve
®2) Eger keyfi bir H vektor uzayi i¢in;

y = ExF—>H

bir 2-lineer doniistimii verildiginde en az bir f: G — H lineer doniisiimii v = f o ¢ olacak
sekilde var ise (G, ¢) ikilisine E ve F nin bir tensor ¢arpimi denir ve E®F seklinde
gosterilir ve ¢(%,y) = x ® y seklinde yazilir (Greub 1967), (Bakiniz Sekil 2.1.).
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@ 2-lineer
ExF ——G

3f lineer
W
2-lineer
H

Sekil 2.1. ®; kosulu
Ornek 2.18. F,T cismi iizerinde bir vektor uzay1 olsun.
¢:TxF —F
A, x)> ¢ (A,x) = A.X
Her A4, A,, A€l her a,bel ve her x,yeF igin

¢(akq +bhry),x) = (ai; +bhry).x=(ak;).x +(bAy).x =a (A .X) +b (A .X) =
ag (A1,x) + bgp (A2,x),p(A,ax+by) = A(ax+ by) = A(ax) + A(by) = (Ra)x +
(Ab)y =a(Ax) + b(Ay) =a¢(r1,%x) + bo (A1,y)

elde edilir. Sonug olarak ¢ bir 2-lineer dontlistimdiir.
®1)im® = Sp{ (A, x) = A.x | (A, x)el'xF} =F dir.

®2) y:I'x F >H, 2-lineer doniisimi verildiginde f:F —H donisiimiini y(1,x) =
f (x) olarak tanimlansin v, ikinci adrese gore lineer olacagindan f nin bir lineer doniistim

oldugu sonucuna varilir. Diger taraftan;
vh,x) =y 1,x) = Ay(lx) = M) =) = fF(®Ox) = (f e @) (A x)

esitligi elde edilir. Boylece y = f o ® olur ki bu da ®> kosulunun saglanmasi demektir.
Sonug olarak I'® F = F dir (Greub 1967).

Ornek 2.18 in bir sonucu olarak T® T" = T elde edilir.

Yardime1 Onerme 2.19. E ve F iki vektor uzayi ve tensr garpimlar1 E®F olsun.
u®ve E®F olmak iizere u®v # 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart u # O ve v # 0

olmasidir (Greub 1967).

11



Teorem 2.20. (E;, )yer, (Fg )pey vektor uzay aileleri igin (E, ®Fp ), pyerxj  tensor
carpimi ve E = ®  E, ve F = ® g Fy direkt toplam uzay1 verilsin. Bu durumda tensor

carpimlarin direkt toplam uzayi, direkt toplamlarin tensor ¢arpimidir. Bir bagka deyisle;
EQF = (@ ,E)®(®pFy ) = @ (o pyerxg (B, ®Fp )
dir (Greub 1967).

Teorem 2.21. E vektdor uzaymin bir bazi (a,)qer, F vektor uzayinin bir bazi
(bg )p ¢ Olsun. Bu durumda E®F nin bir bazi (E,, ®Fp ) (o,p)e1x; dir (Greub 1967).

Ornek 2.22. E vektor uzaymin bir bazi {e;, e,} ve F vektor uzayinin bir bazi {fi, f>, f3}

olsun. Bu durumda EQF tensor ¢arpiminin bir bazi
{e1&f2, 61 8f;, 6183, €,8f1, €, 8f , e, &3} olur.

Sonug¢ 2.23. E ve F sonlu vektor uzayi olsunlar. EQF tensor carpimini boyu,
boy( EQF) = boy(E).boy(F)
dir (Greub 1967).

Teorem 2.24. E, F ve G aym1 ' cismi lizerinde vektor uzayi ve E ile F nin tensor ¢arpim

uzay1 EQF olsun. Bu durumda;
L(E®F,G) = {®: EQF —>G,lineer}, L2(E,F;G) = {®|P:E X F - G, 2 — lineer}
vektor uzaylar1 arasinda tanimlanan
Y:Hom(E® F,G) -L,(E, F; G)
fHY(H=f°%
doniisiimii bir lineer izomorfizmdir (Greub 1967).

Teorem 2.25. E ve F ayn1 I' cismi iizerinde vektor uzayi ve E nin dual uzayr E* olsun.
Bu durumda E* @ W ve Hom(V, W) uzaylari lineer izomorfiktirler (Greub 1967).
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2.3 Vektor Demetleri

Tamim 2.26. E ve M diferensiyellenebilir manifoldlar olsunlar. m: E— M tiirevlenebilir

ve tiirev dontisiimii 6rten olan bir doniistim olsun. Eger;
VD1) Her peM i¢in w ~*(p) = E, = E ayni1 k- boyutlu bir vektdr uzay yapisina sahip,
VD?2) (Lokal asikarlik) Her p € M noktasiin bir U koordinat komsulugu i¢in,
@ 1 Y U) -> UxXRF
diffeomorfizmi var 6yle ki her gerr~1(U)
pri:U xR > U;(q,y) > q
kanonik izdiisiim olmak tlizere

¢ Hq) = Eq - pri (@) ={q} X RY;
bir lineer izomorfizm var ise (E, M, ) ye bir vektor demeti ve E ye total uzayi, M ye
taban uzay1 denir (Xin 1996). (E,M,m) vektor demeti gésterimi yerine literatiirde

m: E—> M gosterimi yada E = (E, M, ) gosterimi de kullanilir (Bakimiz Sekil 2.2).

R'—lcU) (p Ux]Rk
/ diffeomorfizm |
. | {ax R¥
@ \ineel izomorﬁzm |
| | - (a.y)
~ Egm () |
/ &% | I} U
A
M { . y |

Sekil 2.2. Vektor demeti

Tamm 2.27. E = (E,M,m), M fizerinde bir vektor demeti olsun. s: M —E bir
tiirevlenebilir doniisiimii o s = idy, olacak sekilde M iizerinde tanimli bir 6zdeslik

doniisiimii var ise s ye E vektor demetinin bir kesiti denir. Bir kesitin resmi E de bir
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egridir. E vektor demetinin biitiin kesitleri T'(E) = {s|s: M — E Kkesit} seklinde
gosterilir (Xin 1996).

-

Sekil 2.3. Vektor demetin kesiti (Siemssen 2015)

E nin her E, fibresi bir vektdr uzay yapisina sahip oldugunda 0, ile temsil edilen bir
sifir vektoriine sahip olmalidir. Béylece agsagidaki tanim verilebilir.

Tanmm 2.28. Her fibre iizerinde degeri “0” olan kesite sifir kesit denir (Xin 1996).
Ornek 2.29. (Asikar vektor demeti)

R", n boyutlu reel vektor uzayi, M bir diferansiyellenebilir manifold ve E = M x R"

carpim manifoldu olsun. Bu durumda
T =MxR"'-> M
(x) » m(x)=p
ve
' (p): {p}x R" = Ep
olmak tizere;

VD1)
@ : EpxEp —» Ep

((P,x),(@Y) » (x@y)=((px+y)
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i¢ islemi ve
O:EpxEp = Ep
4 (@x) = (P, A0 x) = (p,A.x)
dis islemi ile birlikte (Ep, (R, +,.), ®,O) bir reel vektdr uzay yapisina sahip olur.
VD2) U, p € M nin bir koordinat komsulugu olsun. Bu durumda
id,=¢m™! (W=Ux R*> UxR"
bir diffeomorfizmdir. Boylece

m:UX R* > U;(p,x) = p

kanonik izdiisiim ile birlikte,
n~'(p) = {p} X R" = Ep — {p} x R"
lineer izomorfiktirler.

Sonug olarak E = (M X R", M, ), M ftzerinde vektor demeti olur. Bu vektor demet M

tizerinde agikar vektor demeti olarak adlandirilir (Xin 1996).

Ornek 2.30. (Tanjant Demeti) M diferansiyellenebilir manifold ve p € M noktasindaki

tanjant uzay T,,M olsun.

mE=TM= U ToM —M
PEM

(p,v) >p

B1) 17! (p) = T,M = E, olmak iizere
+: T,M X T,M—T,M
((p,w), (p,v)) =>(p,u+v)

IR X T,M - T,M
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%, (p, W) =(p, A.u)

islemleri ile birlikte, (T, M,( R, +,.), +,.) bir reel vektdr uzay yapisina sahip olur.
B2) p € M noktasindaki bir harita (U,x) olsun . Bu durumda bir

x: U c M—>R"
p —>x(p) = (X1(P),X2(P), -+, Xn(P))

. . . D T . e
koordinat fonksiyonu tanimlanabilir. Pyl d;, U © M nin 1’ ninci koordinat egrisinin
i

tanjant vektorii olsun. Boylece T, M de bir v tanjant vektorii

n

v=zvi6i|p

i=1
olarak yazilabilir. Buna gore her e = Y1, e; 0;| ,, € T, M tanjant vektorii igin
@yt Y (U) » U X R?
e— Py(e) =(n(e), ey, ..., en)
bir diffeomorfizm olur ve de

Q:n ' (p) =E, =TyM - 7' (p) = {p} X R, v - @) = (p, vy, ..., V)
doniisiimii bir lineer izomorfizmdir.
Boylece TM = (TM, M, ) tanjant demeti M tizerinde bir vektor demetidir. Daha fazlasi
s:M - TM,p - s(p) = (p,v)
n:TM - M, (p,v) > (p,v) =p
olup mos = id, dir. Béylece TM tanjant demetinin kesiti I'(TM), M nin bir vektor alani
olarak adlandirilir (Xin 1996).

Ornek 2.31. (indirgenmis Vektér Demeti) m:E — N bir vektér demeti , M
tiirevlenebilir bir manifold ve f : M — N bir tiirevlenebilir doniistim olsun. Simdi N
tizerine kurulan E vektor demetinden f doniistimii yardimiyla M {izerine bir vektor demeti

insa edilmeye c¢alisilacaktir.

a) m: E - N vektor demeti igin
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E,=fE=f1E)={e)e MxXE|f(p) =mn(e)}
seklinde taniml1 bir ¢arpim manifoldu géz oniine alinsin.
b)
my:Ey > M;(p,e) > p
dogal izdiisiim doniisiimii yardim ile, bir f déntisimii
fiE > E;(pe) — e

olarak tanimlanirsa asagidaki diyagram gegislidir (Bakiniz Sekil 2.4.).

Sekil 2.4. Gegisli Diyagram (Xin 1996)
¢) Oncelikle ;" 1(p) = Ein,-1@p) fibresinin bir vektdr uzay yapisina sahip oldugu
gosterilecektir. r; ~1(p) fibresi iizerinde (p, e;) ve (p, e;) noktalarmi segilsin. O zaman
i -1p) X Einy-1p) 2 Eny 1)

(H)((p,e1), (p,e2)) = (p,eg +e3)

i¢ islemi ve

 RXEym 1) = Einy 1)
() (p,e) = (p, tey)
dis islemi ile birlikte ((E1,,-1¢p), (R, +,.), +,.) bir reel vektor uzayina sahip olur.
Simdi (f~'(E)),, fibresi ile Egg) fibresinin lineer izomorfik oldugunu gosterilecektir.

Tekrar r; ~1(p) fibresi iizerinde keyfi (p,e;) ve (p, e,)noktalar segilsin. Bu durumda

t1(p,e1) + t2(p,ex) = (b, ties + tye;) emy 1 (p)

17



olmasi nedeniyle (t;e; + t,e;) = f(p)

olur. Bu tespit yardimiyla

fti(p,e)) + t:(p.e2)) = f(p. tres + trey) = tieg + trep, = t1f ((p,ey)) +
t.f (p. e2))

esitligi elde edilir. Boylece f: E; — E; (p,e) — e

doniisiimii bir lineer doniisiim olur. Ac¢ikca f bir 6rten doniistimdiir. N tizerinde kurulan
E vektor demeti iizerinde keyfi bir e e E vektor alam segilsin. e nin ters resmi, f ~1(e) =
(p,e) ve (q,e) €E, olsun. Fakat m; ~1(p) fibresi iizerinde p = q olmak zorundadir. Bu

da f nin birebir olmasi demektir. Sonug olarak f bir lineer izomorfizm olur.

d) E, N iizerinde bir vektor demeti oldugundan VD2) (lokal asikarlik) nedeniyle verilen
her p € M igin f(p) nin bir U koordinat komsulugu

h:U X RP—>n=1(U);

(f (), v)—>h(f(p),v)

diffeomorfizm olacak sekilde vardir. f: M —N bir tiirevlenebilir ve dolayisiyla siirekli
bir doniisim olacagindan f~*(U)=U, , p € M nin bir lokal koordinat komsulugu

olacaktir. Boylece,
h’l: Ul X Rn—)ﬂl_l(U)
(0, v)=>hi(p,v) = (0, h(f(p),v))eM x 7 *(U) c M X E

doniistimii tanimlanabilir. Béylece h ve f diferensiyellenebilir doniisiim olduklarindan
dolay1r h; diferensiyellenebilir bir doniisim olur. h; in tersinin diferensiyellenebilir

oldugunu gostermek yeterli olacaktir.
Bir e; em; *(U;) noktasi

e = (p'e)EM X E'f(p) = 71'(8)
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olacak sekilde belirlensin. O zamanveR"™ olmak tizere f(p) = (mwo h)(f(p),v) ve

f(p) = n(e) nedeniyle h~t(e) = (f(p),v) dir. Boylece hy (p,v) = (p, h(f(p),v)) =
(p,e) = e, € 7 Y(U,) C E, dir. Béylece bir

hit:n Y (Uy) »Uy X R?
hi'(er) = (p,v)
seklinde bir h;'! doniisiimii tanimlanabilir. Agik olarak
(hyohiM(er) = hi(p,v) = (0, h(f(P),v)) = (0, (ho R (&) = (p.e) = &
ve
(hito h)(p,v) = hi'(p, h(f(P), 1)) = (p. V)

dir. Sonug olarak hi!, h; in tersi olan doniisiimdiir. Boylece h;1(e;) = hil(p,e) =

(p,v) = (idy(p), @(e)) dir. Burada
o:171(q) = Eq - pri (@) = {qg} x R"

seklinde tammli lineer doniisiimdiir. Sonug¢ olarak hi' = (idy, @) seklinde olup

diferensiyellenebilir bir doniistimdyir.

Boylece hy:U; X R*—>m,~1(U) bir diffeomorfizmdir ve (U;, h),E; in bir lokal
koordinat komsulugu olur.E = (E, M, ) vektor demeti ve f: M — N bir tiirevlenebilir
doniisiim yardimiyla M baz uzay iizerinde yeni bir f~1(E) = E; = (E;, M, ;) vektor
demeti elde edilir (Xin 1996).

Tamm 2.32. &: M — N bir tirevlenebilir doniisiim olsun. E, N iizerinde tanimli bir
vektor demeti ve E den M fizerine indirgenmis (pull-back) vektér demeti E; olsun. E

vektor demetinin bir kesiti “sel"'(E)” olmak {izere s nin indirgenmis kesiti

51(y) = (,s(@(y)) EE; ;hery €M

olarak tanimlanir (Friswell 2014).
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Uyan 2.33. s, E nin bir kesiti olsun. Bu durumda ¢(y) = m(s(¢(y)) olur. Boylece sy
(y) € (E,)y dir. Bazen literatiirde s; = ¢*(s) = ¢~*(s) gdsterimi de kullanilir (Friswell
2014).
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3. KONNEKSIYONLAR
Vektor demetlerin temel 6zelliklerini tartismak i¢in konneksiyon teorisini inceleyecegiz.

M bir Riemann manifoldu, (E, M, m) bir vektor demeti ve bu demetin biitiin kesitleri

ciimlesi I'(E) olsun. Bu takdirde

V:T(TM) x T(E) >T(E); V(X, ¢) = Vy¢
doniisiimii
(1) Herhangi birf € C*(M ), her X € T'(TM) ve ¢ € T'(E) ve ¢pe T'(E) igin
Vix¢=f Vxd;
Herhangi bir X,Y € T (TM) ve her ¢pe T'(E) igin

Vxsvy@= Vxd+Vyo;

(2) Herhangi bir ¢,y € I'(E) i¢in
Vx(@+ )=V x9+Vxy;

(3) Herhangi bir f € T'(M X R), her X € T'(TM) ve ¢e I'(E) igin
Vxf¢ =X(f)¢ + fVxd

ozelliklerini saglyor ise V ya E vektor demeti tizerinde bir lineer konneksiyonu ve V¢

ye ¢ nin X yoniindeki kovaryant tiirevi (degisimi) denir (Xin 1996).

Tammm 3.1. (Indirgenmis (pull-back) Konneksiyon) ¢:M — N bir tiirevlenebilir
doniistim ve E, N tlizerinde taniml bir vektor demeti ve E den M {izerine indirgenmis
(pull-back) vektor demeti E; olsun. V, E vektor demeti iizerinde bir lineer konneksiyon

olmak iizere E; iizerindeki indirgenmis konneksiyon V*
Vys:i = 0, Vayrn)s):Vs ET(E) veY € T,M

seklinde tanimlanir (Friswell 2014).
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Bir baska deyisle E, N iizerinde tanimli bir vektor demeti ve E den M iizerine indirgenmis

(pull-back) vektdr demeti E; olmak iizere E; iizerindeki indirgenmis konneksiyon V!
VL:I'(TM) x T'(E,) - I'(E))
(X,s1) = V)l((51) = Vd¢(Y)S

olarak da tanimlanir (Baird ve Wood 2003).

Uyar 3.2. Genellikle, eger X € T'(TM) ise ¢ ~1(TN) nin bir kesiti olan d¢ (X);

dpX)(p) = (p,do(X(p))).Vp € M,
seklinde de tanimlanabilir.

Tammm 3.3. M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. M iizerinde simetrik, pozitif
tanimli ve dejenere olmayan (0,2) tipinde bir tensor alan1 g ye M iizerinde bir metrik

tensor denir (O’Neill 1983).

Tamim 3.4. M bir diferensiyellenebilir manifold olsun Eger M nin her noktasi bir g metrik

tensor ile donatiliyor ise (M, g) 2-lisine Riemann manifoldu denir (O’Neill 1983).

Teorem 3.5. (M, g) bir Riemann manifold olsun. O zaman:
(D4) [V, W] =V, W -V, V; (V-lineer konneksiyonu simetrik yada torsiyonsuz)
(D5) Xg(V, W) = g(VxV, W) + g(V,VxW), herV,W € I'(TM); (V-lineer koneksiyonu
g ile uyumlu)
Ozelliklerini saglayan bir tek konneksiyon vardir ve bu konneksiyona Levi-Civita
konneksiyon denir ve daha fazlasi
29(VyW,X) =VgW,X) + WgX,V) = Xg(V, W) — gV, [W,X]) + g(W,[X,V])
+g(X,[V,W]
Koszula formiilii ile karakterize edilir (O’Neill 1983).

Tamim 3.6. (M, g) bir Riemann manifold ve V-Levi-Civita konneksiyonu olsun .

R: I(TM) x I'(TM) x ITTM) - I{TM)
(X,Y,Z) = R(X,Y)Z = VyVyZ — VyVyZ — Vix1Z; VX, Y,Z € T(TM)
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seklinde taniml1 (1,3) tipindeki tensor alanina M {izerinde Riemann egrilik tensor alani

denir (O’Neill 1983).

Onerme 3.7. (M,g) Riemann manifoldu igin, Riemann egrilik tensorii asagidaki
ozellikleri saglar:

1.R(X,Y) =—-R(Y,X), VXY €eI(TM),

2.9(RX, V)V W) =—g(RX,YIW,V), VX, Y,V W €T (TM),
3.RX,Y)Z+R(ZX)Y+R(Y,Z)X=0,VX,Y,Z €eT'(TM),

4. g(RX, V)V, W) =gRWV, W)X, Y);, VX, Y, V,W € T'(TM)

(O’Neill 1983).

Onerme 3.8. (M, g) bir Riemann manifoldu, p € M olmak iizere = = Sp{V,W} c T,M
dejenere olmayan 2 boyutlu alt uzay olsun. Bu durumda

KW, W) =gRV,W)V,W)/Q(V,W)
degeri baz se¢ciminden bagimsizdir. Bu sayiya m nin kesit egriligi denir ve K () seklinde
gosterilir.  Burada Q(V,W) = g(V,V)g(W, W) — g(V,W)? ve bu deger {V,W}
tarafindan tiretilen 2 boyutlu uzayin alan elementidir. (O’Neill 1983).

Onerme 39. (M,g)ve(N,h) Riemannian manifold ve ¢:M — N bir
diferensiyellenebilir bir doniigiim olsun. V, TN iizerinde simetrik bir lineer konneksiyon
ve ¢ ~1(TN) iizerindeki indirgenmis (pull-back) konneksiyon V olsun. O zaman

Vxd(o (V) = Vyd(¢ X)) = d¢ ([X,Y]); VX,Y € (TM )
dir (Baird ve Wood 2003).
Tamm 3.10. (M, g) ve (N, h) Riemannian manifold ve ¢: M — N bir
diferensiyellenebilir bir doniisiim olsun V ve V" sirasiyla TM ve TN iizerindeki (Levi-

Civita) konneksiyonlar, V ve V sirastyla ¢ ~1(TN) , ve (T*M @ ¢~TN) iizerindeki

indirgenmis konneksiyonlar olmak {izere
B(p)(X,Y) = (Vdp)(X,Y)

= (Txdg) (V)= V"
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= Vx(dop(Y)) — dp(VxY)
= Vs do(Y) — do(Vx )V X, Y € T(TM)

seklinde tanimli B(¢) ye ¢ nin ikinci temel formu denir (Urakawa 2015).
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4. HARMONIK VE BIHARMONIK DONUSUMLER

Bu boliimde, harmonik ve biharmonik doniisiimler tanitilacaktir.
4.1 Birinci Varyasyon Hesaplar

Tamm 4.1. (M™, g) ve (N", h) diferensiyellenebilir iki manifold ve ¢:M — N bir

diferensiyellenebilir doniisiim olsun. ¢ nin enerji yogunluk fonksiyonu e(¢)

e(¢) = ;211 h(d B(er), do(er)) (4.1)
olarak tanimlanir (Baird ve Wood 2003).

Tamm 4.2. (M™, g) ve (N, h)diferensiyellenebilir iki manifold ve ¢:M — N bir

diferensiyellenebilir doniisiim olsun. D, M nin bir kompakt bolgesi olsun. Bu durumda

1
E($) =], e(@) v, (4.2)
integraline D {izerinde ¢ nin enerjisi denir (Baird ve Wood 2003).
Tamm 4.3. [ = (—¢,¢) € Rveherteligin

¢s:M —> N,
F(t,x) = ¢:(x), xeM, ,
F(0,x) = ¢(x) = ¢o(x)
seklinde tanimli F:I X M — N bir diferensiyellenebilir doniisiimiine ¢: M — N nin
diferensiyellenebilir doniisiimiiniin bir 1-parametreli degisimi (varyasyonu) denir. D, M
nin bir kompakt bolgesi olsun. Eger her xe (M\i¢D) ve her t € I i¢in ¢p.(x) = ¢p(x) ise
F, D iizerinde destekli varyasyon olarak adlandirilir (Baird ve Wood 2003).

Tanmm 4.4. (M, gy ) ve (N, gy) iki Riemann manifold ve ¢: M — N doniisiimii bir
diferensiyellenebilir doniisiim olsun. D, M nin bir kompakt bolgesi olsun. F, D iizerinde

destekli varyasyon olmak tizere kompakt biitiin D bolgeleri igin

d
& E(¢ti D)t=0 =0

ise ¢ ye bir harmonik doniisiim denir (Baird ve Wood 2003).
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Tamim 4.5. (M, g,,) ve (N, gy) iki Riemann manifold ve ¥ = M x N ¢arpim manifoldu

uzerinde tanimli Riemann metrik

<,>=gu ®gn
her X,Y € T(T(M x N)) i¢in
<X Y >= gu(pri(X),pr1(7)) + gn(0r2(X), pr2(¥))
degeri ile bellidir (M , <, >) bir Riemann manifolduna Riemann ¢arpim manifoldu olarak
isimlendirilir (O’Neill 1983).
(t,x) € R X M noktas1 i¢in, T(; ) (R X M) tanjant uzayi
Tt ) (RX X)D T ) (t X M) =T RD T,M

direkt toplam tanjant uzayina izomorfiktir (O’Neill 1983).

Tamm 4.6. M = B X F ¢arpim manifoldu verilsin.

1- f € C®(B)vem:B x F - B dogal birinci izdiisiim déniisiimii olmak iizere f =
fom € C®(B X F) doniisiimiine f nin kaldirilmisi (lifti),

2- VET,B, q€F ve (p,q) € B XF noktasindaki tanjant uzay T, q)(B X F)
olmak {izere dn(V) =V olacak sekilde tanimli bir tek tanjant vektorii V €
T(p,q)(B X F) ye V nin Tg, 4y(B X F) ye yatay kaldirilmus,

3- X €T(TB) ve X € T(T(B x F) olmak iizere X nin p € B noktasindaki tanjant
vektoriiniiniin T, 4)(B X F) tanjant uzayma kaldirilmis tanjant vektorii X (v,q) 1S€
X ya X nin B X F ye yatay kaldirilmis vektor alan1 denir (O’Neill 1983).

Boylece Ly(B) ile B fiizerindeki vektor alanlarinin yatay kaldirilmug (lifti) vektor
alanlarin ciimlesi temsil edilirse ise X € Ly (B) iken dn()? ) = X dir (O’Neill 1983).
Boylece R x M iizerinde keyfi bir X vektor alan1 9, € I'(TR), X € I'(TM) olmak iizere
seklinde

X =<X, 0,>0,+ X yazilabilir.

Onerme 4.7. (M = R x M, dt®dt @ g,,) bir Riemann ¢arpim manifoldu ve Riemann
konneksiyonu V, R ve M iizerindeki Riemann konneksiyonlar: sirasiyla VR ve V olsun.
O zaman

3.) ﬁat at = V[Ratat = 0,
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b) ’ﬁatX = ﬁxat = O,
c) ViV =VyY
dir (O’Neill 1983).

Tamim 4.8. (M, g) bir Riemann manifold ve Y, M iizerinde bir vektor alani olsun.

suppY ={x € U c M:Y, # 0} kompakt ise Y vektér alanina M {izerinde kompakt
destekli vektor alani denir (Baird ve Wood 2003).

Teorem 4.9. (M, g) bir Riemann manifold ve Y, M {izerinde kompakt destekli bir

vektor alani olsun. O zaman

J,, div(¥)vol(g) =0 (4.3)
dir (Baird ve Wood 2003).

Tamim 4.10. (M, g) ve (N, h) diferensiyellenebilir iki manifold ve ¢: M — N doniisiimii
bir diferensiyellenebilir doniisiim olsun. O zaman her x € M igin ¢ nin 1-parametreli

varyasyonu ¢, nin varyasyon alani

d
V(x) = E |t=0<pt(x)ET<p(x)N
olarak tammlanir. Burada ¢ ~'(TN) = Uyey Tpx)N, v € T(¢ ™' (TN)) dir (Baird ve
Wood 2003).

N

Sekil 4.1. Varyasyon Alan1 (Urakawa 1991)
(—¢, &) X M ¢arpim manifold ve bu ¢arpim manifold iizerinde Tanim 4.3 te taniml
F:IxM- N,
(t,x) = F(t,x) = ¢:(x),
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(0,x) = F(0,x) = ¢po(x) = ¢p(x)

doniistimii gdz oniine alinsin.

(—¢€,¢&) c R lizerinde taniml % vektor alaninin [ X M carpim manifoldu {izerine

kaldirilmis vektor alani (%)(t’x) ve M flizerinde bir vektor alant X, [ X M carpim

manifoldu lizerine kaldirilmis vektor alani X y olsun (Urakawa 1991).

Tanim 4.4 yardimiyla
]
dF((a)(O’x) = V(x),xeM

esitligi elde edilir. Simdi, her t el = (—¢, ¢ ) degeri i¢in t = E(¢,) fonksiyonun tiirevi

d 10 ©d
aE(d)t) = Efm ;ah(d(d)t)ei:d((pt)ei)vg
i¢in
d
Eh(d(ﬁbt)ei: d(¢pre)
degeri asagidaki sekilde hesaplanirsa
%h(d(d)t)ei'd((pt)ei) = %hcpt(x)(d(l’t(eix) , doi(ei)) (M - N)

d
= —hrex(dF (eix) , AF (eiex) S(F:IXM - N)

= (%)(t,x)h(dF(ei) ,dF(e;)) ;(%, I X M iizerinde bir vektor

alani)

=2h (VidF (e), dF(el-); (V,F~Y(TN) iizerine indirgenmis

at

konneksiyon ve dF (e;) e T(F~1(TN)) dir (Urakawa 1991).
Simdi birinci varyasyon hesab1 yapilacaktir.
F:1 x M — N diferensiyellenebilir doéniisiimii igin Onerme 3.8 ve Onerme 4.7

kullanilacak olunursa

Vx(dF(Y)) — Vy(dF (X)) — dF([X,Y]) = 0; VX,Y € I(T( X M))

denklemi bulunur. Eger X = %, Y = e; olarak secilirse ve I X M nin bir ¢arpim

manifoldu olmasindan dolay1 [%, ei] = 0 elde edilir. Boylece
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2h (vidF(ei): dF(ei)) =2h (VeidF (%) ’ dF(ei))

= 2{e;.h (dF (%), dF (e))) — h(dF (%), V,dF (e))

esitligi elde edilir. X; € I'(TM) kompakt destekli vektor alanini, her Y € I'(TM) olmak

uzere
g(X,Y),Y) = 2h (dF (%) , dF(Y))
olarak belirlenirse
e h( F(5) dF(e)) = Iy e (X, Y),Y)
= Xi21{g (Ve Xe €) + 9 (X1, Veie0)}
=div(Xy) + XiZ1 9(Xt, Ve,e)
= div(X,) + Lt h( dF (5), dF (Ve,e)
esitligi sahip olunur. Boylece,

d . ] -

Ee((/’t) = fM dlv(Xt)vg - fM h’(dF (a)’ ?;l{veidF(ei) - dF(veiei)}) vg
denklemi elde edilir (Urakawa 1991). Teorem 4.9 geregince fM div(Xy)v, = 0 dir.
Boylece t=0 igin

]
dF 2-(0,x) = V(x), dFe;(0,x)=dde;(x), dF (V,e(0,x)) =dop(V, e(x))
oldugundan dolay1

d —
—E(¢) == [, h(V, ZL1{Ve,dd(e;) — dp(V,e0)}) v
elde edilir. Son denklemin sol tarafi xeM ig¢in

(@) (x) = Ei1{Ve,dd(e;) — dp(Ve,e)} (x) € (¢~ (TN))

{ey, ..., e} ortonormal baz se¢iminde bagimsizdir. t(¢p) ye ¢ gerilim adi verilir

(Urakawa 1991).
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Sonug olarak asagidaki teoreme ulasilir.

Teorem 4.11. (M, g) ve (N, h) diferensiyellenebilir iki manifold ve ¢:M — N bir

diferensiyellenebilir donilisiim olsun. ¢ nin harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter kosulu
1(¢) = 0 olmasidir (Eells ve Sampson 1964).
4.2 Ikinci varyasyon hesabi:

Tanmm 4.12. (M, g) ve (N, h) iki Riemann manifold, ¢: M — Nbir diferensiyellenebilir

dontisiim ve ¢ nin gerilimi t(¢)olsun.

1
AR LT

fonksiyoneline ¢ nin bi-enerji fonksiyoneli denir (Baird ve Wood 2003).

Tamm 4.13. (M, g) ve (N,h)) iki Riemann manifold ve ¢: M — N dontisimi bir
diferensiyellenebilir doniisiim olsun. D, M nin bir kompakt bolgesi olsun. F, D iizerinde

destekli varyasyon olmak iizere kompakt biitiin D bolgeler icin

d
EEZ (¢t;D)t=0 =0
ise ¢ ye bir biharmonik dontisiim denir (Baird ve Wood 2003).
Simdi, her tel = (—¢, &) degeri i¢in t = E,(¢,) fonksiyonunun t = 0 da tiirevi

d d _
EEZ(d)t)t:O = fM %h(r(d)t):r(d)t))t:()dvg = . h(V%T(d)t)’T((I-')t))t:o dvg

=Ju h(Vat(@) =0, T(¢)) dv (4.4)
at
dir. {e;: 1 < i < m} x € M noktasinda ortonormal ¢at1 alan1 V, e; = 0,1 <j <m

olacak sekilde se¢ilsin. O zaman x € M noktasinda

T(¢t)—Val (VdF) = ai Z VdF (e;, e; ai Z V. dF)(e;)

Vo
at

= Y VoV, dF(e) — Vo dF (V,.e) (4.5)

9
at
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esitligi elde edilir (Han ve Feng 2014, Jiang 2008). Verilen % EIr(TR)ve X e I'(TM)

vektor alanlari igin I X M bir ¢arpim manifold olmasindan dolayr Onerme 4.7 geregince

5]

=, X| = 0 olacaktir. Bu sonug ile birlikte

dF (X) = VydF (5) + dF (|5, x|) = VyxaF (5)

B
at
esitligine sahip olunur. Bdylece x € M noktasinda (4.5) denklemi
m a m
Vo t(00) = ) FaTedF(e) ~To, e dF (55)) = ) (T VeidF(e) Tot(0)
ot i1 0t i=1 ot

VeV o dF (e) — V5
ot

.

1l
Juy

]dF(el) + R(a e;,)dF

l 2

= ST (Ve T2 dF () + RV (dF (), dF (e))dF (e)

= X1 (Ve Ve, dF (5) + RN (dF (5), dF (e:))dF (e)))
durumuna getirilir,

W) = T (Ve Ve dF (5)) + L RN (dF (52, dF () dF (ey) (4.6)

6
at
ve sonug olarak denklemi elde edilir (Han ve Feng 2014, Jiang 2008).

M tizerinde

9(Xe 2) = h(V,dF (), 1(¢)) Ve g(¥,, Z) = h(dF (), T,t(¢,)) (her Z € T(TM))
seklinde tanimli X, ve Y; , M kompakt destekli vektor alanlari olsun. Bu durumda X, ve

Y; nin divergensleri

m m m
div(X) = ) g(VeXere) = ) eige,e) = ) g(Xe Vo))
i=1 i=1 i=1

= X1 eth (Ve dF (5), 1(p)) = Ty 9Ty, o,dF (55) 1)
= X0 h(Te Ve dF (5) = Vo, o dF (5),1(00) + Eity h(Ve,dF () Ve 1(9)) (4.7)

ve div(Yy) = Xt 9(Ve, Yo ) = XiZ 1 eig (Ve €) — Xitq g(YtrVeiei)

ie h(dF( ) Vo () — i <dF (: ) Vo, elr(qbt))

i=1 i=1
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d = = = — F] _
= SI h(dF (3), Ve Ve, T(d0) = Ty, o 1(00)) + Ty A(TVe dF (32), Ve, 1(00))  (48)
seklinde olur (Han ve Feng 2014, Jiang 2008). Boylece (4.6), (4.7) ve (4.8) denklemleri

yardimiyla
2 m
9 9
= (”T(j i ) = div(X,) — div(Y,) + Z h(RY (dF (&) , dF(el-)> dF (e)), T(0))
+ 2 h(dF (%), Ve e, W($0) = Ty, ¢ T(0) (4.9)

denklemi elde edilir. Diger taraftan Green’s teoremi yardimiyla
[, div(Xp) — div(Y) dyg =0 (4.10)

dir. Boylece (4.9) ve (4.10) denklemleri ile birlikte

d d ?
aEz(q—"t)t:o = jM 7t ”T(qu)” )e=0dVy

LS O i R(RY (de (e, () dd (e, V) dvy
i=1
= [, h(t(9)* V)dv, (4.11)
sonucuna ulasilir (Han ve Feng 2014, Jiang 2008).
Burada A= — Y7, Vei Vei-Vveiei fIT(TN) iizerinde adi Laplace operatoriidiir.
Sonug olarak asagidaki teoreme ulasilir.

Teorem 4.14. (M, g) ve (N, h) diferensiyellenebilir iki manifold ve ¢:M — N bir
diferensiyellenebilir doniisiim olsun. ¢ nin biharmonik olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul

12(¢p) = olmasidir (Jiang 1986).
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5. RIEMANN MANIFOLDLARDA POZITiF OLMAYAN RiCCi EGRILIGE
SAHIP BIHARMONIK HiPERYUZEYLER

Nakauchi ve Urakawa (2011) tarafindan ispatlanan (N, h) pozitif Ricci egrilige sahip

olmayan bir Riemann manifold ve (M, g)bu Riemann manifoldun bir biharmonik

hiperyiizeyi, H M nin ortalama egrilik vektor alan olmak iizere, eger [ o IH Py, < ooise
(M, g) minimal hiperytizey olduguna dair teoremin bir yorumu verilmistir.

Bu tartismadan 6nce Ou (2010) da verilen ve boliim igerinde kullanilacak bir Riemann
manifoldun hiperyiizeylerin biharmonik olma kosullari incelenmistir.

Daha sonra 3-boyutlu bir Riemann manifolddan 2-boyutlu Rieamann manifolda tanimli
bir Riemann submersiyonun biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar verildikten

sonra biharmonik submersiyonlarla ilgili bir 6rnek verilmistir (Wang ve Ou 2011).

5.1. Biharmonik Hiperyiizeyler

Jiang (1987), Chen ve Ishikawa (1998) 3-boyutlu Oklid uzayr R3de biharmonik alt
manifoldlarin minimal oldugunu, Dimitric (1992) n-boyutlu Oklid uzay1 R™ de her
biharmonik egrinin bir dogru oldugunu ve en fazla iki farkli asli egriliklere sahip
biharmonik hiperylizeylerin minimal olmasi gerektigini ve Hasanis ve Vlachos (1995) 4-
boyutlu Oklid uzayr R* biharmonik hiperyiizeylerin minimal oldugunu ispat ettiler. Chen

(1991) de 1spat1 hala agik olan asagida ifade edilen asagidaki 6nermeyi 6nerdi:

Chen Onermesi: Oklid uzayinda her biharmonik altmanifold minimaldir.

Chen Onermesi Caddeo ve ark. (2002) tarafindan hiperbolik 3 uzayr #3(—1) de
biharmonik altmanifoldlarin minimal oldugu ispat edildi. Balmus ve ark. (2008) n-
boyutlu hiperbolik uzayr H™ nin enfazla farkli iki asli egrilige sahip hiperyiizeylerin

minimal oldugunu gosterdiler.
Boylece Caddeo ve ark. (2001) Chen Onermesini asagida verilen dnermeye genislettiler.
Genisletilmis Chen Onermesi: Pozitif olmayan Riemann egriligine sahip (N,h)

Riemann manifoldun her biharmonik altmanifoldu minimaldir.

S™ Oklid kiiresi durumunda ise Balmus ve ark. (2008) de asagidaki teoremi ispat ettiler.
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Teorem 5.1. M™, S™*1 hiperkiiresinin en fazla iki farkli asli egrilige sahip harmonik
. A .. meL kel Ll

olmayan biharmonik hiperylizey olsun. O zaman M, S (\/E) veya S (\/E) ) (\/E)’

k + | = m, k= [, nin bir pargasidir.

Daha sonralar1 Balmus ve ark. (2010) isimli calismalarinda 4-boyutlu S* Oklid kiiresinin

harmonik olmayan biharmonik kompakt hiperyiizeylerin sadece S 3(%) ve S 1(%) X
S 2(%) torus oldugunu gostermislerdir.

Ayni ¢alismada R*(¢) uzay formunda 3 boyutlu biharmonik hiperyiizeyin sabit ortalama
egrilikli manifolda sahip oldugunun sonucunu elde etmislerdir.

¢:M - (N,h) bir izometrik immersiyon olsun. O zaman ¢ TN tanjant demeti
¢~ITN = tan(TM)@®nor(TM) ayrisimina sahiptir. O zaman her X,Y € I'(TM) igin V
ve VV sirastyla TM ve TN iizerindeki (Levi-Civita) konneksiyonlar, V ve V sirasiyla
¢~ITN, ve (T*M ® ¢ 1TN) iizerindeki indirgenmis konneksiyonlar olmak iizere

izometrik immersiyonun ikinci temel formu
B($)(X,Y) = (Vdg)(X,Y)
= (Vxdg) (V)
= Vx(d¢ (V) — dp(VxY)
= Vayo0dg(Y) — dg(VxY)

seklinde olur. Burada B(¢)(X,Y) yerine kisaligin hatirina B(X,Y) gosterimi

kullanilacaktir. Boylece ¢ izometrik immersiyona karsilik gelen gerilim vektor alani

(P = Xo{Ve,dd(e:) — dd(V,,e)}
= Y Vigepdd(e:) — dd(Vee)}
= XiZ1B(es e)
=mH¢
dir. Burada ¢ hiperyiizeyin birim normal vektor alan1 ve H hiperyiizeyin ortalama
degeridir.

Boylece agagidaki sonug elde edilir.
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Teorem 5.2. ¢p: M™ — N™*1 ortalama vektdr alan1 u = HE bir izometrik immersiyon
olsun. O zaman ¢ nin biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

AH — H||A|I* + Ric" (§,§) = 0,

2A(gradH) + = gradH? — H((Ric* (§))" = 0, (5.1)
dir. Burada RicM, N nin Ricci operatorii; RicV(.,.), N nin skaler egriligi;

A, M hiperyiizeyin normal vektor alan1 € ya gore sekil operatoriidiir (Ou 2010).

Ispat: M hiperyiizeyinin bir lokal ortonormal cat1 alani {ey, ...,e,} olsun. Vve V¥
sirastyla TM ve TN iizerindeki (Levi-Civita) konneksiyonlar olsun. V, ¢ '(TN)

tizerindeki  indirgenmis konneksiyon olmak iizere her X, YeI'(TM) i¢in
(dp (V)= Vi dd (V)= VY dir.

Burada d¢(X) = X ile 6zdesletilmistir. ¢ nin gerilim (tensiyon) alani t(¢) = mH¢ olup
bigerilimi t2(¢) asagidaki sekilde hesaplanir

T(9) = ~0t(®) — ) RV(e T(®)) ()
i=1

=2y Ve, Ve, (mHE) — vveiei(m HE&) — RN(e;, m HE)e;
=mXl; Ve, (e;(H)§ + HV,$) — vVeiei( H§) — RV (e;, HE)e;
=mYR, (eje;(H)E +e;(H)VEE + e;(H)VEE + HVI V] E
—(Ve,e) (H)E — vaeieif) —-mH XL, RV (e, e
=m XL, eiei(H)§ — (Vo) (H)E + 2e,(H)VEE + HVE VS
- vaeieif —mH Y2, RV(e; §e;
= m(AH)§ — mHAS+ 2m B2, h(do(gradH), dd(e;))(—Ae;)
—mH X2, RY(e;, §e
= m(AH)§ — mHAS — 2m B, A(h(dd(e;), dp(gradH))e;)
—mH X% RY(e;, §e
Boylece
12(9) = m(AH)é — mHAE — 2mA(gradH) — mH Y™, RV (e;, &)e; (5.2)
esitligi elde edilir.

Simdi (5.2) denklemindeki egrilik tensor alaninin teget ve normal bilesenleri bulunursa
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D RRYde), Ddoe), doCe)ex = —(Ric" (£, doe))er = —(Ric(©)'

i,k=1

ve

D hRY(db(e, T®)dde), §) = —mHRicV (€, )

i,k=1
esitliklerine elde edilir.

Diger taraftan ¢ birim normal vektor alani oldugundan her X,Y€ ['(TM) i¢in

h(V¥§,6) =0 (5.3)
ve dolayistyla

h(VYVEE, &) + h(VYE, VYE) = 0 (5.4)
dir.

Boylece (5.3) ve (5.4) denklemlerinin yardimiyla
h(BE,§) = T2 h(=VEVEE + VY, 8, §) = EiZ1 h(VEE, VD) (5.5)
esitligi bulunur.
Diger taraftan g hiperyiizey iizerine h dan indirgenmis Riemann metrigi olmak {izere bir
hiperyiizeyin birim normal vektor alani & ya gore sekil operatorii A ve ikinci temel formu
B arasinda asagida verilen denklemleri kullanarak
B(X,Y) = h(VYY, )¢ = —h(Y, VY ©)¢ = g(AX, V)¢

ve

9(AX,Y) = h(B(X,Y),§)¢ = h(b(X,Y)§,§) = b(X,Y)

lal = Zg(Ael,e» = Z h(VY, £, €)% = Zh(VNth(VNfe,) )

i,j=1 i,j=1
= X2 h( V5 §,VE §) (5.6)
esitlikleri bulunur.

(5.5) ve (5.6) denklemlerini kullanarak A€ nin normal bileseni
m
@) = h(B,)§ = ) h(TEEVEHE= NIAIP§
i=1

olarak bulunur. Ayrica A¢ tanjant bileseni ise

m m
(A¢)' = Z h(-VAVEE+ VY &) e = Z (VY Ae; — A(V,.6:), €) ex
i,k=1 ik=1
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= Zﬁc:l(Veib) (ei, ex) ex (5.7)

olarak elde edilir.

Hiperyiizeyler i¢in
(Veib)(ek; e;) — (Vib)(ei e) = h(R" (e, ex)e;, &)
seklinde ifade edilen Codazz-Mainardi denklemini (5.7) de kullanilacak olunursa A€ nin

tanjant bileseni

m

(B) = > (Veh)ewew) e

k=1
= Yk=1(X21(Ve, b)(ei,€;) — Ric(€, ex))ex
=m Y=g ex(H) e — Xk=q Ric(§, e;) ey
= mgrad(H) — Y21 Ric(§, e) ey (5.8)
seklinde olur. Béylece t2(¢) normal ve tanjant bilesenleri sirasiyla

(ON* = @), )¢ = m(AH — HIAI? + HRic"(£,£)) §
(@) = Y A @), ee, = ~m(24(gradH) + 5 gradh? - H((Ric" ()’
k=1

olup bu da teoremin ispatini tamamlar.

5.2. Pozitif Olmayan Ricci Egrilige Sahip Riemann Manifoldlarda Biharmonik
Hiperyiizeyler

Oncelikle asagidaki tanim verilecektir.
Tamm 5.3. (0, d) bir lokal kompakt metrik uzay olsun. U ve V ,  iizerinde U c U c V
ozelliginde acik ciimleler olsun. g {izerinde taniml reel degerli bir Q fonksiyonu U
lizerinde Q = 1 ve V nin tiimleyeni V¢ iizerinde Q = 0 ise Q fonksiyonuna esik deger

(cut-off) fonksiyonu denir (Andres ve Barlow 2015).

Yardimer Onerme 5.4. (M, g) kompakt olmayan bir tam Riemann manifold ve L, M
tizerinde tanimli negatif degerli olmayan bir diferensiyellenebilir fonksiyon ve f,M

uzerinde

Agf =Lf (5.9)
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Schrodringer tipi denklemini saglayan, karesi integrallenebilir differensiyellenebilir bir
fonksiyon olsun. O zaman f, M iizerinde sabit bir fonksiyondur (Nakauchi ve Urukawa
2011).

ispat:

M iizerinde herhangi bir x, noktasi ve her r > 0 reel sayis1 i¢in

[0<t(x) <1 (xeM),

t(x) =1 (x € Br(x)),
7(x) = 0 (x & Byr(x0)),
NIAESE (M iizerinde) (5.10)

seklinde tanimli 7: M = R esik deger fonksiyonu tanimlansin. Burada B, (x,) = {x €

M:d(xy,x) <r}ved, (M,g) tizerinde tanimli uzaklik fonksiyonudur.

(5.9) denklemin her iki tarafin1 T2 ile garpilip M iizerinden integre edilirse

Ju (@A) = [ LT?f?9, (5.11)
denklemine ulasilir.

Diger taraftan 1954 de Gaffney, iinli Stokes Teoremini tam Riemann manifoldlara

genisletmistir. Bir bagka deyisle eger M tam bir Riemann manifold ve X, M iizerinde bir

vektor alani ise [ y AivX 95 = 0 dir (Gaffney 1954).

Boylece f eC* (M) diferensiyellenebilir ve X e/{TM) olmak iizere
div(f X) = fdivX + g(grad f, X)
dir. Eger h e C* (M) diferensiyellenebilir olarak segilirse

div(f gradh) = fAh + g(grad h, grad f)

38



denklemi elde edilir. M tam olmayan bir Riemann manifold i¢in Stokes Teoremi

kullanilirsa

0= [, div(fgradh) 9, = [, fAR 9, + [, g(grad h, grad f)d,

denklemine ulasilir. (5.11) denklemi (5.12) denklemi igin uyarlanirsa

I (NG9 = = [ (g(grad(z®f), gradf))dy = — [ g(V(z21), 1) %,
denklemi elde edilir. Basit bir hesaplama ile

gV @), vH=2tf.g(Vt,Vf) + t2.g(Vf,Vf)=2tf. g(Vt,Vf) + T2||Vf]|?
Esitligi elde edilir. Ayrica (5.14) denklemi (5.13) denkleminde kullanilir ise

[ @ r@omo, = - [ @eranvm)s, - [ 2vriee,

M

==2[ (9(fve,7V)) ¥, [, T*IVfI*Y,.
denklemi elde edilir.

X veY M lizerinde vektor alanlar1 olmak tizere her € > 0 reel sayisi i¢in

1
+2g(X,Y) < ellXII* + < 1IYII?

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)

olarak ifade edilen Young esitsizligini (5.15) denkleminin ilk terimi i¢in uygulanacak

olunursa
=2 (g(fve,7VP)) 9y < e[, ITVFI2 9, + ifM |f V|29,

denklemine sahip olunur. (5.17) denklemi (5.15) denkleminde kullanilir ise

1
J(Tzf(Agf))ﬁg SEJlTVflzﬁg +EJ|fVT|219g - J T2|Vf |29,

M M

=—(1-2) [, ©?IVf120, + ], f2IVfI20,
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denklemine ulasilir. (5.9) denkleminin her iki taraft M tizerinde integre edilirse
fM ((Tzf)Agf) 199 = fM LTZfzﬁg (5.19)
denklemi elde edilir. Boylece (5.18) ve (5.19) dan

1
fLTZfzﬁgS—(1—8)fTZIVfIZﬂg-i-EffZIVTIZ Yy
M M

M

denklemi elde edilir. Bir bagka deyisle
1
fM LT%f? Jy+(1—¢) fM T2|Vf|219g < ;fM f?|vr|? Yy (5.20)
esitsizligine ulagilir. Simdi € = % secilirse (5.20) denklemi
1
fM LT%f? Yy + ;fM TZIVfIZﬁg <2 .fM f2|VT|219g (5.21)
esitsizligi elde edilir. (5.20) yardimiyla;

B.(x() lizerindet=1,L > 0ve |Vt| < % olmasi nedeniyle (5.21) denkleminden

1 8
0 = fo e L 0 + 3 5, x| VS 1* 09 =< 52 3y £70 (5.22)

esitsizligine ulagilir. (M, g) kompakt olmayan ve tam manifold oldugundan r sonsuza

giderken B,.(x,) M ye gider. O zaman
0 <[, Lf29y +5J, IVfI29, <0 (5.23)

esitsizligi elde edilir. f karesi integrallenebilir diferensiyellenebilir bir fonksiyon

oldugundan [ f?9, < oo dir. Bu 6zelligi (5.23) kullanilacak olunur ise Lf* = 0 ve

|Vf|? = 0 dir. L, M iizerinde tanimli negatif degerli olmayan bir diferensiyellenebilir
fonksiyon oldugundan Vf = 0 veya f = 0 dir. Her iki durumda da f bir sabit fonksiyon

olur, bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 5.5. ¢: (M™,g) » (N™*1, h) ortalama vektdr alam1 u = HE bir izometrik

immersiyon olsun. (M, g) tam ve (N, h) nmn Ricci tensorii Ric
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Ric"(§,$) < |lAlI? (5.24)
esitsizligi saglansin. Eger ¢ biharmonik ve

fM H?*9, < (5.25)
esitsizligi saglaniyor ise M sabit H ortalama egrilige sahiptir (Nakauchi ve Urukawa

2011).

Ispat: (5.24) denklemi yardim ile L = ||A||? — RicV(&,&) = 0 dir. (5.1) denklemi ¢
nin biharmonik izometrik immersiyon olmasi nedeniyle Schrondinger tipi AjH = LH

denklemine indirgenir.

M nin kompakt oldugu farz edilsin. O zaman Green’s teoremi geregince AjH = LH

esitliginin her iki tarafi integre edilirse

0 <[, LH*; = [, HA;H) 9y = — [, g(VH,VH) 95 < 0 (5.26)
denkleminden fM g(VH,VH) 9, = 0 elde edilir. Bu da VH =0 sonucunu verir ve
boylece H sabit olur.

Eger M kompakt degil ise Yardimci Onerme 5.4 yardimiyla H tekrar sabit olur. Bu da

teoremin ispatini tamamlar.
5.3 Biharmonik Submersiyonlar

Bu boliimde (Wang ve Ou 2011) ¢alismasinda ifade edilen submersiyonlarin biharmonik

olma kosulu tanitilacaktir.

Tamm 5.6. (M, g) ve (N, h) sirasiyla m ve n boyutlu iki diferensiyellenebilir Riemann
manifold olsunlar. F: M — N bir orten diferensiyellenebilir bir doniisiim olmak tizere M
nin her noktasinda maksimal ranka sahipse yani rank(F) = rank(d F) = boy N =n

ise F ye bir submersiyon denir (Falcitelli ve ark. 2004).

Kapali fonksiyon teoremi geregince her x€ N i¢in F~1(x) fibresi M nin r =m —n

boyutlu bir kapali alt manifoldu olur. M nin bu r boyutlu altmanifoldunun p € F~1(x)
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noktasindaki tanjant uzay1 T,F~* (x) = cek(dF (p)) = V,, dir ve V, uzaymna p € F~*(x)
noktasindaki dikey olarak adlandirilir (Falcitelli ve ark. 2004).

Dikey uzaymn p € F~!(x) dik timleyeni, yatay uzay olarak adlandurilir ve (V,)* = #,,
ile temsil edilir (Falcitelli ve ark. 2004).

Boylece p € M noktasindaki tanjant uzay T,M = V,@H, seklinde bir pargalanmaya

sahip olur.

Tanim 5.7. (M, g) ve (N, h) sirastyla m ve n boyutlu Riemann manifoldu ve F: M - N

bir submersiyon olsun. Eger her u, v € Hyigin

9p (W, v) = hpgy(dF (w), dF (v)) (5.27)

kosulu saglaniyor, bir baska sekilde F nin tiirev doniisiimii dF altinda yatay uzaydaki
tanjant vektorlerin uzakligini koruyor ise F ye bir Riemann submersiyon denir (Falcitelli
ve ark. 2004).

Eger bir vektor alant daima fibrelere teget ise dikey vektor alan1 ve daima dikey vektor
alanlar dik oluyorsa yatay vektor alani olarak adlandirilir. Boylece M nin vektor alanlar

i¢cin
[(TM) = T(V)®T(H)
ise dikey parg¢alanma s6z konusu olur. Béylece M nin bir E € I'(TM) vektor alani igin
E = dik(E)®yat(E) = EV@®E"
yazilim1 miimkiin olur (Falcitelli ve ark. 2004).

Tamm 5.8. (M, g) ve (N, h) sirastyla m ve n boyutlu Riemann manifoldu ve F: M — N
bir Riemann submersiyon olsun. X € I'(H), X' € T'(TN) olmak iizere dF (X) = X' ise X

vektor alanina temel vektor alani denir (Falcitelli ve ark. 2004).

Yardimer Onerme 5.9. F: (M, g) — (N, h) bir Riemann submersiyon olsun . Eger

X veY M lizerinde temel vektor alanlari ise

i) gX,Y) =h(X',Y')oF,
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ii) yat[X,Y] temel vektor alan1 [X', Y'] vektor alanina F baglhdir,
i) yat(VyY) vektor alam1 VN, Y’ ye F baghdir,
iv) Her dikey vektor alan1 V igin [X, V] Lie braketi dikeydir

(Falcitelli ve ark. 2004).

O’Neill (1966) da bir submersiyon asagida ifade edilen (1,2)-tipindeki tensor alanlari
tanitildi. Her E, G € T'(TM) igin

T(E,G) = TgG = yat(V,ergverG) + ver (Ve pyatF) (5.28)
A(E,G) = AgG = ver(VyatEyatG) + yat(VyatEverG) (5.29)
(O’ Neill 1966).

Yardime1 Onerme 5.10. F: (M, g) — (N, h) bir Riemann submersiyon olsun. U,V €
I'(V) vektor alanlari ve X, Y € T'(H) igin

ii)AxY = —AyX = ver[X,Y] (5.31)
dir (O’ Neill 1966).

Yardimc1 Onerme 5.11. F(M, g) — (N, h) bir Riemann submersiyon olsun. V, M
tizerinde Riemann konneksiyon olmak tizere U,V € I'(V) vektor alanlari ve X,Y €

['(H) igin

DVyV =TyV +V,V, (5.32)
i) VyX = yat(VyX) + TyX, (5.33)
iii) VxyU = AxU + ver(VxU), (5.34)
iV) VyY = yat(VyY) + AyY (5.35)

ve daha fazlas1 eger X temel vektor alani ise [X, U] dikey olacagindan

yat(VyX) = yat(VyU) = AxyU (5.36)
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dir (O’ Neill 1966).

F:(M3,g) - (N2, h) bir Riemann submersiyon olsun. M3 iin bir yerel ortonormal gati

alani {e;, e,, e3}, €4, e, temel ve e dikey olacak sekilde belli olsun.

Bu durumda Yardimci Onerme 5.9 iii) geregince [e;, e5] Ve [ey, e5] dikey olurlar ve ii)

geregince {&;, £,} N? nin lokal ortonormal ¢at1 alam olmak iizere
dF ([e1, e2]) = [e1, &)
dir. N2 2-boyutlu oldugundan
[e1, &2]=L161 + L&,
olur. Burada L;,L, N? iizerinde tiirevlenebilir fonksiyonlardir.

Boylece [eq,ez], [€1,&;] ile F baglantili oldugundan i = 1,2 i¢in [; = L; o F olarak

belirlenirse

[e1, e3] = es, (5.37)
[e2, e3]= ues, (5.38)
lei, ;] = liey + l,e, — 20e; (5.39)

esitlikleri elde edilir. Burada [;,l,,A,u ve o M fzerinde diferensiyellenebilir

fonksiyonlardir. Kolaylik agisindan {ey, e, e5} yerel ¢at1 alan1 uyumlu ¢at1 alani olarak

isimlendirilecektir (Wang ve Ou 2011). (5.37), (5.38) ve (5.39) denklemleri ve
2g(VgG,B) = Eg(G,B) + Gg(B,E) — Bg(E,G)

Koszul formiilii yardimiyla,

Ve,e1 = —lie;, Ve ey = lieg-0e;, Ve e3 = gey, (5.40)
Ve,e1 = —lye, +0e;3, Ve e, = 60, V65 = —0ey, (5.41)
Ve.eq = 0e; —Aes, Ve e, = —oe; — pes, Vo e3 = Aey + e, (5.42)
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denklemleri elde edilir (Wang ve Ou 2011).

F nin gerilim alan1

©(F) = X1{V.,dF(e;) — dF (V. e)}
=V, dF(e,) + V,,dF(e,) + V., dF(es) —dF(V, e) —dF(V,,e;) — dF(V,,e;3)
:Vlc\l,F(el)dF(el) + ng(ez)dF(ez) + VgF(eg)dF(%)
—dF(V,e;) — dF(Ve,e;) — dF(V,,e3) (5.43)
dir.

Diger taraftan [, £,]=L,&1 + Ly, yardimiyla

VY e = —L1&, VY ey = L1 (5.44)
VY ey = —Ly&p, Vi &y = L&y (5.45)
denklemleri elde edilir. (5.44) ve (5.45) denklemlerini (5.43) de kullanilirsa

T(F) =—li&; + I, +li&5 — lygg — Agy — ue, = —Ae; — ue, (5.46)

denklemine ulasilir.

Simdi bigerilim hesaplanirsa,

T(F) = X1 Ve Ve, 1(F) = Vy, o, T(F) — RV (dF (), T(F))dF(e;) (5.47)
(5.46) denkleminde (5.39), (5.40), (5.41) ve (5.42) denklemleri kullanilirsa

T2(F) = [-AMA—lie () — e (I ) — Lies(w) — ex(lpp) + Auly + pl, +

AM=KN + 1% + 1,2)]erH[-AMu + Liey(A) + e (L ) + Lea(A) + e, (1,0) — Aul, —
221+ u(—KV + L2+ 1,%)]e,

denklemi elde edilir.

Boylece asagidaki sonuca ulasilir.

Sonug 5.12. F: (M3, g) - (N2, h) bir Riemann submersiyon olsun. M3 iin uyumlu yerel

ortonormal ¢at1 alani {e,, e,, e} olmak iizere F nin biharmonik olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul

—AMA—=lies () — e; (I 1) — Lep () — e; (L) + Auly + p?ly + A(_KN + l12 + lzz)
=0

ve
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—AMp+ e (D) +e (4 A) + Le,(D) + ey(I,4) — Auly, — 221
+u(-K"+ L2+ 5L,%) =0
olmasidir (Wang ve Ou 2011).

Simdi Wang ve Ou (2011) tarafindan verilen 6rnegi asagidaki sekilde tanitalim.

Ornek 5.13. R? x R iizerindeki Riemann metrigi g = dx? + dy? + B(x,y) %dz?, R?
lizerindeki Riemann metrigi h = dx? + dy? olmak iizere,
F:(R?XR,g) = (R% h); F(x,y,2) = (x,y)

orten diferensiyellenebilir bir doniisiimii olur. R? X R ve R? nin bir yerel ortonormal

] ] ] ] d :
cat1 alanlar1 sirasiyla {e; = 3 €2 = 5,63 = B 5} ve {g; = w2 = 5,} dir. F nin
tiirev doniisiim matrisi

1 0 0
F =
#=(o 1 o)

dir. Boylece rank F=rankdF=2=boyR? olup F bir submersiyon olur.

dF(e;) = &,,dF (e,) = &5,dF(e3) = 0 oldugundan R? x R nin tanjant uzayinin bir F

submersiyona gore parcalanisi
[(R* x R) = T(V)@T(K) = sp{e3}Dspfe, e,}
seklinde olur.
g(es,e1) = h(dF (ey),dF (ey)) = 1,
g(ey, e;) = h(dF(e,),dF (e;)) =0,

g(eze;) = h(dF(ez): dF(ez)) =1
olmasindan dolay1 da F bir Riemann submersiyon olur.

55_
) ap @ oo 108

[;_x"gé T oxoz ﬁ[ax az] Toxdz  Box 'Baz (6x(l ﬁ))ﬁ_:%(lnﬁ)e3’

ve benzer sekilde
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P
5,,35 =— (ln,8)33,

esitlikleri elde edilir. Koszul formiilii yardimiyla,
Velel = 0, Velez = 0, Vele3 = 0,

Vezel = 0, Vezez = 0, V62€3 = 0,

] ] ] ]
Ve,e1 = — I (Inp)es, Ve,€2 = — 2y (Inp)es, Ve, €3 = I (Inf)e; + 2y (Inp)e,
denklemleri elde edilir (Wang ve Ou. 2011). Boylece

VH£R1281 = O, VHSRfSZ =0
VHSR2281 = 0, VHSRZZEZ =0
oldugundan R? diizlemsel, bir baska deyisle K R* — 0 olur. Yukarida ifade edilen

denklemleri Sonug 5.12 de kullanilirsa, F submersiyonun biharmonik olmasi igin gerek

ve yeter kosullar
Ay (Inp))=0
Az (nB))=0

denklemlerinin saglanmast olacaktir. Ozel olarak Inf = [ »x(x)dx + [ £(y)dy olarak
secilirse (5.54) ve (5.55) denklemlerinden

2

%(x)a n(x) — W%(x) =0

2

d d
f(y)a 2(y) —d—yz{’(}’) =0
diferensiyel denklemleri elde edilir. Diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinden sirasiyla
n(x) ve £(y)

c (1+e ) b (1+ey)
J{( ) 1 Clx’ ( ) 1 ecly

seklinde bulunur (Wang ve Ou 2011).
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6. SONUC

Bu yiiksek lisans tezinde birinci varyasyon ve ikinci varyasyon hesaplamalari yapilarak
bir Riemann doéniisiimiiniin harmonik ve biharmonik olma kosullar1 verildi. Daha sonra
pozitif Ricci egriligine sahip olmayan bir Riemann manifoldunun, bir biharmonik
hiperyiizeyinin ortalama egriliginin fM |H||?v,; < oo olmakosulu altinda minimal olmas1

gerektigi elde edildi. Daha sonra ise 3 boyutlu bir Riemann manifolddan bir Riemann
yiizeye tanimli biharmonik submersiyonlar 6rnekle tanitilmigdi.
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