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OZET

Bes boliimden olusan bu calismada kuadratik formlar ve bu formlarin eliptik
egriler, kiibik kongriianslar, kuadratik idealler, konikler ve modiiler formlar ile olan
iliskileri ele alinmistir.

Birinci bolimde tezin daha sonraki boliimlerinde kullanilacak olan bazi kavram
ve notasyonlara yer verilmistir.

[kinci boliimiinde 73 determinath F = (1,7, —6) kuadratik formunun devirleri ve
has devirleri belirlenmis ve bu devirdeki formlara Kkarsilik gelen eliptik egriler
lizerindeki rasyonel noktalarin sayisi [F,;3; sonlu cisminde ele alinmistir. Bu bélimde,
ayrica, F = (1,7,—6) formunun devrindeki formlara karsilik gelen konikler tizerindeki
rasyonel noktalarin sayisy, ilk olarak -5 sonlu cisminde ele alinmis ve daha sonra elde
edilen sonuglar F,, sonlu cismine genellestirilmistir. Bu béliimde son olarak yine bu

formlara karsilik gelen kiibik kongriianslarin ¢éziimleri F,5; de ele alinmistir.

Uciincii  boliimiinde pozitif tanimlh kuadratik formlarin 6zel bir ailesi
tanimlanarak bu ailedeki formlarin 6zellikleri incelenmis ve daha sonra bu ailedeki
formlara karsilik gelen singililer egriler tizerindeki rasyonel noktalarin sayisi
belirlenmistir. Bu boéliimde son olarak bu ailedeki formlara karsilik gelen kuadratik
kongriianslarin ¢éziimleri ele alinmistir.

Dordiincii boliimiinde F; = x?+x;x,+8x3 ve G;= 2x?+x,;x,+4x2 kuadratik
formlar1 ve bu formlarin F,, Gy, F3 @ G1, F, @ G, ve F; @ Gz direkt toplamlar ele
alinmis, bu direkt toplamlar yardimiyla S,(I;,(31), 1) uzay: icin baz olusturulmus ve
daha sonra bu bazin elemanlari kullanilarak tamsayilarin yukaridaki direkt toplamlar ile
gosterilmesi ile ilgili formiiller verilmistir.

Son bélimiinde § = VD ve 6§ = 1+VD

kuadratik idealler ve kuadratik formlar arasindaki iliski ele alinmis bununla ilgili
sonuclar verilmistir.

degerleri icin kuadratik irrasyoneller,

Anahtar Kelimeler: Kuadratik formlar, eliptik egriler, konikler, kuadratik idealler.



ABSTRACT

In this thesis, we consider quadratic forms, and the relationship between elliptic
curves, cubic congruances, quadratic ideals, conics and moduler forms.

In the first section, we give some definitions, notations and properties which we
need in later sections.

In the second section, we consider elliptic curves, conics and cubic congruencies
over finite fields associated with indefinite binary quadratic forms in the proper cycle of
F = (1,7,—6). We will determine the number of rational points on elliptic curves and
conics over [F,;. Moreover, we consider the number of integer solutions of cubic
congruences associated with these forms.

In the third section, we consider some properties of positive definite binary
quadratic forms in a special family. Also we determine the number of integer solutions
of quadratic congruencies and determine the number of rational points on singular
curves related to forms over finite fields.

In the fourth section, we consider the quadratic forms F; = x?+x;x,+8x5 and
G,= 2x2+x,x,+4x% of discriminant —31, and their direct sums F,, Gy, F; ® G, F, ®
G,, F; @ G;. We obtain some results concerning the modular forms. Using these, we
construct a basis for the cusp form space S,(I,(31),1), and then we give formulas for
the number of representations of positive integer by these quadratic forms and their
direct sums.

In the last section, for § = VD and § = # values we obtain some results and

connection between quadratic irrationals, quadratic ideals and quadratic forms.

Key Words: Quadratic forms, elliptic curves, conics, quadratic ideals.
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GIRIS

Bu calismanin amaci kuadratik formlar ile eliptik egriler, kiibik kongriianslar,

kuadratik idealler ve modiiler formlar arasindaki iliskileri incelemektir.

Bu amaca yonelik olarak tezin 6n bilgiler kisminda kuadratik formlar, eliptik
egriler, ayrik gruplar, konikler ve idealler ile ilgili baz1 temel kavramlara ve

sonuclara yer verilmistir.

Tezin ikinci boéliimiinde 73 determinath F = (1,7, —6) kuadratik formunun
devirleri ve has devirleri ele alinmis ve bu devirdeki her bir forma karsilik gelen e-
liptik egriler lizerindeki rasyonel noktalarin sayisi sonlu F,; cisminde incelen-
mistir. Daha sonra bu formun devrindeki formlara karsilik gelen konikler
lizerindeki rasyonel noktalarin sayisi yine [F,; de ele alinmis ve bulunan bu

sonuglar [, sonlu cisimlerine genellestirilmistir. Son olarak yine bu formlara

karsilik gelen kiibik kongriianslarin ¢éztimleri de mod 73 de ele alinmistir.

Tezin Uglinci bolimiinde pozitif tanimh kuadratik formlarin 6zel bir ailesi
tanimlanmis bu ailedeki formlarin 6zellikleri ele alinmistir. Daha sonra bu ailedeki
formlara karsilik gelen singiiler egriler iizerindeki rasyonel noktalarin sayilari
belirlenmis ve bu ailedeki formlara karsilik gelen kuadratik kongriianslarin ¢6ziim-

leri incelenmistir.

Tezin dérdiincii béliimiinde —31 determinanth F;=x?+x;x,+8x% ve G,;=
2x24x,x,+4x2 kuadratik formlar1 ve bu formlarin F,, G,, F; ® G, F, ® G, ve
F, @ G5 direkt toplamlar ele alinmis olup bu direkt toplamlardan faydalanarak
S4([p(31), 1) uzayi i¢cin baz teskil edilmistir. Daha sonra ise bu bazin elemanlar:
kullanilarak tamsayilarin F,, G,, F3 @ G;, F, @ G, ve F; @ G3 formlan ile goste-

rilmesi ile ilgili formiller verilmistir.



Tezin son boliimiinde kuadratik irrasyoneller, kuadratik idealler ve kuadratik

1+V/D

formlar arasindaki iliski ele alinmis ve § = v/D ve § = degerleri icin bazi

sonuclar verilmistir.



1. BOLUM

ONBILGILER

Bu béliimde tezde kullanacagimiz ayrik gruplar, ikinci dereceden kuadratik
formlar, eliptik egriler, konikler ve kuadratik idealler ile ilgili baz1 temel kavram-

lara ve notasyonlara yer verilmistir.
1.1 Ayrik Gruplar

Bu boliimde ayrik gruplar teorisinde ¢ok 6nemli bir yere sahip olan modiiler

ve genisletilmis modiler grup hakkinda bazi temel kavramlar verilecektir.

PS(2,R) nin bir ayrik alt grubu olan modiiler grup

Z_)az_+b, a,b,c,deZ ve ad—bc=1
cz+d

seklindeki dontlistimlerden olusan bir gruptur. Bu grubu T’ ile gésterirsek, I' grubu

_ 1
mertebesi 2 olan T(z)=71 ve mertebesi 3 olan V(Z)=1_E dontisiimleri ile

tiretilir ve T = <T, V:T?=V3=| > seklinde bir gdsterime sahiptir. Eger U =VT
denirse U(2) =z+1 doniisiimii mertebesi « olan bir parabolik doniisiim olur. I' nin

temel bolgesi
1
Fr ={Z€UZ |Re(2) |s§, | z|21}

kiimesi olup bu kiime $ekil 1.1.1 de gosterilmistir.
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Sekil 1.1.1 Modiiler grubun temel bolgesi

Genisletilmis modiiler grup ise a,b,c,d € Z olmak lizere

az+b' ad-bc=1ve z—> a_z+b,ad—bc:—1
cz+d cz+d

Z—>

seklindeki dontisiimlerden olusan bir gruptur ve bu grup T ile gosterilmektedir.

R(z) =—-Z sanal eksene gére yansima déniisiimii olmak iizere, modiiler grup ile

genisletilmis modiiler grup arasindaki iliski C=IURC esitligi ile verilir. T(2) :_?1,

U(2)=z+1ve W(2)=(TU)(2) = _zil dontisiimleri i¢in
+
I_“=<R,T,W:R2=T2=W3=I >

dir. Ustelik [l::f'_l =2 oldugundan T, T nin bir normal alt grubudur. [ nin temel

bolgesi ise
-1
Fr ={ZEUZ 7£ Re(2) <0, |z|21}

kiimesi olup bu kiime Sekil 1.1.2 de gosterilmistir.
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Sekil 1.1.2 Genisletilmis Modiler grubun temel bolgesi
1.2 Kuadratik Formlar

a,b,ceR olmak lizere
F(X,Y)=aX?+bXY+cY?

seklindeki polinomlara kuadratik (ikinci dereceden) form denir ve bu form kisaca
katsayilar1 yardimiyla F =(a, b, ¢) ile gésterilir. #nin determinanti A(F)=b?—4ac
olarak tanimlanir. Ustelik “F =(a, b, ¢) formu i¢in F tamdir < ab,ceZ dir”, “F

pozitif tanimhidir < A(F) <0, a,¢>0 dir” ve “F indefinite formdur < A(F) >0 dir.”

F =(a, b, ¢) kuadratik formu

b/
e o, )

a

b/2
b/ 2 J matrisine F formunun matrisi denir ve M (F)

biciminde yazilir. Burada (

ile gosterilir. Ustelik formun determinantinin A(F)=-4det(M(F)) oldugu goriiliir.
Bu formun 6zdegerleri ise M(F)—Al, matrisi i¢in |[M(F)-2l,/=0 denkleminin

kokleridir. Buna gore



~4 b/2 2
a —@-c-1-2 20
b/2 c-4 4

denkleminden

_a+c-+a?+b?+c2-2ac
- 2

_at+c+yaZ+b?+c?-2ac v
- 2

zl e A

elde edilir. Ustelik
a® + b* 4+ ¢? — 2ac = a® + b* + ¢? — 4ac + 2ac
=b% —4ac + a? + ¢* + 2ac
= A+(a + c)?
= A+Tr2(M(F))

oldugundan F formunun 6zdegerleri

3 _ Tr(M(F))++/ A+Tr?(M(F)) ve 1 _Tr(M(F))—y/A+Tr3(M(F))
1 — 2 =
2

2

dir.

g:(; jj:[r;s;t;u]el: icin gF formu

gF(X,Y) = (ar? + brs + ¢s?)X? + (2art + bru + bts + 2csu)XY
+(at? + btu + cu?)Y?

olarak tanmimlanir. Bu tanima goére genisletilmis modiler grup, formlar kiimesi
lizerine grup etkisi yapmaktadir, yani her g,hel icin (gh)F =g(hF) ve IF =F dir.
Ustelik her gel: icin A(QF)=A(F) dir, yani F ile gF ayni determinanthdir. Ayrica
F pozitif tamimli, indefinite veya tam ise gF de pozitif tanimli, indefinite veya

tamdir. gF nin bu tanimina dikkat edilirse F formunda X - rX +tY veY - sX +



uY degisken degisimi yapilmak suretiyle gF formu elde edilmistir. F formunun

yukaridaki matrisini kullanarak gF nin

GF(X,Y) = (X Y)gM(F)gtm

seklinde oldugu goriiltr.

F ve G iki form olsun. Eger gF =G olacak sekilde en az bir g T varsa F ve G

formlarina denktir denir. Eger det(g) =1 ise bu iki forma has denk, eger
det(g) = —1 ise bu iki forma has olmayan denk denir. Denk formlar ayni

determinantl iken ayn1 determinanth formlarin denk olmasi gerekmez. Eger bir F

formu kendisine has olmayan denk ise bu forma ambiguous form denir. ge r icin
gF = F oluyorsa g ye F formunun bir otomorfizmi denir. Eger det(g) = 1 ise g ye
has otomorfizm, det(g) = —1 ise g ye has olmayan otomorfizm denir. F nin has
otomorfizmleri kiimesi Aut(F)* ile has olmayan otomorfizmleri kimesi ise
Aut(F)? ile gosterilir (Kuadratik formlarla ilgili daha fazla bilgi icin Buchmann ve

Vollmer 2007, Buell 1989 ve Flath 1989 kaynaklarina bakilabilir).

1.2.1 Pozitif tanimli formlar

F =(a b, c) kuadratik formu icin A(F)<0 ve a,c>0 ise bu forma pozitif
taniml form denildigi bilinmektedir. F =(a, b, €) pozitif tanimli bir form olsun. Bu

takdirde belli bir ze U kompleks sayisi i¢in bu form
F(X,)Y)=a(X+2zY)(X +2Y)

seklinde yazilabilir. Bu sekildeki z sayisina F formunun taban noktasi denir ve

z = z(F) ile gosterilir. Eger z = x + iy olarak alinirsa yukaridaki esitlik



F(X,Y)=a(X + 2Y)(X + ZY) =aX? + 2axXY+a| z] Y?
haline gelir. Bu son esitlikten 2ax = b ve a|z[?=c olup

b J-A(F)

X=— Vve =
2a y 2a

b+iV-2F) v dur
2a '

elde edilir. y pozitif oldugundan z=

Tersine herhangi bir ze U karmasik sayisi verildiginde taban noktasi z olan

pozitif tamimli bir form vardir. Gercekten de z=x+iy icin a:#, b:lz—)l(2
z z
—4y? .
¢ = 1 olarak alinirsa taban noktasi z olan A(F) = g <0 determinanth
z

1 2X
F=(a b, c):(—, —, 1)
|z |z

formu elde edilir. Dolayisiyla ¢:F — z(F) dontisiimii, sabit determinanth pozitif

tanimli formlar ile U nun noktalar1 arasinda birebir bir dontisiimdiir.

Buna gore F ve G formlarinin denk olmasi i¢cin gerek ve yeter sart bu
formlarin taban noktalarinin genisletilmis modiiler grubun ayni yoériingesinde

olmasidir. F=(a, b, ¢) pozitif tamimli bir formu i¢in |[b|<a<c sart1 saglaniyor ise F

ye indirgenebilir form denir. F formunun z taban noktasi i¢cin z ve Z simetrik roller

oynadigindan Im(z) >0 kabul edilebilir. Bu durumda |bKa sart1 |z+ZK1 ye yani
|Re(2) K1/2 sartina, benzer sekilde a<c sarti ise zZz>1 ye yani |zR1 sartina
denktir. Dolayisiyla bir F=(a, b, ¢) formunun indirgenebilir olmasi icin gerek ve

yeter sart F nin taban noktasinin modiiler grubun temel boélgesinde olmasidir

(Tekcan ve Bizim 2003).



1.2.2 indefinite formlar

F=(a b,c) kuadratik formu icin A(F)>O0 ise bu forma indefinite form

denildigi bilinmektedir. F =(a, b, ¢) indefinite formu icin eger
‘\/Z — 2|a” <b<A

sarti saglaniyorsa bu forma indirgenebilirdir denir. Eger bir form indirgenebilir de-
gilse asagidaki indirgeme algoritmasi kullanilarak bu form indirgenebilir hale ge-

tirilir. Indirgenemeyen F formu icin
sgn(q){%J 624 ise
sgn(q){ N J o] <A ise

tanimlansin. Bu takdirde F nin indirgenmisi i > 0 i¢in

§=s(F)=

p Y (F) = (c;, —b; + 2¢;s4, ¢;s¢ — b;s; + a;)

dir. Eger elde edilen p!(F) formu indirgenebilir degilse bu forma bir kez daha
indirgeme algoritmasi uygulanir ve bu sekilde devam edilerek sonlu bir adimda F

nin indirgenmisi elde edilir.

Simdi F formu icin t(F) = (—a, b, — ¢) doniisimii tanimlansin. k > 0 olsun.
G = (k,n,m), F ye denk olan bir form olmak iizere F nin devri pozitif i tamsayisi
icin ((tp)*(G)) dizisidir. Eger G formu F ye has denk ise F nin has devri de
(p*(G)) dizisidir. F nin devri ve has devri Fy~F,~-~F,_; ile gosterilir ve

asagidaki gibi elde edilir.

1.2.2.1 Teorem. F = (a, b, ¢) indirgenebilir bir form olsun.

_ b +vA
SEGH= [ sz (1.1)

olmak iizere 0 <i <[ —2i¢gin



10

Fir1 = (@i41, biv1, Civ1 ) =(ci |, =b; + 2silc; |) (1.2)

dir. Bu takdirde F nin devri Fy~F;~ -+ ~ F;_; olup bu devrin uzunlugu [ dir. Eger [

tek ise F nin has devri 2[ uzunlukludur ve
Fo~t(F)~Fp~t(F3)~ -+ ~T(Fj_2)~F -1 ~T (Fo)~Fy~t(F2)~ =+ ~Fj_3~T(F11)
seklindedir. Eger ve [ ¢ift ise F nin has devri [ uzunlukludur ve
Fo~t(Fy)~Fp~t(F3)~ -+ ~Fj_;~T(F-1)

seklindedir (Buchmann ve Vollmer 2007).

1.3 Kuadratik idealler

D # 1 pozitif tam kare olmayan bir tamsay1 olmak tizere D=1 (mod 4) i¢in

r = 2 ve diger hallerde r = 1 olmak lizere K =Q («/B), diskriminant1 A =g olan
r

bir kuadratik say1 cismidir. Oy ile K cisminin tamsayilarinin halkas: gosterilir. O

olmak tizere Oy =[Lw,]=7Z[w,]dir. Bu taktirde {1, w,}, K

A =

halde w. = ﬂ
r

cismi i¢in bir tam baz olur.

Teorem 1.3.1 | =[a,b+cw,] olsun. Bu taktirde | nin bir ideal olmasi i¢in gerek ve

yeter sart c|b,c|a ve ac|N(b+cw,) olmasidir (Mollin 1996).

a,b,ce Z olmak tizere | =[a,b+cw idealinin normu N(I)=|ac|olarak tanim-
lanir. Bu ideal icin a ve ¢ sayilar1 bir tektir ve a sayisi 7/ daki en kiiciik pozitif
tamsayidir. Bu say1 L(l) ile gosterilir. Eger L(1)=N(l) ise 7/ idealine ilkel ideal

denir. Bu durumda c=1 olup I ilkel ideali standart gosterimil =[a,b+w] sek-
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lindedir. Bu idealin eslenigi | =[a,b+w] dir. Eger | =1 ise (Diger bir ifade ile

P++/D

%PeZ ise) /ya ambiguous ideal denir. P,Qe Z icin a= bir kuadratik

irrasyonel, yani P2 =D (modQ) olsun. Bu takdirde | =[Q,P++/D] bir ilkel ideal

olur. Bu ideal i¢in
P+«/5>Q ve —Q< P-JD<0

sart1 saglaniyor ise / ya indirgenebilir ideal denir.
1.4 Eliptik Egriler ve Konikler

Bu boliimde eliptik egriler teorisinden bahsedilmektedir. q pozitif bir tamsay1
ve I sonlu bir cisim olmak iizere I, deki bir E eliptik egrisi a;, a,, as, as,a¢ €F

olmak tizere
E:y? + a;xy + azy = x3 + a,x% + a,x + ag
denklemiyle verilen bir egridir ve bu egriye Weierstrass uzun form denir. Burada

bz = a% + 4a2, b4_ = 2a4_ + a,as, b6 = a% + 4(16,
bg = a3 + 4a,a, — ayaza, + ayas —a;, ¢, = b — 24b,
olmak iizere egrinin diskriminanti A= —bZbg — 8 b3 — 27b2 + 9b,b,b, ve j —in-
3
varyantl ise j = j(E) =X4 dir. Eger A=0 ise bu E ye singiiler egri denir. Iki eliptik

egrinin denk olmasi i¢in gerek ve yeter sart ayni j —invaryantina sahip olmasidir.

Eger E nin uzun formunda a; =0, a, = a,a3 = 0,a4 = b, ag = 0 olarak ali-

nirsa b, = 4a, b, = 2b, by =0, bg = —b?, c, = 16a? — 48b olup E egrisi

E:y? =x3 + ax? + bx
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2 3
256(a° - 30)° .

haline gelir. Bu egri icin A= 16b%(a® —4b) ve j=j(E) =
g gri ic ( ) ve j=]j(E) b2(a” _4b)

. 0
sonsuzdaki ideal nokta olmak tizere E tizerindeki rasyonel noktalarin kiimesi
E(F,) ={(x,y) € F, xF,:y* = x> + ax? + bx } u {0}

ile gosterilir ve bu kiime asagidaki gibi tanimlanan toplama islemine gore bir grup
olusturur. P; = (x4,y,) ve P, = (x,,y,), E de herhangi iki nokta olmak tizere bu iki

noktanin toplami P; = P; + P, = (x3,y3) ile gosterilir ve asagidaki gibi tanim-

lanir: x; # x, ise m=Y2"% olmak iizere Xg=IMF =% — X, Ve Ygz=mM(X —X3) =V

Xy — X
dir. Eger x; = x, fakat y; # y, ise B+ P, =0 dur. Eger PL=P, ve y; #0 ise
3x2+a
m=

2y icin x3=m2—2x1 ve Y3=M(X —X;)—Y; dir ve eger BL=P, ve y,=0
1

ise P,+P,=0 dur.

E(F,) grubunun mertebesi # E(F,) ile gosterilir ve (g) Legendre sembolii

olmak tizere

3 2
¥ EG)-qiir Y (w}

F
xeFq q

olarak tanimlanir. (Washington 2003, Silverman 1986, Silverman ve Tate 1992).

a,b,c,d,e,f ler keyfi reel sayilar olmak tizere
C:ax?+bxy+cy’+dx+ey+f=0

seklindeki denklemlere konik denir. Bu konigin diskriminanti A(C) = b? — 4ac
olarak tanimlanir. Bu konik, A(C) < 0 i¢in bir elips, A(C) = 0 i¢in bir parabol ve
A(C) > 0 igin bir hiperbol belirtir.
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2.BOLUM

INDEFINITE KUADRATIK FORMLAR, ELIPTiK EGRILER, KONIiKLER

VE KUBIK KONGRUANSLAR

Calismanin bu boéltimiinde 73 determinath F = (1,7, —6) formu ele alinacak-
tir. Bu formun devrini ve has devrini tegkil ettikten sonra bu forma karsilik gelen
eliptik egrilerin tizerindeki rasyonel noktalarin sayisi [F,5; de ele alinip daha sonra
bu formlara karsilik gelen koniklerin tzerindeki rasyonel noktalarin sayisi
belirlenecektir. Bu boliimiin sonunda ise yine bu formlara karsilik gelen kiibik

kongriianslarin ¢oziimleri ele alinacaktir.

2.1 F = (1,7,—6) Formunun Devirleri

Bu boliimde, F = (1,7, —6) formunun devri ve has devri elde edilecektir.

2.1.1 Teorem. F = (1,7, —6) formunun devri 9 uzunlukludur ve
Fy,=(1,7,—6)~F, = (6,5, -2)~F, = (2,7,—3)~F; = (3,5,—4)~F, = (4,3,—4)
~Fs = (4,5,-3)~F, = (3,7,—-2)~F, = (2,5,—6)~Fg = (6,7,—1)
seklindedir. Dolayisiyla bu formun has devri ise 18 uzunlukludur ve
F,b=01,7,-6)~F =(-6,52)~F, =(2,7,-3)~ F; =(-354)~F, = (43,—4)
~Fs =(—4,53)~F, = (3,7,—-2)~F, = (—2,5,6)~Fg = (6,7,—1)~ Fy = (—1,7,6)

~ F10 = (6,5, _2) ~ F11 = (_2, 7, 3)~F12 = (3, 5, _4‘) ~ F13 = (_4‘, 3, 4‘)
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~F, =(4,5-3)~F5s=(-3,72)~F¢=(2,5-6)~F,; = (-6,7,1)
seklindedir.
Ispat. F =F, = (1,7,—6) olsun. Bu takdirde (1.1) den s, = 1 olup (1.2) den
Fy =(ay,by,¢0) = (|C0 |, =bo + 25¢lc |, —(ag + boso + Cosg)) = (6,5,—2)

elde edilir. Benzer sekilde devam edilirse asagidaki tablo elde edilir.

Tablo 2.1.1 F = (1,7, —6) formunun devri
Bu tabloya gore F nin devri
Fy,=(1,7,-6)~F, = (6,5, —2)~F, = (2,7,-3)~F; = (3,5,—4)~F, = (4,3,—4)
~Fs = (4,5,—3)~Fs = (3,7,-2)~F, = (2,5,-6)~F3 = (6,7,—1)

dir. F nin bu devri 9 uzunluklu olup Teorem 1.2.2.1 geregi F nin has devri 18

uzunlukludur ve

F,=01,7,—6)~F, =(—6,5,2)~F, =(2,7,-3)~ F3 =(=3,54) ~F, = (4,3,—4)

~Fs = (—4,5,3)~F, = (3,7,-2)~F, = (=2,5,6)~Fg = (6,7,—-1)~ Fy = (—1,7,6)
~F,=1(65-2)~F,=(-2,73)~F, =(3,5—-4) ~F3= (—4,3,4)
~F,4=(04,5-3)~Fs=(-3,7,2)~F¢=(2,5-6)~F,= (—6,7,1)

seklindedir.
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2.2 Eliptik Egriler Uzerindeki Rasyonel Noktalar

Bu boliimde bir onceki boliimde elde edilen F = (1,7, —6) formunun has dev-
rindeki formlara karsilik gelen eliptik egriler tizerindeki rasyonel noktalarin sayi-
lar1 F,; sonlu cismi iizerinde ele alinacaktir. Onbilgiler kisminda eliptik egriler
teorisinden kisaca bahsedilmisti. Problem ele alinmadan 6nce eliptik egriler ile
kuadratik formlar arasindaki iliski incelenecektir. F = (a, b, ¢) formu A (F) = b? —

4ac diskriminantl bir form olsun. Bu forma karsilik gelen eliptik egri
Ep:y? = ax3 + bx* + cx

olarak tanimlansin. Bu eliptik egride x — 3x—a degisken degisimi yapilirsa

Ep:y? = ax® + bx? + cx = x° + ba™?/3x% + ca 3x
eliptik egrisi elde edilir. Bu egrinin diskriminanti ise A(Er) = 16c2a~2 A(F) dir.

Bu boliimde bir onceki alt bolimde elde ettigimiz F nin has devrindeki

0 <i < 17i¢in F; = (a;, b;, ¢;) formlarina karsilik gelen
Ep:y? = aix® + bix? + c;x (2.1)

eliptik egrileri iizerindeki rasyonel noktalarin sayisi F,; sonlu cisminde ele

alinacaktir. Bu egrilerin rasyonel noktalar1 kiimesi
Ep,(Fy3) ={(x,y) € Fy3 X Fy3 : y? = aix®* + bix* + cix } U {0}

ile gosterilsin. Bu takdirde asagidaki teorem verilebilir.

2.2.1 Teorem. Ef, yukaridaki eliptik egriler olmak tzere

_ ] 73 i=4,13i¢in
#EF, (F73) _{ 75 digerler hallerde

dir.
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Ispat. i = 4,13 olsun. F;; tizerinde Ep, : y* = a;x3+ b;x?+c;x eliptik egrisi dikkate

alinsin. Eger y = 0 ise x(a;x%+ b;x+c¢;) = 0 (mod 73) olup buradan
x =0 (mod73) ve a;x*+ b;x+c; =0 (mod 73) (2.2)

elde edilir. Buradan agikga goriiliir ki (2.2) denkleminin bir ¢6ziimii x = 0 ve

o127 i=4
46 Q=13

dir, yani i = 4 i¢in Ep, eliptik egrisi tizerinde (0, 0) ve (27, 0) ve i = 13 i¢in Ef,
eliptik egrisi lizerinde (0, 0) ve (46, 0) rasyonel noktalar1 bulunmaktadir. @,, ku-

adratik rezidiilerin kiimesini gostermek tlizere
Q,5={1,2,3,4,6,8,9,12,16,18,19, 23, 24, 25,27,32, 35,36, 37, 38,41, 46,

48,49,50,54,55,57,61,64,65,67,69,70,71,72 }
dir. Dikkat edilirse 27,46 € Q5 diir. Simdi

. (27} i=4
Q73 - Q73 - {46} i =13

olsun. Bu takdirde Q7 iin her bir x elemani, a;x3+ b;x?+c;x ifadesini bir tam kare
yapar (yukarida x = 27 ve x = 46 nin bu ifadeyi sifir yaptig1 goriilmiistiir). Belli bir
t € F55 elemani icin a;x3+ b;x?+c;x = t? olsun. Bu takdirde y? = t?(mod 73) &
y = zt (mod 73) oldugundan Ef, lizerinde (x,t) ve (x, — t) gibi iki rasyonel nokta
vardir. Yani her bir x € Q7 i¢in Ef, lizerinde iki tane nokta vardir. Q75 de 35 tane
eleman oldugundan Ep, iizerinde toplam 2-35 = 70 tane rasyonel nokta vardir.

Ustelik (0, 0) ve (x,0) da bu egri iizerinde iki nokta olup sonsuz noktasini da ilave

edersek Ep, de toplam 70 + 2 + 1 = 73 tane rasyonel nokta vardir.

Simdi i # 4,13 kabul edilsin. Bu takdirde y = 0 ise (2.2) denkleminin bir

¢ozimiu x = 0 ve
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3 1=0 40 i=9
43 1=1 30 i=10
3 1=2 20 i=11
o 13 1=3 - 60 i=12
28 1=5 45 i=14
11 1=6 62 i=15
6 1=7 17 i=16
42 1=8 31 i=17

dir. Yani x yukaridaki gibi olmak tizere E, de (0, 0) ve (x, 0) gibi iki nokta vardir.
Dikkat edilirse yukarida elde edilen bu x degerleri Q,; iin elemanlar1 degildir.
Ustelik Q5 iin her bir x eleman:1 a;x3+ b;x?+c;x ifadesini tam kare yapmaktadir.
0 halde belli bir t # 0 i¢in a;x3+ b;x?+c;x = t? denilirse y?> = t? (mod 73) olup
buradan y = +t (mod 73) elde edilir. Yani E, de (x, t) ve (x, — t) gibi iki rasyonel
nokta vardir. Bu ise Q73 deki her bir x degeri i¢in Ep, de iki tane noktanin olmasi
demektir. Q73 de 36 tane eleman oldugundan Ey, de 2-36 = 72 tane rasyonel nokta
vardir. (0, 0), (x, 0) ve sonsuz noktalarini da ilave edersek Ey, de toplam 72 + 2 +

1 = 75 tane rasyonel nokta bulunur.

2.3 Konikler Uzerindeki Rasyonel Noktalar

Bu béliimde F = (1,7,—6) formunun has devrindeki her bir forma karsilik
gelen konikler iizerindeki rasyonel noktalarin sayilari belirlenecektir. N € 755 belli
bir say1 olmak tizere F = (1,7, —6) formunun has devrindeki F; = (a;, b;, ¢;) form-

larina karsilik gelen konik
Cr,:aix* + bixy + ¢iy> =N =0 (2.3)
olsun. Bu konik i¢in

Cr,(F73) = {(x,y) € F73 X Fy3: aix* + bixy + ¢;y* — N =0 (mod 73)}
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tanimlansin. Bu takdirde asagidaki teorem verilebilir.

2.3.1 Teorem. Yukarida tanimlanan Cr; konigi i¢cin

_ 2 * 73 N E Q73 lse
#CFi(IF73) - { O N $ Q73 ise

dir.
Ispat. Teoremin ispat1 iki durumda ele alinacaktir.

1.Durum. N € Q3 olsun. Bu takdirde belli bir t # 0 icin N = t2 dir. Eger y = 0 ise

a;x? = t2 (mod 73) © x = J_rJ% (mod 73) (2.4)

olur. Burada JL? = m (mod 73) olsun. Bu takdirde (2.4) denkleminin m ve 73 —m

gibi farkl iki ¢6ziimi vardir. Dolayisiyla Cp, konigi tizerinde (m, 0) ve (73 —m, 0)

gibi iki tane rasyonel nokta vardir. Eger x = 0 ise

cy? = t2 (mod 73) & y = i\;—; (mod 73) (2.5)

olur. Benzer sekilde j—j_ = k (mod 73) denilsin. Bu takdirde (2.5) denkleminin k ve

73 — k gibi iki ¢6ziimi ve dolayisiyla Cr, Uzerinde (0, k) ve (0, 73 — k) gibi iki ras-

yonel nokta vardir. Ustelik belli bir x = h € F%; icin
a;h? + bihy + ¢;y? = t? (mod 73)
kongriiansinin y = y; ¢oziimii ve x = 73 — hicin
a;(73 — h)? + b;(73 — h)y + ¢;y? = t*(mod 73)

kongriiansinin da y =y, ¢6zimu vardir. Boylece Cp, Uzerinde (m, 0), (73 —m,
0), (0, k), (0,73 —=k), (h,y,) ve (73 — h, y,) gibi alt1 tane rasyonel nokta vardir.
Simdi G,3 =F,3 — {0,m, h} diyelim. Bu takdirde her bir x € G,5 i¢in a;x% + bixy +

¢;y® = t*(mod 73) kongriiansin iki tane ¢éziimii vardir. Dolayisiyla Cp, tizerinde
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iki tane rasyonel nokta vardir. G,; de 73 — 3 = 70 tane x noktas1 bulundugundan

Cr, de toplam 2-70 = 140 tane rasyonel nokta vardir. Yukarida Cg, de (m, 0),
(73—-m, 0),(0, k), (0,73 — k), (h,y,) ve (73 — h, y,) gibi alt1 nokta oldugunu gos-

terilmigti. Dolayisiyla Cp, lizerinde 140 + 6 = 146 tane rasyonel nokta vardir.

2.Durum. N € Q5 olsun. Eger y = 0 ise a;x?> = N (mod 73) denkleminin ¢oéziimii

yoktur. Clinki aﬂ ifadesi mod 73 de bir tam kare degildir. Eger x = 0 ise Cﬁ bir tam

4

kare olmadigindan c¢;y%? = N (mod 73) denkleminin ¢6ziimii yoktur. Ustelik a;x? +
b;xy + ¢;y? = N (mod 73) kongriiansinin her bir x € F,3; — {0} i¢in y ¢6ziimii
yoktur. O halde Cr, de hi¢ bir rasyonel nokta yoktur.

2.3.2 Not. Yukaridaki teoremde C, deki rasyonel noktalarin sayisini sadece 3 de
ele alimmugtir. Eger problem diger sonlu [F,, cisimlerinde ele alinirsa asagidaki genel

teorem verilebilir.

2.3.3 Teorem. Cy, yukaridaki gibi olmak tizere p = 1 (mod 4) ise

2p NE€Q

vep = 3 (mod 4) ise
#Cp (F,) =p+1

dir.

Ispat. Teorem 2.3.1 in ispatina benzer sekilde yapilabilir.
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2.4 Kiubik Kongriianslarin Coziimleri

p bir asal say1ve a, b, c € [, igin
x3 4+ ax? + bx + ¢ = 0 (mod p)

seklindeki denkliklere kiibik kongriians denir. Bu boélimde F = (1,7,—6) for-
munun has devrindeki formlara karsilik gelen kiibik kongriianslarin ¢éziimleri
F;5 sonlu cisminde ele alinacaktir. F; = (a;, b;, ¢;), F nin has devrinde herhangi bir

form olmak tizere bu forma karsilik gelen kiibik kongriians
Kg : x* 4+ ax® + bix + ¢; =0 (mod 73)
olsun. Bu kongriiansin ¢éziimlerinin kiimesi
K7 (Fy3) = {x € F;3 : x* + a;x* + bix + ¢; = 0 (mod 73)}

ile gosterilirse asagidaki teorem verilebilir.

2.4.1 Teorem. K, F3i kiibik kongriiansi i¢in

3 i=5,63814,1517
#K2 =41 1=0,4913
0 i=123710111216

dir.

Ispat. i = 5 i¢in Fs= (—4, 5, 3) kuadratik formuna karsilik gelen kiibik kongriians
Kg :x%— 4x* + 5x + 3 =0 (mod 73) olup bu kongriiansiin x = 32,54 ve 64

gibi li¢ tane ¢6zlimi vardir. Benzer sekilde asagidaki tablo elde edilebilir.

L F K, K, (F73) | #KZ,(F73)

0| Fp | x*+x*+7x—6 {41} 1
1| F |x3—6x?+5x+2 s 0
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2 | Fp | x3+2x*+7x-3 0 0
3| F; |x®—3x2+5x+4 s 0
4 | F, | x*+4x*+3x—4 {12} 1
5 | Fs | x3 —4x2 +5x + 3 | {32, 54, 64 3
6 | Fs | x®+3x2+7x—2| (3,32 35} 3
7| F, [x3—2x24+5x+6 s 0
8 | Fg | x3+6x%+7x—1|{24,55,61} 3
9 | Fy | x*—x*+7x+6 {32} 1
10 | Fip | x3 4+ 6x% + 5x — 2 0 0
11 | Fyq | x3—2x%4+7x+3 3 0
12 | Fip | x3 4+ 3x%2 +5x — 4 0 0
13 | F3 | x3 —4x? +3x+ 4 {61} 1
14 | Fiy | x3+4x%2 +5x— 3| {9,19,41} 3
15 | Fys | x° — 3x2 + 7x + 2 | {38, 41, 70} 3
16 | Fig | x3+2x2+5x—6 s 0
17 | Fyy | %3 —6x2 + 7x + 1 | {12, 18, 49} 3

Tablo 2.4.1 K, Fi kiibik kongriiansinin ¢ézlimleri

Bu tabloya gore teorem ispatlanmistir.
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3. BOLUM

POZITiF TANIMLI KUADRATIK FORMLAR, KUADRATIK KONGRUANSLAR VE
SINGULER EGRILER

Tezin bu kisminda pozitif tanimh F; kuadratik formlarinin bir Q ailesi tanim-

lanip bu ailedeki formlarin bazi 6zellikleri incelenecektir. Daha sonra bu ailedeki

formlara karsilik gelen C Fj kuadratik kongriianslarinin tamsayi ¢éziimlerinin sayi-

sin1 ve son olarak Ep,_, singtiler egrisinin sonlu F,, cismi tzerindeki rasyonel nok-

2

talarinin sayisi belirlenecektir.

3.1 Pozitif Tanimli Formlar Ailesi

Bu alt béliimde pozitif tanimli formlar ailesini ve bu ailedeki formlarin bazi
temel 6zellikleri incelenecektir.p > 5asalive 1 <j < pT_l icin A= 4j%2 - 2j(p—1)

diskriminanth
F = (a, by, ¢) = (1,2, 22)) (3.1)
formlarini ele alinsin. Bu formlarin ailesi
a={FF=(12, ) 1< (3.2)

ile gosterilsin. Dikkat edilirse j = pT_l icin F; formunun diskriminant1 0 oldugundan

bu form pozitif tanimh degildir. Dolayisiyla j nin bu degeri ihmal edilecektir. ilk
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olarak bu ailedeki F; formlarmin indirgenebilirligi ele alinsin. (3.1) de tanimlanan
F; pozitif tanimh formlar1 igin |bj| > a; oldugundan bu formlar indirgenebilir

degildir. Ancak indirgenemeyen pozitif tanimli bir form asagidaki indirgeme
algoritmasi kullanilarak indirgenebilir hale getirilebilir. Bunun i¢in F = F, =

(ag, by, cp) olsun. Bu takdirde i = 0 olmak lizere

b +¢
- 3.3
S {Zq (33)
icin F nin indirgenmisi
'Di+1(F) = (Ci, _bi + 2Ci3i, CiSiz - biSi + Cll') (34)

seklindedir. Eger p'(F) formu indirgenebilir degilse bu forma tekrar indirgeme
algoritmasi uygulanir ve p?(F) elde edilir. Bu sekilde devam edilirse sonlu bir

k > 1 adimda indirgenmis p*(F) formu elde edilir.

3.1.1Teorem. 1 <j < P2 icin F; pozitif tanimh formunun indirgenmisi
2

10, p=5

(3.5)
[Lo,—jz+p7_1]j p>5

Pz(Fj)=

dir.

Ispat. p = 5 olsun. O halde F; = (1,2,2) olup ve Fy = Fy, = (ao, by, ¢o) = (1,2,2)
icin (3.3) den s, =1 ve béylece (3.4) den p(F,) = (a;, by, ¢;) = (2,2,1) elde
edilir. |b;| > ¢; oldugundan bu form indirgenebilir degildir. Bu forma tekrar
indirgeme algoritmasi uygulanirsa s; = 1 olup p2(F;) = (ay, b, ¢;) = (1,0, 1) olur.
Bu form indirgenebilir oldugundan p = 5 i¢in F; nin indirgenmisi p?(F) =(1,0,1)

formudur.
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1.

Simdi p > 5 olsun. i = 0 i¢in s, = 0 olup p'(F}) = (p%], —2j, 1) formu el-
de edilir. Bu form indirgenmis degildir. Benzer sekilde devam edilirse s; = —j olup
p*(F) = (1, 0,—j%+ pT_lj) formu elde edilir ki bu form indirgenebilir oldugundan

F; formunun indirgenmisi p?(F;) formudur.

3.1.2 Teorem. F; ve pz(Fj) sirasiyla (3.1) ve (3.5) de tanimli formlar olsun. Bu

takdirde 1 <j < p7_3 ozelligindeki her j i¢cin

4 p=>5ise

# AUt(F)* =4 Aut(F)~ =4 Aut(p*(F))* =# Aut(p?(F))~ ={ 2 p>5ise

dir.
Ispat. p =5ve F, = (1,2,2) formuigin g = [r;s; t;u] eI olmak iizere
r2+2rs+2s?=1
2rt + 2ru+ 2ts + 4su =2
t? + 2tu+ 2u® =2

denklem sisteminin detg = 1 i¢in g = +[1;0;0; 1], £[1; —1; 2; —1] ve detg = —1
icin g = +[1; —1;0; —1], £[1; 0; 2; —1] ¢oztmleri vardir. Dolayisiyla Aut(F,)* =
+{[1;0;0;1],[1; —1; 2; —1]} ve Aut(F,)~ = £{[1; —1; 0; —1],[1; 0; 2; —1]} dir. Ben-
zer sekilde p > 5 icin Aut(F;)*™ = {£[1;0;0;1]} ve Aut(F;)~ = {£[1;0;2j; 1]}
dir.p = 5i¢in

Aut(p?(F)* = +{[1;0;0;1],[0; —1; 1; 0]}
Aut(p?(F))~ = +{[1;0;0;—1],[1; 0; 0; —1]}
vep > 5icinise Aut(p®(F))* = {£[1;0;0; 1]} ve Aut(p*(F;))~ = {[1;0;0; -1]}

oldugu goriliir.



25

3.1.3 Not. Dikkat edilirse yukaridaki teoremde sadece 1 < j < pz;g degerleri i¢in F;

ve p?(F;) formlariin otomorfizmleri ele alinmistir. j = pT_l icin FpT—l ve pz(Fqu)

nin diskriminanti A= 0 oldugundan bu formlar pozitif tanimli degildir. Ancak bu

formlarin has ve has olmayan otomorfizmleri grubu sonsuz mertebelidir.

p—3
2

3.1.4 Teorem. 3.1.2 Teoreminde gegen F; ve pZ(Fj) formlarticin1 <j < olmak

lizere Aut(F;)* = Caut(ryy+ Ve Aut(p?(F))* = Caut(p2(r,y* dir-

Ispat.p = 5 ve Aut(F;)* = £{[1;0;0;1],[1; —1;2; —1]} icin
[1;-1;2;-1].[1;-1;2;-1]=[1-2; -1+ 1;2—-2; -2+ 1] = [-1;0;0; —1]
[-1;0;0;—1].[1;-1;2;-1] = [-1+ 0; 1, —2; 1] = [-1; 1; —2; 1]
[-1;1;-2;1].[1;-1;2; -1] = [-14+2;0; -2+ 2;2—1] = [1;0;0; 1]
[1;0;0;1].[1; —-1;2;-1] = [1; -1;2; —1]

oldugundan

Aut(F)T =([1;,-1;2;-1]) = C, = ([-1;1; =-2; 1])
dir. Benzer sekilde
Aut(F)* = C,, Aut(p?(F)))* = Cyve Aut(p*(F)* = C,

oldugu goriliir.

3.1.5 Teorem. Her 1 <j < pT_l icin F; ve p?(F;) formlar1 ambiguousdur.

Ispat. F; ve pz(Fj) nin has olmayan otomorfizmlerinin kiimesi bos olmadigindan
belli bir g, € Aut(F;)~ ve g, € Aut(p?(F;))” i¢in g,F; = F; ve g,p*(F;) = p*(F))

dir, yani F; ve pz(Fj) formlar1 ambiguousdur.
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3.2 Kuadratik Kongriianslar

Bu béliimde bir 6nceki bolimde tanimlanan F; ve p*(F;) formlari igin Fy, Fp-1
2
ve bu formlarin p?(F;) ve p?(Fp-1) indirgenmislerine karsihk gelen kuadratik
2

kongrianslarin F,, deki tamsay1 ¢6zimleri ele alinacaktir. F = (a, b, ¢) herhangi

bir kuadratik form ve Cp:ax?+ bxy+cy? = 1(modp) bu forma karsiik gelen

kuadratik kongriians olsun. Buna gore Fy, Fp-1 ve p?(F;), p?(Fp-1) formlarina
2 2

karsilik gelen kuadratik kongriianslar sirasiyla

C,: x2+2xy+pT_1y2 = 1(mod p) (3.6)
—1\2
Crpey’ x2+(p — 1)xy+(p7) y? = 1(mod p) (3.7)
2
-3

Cp2(ry): xz+p7y2 = 1(mod p) (3.8)
Cp2(rpy): x? = 1(mod p) (3.9)

2

dir. Bu kongrtianslarin ¢6ztim kiimeleri de sirasiyla

-1
CFI(IF‘p) = {(x,y) € F, X [F‘p:x2 + 2xy +pTy2 = 1(mod p)}
—1\2
CFp__l(]Fp) = {(x, y) € F, X Fpix?+ (p— Dxy + (pT) y? = 1(mod p)}
2

CPZ(Fl)(]FP) = {(X. y) € Fp, X IFp:xz +pT_3y2 = 1(mod p)}

C (F,) = {(x,y) € F, x F,:x? = 1(mod p)}
e

olsun. Bu takdirde asagidaki teorem verilebilir.
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3.2.1 Teorem. Cp,, Cpp__l, Cpz(p) ve C y yukarida tanimlanan kuadratik kong-
2

p?(Fp-1
Z

rianslar olmak iizere her p > 5 asali i¢in
# CFP_—l([FP) = # CPZ(Fp—1)(IFP) =2p
2 Tz
ve

_ _J p—1 p=1,5/1923 (mod 24) ise
# CFl(IFp) = # CpZ(F1)(IFp) —{ p+1 p=71113,17(mod 24) ise

dir.

Ispat. Cr,_, kongriansi iciny = 0 ise x? = 1(mod p) © x = +1 (mod p) dir. Ben-
=

N2
zer sekilde x = 0 ise (pTl) (£2)? =p? —2p + 1 = 1(mod p) oldugundan

—1\2
(pT) y? = 1(mod p) & y = +2(mod p)

dir. Ustelik (1, 4) ve (p — 1,p — 4) de Cr,_, nin bir ¢6zimidur. $u halde kongri-
Z

ansin (1,0),(p — 1,0),(0,2),(0,p — 2),(1,4) ve (p — 1,p — 4) gibi alt1 tane tamsa-
y1 ¢oziimil vardir. Ayrica p? — 2p + 1 = 1(mod p) ve (p — 1)?|2((1 — p)x + 1) dir.

x € H, = F, —{0,1,p — 1} icin kongriians y ye gore ¢oziiliirse

(’”—‘1)2 24 (p—1 2_1= 3.10
=) Y +(@-Dxy+x =0 (3.10)

olur. (3.10) un diskriminanti
p-1\?
A=((p—1Dx)* -4 (T) (x*—1)=p*—-2p+1=1(modp)

olup ¢oziimleri

_—(-Dx+yp>-2p+1_2[-(p - Dx +1]

) e

V1,2 (mod p)
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dir. Burada (p — 1)?|2((1 — p)x + 1) oldugundan her bir x € H, igin bu kongrii-
ansin iki tane y ¢oziimii vardir. H, de p — 3 tane x degeri olup bunlarin her biri i¢in

iki tane y ¢6ziimii oldugundan kongriiansin toplam 2(p — 3) = 2p — 6 tane ¢0zl-
mu vardir. Ayrica (1,0),(p —1,0),(0,2),(0,p — 2),(1,4) ve (p — 1,p — 4) deger-

leri de ¢6ziim oldugundan toplam 2p — 6 + 6 = 2p tane ¢6ziim vardir.

Diger li¢ kongriiansta benzer sekilde ¢oziilir.
3.3 Singiiler Egriler

Bu bélimde (3.1) de tammlanan F; formuna karsilik gelen singtiler egriler
lizerindeki rasyonel noktalarin sayisi ele alinacaktir. Hatirlanacagi tizere kuadratik
formlar ile eliptik egriler arasinda bir iligki vardir. Dolayisiyla A(F) = a? — 4b

determinanth F = (1, a, b) formuna karsilik gelen eliptik egri
Ep:y? = x3 4+ ax? + bx (3.11)

dir. Bu egri icin A(Er) = 16b%(a? — 4b) = 16b? A(F) dir. Buna gore eger F formu-
nun diskriminant1 0 ise Er nin de diskriminant1 0 olacagindan bu bir singiiler egri
olur. Dolayisiyla da bu egrinin bir singiiler noktas1 vardir. Gergekten de (3.11)
esitligini acarsak x2 + ax + b = 0 ikinci dereceden denklemin diskriminanti A

= a? — 4b = 0 oldugundan bu denklemin ¢akisik iki kékii vardir ve bu kok _?a dir.

Dolayisiyla (3.11) esitligi
2
—a
Epiy? =x3+ax?®+ bx = x(x* + ax + b) =x(x— (—)>
haline gelir. 1 <j < pT_ligin

. 1) .
Ep;y? = x*+2jx% + (pT)]x



29

egrileri F; formuna karsihk gelen eliptik egri olsun. E F; Din bu tanimina dikkat

edilirse 1 <j < pT_3 icin bu egrinin diskriminanti sifirdan farkli oldugundan bu

egri bir eliptik egri belirtir. Ancak j = pT_l formun diskriminant1 0 oldugundan bu

forma karsilik gelen egrinin diskriminanti olacagindan bu bir singiiler egridir, yani

Ep,_, singilerdir. $imdi

2

-1 2 1—
Ep, ;1 y? =x*+(—Dx*+ %x =x(x — Tp)z (3.12)
2

singiiler egrisi ele alinsin. Bu egrinin rasyonel noktalarinin kiimesi

(p—-1)?
4

EFp__1(IFp) = {(XIY) € ]pr IFp:yz =x3+(p—1)x2+ X}U{O}

ile gosterilirse asagidaki teorem verilebilir.

3.3.1 Teorem. (3.12) de tamimli Ep,_, singiler egrisi i¢in
=

p p = 1,7 (mod 8) ise
¥ E _(]F)={ _ .
= p+2 p=3,5(mod8)ise

dir.
Ispat.p = 1, 7(mod 8) olsun. Eger y = 0 ise

(p—1)?

~——x =0(modp) & x [xz +(p-Dx+ (p_l)z] = 0(mod p)

¥+ @(@-Dx*+ et

_1\2
& x = 0(mod p) veyax? + (p — Dx + % = 0(mod p)

olur. Buradan kolayca goriilecegi lizere x = 0 ve x = 1_710 yukaridaki kongriiansin
birer ¢6zimudir, yani Er, , de (0,0) ve (1_Tp,0) gibi iki rasyonel nokta vardir.
=z

Ustelik p nin bu degerleri i¢in 1_Tp bir kuadratik rezidii, yani 1_Tp €Q, dir. Simdi

kabul edelim ki x € Q, olsun. Bu takdirde yukaridaki esitlikten



30

x3+(p-1)x? +(p 1) _ x—lTp
p “\r

1-p

2 > = 0 oldugundan y? = 0(mod p) nin y = 0 gibi

elde edilir. Eger x = 1_Tp ise <x

1-p

bir ¢ozimi vardir. Eger x # 1_Tp ise <x—2> =1 oldugundan x3 + (p — Dx? +

(p— 1)

2
@ 41) x ifadesi mod p de bir tam karedir. u € ;" i¢in x3+(p—Dx?+—=

u? olsun. Bu takdirde
y? = u?(mod p) & y = +u (mod p)
oldugundan Ep,_, de (x,u) ve (x,p —u) gibi iki rasyonel nokta vardir. Bu ise her
=

bir x degeri i¢in iki tane y degerinin olmas1 demektir. Su halde x> + (p — 1)x? +
(p; i x bir tam kare olacak sekilde Tl —-1= pT_3 tane x degeri vardir (kuadratik
rezidiilerin sayisi pT_l oldugundan bu sayidan 1 ¢ikartilir, ¢linkii I_Tp bir kuadratik

rezidi iken bu degere karsilik bir tane y degeri elde edilir). O halde Ep,_, de
=

2 (pT_B) = p — 3 nokta rasyonel nokta vardir. Ustelik yukarida Ef,_, de (0,0) ve
2

(1_Tp, 0) rasyonel noktalarinin da oldugu gorildu. Sonsuz noktasini da ilave eder-

sek Ep,_, de toplam p — 3 + 2 + 1 = p tane rasyonel nokta oldugu goéruldr.
=

p = 3,5(mod 8) olmasi hali de benzer sekilde gosterilebilir.

3.3.2 Not. Yukaridaki teoremde sadece singiiler egriler tizerindeki rasyonel nokta-
larin sayisi belirlendi. Daha 6nceden de soyledigimiz gibi 1 < j <= degerlerl icin
Er; ler birer eliptik egridir. Fakat j nin bu degerleri icin E Fj eliptik egrileri Uzerin-

deki rasyonel noktalarin sayisi diizenli olmadigi icin bir formiil elde edilememistir.
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3.3.3 Sonug¢. p = 1,7(mod 8) veya p = 3,5(mod 8) olmasi hallerinde her x €Q,

[(Prp-na 5 . 5 . N
icin 4 = —1 oldugundan x in bu degerleri i¢in Ep, , tzerinde
2

p -1

rasyonel nokta yoktur.

3.3.4 Ornek 1. p = 23 olsun. Bu takdirde F,3 de Eg_:y? = x3+22x* 4 6x singiiler
egrisi lizerindeki rasyonel noktalarin kiimesi

[ 0,0),(1L+11),(2,14),(3,26), (4,£7), (6, £3),
Friy (F22) ‘{ (8,+6), (9, +9), (12,0), (13, %6), (16, +7), (18, +2) } Vi)

dir.

2. p = 37 igin F3; de Ep :y* = x*+36x% + 28x egrisi lizerindeki rasyonel nokta-

larin kiimesi

(0,0),(1,118),(3,£18), (4, £7),(7,13),(9, 17),
E. (Fuy) = (10,+12), (11, +1), (12, +12), (16, +12), (19, 0),
F1g 737 (21,+11), (25,47), (26, +4), (27, £10), (28, +14),
(30,42), (33,417), (34, +18), (36, £9)

U {0}
dir.

Simdi Er,_, singiler egrisi tizerindeki (x,y) rasyonel noktalarinin x — ve y —
Z

koordinatlar1 toplami ele alinsin. Bunun i¢in

E,ffp__l(IFp) = {x € Fp: (x,y) € Ep,_, } ve E;Vp_l(IFp) ={y €Fp: (x,) €Ep,, }
2 2 2 2
tanimlansin. Buna gore

ZEép_l (F,) ve ZEpr_l (F,)
M 2 bl %

2 2

toplamlart ile ilgili asagidaki teorem verilebilir.
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3.3.5 Teorem. E,_, egrisiicin
=

Z (Fy)= p3+15—2p_6 p = 1,7(mod 8) ise
75" | B2 b =3,5(mod ) ise
ve
192%3;9 p = 1,7(mod 8) ise
z I¥ (Fp) = p%-p )
o5 > p = 3,5(mod 8) ise
dir.

Ispat. F, deki birimlerin kiimesi U, = {1,2,...,p — 1} olmak iizere bu kiimedeki

her bir elemanin karesinin alinmasi suretiyle kuadratik rezidilerin Q, kimesi

elde edilmis olur. Q, deki tiim elemanlarin toplami ise

> x=

Xer

. . . _ . ¢. 1-p
dir. Simdi p = 1,7(mod 8) olsun. Bu takdirde Teorem 3.3.1 geregi —~ €Qpolup

1- . . . .. oo s x . .
x =—= icin Ep,_, singtler egrisi lizerinde sadece bir nokta bulunmaktadur.
2

H,=Q, — { }olsun Bu takdirde

_ 1-p p’+1ip-12
2 X=X 2 24

xeH p Xer

)

dir. Ayrica H,, deki her bir x elemam x> + (p — 1)x? + &=y ifadesini bir tam ka-

(p-1)° 1)

re yapar. x3 + (p — 1)x? + =—=—x = t? olsun. Buradan y? = t?(mod p) elde edilir.

Bu ise egride (x,t) ve (x,p —t) gibi iki rasyonel noktanin olmasi demektir. Su

halde her bir x € H, i¢in iki rasyonel nokta vardir ve bu rasyonel noktalarin x —
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koordinatlarinin toplami 2x dir. O halde Er,_, deki tlim rasyonel noktalarin x —
Z

koordinatlar1 toplami

zz p +11p 12

Xer

_, singiiler egrisi tizerindedir. O halde sonug

dir. Ayrica (1_71’,0) noktas1 da EFp

olarak Ep,_, deki tim rasyonel noktalarin x —koordinatlar: toplami
2

= (Fp)——+22X—p+5p 6

[X] o XxeH p

dir. Benzer sekilde p = 3, 5(mod 8) i¢in

p3-7p+6

%Eép_l (Fp)="—,
X 2

oldugu goriliir.

Simdi y —koordinatlar1 toplami ele alinsin. p = 1, 7(mod 8) icin Teorem 3.3.1

(p-1)?

den x3+ (p — 1)x? + —x ifadesini tam kare yapan p— tane x noktasinin

(p 1) x = t2

oldugu bilinmektedir. Keyfi bir t # 0 tamsayisi icin x3 + (p — 1)x? + ——

olsun. Bu takdirde y? = t?(mod p) & y = +t(modp) niny =tvey=—t=p —t

gibi iki ¢6ztimii vardur, yani E,_, singiiler egrisi iizerinde (x, t) ve (x,p — t) gibi iki
=

rasyonel nokta vardir. Bunlarin y — koordinatlar1 toplami p dir. x3 + (p — 1)x? +

(p; k x ifadesini tam kare yapan H, de =2 tane x degerinin oldugu bilinmektedir.

O halde Eg,_, deki tim (x, y) rasyonel noktalarin y —koordinatlar1 toplami
=z
_ . (p=3)\ _p*-3p
Se E=p () ="
Ny

dir. Benzer sekilde p = 3, 5(mod 8) ise bu toplamin pZT—p oldugu gorulir.



4. BOLUM

POZITIF TAMSAYILARIN KUADRATIK FORMLAR ILE GOSTERIMI

Bu boliimde pozitif tamsayilarin kuadratik formlar ve bu formlarin direkt
toplamlari ile gosterilmesi problemi ele alinacaktir. Tamsayilarin kuadratik form-
lar ile gosterimi kuadratik formlar teorisinde ¢ok 6nemli bir yere sahip olup bir
cok matematikei tarafindan ele alinmistir. Probleme baslamadan 6nce asagidaki

teoremler ve notasyonlar verilecektir.

k > 2, 2|k pozitif tamsay1 ve b, ler de tamsay1 olmak iizere

F=Fuom %)= 3 Bk (4.1)

I<r<s<k

formuna k —degiskenli ikinci dereceden form denir. Bu formun determinanti A ile

gosterilir ve bu F formuna karsilik gelen

by bp/2 ba/2 .. by /2
byy/2 by byul2 .. byl2
ME) | . . -

ba/2 B,/2 bal2 .. Dby
matrisin determinanti olarak tanimlanir, yani A= |[M(F)| dir. Simdi yukaridaki

formdan faydalanarak D determinantli

k
2F = Z X X, (afl’ = 2brr’ &g =8y Zbrsv r< S) (4-2)

r,s=1
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kuadratik formu tanimlansin. Bu takdirde A determinantli F ile D determinantlh

2F formunun determinantlari arasindaki iliski A:(—l)kD seklindedir. A, ile (4.2)

deki a,; elemanlarinin kofaktorleri gosterilsin. § :obeb(%, Arsj olsun. Bu tak-

dirde N =% ye F formunun seviyesi denir. F nin karakteri u(d) ile gosterilir ve

asagidaki gibi tanimlanir: Eger A tam kare ise p(d)=1; eger A tam kare degil ve 2t

A ise d>0 igin u(d):(%]ve d<0 igin ,u(d):(—l)klz,u(—d) dir. Burada (&J
genellestirilmis Jakobi semboliidiir. £ degiskenli, Nseviyeli ve x(d) karakterli bir F

kuadratik formu (—% N, ﬂ(d)) tipinde kuadratik form diye adlandirilir.

ab
N dogal say1 ve (c dje I' olmak iizere aeZ nin mod N ye gore kalan sinifi ay

ay by

ile gosterilirse ( J seklindeki matrislerin olusturdugu kiime de I'y ile goste-

Cn On
rilir. mod N ye gore tiim kalan siniflarin halkas1 Z olmak iizere Z—-Zy ,7v = 1y

halka homomorfizmi I"'dan I'y i¢ine

ab ay by
oI'->TIy, -
c d cy dy

grup homomorfizmini indirger. Bu grup homomorfizminin ¢ekirdegi

ab (a by (1 0
ron={[2 SJer(® 2)o[2 OJimosm | 43

I'nin bir normal alt grubudur. Ustelik I'nin ¢ homomorfizmi altindaki resmi

o()~TIT(N)~Iy dir. Bu normal alt gruba N seviyeli temel denklik alt grubu

denir. N dogal sayisi icin T" homojen modiiler grubunun 6zel denklik alt grubu

Io(N) :{(i Z] eT:c=0(modN) }
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dir. G, (Ty, ) ve S (T, u) swrasiyla (k. Iy, ) tipindeki modiiler ve cusp formlarin

uzayini gostermek lizere F(zr) e G, (I'y, 1) i¢in & =ioo cuspinin komsulugunda F(7)

F(r)= i amZ", 8y, #0 (4.4)

m=my>0

seklinde yazilabilir. Bu takdirde F(r)eG,(Iy,#) nin =i daki I, ya gore mer-

tebesi
ord(F(z), i, [y)=my (4.5)

dir. (4.4) deki &, sayisina mertebenin katsayisi denir ve ay, (F(z)) ile gosterilir.

(Lang 1976)

F kuadratik formu i¢in

1
P F (0, R(9,h)= > R(m,np,....n)zy

(4.6)
nj =h; (mod N)
ve
plzF (%), Pv(x))=2{ F@(x)}z” (4.7)
n=1\ F(x)=n

K
tanimlansin. Burada F(x):% Za,sxr Xs » (g N, ,uJ tipinde bir kuadratik form ve

r,s=1
P,(x)de bu forma karsilik gelen v mertebeden kiiresel fonksiyonlardir. Ustelik

M, Ny,..., N tamsayilari i¢in h = (hy, h,,..., h,) tamsayisi

s=1
ozelliginde bir tamsayidir.

n pozitif bir tamsay1 olmak tizere r(nF), F =F(x,%y,.., %) =n denkleminin

¢ozlUmlerinin sayisini gostersin. Bu takdirde F kuadratik formuna belli bir
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(7;F) =1+ir(n; F)z" (4.8)

teta serisi karsilik gelir. Simdi g tek asal say1 olmak iizere asagidaki lemmalar veri-

lebilir.

4.1 Lemma. k > 2 i¢in (-k,q,1) tipindeki F kuadratik formuna belli bir

E(r;F) =1+ _(aoy 1 (N)2" + foy_1(n)z™) (4.9)
n=1
ik g2k 1 —| kg2
Eisenstein serisi karsihk gelir. Burada o =—-=———, g=—-——— ve ¢(K)
ok g -1 Pk q -1

Riemann zeta fonksiyonu olmak tizere p, = (-1)k'2 ((k2 )) (k) ve o4q(n)= de -
d|n

dir (Hecke 1970).

4.2 Lemma. k > 2 ¢ift tamsayzisi i¢in F formu (—k,0,1) tipinde bir form ise
@7, F)—E(z;F)

farki da (—k,q,) tipinde bir cusp formdur (Hecke 1970).

4.3 Lemma. k degiskenli
(prszxrxs—%%ZF (r,s=1,2,...,k) (4.10)

kuadratik polinomlari, F formuna karsilik gelen ikinci mertebeden kiiresel fonk-

siyonlardir (Hecke 1970).
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4.4 Lemma. F formu [—g N, yj tipinde bir kuadratik form ve PR,(x) de bu forma

karsilik gelen v mertebeli kiiresel fonksiyonlar olmak tizere genellestirilmis kath

o(r;F, F{,):i(ZF{,Jz” (4.11)

n=1\F=n

teta serisi de (_[EJFVJ To(N), ,uJ tipinde bir cusp formdur. (Hecke 1970)

4.5 Lemma. F; ve F, sirasiyla (k;, N, z4) ve ky, N, u, tipinde formlar ise bunlarin
F,®F, direkt toplamlar1 da (k;+Kky, N, z,) tipinde bir kuadratik formdur
(Hecke 1970).

Bu agiklamalar yardimiyla, bu béliimde tamsayilarin —31 determinanth F; =
x24+x,x,+8x2 ve G; = 2x%+x,x,+4x2 kuadratik formlar ve bu formlarin direkt
toplamlari ile gosterimi problemi tizerinde durulacaktir. Daha sonra S,(I5(31), 1)
uzay1 i¢in baz olusturup bu bazin elemanlari kullanilarak tamsayilarin £, G,, F; @

G, F, ® G, ve F; @ G5 formlari ile gosterilmesi ile ilgili formiiller verilecektir.

Hatirlanacag tlizere 4.5 Lemmasi geregi F; ve G; formlar1t N = N; = N; se-
viyeli ve sirasiyla y;(d) ve y;(d) karakterli iki form ise bunlarin F; @ G; direkt
toplamlari da N seviyeli ve y;(d)yx,(d) karakterli bir formdur. Dolayisiylai + j = k

icin
Pt F) = e (6 F) = p( Fp(T F)
#(T;G) = $"(7;61) = p(1; 6)p(T; G)

P(TF ® G) = 9t F)p(T; 6;) = 9' (1 F)P’ (T 61)

dir. Bu tanima gore
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Fy(xy, %2, %3, %4) = (xf +x5) + (1202 + x3%4) + 8(x3 + x3)
Go (%1, X, X3, %4) = 2(xF + x3) + (122 + Xx3%4) + 4(x3 + x3)
F; @ Gy(xq,%5,%3,%X4) = X2 + x1x5 + 8x2 + 2x% + x3x4 + 4x2

dir. O halde asagidaki teoremler verilebilir.

4.6 Teorem. F, kuadratik formu i¢in

(D) @ = x2 — %Fz' F, ye karsilik gelen ikinci mertebeden kiiresel fonksiyondur.

(2) P Fyp11) =52+ 522 + 22 + 22725 + - €S,([(31), 1) dir.

(3) ord($(z; Fz, ¢11)) = 1 dir.

Ispat. F; = x?4+x,x,+8x2 kuadratik formu icin tanim geregi b;; = 1,b;, = by; =
1/2 ve by, =8 olup a;; =2, a;, = a,; = by, = 1/2ve a,, = 16 dir. Dolayisiyla
A1 =16 ve Ay, = 2 dir. Ustelik D =31 olup § =1 ve N = g = 31 oldugundan
Fi, (—1,T3(31), y) tipinde bir kuadratik formdur. Eger k =4 ,F = F,ver=s=1
olarak alinirsa Lemma 4.3 geregi ¢,; = x% — %FZ fonksiyonu F, ye karsilik gelen

ikinci mertebeden kiiresel fonksiyon olur. Simdi pozitif n tamsayisi i¢in
Fi(x, %) = x2 + x1%, + 8x1x, + X2 =n

denklemi ele alinsin. Bu denklemin n = 1 i¢in (£+1,0) iki ¢oziimi vardir, n = 2,3
ve 5 icin ¢ozlimi yoktur ve n = 4 icin (£2,0) iki ¢6ziimi vardir. Dolayisiyla (4.8)

den
P F)=14+2z+2z%+ - (4.12)

dir. Benzer sekilde F,(x;,x,,x3,x4) =n denkleminin ise n = 1icin (£+1,0,0,0),
(0,0,+1,0) dort ¢oziimii vardir, n = 2 i¢in (—1,0,+1,0), (1,0, +1,0) dort ¢oziimii
vardir, n = 3 i¢in ¢6ziimu yoktur, n = 4 i¢in (£2,0,0,0), (0,0, £2,0) dort ¢ozimi



vardir ve n =5 icin (—2,0,+1,0), (-1,0,%+2,0), (1,0,+2,0), (2,0,+£1,0) sekiz

¢ozUmiu vardir. Boylece (4.8) den
(T, F,) =9*(t;F) =1+ 4z+ 4z> + 4z* + 825+ - (4.13)
elde edilir. Buna gore Lemma 4.3 geregi
P Fp) =—((31-1-2-8-1-4)z+(31-1-4-8-2-4)22+(31-4-2 -
8:4-4)z*+(31-4-4+31-1-4-8-5-8)z°+-)

_ 30 60 5 , 120 4 , 300 g
=zttt € S,(Ih(31),1) (4.14)

fonksiyonu (—4,T(31), y) tipinde bir cusp form olup mertebesi 1 dir.

4.7 Teorem. G, kuadratik form i¢in

(1) @y = x2 — %Gz ve @, = X3 — %Gz, G, ye karsiik gelen ikinci mertebeden

kiiresel fonksiyonlardir.

(2) o(7; Gy 011) = %zz - 34—124 - §z5 + - €5,(Ty(31), 1) dir.

16 2 22 :
) (1; Gy, 052) = — ;2% — ;2% + EZS + .- €5,(Ix(31), 1) dir.

(4) ord($(7; G2, 911)) = ord($(T; G, ¢22)) = 2 dir.

Ispat. G; = 2x?+x;x,+4x% formu icin b;; = 2, by, = by; = 1/2 ve by, = 4 olup
a1 =4, a5 =ay,; =1/2 ve a,, = 8dir. Dolayisiyla A;; =8 ve 4,, =4 diir.
Ustelik D =31 olup§=1ve N = % = 31 oldugundan G;, (—1,T,(31), ) tipinde
bir kuadratik formdur. Eger k=4, F =G, ve r=s=1 ve r =s = 2olarak
alimirsa ¢, = x? — %Gz Ve @y = X5 — iGZ nin G, ye karsilik gelen ikinci mer-

tebeden kiiresel fonksiyonlar oldugu goriiltir. n pozitif tamsayisi i¢in

Gi(x1,%3) = 2x% + x1x, + 4x% =n
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denkleminin n = 1 ve 3 i¢in ¢ézlimii yoktur, n = 2 i¢in (£1,0) iki ¢6ziimi vardir,
n =4 icin (0,+1) iki ¢éziimi vardir ve n =5 icin (—1,1), (1,—1) iki ¢ozimi
vardir. Dolayisiyla (4.8) den

P(1;G) =1+ 222+ 2z* +22° + - (4.15)

olur. Benzer sekilde G,(x;,x5,x5,x,) =n denkleminin ise n =1ve n =3 icin
¢0zimi yoktur, n = 2 i¢in (£1,0,0,0), (0,0, £1,0) dort ¢oziimii vardir, n = 4 i¢in
(-1,0,£1,0), (0,£1,0,0), (0,0,0,+1),(1,0, +1,0) sekiz ¢oziimii vardir ve n = 5
icin (0,0,1,—1),(1,—1,0,0) dort ¢oziimii vardir. Boylece (4.8) den

P G,) = 9%(r;6G,) =1+ 4z%2 + 8z* + 42° + - (4.16)
elde edilir. Buna gore
go(T;Gz,cpll)=%((31-1-2—4-2-4)22+(31-1-4—4-4-8)z4+

(31-1-2—-4-5-4)z5..)

30 4 18
:3—1Z2—3—124—§ZS+"' ES4(FO(31), 1) (417)

ve

go(r;cz,q)zz)=3il((31.0-4—2.2.4)z2+(31-1-2—2.4.8)z4+
(31-1-2—2-5-4)75..)

16 2 22
= —g# Tttt e €5,(LEBY, 1) (4.18)

G, formu icin (—4,[,(31), x) tipinde cusp formlardir. (4.17) ve (4.18) den her iki

fonksiyonun da mertebesinin 2 oldugu goriilir.

4.8 Teorem. F; @ G, kuadratik formu i¢cin

(1) @y = x2 — %Fl @ G, ve @yp = x5 — 311F1 @ G4, bu forma karsilik gelen ikinci

mertebeden kiiresel fonksiyonlardir.
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46 32 28 120 116
) PGF @ GLe) = z-52° +572° + 28 =22+ € 54(T,(31), 1)

dir.

() PCGF ®Gy,pp) =——z——z2—273 2224 20,5 4. e5,(T,(31), 1)

—Z
31 31 31 31 31

dir.
(4) ord(p(t; F; @ Gy, 911)) = ord(9(1; F; @ Gy, ¢22)) = 1.

Ispat. F; formunun (—1,T,(31), x) tipinde kuadratik form oldugu bilinmektedir.
Eger k=4, F=F, @G, ver=s=1ver =s=2 ise@;; ve @, nin F; ® G; e
karsilik gelen ikinci mertebeden kiiresel fonksiyonlar oldugu goériilir. n pozitif
tamsayisi icin F; @ G;(xy,x,) = x% + x;x, + 8x5 + 2x3 + x3x, + 4x7 = n denkle-
minin n = 1 icin (£1,0,0,0) iki ¢6ziimi, n = 2 icin (0,0, +1,0) iki ¢6ziimii, n = 3
icin (—1,0,+1,0), (1,0,41,0) dort ¢6ziimii, n = 4 i¢in (+2,0,0,0), (0,0,0,+1)
dort ¢6ziimii ve n = 5 i¢in (—1,0,0,+1), (0,0,—1,1), (0,0,1,-1), (1,0,0,%1) alt1

¢ozumi vardir. Dolayisiyla (4.8) den
POGF ®G) =1+22z+22%+42z% +4z* + 625 + - (4.19)
olup

p(T;Fl(-DGl,goll)=i((31-1-2—8-1-2)z+(31-0-2—8-2-2)22+
(31-1-48-3-4)23+(31-4-2—-8-4-4)z*+(31-1-4—8-5-6)z5 + )

__ 46 32 5, 28 3 120 4, 116 ¢
_EZ_HZ +HZ +;Z —?Z + .- S4(F0(31),1) (420)

ve

PEF @ GLey) =5 ((31-0-2-1-1-2)2+(31-0-2-1-2-2)z% +
(31-0-41-3-4)234+(31-0-4—1-4-4)z*+(31-0-6—1-5-6)z5 +--)

_ 2 4 o 12 3 16 4 30 &5
__HZ_HZ _HZ _EZ _EZ + S4(F0(31),1) (421)

nin (—4,T,(31), y) tipinde cusp form olduklar1 goriiliir. Buna gore bu iki fonksi-

yonun mertebesi 1 dir.
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1 (0]
ot Fy, ¢11) =ﬁz Z 31x% — 8n | z"

1 (o]
(6o 1) =22 > | ) 31 —dn | 2"
1 [ee]
#(1; Gy, 05,) = —Z Z 31x2 —2n | z" (4.22)

1 (o]
SO(T;F1®G1,(P11):_Z z 31x12—8n AL

1 o0
XO(T;F1@G1,(,022):§Z Z 31x22—n zn

n=1 F1®Gl=n

genellestirilmis teta serileri (—4,T,(31), 1) tipinde S,(I,(31), 1) uzayi i¢in bir baz-
dir.

Ispat. (4.14), (4.17), (4.18), (4.20) ve (4.21) de sirasiyla

o Fy, 011) = —Z+60 2+120 4+300 54 ..

31 31

0T Gy pr1) = 2022 — =2t = 275 4 oo

50('[562’(1122)——&22—3 z +22 54 ..
o(t; F1@01,<P11)=—Z—£ 2+28 3+120 4 13116 54 ...
(T Fl@GL(Pzz)=——Z—122—Ez3—ﬁz4—ﬂz5+--.

31 31 31 31 31



oldugu goriildii. Ustelik yukaridaki bu esitlikler birbirinden bagimsizdir. Diger
yandan |S,(I3(31),1)| =5 oldugundan bu denklem sistemi (—4,T,(31),1) tipinde
cusp formlarin S,(I,(31), 1) uzayi icin bir baz teskil eder.

Bu bazin elemanlar: kullanilarak tamsayilarin F,, G4, F; @ G3, F, @ G, ve

F; @ G, kuadratik formlar ile gosterilmesi ile ilgili formiiller verilebilir.

4.10 Teorem. g;(n), 4.1 Lemmasindaki gibi olmak tizere

o3(n) 31 nyi bdlmez ise
O3 = ag(n)+31203(311 31 nyi boler ise

olsun. Bu takdirde

oy = 120 o 1745176 231 .
ML E) =481 %3VY T 33910 - 31 xi —8n

2600640 3477232
Z 31x2 —4n |+ ——— Z 31x2 — 2n

+32607 31 22607 - 31
145168 P 1122160 Z 2142
22607 - 31 X8 | =t X2 —n
1 Gl—n Fl@Gl=n
Gy 2 120 e 1058092 "
L) = 28173 T 339105 - 31 p x -
2=Nn

1378192 231 2581444 231 ,
T 22607 -31 1 T 22607 -31 x; —2n



dir.
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35688 Z 1t gy | 4 324688 Z 12
22607 - 31 X T Om T 50607 - 31 X2—n

F1®Gl=n F1®61=n

o, @ Gy = 120y 22425 231 .
T 1 0 B 48103 339105 - 31 xi —8n

548213 231 |, 812492 231 ,
+22607 31 A |t oo x; —2n

GZ =n

, 26361 Z g 231348 Z 1142
22607 - 31 X1 T O T 55607 - 31 2—n

F1®G1=n F1®G=n

ok ® 6 = 200y 224254 231 .
A 48103 339105 - 31 xi —8n

570820 231 an |, 767278 231 ,
+32607 31 A |t x; —2n

, 48968 z g 412204 Z i1y2
22607 - 31 X T T 50607 - 31 X2 —n

Fl@G]_:Tl F1®Gl=n

o F @ G — 12 o - 224254 231 .
L O 48103 339105 - 31 X1 en

, 1000353 231 an | 1309846 231 ,
+32607 31 i An |+ o3 x3 —2n

N 71575 Z 315 — 8 593060 Z 3152
22607 - 31 T 755607 - 31 X2 —n

Fl('BGl:n F1®Gl=n
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Ispat. F,, G4, F; ® G5, F, ® G, ve F; @ G, kuadratik formlarinin (—4,T,(31), 1)
tipinde kuadratik formlar oldugu bilinmektedir. k = 4 icin p,

1 <

= — oldugundan
240

_ 120 vep = 120-31

481 o

elde edilir. Dolayisiyla (4.9) dan

E(t;F,) = E(1;G,) =E(t; F;® Gy) = E(t; F, @ G,) = E(v; F; @ G3)

=1+ i(aae,(n)z” + Boz(n)z™) (4.23)
n=1

—1+—Zo3(n)(z +312 781
481 n=1

120 _ 1080_, 3360_3 8760_4 15120 5
=l+—2z+ z°+ Z + Z'+ Z+
481 481 481 481 481

olur. Lemma 4.3 geregi f(t;F) — E(t; F) farki, (—4,T,(31), 1) tipinde bir cusp
formdur. Teorem 4.9 geregi

0T Fy, 011), (5 G, 9011), (T G2, 922), (T, F; @ Gy, @11) ve (1, F; @ Gy, 933)

nin S, (T,(31), 1) uzayi icin bir baz oldugu biliniyor. O halde

$(7; Fa) — E(7; Fy) = (75 Fy, 011) + Co(7; Gg, 11) + Ca0(73 G, 022)
+Ca0(7; L © G, 11) + Cso(7; Fy © Gy, 02) (4.24)

olacak sekilde ¢4, c,, c3, ¢4, c5 tamsayilar1 bulunabilir. (4.14), (4.17), (4.18), (4.20)
ve (4.21) esitlikleri kullanilirsa

— 7L ——7Z ——Z
31 31 31 31 31 31

16 2 2 4 22 46 32, 28 5 120 , 116 ¢
+CG| — 2=+ 4Gy -+ T+ -2
31 31 31 31 31 31 31 31
+Cy —2, 4,2 12,5 16,4 N5
31 31 31 31 31
olur. Bu denklem sisteminin katsayilar matrisinin determinanti

P(r:Fy) —E(r;Fy) = cl[3°z+@zz+@z4+3°°zsj+c2(30 , 4 4 18 ¢ )
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30/31 0 0 46/31 -2/31
60/31 30/31 -16/31 -32/31 -4/31
—-45120
0 0 0 28/31 -12/31= #0
29791
120/31 -4/31 -2/31 120/31 -16/31
300/31 -18/31 22/31 -116/31 —30/31
oldugundan bu denklem sistemi ¢ozulebilirdir.
9T F) =148z + 24z% + 3223 + 24z* + 4825 + -+ (4.25)

oldugu hatirlanirsa (4.23) ve (4.25) den

3728 10464 , 12032 5 2784 , 7968 s
Z+ Z" + Z + Z + Z +...

o(r,Fy) —E(r;Fy) =

481 481 481 481 481
elde edilir. Buna gore
30 N 4_6C 2 3728
31 314 31 481

60, .30, 16 32 4 10464
P TR R Y R Y A RT-Y)

28 12 12032
=
31 31 481

0. 4.2 ,120 16, _2r84
14 3 R %S e

30, 18, .22 116 30 _ 7968
AT ST ™

05:
31 481
denklem sistemi elde edilmis olur. Bu denklem sistemin bir ¢6ziimii

1745176 2600640 3477232 145168 1122160

1 - - 1C - 1 -
339105 © 22607 E 22607 ' 22607 % 22607

olup (4.2) den



1745176 2600640 3477232
Fy)—E(r;F,) =— P 1)+ ;Gou19) +
(7, F4) —E(7; Fy) 330105 (7 Foo11) 55607 2(7;Gz,011) 22607

145168 1122160
G T (R @G, 0q) - ———— (1 F, ®G,,
(7:Gg,02) 2607 P, F DG, e) 2607 (7, FL© G, 0)

olur. Benzer sekilde

1058092 1378192 2581444
1Gy) —E(1;Gy) =———p(r; Fo, 011) — ; G2, 011) —

$(7,G4) — E(7;Gy) 330105 o(t;Fy 11) 59607 (G, 11) 22607
35688 324688

G, F® F @G,
2(7:Gy,0) — 59607 P(r; FL @Gy, ) + 22607 ——— P FL G, py)

20054 ) SAB3 o B124%2

3309105° "7 2P T oen7 B P2 ) ooy
26361 231348

Gy 00) + oG, Fo

2(7:G2,022) 2260750( 1 DGy, 011) - 2607 = P FOGLe,)

SO(T, Fl @ G3) - E(T, Fl @ G3) =—

224254 570820 767278
F®G)-E(rFeG)=———o(r;F,, +——0o(r;G,, +—
(. F, »)—E(; F, 2) 33910580(7 2:P11) 52607 $(7: Gy, 11) 52607

48968 | 412204

3 - ’F (—B ]
22607 P(r;F @Gy, 1) 22607 P(r; FL @Gy, 0)

(7,0, 90) + ———

224254 1000353 1309846
F, @G, E(r;F, ®Gy) = — Fy ) + 22 (1 Gy ) o
P(r;FR®G)-E(r; @ G) 339105@@ 2:P11) 29607 (7G5, 011) 22607

71575 593060
G + ‘F®G, F®
(7, G2, 02) 2260750@ 1 DGy, 011) - 59607 —— = P RO GLey)

oldugu da gosterilebilir.
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5.BOLUM
KUADRATIK IRRASYONELLER, KUADRATIK IDEALLER VE

KUADRATIK FORMLAR

Bu boéliimde kuadratik irrasyonellerin, kuadratik ideallerin ve indefinite ku-

adratik formlarin bazi 6zellikleri ele alinacaktir. D # 1 pozitif, tam kare olmayan
bir tamsay1 iken § = /D veya § = # bir kuadratik irrasyonel olsun. Bu irras-

yonelin izi ve normu sirasiyla t =8 + 8§ ve n = §8 dir. P ve @ P? = D(mod Q)

ozelliginde iki tamsay1 olmak tlizere

(5.1)

bir kuadratik irrasyonel olup
|, =[Q.P+7] (5.2)
bir kuadratik ideal ve
Fo(x,y) = Qx-ay)(x-ay)

=Qx* - Qxy(a + &) + Q(a@)y?

_~2 ~P+5 P45 (P+38)(P+35) ] 2

0 -T2 PT by 22
2

= sz—(t+2P)xy+(#]y2 (5.3)

ise A= t? — 4n diskriminantl bir indefinite formdur.
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I, nin eslenigi Io =[Q,P+4] ve dolayisiyla F, nin eslenigi de

2
F,(x,y) = Q& +(t+ 2P)xy+($]y2 (5.4)

1+VD

dir. Eger 6 =D olarak alinirsat = 0 ve n = —D olup ve A= 4D dir. Eger § =
iset=1ven = % olup A= D dir. «, I, ve F, arasindaki iliski asagidaki diagram-

daki gibidir. (Mollin 1999)

Fo(x,y) = Q(x—ay)(x—ay)

5.1 6 =+/D hali

Bu alt béliimde & = /D olmasi halinde yukarida tanimladigimiz a, I, ve F,

nin bazi dzellikleri verilecektir. § = VD icin Q=1 olarak alalm. p = 1, 5(mod 6)

asal sayisiicin P = %p olsun. Bu takdirde
a; =—>+VD (5.5)

bir kuadratik irrasyonel ve boylece

Ie, = [1, 52 + VD] (5.6)

1

bir kuadratik ideal ve

24D
Fo,(x,) = 2% + pry + (2222) 2 (5.7)

4

ise 4 D diskriminantl bir indefinite formdur.
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5.1.1 Teorem. Her p = 1,5(mod 6) asali i¢in a; kendisinin @, eslenigine denktir.

ispat. a ve [ reel sayilari i¢cin ga = f olacak sekilde en az bir g = [r;s;t;u] eT varsa
a ve B elemanlarina denk denildigi bilinmektedir. a; in eslenigi @, = _TP —+/D olup

g= [—:L'— p; O; l] eT elemani icin

 1(F-D)+(» F+D

Ih = o(-2-vp)+1 1

dir. Dolayisiyla @, eslenigine denktir.

5.1.2 Teorem. Her p = 1,5(mod 6) asalii¢in I, ideali ambiguousdur.

Ispat. I, ideali i¢in % = —p € Z oldugundan tanim geregi I, ambiguousdur.

5.1.3 Sonug. Her p = 1,5(mod 6) asall i¢in F,, indefinite formu Fal eslenigine

denktir ve ambiguousdur.

Ispat. 5.1.1 Teoreminde her p = 1,5(mod 6) asali a; in @, eslenigine denk oldugu
gortldu. Dolayisiyla da F,, indefinite formu da kendisinin Fal eslenigine denktir.
Diger yandan yukaridaki teorem geregi I, ideali ambiguous oldugundan F,,

indefinite formu her p = 1, 5(mod 6) asali icin ambiguousdur.

5.1.4 Teorem. F, indefinite formu i¢in
1) p = 1(mod 6) ise k > 1 pozitif tamsayisi icin p = 1 + 6k olsun. Bu takdirde
F,, indirgenebilirdir < D € [9k* + 3k + 1,9k* + 9k + 2] — {9k* + 6k + 1}

dir.
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2) p = 5(mod 6) ise k > 1 pozitif tamsayisi i¢cin p = 5 + 6k olsun. Bu takdirde
F,, indirgenebilirdir & D € [9k* + 15k + 7,9k* + 21k + 12] — {9k* + 18k + 9}
dir.
Her iki durumda da bu indirgenmis formlarin sayisi p dir.

Ispat. 1) p = 1(mod 6), p = 1 + 6k icin F,, indirgenebilir olsun. Bu takdirde tanim-
dan dolay1

‘\/X—Zla”<b<x/x & |V4D - 2|1|| < p < V4D
& 2VD -2 <p< 2D (5.8)

dir. Buradan

2

D>%=§+3k+9k2@021+3k+9k2

ve

(p+2)2 _ 9

D < ’ —Z+9k+9k2=>Ds2+9k+9k2

elde edilir. Bu son iki esitsizlikten 9k? + 3k + 1 < D < 9k? + 9k + 2 bulunur.
Ancak D =9k?+ 6k +1 = (3k +1)? tam kare oldugu icin bu deger alinma-
maktadir. O halde D € [9k? + 3k + 1,9k? + 9k + 2] — {9k? + 6k + 1} dir.

Tersine D € [9k? + 3k + 1,9k? + 9k + 2] — {9k? + 6k + 1} ise F, indirge-
nebilir oldugu aciktir. Yukaridaki son esitsizlikten bu indirgenmis formlarin sayisi

9k? + 9k + 2 — (9k? + 3k + 1) = 6k + 1 = p olarak elde edilir.

2) p = 5(mod 6), p = 5 + 6k i¢in F, indirgenebilir olsun. Bu takdirde (5.8) den

D>§+15k+9k2=>027+15k+9k2

ve

D<§+21k+9k2<:>1)s12+21k+9k2
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olup 9k% + 15k + 7 < D < 9k? + 21k + 12 elde edilir. Fakat D = 9k + 18k + 9 =
(3k +3)? tam kare oldugu icin bu deger de ihmal edilmelidir. Sonugta D €
[9k? + 15k + 7,9k? + 21k + 12] — {9k? + 18k + 9} dir.

Tersine D € [9k? + 15k + 7,9k? + 21k + 12] — {9k? + 18k + 9} i¢in F, in
indirgenebilir oldugu goriiliir. indirgenebilir bu formlarin sayis:1 ise 9k2 + 21k +

12 — (9k? + 15k + 7) = 6k + 5 = p dir.

5.1.5 Ornek 1. p = 13 = 1 (mod 6) olsun. Bu takdirde k = 2 olup g=[-1,-13,0;1] e

[ eleman icin aq = _713 + VD eslenigine denktir. Ayrica | o= {1,_—213+ D} ideali

ambiguousdur ve D € [43,56] — {49} i¢in F, (x,¥) = x* + 13xy + (1694_41)) y? in-

definite formu indirgenebilirdir. Indirgenebilir bu formlarin sayis1 13 diir.

2. p =23 =5 (mod 6) icin k = 3 olup g:[—:L'—23;0;1]el:igin a, = _ng-i-\/ﬁ esle-
nigine denktir. | o= [L—TZL%+ D} ambiguousdur ve D € [133,156] — {144} i¢in

529-4D

Fp (x,y) = x* + 23xy + ( "

)yz formu indirgenebilirdir. Indirgenebilir bu

formlarin sayisi ise 23 diir.

1+VD

5.2 6= hali

Bu alt boliimde § = # icin a, I, ve F, nin baz1 6zellikleri verilecektir. § nin

bu degeriicint = 1ven = % olur. p = 1, 5(mod 6) asal sayisi i¢in P = mCADRNE

sun. Q=1 o6zel hali i¢in



, =12 (5:9)
bir kuadratik irrasyonel olup
I, = [1, 222 (5.10)
bir kuadratik ideal ve
F,,(x,y) = x* + pxy + (pZL:D) y? (5.11)

ise determinant1 D olan bir indefinite kuadratik formdur.

5.2.1 Teorem. Her p = 1, 5(mod 6) asali i¢in a, kendisinin &, eslenigine denktir.

-p—VD
2

Ispat. @, nin eslenigi @, = olup g=[-L-p;0;1]eT icin

-1 <ﬂ> +(-p) —p+VD
P S AL 2l
0<_p+> +1

a;

oldugundan a, eslenigine denktir.

5.2.2 Teorem. Her p = 1,5(mod 6) asalii¢in [, ideali ambiguousdur.

Ispat. I, ideali i¢in % = —p € Z oldugundan ambiguousdur.

5.2.3 Sonug. Her p = 1, 5(mod 6) asali i¢in F,, indefinite formu kendisinin Faz esle-

nigine denktir ve ambiguousdur.

5.2.4 Teorem. D diskriminanth Fg, formu igin
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1) p = 1(mod 6) ise k > 1 pozitif tamsayisi icin p = 1 + 6k olsun. Bu takdirde
F,,indirgenebilirdire D € [36k* + 12k + 2,36k* + 36k + 8] — {36k* + 24k + 4}
dir.

2) p = 5(mod 6) ise k > 1 pozitif tamsayisi i¢cin p = 5 + 6k olsun. Bu takdirde
F,, indirgenebilirdire D € [36k? + 60k + 26,36k* + 84k + 48] — {36k? + 72k +

36} dir.

Her iki durumda da bu indirgenmis formlarin sayis1 4p + 2 dir.
Ispat. 1) p = 1(mod 6), p = 1 + 6k i¢in F,, indirgenebilir olsun. Bu takdirde

‘\/X—Zla”<b<x/Z<:> VD —2|1|| <p <D
eVD-2<p<A+D (5.12)
dir. Buradan
D>p?=1+12k +36k?* © D > 2 + 12k + 36k?
ve
D < (p+2)=9+36k+36k* <= D < 8+ 36k + 36k?

olup 36k? + 12k + 2 < D < 36k? + 36k + 8 elde edilir. Fakat D = 36k? + 24k +
4 = (6k + 2)? tam kare oldugundan bu deger ihmal edilmelidir. O halde
D € [36k? + 12k + 2,36k? + 36k + 8] — {36k? + 24k + 4} olur.

Tersine D € [36k? + 12k + 2,36k? + 36k + 8] — {36k? + 24k + 4} olsun.

Bu takdirde F,, indefinite formu indirgenebilirdir. Ustelik bu formlarin sayisi

36k? + 36k + 8 — (36k? + 12k +2) =24k + 6 = 4(6k + 1) + 2 = 4p + 2 dir.

2) p = 5(mod 6), p =5 + 6k i¢in F,, indefinite formu indirgenebilir olsun. Bu tak-
dirde (5.12) den

D > 25+ 60k + 36k% & D > 26 + 60k + 36k?

ve
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D < 49 + 84k + 36k? & D < 48 + 84k + 36k?

olup bu iki esitsizlikten 36k? + 60k + 26 < D < 36 k? + 84k + 48 elde edilir.
Fakat D = 36k? + 72k + 36 = (6k + 6)? tam kare oldugundan bu ihmal edilirse
D € [36k? + 60k + 26,36k? + 84k + 48] — {36k? + 72k + 36} dur.

Tersine D nin bu degerleri i¢in F,, indirgenebilirdir ve ustelik indirgenebilir

bu formlarin sayis1 4p + 2 dir.
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