
 

              

 

 

 

 

              

 

 

 

 

 

 

              

    

 

 

                     

                     

                     

        

                    

 

              

              F

       KUADR

              

                    

 

              

                   M

              

              

                     

   ULUDAĞ

FEN BİLİM

RATİK FOR

                AR

      

       YÜKSE

MATEMAT

             BUR

  

  T.C. 

Ğ ÜNİVERSİ

MLERİ ENST

RMLAR VE U

RZU ÖZKOÇ

EK LİSANS T

İK ANABİL

RSA, 2009

İTESİ 

TİTÜSÜ 

UYGULAMA

Ç 

TEZİ 

LİM DALI 

ALARI 



              

              

 

 

 

 

              

 

 

 

 

 

 

              

              

 

     

                     

                     

                     

                     

                     

        

                    

                    

 

              

              F

       KUADR

              

                    

                    

 

              

                   M

              

              

                     

   ULUDAĞ

FEN BİLİM

RATİK FOR

                AR

       Doç. Dr

               ሺD

       YÜKSE

MATEMAT

             BUR

  

  T.C. 

Ğ ÜNİVERSİ

MLERİ ENST

RMLAR VE U

RZU ÖZKOÇ

r. Osman B

ANIŞMANሻ

EK LİSANS T

İK ANABİL

RSA, 2009

İTESİ 

TİTÜSÜ 

UYGULAMA

Ç 

İZİM 

ሻ                 

TEZİ 

LİM DALI 

ALARI 





ÖZET 

 

 

Beş  bölümden  oluşan  bu  çalışmada  kuadratik  formlar  ve  bu  formların  eliptik 
eğriler,  kübik  kongrüanslar,  kuadratik  idealler,  konikler  ve  modüler  formlar  ile  olan 
ilişkileri ele alınmıştır.   

Birinci bölümde  tezin daha sonraki bölümlerinde kullanılacak olan bazı kavram 
ve notasyonlara yer verilmiştir.  

İkinci bölümünde 73 determinatlı ܨ ൌ ሺ1,7, െ6ሻ kuadratik formunun devirleri ve 
has  devirleri  belirlenmiş  ve  bu  devirdeki  formlara  karşılık  gelen  eliptik  eğriler 
üzerindeki  rasyonel  noktaların  sayısı  ॲ଻ଷ  sonlu  cisminde  ele  alınmıştır.  Bu  bölümde, 
ayrıca, ܨ ൌ ሺ1,7, െ6ሻ  formunun devrindeki  formlara  karşılık  gelen  konikler  üzerindeki 
rasyonel noktaların sayısı,  ilk olarak ॲ଻ଷ sonlu cisminde ele alınmış ve daha sonra elde 
edilen  sonuçlar  ॲ௣  sonlu  cismine  genelleştirilmiştir.  Bu  bölümde  son  olarak  yine  bu 
formlara karşılık gelen kübik kongrüansların çözümleri ॲ଻ଷ  de ele alınmıştır.  

Üçüncü  bölümünde  pozitif  tanımlı  kuadratik  formların  özel  bir  ailesi 
tanımlanarak  bu  ailedeki  formların  özellikleri  incelenmiş  ve  daha  sonra  bu  ailedeki 
formlara  karşılık  gelen  singüler  eğriler  üzerindeki  rasyonel  noktaların  sayısı 
belirlenmiştir.  Bu  bölümde  son  olarak  bu  ailedeki  formlara  karşılık  gelen  kuadratik 
kongrüansların çözümleri ele alınmıştır. 

Dördüncü  bölümünde   ଵܨ ൌ   ଶଶݔଶ൅8ݔଵݔଵଶ൅ݔ ve   ଵൌܩ  ଶଶݔଶ൅4ݔଵݔଵଶ൅ݔ2   kuadratik 
formları  ve  bu  formların  ,ସܨ ,ସܩ  ଷܨ  ْ ,ଵܩ ଶܨ  ْ  ଶܩ ve ܨଵ ْ  ଷܩ   direkt  toplamları  ele 
alınmış,  bu  direkt  toplamlar  yardımıyla  ܵସሺΓ଴ሺ31ሻ,  1ሻ  uzayı  için  baz  oluşturulmuş  ve 
daha sonra bu bazın elemanları kullanılarak tamsayıların yukarıdaki direkt toplamlar ile 
gösterilmesi ile ilgili formüller verilmiştir.    

Son  bölümünde   ߜ ൌ   ܦ√ ve   ߜ ൌ  ଵା√஽ଶ   değerleri  için  kuadratik  irrasyoneller, 
kuadratik  idealler  ve  kuadratik  formlar  arasındaki  ilişki  ele  alınmış  bununla  ilgili 
sonuçlar verilmiştir.  

 

 

 

    

Anahtar Kelimeler: Kuadratik formlar, eliptik eğriler, konikler, kuadratik idealler. 

 

 

 



 

ABSTRACT 
 

 In this thesis, we consider quadratic forms, and the relationship between elliptic 
curves, cubic congruances, quadratic ideals, conics and moduler forms.  

In the first section, we give some definitions, notations and properties which we 
need in later sections.  

In the second section, we consider elliptic curves, conics and cubic congruencies 
over finite fields associated with indefinite binary quadratic forms in the proper cycle of 
ܨ ൌ ሺ1,7,െ6ሻ. We will  determine  the number  of  rational  points  on  elliptic  curves  and 
conics  over  ॲ଻ଷ.  Moreover,  we  consider  the  number  of  integer  solutions  of  cubic 
congruences associated with these forms. 

In  the  third  section,  we  consider  some  properties  of  positive  definite  binary 
quadratic forms in a special family. Also we determine the number of integer solutions 
of  quadratic  congruencies  and  determine  the  number  of  rational  points  on  singular 
curves related to forms over finite fields. 

In  the  fourth section, we consider  the quadratic  forms   ଶଶ andݔଶ൅8ݔଵݔଵଶ൅ݔ ଵ ൌܨ 
 ଶଶݔଶ൅4ݔଵݔଵଶ൅ݔଵൌ 2ܩ  of discriminant െ31, and  their direct  sums ܨସ, ,ସܩ  ଷܨ  ْ ,ଵܩ ଶܨ  ْ
,ଶܩ ଵܨ ْ  ଷ. Weܩ obtain  some  results  concerning  the  modular  forms.  Using  these,  we 
construct a basis  for  the cusp  form space ܵସሺΓ଴ሺ31ሻ, 1ሻ,  and  then we give  formulas  for 
the  number  of  representations  of  positive  integer  by  these  quadratic  forms  and  their 
direct sums.  

In  the  last section,  for ߜ ൌ √ܦ and ߜ ൌ ଵା√஽ଶ  values we obtain some results and 
connection between quadratic irrationals, quadratic ideals and quadratic forms.  

 

 

 

 

 

 

 

Key Words: Quadratic forms, elliptic curves, conics, quadratic ideals. 
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GİRİŞ 

 

Bu çalışmanın amacı kuadratik formlar ile eliptik eğriler, kübik kongrüanslar, 

kuadratik idealler ve modüler formlar arasındaki ilişkileri incelemektir.   

Bu amaca yönelik olarak tezin ön bilgiler kısmında kuadratik formlar, eliptik 

eğriler,  ayrık  gruplar,  konikler  ve  idealler  ile  ilgili  bazı  temel  kavramlara  ve 

sonuçlara yer verilmiştir.  

Tezin  ikinci  bölümünde  73  determinatlı  ܨ ൌ ሺ1,7, െ6ሻ  kuadratik  formunun 

devirleri ve has devirleri ele alınmış ve bu devirdeki her bir forma karşılık gelen e‐

liptik  eğriler  üzerindeki  rasyonel  noktaların  sayısı  sonlu  ॲ଻ଷ  cisminde  incelen‐

miştir.  Daha  sonra  bu  formun  devrindeki  formlara  karşılık  gelen  konikler 

üzerindeki  rasyonel  noktaların  sayısı  yine  ॲ଻ଷ  de  ele  alınmış  ve  bulunan  bu 

sonuçlar  ॲ௣  sonlu  cisimlerine  genelleştirilmiştir.  Son  olarak  yine  bu  formlara 

karşılık gelen kübik kongrüansların çözümleri de mod 73 de ele alınmıştır.  

Tezin  üçüncü  bölümünde  pozitif  tanımlı  kuadratik  formların  özel  bir  ailesi 

tanımlanmış bu ailedeki formların özellikleri ele alınmıştır. Daha sonra bu ailedeki 

formlara  karşılık  gelen  singüler  eğriler  üzerindeki  rasyonel  noktaların  sayıları 

belirlenmiş ve bu ailedeki formlara karşılık gelen kuadratik kongrüansların çözüm‐

leri incelenmiştir. 

Tezin  dördüncü  bölümünde  െ31  determinantlı   ଶଶݔଶ൅8ݔଵݔଵଶ൅ݔଵൌܨ ve   ଵൌܩ

 ଶଶݔଶ൅4ݔଵݔଵଶ൅ݔ2 kuadratik  formları  ve  bu  formların  ,ସܨ ,ସܩ  ଷܨ  ْ ,ଵܩ ଶܨ  ْ  ଶܩ ve 

ଵܨ  ْ  ଷܩ  direkt  toplamları ele alınmış olup bu direkt  toplamlardan  faydalanarak 

ܵସሺΓ଴ሺ31ሻ,  1ሻ  uzayı  için  baz  teşkil  edilmiştir. Daha  sonra  ise  bu  bazın  elemanları 

kullanılarak  tamsayıların  ,ସܨ ,ସܩ  ଷܨ  ْ ,ଵܩ ଶܨ  ْ  ଶܩ ve ܨଵ ْ  ଷܩ formları  ile  göste‐

rilmesi ile ilgili formüller verilmiştir.    
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Tezin son bölümünde kuadratik irrasyoneller, kuadratik idealler ve kuadratik 

formlar  arasındaki  ilişki  ele  alınmış  ve   ߜ ൌ   ܦ√ ve   ߜ ൌ  ଵା√஽ଶ   değerleri  için  bazı 

sonuçlar verilmiştir.  
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1. BÖLÜM 

ÖNBİLGİLER 

 

Bu bölümde  tezde kullanacağımız  ayrık  gruplar,  ikinci  dereceden kuadratik 

formlar, eliptik eğriler, konikler ve kuadratik  idealler  ile  ilgili bazı  temel kavram‐

lara ve notasyonlara yer verilmiştir. 

 

1.1 Ayrık Gruplar 

 

Bu bölümde ayrık gruplar teorisinde çok önemli bir yere sahip olan modüler 

ve genişletilmiş modüler grup hakkında bazı temel kavramlar verilecektir.  

 

),2( RPSL  nin bir ayrık alt grubu olan modüler grup   

dcz
bazz

+
+

→ ,  Z∈dcba ,,,  ve 1=−bcad  

 şeklindeki dönüşümlerden oluşan bir gruptur. Bu grubu Γ ile gösterirsek, Γ grubu 

mertebesi  2  olan 
z

zT 1)( −
=   ve  mertebesi  3  olan 

z
zV 11)( −=   dönüşümleri  ile 

üretilir  ve  IVTVT ===Γ 32:,   şeklinde  bir  gösterime  sahiptir.  Eğer 
VTU =  

denirse  1)( += zzU  dönüşümü mertebesi ∞  olan bir parabolik dönüşüm olur. Γ nın 

temel bölgesi  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ≥≤∈=Γ 1||,

2
1|)Re(|: zzzF U  

kümesi olup bu küme Şekil 1.1.1 de gösterilmiştir.  
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Şekil 1.1.1  Modüler grubun temel bölgesi 

 

Genişletilmiş modüler grup ise  Z∈dcba ,,,  olmak üzere 

dcz
bazz

+
+

→ ,  1=−bcad  ve 
dzc
bzaz

+
+

→ , 1−=−bcad  

şeklindeki dönüşümlerden oluşan bir gruptur ve bu grup  Γ   ile  gösterilmektedir. 

zzR −=)(   sanal  eksene  göre  yansıma  dönüşümü  olmak  üzere,  modüler  grup  ile 

genişletilmiş modüler grup arasındaki ilişki  Γ∪Γ=Γ R  eşitliği ile verilir.  ,1)(
z

zT −
=  

1)( += zzU  ve 
1

1))(()(
+

−==
z

zTUzW
 
dönüşümleri için 

IWTRWTR ====Γ 322:,,
 

dır. Üstelik  2]:[ =ΓΓ   olduğundan  Γ ,  Γ   nın bir normal alt grubudur.  Γ   nın  temel 

bölgesi ise 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ≥≤≤

−
∈=Γ 1||,0)Re(

2
1: zzzF U  

kümesi olup bu küme Şekil 1.1.2 de gösterilmiştir.  



5 
 

 

Şekil 1.1.2 Genişletilmiş Modüler grubun temel bölgesi 

 

1.2 Kuadratik Formlar 

 

R∈cba ,,  olmak üzere  

22),( cYbXYaXYXF ++=  

şeklindeki polinomlara kuadratik ሺikinci derecedenሻ form denir ve bu form kısaca 

katsayıları yardımıyla  ),,( cbaF =   ile gösterilir. F nin determinantı  acbF 4)( 2 −=Δ  

olarak  tanımlanır.  Üstelik  “ ),,( cbaF =   formu  için   ܨ tamdır ⇔  Z∈cba ,,   dir”,   ܨ“

pozitif tanımlıdır ⇔  0,,0)( ><Δ caF  dır” ve “ܨ indefinite formdur ⇔  0)( >Δ F  dır.”  

),,( cbaF =  kuadratik formu            

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

Y
X

cb
ba

YXYXF
2/

2/
)(),(  

biçiminde yazılır. Burada  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
cb

ba
2/

2/
 matrisine ܨ formunun matrisi denir ve ܯሺܨሻ 

ile  gösterilir.  Üstelik  formun determinantının  ))(det(4)( FMF −=Δ   olduğu  görülür. 

Bu  formun  özdeğerleri  ise 2)( IFM λ−   matrisi  için  0)( 2 =− IFM λ   denkleminin 

kökleridir. Buna göre  
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0
4

))((
2/

2/ 2
=−−−=

−
− bca

cb
ba

λλ
λ

λ
 

denkleminden 

2
2222

1
accbaca −++++

=λ   ve  
2

2222

2
accbaca −++−+

=λ  

elde edilir. Üstelik  

ܽଶ ൅ ܾଶ ൅ ܿଶ െ 2ܽܿ ൌ ܽଶ ൅ ܾଶ ൅ ܿଶ െ 4ܽܿ ൅ 2ܽܿ 

                                                                        ൌ ܾଶ െ 4ܽܿ ൅ ܽଶ ൅ ܿଶ ൅ 2ܽܿ 

            ൌ Δ൅ሺܽ ൅ ܿሻଶ 

                  ൌ Δ൅ܶݎଶሺܯሺܨሻሻ 

olduğundan  ܨ formunun özdeğerleri  

ଵߣ ൌ  2
))(())(( 2 FMTrFMTr +Δ+   ve  ߣଶ ൌ 2

))(())(( 2 FMTrFMTr +Δ−  

dir. 

[ ]utsr
ut
sr

g ;;;=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∈Γ  için  gF  formu  

,ሺܺܨ݃        ܻሻ ൌ ሺܽݎଶ ൅ ݏݎܾ ൅ ଶሻܺଶݏܿ ൅ ሺ2ܽݐݎ ൅ ݑݎܾ ൅ ݏݐܾ ൅            ሻܻܺݑݏ2ܿ

                                            ൅ሺܽݐଶ ൅ ݑݐܾ ൅  ଶሻܻଶݑܿ

olarak  tanımlanır.  Bu  tanıma  göre  genişletilmiş  modüler  grup,  formlar  kümesi 

üzerine grup etkisi yapmaktadır, yani her  Γ∈hg,  için  )()( hFgFgh =  ve  FIF =  dir. 

Üstelik her  Γ∈g  için  )()( FgF Δ=Δ  dir, yani ܨ ile  gF aynı determinantlıdır. Ayrıca 

 ܨ pozitif  tanımlı,  indefinite  veya  tam  ise  gF de  pozitif  tanımlı,  indefinite  veya 

tamdır.  gF nin bu tanımına dikkat edilirse F  formunda  ܺ ՜ ܺݎ ൅ ܻ ve  ܻݐ ՜ ܺݏ ൅
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 ܻݑ değişken  değişimi  yapılmak  suretiyle  gF   formu  elde  edilmiştir.   ܨ formunun 

yukarıdaki matrisini kullanarak  gF nin 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

Y
X

gFgMYXYXgF t)()(),(  

şeklinde olduğu görülür. 

  

 iki form olsun. Eğer ܩ ve ܨ GgF = olacak şekilde en az bir  g∈Γ  varsa ܨ ve ܩ 

formlarına  denktir  denir.  Eğer  detሺ݃ሻ ൌ 1  ise  bu  iki  forma  has  denk,  eğer 

detሺ݃ሻ ൌ െ1  ise  bu  iki  forma  has  olmayan  denk  denir.  Denk  formlar  aynı 

determinantlı iken aynı determinantlı formların denk olması gerekmez. Eğer bir ܨ 

formu kendisine has olmayan denk ise bu forma ambiguous form denir. ݃∈Γ  için 

ܨ݃ ൌ formunun bir otomorfizmi denir. Eğer detሺ݃ሻ ܨ oluyorsa ݃ ye ܨ ൌ 1 ise ݃ ye 

has  otomorfizm, detሺ݃ሻ ൌ െ1  ise ݃  ye  has  olmayan otomorfizm denir.   ܨ nin  has 

otomorfizmleri  kümesi   ሻାܨሺݐݑܣ ile  has  olmayan  otomorfizmleri  kümesi  ise 

 ሻା ile gösterilir ሺKuadratik formlarla ilgili daha fazla bilgi için Buchmann veܨሺݐݑܣ

Vollmer 2007, Buell 1989 ve Flath 1989 kaynaklarına bakılabilirሻ.  

 

 

  1.2.1 Pozitif tanımlı formlar 

 

  ),,( cbaF =   kuadratik  formu  için  0)( <Δ F   ve  0, >ca   ise  bu  forma  pozitif 

tanımlı form denildiği bilinmektedir.  ),,( cbaF =  pozitif tanımlı bir form olsun. Bu 

takdirde belli bir  U∈z  kompleks sayısı için bu form 

          ))((),( YzXzYXaYXF ++=   

şeklinde  yazılabilir.  Bu  şekildeki   ݖ sayısına   ܨ formunun  taban  noktası  denir  ve 

ݖ ൌ ݖ ሻ ile gösterilir. Eğerܨሺݖ ൌ ݔ ൅  olarak alınırsa yukarıdaki eşitlik ݕ݅
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    222 ||2))((),( YzaaxXYaXYzXzYXaYXF ++=++=  

haline gelir. Bu son eşitlikten 2ܽݔ ൌ ܾ  ve  cza =2||  olup  

a
bx
2

=    ve  
a

F
y

2
)(Δ−

=  

elde edilir. ݕ pozitif olduğundan  U∈
Δ−+

=
a

Fib
z

2
)(  dur.  

Tersine herhangi bir  U∈z  karmaşık sayısı verildiğinde taban noktası ݖ olan 

pozitif  tanımlı  bir  form  vardır.  Gerçekten  de  iyxz +=   için  22 ||
2,

||
1

z
xb

z
a ==   ve 

ܿ ൌ 1 olarak alınırsa taban noktası ݖ olan  0
||

4)( 4

2
<

−
=Δ

z
yF  determinantlı 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== 1,

||
2,

||
1),,( 22 z

x
z

cbaF  

formu  elde  edilir.  Dolayısıyla  )(: FzF →ϕ   dönüşümü,  sabit  determinantlı  pozitif 

tanımlı formlar ile U  nun noktaları arasında birebir bir dönüşümdür.  

 

Buna  göre   ܨ ve   ܩ formlarının  denk  olması  için  gerek  ve  yeter  şart  bu 

formların  taban  noktalarının  genişletilmiş  modüler  grubun  aynı  yörüngesinde 

olmasıdır.  ),,( cbaF =  pozitif tanımlı bir formu için  cab ≤≤||  şartı sağlanıyor ise ܨ 

ye indirgenebilir form denir. ܨ formunun ݖ taban noktası için ݖ ve  z  simetrik roller 

oynadığından  0)Im( >z   kabul edilebilir. Bu durumda  ab ≤||   şartı  1|| ≤+ zz   ye yani 

2/1|)Re(| ≤z   şartına,  benzer  şekilde  ca ≤   şartı  ise  1≥zz   ye  yani  1|| ≥z   şartına 

denktir.  Dolayısıyla  bir  ),,( cbaF =   formunun  indirgenebilir  olması  için  gerek  ve 

yeter  şart   ܨ nin  taban  noktasının  modüler  grubun  temel  bölgesinde  olmasıdır 

ሺTekcan ve Bizim 2003ሻ. 
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1.2.2 İndefinite formlar 

 

),,( cbaF =   kuadratik  formu  için  0)( >Δ F   ise  bu  forma  indefinite  form 

denildiği bilinmektedir.  ),,( cbaF =  indefinite formu için eğer  

Δ<<−Δ ba2  

şartı sağlanıyorsa bu forma indirgenebilirdir denir. Eğer bir form indirgenebilir de‐

ğilse aşağıdaki  indirgeme algoritması kullanılarak bu  form indirgenebilir hale ge‐

tirilir. İndirgenemeyen ܨ formu için  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

Δ<
⎥
⎥
⎦

⎥

⎢
⎢
⎣

⎢ Δ+

Δ≥
⎥
⎥
⎦

⎥

⎢
⎢
⎣

⎢

==

isec
c

bc

isec
c
bc

Fss

i
i

i
i

i
i

i
i

ii

2
)sgn(

2
)sgn(

)(  

tanımlansın. Bu takdirde ܨ nin indirgenmişi ݅ ൒ 0 için 

,ሻ ൌ ሺܿ௜ܨ௜ାଵሺߩ െܾ௜ ൅ 2ܿ௜ݏ௜, ܿ௜ݏ௜ଶ െ ܾ௜ݏ௜ ൅ ܽ௜ሻ 

dir.  Eğer  elde  edilen   ሻܨଵሺߩ formu  indirgenebilir  değilse  bu  forma  bir  kez  daha 

indirgeme algoritması uygulanır ve bu şekilde devam edilerek sonlu bir adımda ܨ 

nin indirgenmişi elde edilir.  

Şimdi ܨ  formu  için  τሺܨሻ ൌ ሺെܽ, ܾ, െ ܿሻ  dönüşümü  tanımlansın.  ݇ ൐ 0  olsun. 

ܩ ൌ ሺ݇, ݊,݉ሻ, ܨ ye denk olan bir form olmak üzere ܨ nin devri pozitif ݅ tamsayısı 

için  ሺሺτߩሻ௜ሺܩሻሻ  dizisidir.  Eğer   ܩ formu   ܨ ye  has  denk  ise   ܨ nin  has  devri  de           

ሺߩ௜ሺGሻሻ  dizisidir.   ܨ nin  devri  ve  has  devri    ௟ିଵܨ ~ڮ~ଵܨ~଴ܨ ile  gösterilir  ve 

aşağıdaki gibi elde edilir.  

 

1.2.2.1 Teorem.  ܨ ൌ ሺܽ, ܾ, ܿሻ indirgenebilir bir form olsun.  

⎥
⎥
⎦

⎥

⎢
⎢
⎣

⎢ Δ+
==

||2
|)(|

i

i
ii c

bFss                                              ሺ1.1ሻ 

olmak üzere 0  ൑ ݅ ൑ ݈ െ 2 için 
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    ௜ାଵܨ ൌ ሺܽ௜ାଵ, ܾ௜ାଵ, ܿ௜ାଵ ሻ ൌሺ|ܿ௜ |, െܾ௜ ൅   ௜|ܿ௜ |ሻ                                   ሺ1.2ሻݏ2

dır. Bu takdirde ܨ nin devri ܨ଴~ܨଵ~ܨ ~ڮ௟ିଵ  olup bu devrin uzunluğu ݈ dir. Eğer ݈ 

tek ise ܨ nin has devri 2݈ uzunlukludur ve  

 ௟ିଵሻܨ௟ିଶ~߬ሺܨ~ڮ~ଶሻܨଵ~߬ሺܨ~଴ሻܨ௟ିଵ~߬ ሺܨ~௟ିଶሻܨሺ߬~ڮ~ଷሻܨଶ~߬ሺܨ~ଵሻܨ଴~߬ሺܨ

şeklindedir. Eğer ve ݈ çift ise ܨ nin has devri ݈ uzunlukludur ve  

 ௟ିଵሻܨ௟ିଶ~߬ሺܨ~ڮ~ଷሻܨଶ~߬ሺܨ~ଵሻܨ଴~߬ሺܨ

şeklindedir ሺBuchmann ve Vollmer 2007ሻ. 

 

1.3 Kuadratik İdealler 

 

  ܦ ് 1 pozitif  tam kare olmayan bir  tamsayı olmak üzere  )4(mod1≡D   için  

ݎ ൌ 2 ve diğer hallerde ݎ ൌ 1 olmak üzere K�ൌQ )( D , diskriminantı  2
4
r
D

=Δ
 
olan 

bir kuadratik  sayı  cismidir.  KO   ile  K�cisminin  tamsayılarının halkası gösterilir. O 

halde 
r

Drw +−
=Δ

1   olmak üzere  KO ൌ ],1[ Δw ൌZ ][ Δw dır. Bu  taktirde  },1{ Δw ,  K�

cismi için bir tam baz olur. 

 

Teorem 1.3.1  ],[ Δ+= cwbaI  olsun. Bu taktirde  I nın bir ideal olması için gerek ve 

yeter şart  acbc |,|  ve  )(| Δ+ cwbNac  olmasıdır ሺMollin 1996ሻ.  

 

∈cba ,, Z   olmak  üzere  ],[ cwbaI +=   idealinin  normu  ||)( acIN = olarak  tanım‐

lanır.  Bu  ideal  için  ܽ  ve  c  sayıları  bir  tektir  ve  ܽ  sayısı  I  daki  en  küçük  pozitif 
tamsayıdır.  Bu  sayı  )(IL   ile  gösterilir.  Eğer  )()( INIL =   ise  I  idealine  ilkel  ideal 

denir.  Bu  durumda  1=c   olup   ܫ ilkel  ideali  standart  gösterimi ],[ wbaI +=   şek‐
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lindedir.  Bu  idealin  eşleniği  ],[ wbaI +=   dır.  Eğer  II =   ise  ሺDiğer  bir  ifade  ile 

Z∈
Q
P2   iseሻ  I  ya  ambiguous  ideal  denir.  ∈QP, Z   için  Q

DP+
=α   bir  kuadratik 

irrasyonel,  yani  )(mod2 QDP ≡   olsun.  Bu  takdirde  ],[ DPQI +=   bir  ilkel  ideal 

olur. Bu ideal için  

QDP >+  ve  0<−<− DPQ   

şartı sağlanıyor ise I  ya indirgenebilir ideal denir.  

 

1.4 Eliptik Eğriler ve Konikler 

 

Bu bölümde eliptik eğriler teorisinden bahsedilmektedir. ݍ pozitif bir tamsayı 

ve  qF  sonlu bir cisim olmak üzere  qF
 
deki bir ܧ eliptik eğrisi ܽଵ, ܽଶ, ܽଷ, ܽସ, ܽ଺ א qF

 
olmak üzere  

:ܧ ଶݕ ൅ ܽଵݕݔ ൅ ܽଷݕ ൌ ଷݔ ൅ ܽଶݔଶ ൅ ܽସݔ ൅ ܽ଺ 

denklemiyle verilen bir eğridir ve bu eğriye Weierstrass uzun form denir. Burada 

 ܾଶ ൌ ܽଵଶ ൅ 4ܽଶ, ܾସ ൌ 2ܽସ ൅ ܽଵܽଷ, ܾ଺ ൌ ܽଷଶ ൅ 4ܽ଺,

଼ܾ ൌ ܽଵଶ ൅ 4ܽଶܽ଺ െ ܽଵܽଷܽସ ൅ ܽଶܽଷଶ െ ܽସଶ ,  ܿସ ൌ ܾଶଶ െ 24ܾସ  

olmak  üzere  eğrinin  diskriminantı  Δൌ െܾଶଶ଼ܾ െ 8 ܾସଷ െ 27ܾ଺ଶ ൅ 9ܾଶܾସܾ଺ ve  ݆ െin‐

varyantı ise ݆ ൌ ݆ሺܧሻ ൌ
Δ

3
4c
 dır. Eğer Δൌ0 ise bu ܧ ye singüler eğri denir. İki eliptik 

eğrinin denk olması için gerek ve yeter şart aynı ݆ െinvaryantına sahip olmasıdır. 

Eğer ܧ nin uzun formunda ܽଵ ൌ 0, ܽଶ ൌ ܽ, ܽଷ ൌ 0, ܽସ ൌ ܾ,  ܽ଺ ൌ 0 olarak alı‐

nırsa  ܾଶ ൌ 4ܽ, ܾସ ൌ 2ܾ, ܾ଺ ൌ 0, ଼ܾ ൌ െܾଶ,  ܿସ ൌ 16ܽଶ െ 48ܾ olup ܧ eğrisi 

:ܧ ଶݕ ൌ ଷݔ ൅ ଶݔܽ ൅  ݔܾ
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haline  gelir.  Bu  eğri  için  Δൌ 16ܾଶሺܽଶ െ 4ܾሻ  ve  ݆ ൌ ݆ሺܧሻ ൌ
)4(
)3(256

22

32

bab
ba

−
− dir.  ܱ 

sonsuzdaki ideal nokta olmak üzere ܧ üzerindeki rasyonel noktaların kümesi  

ሻݍሺॲܧ ൌ ൛ሺݔ, ሻݕ א ॲݍ ൈ ॲݍ ׷ 2ݕ  ൌ   3ݔ ൅ 2ݔܽ  ൅ ൟ ݔܾ ׫ ሼܱሽ
 

ile gösterilir ve bu küme aşağıdaki gibi tanımlanan toplama işlemine göre bir grup 

oluşturur.  ଵܲ ൌ ሺݔଵ,  ଵሻ veݕ ଶܲ ൌ ሺݔଶ,  de herhangi iki nokta olmak üzere bu iki ܧ ,ଶሻݕ

noktanın  toplamı  ଷܲ ൌ   ଵܲ ൅   ଶܲ ൌ ሺݔଷ,  ଷሻݕ ile  gösterilir  ve  aşağıdaki  gibi  tanım‐

lanır:  ଵݔ ്  ଶݔ ise 
12

12
xx
yym

−
−

= olmak  üzere  21
2

3 xxmx −−=   ve  1313 )( yxxmy −−=
 

dir.  Eğer  ଵݔ ൌ  ଶݔ fakat  ଵݕ ്  ଶݕ ise  OPP =+ 21   dur.  Eğer  21 PP =   ve  01 ≠y
 
ise   

1

2
1

2
3

y
axm +

=  için  1
2

3 2xmx −=  ve  1313 )( yxxmy −−=
 
dir ve eğer  21 PP =  ve  01 =y

 
ise   OPP =+ 21  dur.  

 ሻݍሺॲܧ              grubunun mertebesi ڔ  ሻݍሺॲܧ ile  gösterilir  ve  ሺ
௫
௤
ሻ  Legendre  sembolü 

olmak üzere 

ڔ ሻݍሺॲܧ  ∑
∈

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ++
++=

qx q

bxaxxq
F F

23
1

 

olarak tanımlanır. ሺWashington 2003, Silverman 1986, Silverman ve Tate 1992ሻ. 

 

  ܽ, ܾ, ܿ, ݀, ݁, ݂ ler keyfi reel sayılar olmak üzere  

:ܥ ଶݔܽ ൅ ݕݔܾ ൅ ଶݕܿ ൅ ݔ݀ ൅ ݕ݁ ൅ ݂ ൌ 0 

şeklindeki  denklemlere  konik  denir.  Bu  koniğin  diskriminantı  Δሺܥሻ ൌ ܾଶ െ 4ܽܿ 

olarak tanımlanır. Bu konik,  Δሺܥሻ ൏ 0 için bir elips,  Δሺܥሻ ൌ 0 için bir parabol ve 

Δሺܥሻ ൐ 0 için bir hiperbol belirtir. 
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2. BÖLÜM 

İNDEFİNİTE KUADRATİK FORMLAR, ELİPTİK EĞRİLER, KONİKLER  

VE KÜBİK KONGRÜANSLAR 

 

Çalışmanın bu bölümünde 73 determinatlı ܨ ൌ ሺ1,7, െ6ሻ formu ele alınacak‐

tır. Bu formun devrini ve has devrini teşkil ettikten sonra bu  forma karşılık gelen 

eliptik eğrilerin üzerindeki rasyonel noktaların sayısı ॲ଻ଷ de ele alınıp daha sonra 

bu  formlara  karşılık  gelen  koniklerin  üzerindeki  rasyonel  noktaların  sayısı 

belirlenecektir.  Bu  bölümün  sonunda  ise  yine  bu  formlara  karşılık  gelen  kübik 

kongrüansların çözümleri ele alınacaktır.  

 

ࡲ 2.1 ൌ ሺ૚, ૠ, െ૟ሻ Formunun Devirleri 

Bu bölümde, ܨ ൌ ሺ1,7, െ6ሻ formunun devri ve has devri elde edilecektir.  

 

2.1.1 Teorem. ܨ  ൌ ሺ1,7, െ6ሻ formunun devri 9 uzunlukludur ve  

଴ܨ ൌ ሺ1,7, െ6ሻ~ܨଵ ൌ ሺ6, 5, െ2ሻ~ܨଶ ൌ ሺ2, 7, െ3ሻ~ܨଷ ൌ ሺ3, 5, െ4ሻ~ܨସ ൌ ሺ4, 3, െ4ሻ 

ହܨ~ ൌ ሺ4, 5, െ3ሻ~ܨ଺ ൌ ሺ3, 7, െ2ሻ~ܨ଻ ൌ ሺ2, 5, െ6ሻ~଼ܨ ൌ   ሺ6, 7, െ1ሻ 

şeklindedir. Dolayısıyla bu formun has devri ise 18 uzunlukludur ve  

଴ܨ ൌ ሺ1,7, െ6ሻ ~ ܨଵ ൌ ሺെ6, 5, 2ሻ ~ ܨଶ ൌ ሺ2,7,െ3ሻ~  ܨଷ ൌ ሺെ3,5,4ሻ ~ ܨସ ൌ   ሺ4,3, െ4ሻ 

ହܨ ~ ൌ ሺെ4, 5, 3ሻ~ܨ଺ ൌ ሺ3,7,െ2ሻ~ܨ଻ ൌ ሺെ2, 5, 6ሻ~଼ܨ ൌ   ሺ6, 7, െ1ሻ~ ܨଽ ൌ ሺെ1, 7, 6ሻ 

ଵ଴ܨ ~  ൌ ሺ6,5, െ2ሻ ~ ܨଵଵ ൌ ሺെ2, 7, 3ሻ~ܨଵଶ ൌ ሺ3, 5, െ4ሻ ~ ܨଵଷ ൌ   ሺെ4, 3, 4ሻ  
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ଵସܨ ~ ൌ ሺ4, 5, െ3ሻ~ܨଵହ ൌ ሺെ3, 7, 2 ሻ ~ ܨଵ଺ ൌ ሺ2, 5, െ6ሻ ~ ܨଵ଻ ൌ   ሺെ6, 7, 1ሻ 

şeklindedir.  

İspat.   ܨ  ൌ ܨ଴ ൌ ሺ1, 7, െ6ሻ olsun. Bu takdirde ሺ1.1ሻ den ݏ଴ ൌ 1 olup ሺ1.2ሻ den  

ଵܨ                  ൌ ሺܽଵ, ܾଵ, ܿଵሻ ൌ ൫|ܿ଴ |, െܾ଴ ൅ ,| ଴|ܿ଴ݏ2 െሺܽ଴ ൅ ܾ଴ݏ଴ ൅ ܿ଴ݏ଴ଶሻ൯ ൌ   ሺ6, 5, െ2ሻ  

elde edilir. Benzer şekilde devam edilirse aşağıdaki tablo elde edilir.  

݅  0  1  2 3 4 5 6 7  8 

ܽ௜  1  6  2 3 4 4 3 2  6 

ܾ௜  7  5  7 5 3 5 7 5  7 

ܿ௜  െ6  െ2  െ3 െ4 െ4 െ3 െ2  െ6  െ1

 ௜ݏ 1  3  2 1 1 2 3 1  7 

    Tablo 2.1.1 ܨ  ൌ ሺ1,7, െ6ሻ formunun devri 

Bu tabloya göre ܨ nin devri  

଴ܨ ൌ ሺ1,7, െ6ሻ~ܨଵ ൌ ሺ6, 5, െ2ሻ~ܨଶ ൌ ሺ2, 7, െ3ሻ~ܨଷ ൌ ሺ3, 5, െ4ሻ~ܨସ ൌ   ሺ4, 3, െ4ሻ 

ହܨ~ ൌ ሺ4, 5, െ3ሻ~ܨ଺ ൌ ሺ3, 7, െ2ሻ~ܨ଻ ൌ ሺ2, 5, െ6ሻ~଼ܨ ൌ   ሺ6, 7, െ1ሻ 

dir.   nin ܨ bu  devri  9  uzunluklu  olup  Teorem  1.2.2.1  gereği   ܨ nin  has  devri  18 

uzunlukludur ve  

଴ܨ ൌ ሺ1,7, െ6ሻ ~ ܨଵ ൌ ሺെ6, 5, 2ሻ ~ ܨଶ ൌ ሺ2,7,െ3ሻ~  ܨଷ ൌ ሺെ3,5,4ሻ ~ ܨସ ൌ   ሺ4,3, െ4ሻ 

ହܨ ~ ൌ ሺെ4, 5, 3ሻ~ܨ଺ ൌ ሺ3,7,െ2ሻ~ܨ଻ ൌ ሺെ2, 5, 6ሻ~଼ܨ ൌ   ሺ6, 7, െ1ሻ~ ܨଽ ൌ ሺെ1, 7, 6ሻ 

ଵ଴ܨ ~  ൌ ሺ6,5, െ2ሻ ~ ܨଵଵ ൌ ሺെ2, 7, 3ሻ~ܨଵଶ ൌ ሺ3, 5, െ4ሻ ~ ܨଵଷ ൌ   ሺെ4, 3, 4ሻ  

ଵସܨ ~ ൌ ሺ4, 5, െ3ሻ~ܨଵହ ൌ ሺെ3, 7, 2 ሻ ~ ܨଵ଺ ൌ ሺ2, 5, െ6ሻ ~ ܨଵ଻ ൌ   ሺെ6, 7, 1ሻ 

şeklindedir.  
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2.2 Eliptik Eğriler Üzerindeki Rasyonel Noktalar 

 

Bu bölümde bir önceki bölümde elde edilen ܨ ൌ ሺ1,7, െ6ሻ  formunun has dev‐

rindeki formlara karşılık gelen eliptik eğriler üzerindeki rasyonel noktaların sayı‐

ları  ॲ଻ଷ  sonlu  cismi  üzerinde  ele  alınacaktır.  Önbilgiler  kısmında  eliptik  eğriler 

teorisinden  kısaca  bahsedilmişti.  Problem  ele  alınmadan  önce  eliptik  eğriler  ile 

kuadratik formlar arasındaki ilişki incelenecektir. ܨ ൌ ሺܽ, ܾ, ܿሻ formu  Δ ሺܨሻ ൌ ܾଶ െ

4ܽܿ diskriminantlı bir form olsun. Bu forma karşılık gelen eliptik eğri 

:ிܧ ଶݕ ൌ ଷݔܽ ൅ ଶݔܾ ൅  ݔܿ

olarak tanımlansın. Bu eliptik eğride ݔ ՜ ௫
√௔య    değişken değişimi yapılırsa 

:ிܧ ଶݕ ൌ ଷݔܽ ൅ ଶݔܾ ൅ ݔܿ ൌ ଷݔ ൅ ܾܽିଶ/ଷݔଶ ൅ ܿܽିଵ/ଷݔ 

eliptik eğrisi elde edilir. Bu eğrinin diskriminantı ise Δሺܧிሻ ൌ 16ܿଶܽିଶ )(FΔ  dır.  

Bu  bölümde  bir  önceki  alt  bölümde  elde  ettiğimiz   ܨ nin  has  devrindeki 

0 ൑ ݅ ൑ 17 için  ܨ௜ ൌ ሺܽ௜, ܾ௜, ܿ௜ሻ formlarına karşılık gelen   

ݕ :ி೔ܧ                                                  
ଶ ൌ ܽ௜ݔଷ ൅ ܾ௜ݔଶ ൅ ܿ௜ݔ                                               ሺ2.1ሻ         

eliptik  eğrileri  üzerindeki  rasyonel  noktaların  sayısı  ॲ଻ଷ  sonlu  cisminde  ele 

alınacaktır. Bu eğrilerin rasyonel noktaları kümesi  

,ݔி೔ሺॲ଻ଷሻ  = ሼሺܧ ሻݕ א ॲ଻ଷ ൈ ॲ଻ଷ ׷ ଶݕ  ൌ  ܽ୧ݔଷ ൅ ܾ୧ݔଶ ൅ ܿ୧ݔ ሽ ׫ ሼܱሽ 

ile gösterilsin. Bu takdirde aşağıdaki teorem verilebilir.  

 

2.2.1 Teorem. ܧி೔ yukarıdaki eliptik eğriler olmak üzere 

⎩ ி೔ሺॲ଻ଷሻ ൌܧ#
⎨
⎧ 73     ݅ ൌ 4, 13 için      
75   diğerler hallerde 

dir.  
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İspat.  ݅ ൌ 4, 13 olsun. ॲ଻ଷ üzerinde ܧி೔ : ݕ
ଶ ൌ ܽ௜ݔଷ൅ ܾ௜ݔଶ൅ܿ௜ݔ eliptik eğrisi dikkate 

alınsın. Eğer ݕ ൌ 0 ise ݔሺܽ௜ݔଶ൅ ܾ௜ݔ൅ܿ௜ሻ 0 ؠ ሺmod 73ሻ olup buradan  

ݔ                                      ሺmod 73ሻ                 ሺ2.2ሻ 0 ؠ ൅ܿ௜ݔଶ൅ ܾ௜ݔሺmod 73ሻ    ve     ܽ௜ 0 ؠ

elde edilir. Buradan açıkça görülür ki ሺ2.2ሻ denkleminin bir çözümü ݔ ൌ 0 ve             

 ൌ ݔ                                                                 
⎩
⎨
⎧ 27 ݅ ൌ 4
46   ݅ ൌ 13 

dir,  yani  ݅ ൌ 4  için ܧிర eliptik eğrisi üzerinde ሺ0, 0ሻ ve ሺ27, 0ሻ ve  ݅ ൌ 13  için ܧிభయ 

eliptik eğrisi üzerinde ሺ0, 0ሻ ve ሺ46, 0ሻ rasyonel noktaları bulunmaktadır. ܳ௣, ku‐

adratik rezidülerin kümesini göstermek üzere 

        ܳ଻ଷൌሼ 1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 16, 18, 19, 23, 24, 25, ૛ૠ, 32, 35, 36, 37, 38, 41, ૝૟, 

                                  48, 49, 50, 54, 55, 57, 61, 64, 65, 67, 69, 70, 71, 72 ሽ 

dır. Dikkat edilirse 27, 46 א ܳ଻ଷ dür. Şimdi  

ܳ଻ଷ௫ ൌ  ܳ଻ଷ െ 
⎩
⎨
⎧ ሼ27ሽ ݅ ൌ 4
ሼ46ሽ  

     
  ݅ ൌ 13

 

olsun. Bu takdirde ܳ଻ଷ ௫  ün her bir ݔ elemanı, ܽ௜ݔଷ൅ ܾ௜ݔଶ൅ܿ௜ݔ ifadesini bir tam kare 

yapar ሺyukarıda ݔ ൌ 27 ve ݔ ൌ 46 nın bu ifadeyi sıfır yaptığı görülmüştürሻ. Belli bir 

ݐ א ॲ଻ଷכ  elemanı için ܽ௜ݔଷ൅ ܾ௜ݔଶ൅ܿ௜ݔ ൌ   ଶݕ ଶ olsun. Bu takdirdeݐ ؠ   ଶሺmod 73ሻݐ ֞

 ݕ ؠ  േݐ ሺmod 73ሻ olduğundan ܧி೔ üzerinde ሺݔ, ,ݔሻ ve ሺݐ െ ݐሻ gibi iki rasyonel nokta 

vardır. Yani her bir ݔ א ܳ଻ଷ௫  için ܧி೔ üzerinde iki tane nokta vardır. ܳ଻ଷ
௫  de 35 tane 

eleman  olduğundan   ி೔ܧ üzerinde  toplam  2൉35  ൌ  70  tane  rasyonel  nokta  vardır. 

Üstelik ሺ0, 0ሻ ve ሺݔ, 0ሻ da bu eğri üzerinde iki nokta olup sonsuz noktasını da ilave 

edersek ܧி೔ de toplam 70 ൅ 2 ൅ 1 ൌ 73 tane rasyonel nokta vardır.  

 Şimdi  ݅ ് 4, 13  kabul  edilsin.  Bu  takdirde  ݕ ൌ 0  ise  ሺ2.2ሻ  denkleminin  bir 

çözümü  ݔ ൌ 0 ve  
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dir. Yani ݔ yukarıdaki gibi olmak üzere ܧி೔ de ሺ0, 0ሻ ve ሺݔ, 0ሻ gibi iki nokta vardır. 

Dikkat  edilirse  yukarıda  elde  edilen  bu   ݔ değerleri  ܳ଻ଷ  ün  elemanları  değildir. 

Üstelik ܳ଻ଷ ün her bir ݔ elemanı ܽ௜ݔଷ൅ ܾ௜ݔଶ൅ܿ௜ݔ  ifadesini tam kare yapmaktadır. 

O halde belli bir ݐ ് 0  için ܽ௜ݔଷ൅ ܾ௜ݔଶ൅ܿ௜ݔ ൌ   ؠ ଶݕ ଶ denilirseݐ    ଶ ሺmod 73ሻ olupݐ

buradan ؠ ݕ  േݐ ሺmod 73ሻ elde edilir. Yani ܧி೔ de ሺݔ, ,ݔሻ ve ሺݐ െ ݐሻ gibi iki rasyonel 

nokta vardır. Bu ise ܳ଻ଷ deki her bir ݔ değeri için ܧி೔ de iki tane noktanın olması 

demektir. ܳ଻ଷ de 36 tane eleman olduğundan ܧி೔ de 2൉36 ൌ 72 tane rasyonel nokta 

vardır. ሺ0, 0ሻ, ሺݔ, 0ሻ ve sonsuz noktalarını da ilave edersek ܧி೔ de toplam 72 ൅ 2 ൅ 

1 ൌ 75 tane rasyonel nokta bulunur.  

 

2.3 Konikler Üzerindeki Rasyonel Noktalar 

 

Bu  bölümde  ܨ  ൌ ሺ1, 7, െ6ሻ formunun has  devrindeki  her  bir  forma  karşılık 

gelen konikler üzerindeki rasyonel noktaların sayıları belirlenecektir. ܰ א ॲ଻ଷכ  belli 

bir sayı olmak üzere ܨ ൌ ሺ1, 7, െ6ሻ formunun has devrindeki  ܨ௜ ൌ ሺܽ௜, ܾ௜, ܿ௜ሻ form‐

larına karşılık gelen konik 

ݔி೔ : ܽ୧ܥ                                    
ଶ ൅ ܾ୧ݕݔ ൅ ܿ୧ݕଶ െ ܰ ൌ 0                                       ሺ2.3ሻ 

olsun.  Bu konik için  

ி೔ሺॲ଻ଷሻܥ                 ൌ   ሼሺݔ, ሻݕ א ॲ଻ଷ ൈ ॲ଻ଷ ׷    ܽ୧ݔଶ ൅ ܾ୧ݕݔ ൅ ܿ୧ݕଶ െ ܰ  ؠ 0 ሺmod 73ሻሽ  

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=
=
=
=
=
=
=
=

=

842
756
611
528
313
253
143
033

i
i
i
i
i
i
i
i

x

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=
=
=
=
=
=
=
=

=

1731
1617
1562
1445
1260
1120
1030
940

i
i
i
i
i
i
i
i

x
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tanımlansın. Bu takdirde aşağıdaki teorem verilebilir.  

 

2.3.1 Teorem.  Yukarıda tanımlanan ܥி೔ koniği için   

⎩ ி೔ሺॲ଻ଷሻ ൌܥ#
⎨
⎧ 2 ൉ 73 ܰ א ܳ଻ଷ    ise

0  ܰ  ב ܳ଻ଷ  ise
 

dir. 

İspat. Teoremin ispatı iki durumda ele alınacaktır.  

1. Durum.  ܰ א ܳ଻ଷ olsun. Bu takdirde belli bir ݐ ് 0 için ܰ ൌ   ݕ ଶ dir. Eğerݐ ൌ 0  ise  

                                       ܽ௜ݔଶ ؠ   ݔ ֞ ଶ ሺmod 73ሻݐ ؠ  േ ௧
ඥ௔೔
  ሺmod 73ሻ                           ሺ2.4ሻ 

olur. Burada  ௧
ඥ௔೔
ؠ   ݉  ሺmod 73ሻ olsun. Bu takdirde ሺ2.4ሻ denkleminin ݉ ve 73 െ ݉ 

gibi farklı iki çözümü vardır. Dolayısıyla ܥி೔ koniği üzerinde ሺ݉, 0ሻ ve ሺ73 െ ݉, 0ሻ 

gibi iki tane rasyonel nokta vardır. Eğer ݔ ൌ 0 ise  

                                       ܿ௜ݕଶ ؠ ݕ ֞ ଶ ሺmod 73ሻݐ ؠ  േ ௧మ

ඥ௖೔
  ሺmod 73ሻ                           ሺ2.5ሻ 

olur. Benzer şekilde  ௧
మ

ඥ௖೔
ؠ  ݇  ሺmod 73ሻ denilsin. Bu takdirde ሺ2.5ሻ denkleminin ݇ ve 

73 െ ݇ gibi iki çözümü ve dolayısıyla ܥி೔ üzerinde ሺ0, ݇ሻ ve ሺ0, 73 െ ݇ሻ gibi iki ras‐

yonel nokta vardır. Üstelik belli bir ݔ ൌ ݄ א ॲ଻ଷכ  için 

ܽ୧݄ଶ ൅ ܾ୧݄ݕ ൅ ܿ୧ݕଶ ؠ  ଶ ሺmod 73ሻݐ

kongrüansının ݕ ൌ ݔ ଵ  çözümü veݕ ൌ 73 െ ݄ için 

ܽ୧ሺ73 െ ݄ሻଶ ൅ ܾ୧ሺ73 െ ݄ሻݕ ൅ ܿ୧ݕଶ ؠ    ଶሺmod 73ሻݐ

kongrüansının  da  ݕ ൌ   ଶݕ çözümü  vardır.  Böylece ܥி೔  üzerinde ሺ݉,  0ሻ,  ሺ73 െ݉, 

0ሻ, ሺ0,  kሻ,  ሺ0, 73 െ ݇ሻ,  ሺ݄, ݕଵሻ ve  ሺ73 െ  ଶሻ gibiݕ ,݄ altı  tane  rasyonel nokta vardır. 

Şimdi ܩ଻ଷ ൌॲ଻ଷ െ ሼ0,݉, ݄ሽ diyelim. Bu takdirde her bir ݔ א ଶݔ଻ଷ için ܽ୧ܩ ൅ ܾ୧ݕݔ ൅

ܿ୧ݕଶ ؠ  ி೔ üzerindeܥ ଶሺmod 73ሻ kongrüansının iki tane çözümü vardır. Dolayısıylaݐ
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iki tane rasyonel nokta vardır. ܩ଻ଷ  de 73 െ 3 ൌ 70 tane ݔ noktası bulunduğundan 

  ி೔ܥ de  toplam  2൉70  ൌ  140  tane  rasyonel  nokta  vardır.  Yukarıda   ி೔ܥ de  ሺ݉,  0ሻ, 

ሺ73 െ ݉, 0ሻ, ሺ0, kሻ, ሺ0, 73 െ ݇ሻ, ሺ݄, ݕଵሻ ve ሺ73 െ ‐ଶሻ gibi altı nokta olduğunu gösݕ ,݄

terilmişti. Dolayısıyla ܥி೔ üzerinde  140 ൅ 6 ൌ 146 tane rasyonel nokta vardır. 

2. Durum.  ܰ  ב ܳ଻ଷ olsun. Eğer ݕ ൌ 0 ise  ܽ௜ݔଶ ؠ ܰ ሺmod 73ሻ denkleminin çözümü 

yoktur. Çünkü  ே
௔೔
 ifadesi mod 73 de bir tam kare değildir. Eğer ݔ ൌ 0 ise ே

௖೔
 bir tam 

kare olmadığından  ܿ௜ݕଶ ؠ ܰ ሺmod 73ሻ denkleminin çözümü yoktur. Üstelik ܽ୧ݔଶ ൅

 ܾ୧ݕݔ ൅ ܿ୧ݕଶ ؠ  ܰ ሺmod 73ሻ  kongrüansının  her  bir  ݔ א ॲ଻ଷ െ ሼ0ሽ  için   ݕ çözümü 

yoktur. O halde ܥி೔ de hiç bir rasyonel nokta yoktur.  

 

2.3.2 Not. Yukarıdaki teoremde ܥி೔ deki rasyonel noktaların sayısını sadece ॲ଻ଷ de 

ele alınmıştır. Eğer problem diğer sonlu ॲ௣ cisimlerinde ele alınırsa aşağıdaki genel 

teorem verilebilir. 

 

2.3.3 Teorem.  ܥி೔ yukarıdaki gibi olmak üzere ݌ ؠ 1 ሺmod 4ሻ ise  

⎩ ி೔ሺॲ௣ሻ  ൌܥ#
⎨
⎧ ݌2 ܰ א ܳ௣

0   ܰ  ב ܳ௣
 

ve ݌ ؠ 3 ሺmod 4ሻ ise  

ி೔൫ॲ௣൯ܥ# ൌ ݌ ൅ 1  

dir. 

 

İspat. Teorem 2.3.1 in ispatına benzer şekilde yapılabilir.  

 

 

 



20 
 

2.4  Kübik Kongrüansların Çözümleri  

 

,ܽ bir asal sayı ve ݌ ܾ, ܿ א ॲ௣ için  

ଷݔ ൅ ଶݔܽ ൅ ݔܾ ൅ ܿ ؠ 0 ሺmod ݌ሻ 

şeklindeki  denkliklere  kübik  kongrüans  denir.  Bu  bölümde  ܨ ൌ ሺ1, 7, െ6ሻ  for‐

munun  has  devrindeki  formlara  karşılık  gelen  kübik  kongrüansların  çözümleri 

ॲ଻ଷ sonlu cisminde ele alınacaktır. ܨ௜ ൌ ሺܽ௜, ܾ௜, ܿ௜ሻ, ܨ nin has devrinde herhangi bir 

form olmak üzere bu forma karşılık gelen kübik kongrüans 

F౟ܭ
ଷ ׷ ଷݔ ൅ ܽ୧ݔଶ ൅ ܾ୧ݔ ൅ ܿ௜ ؠ  0 ሺmod 73ሻ 

olsun. Bu kongrüansın çözümlerinin kümesi  

ி೔ܭ
ଷ ሺॲ଻ଷሻ  ൌ   ሼݔ א ॲ଻ଷ   ׷ ଷݔ ൅ ܽ୧ݔଶ ൅ ܾ୧ݔ ൅ ܿ௜ ؠ 0 ሺmod 73ሻሽ 

ile gösterilirse aşağıdaki teorem verilebilir. 

 

2.4.1 Teorem. ܭி೔
 ଷ kübik kongrüansı için  

                                             #
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

=
16,12,11,10,7,3,2,10

13,9,4,01
17,15,14,8,6,53

3

i
i
i

K
iF

  

dir. 

İspat.  ݅ ൌ 5 için ܨହൌ ሺെ4, 5, 3ሻ kuadratik formuna karşılık gelen kübik kongrüans 

Fఱܭ
ଷ ׷ ଷݔ െ ଶݔ4  ൅ ݔ5 ൅ 3 ؠ 0 ሺmod 73ሻ  olup  bu  kongrüansının  ݔ ൌ 32, 54  ve  64 

gibi üç tane çözümü vardır. Benzer şekilde aşağıdaki tablo elde edilebilir. 

݅   ௜ܨ F౟ܭ
ଷ ி೔ܭ

ଷ ሺॲ଻ଷሻ ி೔ܭ#
ଷ ሺॲ଻ଷሻ 

0   ଴ܨ ଷݔ ൅ ଶݔ ൅ ݔ7 െ 6 ሼ41ሽ 1 

1   ଵܨ ଷݔ െ ଶݔ6 ൅ ݔ5 ൅ 2 ሼሽ 0 
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2   ଶܨ ଷݔ ൅ ଶݔ2 ൅ ݔ7 െ 3 ሼሽ 0 

3   ଷܨ ଷݔ െ ଶݔ3 ൅ ݔ5 ൅ 4 ሼሽ 0 

4   ସܨ ଷݔ ൅ ଶݔ4 ൅ ݔ3 െ 4 ሼ12ሽ 1 

5   ହܨ ଷݔ െ ଶݔ4 ൅ ݔ5 ൅ 3 ሼ32, 54, 64ሽ 3 

6   ଺ܨ ଷݔ ൅ ଶݔ3 ൅ ݔ7 െ 2 ሼ3, 32, 35ሽ 3 

7   ଻ܨ ଷݔ െ ଶݔ2 ൅ ݔ5 ൅ 6 ሼሽ 0 

8  ܨ଼   ଷݔ ൅ ଶݔ6 ൅ ݔ7 െ 1 ሼ24, 55, 61ሽ 3 

9   ଽܨ ଷݔ െ ଶݔ ൅ ݔ7 ൅ 6 ሼ32ሽ 1 

10   ଵ଴ܨ ଷݔ ൅ ଶݔ6 ൅ ݔ5 െ 2 ሼሽ 0 

11   ଵଵܨ ଷݔ െ ଶݔ2 ൅ ݔ7 ൅ 3 ሼሽ 0 

12   ଵଶܨ ଷݔ ൅ ଶݔ3 ൅ ݔ5 െ 4 ሼሽ 0 

13   ଵଷܨ ଷݔ െ ଶݔ4 ൅ ݔ3 ൅ 4 ሼ61ሽ 1 

14   ଵସܨ ଷݔ ൅ ଶݔ4 ൅ ݔ5 െ 3 ሼ9, 19, 41ሽ 3 

15   ଵହܨ ଷݔ െ ଶݔ3 ൅ ݔ7 ൅ 2 ሼ38, 41, 70ሽ 3 

16   ଵ଺ܨ ଷݔ ൅ ଶݔ2 ൅ ݔ5 െ 6 ሼሽ 0 

17   ଵ଻ܨ ଷݔ െ ଶݔ6 ൅ ݔ7 ൅ 1 ሼ12, 18, 49ሽ 3 

                                         Tablo 2.4.1 ܭி೔
 ଷ kübik kongrüansının çözümleri  

Bu tabloya göre teorem ispatlanmıştır.  
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3. BÖLÜM 

POZİTİF TANIMLI KUADRATİK FORMLAR, KUADRATİK KONGRÜANSLAR VE 

SİNGÜLER EĞRİLER 

 

 

Tezin bu kısmında pozitif tanımlı ܨ௝ kuadratik formlarının bir Ω ailesi tanım‐

lanıp bu ailedeki  formların bazı özellikleri  incelenecektir. Daha sonra bu ailedeki 

formlara karşılık gelen ܥிೕ kuadratik kongrüanslarının tamsayı çözümlerinin sayı‐

sını ve son olarak ܧி೛షభ
మ
 singüler eğrisinin sonlu ॲ௣ cismi üzerindeki rasyonel nok‐

talarının sayısı belirlenecektir.  

 

3.1 Pozitif Tanımlı Formlar Ailesi 

 

Bu alt bölümde pozitif  tanımlı  formlar ailesini ve bu ailedeki  formların bazı 

temel özellikleri incelenecektir. ݌ ൒ 5 asalı ve 1 ൑ ݆ ൑ ௣ିଵ
ଶ
 için Δൌ 4݆ଶ െ 2݆ሺ݌ െ 1ሻ 

diskriminantlı  

௝ܨ                                                    ൌ ሺ ௝ܽ, ௝ܾ , ௝ܿሻ ൌ ቀ1, 2݆,  ௣ିଵ
ଶ
݆ቁ                                          ሺ3.1ሻ 

 formlarını ele alınsın. Bu formların ailesi 

                                           Ω ൌ ቄܨ௝: ௝ܨ ൌ ቀ1, 2݆, ௣ିଵ
ଶ
݆ቁ , 1 ൑ ݆ ൑ ௣ିଵ

ଶ
ቅ                              ሺ3.2ሻ 

ile gösterilsin. Dikkat edilirse ݆ ൌ ௣ିଵ
ଶ
 için ܨ௝ formunun diskriminantı 0 olduğundan 

bu  form pozitif  tanımlı  değildir.  Dolayısıyla  ݆  nin  bu  değeri  ihmal  edilecektir.  İlk 
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olarak bu ailedeki ܨ௝ formlarının indirgenebilirliği ele alınsın. ሺ3.1ሻ de tanımlanan 

 ௝ pozitifܨ tanımlı  formları  için  ห ௝ܾห ൐ ௝ܽ  olduğundan  bu  formlar  indirgenebilir 

değildir.  Ancak  indirgenemeyen  pozitif  tanımlı  bir  form  aşağıdaki  indirgeme 

algoritması  kullanılarak  indirgenebilir  hale  getirilebilir.  Bunun  için  ܨ ൌ ଴ܨ ൌ

ሺܽ଴, ܾ଴, ܿ଴ሻ olsun. Bu takdirde ݅ ൒ 0 olmak üzere 

                                                                  ⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢ +
=

i

ii
i c

cbs
2

                                                             ሺ3.3ሻ  

için ܨ nin indirgenmişi  

ሻܨ௜ାଵሺߩ                                      ൌ ሺܿ௜, െܾ௜ ൅ 2ܿ௜ݏ௜,  ܿ௜ݏ௜ଶ െ ܾ௜ݏ௜ ൅ ܽ௜ሻ                            ሺ3.4ሻ 

şeklindedir.  Eğer   ሻܨଵሺߩ formu  indirgenebilir  değilse  bu  forma  tekrar  indirgeme 

algoritması  uygulanır  ve   ሻܨଶሺߩ elde  edilir.  Bu  şekilde  devam  edilirse  sonlu  bir 

݇ ൒ 1 adımda indirgenmiş ߩ௞ሺܨሻ  formu elde edilir. 

 

3.1.1 Teorem.  1 ൑ ݆ ൑ ௣ିଷ
ଶ
  için ܨ௝ pozitif tanımlı formunun indirgenmişi 

                                      
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+−

=

=
5

2
1,0,1

5
)1,0,1(

)(
2

2

pjpj

p

Fjρ

                

                       ሺ3.5ሻ 

dir.  

İspat.  ݌ ൌ 5  olsun.  O  halde  ଵܨ ൌ ሺ1, 2, 2ሻ  olup  ve ܨ଴ ൌ ଵబܨ ൌ ሺܽ଴, ܾ଴, ܿ଴ሻ ൌ ሺ1, 2, 2ሻ 

için  ሺ3.3ሻ  den  ଴ݏ ൌ 1  ve  böylece  ሺ3.4ሻ  den  ଵሻܨଵሺߩ ൌ ሺܽଵ, ܾଵ, ܿଵሻ ൌ ሺ2, 2, 1ሻ  elde 

edilir.  |ܾଵ| ൐ ܿଵ  olduğundan  bu  form  indirgenebilir  değildir.  Bu  forma  tekrar 

indirgeme algoritması uygulanırsa ݏଵ ൌ 1 olup ߩଶሺܨଵሻ ൌ ሺܽଶ, ܾଶ, ܿଶሻ ൌ ሺ1, 0, 1ሻ olur. 

Bu form indirgenebilir olduğundan ݌ ൌ 5 için ܨ௝ nin indirgenmişi ߩଶሺܨଵሻ ൌ ሺ1, 0, 1ሻ 

formudur.  
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Şimdi ݌ ൐ 5 olsun.  ݅ ൌ 0 için ݏ଴ ൌ 0 olup ߩଵሺܨ௝ሻ ൌ ቀ௣ିଵ
ଶ
݆, െ2݆, 1ቁ formu el‐

de edilir. Bu form indirgenmiş değildir. Benzer şekilde devam edilirse ݏଵ ൌ െ݆ olup 

௝ሻܨଶሺߩ ൌ ቀ1, 0, െ݆ଶ ൅ ௣ିଵ
ଶ
݆ቁ formu elde edilir ki bu form indirgenebilir olduğundan 

  .௝ሻ formudurܨଶሺߩ ௝ formunun indirgenmişiܨ

 

3.1.2  Teorem.   ௝ܨ ve   ௝ሻܨଶሺߩ sırasıyla  ሺ3.1ሻ  ve  ሺ3.5ሻ  de  tanımlı  formlar  olsun.  Bu 

takdirde  1 ൑ ݆ ൑ ௣ିଷ
ଶ
  özelliğindeki her ݆ için  

ڔ ௝ሻାܨሺݐݑܣ ൌڔ ௝ሻିܨሺݐݑܣ ൌڔ ௝ሻሻାܨଶሺߩሺݐݑܣ ൌڔ ௝ሻሻିܨଶሺߩሺݐݑܣ ൌ
⎩
⎨
⎧ 4 ݌ ൌ 5 ise
2 ݌ ൐ 5 ise 

dir. 

İspat.  ݌ ൌ 5 ve ܨଵ ൌ ሺ1, 2, 2ሻ formu için ݃ ൌ ሾݎ; ;ݏ ;ݐ ሿ ∈Γݑ  olmak üzere  

ଶݎ                                                                   ൅ ݏݎ2 ൅ ଶݏ2 ൌ 1 

ݐݎ2                                                    ൅ ݑݎ2 ൅ ݏݐ2 ൅ ݑݏ4 ൌ 2 

ଶݐ                                                                  ൅ ݑݐ2 ൅ ଶݑ2 ൌ 2 

denklem sisteminin ݀݁݃ݐ ൌ 1 için ݃ ൌ േሾ1; 0; 0; 1ሿ, േሾ1;െ1; 2;െ1ሿ ve ݀݁݃ݐ ൌ െ1   

için  ݃ ൌ േሾ1;െ1; 0;െ1ሿ, േሾ1; 0; 2; െ1ሿ  çözümleri  vardır.  Dolayısıyla  ଵሻାܨሺݐݑܣ ൌ

േሼሾ1; 0; 0; 1ሿ, ሾ1; െ1; 2;െ1ሿሽ ve ݐݑܣሺܨଵሻି ൌ േሼሾ1; െ1;  0;െ1ሿ, ሾ1; 0; 2;െ1ሿሽ dir. Ben‐

zer  şekilde  ݌ ൐ 5  için  ௝ሻାܨሺݐݑܣ ൌ ሼേሾ1; 0; 0; 1ሿሽ    ve  ݐݑܣሺܨ௝ሻି ൌ ሼേሾ1; 0; 2݆; െ1ሿሽ 

dir. ݌ ൌ 5 için  

ଵሻሻାܨଶሺߩሺݐݑܣ ൌ േሼሾ1; 0; 0; 1ሿ, ሾ0; െ1; 1; 0ሿሽ 

ଵሻሻିܨଶሺߩሺݐݑܣ ൌ േሼሾ1; 0; 0; െ1ሿ, ሾ1; 0; 0; െ1ሿሽ 

ve ݌ ൐ 5 için ise  ݐݑܣሺߩଶሺܨ௝ሻሻା ൌ ሼേሾ1; 0; 0; 1ሿሽ ve   ݐݑܣሺߩଶሺܨ௝ሻሻି ൌ ሼേሾ1; 0; 0; െ1ሿሽ 

olduğu görülür.  
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 3.1.3 Not. Dikkat edilirse yukarıdaki teoremde sadece  1 ൑ ݆ ൑ ௣ିଷ
ଶ
 değerleri için ܨ௝ 

ve ߩଶሺܨ௝ሻ  formlarının otomorfizmleri ele alınmıştır.  ݆ ൌ
௣ିଵ
ଶ
  için  ೛షభܨ 

మ
 ve ߩଶሺܨ೛షభ

మ
ሻ 

nin diskriminantı  Δൌ 0 olduğundan bu  formlar pozitif  tanımlı değildir. Ancak bu 

formların has ve has olmayan otomorfizmleri grubu sonsuz mertebelidir.  

 

3.1.4 Teorem. 3.1.2 Teoreminde geçen ܨ௝ ve ߩଶሺܨ௝ሻ formları için 1 ൑ ݆ ൑ ௣ିଷ
ଶ
  olmak 

üzere ݐݑܣሺܨ௝ሻା ؆ ߩሺݐݑܣ ஺௨௧ሺிೕሻశ  veܥ
ଶሺܨ௝ሻሻା ؆   .஺௨௧ሺఘమሺிೕሻሻశ  dirܥ

İspat. ݌ ൌ 5 ve ݐݑܣሺܨଵሻା ൌ േሼሾ1; 0; 0; 1ሿ, ሾ1; െ1; 2;െ1ሿሽ için 

       ሾ1; െ1; 2;െ1ሿ. ሾ1; െ1; 2;െ1ሿ ൌ ሾ1 െ 2;െ1 ൅ 1; 2 െ 2;െ2 ൅ 1ሿ ൌ ሾെ1; 0; 0;െ1ሿ 

       ሾെ1; 0; 0;െ1ሿ. ሾ1; െ1; 2;െ1ሿ ൌ ሾെ1 ൅ 0; 1;െ2; 1ሿ ൌ ሾെ1; 1;െ2; 1ሿ 

       ሾെ1; 1;െ2; 1ሿ. ሾ1; െ1; 2;െ1ሿ ൌ ሾെ1 ൅ 2; 0;െ2 ൅ 2; 2 െ 1ሿ ൌ ሾ1; 0; 0; 1ሿ 

       ሾ1; 0; 0; 1ሿ. ሾ1; െ1; 2;െ1ሿ ൌ ሾ1;െ1; 2;െ1ሿ 

olduğundan  

ଵሻାܨሺݐݑܣ  ؆ ;ሾ1;െ1ۃ 2;െ1ሿۄ ؆ ସܥ ؆ ;ሾെ1ۃ 1;െ2; 1ሿۄ  

dir. Benzer şekilde  

    ௝ሻାܨሺݐݑܣ ؆ ଵሻሻାܨଶሺߩሺݐݑܣ  ,ଶܥ ؆ ௝ሻሻାܨଶሺߩሺݐݑܣ  ସ veܥ ؆   ଶܥ

olduğu görülür.  

 

3.1.5 Teorem.  Her  1 ൑ ݆ ൑ ௣ିଵ
ଶ
 için ܨ௝ ve ߩଶሺܨ௝ሻ formları ambiguousdur. 

İspat.   ௝ܨ ve   ௝ሻܨଶሺߩ nin  has  olmayan  otomorfizmlerinin  kümesi  boş  olmadığından 

belli bir ݃ଵ א ௝ሻି ve ݃ଶܨሺݐݑܣ  א ௝ܨ௝ሻሻି için  ݃ଵܨଶሺߩሺݐݑܣ  ൌ ௝ሻܨଶሺߩ௝ ve  ݃ଶܨ ൌ  ௝ሻܨଶሺߩ

dir, yani ܨ௝ ve ߩଶሺܨ௝ሻ formları ambiguousdur. 
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3.2 Kuadratik Kongrüanslar 

 

Bu bölümde bir önceki bölümde tanımlanan ܨ௝ ve ߩଶሺܨ௝ሻ formları için  ܨଵ, ܨ೛షభ
మ
 

ve  bu  formların   ଵሻܨଶሺߩ ve  ೛షభܨଶሺߩ
మ
ሻ  indirgenmişlerine  karşılık  gelen  kuadratik 

kongrüansların   ॲ௣   deki  tamsayı  çözümleri  ele  alınacaktır.  ܨ ൌ ሺܽ, ܾ, ܿሻ  herhangi 

bir  kuadratik  form  ve  :ிܥ  ଶ൅ݔܽ  ଶݕ൅cݕݔܾ ؠ 1ሺmod ݌ሻ  bu  forma  karşılık  gelen 

kuadratik  kongrüans  olsun.  Buna  göre   ,ଵܨ ೛షభܨ
మ
  ve     ,ଵሻܨଶሺߩ ೛షభܨଶሺߩ

మ
ሻ  formlarına 

karşılık gelen kuadratik kongrüanslar sırasıyla   

ݔ :ிభܥ                                     
ଶ൅2ݕݔ൅௣ିଵ

ଶ
ଶݕ ؠ 1ሺmod ݌ሻ                                                  ሺ3.6ሻ 

ி೛షభܥ                                 
మ
݌ଶ൅ሺݔ : െ 1ሻݕݔ൅ቀ௣ିଵ

ଶ
ቁ
ଶ
ଶݕ ؠ 1ሺmod ݌ሻ                               ሺ3.7ሻ   

ݔ :ఘమሺிభሻܥ                               
ଶ൅௣ିଷ

ଶ
ଶݕ ؠ 1ሺmod ݌ሻ                                                            ሺ3.8ሻ    

ఘమሺி೛షభܥ                           
మ
ሻ: ݔଶ ؠ 1ሺmod ݌ሻ                                                                           ሺ3.9ሻ 

dır. Bu kongrüansların çözüm kümeleri de sırasıyla   

ிభ൫ॲ௣൯ܥ                     ൌ   ቄሺݔ, ሻݕ א  ॲ௣ ൈ  ॲ௣: ଶݔ ൅ ݕݔ2 ൅ ௣ିଵ
ଶ
ଶݕ ؠ  1ሺmod ݌ሻቅ 

ி೛షభܥ                
మ
൫ॲ௣൯ ൌ   ൜ሺݔ, ሻݕ א  ॲ௣ ൈ  ॲ௣: ଶݔ ൅ ሺ݌ െ 1ሻݕݔ ൅ ቀ௣ିଵ

ଶ
ቁ
ଶ
ଶݕ ؠ  1ሺmod ݌ሻൠ                       

ఘమሺிభሻ൫ॲ௣൯ܥ               ൌ   ቄሺݔ, ሻݕ א  ॲ௣ ൈ  ॲ௣: ଶݔ ൅
௣ିଷ
ଶ
ଶݕ ؠ  1ሺmod ݌ሻቅ                                                      

ܥ         
ఘమቆி೛షభ

మ
ቇ
൫ॲ௣൯ ൌ   ൛ሺݔ, ሻݕ א  ॲ௣ ൈ  ॲ௣: ଶݔ ؠ 1ሺmod ݌ሻൟ        

olsun. Bu takdirde aşağıdaki teorem verilebilir. 
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3.2.1 Teorem.  ܥிభ,  ܥி೛షభ
మ
ఘమሺி೛షభܥ ఘమሺிభሻ veܥ ,

మ
ሻ yukarıda tanımlanan kuadratik kong‐

rüanslar olmak üzere her ݌ ൒ 5 asalı için  

ڔ ி೛షభܥ
మ
൫ॲ௣൯ ൌ ڔ ఘమሺி೛షభܥ

మ
ሻሺॲ௣ሻ ൌ  ݌2

ve         

ڔ ிభ൫ॲ௣൯ܥ ൌ  ڔ ఘమሺிభሻሺॲ௣ሻܥ ൌ⎩
⎨
⎧ ݌ െ ݌      1 ؠ 1, 5, 19, 23 ሺmod 24ሻ ise
݌   ൅ ݌       1 ؠ 7, 11, 13, 17ሺmod 24ሻ ise 

dir. 

İspat.  ܥி೛షభ
మ
 kongrüansı için ݕ ൌ 0 ise ݔଶ ؠ 1ሺmod ݌ሻ ฻ ݔ ؠ േ1 ሺmod ݌ሻ dır.  Ben‐

zer şekilde ݔ ൌ 0 ise ቀ௣ିଵ
ଶ
ቁ
ଶ
ሺേ2ሻଶ ؠ  ଶ݌ െ ݌2 ൅ 1 ؠ 1ሺmod ݌ሻ olduğundan  

൬
݌ െ 1
2 ൰

ଶ

ଶݕ ؠ  1ሺmod ݌ሻ ฻ ݕ ؠ േ2ሺmod ݌ሻ 

dir. Üstelik ሺ1, 4ሻ ve ሺ݌ െ 1, ݌ െ 4ሻ de ܥி೛షభ
మ
 nin bir çözümüdür. Şu halde kongrü‐

ansın ሺ1, 0ሻ, ሺ݌ െ 1, 0ሻ, ሺ0, 2ሻ, ሺ0, ݌ െ 2ሻ, ሺ1, 4ሻ ve  ሺ݌ െ 1, ݌ െ 4ሻ gibi altı tane tamsa‐

yı çözümü vardır. Ayrıca ݌ଶ െ ݌2 ൅ 1 ؠ 1ሺmod ݌ሻ ve ሺ݌ െ 1ሻଶ|2ሺሺ1 െ ݔሻ݌ േ 1ሻ dir.  

ݔ א ௣ܪ ൌ  ॲ௣ െ ሼ0, 1, ݌ െ 1ሽ için kongrüans ݕ ye göre çözülürse  

                                                   ቀ௣ିଵ
ଶ
ቁ
ଶ
ଶݕ ൅ ሺ݌ െ 1ሻݕݔ ൅ ଶݔ െ 1 ൌ 0                            ሺ3.10ሻ            

olur.  ሺ3.10ሻ un diskriminantı  

Δൌ ሺሺ݌ െ 1ሻݔሻଶ െ 4 ቀ௣ିଵ
ଶ
ቁ
ଶ
ሺݔଶ െ 1ሻ ൌ ଶ݌ െ ݌2 ൅ 1 ؠ 1ሺmod ݌ሻ

 

  olup çözümleri   

ଵ,ଶݕ ൌ
െሺ݌ െ 1ሻݔ േ ඥ݌ଶ െ ݌2 ൅ 1

2 ቀ݌ െ 1
2 ቁ

ଶ ؠ
2ሾെሺ݌ െ 1ሻݔ േ 1ሿ

ሺ݌ െ 1ሻଶ
ሺmod ݌ሻ 
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dir.  Burada  ሺ݌ െ 1ሻଶ|2ሺሺ1 െ ݔሻ݌ േ 1ሻ  olduğundan  her  bir  ݔ א  ௣ içinܪ bu  kongrü‐

ansın iki tane ݕ çözümü vardır. ܪ௣ de ݌ െ 3 tane ݔ değeri olup bunların her biri için 

iki  tane ݕ çözümü olduğundan kongrüansın  toplam 2ሺ݌ െ 3ሻ ൌ ݌2 െ 6 tane çözü‐

mü  vardır.  Ayrıca  ሺ1, 0ሻ, ሺ݌ െ 1, 0ሻ, ሺ0, 2ሻ, ሺ0, ݌ െ 2ሻ, ሺ1, 4ሻ  ve  ሺ݌ െ 1, ݌ െ 4ሻ  değer‐

leri de çözüm olduğundan toplam 2݌ െ 6 ൅ 6 ൌ   .tane çözüm vardır ݌2

Diğer üç kongrüansta benzer şekilde çözülür. 

 

3.3 Singüler  Eğriler 

 

Bu  bölümde  ሺ3.1ሻ  de  tanımlanan   ௝ܨ formuna  karşılık  gelen  singüler  eğriler 

üzerindeki rasyonel noktaların sayısı ele alınacaktır. Hatırlanacağı üzere kuadratik 

formlar  ile  eliptik  eğriler  arasında  bir  ilişki  vardır.  Dolayısıyla  Δሺܨሻ ൌ ܽଶ െ 4ܾ 

determinantlı ܨ ൌ ሺ1, ܽ, ܾሻ formuna karşılık gelen eliptik eğri  

:ிܧ                                              ଶݕ ൌ ଷݔ ൅ ଶݔܽ ൅  ሺ3.11ሻ                                            ݔܾ

dir. Bu eğri için Δሺܧிሻ ൌ 16ܾଶሺܽଶ െ 4ܾሻ ൌ 16ܾଶ )(FΔ  dir. Buna göre eğer ܨ formu‐

nun diskriminantı 0 ise ܧி nin de diskriminantı 0 olacağından bu bir singüler eğri 

olur.  Dolayısıyla  da  bu  eğrinin  bir  singüler  noktası  vardır.  Gerçekten  de  ሺ3.11ሻ 

eşitliğini  açarsak  ଶݔ ൅ ݔܽ ൅ ܾ ൌ 0  ikinci  dereceden  denklemin  diskriminantı  Δ

ൌ ܽଶ െ 4ܾ ൌ 0  olduğundan bu denklemin çakışık iki kökü vardır ve bu kök  ି௔
ଶ
 dir. 

Dolayısıyla ሺ3.11ሻ eşitliği  

:ிܧ ଶݕ ൌ ଷݔ ൅ ଶݔܽ ൅ ݔܾ ൌ ଶݔሺݔ ൅ ݔܽ ൅ ܾሻ ൌ ݔ ቆݔ െ ቀ
െܽ
2 ቁቇ

ଶ

 

haline gelir.  1 ൑ ݆ ൑ ௣ିଵ
ଶ
 için  

:ிೕܧ ݕ
ଶ ൌ ଶݔଷ൅2݆ݔ ൅ ቀ௣ିଵ

ଶ
ቁ  ݔ݆
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eğrileri   ௝ formunaܨ karşılık  gelen  eliptik  eğri  olsun.   ிೕܧ nin  bu  tanımına  dikkat 

edilirse  1 ൑ ݆ ൑ ௣ିଷ
ଶ
    için  bu  eğrinin  diskriminantı  sıfırdan  farklı  olduğundan  bu 

eğri bir eliptik eğri belirtir. Ancak ݆ ൌ ௣ିଵ
ଶ
  formun diskriminantı 0 olduğundan bu 

forma karşılık gelen eğrinin diskriminantı olacağından bu bir singüler eğridir, yani 

ி೛షభܧ
మ
 singülerdir.  Şimdi  

ி೛షభܧ                              
మ
ଶݕ : ൌ ݌ଷ൅ሺݔ െ 1ሻݔଶ ൅ ሺ௣ିଵሻమ

ସ
ݔ ൌ ݔሺݔ െ ଵି௣

ଶ
ሻଶ                    ሺ3.12ሻ 

singüler eğrisi ele alınsın. Bu eğrinin rasyonel noktalarının kümesi  

ி೛షభܧ
మ
ሺॲ௣ሻ ൌ   ቊሺݔ, ሻݕ א  ॲ௣ ൈ  ॲ௣: ଶݕ ൌ ଷݔ ൅ ሺ݌ െ 1ሻݔଶ ൅

ሺ݌ െ 1ሻଶ

4 ቋݔ ׫ ሼܱሽ 

ile gösterilirse aşağıdaki teorem verilebilir. 

 

3.3.1 Teorem. ሺ3.12ሻ de tanımlı ܧி೛షభ
మ
 singüler eğrisi için   

ڔ ி೛షభܧ
మ
ሺॲ௣ሻ ൌ ⎩

⎨
⎧ ݌              ݌ ؠ 1, 7 ሺmod 8ሻ ise
݌ ൅ ݌       2 ؠ 3, 5 ሺmod 8ሻ ise 

dir. 

İspat. ݌ ؠ 1, 7ሺmod 8ሻ olsun. Eğer ݕ ൌ 0 ise 

ଷݔ  ൅ ሺ݌ െ 1ሻݔଶ ൅ ሺ௣ିଵሻమ

ସ
ݔ ؠ 0ሺmod ݌ሻ ฻ ݔ ቂݔଶ ൅ ሺ݌ െ 1ሻݔ ൅ ሺ௣ିଵሻమ

ସ
ቃ ؠ 0ሺmod ݌ሻ 

                                    ฻ ݔ ؠ 0ሺmod ݌ሻ veya ݔଶ ൅ ሺ݌ െ 1ሻݔ ൅ ሺ௣ିଵሻమ

ସ
ؠ 0ሺmod ݌ሻ  

olur. Buradan kolayca görüleceği üzere ݔ ൌ 0 ve ݔ ൌ ଵି௣
ଶ
 yukarıdaki kongrüansın 

birer  çözümüdür,  yani  ி೛షభܧ
మ
  de  ሺ0, 0ሻ  ve  ሺଵି௣

ଶ
, 0ሻ  gibi  iki  rasyonel  nokta  vardır.  

Üstelik ݌ nin bu değerleri  için    ଵି௣
ଶ
   bir kuadratik rezidü, yani  ଵି௣

ଶ
א pQ  dir. Şimdi 

kabul edelim ki ݔ א pQ olsun. Bu takdirde yukarıdaki eşitlikten  
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                                                   ቆ
௫యାሺ௣ିଵሻ௫మାሺ೛షభሻ

మ

ర ௫

௣
ቇ ൌ ቆ

௫ିభష೛మ
௣

ቇ                                    

elde edilir. Eğer ݔ ൌ ଵି௣
ଶ
 ise ቆ

௫ିభష೛మ
௣

ቇ ൌ 0 olduğundan ݕଶ ؠ 0ሺmod ݌ሻ nin ݕ ൌ 0 gibi 

bir  çözümü  vardır.  Eğer  ݔ ് ଵି௣
ଶ
  ise  ቆ

௫ିభష೛మ
௣

ቇ ൌ 1  olduğundan  ଷݔ ൅ ሺ݌ െ 1ሻݔଶ ൅

ሺ௣ିଵሻమ

ସ
 ݔ ifadesi mod ݌ de  bir  tam karedir.  ݑ א ॲ௣  כ  için ݔଷ ൅ ሺ݌ െ 1ሻݔଶ ൅ ሺ௣ିଵሻమ

ସ
ݔ ൌ

  ଶ olsun. Bu takdirdeݑ

ଶݕ ؠ ሻ݌ ଶሺmodݑ ฻ ݕ ؠ േݑ ሺmod ݌ሻ 

olduğundan ܧி೛షభ
మ
 de ሺݔ, ,ݔሻ ve ሺݑ ݌ െ  ሻ gibiݑ iki rasyonel nokta vardır. Bu ise her 

bir ݔ değeri için iki tane ݕ değerinin olması demektir. Şu halde  ݔଷ ൅ ሺ݌ െ 1ሻݔଶ ൅
ሺ௣ିଵሻమ

ସ
bir tam kare olacak şekilde  ௣ିଵ ݔ

ଶ
െ 1 ൌ ௣ିଷ

ଶ
 tane ݔ değeri vardır ሺkuadratik 

rezidülerin sayısı ௣ିଵ
ଶ
 olduğundan bu sayıdan 1 çıkartılır, çünkü ଵି௣

ଶ
 bir kuadratik 

rezidü  iken  bu  değere  karşılık  bir  tane   ݕ değeri  elde  edilirሻ.  O  halde  ி೛షభܧ
మ
  de 

2 ቀ௣ିଷ
ଶ
ቁ ൌ ݌ െ 3  nokta  rasyonel  nokta  vardır.  Üstelik  yukarıda  ி೛షభܧ

మ
  de  ሺ0, 0ሻ  ve 

ሺଵି௣
ଶ
, 0ሻ rasyonel noktalarının da olduğu görüldü. Sonsuz noktasını da  ilave eder‐

sek ܧி೛షభ
మ
 de toplam ݌ െ 3 ൅ 2 ൅ 1 ൌ    .tane rasyonel nokta olduğu görülür ݌

  ݌ ؠ 3, 5ሺmod 8ሻ olması hali de benzer şekilde gösterilebilir. 

 

3.3.2 Not. Yukarıdaki teoremde sadece singüler eğriler üzerindeki rasyonel nokta‐

ların sayısı belirlendi. Daha önceden de söylediğimiz gibi 1 ൑ ݆ ൑ ௣ିଷ
ଶ
 değerleri için 

‐ிೕ  eliptik eğrileri üzerinܧ ிೕ ler birer eliptik eğridir. Fakat ݆ nin bu değerleri içinܧ

deki rasyonel noktaların sayısı düzenli olmadığı için bir formül elde edilememiştir.  
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3.3.3  Sonuç.  ݌ ؠ 1, 7ሺmod 8ሻ  veya  ݌ ؠ 3, 5ሺmod 8ሻ  olması  hallerinde  her  ݔ ב pQ  

için  ቆ
௫యାሺ௣ିଵሻ௫మାሺ೛షభሻ

మ

ర ௫

௣
ቇ ൌ െ1  olduğundan   ݔ in  bu  değerleri  için    ி೛షభܧ

మ
  üzerinde 

rasyonel nokta yoktur. 

 

3.3.4 Örnek 1. p ൌ 23 olsun. Bu takdirde  ॲଶଷ  de ܧிభభ: ݕ
ଶ ൌ ଶݔଷ൅22ݔ ൅  singüler ݔ6

eğrisi üzerindeki rasyonel noktaların kümesi 

ிభభሺॲଶଷሻܧ           ൌ
⎩
⎨
⎧ ሺ૙, ૙ሻ, ሺ1, േ11ሻ, ሺ2, േ4ሻ, ሺ3, േ6ሻ, ሺ4, േ7ሻ, ሺ6, േ3ሻ,
ሺ8, േ6ሻ, ሺ9, േ9ሻ, ሺ૚૛, ૙ሻ, ሺ13,േ6ሻ, ሺ16,േ7ሻ, ሺ18,േ2ሻ ⎭

⎬
׫⎫ ሼܱሽ 

dir. 

݌ .2 ൌ 37  için ॲଷ଻ de ܧிభఴ: ݕ
ଶ ൌ ଶݔଷ൅36ݔ ൅  eğrisi üzerindeki ݔ28 rasyonel nokta‐

ların kümesi  

ிభఴሺॲଷ଻ሻܧ           ൌ

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

 

ሺ૙, ૙ሻ, ሺ1, േ18ሻ, ሺ3, േ18ሻ, ሺ4, േ7ሻ, ሺ7, േ3ሻ, ሺ9, േ7ሻ,
ሺ10,േ12ሻ, ሺ11,േ1ሻ, ሺ12,േ12ሻ, ሺ16,േ12ሻ, ሺ૚ૢ, ૙ሻ,
ሺ21,േ11ሻ, ሺ25,േ7ሻ, ሺ26,േ4ሻ, ሺ27,േ10ሻ, ሺ28,േ14ሻ,

ሺ30,േ2ሻ, ሺ33,േ17ሻ, ሺ34,േ18ሻ, ሺ36,േ9ሻ ⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

׫ ሼܱሽ 

dir. 

 

Şimdi ܧி೛షభ
మ
 singüler eğrisi üzerindeki ሺݔ, ݔ ሻ rasyonel noktalarınınݕ െ ve ݕ െ 

koordinatları toplamı ele alınsın.  Bunun için  

ி೛షభܧ      
మ

௫ ൫ॲ௣൯ ൌ ሼݔ א ॲ௣: ሺݔ, ሻݕ א ி೛షభܧ
మ
 ሽ  ve  ܧி೛షభ

మ

௬ ൫ॲ௣൯ ൌ ሼݕ א ॲ௣: ሺݔ, ሻݕ א ி೛షభܧ
మ
 ሽ 

tanımlansın. Buna göre 

 
[ ]
∑ −

x
p

x
F p

E )(
2

1
F

 
ve 

[ ]
∑ −

y
p

y
F p

E )(
2

1
F

 

toplamları ile ilgili aşağıdaki teorem verilebilir. 
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3.3.5 Teorem.  ܧி೛షభ
మ
  eğrisi için  

[ ]
∑ −

x
p

x
F p

E )(
2

1
F ൌ

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧  ௣
యାହ௣ି଺
ଵଶ

݌             ؠ 1, 7ሺmod 8ሻ ise

 ௣
యି଻௣ା଺
ଵଶ

݌            ؠ 3, 5ሺmod 8ሻ ise
 

ve   

[ ]
∑ −

y
p

y
F p

E )(
2

1
F ൌ

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧  ௣
మିଷ௣
ଶ

݌             ؠ 1, 7ሺmod 8ሻ ise

 ௣
మି௣
ଶ

݌              ؠ 3, 5ሺmod 8ሻ ise
 

dir. 

İspat.   ॲ௣ deki  birimlerin  kümesi  ܷ௣ ൌ ሼ1, 2, … , ݌ െ 1ሽ  olmak  üzere  bu  kümedeki 

her  bir  elemanın  karesinin  alınması  suretiyle  kuadratik  rezidülerin  pQ  kümesi 

elde edilmiş olur.  pQ  deki tüm elemanların toplamı ise  

                                                               ∑
∈

−
=

pQx

ppx
24

3

 

dir.    Şimdi  ݌ ؠ 1, 7ሺmod 8ሻ  olsun.  Bu  takdirde Teorem 3.3.1  gereği  ଵି௣
ଶ
א pQ olup 

ݔ ൌ ଵି௣
ଶ
   için  ி೛షభܧ

మ
  singüler  eğrisi  üzerinde  sadece  bir  nokta  bulunmaktadır. 

௣ܪ ൌ pQ െ ቄଵି௣
ଶ
ቅ olsun. Bu takdirde  

24
1211

2
1 3 −+

=
−

−=∑ ∑
∈ ∈

pppxx
p pHx Qx

 

dir. Ayrıca ܪ௣ deki her bir ݔ elemanı ݔଷ ൅ ሺ݌ െ 1ሻݔଶ ൅ ሺ௣ିଵሻమ

ସ
‐ifadesini bir tam ka ݔ

re yapar. ݔଷ ൅ ሺ݌ െ 1ሻݔଶ ൅ ሺ௣ିଵሻమ

ସ
ݔ ൌ ଶݕ ଶ olsun. Buradanݐ ؠ  .ሻ elde edilir݌ ଶሺmodݐ

Bu  ise  eğride  ሺݔ,  ሻݐ ve  ሺݔ, ݌ െ  ሻݐ gibi  iki  rasyonel  noktanın  olması  demektir.  Şu 

halde her bir ݔ א  ௣ܪ için  iki  rasyonel nokta vardır ve bu rasyonel noktaların ݔ െ 
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koordinatlarının  toplamı   ݔ2 dir.  O  halde ܧி೛షభ
మ
  deki  tüm  rasyonel  noktaların  ݔ െ 

koordinatları toplamı  

12
12112

3 −+
=∑

∈

ppx
pHx

 

dır.  Ayrıca  ቀଵି௣
ଶ
, 0ቁ  noktası  da  ி೛షభܧ

మ
  singüler  eğrisi  üzerindedir.  O  halde  sonuç 

olarak ܧி೛షభ
మ
 deki tüm rasyonel noktaların ݔ െkoordinatları toplamı  

[ ]
∑ −

x
p

x
F p

E )(
2

1
F ൌ ଵି௣

ଶ
൅ =∑

∈ pHx
x2 ௣యାହ௣ି଺

ଵଶ
 

dir. Benzer şekilde ݌ ؠ 3, 5ሺmod 8ሻ için 

[ ]
∑ −

x
p

x
F p

E )(
2

1
F ൌ ௣యି଻௣ା଺

ଵଶ
 

olduğu görülür. 

Şimdi ݕ െkoordinatları  toplamı ele alınsın. ݌ ؠ 1, 7ሺmod 8ሻ  için Teorem 3.3.1 

den  ଷݔ ൅ ሺ݌ െ 1ሻݔଶ ൅ ሺ௣ିଵሻమ

ସ
 ݔ ifadesini  tam  kare  yapan  ௣ିଷ

ଶ
  tane   ݔ noktasının 

olduğu bilinmektedir. Keyfi bir ݐ ് 0 tamsayısı  için ݔଷ ൅ ሺ݌ െ 1ሻݔଶ ൅ ሺ௣ିଵሻమ

ସ
ݔ ൌ  ଶݐ

olsun. Bu takdirde ݕଶ ؠ ሻ݌ ଶሺmodݐ ฻ ݕ ؠ േݐሺmod ݌ሻ nin ݕ ൌ ݕ ve ݐ ൌ െݐ ൌ ݌ െ  ݐ

gibi iki çözümü vardır, yani ܧி೛షభ
మ
 singüler eğrisi üzerinde ሺݔ, ,ݔሻ ve ሺݐ ݌ െ  ሻ gibi ikiݐ

rasyonel nokta vardır. Bunların ݕ െ koordinatları toplamı ݌ dir. ݔଷ ൅ ሺ݌ െ 1ሻݔଶ ൅
ሺ௣ିଵሻమ

ସ
  ௣ deܪ ifadesini tam kare yapan ݔ

௣ିଷ
ଶ
 tane ݔ değerinin olduğu bilinmektedir. 

O halde ܧி೛షభ
మ
 deki tüm ሺݔ, ݕ ሻ rasyonel noktalarınݕ െkoordinatları toplamı  

[ ]
∑ −

y
p

y
F p

E )(
2

1
F ൌ ݌ ቀ௣ିଷ

ଶ
ቁ ൌ ௣మିଷ௣

ଶ
 

dir. Benzer şekilde ݌ ؠ 3, 5ሺmod 8ሻ ise bu toplamın 
 

௣మି௣
ଶ
   olduğu görülür.  
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4. BÖLÜM 

POZİTİF TAMSAYILARIN KUADRATİK FORMLAR İLE GÖSTERİMİ 

 

 

Bu  bölümde  pozitif  tamsayıların  kuadratik  formlar  ve  bu  formların  direkt 

toplamları  ile gösterilmesi problemi ele alınacaktır. Tamsayıların kuadratik  form‐

lar  ile  gösterimi  kuadratik  formlar  teorisinde  çok  önemli  bir  yere  sahip  olup  bir 

çok  matematikçi  tarafından  ele  alınmıştır.  Probleme  başlamadan  önce  aşağıdaki 

teoremler ve notasyonlar verilecektir.  

݇ ൐ 2, 2|݇ pozitif tamsayı ve  rsb  ler de tamsayı olmak üzere 

                                                   ∑
≤≤≤

==
ksr

srrsk xxbxxxFF
1

21 ),...,,(                                 ሺ4.1ሻ 

formuna ݇ െdeğişkenli ikinci dereceden form denir. Bu formun determinantı Δ  ile 

gösterilir ve bu ܨ formuna karşılık gelen  

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

kkkkk

k

k

bbbb

bbbb
bbbb

FM

...2/2/2/
.......
.......
.......

2/...2/2/
2/...2/2/

)(

321

2232221

1131211

 

matrisin  determinantı  olarak  tanımlanır,  yani  Δൌ  |ሻܨሺܯ| dir.  Şimdi  yukarıdaki 

formdan faydalanarak ܦ determinantlı  

    ( )∑
=

<====
k

sr
rssrrsrrrrsrrs srbaabaxxaF

1,
,,2,2                                ሺ4.2ሻ 
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kuadratik  formu  tanımlansın. Bu  takdirde  Δ   determinantlı ܨ  ile D determinantlı 

 formunun determinantları arasındaki ilişki ܨ2 Dk)1(−=Δ  şeklindedir.  rsA  ile ሺ4.2ሻ 

deki  ܽ௥௦  elemanlarının  kofaktörleri  gösterilsin.  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= rs

rr AAobeb ,
2

δ   olsun.  Bu  tak‐

dirde 
δ
DN =  ye ܨ  formunun seviyesi denir. ܨ nin karakteri  )(dμ   ile gösterilir ve 

aşağıdaki gibi tanımlanır: Eğer Δ  tam kare ise  1)( =dμ ; eğer Δ  tam kare değil ve 2ץ

Δ   ise  0>d   için  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ

=
||

)( ddμ ve  0<d   için  ( ) )(1)( 2/ dd k −−= μμ dir.  Burada  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ ||
d  

genelleştirilmiş Jakobi sembolüdür. k değişkenli, N seviyeli ve  )(dμ  karakterli bir ܨ 

kuadratik formu  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − )(,,

2
dNk μ tipinde kuadratik form diye adlandırılır.   

ܰ doğal sayı ve  Γ∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
dc
ba

olmak üzere  Z∈a  nin mod ܰ ye göre kalan sınıfı ܽே 

ile gösterilirse  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

NN

NN

dc
ba

şeklindeki matrislerin oluşturduğu küme de  NΓ  ile göste‐

rilir. mod ܰ ye göre tüm kalan sınıfların halkası  ΝZ  olmak üzere  Z՜ ΝZ  ݎ ,  ՜  ேݎ

halka homomorfizmi Γdan  NΓ  içine 

      
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
→⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Γ→Γ

NN

NN
N dc

ba
dc
ba

,:σ  

grup homomorfizmini indirger. Bu grup homomorfizminin çekirdeği  

                                    ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≡⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Γ∈⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=Γ )(mod

10
01

:)( N
dc
ba

dc
ba

N                             ሺ4.3ሻ 

Γnin  bir  normal  alt  grubudur.  Üstelik  Γnin  σ   homomorfizmi  altındaki  resmi 

NN Γ≈ΓΓ≈Γ )(/)(σ   dir.  Bu  normal  alt  gruba  ܰ  seviyeli  temel  denklik  alt  grubu 

denir. ܰ doğal sayısı için Γ homojen modüler grubunun özel denklik alt grubu  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≡Γ∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=Γ )(mod0:)(0 Nc

dc
ba

N                       
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dır.  ),( 0 μΓkG   ve  ),( 0 μΓkS   sırasıyla  ),,( 0 μΓk   tipindeki modüler  ve  cusp  formların 

uzayını göstermek üzere  ),()( 0 μτ Γ∈ kGF  için  ∞= iξ cuspının komşuluğunda  )(τF  

        ∑
∞

≥=

≠=
00

0
0,)(

mm
m

m
m azaF τ                      ሺ4.4ሻ 

şeklinde  yazılabilir.  Bu  takdirde  ),()( 0 μτ Γ∈ kGF   nin  ∞= iξ   daki  0Γ   ya  göre mer‐

tebesi     

            ( ) 00,),( miFord =Γ∞τ                                          ሺ4.5ሻ 

dır. ሺ4.4ሻ deki 
0ma  sayısına mertebenin katsayısı denir ve  ))((

0
τFam   ile gösterilir. 

ሺLang 1976ሻ 

F  kuadratik formu için  

      ( ) ∑
≡

=℘
)(mod

),...,,(1

21
21

),...,,(),(),(;
Nhn

nnnF
N
Nkvv

ii

k
znnnPhxPxFτ                 ሺ4.6ሻ 

ve  

                                                ( ) ∑ ∑
∞

= =
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=℘

1 )(
)()(),(;

n

n

nxF
vv zxPxPxFτ                                 ሺ4.7ሻ 

tanımlansın.  Burada  ∑
=

=
k

sr
srrs xxaxF

1,2
1)( ,  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ μ,,

2
Nk   tipinde  bir  kuadratik  form  ve 

)(xPv de  bu  forma  karşılık  gelen  v  mertebeden  küresel  fonksiyonlardır.  Üstelik 

knnn ,...,, 21  tamsayıları için  ),...,,( 21 khhhh =  tamsayısı 

∑
=

≡
k

s
srs Nha

1
),(mod0 ),...,2,1( kr =  

özelliğinde bir tamsayıdır. 

݊  pozitif  bir  tamsayı  olmak  üzere  );( Fnr ,  nxxxFF k == ),...,,( 21   denkleminin 

çözümlerinin sayısını göstersin. Bu takdirde ܨ kuadratik formuna belli bir   
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  ∑
∞

=

+=℘
1

);(1);(
n

nzFnrFτ                                              ሺ4.8ሻ 

teta serisi karşılık gelir. Şimdi q tek asal sayı olmak üzere aşağıdaki lemmalar veri‐
lebilir. 

 

4.1 Lemma.  2>k  için  )1,,( qk−  tipindeki ܨ kuadratik formuna belli bir  

          ∑
∞

=
−− ++=

1
11 ))()((1);(

n

qn
k

n
k znznFE βσαστ                    ሺ4.9ሻ 

Eisenstein  serisi  karşılık  gelir.  Burada 
1

1,
1

2/2/

−
−

=
−
−

= k

kkk

k
k

kk

k

k

q
qiq

q
iqi

ρ
β

ρ
α   ve  )(kζ  

Riemann  zeta  fonksiyonu  olmak  üzere )(
)2(
)!1()1( 2/ kk
k

k
k ζ

π
ρ −

−=   ve  ∑ −
− =

nd

k
k dn

|

1
1 )(σ  

dir ሺHecke 1970ሻ. 

 

4.2 Lemma.  2>k  çift tamsayısi için ܨ formu  )1,,( qk−  tipinde bir form ise  

);();( FEF ττ −℘  

farkı da  )1,,( qk−  tipinde bir cusp formdur ሺHecke 1970ሻ. 

 

4.3 Lemma.  ݇ değişkenli 

            ),....,2,1,(21 ksrF
D
A

k
xx rs

srrs =−=ϕ                   ሺ4.10ሻ 

kuadratik  polinomları,   ܨ formuna  karşılık  gelen  ikinci mertebeden  küresel  fonk‐

siyonlardır ሺHecke 1970ሻ. 
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4.4 Lemma. ܨ  formu  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− μ,,

2
Nk   tipinde bir kuadratik  form ve  )(xPv  de bu  forma 

karşılık gelen ݒ mertebeli küresel fonksiyonlar olmak üzere genelleştirilmiş katlı  

                  ( ) ∑ ∑
∞

= =
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=℘

1
,;

n

n

nF
vv zPPFτ                                            ሺ4.11ሻ 

teta serisi de  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Γ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− μ,)(,

2 0 Nvk  tipinde bir cusp formdur. ሺHecke 1970ሻ 

 

4.5 Lemma.  1F  ve  2F  sırasıyla  ),,( 11 μNk  ve  22 ,, μNk  tipinde formlar ise bunların 

21 FF ⊕   direkt  toplamları  da  ),,( 2121 μμNkk +   tipinde  bir  kuadratik  formdur 

ሺHecke 1970ሻ. 

 

Bu açıklamalar yardımıyla, bu bölümde tamsayıların െ31 determinantlı ܨଵ ൌ 

 ଶଶݔଶ൅8ݔଵݔଵଶ൅ݔ  ve ܩଵ ൌ 2ݔଵଶ൅ݔଵݔଶ൅4ݔଶଶ   kuadratik  formlar ve bu formların direkt 

toplamları ile gösterimi problemi üzerinde durulacaktır. Daha sonra ܵସሺ߁଴ሺ31ሻ, 1ሻ 

uzayı için baz oluşturup bu bazın elemanları kullanılarak tamsayıların ܨସ, ,ସܩ  ଷܨ  ْ

,ଵܩ ଶܨ  ْ ଵܨ  ଶ veܩ ْ    .ଷ  formları ile gösterilmesi ile ilgili formüller verilecektirܩ

Hatırlanacağı  üzere  4.5  Lemması  gereği   ௜ veܨ  ௝ܩ formları  ܰ ൌ ௜ܰ ൌ ௝ܰ  se‐

viyeli  ve  sırasıyla  ߯௜ሺ݀ሻ  ve  ߯௝ሺ݀ሻ karakterli  iki  form  ise  bunların ܨ௜ ْ  ௝ܩ direkt 

toplamları da ܰ seviyeli ve ߯ଵሺ݀ሻ߯ଶሺ݀ሻ karakterli bir formdur. Dolayısıyla ݅ ൅ ݆ ൌ ݇ 

için  

Եሺ߬; ௞ሻܨ ൌ Ե௞ሺ߬; ଵሻܨ ൌ Եሺ߬; ;௜ሻԵ൫߬ܨ  ௝൯ܨ

Եሺ߬; ௞ሻܩ ൌ Ե௞ሺ߬; ଵሻܩ ൌ Եሺ߬; ;௜ሻԵ൫߬ܩ  ௝൯ܩ

Ե൫߬; ௜ܨ ْ ௝൯ܩ ൌ Եሺ߬; ;௜ሻԵ൫߬ܨ ௝൯ܩ ൌ Ե௜ሺ߬; ;ଵሻԵ௝ሺ߬ܨ  ଵሻܩ

dir. Bu tanıma göre   
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,ଵݔଶሺܨ ,ଶݔ ,ଷݔ ସሻݔ ൌ ሺݔଵଶ ൅ ଷଶሻݔ ൅ ሺݔଵݔଶ ൅ ସሻݔଷݔ ൅ 8ሺݔଶଶ ൅  ସଶሻݔ

,ଵݔଶሺܩ ,ଶݔ ,ଷݔ ସሻݔ ൌ 2ሺݔଵଶ ൅ ଷଶሻݔ ൅ ሺݔଵݔଶ ൅ ସሻݔଷݔ ൅ 4ሺݔଶଶ ൅  ସଶሻݔ

ଵܨ  ْ ,ଵݔଵሺܩ ,ଶݔ ,ଷݔ ସሻݔ ൌ ଵଶݔ ൅ ଶݔଵݔ ൅ ଶଶݔ8 ൅ ଷଶݔ2 ൅ ସݔଷݔ ൅  ସଶݔ4

dir. O halde aşağıdaki teoremler verilebilir. 

 

4.6 Teorem. ܨଶ kuadratik formu için  

ሺ1ሻ ߮ଵଵ ൌ ଵଶݔ െ
଼
ଷଵ
 .ଶ ye karşılık gelen ikinci mertebeden küresel fonksiyondurܨ  ,ଶܨ

ሺ2ሻ  Եሺ߬; ,ଶܨ ߮ଵଵሻ ൌ
ଷ଴
ଷଵ
ݖ ൅ ଺଴

ଷଵ
ଶݖ ൅ ଵଶ଴

ଷଵ
ସݖ ൅ ଷ଴଴

ଷଵ
ହݖ ൅ ڮ  .ସሺΓ଴ሺ31ሻ, 1ሻ dirܵ א

ሺ3ሻ  ݀ݎ݋ሺԵሺ߬; ,ଶܨ ߮ଵଵሻሻ ൌ 1  dir. 

İspat.  ܨଵ ൌ   ଶଶݔଶ൅8ݔଵݔଵଶ൅ݔ kuadratik  formu  için  tanım gereği  ܾଵଵ ൌ 1, ܾଵଶ ൌ ܾଶଵ ൌ

1 2 ⁄  ve ܾଶଶ ൌ 8  olup ܽଵଵ ൌ 2,  ܽଵଶ  ൌ ܽଶଵ ൌ ܾଵଶ ൌ 1 2 ⁄ ve ܽଶଶ ൌ 16 dır. Dolayısıyla 

ଵଵܣ ൌ 16  ve  ܣଶଶ ൌ 2  dir.  Üstelik  ܦ ൌ 31  olup  ߜ ൌ 1  ve  ܰ ൌ ஽
ఋ
ൌ 31  olduğundan  

,ଵ, ሺെ1ܨ Γ଴ሺ31ሻ, ߯ሻ tipinde bir kuadratik formdur. Eğer ݇ ൌ 4 , ܨ ൌ ݎ ଶ veܨ ൌ ݏ ൌ 1 

olarak alınırsa Lemma 4.3 gereği  ߮ଵଵ ൌ ଵଶݔ െ
଼
ଷଵ
 ଶ ye karşılık gelenܨ ଶ fonksiyonuܨ

ikinci mertebeden küresel fonksiyon olur.  Şimdi pozitif ݊ tamsayısı için  

,ଵݔଵሺܨ ଶሻݔ ൌ ଵଶݔ ൅ ଶݔଵݔ ൅ ଶݔଵݔ8 ൅ ଶଶݔ ൌ ݊ 

denklemi ele alınsın. Bu denklemin ݊ ൌ 1  için  ሺേ1,0ሻ  iki çözümü vardır, ݊ ൌ 2, 3  

ve 5  için çözümü yoktur ve ݊ ൌ 4 için ሺേ2,0ሻ  iki çözümü vardır. Dolayısıyla ሺ4.8ሻ 

den  

                                                    Եሺ߬; ଵሻܨ ൌ 1 ൅ ݖ2 ൅ ସݖ2 ൅  ሺ4.12ሻ                                        ڮ

dir.  Benzer  şekilde  ,ଵݔଶሺܨ ,ଶݔ ,ଷݔ ସሻݔ ൌ ݊  denkleminin  ise  ݊ ൌ 1 için  ሺേ1, 0, 0, 0ሻ,

ሺ0, 0, േ1, 0ሻ dört çözümü vardır, ݊ ൌ 2 için ሺെ1, 0, േ1, 0ሻ, ሺ1, 0, േ1, 0ሻ dört çözümü 

vardır, ݊ ൌ 3 için çözümü yoktur, ݊ ൌ 4 için  ሺേ2, 0, 0, 0ሻ, ሺ0, 0, േ2, 0ሻ dört çözümü 
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vardır  ve  ݊ ൌ 5  için  ሺെ2, 0, േ1, 0ሻ, ሺെ1, 0, േ2, 0ሻ, ሺ1, 0, േ2, 0ሻ, ሺ2, 0, േ1, 0ሻ    sekiz 

çözümü vardır. Böylece ሺ4.8ሻ den   

                                     Եሺ߬; ଶሻܨ ൌ Եଶሺ߬; ଵሻܨ ൌ 1 ൅ ݖ4 ൅ ଶݖ4 ൅ ସݖ4 ൅ ହݖ8 ൅         ሺ4.13ሻ       ڮ

elde edilir. Buna göre Lemma 4.3 gereği  

  Եሺ߬; ,ଶܨ ߮ଵଵሻ ൌ
ଵ
ଷଵ
ሺሺ31 ൉ 1 ൉ 2 െ 8 ൉ 1 ൉ 4ሻݖ ൅ ሺ31 ൉ 1 ൉ 4 െ 8 ൉ 2 ൉ 4ሻݖଶ ൅ ሺ31 ൉ 4 ൉ 2 െ

                               8 ൉ 4 ൉ 4ሻݖସ ൅ ሺ31 ൉ 4 ൉ 4 ൅ 31 ൉ 1 ൉ 4 െ 8 ൉ 5 ൉ 8ሻݖହ ൅  ሻڮ

                            ൌ ଷ଴
ଷଵ
ݖ ൅ ଺଴

ଷଵ
ଶݖ ൅ ଵଶ଴

ଷଵ
ସݖ ൅ ଷ଴଴

ଷଵ
ହݖ ൅ א ڮ ܵସሺΓ଴ሺ31ሻ,1ሻ                      ሺ4.14ሻ 

fonksiyonu ሺെ4, Γ଴ሺ31ሻ, ߯ሻ tipinde bir cusp form olup mertebesi 1 dir. 

   

4.7 Teorem.   ܩଶ kuadratik form için  

ሺ1ሻ ߮ଵଵ ൌ ଵଶݔ െ
ସ
ଷଵ
 ଶ veܩ ߮ଶଶ ൌ ଶଶݔ െ

ଶ
ଷଵ
 ,ଶܩ  ଶ yeܩ karşılık  gelen  ikinci  mertebeden 

küresel fonksiyonlardır. 

ሺ2ሻ  Եሺ߬; ,ଶܩ ߮ଵଵሻ ൌ
ଷ଴
ଷଵ
ଶݖ െ ସ

ଷଵ
ସݖ െ ଵ଼

ଷଵ
ହݖ ൅ ڮ  .ସሺΓ଴ሺ31ሻ, 1ሻ dirܵ א

ሺ3ሻ  Եሺ߬; ,ଶܩ ߮ଶଶሻ ൌ െ ଵ଺
ଷଵ
ଶݖ െ ଶ

ଷଵ
ସݖ ൅ ଶଶ

ଷଵ
ହݖ ൅ ڮ  .ସሺΓ଴ሺ31ሻ, 1ሻ dirܵ א

ሺ4ሻ  ݀ݎ݋ሺԵሺ߬; ,ଶܩ ߮ଵଵሻሻ ൌ ;ሺԵሺ߬݀ݎ݋ ,ଶܩ ߮ଶଶሻሻ ൌ 2 dir.  

İspat.  ଵܩ ൌ  ଶଶݔଶ൅4ݔଵݔଵଶ൅ݔ2 formu  için  ܾଵଵ ൌ 2, ܾଵଶ ൌ ܾଶଵ ൌ 1 2 ⁄   ve  ܾଶଶ ൌ 4  olup 

ܽଵଵ ൌ 4,  ܽଵଶ  ൌ ܽଶଵ ൌ 1/2  ve  ܽଶଶ ൌ 8 dir.  Dolayısıyla  ଵଵܣ ൌ 8  ve  ܣଶଶ ൌ 4  dür. 

Üstelik ܦ ൌ 31 olup ߜ ൌ 1 ve ܰ ൌ ஽
ఋ
ൌ 31 olduğundan ܩଵ,  ሺെ1, Γ଴ሺ31ሻ, ߯ሻ  tipinde 

bir  kuadratik  formdur.  Eğer  ݇ ൌ 4, ܨ ൌ  ଶܩ ve  ݎ ൌ ݏ ൌ 1  ve  ݎ ൌ ݏ ൌ 2 olarak 

alınırsa  ߮ଵଵ ൌ ଵଶݔ െ
ସ
ଷଵ
ଶ ve ߮ଶଶܩ ൌ ଶଶݔ െ

ଶ
ଷଵ
 ଶܩ nin   ଶ yeܩ karşılık  gelen  ikinci  mer‐

tebeden küresel fonksiyonlar olduğu görülür. ݊ pozitif tamsayısı için  

,ଵݔଵሺܩ ଶሻݔ ൌ ଵଶݔ2 ൅ ଶݔଵݔ ൅ ଶଶݔ4  ൌ ݊ 
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denkleminin ݊ ൌ 1 ve 3  için çözümü yoktur, ݊ ൌ 2  için  ሺേ1,0ሻ  iki  çözümü vardır, 

݊ ൌ 4  için ሺ0, േ1ሻ  iki  çözümü  vardır  ve  ݊ ൌ 5  için ሺെ1,1ሻ, ሺ1, െ1ሻ  iki  çözümü 

vardır. Dolayısıyla ሺ4.8ሻ den  

                                                   Եሺ߬; ଵሻܩ ൌ 1 ൅ ଶݖ2 ൅ ସݖ2 ൅ ହݖ2 ൅  ሺ4.15ሻ                          ڮ

olur.  Benzer  şekilde  ,ଵݔଶሺܩ ,ଶݔ ,ଷݔ ସሻݔ ൌ ݊  denkleminin  ise  ݊ ൌ 1 ve  ݊ ൌ 3   için 

çözümü yoktur, ݊ ൌ 2 için ሺേ1, 0, 0, 0ሻ, ሺ0,0, േ1, 0ሻ dört çözümü vardır, ݊ ൌ 4 için 

ሺെ1, 0, േ1, 0ሻ, ሺ0, േ1, 0, 0ሻ, ሺ0, 0, 0, േ1ሻ, ሺ1,0, േ1, 0ሻ sekiz çözümü vardır ve ݊ ൌ 5 

için  ሺ0, 0, 1, െ1ሻ, ሺ1, െ1, 0, 0ሻ dört çözümü vardır. Böylece ሺ4.8ሻ den  

                                         Եሺ߬; ଶሻܩ ൌ Եଶሺݎ; ଵሻܩ ൌ 1 ൅ ଶݖ4 ൅ ସݖ8 ൅ ହݖ4 ൅         ሺ4.16ሻ            ڮ

elde edilir. Buna göre   

Եሺ߬; ,ଶܩ ߮ଵଵሻ ൌ
ଵ
ଷଵ
ሺሺ31 ൉ 1 ൉ 2 െ 4 ൉ 2 ൉ 4ሻݖଶ ൅ ሺ31 ൉ 1 ൉ 4 െ 4 ൉ 4 ൉ 8ሻݖସ ൅

                               ሺ31 ൉ 1 ൉ 2 െ 4 ൉ 5 ൉ 4ሻݖହ …ሻ 

                          ൌ ଷ଴
ଷଵ
ଶݖ െ ସ

ଷଵ
ସݖ െ ଵ଼

ଷଵ
ହݖ ൅  ସሺΓ଴ሺ31ሻ, 1ሻ                                      ሺ4.17ሻܵ א ڮ

ve 

Եሺ߬; ,ଶܩ ߮ଶଶሻ ൌ
ଵ
ଷଵ
ሺሺ31 ൉ 0 ൉ 4 െ 2 ൉ 2 ൉ 4ሻݖଶ ൅ ሺ31 ൉ 1 ൉ 2 െ 2 ൉ 4 ൉ 8ሻݖସ ൅

                               ሺ31 ൉ 1 ൉ 2 െ 2 ൉ 5 ൉ 4ሻݖହ …ሻ 

                          ൌ െ ଵ଺
ଷଵ
ଶݖ െ ଶ

ଷଵ
ସݖ ൅ ଶଶ

ଷଵ
ହݖ ൅  ସሺΓ଴ሺ31ሻ, 1ሻ                                 ሺ4.18ሻܵ א ڮ

,ଶ formu için ሺെ4ܩ Γ଴ሺ31ሻ, ߯ሻ tipinde cusp formlardır. ሺ4.17ሻ ve ሺ4.18ሻ den her iki 

fonksiyonun da mertebesinin 2 olduğu görülür.  

 

4.8 Teorem.  ܨଵ ْ   ଵ kuadratik formu içinܩ

ሺ1ሻ ߮ଵଵ ൌ ଵଶݔ െ
଼
ଷଵ
ଵܨ ْ ଵ  ve ߮ଶଶܩ ൌ ଶଶݔ െ

ଵ
ଷଵ
ଵܨ ْ  ଵ, bu forma karşılık gelen ikinciܩ

mertebeden küresel fonksiyonlardır. 
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ሺ2ሻ    Եሺ߬; ଵܨ ْ ,ଵܩ ߮ଵଵሻ ൌ
ସ଺
ଷଵ
ݖ െ ଷଶ

ଷଵ
ଶݖ ൅ ଶ଼

ଷଵ
ଷݖ ൅ ଵଶ଴

ଷଵ
ସݖ െ ଵଵ଺

ଷଵ
ହݖ ൅ ڮ  א ܵସሺΓ଴ሺ31ሻ,  1ሻ 

dir. 

ሺ3ሻ    Եሺ߬; ଵܨ ْ ,ଵܩ ߮ଶଶሻ ൌ െ ଶ
ଷଵ
ݖ െ ସ

ଷଵ
ଶݖ െ ଵଶ

ଷଵ
ଷݖ െ ଵ଺

ଷଵ
ସݖ െ ଷ଴

ଷଵ
ହݖ ൅ ڮ א ܵସሺΓ଴ሺ31ሻ,  1ሻ 

dir. 

ሺ4ሻ  ݀ݎ݋ሺԵሺ߬; ଵܨ ْ ,ଵܩ ߮ଵଵሻሻ ൌ ;ሺԵሺ߬݀ݎ݋ ଵܨ ْ ,ଵܩ ߮ଶଶሻሻ ൌ 1.   

İspat.   ଵܨ formunun  ሺെ1, Γ଴ሺ31ሻ,  ߯ሻ  tipinde  kuadratik  form  olduğu  bilinmektedir. 

Eğer ݇ ൌ 4, ܨ ൌ ଵܨ ْ ݎ ଵ veܩ ൌ ݏ ൌ 1 ve ݎ ൌ ݏ ൌ 2   ise ߮ଵଵ ve   ߮ଶଶ nin ܨଵ ْ  ଵ eܩ

karşılık  gelen  ikinci  mertebeden  küresel  fonksiyonlar  olduğu  görülür.  ݊  pozitif 

tamsayısı  için  ଵܨ  ْ ,ଵݔଵሺܩ ଶሻݔ ൌ ଵଶݔ ൅ ଶݔଵݔ ൅ ଶଶݔ8 ൅ ଷଶݔ2 ൅ ସݔଷݔ ൅ ସଶݔ4 ൌ ݊ denkle‐

minin ݊ ൌ 1 için ሺേ1, 0, 0, 0ሻ  iki çözümü, ݊ ൌ 2 için ሺ0, 0, േ1, 0ሻ  iki çözümü, ݊ ൌ 3 

için ሺെ1, 0, േ1, 0ሻ, ሺ1, 0, േ1, 0ሻ  dört  çözümü,  ݊ ൌ 4  için  ሺേ2, 0, 0, 0ሻ, ሺ0, 0, 0, േ1ሻ 

dört çözümü ve ݊ ൌ 5 için ሺെ1, 0, 0, േ1ሻ, ሺ0, 0, െ1, 1ሻ, ሺ0, 0, 1, െ1ሻ, ሺ1, 0, 0, േ1ሻ altı 

çözümü vardır. Dolayısıyla ሺ4.8ሻ den  

                            Եሺ߬; ଵܨ ْ ଵሻܩ ൌ 1 ൅ ݖ2 ൅ ଶݖ2 ൅ ଷݖ4 ൅ ସݖ4 ൅ ହݖ6 ൅  ሺ4.19ሻ                ڮ

olup 

Եሺ߬; ଵܨ ْ ,ଵܩ ߮ଵଵሻ ൌ
ଵ
ଷଵ
ሺሺ31 ൉ 1 ൉ 2 െ 8 ൉ 1 ൉ 2ሻݖ ൅ ሺ31 ൉ 0 ൉ 2 െ 8 ൉ 2 ൉ 2ሻݖଶ ൅

   ሺ31 ൉ 1 ൉ 48 ൉ 3 ൉ 4ሻݖଷ ൅ ሺ31 ൉ 4 ൉ 2 െ 8 ൉ 4 ൉ 4ሻݖସ ൅ ሺ31 ൉ 1 ൉ 4 െ 8 ൉ 5 ൉ 6ሻݖହ ൅  ሻڮ

                                    ൌ ସ଺
ଷଵ
ݖ െ ଷଶ

ଷଵ
ଶݖ ൅ ଶ଼

ଷଵ
ଷݖ ൅ ଵଶ଴

ଷଵ
ସݖ െ ଵଵ଺

ଷଵ
ହݖ ൅ ,ସሺΓ଴ሺ31ሻܵ ڮ 1ሻ    ሺ4.20ሻ 

ve 

Եሺ߬; ଵܨ ْ ,ଵܩ ߮ଶଶሻ ൌ
ଵ
ଷଵ
ሺሺ31 ൉ 0 ൉ 2 െ 1 ൉ 1 ൉ 2ሻݖ ൅ ሺ31 ൉ 0 ൉ 2 െ 1 ൉ 2 ൉ 2ሻݖଶ ൅

ሺ31 ൉ 0 ൉ 41 ൉ 3 ൉ 4ሻݖଷ ൅ ሺ31 ൉ 0 ൉ 4 െ 1 ൉ 4 ൉ 4ሻݖସ ൅ ሺ31 ൉ 0 ൉ 6 െ 1 ൉ 5 ൉ 6ሻݖହ ൅  ሻڮ

                                    ൌ െ ଶ
ଷଵ
ݖ െ ସ

ଷଵ
ଶݖ െ ଵଶ

ଷଵ
ଷݖ െ ଵ଺

ଷଵ
ସݖ െ ଷ଴

ଷଵ
ହݖ ൅  ସሺΓ଴ሺ31ሻ,1ሻ    ሺ4.21ሻܵ ڮ

nin  ሺെ4, Γ଴ሺ31ሻ, ߯ሻ  tipinde  cusp  form  oldukları  görülür.  Buna  göre  bu  iki  fonksi‐

yonun mertebesi 1 dir.  
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4.9 Teorem.   ܨଶ,  ܩଶ, ve ܨଵ ْ   ଵ kuadratik formları içinܩ

Եሺ߬; ,ଶܨ ߮ଵଵሻ ൌ
1
31෍ቌ෍ ଵଶݔ31

ிమୀ௡

െ 8݊ቍ
ஶ

௡ୀଵ

 ௡ݖ

Եሺ߬; ,ଶܩ ߮ଵଵሻ ൌ
1
31෍ቌ෍ ଵଶݔ31

ீమୀ௡

െ 4݊ቍ
ஶ

௡ୀଵ

 ௡ݖ

Եሺ߬; ,ଶܩ ߮ଶଶሻ ൌ
1
31෍ቌ෍ ଶଶݔ31

ீమୀ௡

െ 2݊ቍ
ஶ

௡ୀଵ

 ௡                       ሺ4.22ሻݖ

Եሺ߬; ଵܨ ْ ,ଵܩ ߮ଵଵሻ ൌ
1
31෍ቌ ෍ ଵଶݔ31

ிభْீభୀ௡

െ 8݊ቍ
ஶ

௡ୀଵ

 ௡ݖ

Եሺ߬; ଵܨ ْ ,ଵܩ ߮ଶଶሻ ൌ
1
31෍ቌ ෍ ଶଶݔ31

ிభْீభୀ௡

െ ݊ቍ
ஶ

௡ୀଵ

 ௡ݖ

genelleştirilmiş teta serileri ሺെ4, Γ଴ሺ31ሻ, 1ሻ tipinde ܵସሺΓ଴ሺ31ሻ, 1ሻ uzayı için bir baz‐

dır.  

İspat. ሺ4.14ሻ, ሺ4.17ሻ, ሺ4.18ሻ, ሺ4.20ሻ ve ሺ4.21ሻ de  sırasıyla 

                                    Եሺ߬; ,ଶܨ ߮ଵଵሻ ൌ
ଷ଴
ଷଵ
ݖ ൅ ଺଴

ଷଵ
ଶݖ ൅ ଵଶ଴

ଷଵ
ସݖ ൅ ଷ଴଴

ଷଵ
ହݖ ൅  ڮ

                                    Եሺ߬; ,ଶܩ ߮ଵଵሻ ൌ
ଷ଴
ଷଵ
ଶݖ െ ସ

ଷଵ
ସݖ െ ଵ଼

ଷଵ
ହݖ ൅   ڮ

                                    Եሺ߬; ,ଶܩ ߮ଶଶሻ ൌ െ ଵ଺
ଷଵ
ଶݖ െ ଶ

ଷଵ
ସݖ ൅ ଶଶ

ଷଵ
ହݖ ൅  ڮ

                          Եሺ߬; ଵܨ ْ ,ଵܩ ߮ଵଵሻ ൌ
ସ଺
ଷଵ
ݖ െ ଷଶ

ଷଵ
ଶݖ ൅ ଶ଼

ଷଵ
ଷݖ ൅ ଵଶ଴

ଷଵ
ସݖ െ ଵଵ଺

ଷଵ
ହݖ ൅  ڮ

                        Եሺ߬; ଵܨ ْ ,ଵܩ ߮ଶଶሻ ൌ െ ଶ
ଷଵ
ݖ െ ସ

ଷଵ
ଶݖ െ ଵଶ

ଷଵ
ଷݖ െ ଵ଺

ଷଵ
ସݖ െ ଷ଴

ଷଵ
ହݖ ൅  ڮ
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olduğu  görüldü.  Üstelik  yukarıdaki  bu  eşitlikler  birbirinden  bağımsızdır.  Diğer 

yandan |ܵସሺΓ଴ሺ31ሻ, 1ሻ| ൌ 5   olduğundan bu denklem sistemi ሺെ4, Γ଴ሺ31ሻ,1ሻ tipinde 

cusp formların ܵସሺΓ଴ሺ31ሻ, 1ሻ uzayı için bir baz teşkil eder.  

    

Bu bazın elemanları kullanılarak  tamsayıların ܨସ, ଵܨ ,ସܩ  ْ   ,ଷܩ ଶܨ  ْ  ଶ veܩ

ଷܨ ْ   .ଵ kuadratik formları ile gösterilmesi ile ilgili formüller verilebilirܩ

 

4.10 Teorem.  ߪଷሺ݊ሻ, 4.1 Lemmasındaki gibi olmak üzere  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+= iseböleryinnn

isebölmezyinn

31
31

31)(

31)(

3
2

3

3
*
3 σσ

σ
σ  

olsun. Bu takdirde  

;ሺ݊ݎ                    ସሻܨ ൌ
120
ଷߪ481

ሺ݊ሻכ െ
1745176
33910 ൉ 31ቌ෍ ଵଶݔ31

ிమୀ௡

െ 8݊ቍ 

                       ൅
2600640
22607 ൉ 31ቌ෍ ଵଶݔ31

ீమୀ௡

െ 4݊ቍ ൅
3477232
22607 ൉ 31ቌ෍ ଶଶݔ31

ீమୀ௡

െ 2݊ቍ 

                          ൅
145168

22607 ൉ 31ቌ ෍ ଵଶݔ31
ிభْீభୀ௡

െ 8݊ቍ െ
1122160
22607 ൉ 31ቌ ෍ ଶଶݔ31

ிభْீభୀ௡

െ ݊ቍ 

;ሺ݊ݎ                    ସሻܩ ൌ
120
ଷߪ481

ሺ݊ሻכ ൅
1058092

339105 ൉ 31ቌ෍ ଵଶݔ31
ிమୀ௡

െ 8݊ቍ 

                          െ
1378192
22607 ൉ 31ቌ෍ ଵଶݔ31

ீమୀ௡

െ 4݊ቍ െ
2581444
22607 ൉ 31ቌ෍ ଶଶݔ31

ீమୀ௡

െ 2݊ቍ 
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           െ
35688

22607 ൉ 31ቌ ෍ ଵଶݔ31
ிభْீభୀ௡

െ 8݊ቍ ൅
324688

22607 ൉ 31ቌ ෍ ଶଶݔ31
ிభْீభୀ௡

െ ݊ቍ 

;ሺ݊ݎ             ଵܨ ْ ଷሻܩ ൌ
120
ଷߪ481

ሺ݊ሻכ െ
224254

339105 ൉ 31ቌ෍ ଵଶݔ31
ிమୀ௡

െ 8݊ቍ 

                              ൅
548213

22607 ൉ 31ቌ෍ ଵଶݔ31
ீమୀ௡

െ 4݊ቍ ൅
812492

22607 ൉ 31ቌ෍ ଶଶݔ31
ீమୀ௡

െ 2݊ቍ 

                       ൅
26361

22607 ൉ 31ቌ ෍ ଵଶݔ31
ிభْீభୀ௡

െ 8݊ቍ െ
231348

22607 ൉ 31ቌ ෍ ଶଶݔ31
ிభْீభୀ௡

െ ݊ቍ 

;ሺ݊ݎ                ଶܨ ْ ଶሻܩ ൌ
120
ଷߪ481

ሺ݊ሻכ െ
224254

339105 ൉ 31ቌ෍ ଵଶݔ31
ிమୀ௡

െ 8݊ቍ 

                                    ൅
570820

22607 ൉ 31ቌ෍ ଵଶݔ31
ீమୀ௡

െ 4݊ቍ ൅
767278

22607 ൉ 31ቌ෍ ଶଶݔ31
ீమୀ௡

െ 2݊ቍ 

                        ൅
48968

22607 ൉ 31ቌ ෍ ଵଶݔ31
ிభْீభୀ௡

െ 8݊ቍ െ
412204

22607 ൉ 31ቌ ෍ ଶଶݔ31
ிభْீభୀ௡

െ ݊ቍ 

;ሺ݊ݎ                 ଷܨ ْ ଵሻܩ ൌ
120
ଷߪ481

ሺ݊ሻכ െ
224254

339105 ൉ 31ቌ෍ ଵଶݔ31
ிమୀ௡

െ 8݊ቍ 

                                    ൅
1000353
22607 ൉ 31ቌ෍ ଵଶݔ31

ீమୀ௡

െ 4݊ቍ ൅
1309846
22607 ൉ 31ቌ෍ ଶଶݔ31

ீమୀ௡

െ 2݊ቍ 

              ൅
71575

22607 ൉ 31ቌ ෍ ଵଶݔ31
ிభْீభୀ௡

െ 8݊ቍ െ
593060

22607 ൉ 31ቌ ෍ ଶଶݔ31
ிభْீభୀ௡

െ ݊ቍ 

dir. 
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İspat.  ,ସܨ ,ସܩ  ଵܨ  ْ ,ଷܩ ଶܨ  ْ  ଶܩ ve  ଷܨ ْ  ଵܩ kuadratik  formlarının  ሺെ4, Γ଴ሺ31ሻ,  1ሻ 

tipinde  kuadratik  formlar  olduğu  bilinmektedir.  ݇ ൌ 4  için  ସߩ ൌ
ଵ
ଶସ଴
  olduğundan 

ߙ ൌ ଵଶ଴
ସ଼ଵ
 ve ߚ ൌ ଵଶ଴൉ଷଵమ

ସ଼ଵ
 elde edilir. Dolayısıyla ሺ4.9ሻ dan   

;ሺ߬ܧ ସሻܨ ൌ ;ሺ߬ܧ  ସሻܩ ൌ ;ሺ߬ܧ ଷܨ ْ ଵሻܩ ൌ ;ሺ߬ܧ ଶܨ ْ ଶሻܩ ൌ ;ሺ߬ܧ ଵܨ ْ  ଷሻܩ

                                   ))()((1 3
1

3
qnn

n
znzn βσασ ++= ∑

∞

=

                                                        ሺ4.23ሻ   

                               
)31)((

481
1201 312

1
3

nn

n
zzn ++= ∑

∞

=

σ  

                               
...

481
15120

481
8760

481
3360

481
1080

481
1201 5432 ++++++= zzzzz  

olur.  Lemma  4.3  gereği  Եሺ߬; ሻܨ െ ;ሺ߬ܧ  ሻܨ farkı,  ሺെ4, Γ଴ሺ31ሻ,  1ሻ  tipinde  bir  cusp 

formdur. Teorem 4.9 gereği 

    Եሺ߬; ,ଶܨ ߮ଵଵሻ, Եሺ߬; ,ଶܩ ߮ଵଵሻ, Եሺ߬; ,ଶܩ ߮ଶଶሻ, Եሺ߬; ଵܨ ْ ,ଵܩ ߮ଵଵሻ ve Եሺ߬; ଵܨ ْ ,ଵܩ ߮ଶଶሻ  

nin ܵସሺΓ଴ሺ31ሻ, 1ሻ uzayı için bir baz olduğu biliniyor. O halde

  
        )24.4(),;(),;(

),;(),;(),;();();(

2211511114

22231122112144

ϕτϕτ
ϕτϕτϕτττ

GFcGFc
GcGcFcFEF

⊕℘+⊕℘+
℘+℘+℘=−℘

 

olacak şekilde ܿଵ, ܿଶ, ܿଷ, ܿସ, ܿହ  tamsayıları bulunabilir.  ሺ4.14ሻ,  ሺ4.17ሻ,  ሺ4.18ሻ,  ሺ4.20ሻ 

ve ሺ4.21ሻ eşitlikleri kullanılırsa  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−−
−

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−
−

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++=−℘

5432
5

5432
4

542
3

542
2

542
144

31
30

31
16

31
12

31
4

31
2

31
116

31
120

31
28

31
32

31
46

31
22

31
2

31
16

31
18

31
4

31
30

31
300

31
120

31
60

31
30);();(

zzzzzc

zzzzzczzzc

zzzczzzzcFEF ττ

olur. Bu denklem sisteminin katsayılar matrisinin determinantı  
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0
29791
45120

3130311163122311831300
31163112031231431120
31123128000
3143132311631303160
3123146003130

≠
−

=

−−−
−−−
−
−−−
−

 

olduğundan bu denklem sistemi çözülebilirdir. 

                                  Եሺ߬; ସሻܨ ൌ 1 ൅ ݖ8 ൅ ଶݖ24 ൅ ଷݖ32 ൅ ସݖ24 ൅ ହݖ48 ൅  ڮ  ሺ4.25ሻ 

olduğu hatırlanırsa ሺ4.23ሻ ve ሺ4.25ሻ den  

...
481

7968
481

2784
481

12032
481

10464
481

3728);();( 5432
44 +++++=−℘ zzzzzFEF ττ  

elde edilir. Buna göre  

                    

481
7968

31
30

31
116

31
22

31
18

31
300

481
2784

31
16

31
120

31
2

31
4

31
120

481
12032

31
12

31
28

481
10464

31
4

31
32

31
16

31
30

31
60

481
3728

31
2

31
46

31
30

54321

54321

54

54321

541

=−−+−

=−+−−

=−

=−−−+

=−+

ccccc

ccccc

cc

ccccc

ccc

 

denklem sistemi elde edilmiş olur. Bu denklem sistemin bir çözümü 

22607
1122160,

22607
145168,

22607
3477232,

22607
2600640,

339105
1745176

54321 −====−= ccccc
 

olup ሺ4.2ሻ den  
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),;(
22607

1122160),;(
22607

145168),;(

22607
3477232),;(

22607
2600640),;(

339105
1745176);();(

22111111222

11211244

ϕτϕτϕτ

ϕτϕτττ

GFGFG

GFFEF

⊕℘−⊕℘+℘

+℘+℘−=−℘

 

olur.  Benzer şekilde
 

),;(
22607
324688),;(

22607
35688),;(

22607
2581444),;(

22607
1378192),;(

339105
1058092);();(

22111111222

11211244

ϕτϕτϕτ

ϕτϕτττ

GFGFG

GFGEG

⊕℘+⊕℘−℘

−℘−℘=−℘

 

),;(
22607
231348),;(

22607
26361),;(

22607
812492),;(

22607
548213),;(

339105
224254);();(

22111111222

1121123131

ϕτϕτϕτ

ϕτϕτττ

GFGFG

GFGFEGF

⊕℘−⊕℘+℘

+℘+℘−=⊕−⊕℘

 

),;(
22607
412204),;(

22607
48968),;(

22607
767278),;(

22607
570820),;(

339105
224254);();(

22111111222

1121122222

ϕτϕτϕτ

ϕτϕτττ

GFGFG

GFGFEGF

⊕℘−⊕℘+℘

+℘+℘−=⊕−⊕℘

),;(
22607
593060),;(

22607
71575),;(

22607
1309846),;(

22607
1000353),;(

339105
224254);();(

22111111222

1121121313

ϕτϕτϕτ

ϕτϕτττ

GFGFG

GFGFEGF

⊕℘−⊕℘+℘

+℘+℘−=⊕−⊕℘

olduğu da gösterilebilir. 
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5.BÖLÜM 

KUADRATİK İRRASYONELLER, KUADRATİK İDEALLER VE 

KUADRATİK FORMLAR 

 

Bu bölümde kuadratik  irrasyonellerin, kuadratik  ideallerin ve  indefinite ku‐

adratik  formların bazı  özellikleri  ele  alınacaktır. ܦ ് 1 pozitif,  tam kare olmayan 

bir  tamsayı  iken  ߜ ൌ  ܦ√ veya  ߜ ൌ ଵା√஽
ଶ
  bir  kuadratik  irrasyonel  olsun.  Bu  irras‐

yonelin  izi  ve  normu  sırasıyla  ݐ ൌ ߜ ൅  ҧߜ ve  ݊ ൌ  ҧߜߜ dır.  P    ve  Q,  ܲଶ ؠ  ሺmod ܳሻܦ

özelliğinde iki tamsayı olmak üzere  

                                                                  
Q

P δα +
=                                                                 ሺ5.1ሻ     

 bir kuadratik irrasyonel olup   

                                                                      ],[ δα += PQI                                                      ሺ5.2ሻ    

bir kuadratik ideal ve  

,ݔఈሺܨ                                          ሻݕ ൌ  ))(( yxyxQ αα −−   

                                                        ൌ 22 )()( yQQxyQx αααα ++−  

                                                        ൌ 2
2

2 ))(( y
Q

PPQxy
Q

P
Q

PQQx ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
+

+
−

δδδδ          

                                                        ൌ   2
2

2 )2( y
Q

PtPnxyPtQx ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ++
++−                          ሺ5.3ሻ    

ise Δൌ ଶݐ െ 4݊ diskriminantlı bir indefinite formdur. 



50 
 

 ఈ nin eşleniğiܫ ],[ δα += PQI  ve dolayısıyla ܨఈ nın eşleniği de  

,ݔതఈሺܨ                                          ሻݕ ൌ 2
2

2 )2( y
Q

PtPnxyPtQx ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ++
+++                               ሺ5.4ሻ 

dir. Eğer  ߜ ൌ √ܦ olarak alınırsa ݐ ൌ 0 ve ݊ ൌ െܦ olup ve  ∆ൌ ߜ dir. Eğer ܦ4 ൌ ଵା√஽
ଶ
  

ise ݐ ൌ 1 ve ݊ ൌ ଵି஽
ସ
  olup Δൌ ,ߙ .dir ܦ ‐ఈ arasındaki ilişki aşağıdaki diagramܨ ఈ veܫ 

daki gibidir. ሺMollin 1999ሻ 

                                                             Q
P δα +

=       ՜     ],[ δα += PQI  

                                                                      ՝ 

,ݔఈሺܨ                                                       ሻݕ ൌ  ))(( yxyxQ αα −−        

 

 hali ࡰ√ ൌ ࢾ  5.1

 

Bu  alt  bölümde ߜ ൌ √ܦ olması  halinde  yukarıda  tanımladığımız ߙ,  ఈܫ  ve ܨఈ 

nın bazı özellikleri verilecektir.   ܦ√ ൌ ߜ  için  Qൌ1 olarak alalım. ݌ ؠ 1, 5ሺmod 6ሻ 

asal sayısı için ܲ ൌ ି௣
ଶ
  olsun. Bu takdirde   

ଵߙ                                                                       ൌ െ௣
ଶ
൅  ܦ√                                 ሺ5.5ሻ 

bir kuadratik irrasyonel ve böylece  

ఈభܫ                                                                ൌ ሾ1, ି௣
ଶ
൅          ሿ                                                   ሺ5.6ሻܦ√

 
bir kuadratik ideal ve  

,ݔఈభሺܨ                                                   ሻݕ ൌ ଶݔ ൅ ݕݔ݌ ൅ ቀ௣
మିସ஽
ସ

ቁ  ଶ                                   ሺ5.7ሻݕ

ise 4D diskriminantlı bir indefinite formdur.  
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5.1.1 Teorem.  Her ݌ ؠ 1, 5ሺmod 6ሻ asalı için ߙଵ kendisinin  ߙതଵ eşleniğine denktir. 

İspat. ߙ ve ߚ reel sayıları için  βα =g olacak şekilde en az bir  [ ]utsrg ;;;= ∈Γ  varsa 

തଵ ൌߙ ଵ in eşleniğiߙ .elemanlarına denk denildiği bilinmektedir ߚ ve ߙ
ି௣
ଶ
െ  olup ܦ√

[ ]1;0;;1 pg −−= ∈Γ  elemanı için  

തଵߙ݃ ൌ
െ1 ቀെ2݌ െ ቁܦ√ ൅ ሺെ݌ሻ

0 ቀെെ2݌ െ ቁܦ√ ൅ 1
ൌ
െ݌
2 ൅ ܦ√

1 ൌ  ଵߙ

dir. Dolayısıyla ߙଵ eşleniğine denktir.  

 

5.1.2 Teorem.  Her ݌ ؠ 1, 5ሺmod 6ሻ asalı için ܫఈభ ideali ambiguousdur. 

İspat.  ܫఈభ ideali için 
௧ାଶ௉
ொ

ൌ െ݌ א Ժ  olduğundan  tanım gereği ܫఈభambiguousdur.  

 

5.1.3  Sonuç.  Her  ݌ ؠ 1, 5ሺmod 6ሻ  asalı  için   ఈభܨ indefinite  formu   തఈభܨ eşleniğine 

denktir ve ambiguousdur. 

İspat. 5.1.1 Teoreminde her ݌ ؠ 1, 5ሺmod 6ሻ asalı ߙଵ in  ߙതଵ eşleniğine denk olduğu 

görüldü. Dolayısıyla da ܨఈభ  indefinite  formu da kendisinin ܨതఈభ  eşleniğine denktir.  

Diğer  yandan  yukarıdaki  teorem  gereği   ఈభܫ ideali  ambiguous  olduğundan   ఈభܨ

indefinite formu her ݌ ؠ 1, 5ሺmod 6ሻ asalı için ambiguousdur. 

 

5.1.4 Teorem.  ܨఈభ indefinite formu için 

1ሻ  ݌ ؠ 1ሺmod 6ሻ ise ݇ ൒ 1 pozitif tamsayısı için ݌ ൌ 1 ൅ 6݇ olsun. Bu takdirde  

ఈభ indirgenebilirdir  ฻ܨ              ܦ א ሾ9݇ଶ ൅ 3݇ ൅ 1, 9݇ଶ ൅ 9݇ ൅ 2ሿ െ ሼ9݇ଶ ൅ 6݇ ൅ 1ሽ  

dir. 
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2ሻ  ݌ ؠ 5ሺmod 6ሻ ise ݇ ൒ 1 pozitif tamsayısı için ݌ ൌ 5 ൅ 6݇ olsun. Bu takdirde  

ఈభ indirgenebilirdir ฻ܨ     ܦ א ሾ9݇ଶ ൅ 15݇ ൅ 7, 9݇ଶ ൅ 21݇ ൅ 12ሿ െ ሼ9݇ଶ ൅ 18݇ ൅ 9ሽ 

dir.   

Her iki durumda da bu indirgenmiş formların sayısı ݌ dir.  

İspat. 1ሻ ݌ ؠ 1ሺmod 6ሻ, ݌ ൌ 1 ൅ 6݇ için ܨఈభ indirgenebilir olsun. Bu takdirde tanım‐

dan dolayı  

                                            Δ<<−Δ ba2  ฻ ห√4ܦ െ 2|1|ห ൏ ݌ ൏   ܦ4√

                                                                              ฻ ܦ√2 െ 2 ൏ ݌ ൏     ሺ5.8ሻ                          ܦ√2

dır. Buradan  

    ܦ     ൐ ௣మ

ସ
ൌ ଵ

ସ
൅ 3݇ ൅ 9݇ଶ ฻ ܦ ൒ 1 ൅ 3݇ ൅ 9݇ଶ  

ve 

ܦ  ൏ ሺ௣ାଶሻమ

ସ
ൌ ଽ

ସ
൅ 9݇ ൅ 9݇ଶ ฻ ܦ ൑ 2 ൅ 9݇ ൅ 9݇ଶ  

elde  edilir.  Bu  son  iki  eşitsizlikten  9݇ଶ ൅ 3݇ ൅ 1 ൑ ܦ ൑ 9݇ଶ ൅ 9݇ ൅ 2  bulunur. 

Ancak  ܦ ൌ 9݇ଶ ൅ 6݇ ൅ 1 ൌ ሺ3݇ ൅ 1ሻଶ  tam  kare  olduğu  için  bu  değer  alınma‐

maktadır. O halde  ܦ א ሾ9݇ଶ ൅ 3݇ ൅ 1, 9݇ଶ ൅ 9݇ ൅ 2ሿ െ ሼ9݇ଶ ൅ 6݇ ൅ 1ሽ  dir.  

Tersine ܦ א ሾ9݇ଶ ൅ 3݇ ൅ 1, 9݇ଶ ൅ 9݇ ൅ 2ሿ െ ሼ9݇ଶ ൅ 6݇ ൅ 1ሽ  ise ܨఈభ  indirge‐

nebilir olduğu açıktır. Yukarıdaki son eşitsizlikten bu indirgenmiş formların sayısı 

9݇ଶ ൅ 9݇ ൅ 2 െ ሺ9݇ଶ ൅ 3݇ ൅ 1ሻ ൌ 6݇ ൅ 1 ൌ   .olarak elde edilir ݌

2ሻ ݌ ؠ 5ሺmod 6ሻ, ݌ ൌ 5 ൅ 6݇ için ܨఈభ indirgenebilir olsun. Bu takdirde ሺ5.8ሻ den  

ܦ                                    ൐ ଶହ
ସ
൅ 15݇ ൅ 9݇ଶ ฻ ܦ ൒ 7 ൅ 15݇ ൅ 9݇ଶ   

ve  

          ܦ        ൏ ସଽ
ସ
൅ 21݇ ൅ 9݇ଶ ฻ ܦ ൑ 12 ൅ 21݇ ൅ 9݇ଶ  
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olup 9݇ଶ ൅ 15݇ ൅ 7 ൑ ܦ ൑ 9݇ଶ ൅ 21݇ ൅ 12 elde edilir. Fakat ܦ ൌ 9݇ଶ ൅ 18݇ ൅ 9 ൌ

ሺ3݇ ൅ 3ሻଶ  tam  kare  olduğu  için  bu  değer  de  ihmal  edilmelidir.  Sonuçta  ܦ א

ሾ9݇ଶ ൅ 15݇ ൅ 7, 9݇ଶ ൅ 21݇ ൅ 12ሿ െ ሼ9݇ଶ ൅ 18݇ ൅ 9ሽ dir.  

Tersine ܦ א ሾ9݇ଶ ൅ 15݇ ൅ 7, 9݇ଶ ൅ 21݇ ൅ 12ሿ െ ሼ9݇ଶ ൅ 18݇ ൅ 9ሽ  için ܨఈభ  in 

indirgenebilir  olduğu  görülür.  İndirgenebilir  bu  formların  sayısı  ise  9݇ଶ ൅ 21݇ ൅

12 െ ሺ9݇ଶ ൅ 15݇ ൅ 7ሻ ൌ 6݇ ൅ 5 ൌ  .dir ݌

 

5.1.5 Örnek 1. ݌ ൌ 13 ؠ 1 ሺmod 6ሻ olsun. Bu takdirde ݇ ൌ 2 olup  [ ]1;0;13;1 −−=g ∈

Γ   elemanı  için ߙଵ ൌ
ିଵଷ
ଶ
൅  eşleniğine denktir. Ayrıca ܦ√ ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +

−
= DI

2
13,1

1α   ideali 

ambiguousdur  ve ܦ א ሾ43, 56ሿ െ ሼ49ሽ  için ܨఈభሺݔ, ሻݕ ൌ ଶݔ ൅ ݕݔ13 ൅ ቀଵ଺ଽିସ஽
ସ

ቁ  ଶݕ in‐

definite formu indirgenebilirdir. İndirgenebilir bu formların sayısı 13 dür. 

 

2.  ݌ ൌ 23 ؠ 5 ሺmod 6ሻ  için ݇ ൌ 3 olup  [ ]1;0;23;1 −−=g ∈Γ için ߙଵ ൌ
ିଶଷ
ଶ
൅ ‐eşle ܦ√

niğine  denktir.  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

−
= DI

2
23,1

1α   ambiguousdur  ve  ܦ א ሾ133, 156ሿ െ ሼ144ሽ  için 

,ݔఈభሺܨ ሻݕ ൌ ଶݔ ൅ ݕݔ23 ൅ ቀହଶଽିସ஽
ସ

ቁ  ଶݕ formu  indirgenebilirdir.  İndirgenebilir  bu 

formların sayısı ise 23 dür. 

 

 

  ૞. ૛  ࢾ ൌ ૚ା√ࡰ
૛
  hali 

 

Bu alt bölümde ߜ ൌ ଵା√஽
ଶ
  için ߙ,  nın ߜ .ఈ nın bazı özellikleri verilecektirܨ ఈ veܫ 

bu değeri için ݐ ൌ 1 ve ݊ ൌ ଵି஽
ସ
 olur. ݌ ؠ 1, 5ሺmod 6ሻ asal sayısı için ܲ ൌ ିሺ௣ାଵሻ

ଶ
  ol‐

sun. Qൌ1 özel hali için 
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ଶߙ                                                                       ൌ
ି௣ା√஽

ଶ
                                                            ሺ5.9ሻ 

bir kuadratik irrasyonel olup  

ఈమܫ                                                                 ൌ ሾ1, ି௣ା√஽
ଶ

ሿ                                                     ሺ5.10ሻ                 

bir kuadratik ideal ve  

,ݔఈమሺܨ                                                       ሻݕ ൌ ଶݔ ൅ ݕݔ݌ ൅ ቀ௣
మି஽
ସ
ቁ  ଶ                              ሺ5.11ሻݕ

ise determinantı D olan bir indefinite kuadratik formdur. 

 

5.2.1 Teorem. Her ݌ ؠ 1, 5ሺmod 6ሻ asalı için ߙଶ kendisinin ߙതଶ eşleniğine denktir. 

İspat. ߙଶ nin eşleniği ߙതଶ ൌ
ି௣ି√஽

ଶ
 olup  [ ]1;0;;1 pg −−= ∈Γ  için   

തଶߙ݃ ൌ
െ1ቆെ݌ െ ܦ√

2 ቇ ൅ ሺെ݌ሻ

0 ቆെ݌ െ ܦ√
2 ቇ ൅ 1

ൌ
െ݌ ൅ ܦ√

2
1 ൌ  ଶߙ

olduğundan ߙଶ eşleniğine denktir.  

 

5.2.2 Teorem. Her  ݌ ؠ 1, 5ሺmod 6ሻ asalı için ܫఈమ ideali ambiguousdur. 

İspat.  ܫఈమ ideali için 
௧ାଶ௉
ொ

ൌ െ݌ א Ժ olduğundan ambiguousdur.  

 

5.2.3 Sonuç. Her ݌ ؠ 1, 5ሺmod 6ሻ asalı için ܨఈమ indefinite formu kendisinin ܨതఈమ  eşle‐

niğine denktir ve ambiguousdur. 

 

5.2.4 Teorem.  ܦ diskriminantlı  ܨఈమ formu için 



55 
 

1ሻ  ݌ ؠ 1ሺmod 6ሻ  ise  ݇ ൒ 1  pozitif  tamsayısı  için  ݌ ൌ 1 ൅ 6݇  olsun.  Bu  takdirde    

ఈమindirgenebilirdir฻ܨ ܦ א ሾ36݇ଶ ൅ 12݇ ൅ 2, 36݇ଶ ൅ 36݇ ൅ 8ሿ െ ሼ36݇ଶ ൅ 24݇ ൅ 4ሽ  

dir.  

2ሻ  ݌ ؠ 5ሺmod 6ሻ  ise  ݇ ൒ 1  pozitif  tamsayısı  için  ݌ ൌ 5 ൅ 6݇  olsun.  Bu  takdirde     

ఈమ indirgenebilirdir฻ܨ ܦ א ሾ36݇ଶ ൅ 60݇ ൅ 26, 36݇ଶ ൅ 84݇ ൅ 48ሿ െ ሼ36݇ଶ ൅ 72݇ ൅

36ሽ dir. 

Her iki durumda da bu indirgenmiş formların sayısı 4݌ ൅ 2 dir.  

İspat.  1ሻ  ݌ ؠ 1ሺmod 6ሻ,  ݌ ൌ 1 ൅ 6݇ için ܨఈమ indirgenebilir olsun. Bu takdirde  

                                                 Δ<<−Δ ba2 ฻ ห√ܦ െ 2|1|ห ൏ ݌ ൏   ܦ√

                                                                                     ฻ ܦ√ െ 2 ൏ ݌ ൏     ሺ5.12ሻ                      ܦ√

dir. Buradan  

ܦ                               ൐ ଶ݌ ൌ 1 ൅ 12݇ ൅ 36݇ଶ ฻ ܦ ൒ 2 ൅ 12݇ ൅ 36݇ଶ  

ve  

ܦ                         ൏ ሺ݌ ൅ 2ሻଶ ൌ 9 ൅ 36݇ ൅ 36݇ଶ ฻ ܦ ൑ 8 ൅ 36݇ ൅ 36݇ଶ  

olup  36݇ଶ ൅ 12݇ ൅ 2 ൑ ܦ ൑ 36݇ଶ ൅ 36݇ ൅ 8  elde  edilir.  Fakat  ܦ ൌ 36݇ଶ ൅ 24݇ ൅

4 ൌ ሺ6݇ ൅ 2ሻଶ  tam  kare  olduğundan  bu  değer  ihmal  edilmelidir.  O  halde 

ܦ א ሾ36݇ଶ ൅ 12݇ ൅ 2, 36݇ଶ ൅ 36݇ ൅ 8ሿ െ ሼ36݇ଶ ൅ 24݇ ൅ 4ሽ olur.  

Tersine  ܦ א ሾ36݇ଶ ൅ 12݇ ൅ 2, 36݇ଶ ൅ 36݇ ൅ 8ሿ െ ሼ36݇ଶ ൅ 24݇ ൅ 4ሽ  olsun. 

Bu  takdirde   ఈమܨ indefinite  formu  indirgenebilirdir.  Üstelik  bu  formların  sayısı 

36݇ଶ ൅ 36݇ ൅ 8 െ ሺ36݇ଶ ൅ 12݇ ൅ 2ሻ ൌ 24݇ ൅ 6 ൌ 4ሺ6݇ ൅ 1ሻ ൅ 2 ൌ ݌4 ൅ 2  dir.  

2ሻ  ݌ ؠ 5ሺmod 6ሻ,  ݌ ൌ 5 ൅ 6݇ için ܨఈమ indefinite formu indirgenebilir olsun. Bu tak‐

dirde ሺ5.12ሻ den  

    ܦ      ൐ 25 ൅ 60݇ ൅ 36݇ଶ ฻ ܦ ൒ 26 ൅ 60݇ ൅ 36݇ଶ   

ve   
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ܦ                                 ൏ 49 ൅ 84݇ ൅ 36݇ଶ ฻ ܦ ൑ 48 ൅ 84݇ ൅ 36݇ଶ  

olup  bu  iki  eşitsizlikten  36݇ଶ ൅ 60݇ ൅ 26 ൑ ܦ ൑ 36   ݇ଶ ൅ 84݇ ൅ 48  elde  edilir. 

Fakat  ܦ ൌ 36݇ଶ ൅ 72݇ ൅ 36 ൌ ሺ6݇ ൅ 6ሻଶ  tam  kare  olduğundan  bu  ihmal  edilirse 

ܦ א ሾ36݇ଶ ൅ 60݇ ൅ 26, 36݇ଶ ൅ 84݇ ൅ 48ሿ െ ሼ36݇ଶ ൅ 72݇ ൅ 36ሽ dır.  

Tersine ܦ nin bu değerleri için ܨఈమ indirgenebilirdir ve üstelik indirgenebilir 

bu formların sayısı 4݌ ൅ 2 dir. 
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