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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

JAKOBI VE SIMON OPERATORLERI YARDIMIYLA YUZEYLERIN BIR
KARAKTERIZASYONU

Merve HARMANLI

Bursa Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstittist
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Kadri ARSLAN
Bu tezin amaci1 Oklid uzaylarinda rotasyon yiizeylerini Jakobi ve Simon operatdrleri
yardimiyla karakterize etmektir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir.
[k boliim giris boliimiidiir.
Ikinci béliimde sonraki béliim igin gerekli olan temel kavramlar verilmistir.

Ugiincii boliimde R™ deki zayif biharmonik altmanifoldlar ile ilgili su ana kadar yapilan
hesaplamalar verilmis ve Jakobi ortalama egrilikli altmanifoldlar irdelenmigtir.

Dérdiincii boliimde sirasiyla R3 deki rotasyon yiizeyleri, Delaunay yiizeyleri, R* deki
genel rotasyon ylizeyleri, 1. tip rotasyon ylizeyleri ve 2. tip rotasyon yiizeyleri ele
alinmistir. Bu ylizeylerin Jakobi ve Simon operatorleri hesaplanmistir. Belirtilen
yiizeylerin zayif biharmonik olma kosullar1 incelenmis bazi orijinal sonuglar elde
edilmistir. Ayrica bu sonuglart destekleyici bazi drnekler verilmistir.

Besinci boliimde diger boliimlerde elde edilen sonuglar tartisilmis, sonug ve oneriler dile
getirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Biharmonik altmanifold, Delaunay yiizeyi, Rotasyon yiizeyi, Simon
operatorii, Zay1f biharmonik altmanifold.
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ABSTRACT

MSc Thesis

A CHARACTERIZATION OF SURFACES WITH THEIR JACOBI AND SIMON
OPERATORS

Merve HARMANLI

Bursa Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Kadri ARSLAN

The aim of this thesis is to characterize the Euclidean rotational surfaces with their Jacobi
and Simon operators.

This thesis consists of 5 chapters.
The first section is the introduction.
Second chapter consist of some basic definitions which will be use in the other chapters.

In the third chapter, calculations related to weak biharmonic submanifolds in R™ are given
and the Jacobian mean curvature submanifolds are discussed.

In the fourth chapter, rotation surfaces and Delaunay surfaces in R3 are considered.
Further, general rotation surfaces and rotation surfaces of 1. type and 2. type in R* are
discussed. The Jacobi and Simon operators of them were investigated. The conditions of
the specified surfaces to be weak biharmonic have been examined and some original
results have been obtained. In addition, some examples supporting these results are given.

In the fifth section, the results obtained in other sections are discussed and the results and
suggestions are expressed.

Key Words: Biharmonic submanifold, Delaunay surface, Rotation surface, Simon
operator, Weak biharmonic submanifold.
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1. GIRIS

M, n-boyutlu diferansiyellenebilir manifold olmak iizere x : M — R™ bir izometrik
daldirma olsun. M nin Laplas1 A, pozisyon vektorii x ve ortalama egrilik vektorii H igin

Ax = —nH Beltrami formiilii gegerlidir. Bu esitlikten M nin minimal (yani H= 0) olmast
icin gerek ve yeter kosul Ax = 0 olmasidir. Diger bir deyisle M nin harmonik olmasidir.
Takahashi 1966 yilinda yaptigi calismasinda Ax = Ax, AeR sartin1 saglayan Oklidyen
altmanifoldlar ele almistir (Takahashi 1966). Bu ¢alismanin 1s18inda x = x¢ + x; + -+ +
Xi; Ax; = Ax;, 1 < i < k, A; ler farkli olmasi durumunda k-tipinde, bazi A; = 0 olmasi
durumunda null k-tipinde altmanifold tanimi verilmis ve bunlarla ilgili sonuglar elde
edilmistir (Chen 1983, 1984). M nin pozisyon vektdrii A?x = 0 sartin1 saglar ise M ye

biharmonik altmanifold ad1 verilir (Chen 1991). Bu esitlik Beltrami formiilii kullanilarak
AH =0 (1.1)

bicimine indirgenir. Boylece M nin biharmonik olma sart1 (1.1) denklemini saglamasina
bagl olacaktir (Chen 1991). Asikar olarak tiim minimal altmanifoldlar biharmoniktir.
Biharmonik altmanifoldlar 1980°1i yillarin ortalarina dogru arastirmacilarin sonlu tip
altmanifoldlar ile ilgili caligmalara basladiklar1 doneme rastlar. Bu caligsmalardan
bagimsiz olarak Jiang 1986 yilinda bienerji fonksiyonunun Euler-Lagrange denklemi
yardimiyla biharmonik altmanifoldlara farkli bir bakis agis1 katmistir. Bu donemde Chen
ve Jiang birbirinden bagimsiz olarak R3 deki biharmonik yiizeylerin minimal olmalari
gerektigini ispatlamiglardir (Jiang 1986, Chen 1991). Daha sonraki yillarda Dimitric R™
deki biharmonik egrilerin dogru pargasi (yani; minimal) oldugunu géstermistir (Dimitric
1992). R™ nin S™ hiperkiiresinde yatan biharmonik altmanifoldlarin bulunmadig Chen
tarafindan gosterilmistir (Chen 1991, 2015). R™ deki sonlu tip biharmonik altmanifoldlar
minimaldir (Chen 2014). Bu ¢alismalarin yani sira 1991 yilinda B.Y. Chen asagidaki
varsayimi ortaya atmistir (Chen 1991,1996, 2014 ve Maeta 2014a).

Chen’in Varsayimi (Chen’s Conjecture): Oklid uzaymdaki biharmonik altmanifoldlar

minimaldir.



Bu varsayim Hasanis ve Vlachos tarafindan R* deki hiper yiizeyler i¢in ispatlanmistir
(Hasanis ve Vlaschos 1995). Daha sonra Fu, R™ deki iki farkli asli egrilikli hiperyiizeyler
icin Chen’in varsayiminin gegerli oldugunu ispatlamistir (Fu 2013). Bununla birlikte
Montaldo, Oniciuc ve Ratto R™ deki G-invaryant hiperyiizler i¢in bu varsayimin gecerli
oldugunu gostermislerdir (Montaldo ve ark. 2016). Giiniimiizde hala Chen’in varsayimi
popiilerligini korumaktadir. R™ nin biharmonik proper géomiilmiis altmanifoldlarinin
minimal olduklarini ispatlamistir (Akutagava ve Maeta 2013). Chen’in varsayimi yari-
Riemann uzayindaki altmanifoldlar igin gegerli degildir. Bu durum Chen ve Ishikawa
tarafindan ele alinmistir (Chen ve Ishikawa 1991,1998). Anti-invaryant biharmonik

altmanifoldlar da Arslan ve ark. tarafindan ¢alisilmistir (Arslan ve ark 2007).

iki Riemann manifoldu arasinda bir x biharmonik déniisiimii bienerji fonksiyonelin bir
kritik noktasi olarak tanimlanir. Jiang tiirevlenebilir bir x doniistimiiniin bigerilim
(bitension) alan1 7,(x) = 0 olmasi igin gerek ve yeter kosulun x nin biharmonik olmasi

gerektigini ispatladi (Jiang 1986). Daha sonra 2002 yilinda Caddeo ve ark. x =M —

R™ izometrik daldirmasi igin AH = 0 olmast icin gerek ve yeter kosulun 7,(x) =0

olmasi gerektigini gosterdiler (Caddeo ve ark. 2002). Eger H yéniindeki bir & = ﬁ birim

normal vektdr alant T*M normal demeti iginde paralel ise M ¢ R™ altmanifolduna

paralel normallestirilebilir ortalama vektdr alanina sahiptir denir. Diger bir ifade ile

DH = 0 dir (Chen 1980). Minimal olmayan her bir hiperylizey paralel normallestirilebilir
ortalama vektor alanina sahiptir. Yakin zamanda R™ de normallestirilmis paralel

ortalama egrilikli biminimal altmanifoldlarinin olmadig ispatlanmistir (Chen 2019).

M c R™ altmanifoldunun {&,, &,, ..., 8,} lokal ¢at1 alanlar1 i¢in H nin Laplast
AH = — ;;1(% V. H-V ﬁ) (1.2)

dir. Boylece Gauss ve ortalama egrilikler yardimiyla



—aF =) D,D,H —i Dy, H —Zn:h(ei Aqe)
_Zvei (AHei)_Z EiHei +ZAH(veiei) (13)

dir. Burada D, M nin normal koneksiyonudur (Barros ve Gray 1997). Béylece M nin

biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul AH nin teget ve normal bilesenleri

(8H) =2V, (A &)+ D A A (T, e) 1)

(AH)* =A°H +_ih(ei Ae) (1.5)

her ikisinin birden sifira esit olmasidir (Chen 1983). Harmonik ortalama egrilik vektoriine

sahip altmanifoldlar, diger bir ifade ile biharmonik altmanifoldlarin bir genellemesi
AH = AH,2€ R (1.6)

sartin1 saglayan altmanifoldlardir. Bu durumda M nin ortalama egrilik vektorii Laplas in
bir 6z vektoriidiir. Burada 4 = 0 olmasi durumunda biharmoniklik sart1 saglanir. Eger
A # 0 ise ya altmanifold 1-tipinde ya da null 2-tipindedir (Chen ve Ishikawa 1991). B. Y.
Chen (1.6) sartin1 saglayan Oklidyen altmanifoldlar sadece 1-tipinde, null 2-tipinde ya

da biharmonik olanlardan ibaret oldugunu gostermistir (Chen 1988).

M nin normal demet i¢indeki Laplasi

APH =~ B11(De.De,H — Dy, H) (1.7)

biciminde tanimlanir. Eger AP H=0ise Mc R™ ye harmonik ortalama egrilikli
altmanifold adi verilir (Barros ve Gray 1995). Bu tiir altmanifoldlar zayif biharmonik
(weak biharmonic) olarak da adlandirilir (Kili¢ ve ark. 2003). Ayni ¢aligmada R™ deki
birim hizli biharmonik egrilerin bir siniflandirilmas: verilmistir. Bu egrilerin; dogru,
cember, cornu spirali veya kiiresel cornu spirali oldugu gosterilmistir. Barros ve Gray’in

bu sonucu daha sonraki yillarda Kilig ve ark. tarafindan genellestirilmis olup N™(c) uzay



formundaki regiiler egrilerin biharmonik olma sartini saglamasi ig¢in bu egrilerin 2-paralel
(yani V2h = 0) olmalar1 gerektigi sonucu elde edilmistir (Kilig ve ark. 2003). Aymi
calismada yazarlar m > 1 i¢in R™ deki tim 2-boyutlu ve 3-boyutlu 2-paralel
altmanifoldlarin zayif biharmonik olduklarini1 ve normal olarak diiz (normally flat) olan
tim m > 1 altmanifoldlarinin zayif biharmonik olduklari ispatlamislardir. Bununla
birlikte M ¢ R™ lokal Oklidyen altmanifoldlarin zayif biharmonik olmalari icin gerek

ve yeter kosulun M nin 2-paralel olmasi gerektigi varsayimina varilmstir.
Zay1f biharmonik altmanifoldlarinin bir genellemesi
APH+2H =0,1€R (1.8)

sartin1 saglayan altmanifoldlardir. Bu sart1 saglayan altmanifoldlara harmonik 1- tipinde
denir (Kili¢ ve Arslan 2008). Tanimdan da anlasildig1 {izere tiim minimal altmanifoldlar

ve zayif biharmonik altmanifoldlar harmonik 1-tipindedir.

M c R™ altmanifoldunun Jakobi operatirii V¢ € T+M igin

J:TAM - TM; J& = (AP — A)¢ (1.9)
bi¢iminde tanimlanir. Burada A, Simon operatorii olup

A(§) = XL, h(é;, Asé) (1.10)

olarak ifade edilir (Simon 1968). Boylece Jé = 0 sart1 saglanirsa € € T M normal vektor

alanina Jakobi alan: adi verilir. Buradan M nin H ortalama egrilik vektor alani i¢in
JH = APH — Y™ h(&;, A58)) (1.11)

olacaktir. Boylece JH=0 esitligi saglanirsa M altmanifoldu Jakobi ortalama egrilik

vektoriine sahiptir denir (Barros ve Gray 1997).

Dénel yiizeylerin R* e genellemesi Cole tarafindan 1890 yilinda ele almmistir (Cole

1890). Daha sonra Moore 1919 da R* de genel rotasyon yiizeylerini parametrik olarak



%, (u, v) = x1(u) cos cu — x,(u) sincv
X, (u, v) = x,(u) sin cu + x,(u) cos cv
X3(u,v) = x3(u) cosdu — x,(u) sindv (1.12)

X4 (u,v) = x3(u) sindu + x,(u) cos dv

bi¢iminde tanimlanmistir  (Moore 1919). Burada c¢,de€R ve y(u) =
(21 (W), x5 (), x5(w), x4 (u)) rotasyon yiizeyinin meridyen egrisidir (Dursun ve Turgay
2012). Eger c ya da d sifira esit olursa (1.12) parametrizasyonu ile verilen yiizey (basit)
rotasyon yiizeyi bi¢imini alir. Sabit egrilikli rotasyon yiizeyleri de bazi geometriciler
tarafindan c¢alisilmistir (Chen ve Ishikawa 1991, Fetcu ve ark. 2009). Rotasyon

yiizeylerini asagidaki sekilde gruplandirmak miimkiindiir;
I) Meridyen egrisi y; () = (x1(w), 0, x3(u), 0) olarak segilirse rotasyon yiizeyi
M;: X(u,v) = (x;(u)cosav, x; (u)sinav, x;(u)cosbv, x;(u)sinbv) (1.13)

parametrizasyonuna sahip olacaktir (Arslan ve ark. 2012). Bu yiizeyler R* de genel

rotasyon yiizeyleri olarak bilinir.

I1) Meridyen egrisi y,(u) = (x;(w), x5 (u),x3(w),0) (yani x,(u) =0,c=0,d =1)

alinirsa rotasyon yiizeyi,
M, :Y(u,v) = (xy(w), x,(u), x3(u)cosv, x5 (u)sinv) (1.14)

parametrizasyonuna sahip olacaktir. Bu yiizeyler R* de kiiresel ¢arpim yiizeyi olarak da
bilinir ( Bulca ve ark. 2012). Bu yiizeylere 1. tip rotasyon yiizeyleri de denir ( Arslan ve
ark. 2017).

I11) Meridyen egrisi y5(u) = (x;(w), x,(u),0,0) diizlemsel egri alinirsa elde edilen

rotasyon yiizeyi
Ms: Z(u,v) = %, (Wp((v) + x,(W)E, (1.15)

parametrizasyonuna sahip olacaktir. Burada u € I ¢ R, v € (0,2m), E4 = (0,0,0,1) ve

p(v) birim hizh kiiresel egridir. (1.15) parametrizasyonu ile verilen yiizeyler meridyen



yiizeyleri olarak bilinir (Arslan ve ark. 2014, Ganchev ve Milousheva 2015). Bu yiizeylere
2. tip rotasyon yiizeyleri de denir (Arslan ve ark. 2017). R* deki Weingarten tipindeki
meridyen yiizeyleri Oztiirk ve arkadaslar1 tarafindan ¢alisilmistir (Oztiirk ve ark. 2016).

Bu calismada R3 deki rotasyon yiizeyleri ile M;, M, ve Msrotasyon yiizeylerinin
minimal, sabit ortalama egrilikli, biharmonik, zayif biharmonik ve Jakobi ortalama
egrilikli olmalari durumlar1 ele alinmistir. Bazi orijinal sonuglar elde edilmis ve bu

sonuglar1 destekleyici 6rnekler verilmistir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel kavramlar, teorem ve
tanimlar verilmistir. Ozellikle diferansiyellenebilir doniisiimler, altmanifoldlar ve
bunlarin birinci ve ikinci temel formlari, Gauss ve Weingarten esitlikleri, ortalama
egriligi ile ilgili temel kavramlar verilmistir. Bu bolimde agirlikli olarak Carmo ve

Chen’in ¢aligmalarindan yararlanilmistir (Chen 1973 ve Do Carmo 1992).

Tamm 2.1. M kiimesi ve U, < R" agik alt kiimesi i¢in x,: U, = M doniisiimlerinin
birebir (injective) bir ailesi tanimlansin. Asagidaki sartlar saglanirsa M ye n-boyutlu
diferansiyellenebilir manifold ad1 verilir;

1) x,(Ug) larm sonlu birlesimleri M kiimesini ortecektir.

ii) x,(Ug) N x3(Ug) = W # @ sartim saglayan herhangi «, g ¢ifti igin x,~* (W) ve
xﬁ'l(W) kiimeleri R™ nin agik alt kiimeleridir. Bununla birlikte X[}l o X, koordinat

degisimi fonksiyonlar tiirevlenebilirdir.

1) (Ug, x4) ailesi (atlasi) 1) ve ii) sartlariyla birlikte maksimaldir.

(Ug xo)cifti (ya da X, doniisimii) p € x,(U,)icin  Mnin p noktasindaki bir
parametrizasyonu (yada koordinat sistemi) olarak bilinir. Burada x, (U,) lara koordinat

komsulugu (ya da harita) ad1 verilir (Do Carmo 1992).

Tamim 2.2. M ve M sirastyla n ve m-boyutlu diferansiyellenebilir manifoldlar igin
@:M — M doniisiimii verilsin. Bu takdirde ¢(p) noktasinda tanimlanan y:V ¢ R™ —
M parametrizasyonu igin go(x(U)) cyV) ve y togpox:Uc R"* - R™doniisiimii
diferansiyellenebilir olacak sekilde p noktasinda bir x:U c R™ - M parametrizasyonu

bulunabilirse ¢ ye diferansiyellenebilir déoniisiim ad1 verilir (Do Carmo 1992).

Tamim 2.3. M bir diferansiyellenebilir manifold olsun. (—¢, &) c R agik aralik olmak
tizere y:(—¢,&) > M tilirevlenebilir doniisimiine M de (tiirevlenebilir) bir egri adi
verilir. y(0) = p noktadaki reel degerli tiirevlenebilir fonksiyonlar1 kiimesi D olmak
tizere y egrisinin t = 0 noktasindaki teget vektorii y'(0): D = R bi¢iminde tanimli bir

fonksiyonu olup



y'(0)[f] feD

t=0 1

:d(foa)|
dt

esitligi saglanir. Bu nedenle M nin p noktasindaki bir tanjant vektorii M iizerindeki bir
y:(—¢,€) > M egrisinin y(0) = p noktasindaki hiz vektori ile ozdeslesir. M nin p

noktasindaki tanjant vektorleri kiimesi T, M ile gosterilir (Do Carmo 1992).

Bir x:U c R®™ - M parametrizasyonu x(0) = p noktasinda verilsin. Boylece bir f

fonksiyonu ve bir y egrisi bu parametrizasyon yardimiyla sirasiyla
fox(q) = f(x1, %z ., Xn), g = (X1, X2, .., X)) €U
x"hoy(t) = f(x1(8), %2(E), e, Xn ()
seklinde ifade edilir. Bu durumda f fonksiyonunun y ya kisitlanisi

rolr]- e,

_4y
dt

Sy Of
:;Xi(O)a_Xi

Seofz) )

dir. Diger bir degisle y'(0) vektorii X parametrizasyonu altinda

(%, (£), X, (€) 00 X, (1)

¥(0) =ix;<0)(§j (2.1)

0

OoX.

seklinde ifade edilir. Dikkat edilirse (ij vektorii x; = x(0, ...,0,x;, ...,0) koordinat
i /o

egrisinin y(0) = p noktasindaki tanjant vektoridiir. Boylece (2.1) ifadesi y egrisinin p

noktasindaki tanjant vektoriiniin bir koordinat sisteminin sadece y nin tiirevine bagh

oldugunu gosterir. Bu nedenle (2.1) esitliginden yararlanarak fonksiyonlarin bilinen

islemleri ile birlikte T, M vektor uzayma M nin p noktasindaki tanjant uzay: adu verilir.



Tammm 2.4. M n-boyutlu diferansiyellenebilir manifold olmak iizere M iizerinde

diferansiyellenebilir bir yap1 (U,, x,) bigiminde verilsin. Bu takdirde

(*) “Her a«,B cifti icin x,(Uy) Nxg(Ug) =W # @ olmak iizere X; oX, gegis

fonksiyonlarmin diferansiyeli pozitif determinanta sahiptir”.
sartt saglanirsa M Yye yonlendirilebilir manifold adi verilir. (*) sartin1 saglayan

yonlendirilebilir M manifoldunun (Ug, x,) yapisina M nin bir yonlendirmesi ad1 verilir.

Tamm 2.5. M n-boyutlu diferansiyellenebilir manifold olsun. Bu takdirde Vp € M igin
T,,M iizerinde 2-lineer, simetrik ve pozitif tanimli formu {, }: T,M X T,M — R i¢ ¢arpim1

olmak tizere p noktasindaki X:U cR™ — M koordinat sistemi i¢in x(xq, X5, ..., X,) =

p € x(U) ve %(q) = 0dx4(0, ...,1,...,0) olsun. Bu takdirde

(G (@3 @)y = 94y (1,32, e, ) (2.2)

U iizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon oluyor ise bu i¢ ¢arpima M iizerinde bir Riemann
metrik (yada Riemann yapy) ad1 verilir. Burada §; fonksiyonlari X koordinat sistemindeki

Riemann metriginin lokal temsilcisidir. Bununla birlikte M diferansiyellenebilir

manifoldu (2.2) metrigi ile birlikte bir Riemann manifoldunu olusturur (Do Carmo 1992).

M n-boyutlu bir Riemann manifold olmak {izere M iizerindeki bir harita (U, x) olsun. Bu

: L0 n
takdirde X,Y € T,,M tanjant vektorleri X = Zai vl Y = ij 8Xi olarak alinirsa
i1 1

i i

: 0 0
<X, Y>=)ab <—,—>
izzl“ boox oxy f

n
= ab;g;
i=1
elde edilir. M {izerindeki tim tiirevlenebilir vektor alanlarimin kiimesi y(M) ve reel

degerli tiirevlenebilir fonksiyonlarin kiimesi D (M) ile gosterilirsin. Aslinda D(M) bir

halka olusturur. Boylece asagidaki tanim verilebilir.



Tamim 2.6. M bir diferansiyellenebilir manifold olsun.
Vix(M) x x(M) - x(M); V(X,Y) = VyY

biciminde tanimli V doniisiimii VX,Y,Z € y(M) ve f,g € D(M) i¢in asagidaki sartlar

saglanirsa V ya M lizerinde bir afin koneksiyon denir (Do Carmo 1992);
1) va+gYZ = fVXZ + gVYZ

Onerme 2.7. M bir diferansiyellenebilir manifold, V da M iizerinde bir afin koneksiyon

olsun. M tizerinde bir y: (—¢, €) = M regiiler egrisi boyunca tanimlanan bir V vektor alani

icin % , ¥ egrisi boyunca bir bagka vektor alan1 olup

D DV DW
A (V+W) = — 20
VoV W= g
b) D (fvy=9ty ;¢ BV

at at at

dir. Burada f, (—¢,¢) tizerinde tanimli tiirevlenebilir bir fonksiyon ve W da y egrisi

boyunca tanimli bir vektor alanidir.

c) Eger V vektor alani bir Y € y(M) vektor alaninin V(t) = Y(y(t)) bigiminde bir

indirgenmesi ise, % =V, Y dir.
Ispat. Detayli ispat i¢in bakiiz (Do Carmo 1992). o

Bir p € M noktasindaki koordinat sistemi (x4, X5, ..., X,,) olmak tizere

X:ixixi, Y :iijj; Xi :i
i=1l j=1 OX;

vektor alanlari tanimlansin. Boylece
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VY =2 %Yy, [Z ijjJ
j=1

i=1

=2 XYV X+ XX (y))X
i-1 j=1
bulunur. Ayrica Vy X, = ZETXk oldugundan
k=1

VY =3

n
k=1

(Z Xiyjrilj( + X (yk)JXk
i, j=1
elde edilir. Burada Fi:-( lar tiirevlenebilir fonksiyonlar olup V koneksiyonunun Christoffel

sembolleri olarak bilinir (Do Carmo 1992).

Tamim 2.8. M bir diferansiyellenebilir manifold, V da M iizerinde bir afin koneksiyon

olsun. M tizerinde taniml bir y: (—¢, &) = M regiiler egrisi boyunca tanimli bir V vektor

alan1 Vt € (—¢, ¢€) igin % = 0 oluyorsa V ye y egrisi boyunca paralel vektor alan: denir.

Teorem 2.9. (Levi-Civita) Verilen bir M Riemann manifold i¢in M {izerinde asagidaki

sartlar1 saglayan bir tek V afin koneksiyonu vardir:
a) Her X,Y € y(M) i¢in VyY — VY = [X, Y] dir. Diger bir degisle V simetriktir.

b) Her X,Y,Z € y(M) i¢inX(Y,Z) = (VxY,Z) +(Y,VyxZ) dir. Diger bir degisle V

Riemann metrigi ile uyumludur.

Teorem 2.9. daki sartlar1 saglayan afin koneksiyona M iizerinde bir Levi-Civita

koneksiyonu (ya da Riemann koneksiyonu) ad1 verilir (Do Carmo 1992).

Tamm 2.10. M ve M sirasiyla n ve m-boyutlu diferansiyellenebilir manifoldlar igin
@:M — M diferansiyellenebilir doniisiimii olsun. Herhangi peM ve her v € M
tanjant vektori icin bir y:(—g,&) > M egrisi y(0) =p, y'(0) = p olacak sekilde
M déniistimii

secilsin. Boylece [ =¢@oy egrisi alindiginda de,:T,M - Tow

11



do,(v) = B'(0) bigiminde tanimli olan lineer bir doniisiim olup y egrisi se¢iminden

bagimsizdir. Burada d(pp doniistimiine ¢ nin tirev dondigiimii olarak bilinir.

Tamm 2.11. M ve M sirasiyla n ve m-boyutlu diferansiyellenebilir manifoldlar1 igin
@: M — M doniisiimii verilsin. Eger ¢ déniisiimii diferansiyellenebilir, érten ve ¢! de
diferansiyellenebilir ise ¢ doniisiimiine bir difeomorfizm adi verilir. Benzer sekilde p €
M ve ¢ (p) € M noktalarmin komsuluklari sirasiyla U ve V olmak iizere bunlar arasindaki

@:U - V doniisimii bir difeomorfizm ise ¢ doniisiimiine bir lokal difeomorfizm adi
verilir (Do Carmo 1992).

Tamm 2.12. M ve M Riemann manifoldlari igin ¢: M — M bir difeomorfizm olsun. Her

p € Mve X,Y € T,M tanjant vektorleri i¢in

(X,Y)p = (dgp(X),dop (D), (2.3)

sart1 saglanirsa ¢ doniisiimiine bir izometri ad1 verilir (Do Carmo 1992).

Tanmm 2.13. M ve M sirasiyla n ve m-boyutlu diferansiyellenebilir manifoldlar1 igin

@:M — M déniisiimii verilsin. Bu takdirde dpp:TyM - T, M déniisiimii her p € M

P
icin injektif ise ¢ ye bir daldirma (immersion) ad1 verilir. Bununla birlikte (M) alt uzayi

M den indirgenen alt uzay topolojisi ile birlikte ¢ daldirmasi ¢ (M) < M iizerinde bir

homeomorfizm ise ¢ ye bir gomme (embedding) ad1 verilir (Do Carmo 1992).

Tamim 2.14. (M, g)ve (1\71 , g) sirastyla n ve m-boyutlu Riemann manifoldlari i¢in x: M —
M izometrik daldirmasi verilsin. M de Riemann koneksiyonu V ile gosterilsin. Bu
durumda VX;, X; € y(M) lokal vektdr alanlari i¢in M altmanifoldu M dan indirgenmis

Riemann koneksiyonu V olmak tizere M nin 2. temel form doniistimi
h: x(M) X x(M) = x*(M); h(X;, X;) = Vx X; — Vx X; (2.4)

bi¢iminde tanimlanir. Bu doniisiim iyi tanimli olup simetrik ve 2-lineerdir. Literatiirde

(2.4) esitligi Gauss denklemi olarak bilinir (Chen 1973).

12



Tanim 2.15. M nin normal vektorleri Ny, Ny, ..., N,,_, olmak tizere M nin sekil operatorii

doniistimii
A: x (M) X x(M) - X(M);ANaXi = _ﬁxiNa + VlXiNa (2.9)

bi¢iminde tanimlanir. Burada Ay, lar N, ya karsilik gelen sekil operatorii ve v+ ise
x*+(M) normal demete ait normal koneksiyondur. (2.5) esitligi Weingarten denklemi
olarak bilinir (Chen 1973).

Herhangi X;, X; € T,,(M) igin

9(An X X)) = G(h(X,X;),N,), 1<i,j<n 1<a<m-n (2.6)
esitligi saglanir.

M nin ortalama egrilik vektor alan

H==%%, h(X; X;) (2.7)

bigiminde tanimlanir. Bununla birlikte M nin ortalama egrilik fonksiyonu a = ||ﬁ ||

ile hesaplanir. Eger o =0 ise M ye minimaldir denir (Chen 1973).

13



3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boliim iki alt boliimden olusmaktadir. Birinci alt béliimde m-boyutlu Oklid uzayr R™
deki zayif biharmonik altmanifoldlar, ikinci alt bdliimde ise Jakobi ortama egrilikli

altmanifoldlar ile ilgili bilinen baz1 temel tanim ve sonuglar verilmistir.
3.1. R™ deki Zayif Biharmonik Altmanifoldlar

m-boyutlu Oklid uzayr R™ nin, n-boyutlu altmanifoldu M olsun. M iizerinde ortonormal
catt alant {&;,8,, ..., 8y, Bns1, ) Em ) olmak iizere ortalama egrilik vektdrii H = aé, 4
biciminde tanimlansin. Burada a = ||I7 ||, M nin ortalama egriligidir. Bt')yleceﬁ nin

normal koneksiyon D ye gore Laplasi (1.7) esitligi yardimiyla
n
ADﬁ = Z(Dvﬁ & (a5n+1) - DéiDEi(a§n+1))
=1
bulunur. Son esitlik diizenlenirse

88 = Tl 0nss + (Do s ) ~ 28[lDefs - aDsDsn| @

14

elde edilir. Boylece (3.1) esitliginin iki yan1 &, ile i¢ carpilirsa
(APH, €n+1) = Aa + al|Dé, || (3.2)
bulunur. Simdi, asagidaki iyi bilinen tanimi verelim.

Tamm 3.1. M < R™, n-boyutlu altmanifold olsun. M nin ortalama egrilik vektorii H
olmak iizere DH = 0 ise M ye paralel ortalama egrilikli altmanifold ad1 verilir (Chen

2010). Bu tiir altmanifoldlar H -paralel altmanifoldlar olarak da adlandirilir.

R™ deki (m > 4), H -paralel yiizeylerin siiflandirilmas1 agagidaki teoremle verilmistir

(Chen 1973 ve Yau 1975).

Teorem 3.2. m-boyutlu Oklid uzay1 R™ deki M yiizeyinin H -paralel olmas i¢in gerek ve
yeter sart asagidaki yiizeylerden biri olmasidir;

14



i) R™ de minimal bir yiizeydir.
i) R™ deki hiperkiire {izerinde minimal bir yiizeydir.
iii) R3 de sabit ortalama egrilige sahip bir yiizeydir.

iv) R™ nin 4-boyutlu afin alt uzayindaki hiperkiirede yatan sabit ortalama egrilikli bir

yiizeydir.

Tamm 3.3. M c R™, n-boyutlu altmanifold olsun. M nin ortalama egriligi & = ||H|| sabit

ise M ye sabit ortalama egrilikli altmanifold, kisaca CMC-altmanifoldu adi verilir (Yau
1975).

Tanmm 3.4. M c R™, n-boyutlu altmanifold olsun. M nin ortalama egrilik vektdrii H

olmak tizere APH = 0ise M ye harmonik ortalama egrilikli altmanifold ad1 verilir
(Barros ve Garay 1995). Bu tiir altmanifoldlar zayif biharmonik altmanifoldlar olarak da
adlandirilir (Kilig ve ark. 2003).

Boylece asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.5. M c R™, n-boyutlu CMC-altmanifold olsun. Eger M zayif biharmonik ise

bu taktirde M altmanifoldu minimal ya da H —paraleldir.
Ispat. M zayif biharmonik olsun. Bu taktirde (3.2) denkleminden
Aa + a||Dé,44117=0 (3.3)

bulunur. Ayrica M altmanifoldu sabit ortalama egrilikli oldugundan Aa = 0 dir. Boylece
a||Dé,.1l1?=0 elde edilir. Sonuc¢ olarak a =0 veya |[Dé,.|l =0 durumlan soz

konusudur. Birinci durumda M altmanifoldu minimaldir. M altmanifoldunun minimal
olmadigi durumda ise Dgi§n+1 = 0, a # 0 ve (3.1) esitliklerinden Dgiﬁ = 0 elde edilir.

Bu da bizi M nin H —paralel oldugu sonucuna gotiiriir. O
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3.2. R™ deki Jakobi Ortalama Egrilikli Altmanifoldlar

(M, g) ve (M, ) sirastyla n ve m-boyutlu Riemann manifoldlart igin x: M — M bir
daldirma olsun. Bununla birlikte V. ve V sirasiyla M ve M iizerinde Levi-Civita
koneksiyonlar1 verilsin. Ayrica TM, T+M ve SM sirasiyla tanjant, normal ve simetrik
operatorler uzaymi belirtsin. Bu taktirde ikinci temel tensér operatorii A:T+M — SM;
& — Ag yardimiyla A = At o A Simon operatérii tanimlanir (Simon 1968, Barros ve Gray
1997). Burada At gosterim olarak A nin adjointidir. Boylece V¢ € SM i¢in §(Af({),§) =
trace (C ° Ag) dir. Boylece Simon operatorii (A&, {) = trace(Ase ° A() halini alir. M nin

egrilik tensorii R olmak iizere M nin R* kismi Ricci transformasyonu V& € T+M icin

R = Y7, (Rocer) (3.4)

biciminde tanimlanir, burada {e;}, 1 <i <n, TM iizerinde cat1 alan ve (.)* normal
bileseni belirtir. Eger M bir ¢ sabit egrilikli uzay ise bu takdirde R* = —ncl bigiminde
bir skaler doniisiimdiir. Boylece (3.4) esitligi yardimiyla Jakobi operatérii (T M iizerinde

2. mertebeden diferansiyel operatorii)
J:T*M - T+M;Jé = (AP — A+ R*)¢

esitligi ile tanimlanir. Eger § € T™M vektor alan1 Jé = 0 sartim1 saglarsa é ya Jakobi
alan: ad1 verilir (Donnelly 1877 ve Simon 1968). Ozel olarak M = R™ alindiginda

x: M — R™ izometrik daldirmasi i¢in Jakobi operatorii

J=AP - A (3.5)
seklinde tanimlanir. Boylece herhangi bir § € T+M vektor alanin Laplasi
8¢ = By (Ve Ved ~ Vs, 8) (36)

esitligi yardimiyla hesaplanir. Boylece (2.4) ve (2.5) esitlikleri yardimiyla
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n n n
AE = Z DeiDel.E + Z Dve.eif + 2 h(ei,Afei)
i=1 =1 =1
n n n
+ Z Vei(Afei) + Z ADeifei - Z Af(veiei)
i=1 i=1 i=1

elde edilir. Boylece teget ve normal bilesenler sirasiyla
(A" = X1y Ve, (Age;) + Xiy Ap, g€ — Xy Ag (Vo) (3.7

(AL = APE+ Y7 h(e;, Age;) (3.8)

dir. Bununla birlikte T*M nin {e,;41, €p+2, ..., €n+q} Ortanormal cati alani igin

m
h(ei,Afel-) = Z (h(el,Afe ,€0)eq = Z (el,AEA €;)eq
a=n+1 a=n+1

bulunur. Béylece Simon operatorii

A(§) = Xiinsatrace(AsA,, )eq
Y (T nralen AgAe eieq) (3.9)
= Z?:l h(ei, Afei)

oldugundan
JE =APE — 3T h(e;, Ase;) (3.10)

elde edilir.
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4. BULGULAR ve TARTISMA

Bu boliimiinde rotasyon yiizeylerinin Jakobi ve Simon operatorleri hesaplanmigtir. Bu
yiizeylerin zayif biharmonik olmalariyla ilgili sonuglar elde edilmistir. Ayrica ortalama

egrilik vektorlerinin Jakobi alan1 olmas1 durumu ile ilgili sonuglar verilmistir.
4.1. R3 deki Rotasyon Yiizeylerinin Jakobi ve Simon Operatorleri

v:IcR— R?,y(w) = (f(uw), g(u)) regiiler egrisinin p(v) = (cos v, sin v) birim

cemberi etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilen yiizey
M:x: D c R*> - R3, x(u,v) = (f(w),g) cosv, g(u) sinv) 4.1)
parametrizasyonuna sahip olup buna R3 te bir donel yiizey denir (Gray 1993).

M yiizeyi lizerindeki ortonormal ¢at1 alan1 olarak

> __1 0

€1 = @(u) du

3 1 0

€2 = Jan (4.2)
- 1 ] g ! .

e; = povons (g'(w),—f'(u) cosv,—f" (u) sinv)

alindiginda Gauss ve Weingarten formiilleri yardimiyla

K -

<t

51€1= a 403(”) 6’3
T .—__9® 2 f'@W
8,% pwgw 1 pwgw 3
= K -
Veis™ g @3
g . ___fw B
&, pWgw) 2
elde edilir. Burada,
2 _ £ 2 ! 2
p(u) = f'(w*+ g'(w) (4.4)
k(w) = f'(w) g" () — f"(w g'(w (4.5)
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reel degerli tiirevlenebilir fonksiyondur. Bdylece, (4.3) esitlikleri yardimiyla M nin sekil

operatdrli matrisi

K

R
Aés = 0 ) (4-6)
pwgw)
dir. Buradan M nin Gauss egriligi ve ortalama egrilik vektori
Wf'@w

K =det(4;,) = ————— 4.7

det(a) = ~ rtmaw (4.7)
7 1. vz 1 f’(u)_ K >
H = 2 {IZ(A€3)63} - 2 (¢(u)g(u) ¢3(u)) €3 (48)
ortalama egriligi ise

. ’ 200\

o = ||H|| _ fTWew-rwgw) (4.9)

2¢0*(wgw)
olarak hesaplanir (Bulca ve ark. 2009). Buradan H= aé; ortalama egrilik vektoriiniin
€, Ve &, yoniindeki kovaryant tiirevlerinden

al

DélH == (p(u) e3
Ds,H =0
— 1 o >
D-’nglH = % (w)u €3 (410)

Ds,Dg,H =0

elde edilir. Bununla birlikte (4.3) esitliklerinden

- oW
Vélel_ 0, Vézez_ T & (4.11)
oldugundan
T 7 _ a'g' (W) 5
DVE1E1H B 0’ DV?zng B gWe?(w) s

bulunur. Bu esitlikler
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APH = Dy Dg H— Ds,Ds H (4.12)

denkleminde yerine yazilirsa

APH = =1 (g’(u) a’ +( a ) )53 (4.13)
u

o \gw) e \pw)
elde edilir (Harmanli ve ark. 2019). Boylece asagidaki sonug verilebilir.

Teorem 4.1. M c R3 yiizeyi (4.1) parametrelendirmesi ile verilen bir rotasyon yiizeyi

olsun. Bu takdirde M yiizeyi zayif biharmonik ise asagidaki esitlik saglanir;

gl (u) al B < al >
g o) pw)
Burada ¢ ve a fonksiyonlari (4.4) ve (4.9) esitliklerine verilmistir.

Ispat. M c R3 rotasyon yiizeyi zayif biharmonik olsun. Bu takdirde (4.13) yardimiyla

gl(u) al a’ _
OrIOM (go(u))u ="

olmalidir. Bu da bize istenilen sonucu verir. O

Sonu¢ 4.2. M c R? vyiizeyi (4.1) parametrelendirmesi ile verilen bir rotasyon yiizeyi

olsun. Bu takdirde

i) g(w) = a, y(u) diz bir dogru olmak tizere, a sabit ise M yiizeyi silindirdir. Bu yiizeyin

zay1f biharmonik olmasi i¢in

f'we*@W) — ar(u)
2ap*(w)

> —cp(u) =0

u
esitligi saglanmalidir.

i) k(u) = 0 ise diiz yiizeydir. Bu yiizeyin zayif biharmonik olmasi i¢in
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H(Ew ) O]
2\¢*(wgw)/, 9w

esitligi saglanmalidir.
Iil) @ = sabit ise M bir CMC-yiizeydir. Bu yiizey ayn1 zamanda zay1f biharmoniktir.

Simdi de M nin Simon operatoriinii hesaplayalim. Bu nedenle (4.3) deki esitlikler

yardimiyla

K 5 ' (u)
Az =——e .8, =
8,1 P3w) Y TE2 T pgm) 2

bulunur. Buradan (4.8) ve (4.9) esitlikleri kullanilarak

__ _ak o af' (W) S

AT T w v L% T pangan (4.14)

elde edilir. Boylece
- - aK > > - - af'(u) > >
h(el, Aﬁel) = _mh(el, 81), h(ez,Aﬁez) = Wh(ez, 32)
bulunur. Benzer sekilde (4.3) deki esitliklerden
h(E,8)) = ———8;, h(é,8,) =LY _¢
v 93w P TP pag) Y
dir. M yiizeyinin Simon operatorii
A(H) = h(&,, 458,) + h(&,, A58,) (4.15)
oldugundan son esitlikler yardimiyla
2

o« 2 (Fw) '\,

A(H) = =0 ((p4(u) + )63 (4.16)

bulunur (Harmanli ve ark. 2019). Boylece asagidaki sonug elde edilir.

Y. Teorem 4.3. M c R3 yiizeyi (4.1) parametrelendirmesi ile verilen bir rotasyon yiizeyi

olsun. Bu takdirde M nin ortalama egriliginin Jakobi operatorii altindaki goriintiisii
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. -1 {({g o a’ a k2 (Fw)Y).
() = <o<u>{<g<u> oM <<o<u>>u> e <<o4<u) W )}e
dir.

Meridyen egrisi y nin birim hizli olmasi durumunda asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.4. M c R3 meridyen egrisi birim hizli olan bir rotasyon yiizeyi olsun. Bu

takdirde, H nin bir Jakobi alani olmast i¢in gerek ve yeter kosul

I ! 2
<g (u)a’ +a”>+a<x2 +—(f () >= 0

gu) g%(u)

esitligi saglanmasidir. Burada k, a ve f'(u) fonksiyonlar1 asagidaki tanimlandigi gibidir;

_ g”(u) _ f’(u)_K(u)g(u) / _ ’
K—m,d—w,f(u)— 1—(g(u))2¢0.

4.2. R3 deki Delaunay Yiizeyleri

Diizlemsel bir egri, diger bir diizlemsel egri lizerinde kaymadan yuvarlanirsa, hareketli
egri tizerindeki bir noktanin geometrik yeri rulet (roulette) egrisini olusturur. Koniklerin
odak noktalari, bir dogru boyunca yuvarlandiginda meydana gelen rulet egrisi, bir donel
yiizeyin meridyen egrisi olarak alindiginda bu yiizey Delaunay yiizeyi olarak adlandirilir.
Delaunay yiizeyleri sabit ortalama egrilige sahiptir. Burada donel ylizeyin donme ekseni,
odak noktasinin yuvarlandig1 dogru olarak alinmistir (Mladenov 2002). Koniklerin odak
noktast olan F’ = (fi(w),f,(u)) izinin bir dogru boyunca yuvarlandigindaki
parametrizasyonunu bulabiliriz. Boylece P = (p,, p,) konik iizerinde bir nokta olmak
tizere P den gegen teget dogru T, konigin odak noktasi F olsun. T ye dik ve F den gecen
bir normal dogru N olmak iizere T ile N nin arakesit noktasi Q ile gosterilsin (Sekil 4.1).
Amacimiz hareket esnasinda F’ = (f;(w), f>(w)) izinin olusturdugu egrinin parametrik

denklemini bulmaktir.
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Konik sirastyla parabol, elips ve hiperbol olarak segilirse elde edilen Delaunay ylizeyleri

de sirasiyla katenoid, unduloid ve nudoid olarak adlandirilir (Cric 2008).

1) Konik,
a(u) = (2bsinh(w), bsinh?(w))

parametresi ile verilen parabol olsun u € [uy, u,] ve uy = 0 olup egrinin yay uzunlugu
u
s(u) = flla’(t)lldt = b(u + sinh(u) cosh(u))
Ug

dir (Sekil 4.1). Boylece Q noktasimn apsisi fi(w) = s(u) — [P’Q7| = s(w) — |PQ|

oldugundan teget dogru T nin denklemi
T: (stinh(u), bsinh? (u)) + A(2bcosh(u), 2bsinh(u)cosh(u))

dir. Bu dogru paraboliin P = a(u) noktasindan geger ve pozisyon vektorii de a'(u) dir
(Sintes 2018). Kesim noktas1 Q nun koordinatlari, Q = (bsinh(u), 0) dir. Boylece w =
(—bsinh(u), —bsinh? (u)) olacaktir (Sintes 2018). Buradan ||ﬁ2>|| = bsinh(u)cosh(u)

bulunur. Boylece f;(u) = s(u) — |ﬁ2)| = bu dir. Simdi ise f,(u) = ||ﬁ|| yi

hesaplayalim.
/
/
/ e
P P\
/ / + - ___/
F // o\ 5
e S5
R Q
a) b)

Sekil 4.1. Konigin ruletinin a) ilk hali, b) yuvarlandiktan sonraki hali

R dogrusu Q dan gegen a'(u) ya dik bir dogrudur. Bu nedenle
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R: (bsinh(w),0) + A(—2bsinh(w) cosh(u) , 2bcosh(w))

dir. F noktasmin koordinatlar1 F = (0, b) dir. Boylece FQ = (bsinh(w),—b) bulunur.

Buradan f, () = ||[FQ|| = bcosh(w) dir. Buradan odak noktasmnin parametrizasyonu
Aw) = (iw), f,(w)) = (bu, beosh(w))
dir. Bu egri katenary egrisi olarak bilinir. Boylece Delaunay yiizeyi
X, (W, v) = (bu, bcosh(u)cos(v), bcosh(u) sin(v))

parametrizasyonuna sahip olacaktir. Bu yiizeye Katenoid yiizeyi adi verilir (Sekil 4.2).
Katenoid yiizeyi minimal olup bir tir CMC-yiizeyidir. Dolayisiyla bu yiizey asikar zayif
biharmonik yiizeydir.

Sekil 4.2. Katenary egrisi ve katenoid ylizeyi

1) Konik

B(w) = (acos(u), bsin(u))
parametresi ile verilen elips olsun. b < a, ¢ = Va? — b? olmak tizere u € [u,, u,] olsun.
Uy = 0 dan u ya yay uzunlugu

u

s(u) = f”ﬁ'(t)lldt = f\/az — c2cos?(t) dt

Ug

dir (Sintes 2018). Elipsin iki odag1 oldugundan iki egri iiretilir (Sekil 4.3).
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\/ X
L A
Sekil 4.3. Elips

Teget dogruya yakin olan odak F olsun. Bu takdirde

csin(u)(a — c cos(u))

Ja% — c2cos?(u)

Pl =

dir. Boylece

csin(u)(a — c cos(u))

Ja? — c2cos?(u)

fiw) = s@w) — |PQ| = f\/az — c2cos2(t) dt —

— ccos(u))

\/ 2 — c?cos?(u)

) = |[FQ| =

dir. Bdylece elipsin odaklarinin rulet parametrizasyonu By(w) = (f;(w), f>(w)) olur.

Diger odak F’ secilirse PQ’ dogrusu boyunca ilk koordinat

u

fi(w) = J\/az — c2cos?(t) dt —

Uo

csin(w)(a + c cos(u))

Ja? — c2cos?(u)

ve ikinci koordinat

b(a + c cos(u))

Jaz — c2cos?(u)

fo(w) =

olup elipsin diger odagi F' niin rulet parametrizasyonu B, (u) = (f;(w), f>(w)) bulunur.

Elipsin odaklarindan gegen rulet egrisi undulary olarak bilinir (Sintes 2018). Donel

yiizey ise unduloid yiizeyidir. Bu yiizeyin ortalama egriligi H = % a > 0dir.
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111) Konik
y(u) = (acosh(u),bsinh(w))
parametresi ile verilen hiperbol olsun. a,b > 0,c = Va? + b? olmak {lizere ve u €

[uy, u,] olsun. Boylece u, = 0 dan u ya yay uzunlugu

u

s(u) = fll)/'(t)lldt = f\/czcoshz(t) —a?dt

Up

Ilk olarak F, teget dogrusunun kapali odag1 olsun. PQ dogru parcasinin odak noktasinin

ilk koordinatinin izi

_ c.sinh(u)(c cosh(u) — a)

Jc2cosh?(u) — a?

fiw) =s() - |P_Q)| = f\/czcoshz(t) —a?dt

dir. Béylece FQ dogrusunun ikinci koordinati igin

b(c cosh(u) — a)

Jc2cosh?(u) — a?

£ =||FQ| =

bulunur (Sintes 2018).

\ /
Y4
e 1] 3
F x’v

JAR

Sekil 4.4. Hiperbol

F odakl1 hiperboliin genel rulet parametrizasyonu C; (w) = (fi(w), f2(w)) bulunur. Odak

F' alinirsa P_Q’ dogru parcasinin odaginin ilk koordinatlari,
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csinh(u)(c cosh(u) + a)
Jc2cosh2(t) — a2

fiw) = s(u) — |P_Q—')| = f\/czcoshz(t) —a?dt —

ve F'Q" dogrusunun ikinci koordinat:

b(c cosh(u) + a)
Jc2cosh?(t) — a2

rc = 7] -

bulunur. F' odakli hiperboliin genel rulet parametrizasyonu C,(u) = (F1 (), F, (u))

bulunur. Hiperboliin odagindan gecen rulet egrisi nodary olarak bilinir (Sintes 2018).

Donel yiizey ise nodoid yiizeyidir. Bu yiizeyin ortalama egriligi H = — i, a > 0 dir.
4.3. R* deki Genel Rotasyon Yiizeylerinin Jakobi ve Simon Operatorleri

4-boyutlu Oklit uzayr R* de genel rotasyon yiizeyi

M;: x(u,v) = (f (w)coscy, f (u)sincv, g(u)cosdv, g(u)sindv) (4.17)

parametizasyonu ile verilir ( Ganchev ve Milousheva 2008, Arslan ve ark. 2011, Arslan
ve ark. 2017 ). Burada y(u) = (f(u), g(u)), rotasyonun meridyen egrisi olarak bilinir.

Boylece M, in ortonormal ¢at1 alani

8, = 19
o ou’
. 10
€2 = 5w
€; = i (g'(w)coscv,g'(u)sincv,—f'(u) cosdv, —f' (u) sindv), (4.18)

€y = : (—=dg)sincv,dg(u) coscv, cf(u) sindv, —cf (u) cos dv)

w

dir. Burada,

p(w) = (' (W)? + (g'(w))?
w(w) = /c2f2(u) + d2g?(uw) (4.19)

tiirevlenebilir fonksiyonlardir. Boylece Gauss ve Weingarten formiilleri yardimiyla

27



~ K -
vélglzﬁeg
~ p -
V.= e
99122 pw? 4
V. o= &, +28, (4.20)
&l pw? pw?
~ _ A B 3
8,%2 pw2 1 w2z 3
ve
= K >
Vea= e
~ P
V. o=—
5164 pw? 2
[~1 ﬂ - 5 -
.= — e e 421
§233 Qw? 2 Pw? 4 ( )
¥ p o, 5
LB — T € — e
924 (,0(1)2 1 QD(,L)Z 3

elde edilir. Burada,

k=f"9"—f'g",

A=c*ff'+d?gg’,

B =c*f'g—d*fg (4.22)
p=cd(f'g—fg")

§ =cd(ff'+99")

M, tzerinde tiirevlenebilir fonksiyonlardir. Boylece, (4.20) deki esitlikler kullanilirsa

sekil operatorii matrisleri

X 00 P
@3 2
A, g | 4e, = , (4.23)
pw? pw?
elde edilir. Buradan M; in Gauss egriligi ve ortalama egrilik vektorii sirastyla
K = det(Ag,) + det(4z,)
2
=——®B-5), (4.24)

02w? w2
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7 1., > . >
H =2 {i2(Ae,)é; + i2(4c,)é,)

1 Kk B>
=2, T o6 (4.25)

dir. Boylece, M in ortalama egriligi

@ = ||| = Lt (4.26)

2¢3w?

olarak bulunur. Burada w, k, ¢ ve B reel degerli tiirevlenebilir fonksiyonlar olup (4.19)

ve (4.22) de tanimlanmustir.

Teorem 4.5. M, yiizeyi (4.17) parametrizasyon ile verilen genel rotasyon yiizeyi olsun.

Eger M, yiizeyi H —paralel ise bu takdirde M; minimal ya da

u u . . u . u .
x(u,v) = (rycos (T—) COSCV, Ty COS (T—) sincv, 1y sin (T—) cosdv, 1y sin (T—) sindv) (4.27)
0 0 0 0

parametrizasyona sahip bir CMC-yiizeyidir. Aslinda bu yiizey S3(ry) € R* de yatan

minimal bir yiizeydir.

Ispat. (4.21) esitliginin e, Ve e, ye gore kovaryant tiirevi alinip (4.21) esitligi kullanilirsa

D H = %53
4 ad S
De,H =—"=8, (4.28)

elde edilir. Boylece M; yiizeyi H —paralel oldugundan (4.28) yardimiyla @ = 0 yada
a' =0 ve § = 0 dir. Birinci durumda M; yiizeyi minimal olup w?k + @B = 0 esitligi
saglanir. Burada w, k, @ ve [ tiirevlenebilir fonksiyonlar olup (4.19) ve (4.22) da
verilmistir. Ikinci durumda M; bir CMC-yiizeyi olup ff’ + gg' = 0, sart1 saglanir. Yani,
f?+ g% = a?, a € R* dir. Béylece y meridyen egrisi

y(u) = (acos (g) ,asin (g))

bi¢iminde bir ¢gemberdir (Dursun ve Turgay 2012). Bu nedenle M, yiizeyi (4.27) yamasi

ile verilen bir rotasyon yiizeyidir. 0
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Benzer sekilde, (4.28) daki vektor alanlarinin €5, €, Ye gore kovaryant tiirevlerinden

H= —a( g )253 (4.29)

v§1?1: 01 Vé>2§2: - Pw? 1 (430)
bulunur. Boylece
Dy Elﬁ =0
€1
— A —
DVEZEZH: ~oe? Ds H (4.31)
_ /10(' -
- P2w? €3
elde edilir. Ayrica ortalama egrilik vektoriiniin Laplas1
APH = Dy Elﬁwv . H-Dg Dg H-Ds,Ds,H (4.32)
eq 526
oldugundan (4.30) ve (4.31), (4.32) de yerine yazilirsa
7 1 o " nz
APH = w4—(p3{a<p62 + w*(p'a’ —a" p) — pw?Aa'}é; (4.33)

bulunur (Harmanli ve ark. 2019). Boylece, asagidaki sonug ispatlanmis olur.

Teorem 4.6. M; yiizeyi (4.17) deki parametrizasyon ile verilen genel rotasyon yiizeyi

olsun. Bu taktirde M; in zayif biharmonik olmasi igin gerek ve yeter sart
aps? + w*(p'a’ — a’p) — pw?la’ =0 (4.34)

olmasidir. Burada «a ortalama egrilik ve o, @, A fonksiyonlar1 (4.19) ve (4.22) de

tanimlanan M, iizerinde tiirevlenebilen fonksiyonlaridir.
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Sonu¢ 4.7. M, yiizeyi (4.17) deki parametrizasyon ile verilen sabit ortalama egrilikli
genel rotasyon yiizeyi olsun. Eger M; zayif biharmonik ise bu taktirde M; minimaldir ya

da (4.27) deki parametrizasyona sahip bir CMC-yiizeyidir.

Ispat. M, sabit ortalama egrilikli genel rotasyon yiizeyi olsun. Eger M, zayif biharmonik
ise (4.34) den a52=0 dir. Béylece a=0yada ff’ + gg'=0 dir. Buradan, f2 + g% = a?,

a € Rt dir. Boylece y meridyen egrisi »(u) = (acos (g),asin (g)) parametreli bir

gember olup M; rotasyon yiizeyi (4.27) yamasi ile verilen bir CMC- yiizeyidir. o
Tamm 4.8. R* teki Vranceanu yiizeyi asagidaki parametrizasyon ile tanimlanir
f(u) =r(u)cosu, g(u) = r(u)sinu, a=>b =1, (4.35)

burada r(u) reel degerli sifirdan farkli bir fonksiyondur (Vranceanu 1977, Arslan ve ark.
2011).

Eger r(u) fonksiyonu reel sabit ise Vranceanu yiizeyi Clifford torus a doniisiir, diger bir
deyisle ayn1 yarigapli iki gemberin Riemann ¢arpimui elde edilir (Yoon 2003). Vranceanu

yiizeyi i¢in asagidaki sonug elde edilir.

Onerme 4.9. M, yiizeyi (4.35) parametrizasyonu ile verilsin. Bu taktirde M; nin Gauss

egriligi ve ortalama egrilik vektori sirasiyla

_ (T’)Z—T‘T”
- (r2+(r")?2)2

(4.36)

rr"—3(r')2—2r2 R

H=""2L"7 g, (4.37)

2(r2+(r")2)z
dir.

Onerme 4.10. M, yiizeyi (4.35) parametrizasyonu ile verilsin. Ortalama egrilik

vektoriiniin Laplasi

APH = (n?6%a — n(n' + n)a’ —na’'}é, (4.38)
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dir. Buradan = \/%W , 0= %, M; de tiirevlenebilir fonksiyonlardir.

Teorem 4.6 nin bir sonucu asagida verilmistir.

Sonu¢ 4.11. M, sabit ortalama egrilikli minimal olmayan bir Vranceanu rotasyonel
yiizeyi olsun. Eger M, yiizeyi zayif biharmonik ise M, yiizeyi R* de bir Clifford torus

dur.

Simdi de M; rotasyon yiizeyinin Simon operatoriinii hesaplayalim. (4.21) deki esitlikler

yardimiyla

_ _L—) o = ,B -
A8 = "B 468 = S @ (4.39)

bulunur. Buradan, son esitlikler ve (4.25) kullanilarak

—_ M 3 oA, =% 3
A = " 53w v A = i @ (4.40)
elde edilir. Burada a ortalama egrilik olup (4.26) esitligi ile verilmistir. Benzer sekilde

(4.21) deki esitliklerden

h(e,, e;) = 3(u) —— &3, h(éyé;) = me&
dir. Boylece
ﬁZ
h(el,A 6’1) 6( )63, h(ez,A ez) m 3 (441)

bulunur. Buradan (3.9) ve (4.41) esitliklerinden M; yiizeyinin Simon operatorii

s\ B2 _ K? >
A(H) = o (i — o) & (4.42)
dir. Boylece (3.5), (4.33) ve (4.42) yardimiyla asagidaki sonug elde edilir.

Y. Teorem 4.12. M; c R* yiizeyi (4.17) parametrelendirmesi ile verilen bir rotasyon
yuzey

yiizeyi olsun. Bu takdirde M nin ortalama egriliginin Jakobi operatorii altindaki goriintiisii

32



1
e {ap?6? + pw*(p'a’ — a" @) — p?w?Aa’ + ax’w* — af?p*}é,

J(H) =
dir. Burada a, 8, ¢, § ve k fonksiyonlari (4.19) ve (4.22) de verildigi gibidir.

Meridyen egrisi ¥y nin birim hizli olmas1 durumunda asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.13. M; c R* rotasyon yiizeyinin meridyen egrisi birim hizli olsun. Bu takdirde,

M nin ortalama egrilik vektorii H nin bir Jakobi alani olmast icin gerek ve yeter kosul
a(6?2—p?+xk®) —alw?—a"w*=0
esitligi saglanmasidir.
4.4. R* deki 1. Tip Rotasyon Yiizeylerinin Jakobi ve Simon Operatorleri
Meridyen egrisi
ylcR— R, y@w) = (fi(w, LW, W)

birim hizli regiiler bir egri olsun. Bu taktirde y nin p(v) = (cos v, sin v) birim ¢emberi

etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilen yiizey

M, : X(u,v) = (fi(w), L), f3(w) cos v, f3(u) sinv) (4.43)

yamasina sahip olup bu yiizeye R* te kiiresel carpim yiizeyi ad1 verilir (Bayram ve ark.
2017). Bu tiir yilizeyler 1. tip rotasyon yiizeyleri olarak da bilinir (Arslan ve ark. 2017).

M, nin ortonormal ¢at1 alan

5 =0
17 30
3 o10
2 — 5
fzov
> 1 " " " " P
& = ("W, £"@W), f;"(eosv, ;") sinv), (4.44)

- 1 .
€=~ (P23, P13, P12€OSV, P1,Sinv )
Y

vektor alanlari tarafindan gerilir. Burada
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iy, =V (A2 + (LD + (2 (4.45)

y egrisinin  egriligi ve p;w) =fi Wf W —fi'Wf"(w) tirevlenebilir

fonksiyonlardir. Boylece Gauss ve Weingarten formiilleri yardimiyla

V§151= Ky€3
V8152= 0
Vo.=Lg 4.46
v, 6= € ( . )
€ f3
= f3, - f3” - K >
V,g=—""¢€; — e e
8,2 fz 1 Ky f3 3 Ky f3 4
ve
V. e,= —K,6, + 16
6193 y*1 4
—_ f3” 5
V.= e
8, Ky f3 3
Vo= 18, (4.47)
€1
g _ _ K g
& Kyfs 2

elde edilir. Burada 7, meridyen egrisi y nin burulmasi ve

K=p12 = f1’(u)f2”(u) - le(u)f1”(u) (4.48)

M, tzerinde tiirevlenebilir fonksiyonlardir. Boylece, (4.46) deki esitlikler kullanilirsa

sekil operatorii matrisleri

K, 0 0 0
Agy=| o =&~ 'Aé4=<0 —L) (4.49)
Ky f3 Kyfs

elde edilir. Buradan M, nin Gauss egriligi ve ortalama egrilik vektorii sirasiyla

K=-2% (4.50)
f3
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H= %{(KY + i) 8y — — 54} (4.51)

dir. Boylece, basitligin hatirma M, nin ortalama egrilik vektorii H = H,8; + H,&, olarak

secilirse M, nin 1. ve 2. ortalama egrilikleri sirasiyla

1 —
H, = E(KV + Kiy) H, = — (4.52)

ngk'y

dir. Boylece asagidaki sonug verilir.

Teorem 4.14. M, c R* yiizeyi (4.43) parametrizasyonu ile verilen bir rotasyon yiizeyi
olsun. Bu taktirde M, nin minimal olmasi i¢in gerek ve yeter sart M, nin diiz yiizey veya

meridyen egrisi

A ’Zc —c?
fiw) = %ln(\/u2 +2cu+2c, +u+ cl) +c3

’Zc —c?
) = \/%1 ln(\/u2 +2cu+2c, +u+ cl) +cy (4.53)

(W) = £Ju? + 2cu + 2c,

olan bir yilizey olmasidir. Burada c;, c,, c3, ¢4 ve A reel sabitlerdir.

Ispat. Bakimz (Arslan ve ark. 2017). o

M, yiizeyin H —paralel olmasi1 durumunda asagidaki sonug verilebilir.

Teorem 4.15. M, yiizeyi (4.43) daki parametrizasyon ile verilen 1. tip rotasyon yiizeyi

olsun. Bu takdirde M, nin H —paralel olmasi igin gerek ve yeter sart
(Hy)y —THy =0,

(Hy)y +TH, = 0 (4.54)

olmasidir. Burada H; ve H, reel degerli fonksiyonlar olup (4.52) de verilmistir.

Ispat. (=): H= H,é; + H,é, esitliginin e; Ve e, ye gore kovaryant tiirevi alinip (4.47)

esitligi kullanilirsa
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Dng = (Hl)u§3 + (Hz)ugzt + H1D51§3 + H2D51§4
DsH=0 (4.55)

2

elde edilir. Basitligin hatirina

A = (Hl)u - THZ ve B == (Hz)u + THl (456)
alinirsa
Dg H = A(w)é; + B(w)é, (4.57)

elde edilir. Boylece M, yiizeyi H —paralel ise (4.55) ve (4.56) yardimiyla A(u) = 0 ve
B(u) = 0 dir.

(<): Asikardir. Bu da bize istenilen sonucu verir. O
Bu teoremin bir sonucu agagida verilmistir.

Sonug 4.16. M, yiizeyi (4.43) daki parametrizasyon ile verilen 1. tip rotasyonel yiizeyi
olsun. Bu takdirde M, yiizeyi H —paralel ise bu yiizey bir CMC-yiizeyidir.

ispat. M, yiizeyi H —paralel olsun. Bu takdirde (4.55) ve (4.57) esitliginden
(Hy), —tH, =0 ve (Hy), +tH; =0
bulunur. Her iki esitlikde 7 ¢ekilip birbirine esitlenirse
Hy(Hy)y + Hy(Hz), = 0

elde edilir. Boylece 1. ve 2. ortalama egriliklerinin kareleri toplam1 sabit olmalidir. Diger

bir deyisle H? + H? = ¢? dir. Bu da bize istenilen sonucu verir. O

Benzer sekilde, (4.55) deki vektor alanlarinin e, e, ye gore kovaryant tiirevlerinden;

Ds D
D;DsH=0 (4.58)
2 2

36



elde edilir. Burada A ve B tiirevlenebilir fonksiyonlar olup (4.56) de tanimlanmustir.
Ayrica (4.46) daki Gauss denklemlerinden

V.o.,=-28 (4.59)

D, H= —ffi(A(u)§3 + B(w38,) (4.60)
3
dir. Buradan (4.59) ve (4.60) esitlikler yardimiyla ortalama egrilik vektoriiniin Laplasi

—APH = (%,A + Ay —TB)é; + (%B + B, +14) & (4.61)

bulunur (Harmanli ve ark. 2019). Eger, M, yiizeyi zayif biharmonik ise APH = 0
olmalidir. Boylece (4.61) geregi

Log+a,—tB=0 EB+B,+14=0
fz fz
dir. Bunlarin ortak ¢oziimiinden
ffi (A2 + B2+ AA, + BB, =0 (4.62)
3

bulunur. Buradan

(4% +B?) = (fi)2 (4.63)

3

elde edilir. Boylece, asagidaki sonug ispatlanmis olur.

Teorem 4.17. M, yiizeyi (4.43) daki parametrizasyon ile verilen 1. tip rotasyon yiizey

olsun. Bu taktirde M, nin zayif biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart (4.63)
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esitliginin saglanmasidir. Burada A ve B tiirevlenebilir fonksiyonlar olup (4.56) de

tanimlanmastir.

Ornek 4.18. M, rotasyon yiizeyi y(u) = (c [ cos (%) du,c [ cos (%) du, au + b)
meridyen egrisi ile verilsin. Bu takdirde y egrisi birim hizli oldugundan ¢? = 1 —a? > 0
dir. Boylece (4.48) esitliginden k¥ = —c dir. Bu durumda (4.50) yardimiyla K =0
oldugundan yiizey diizdiir. Bununla birlikte (4.45) geregi k,, = 1 bulunur. Sonugta,

H, = 2, Hy = 0 olup bir CMC-yiizeyidir.

Bu yiizeyin meridyen egrisinin a = 2, b = 5, ¢ = 3 i¢in grafigi Sekil 4.5 de verilmistir.

Sekil 4.5. M, Rotasyon ylizeyinin meridyen egrisi

Bu yiizeyin izdiislimlerinin grafikleri

> plot3d([f,(2*t+5)*cos(v),(2*t+5)*sin(Vv)], t=-5..5, v=-2*Pi..2*Pi,grid=[40,40]);

> plot3d([g,(2*t+5)*cos(v),(2*t+5)*sin(v)], t=-5..5, v=-2*Pi..2*Pi,grid=[40,40]);

> plot3d([f+g,(2*t+5)*cos(v),(2*t+5)*sin(v)], t=-5..5, v=-2*Pi..2*Pi,grid=[40,40));

Maple komutlar1 yardimiyla sirasiyla Sekil 4.6 de verilmistir.

38



Sekil 4.6. M, Rotasyon yiizeyinin bazi izdiisiimleri

Simdi de M, nin Simon operatoriinii hesaplayalim. (4.47) deki esitlikler yardimiyla

A e — K‘y-)ll A ey — 2H2é)2 (464)

bulunur. Buradan, son esitlikler ve (4.51) kullanilarak

Aﬁé'l = K]/ngll Aﬁé’z == 2H22é)2 (465)

elde edilir. Benzer sekilde (4.46) deki esitliklerden
h(é, é,) = Kyés; h(é,,é;) = %‘33 + 2H,é,,
dir. Boylece
K

h(é)llAﬁé)l) = K-}%Hlé)3, h(é)z,AI‘_‘I’é)z) = ZHZZK_é)g + 4H23§4 (466)
Y

bulunur. Buradan (4.15) ve (4.66) esitliklerinden M ylizeyinin Simon operatdrii

2KHZ

A(H) = (K§H1 + )53 + 4H38, (4.67)

Ky
elde edilir. Boylece (3.5), (4.61) ve (4.67) esitlikleri yardimiyla

2KH?
Ky

](ﬁ):—(%A+Au—TB+K§H1+ >§3—(%B+Bu+rA+4H23)§4 (4.68)

dir. Boylece asagidaki sonug elde edilir.
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Teorem 4.19. M, c R* yiizeyi (4.43) parametrizasyonu ile verilen bir rotasyon yiizeyi

olsun. Bu takdirde, M, nin ortalama egrilik vektorii H nmn bir Jakobi alani olmast igin

gerek ve yeter kosul

2 l;
2 = 0B+ B, +TA+4H; = 0

f3' _ 2
A+ Ay = B+ K Hy + = A

esitliklerinin saglanmasidir. Burada K yiizeyin Gauss egriligi ve A, B, Hq, H, Ve k,,

fonksiyonlari (4.45), (4.52) ve (4.56) de verildigi gibidir.
4.5. R* deki 2. Tip Rotasyon Yiizeylerinin Jakobi ve Simon Operatorleri

Meridyen egrisi y:1 ¢ R — R® , y(u) = (f(w),0,g(w)) birim hizli regiiler bir egri
olsun. Bu takdirde y nin p(v) birim kiiresel egrisinin etrafinda dondiriilmesiyle elde
edilen yiizey

M : z(w,v) = f(WpW) + g(WEy (4.69)
yamasina sahip olup bu yiizeye R* te meridyen yiizeyi ad1 verilir ve burada E4 =
(0,0,0,1) dir (Ganchev ve Milousheva 2015). Meridyen yiizeyleri 2. tip rotasyon yiizeyi

olarak da bilinir (Arslan ve ark. 2014, Arslan ve ark. 2017). M5 nin ortonormal ¢at1 alani

> 0

e, = a

> 10

e, = /:6_17

é; = n(v) (4.70)

€;
V3132= 0
- f' s
UV, a="8 (4.71)
= f’ - - g' -
V62§2= —7éa +-e; +7€4
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V€1§3= 0

= K >

Vo= 75

Vo= —rmé, (4.72)
€1

[~14 _ g’ -

VEZE4— 732

elde edilir. Burada k = k(v), kiiresel egri p = p(v) nin kiiresel egriligidir.
K = f1@) g"(W) = £ (W) g’ (W)== =L (4.73)

meridyen egrisinin egriligidir. Boylece, (4.71) deki esitlikler kullanilirsa sekil operatorii

matrisleri

0 0 Km 0
Ag3 = (0 ;) Ag4 = 0 _’ (4.74)
f

elde edilir. Buradan M5 nin Gauss egriligi ve ortalama egrilik vektorii sirasiyla

Q

_ g’Km — _f_”
K =2 - (4.75)
H = - {é; + (icnf + 9081} (4.76)

dir. Boylece M3 ylizeyinin 1. ve 2. ortalama egrilikleri

= K (V) H, = km(WfW+g' (W) 4.77)
2f(w) 2f(w)

ve ortalama egriligi

_ [P+ mf+g)? W)
a—\/ 2 (4.78)

dir. Boylece asagidaki sonug elde edilir.
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Teorem 4.20. M; c R* yiizeyi (4.69) parametrizasyonu ile verilen bir rotasyon yiizeyi
olsun. Bu taktirde M5 nin minimal olmasi i¢in gerek ve yeter sart M5 yiizeyi {e;, e, €4}

vektorlerinin gerdigi R® {in alt uzayda yatan

fw) =vu*=2cu+d,gw) = [y1- (f'w)*du

meridyen egrisine sahip bir ylizey olmasidir.

Ispat. (4.78) denklemini irdelenirse x(v) = 0 ve (k,,,(w)f(w) + g'(w)) = 0 elde edilir.
Boylece k(v) =0 durumunda M; nin {e;, e, e,} vektorlerinin gerdigi R3 iin alt
uzayinda yatan bir ylizey oldugu gosterilmistir (Ganchev ve Milousheva 2015). Bu

yiizeyin meridyen egrisi
mf +9" =0, (f'W)*+ (g'W)* =1

denklemlerinin ¢ézlimiinden elde edilir. Bununla birlikte (4.73) kullanilarak

1-(F @)’ = F"@f@ =0,
g'w) =J1- F'W)? (4.79)

bulunur. Bu diferansiyel denkleminin ¢éziimiinden istenilen sonug elde edilir. o

Ortalama egrilik vektorii H = H,8; + H,8, iin e; Ve e, ye gdre kovaryant tiirevi alinip

(4.72) esitligi kullanilirsa

Dg, H = & (H1)é; + & (Hy)é,

Ds,H = &,(H,)é; (4.80)
elde edilir. Boylece ylizeyin H —paralel olmasi durumunda asagidaki sonug verilebilir.

Teorem 4.21. M; c R* yiizeyi (4.69) parametrizasyonu ile verilen bir rotasyon yiizeyi

olsun. Eger M, ﬁ-paralel ise bu takdirde bu yiizey R® de yatan agilabilir bir regle
yiizeyidir.
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ispat. M, yiizeyi H —paralel olsun (4.80) esitliklerinden (H,), = (Hy), =0 Ve
(H,), = 0 bulunur. Boylece 1. ve 2. ortalama egrilikleri sabit fonksiyonlardir. Bu
nedenle H; = c¢;, H, = ¢, alindiginda (4.77) dan x(v) = 2¢,f(w) bulunur. Buradan
f(u) = a sabit ve k(v) = 2ac; bulunur. Boylece (4.79) esitliginden g(u) =u+b
olmalidir. Meridyen egrisi bir dogru oldugundan k,,(u) = 0 dir. Ayrica k(v) sabit
oldugundan Ganchev ve Milousheva nin ¢alismasi yardimiyla M5 nin R3® de yatan

acilabilir bir regle yiizeyi oldugu sonucuna varilir (Ganchev ve Milousheva 2015). o
Bu teoremin bir sonucu asagidaki gibidir.

Sonug¢ 4.22. M5 yiizeyi (4.69) daki parametrizasyon ile verilen 2. tip rotasyon yiizeyi
olsun. Bu taktirde M; yiizeyi H —paralel ise bir CMC-yiizeyidir.

Benzer sekilde, (4.80) deki vektor alanlarinin €, €, ye gore kovaryant tiirevlerinden;

—

Dg Ds H = éf(H,)é; + é7(Hy)é,

Dg,Ds,H = €5 (Hy)é; (4.81)

elde edilir. Ayrica (4.71) Gauss denklemlerinden

V. g= _f_é’l (4.82)

Dy H = —L(@(H)E +&,(1,)8,) (4.83)
dir. Son esitlikler yardimiyla ortalama egrilik vektoriiniin Laplasi

0 = (Lamy+ s+ o+ (Fao v am))e,  @e
olarak hesaplanir.
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Eger, M5 yiizeyi zayif biharmonik ise AP H = 0 olmaldir. Boylece (4.84) geregi

=™

é,(Hy) + é2(H,) +é2(H,) =0

é1(H,) + é£(Hy) =0

™

olmalidir. Bu iki denklemin ortak ¢6ziimiinden
51 (H1)512 (Hy) — 51 (Hz){512 (Hy) + 522 (HD}=0
bulunur. Boylece, asagidaki sonug ispatlanmis olur.

Teorem 4.23. M, yiizeyi (4.69) daki parametrizasyon ile verilen 2. tip rotasyon yiizeyi

olsun. Bu takdirde M5 nin zayif biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart
51(1‘11)512(1'12) - 51(1'12){512(1‘11) + 522 (H)}=0

esitliginin saglanmasidir. Burada H; ve H, sirasiyla 1. ve 2. ortalama egrilik fonksiyonlari

olup (4.77) de tanimlanmustir.

Simdi de M5 nin Simon operatdriinii hesaplayalim. (4.72) deki Weingarten denklemleri

yardimiyla
Aé351 =0,
O
Ao = Fw
4,7 = Kn(WE, (4.85)
g'@

A-» €z = 27

a”  f(w

bulunur. Buradan, son esitlikler ve (4.76) kullanilarak

> K(v) g' W\ >
Aﬁ@l = KmHZelJ AITI)EZ = (Hlﬁ + H2 f(u))ez (486)

elde edilir. Benzer sekilde (4.71) deki Gauss denklemlerinden
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- > > K g’
h(g’p g’1) = Km€y, h(éy ;) = ?53 + 754,

dir. Boylece

elde edilir. Buradan (4.87) yardimiyla M5 ylizeyinin Simon operatorii
A(ﬁ) K(v) — (Hik(v) + Hpg')é; + {9 (Hik(v) + Hog') + K, Ho e, (4.88)
elde edilir. Boylece (3.5), (4.84) ve (4.88) esitlikleri yardimiyla

k(v)

—/(ﬁ)=(}%51(H1)+ef<Hl)+ 2 () + =7

(Hik(v) + Hzg’)> é;

! - -> 1 7 12 -
+ (f7 e (Hy) + éf (Hy) + f—z(HﬂC(U)g + Hy(g")%) + KanHz) €4 (4.89)
dir. Boylece asagidaki sonug ispatlanmis olur.

Teorem 4.24. M5 c R* yiizeyi (4.69) parametrelendirmesi ile verilen bir rotasyon

yiizeyi olsun. Bu takdirde, M3 nin ortalama egrilik vektori H nin bir Jakobi alani olmast

icin gerek ve yeter kosul

k()

L&) + 82(Hy) + 83(H) + =2 (Hyk(v) + Hyg") = 0 (4.90)
L&,(Hy) + 82(H) + 7 (Hy(v)g’ + Ha(g)?) + 1k H, = 0 (4.91)

esitliklerinin saglanmasidir. Burada k,, ve H;, H, fonksiyonlar1 (4.73) ve (4.77) de

verildigi gibidir.
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5. SONUCLAR

Rotasyon yiizeyleri diferansiyel geometrinin énemli konularindan biridir. Ozellikle 3-
boyutlu Oklid uzaylarinda bilgisayar destekli geometrik tasarim ve yiizeylerin geometrik
modellemelerinde olduk¢a onemlidir. Burada temel mantik diizlemsel bir egrinin bir
cember etrafinda dondiiriilmesidir. Bu yiizeylerin 4-boyutlu Oklid uzaylarina genellemesi

yapildiginda daha zengin bir yiizey sinifi elde edilmektedir.

Yiizeylerin ortalama egrilik vektorii geometrik karakterizasyon icin oldukca O6nem
tagimaktadir. Bu baglamda yiizeylerin minimal, biharmonik ve zay1f biharmonik olmalari
tamamen ylizeylerin ortalama egrilik vektoriiniin karakterine baglidir. Bu ¢alismada 3 ve
4-boyutlu Oklid uzayinda rotasyon yiizeylerinin ortalama egrilik vektorlerinin zayif
biharmonik olma kosullari ile Jakobi vektor alan1 6zelligini saglamasi ile ilgili gerek ve

yeter kosullar elde edilmistir.

Motivasyon olarak 3 ve 4-boyutlu Oklid uzaylarinda farkl: tipte yiizeyler alarak bunlarin

bahsedilen 6zellikleri saglayip saglamadiklari incelenebilir.
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BURSA ULUDAG UNIVERSITESI
TEZ COGALTMA VE ELEKTRONIK YAYIMLAMA iZIN FORMU

Yazar Adi1 Soyadi Merve HARMANLI

Tez Adi Jakobi ve Simon Operatérleri Yardimiyla
Yiizeylerin Bir Karakterizasyonu

Enstitli Fen Bilimleri Enstittisi
Anabilim Dal1 Matematik

Tez Tirt Yiiksek Lisans

Tez Danisman(lar)t Prof. Dr. Kadri ARSLAN

(Cogaltma (Fotokopi Cekim) izni Tezimden fotokopi ¢ekilmesine izin veriyorum

[_] Tezimin sadece igindekiler, 6zet, kaynakea ve iceriginin
% 10 bolimiintin fotokopi ¢ekilmesine izin veriyorum

[] Tezimden fotokopi ¢ekilmesine izin vermiyorum

Yayimlama izni [X] Tezimin elektronik ortamda yayimlanmasina izin
veriyorum

Hazirlanug oldugum tezimin belirttigim hususlar dikkate alinarak, fikri miilkiyet haklarim
sakli kalmak {tizere Bursa Uludag Universitesi Kiitiiphane ve Dokiimantasyon Daire
Bagkanlig) tarafindan hizmete sunulmasina izin verdigimi beyan ederim.
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