T.C.
ULUDAG UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

PROJEKTIF YAPILARIN KOORDINATLAMASI UZERINE

Fatma OZEN

YUKSEK LISANS TEZI
MATEMATIK ANABILIM DALI

BURSA-2009



T.C.
ULUDAG UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

PROJEKTIF YAPILARIN KOORDINATLAMASI UZERINE

Fatma OZEN

Prof.Dr. Sileyman CIFTCI
(Danigman)
Doc.Dr.Basri CELIK
(Il.Danigman)

YUKSEK LISANS
MATEMATIK ANABILIM DALI

BURSA-2009



T.C.
ULUDAG UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

PROJEKTIF YAPILARIN KOORDINATLAMASI UZERINE

Fatma OZEN

YUKSEK LISANS TEZI
MATEMATIK ANABILIM DALI

Bu Tez 11./0%/2009) tarihinde asadidaki juri tarafindan oybirligi/oy
¢oklugu ile kabul edilmistir’

Prof.Dr Séizman CIFTCI

Danigsman Ceneia MUQA HN



OZET

Bu yiksek lisans tezinde projektif diizlemler ve projektif Klingenberg dizlemleri
esas olmak (izere bazi geometrik yapilarin koordinatlamalari ele alinmis ve bu
dizlemlerin geometrik Ozellikleri ile koordinatlama halkalarinin cebirsel 6zellikleri
arasindaki bazi iligkiler, literattr taramasi seklinde, incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Projektif duzlemler, lineer Ggcli halka, izomorfizm,
dizlemsel halka, Projektif Klingenberg diizlemleri, Moufang-Klingenberg diizlemleri,
lokal alterne halka, sexternary halka.



ABSTRACT

In this study, we gather some information about the coordinatizations of some
projective structures, especially projective planes, Klingenberg planes and Moufang
Klingenberg planes. And also we give some relations between the algebraic properties
of coordinatization rings and geometric properties of these planes with searching of the
literature.

Key Words Projective planes, linear ternary ring, isomorphism, planar ring,
Projective Klingenberg Planes, Moufang—Klingenberg Planes, loca alternative rings,
sexternary rings.
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GIRIS

Gunimuzde, matematikte yer alan ana bilim dallarinin birbiriyle ¢ok siki baglari
olusmustur. Matematigin anabilim dallarindan olan geometri ve cebir arasindaki yogun
iliskiler pek cok geometrik yapida koordinatlama sistemleri yardimiyla ele alinip,
incelenmektedir. Nokta ve dogrulara verilen koordinatlar geometrik problemleri cebirsel

problemlere donustirerek, problemin ¢ozumini kolaylastirabilmektedir.

Bu yuksek lisans tezinde, cesitli geometrik yapilarin koordinatlanmalari, degisik
koordinatlama metodlari ve koordinat halkalari incelenerek verilen yapinin geometrik
Ozellikleriyle koordinatlama halkasinin cebirsel 6zellikleri arasindaki bazi iligkiler
Uzerine literatlirde yer alan calismalardan bir derleme yapilmis bunlar derli toplu

duzenli bir sekilde verilmistir.

Bu yiksek lisans tezi Uc¢ bolimden olusmustur. Birinci bolimde konunun

anlasilmasi icin gerekli olan temel kavramlar ve 6nermeler verilmistir.

Uc kisimdan olusan ikinci bélumiin ilk kisminda Oklid diizleminin reel sayilar cismi
ile kartezyen koordinatlanmasi incelenmis ve bu kartezyen koordinatlar kullanilarak reel
projektif diizlemin insaasi verilmistir. ikinci boélimiin ikinci kisminda projektif
duzlemlerin Gc¢lu halkalar ile koordinatlanmasi incelenmis ve koordinatlama kimesi
Uzerinde + ve - islemleri, Gzerinde olma bagintisina bagli olarak tanimlanip,
koordinatlama halkasinin bazi ézellikleri verilmistir. ikinci bélumiin tctincti kisminda

Ozel olarak lineer tc¢lu halkalar Gzerinde durulmustur.

Bu tezin Ucgilinct bolima ise iki kisimdan olusmustur. Birinci kisimda genel bir

projektif Klingenberg duzleminin koordinatlamasi ele alinmis ve onunla ilgili



sexternary halka adi verilen cebirsel yapi olusturulup aralarindaki esleme incelenmistir.
B6limin son kisminda Moufang-Klingenberg dizlemleri ile lokal alterne halkalar

arasindaki iliskiler ele alinmistir.



1. TEMEL KAVRAM VE ONERMELER

Bu bolumde konunun anlastlabilirligini saglayacak temel tanim ve teoremler iki ana
baslik altinda 6zet olarak verilecektir. Ilk baslkta cebirle ilgili, ikinci baslikta geometri

ile ilgili temel tanim ve teoremler verilecektir.

1.1. Cebirsel Kavramlar

Bu kisimda verilecek kavramlar igin (Fraleigh 1989) ve (Schafer 1966) esas

alinmistir.

Tanim 1.1.1: A bos olmayan bir kime olsun. A nin her bir sirali eleman ikilisine
A nin tam olarak bir elemanini karsilik tutan bir = kuralina A da bir ikili iglem ya da

ic islem denir.

Tanim 1.1.2: G bos olmayan bir kiime ve *:GxG — G bir i¢ islem olsun. Eger,
G1) Her a,b,ce G igin a*(b=*c)=(a*b)=*c dir.
G2) Her ae G icin a*e=e*a=a olacak sekilde 3e € G vardir.
G3)Her aeG icin a**a=a*a ' =e olacak sekilde 3a™ G vardr.
sartlari saglaniyorsa (G, *) ikilisine grup denir ve bu grup eger bir karisiklik szkonusu

olmayacaksa kisaca G ile gosterilir. G1 sartina * iglemi igin birlesme (assosyatiflik)
Ozelligi, G2 sartini saglayan e elemanina * isleminin etkisiz elemani adi verilir. G3

sartindaki a™ elemanina da a elemaninin * islemine gére tersi denir.

Tanim 1.1.3: Bir (G, *) grubunda
Va,beG icin axb=b=a
sarti saglaniyorsa G ye degismeli (komutatif) grup ya da Abel grubu denir.



Tanim 1.1.4: (H,+) bir abel grubu ™" H Uzerinde taniml bir i¢ islem olsun. Eger
her x,y,z eH icin, sirasiyla sol ve sag dagilma ozellikleri adi verilen
X-(y+2)=X-y+x-z ve (Y+2)-X=Y-X+2Z-X

sartlari gercekleniyorsa (H,+,-) tclistne bir halka denir.

Bir (H,+,-) halkasinda birinci isleme genellikle toplama, ikinci isleme de carpma
islemi adi verilir. Toplama islemine gore etkisiz eleman 0 ile, ¢arpma islemine gore
etkisiz eleman, varsa, 1 ile gosterilir. Carpma islemine gore etkisiz elemana 6zdeslik ya
da birim eleman adi da verilir. Eger H halkasinda birim eleman varsa H ye birimli
halka, carpma islemi degismeli ise H ye degismeli(komitatif) halka ve ¢arpma islemi

birlesmeli ise H ye birlegmeli halka denir.

Tanim 1.1.5: (H,+,)) ve (H',+',”) iki halka, ® :H—H’" bir doniisim olsun. Eger
her a,b eH igin
i) ®(a+b)=(a)+ @(b)
ii) ®(a-b)=d(a) ' O(b)

sartlari saglaniyorsa @ donisimine H den H' ye bir homomorfizm denir.

Tanim 1.1.6: (H,+,-) ve (H,+,”) iki halka olsun. ®:H-—>H" orten bir

homomorfizm ise ® dénusimine H den H' ye bir epimorfizm denir.

Tanim 1.1.7: (H,+,-) ve (H',+',") iki halka olsun. ®:H—H'’ birebir ve orten bir

homomorfizm ise ® dénustimiine H den H’ ye bir izomorfizm denir.

Tanim 1.1.8: Bir (H,+,-) halkasindan kendisine bir izomorfizme H (zerinde bir

otomorfizm denir.

Tanim 1.1.9: Bir (H,+,-) halkasindan kendisine birebir, drten ve her a,b eH icin,
i) d(a+b)=d(a)+D(b)
i) d(a-b)=d(b)-d(a)



sartlarini saglayan bir @ dontsumune H Gzerinde bir anti-otomorfizm denir.

Tanim 1.1.10: Eger (H,+,) bir birimli ve birlesmeli halka ve H—{0} n her
elemaninin carpmaya gore tersi varsa (H,+,-) halkasina bolimlu halka veya aykiri cisim

denir. Carpma islemi degismeli olan bir b6limlG halkaya cisim denir.

Buna gore bolumli halka ve cisim igin, dogrudan dogruya saglamasi gereken sartlar

yardimiyla, asagidaki tanimlar da verilebilir:

Tanim 1.1.11: Eger B = (B, +,-) sistemi igin,
B1) (B,+) degismeli bir gruptur.
B2) (B—{0},-) bir gruptur.
B3) Carpma islemi toplama islemi tizerine sagdan ve soldan dagilir.

sartlari saglaniyorsa, B ye bolumli halka denir.

Tanim 1.1.12: F = (F,+,-) sistemi icin,
F1) (F,+) bir degismeli gruptur.
F2) (F—{0},-) bir degismeli gruptur.
F3) Carpma islemi toplama islemi tzerine sagdan ve soldan dagilir.

sartlari saglaniyorsa, F ye bir cisim denir.

Tanimlarindan acik olarak goéraldigi gibi, bélimli halka aslinda ¢arpma isleminde

degisme Ozelligi aranmayan bir cisimdir.

Tanim 1.1.13: Asagidaki 0zellikleri saglayan bir (H,+,-) halkasina bir alterne halka
denir.
i) Her a,b eH icin a(ab) = (aa)b
ii) Her a,b eH icin (ab)b =a(bb)

Bu 6zelliklerden birincisine sol alterne kural, ikincisine de sag alterne kural adi verilir.



Tanim 1.1.14: Ozdeslikli bir halkada carpma islemine gore tersi var olan

elemanlara birim eleman denir.

Tanim 1.1.15: (H,+,) bir halka olsun. Eger H nin bir H" alt kiimesi H deki ayni

islemler altinda bir halka olusturuyorsa H' ye H nin bir alt halkasi denir.

Tanim 1.1.16: Bir H halkasindaki her a elemani icin alcH ve la cH sartlarini

saglayan H nin bir | alt halkasina H halkasinin bir ideali denir.

Tanim 1.1.17: H bir halka ve M=H onun bir ideali olsun. Eger MclcH sartini

saglayan higbir | ideali yoksa M ye maksimal ideal denir.

Tanim 1.1.18: (F,+,-) bir cisim ve (V,®) bir abel grubu olsun. Eger o:FxV —>V
dig islemive her u,ve V ,a, S €F igin;
V1) ao(U®V)=(aou)®(aov)
V2) (a+p)ou=(a-u)®(Sou)
V3) ao(Beu)=(a-f)eu
V4) lou=u;leF 6zdeslik elemani
sartlari saglaniyorsa V ye Fcismi Uzerinde bir vektor uzayi denir ve eger bir karisiklk

olmayacaksa F cismi belirtilmeden kisaca V ile gosterilir.

Tanim 1.1.19: V, F cismi lzerinde bir vektor uzayi ve ® , V Uzerinde bir i¢ islem
olsun. Eger her ceF ve her u,v,weV igin asagidaki sartlar saglaniyorsa V ye F
cismi tizerinde bir cebir denir.

Cl) (Cou)®Vv=u®(CoV)=Co(URV)
C2) UdV)®W=(URW)D (VR W)
CHuR(vow) =U®V)D(u®w)
Bundan sonra o ve ® simgelerini kullanmayacagiz. Bunlar yerine islemlerde

elemanlar1 yanyana yazarak gosterecegiz. Elemanlarin nereden secildigi bilindiginden



bu gosterimi kullanmakta herhangi bir sakinca yoktur. Bu gosterimlerle yukaridaki cebir

sartlari her c eF ve her u,v,weV i¢in
1) (cu)v =u(cv) = c(uv)
2) (U+v)w=(uw) + (vw)
3) u(v+w) = (uv) + (uw)
biciminde yazilir.
Eger bir V cebirinde
vu,v,weV icin  (uv)w=u(vw)

sartl da saglanityorsa V ye F cismi zerinde birlesmeli cebir denir.

Teorem 1.1.20: Bir alterne halkanin herhangi iki elemani tarafindan dretilen altcebri
birlesmeli cebirdir (Schafer 1966).

Teorem 1.1.21: A bir alterne halka olsun. Bu takdirde her x,y,weA igin
asagidaki esitlikler gecerlidir (Pickert 1955).
i) y((xw)x) = ((yx)w)x
i) (x(wx))y = x(w(xy))
i) (xy)(wx) = x(yw)x
(Bu esitliklere Moufang 6zdeglikleri de denilmektedir.)



1.2. Geometrik Kavramlar

Bu kisimda verilecek kavramlar icin (Kaya 1992, Batten 1986) ve (Hughes 1973)

calismalari esas alinmistir.

Tanim 1.2.1: Elemanlarina noktalar denilen bir N kimesi ile, elemanlarina
dogrular denilen bir D kiimesi ayrik kiimeler olsun ve adina (zerinde olma bagintisi
denilen ocNxD bagintisi g6zoénlne alinsin. Bu durumda (N,D,o) Ugclisine bir
geometrik yapi denir ve herhangi bir N noktasi ve d dogrusu i¢gin (N,d) nin o da
olmasi Nod ile gosterilip “N noktasi d dogrusu zerindedir.” veya “d dogrusu N
noktasindan geger.” bigiminde okunur. Bazen U=(N,D,o) yerine kisaca U= (N,D)

yazilir ve bu U = (N,D) uzayi olarak da isimlendirilir.

Genellikle N noktalar kiimesinin elemanlari biyuk harflerle, D dogrular kiimesinin
elemanlari kicuk harflerle gosterilir. A ve B noktalarindan gecen dogru AUB ile
veya kisaca AB ile gosterilir. Benzer sekilde a ve b dogrularinin arakesiti anb ile

veya kisaca ab ile gosterilir.

Tanim 1.2.2: Asagidaki aksiyomlari saglayan bir U= (N,D,o) geometrik yapisina

bir lineer uzay denir.
L1) Her dogru tizerinde en az iki nokta vardir.

L2) Farkli iki noktadan tam olarak bir dogru gecer.

Tanim 1.2.3: Asagidaki aksiyomlari gergekleyen bir U=(N,D,c) lineer uzayina

projektif diizlem denir.
PD1) Herhangi iki dogru kesisir.
PD2) Herhangi t¢l dogrudas olmayan dort nokta vardir.

Bir projektif diizlem genellikle U= (N,D,~) yerine IP =(N,D, <) biciminde gosterilir.



Tanim 1.2.4: S bir projektif duzleme iligkin herhangi bir ifade olsun. S de “nokta”
sOzcugl yerine “dogru”, ve “dogru” sozclugu yerine “nokta” koyarak bulunan yeni
ifadeye S nin dual ifadesi denir.

Bu tanimdan hemen su ¢ikar: Birbirlerinin duali olan nokta ve dogru kavramlarindan
baska asagida yan yana yazilan kavramlar birbirlerinin duali olup, dual ifade bulunurken
onlarinda yer degistirmeleri gerekir.

noktadas «—— dogrudas

birlesme «—— kesisme

........ Uzerinde bulunur «——— ...dan gecer

Teorem 1.2.5: (Projektif dizlemlerde duallik ilkesi ): Bir projektif dizleme iligskin

her teoremin ifadesinin duali de bir bagka teoremin ifadesidir.

Tanim 1.2.6: A B,C,A’,B’,C’' bir geometrik yapinin herhangi alti noktasi olsun.
Eger A B,C dogrudas degilse {A,B,C} cumlesine bir tGggen denir. {A B,C} ve
{A',B',C"} Ucgenleri icin A ve A", B ve B’, C ve C' ye bu lcgenlerin kargsilikli
koseleri adi verilir. Eger M,A/A"; M,B,B"; ve M,C,C" nokta Ucluleri dogrudas
olacak bicimde bir M noktasi varsa bu tggenlere M den perspektiftir denir. Ayrica
M noktasina perspektiflik merkezi; AB ve A'B’,AC ve A'C’, BC ve B'C’ dogru
ikililerine bu Ucgenlerin karsthikli kenarlari adi verilir. Bu ucgenlerin karsilikh
kenarlarinin P=ABNA'B’, Q=ACnAC', R=BCnB'C'" arakesit noktalari

dogrudassa, P,Q ve R noktalarinin Gzerinde bulundugu bu dogruya tgcgenlerin

perspektiflik ekseni denir. Perspektiflik ekseni e dogrusu olan iki tiggene e ekseninden

perspektif tcgenler adi verilir.

Tanim 1.2.7 P4 (Dezarg Aksiyomu): iki ticgenin Karsilikli koselerini birlestiren
dogrular noktadas ise bunlarin karsilikl kenarlarinin arakesit noktalari dogrudastir.

P4 aksiyomunu gercekleyen bir projektif dizleme Dezarg Duzlemi, aksiyomu
gerceklemeyen bir projektif diizleme de Dezargsel olmayan projektif diizlem denir.
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Tanim 1.2.8 P5 (Pappus Aksiyomu): A ,B,C ve A',B',C’ bir projektif dizlemde

sirastyla d ve d’ gibi farkh iki dogru Gzerinde bulunan, d nd’ den ve birbirlerinden
farkl alti nokta ise
L=AB'nAB, M=AC'nAC, N=BC'nB'C
noktalar1 dogrudastir.
P5 aksiyomunu gercekleyen bir projektif diizleme Pappus dizlemi ya da Pappussel

dizlem denir.

Tanim 1.2.9: P ve P’ herhangi iki projektif dizlem olsun. P den P’ ye P nin
noktalarini P' noktalarina, P nin dogrularini P’ niin dogrularina birebir ve drten olarak

donlsturen ve tzerinde bulunma bagintisini koruyan bir f fonksiyonu varsa P ve P’
projektif dizlemlerine izomorf projektif dizlemler, f ye de P den P’ ye bir

izomorfizm denir. Bir projektif duzlemi kendisine donustiren izomorfizme kolinasyon

veya otomorfizm adi verilir.

Teorem 1.2.10: Bir projektif duzlemin bitin kolinasyonlarinin kiimesi fonksiyon
bileske islemine gore bir grup olusturur (Projektif diizlemlerin tim kolinasyonlarinin

olusturdugu grup G(P) ile gosterilir).

Tanim 1.2.11: f, bir P projektif dizleminin bir kolinasyonu olsun. P nin bir M
noktasindan gecen her x dogrusu icin f(x)=x ise M ye f nin bir merkezi denir.
Benzer olarak P nin bir e dogrusu dzerindeki her X noktasi icin f(X)=X ise e ye
f nin bir ekseni denir. Eger f nin bir M merkezi ve bir e ekseni varsa f ye P nin
bir (M,e)—merkezsel kolinasyonu ya da (M,e)—merkezsel perspektifligi denir.
Ayrica eger M e ise f ye Oteleme (translation ya da elation), M ¢e ise f ye

homoloji denir.

Teorem 1.2.12: Bir P projektif diizleminin tim (M,e)-merkezsel kolinasyonlarinin

kiimesi bir gruptur. Bu grup kisaca G(M,e) ile gosterilir.
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Tanim 1.2.13: P bir projektif duzlem, M ve e de bu dizlemin sirasiyla belli bir
nokta ve belli bir dogrusu olsun. P de asagidaki 6zelliklerde verilen herhangi X ve Y
nokta cifti igin f(X)=Y olacak bicimde bir f € G(M,e)—merkezsel kolinasyonu
varsa IP dizlemi (M,e)— geciskendir denir:

) X=#M veY =M,
i) XegeveYege,
i) M, X,Y dogrudas

Teoremi 1.2.14 (Kuguk Dezarg Teoremi): P bir projektif diizlem olsun. X € x
Ozelligindeki her X noktasi ile her x dogrusu ve X den perspektif olan herhangi
{A,B,C} ve {A',B',C'} ucgenleri icin ABNA'B" ve ACA'C’ noktalari x dogrusu

Uzerinde ise BC N B'C’ noktasl da x Uzerindedir.

Tanim 1.2.15: Kuglk Dezarg Teoremini gercekleyen bir projektif dizleme Kuguk
Dezargsel Dizlem ya da Moufang Duizlemi denir.

Teorem 1.2.16: Herhangi bir P projektif duzlemi igin asagidaki onermeler es
anlamhidir:
i) P bir Moufang diizlemidir.
i) M ee olmak lzere her M noktasi ve her e dogrusu icin P duzlemi

(M, e) — geciskendir .

Tanim 1.2.17: P bir projektif dizlem, e de bu dizlemin bir dogrusu olsun. Eger

P her X e noktasiigin (X,e)— gecisken ise P ye (e,e)— gecisken denir.

Teorem 1.2.18: Herhangi bir P projektif diizleminin Moufang duzlemi olmasi igin
gerek ve yeter sart d ve e gibi farkli iki dogru icin (d,d)-gecisken ve

(e,e) — gecisken olmasidir.
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2. BAZI GEOMETRIK YAPILARIN KOORDINATLANMASI

Geometride en temel kavram noktadir. Clnkl butin geometrik kavramlar bir
noktalar kiimesi olarak dustinilebilir. Bir noktanin sayilarla temsil edilmesi dustincesi
geometride koordinat kavraminin dogmasina neden olmus; koordinatlar yardimiyla da
geometrik buyuklukler ve kavramlarin cebirsel yoldan aciklanmasi mumkin
olabilmistir. Koordinatlar kullanilarak geometrik problemlerin cebirsel problemlere
donusturilmesi ve ¢ozumlenmesi “analitik geometri” olarak ortaya ¢ikmistir. Bu
bolimde diizlem geometride kullanilan bazi koordinatlama gesitleri, sonra da projektif

dizlemlerin koordinatlama cesitleri tanitilacaktir.

Oklid Duzleminin koordinatlanmasi her analitik geometri kitabinda bulunabilecegi
gibi, projektif dizlemlerin koordinatlanmasi da projektif geometri ile ilgili kitaplarda,
onemli olmayan bazi farklarla, bulunabilir. Bu tezde faydalanilan kitaplarin bir kismi

kaynaklarda ifade edilmis olup, projektif duzlemler icin (Kaya 1992) esas alinmistir.
2.1. Oklid Duzleminin Koordinatlamasi

Oklid diizleminin R reel sayilar cismi ile koordinatlamasini kisaca inceleyelim.

Once diizlemin bir dogrusunu ele alalim:

Bir dogrunun noktalari R gercel sayilar kiimesinin elemanlariyla birebir 6rten
bicimde eslenebilir. Bunun icin dogru Uzerinde 0eR ve 1eR sayilarina karsilik
gelecek iki nokta se¢mek yeter. S6yle ki: Dogru tizerinde 0 dan itibaren 1 in bulundugu

taraf pozitif, diger taraf negatif yon olarak kabul edilerek ve 0 ile 1 arasindaki uzaklik

birim alinarak, her x e R i¢in bu dogru Uzerinde 0 a Kkarsilik gelen noktaya isaretli
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uzakligi x olan bir tek X noktasi bulunur. Karsit olarak bu dogru zerindeki her Y
noktasi, bu noktanin sifira karsilik gelen noktaya uzakligini (isaretiyle birlikte) veren bir
tek y e R sayisi belirtir (Bkz. Sekil 2.1.1).

A
[
[ ]
[
[ ]
[
[

Sekil 2.1.1

Boylece, bu dogrunun noktalari R nin elemanlariyla temsil edilebilir, yani
koordinatlanabilir. Bu 0Ozellik analitik geometrinin temel ilkesini olusturur. Cunkd,
genel olarak bitin koordinatlamalar -dolayisiyla da analitik geometrideki bitiin
islemler- R nin elemanlarinin bir dogrunun noktalariyla birebir 6rten bicimde
eslenmesi demek olan bu ilkeye dayanmaktadir. R ye birebir eslenmis bir dogruya sayi
dogrusu denir. Sayi dogrusu tanimindan sonra, bir dogrunun herhangi noktasinin bir
reel sayl olarak ve tersine her reel sayinin bu dogru Uzerinde bir nokta olarak

distnulebilecegi bellidir.

Simdi diizlemin koordinatlamasina gegebiliriz.

Dizlemde birbirini dik kesen oyle iki dogru secelim ki, bu dogrulardan birinin
pozitif yonu saga dogru, digerinin yonu de yukari dogru olsun. Saga dogru
yonlendirilmis olan x eksenine apsisler ekseni, yukari dogru yonlendirilmis olan vy
eksenine ordinatlar ekseni, eksenlerin kesistikleri noktaya bagslangi¢ noktasi veya orijin
adi verilir. Bu eksenleri birer sayl dogrusu olarak dustnelim. Bu iki eksenin belirttigi

duzleme analitik dizlem denir.
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y —ekseni
A

b A=(a,b)

O= (O, 0) a X—ekseni

\/

Sekil 2.1.2

Analitik duzlemde bir A noktasini alalim. A noktasindan x ve y eksenlerine
dikmeler cizelim. Dikmenin x eksenini kestigi noktaya Kkarsilik gelen sayr a, vy
eksenini kestigi noktaya Kkarsilik gelen say1 b olsun. A noktasi bu (a,b) ikilisi ile
gosterilir. a sayisina A nin apsisi, b sayisina da A nin ordinati denir. (a,b) ikilisine

A noktasinin koordinatlari adi verilir (Bkz. Sekil 2.1.2).

a,k,meR olmak tzere diizlemin dogrularini iki temel sinifta inceleyebiliriz:
y =mx+k denklemini saglayan (x,y) noktalarinin kiimesi olan dogrular ve x=a

denklemini saglayan (x,y) noktalarinin kiimesi olan dogrular.

y=mx+k denklemli bir dogruda m sabitine dogrunun egimi denir. Bu sayi

dogrunun x ekseni ile yaptig1 aginin tanjantina esittir.

x =a bicimindeki y —eksenine paralel dogrularin egimi o ¢ R dir.

Ozel olarak x—ekseni y=0 ve y—ekseni x =0 denklemi ile gosterilir.

x —ekseni ve ona paralel dogrularin egiminin 0 sayisi ve y —ekseni ile ona paralel

dogrularin egiminin oo oldugunu vurguluyoruz. Boylece reel 2-uzay denilen OKklid
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dizlemini, N noktalar ve D dogrular kiimesi olmak lzere U=(N,D) uzay! olarak

alabiliriz.

N ={(x, y)|x,yeR} ve D ise y=mx+k ve x=a denklemli dogrular kiimesi
olarak alinir. Ozel olarak, y =mx+k denklemli bir dogruyu [m,k], x=a denklemli
bir dogruyu da [a] ile temsil edersek; D:{[m,k]‘m,keR}u{[a]|aeR} olur ve
burada dogrular birer nokta kimesi olarak [m,k]:{(x,mx+k)|XG]R},

[a]={(a, x)|x € R} bigimindedir.

Dizlemde ortak hicbir noktasi bulunmayan iki dogruya paralel dogrular denir.

U =(N,D) reel 2-uzayinin asagidaki aksiyomlari sagladigi kolayca gorulr:
Al) Farkl iki nokta tam olarak bir dogru Uzerindedir.
A2) Bir dogruya uzerinde olmayan bir noktadan tam olarak bir tek paralel gizilebilir.

A3) Dogrudas olmayan (¢ nokta vardir.

Genelde bu aksiyomlari saglayan bir ¢cok (N,D) uzayr vardir ve bunlara afin

dizlem adi verilir.

U=(N,D) Oklid duzleminde farkh iki noktaya Kkarsilik bunlardan gecen
(dolayisiyla bu noktalarin belirledigi) bir tek dogrunun var oldugunu gostermek
kolaydir. Ancak farkli iki dogru verildiginde her ikisinin de Uzerinde bulunan bir
noktadan (yani bunlarin belirledigi bir noktadan) bahsetmek her zaman muamkin
degildir. Bu Oklid dizlemi (genelde afin diizlem) icin bir eksiklik olarak kabul edilir.
U=(N,D) uzayl asagidaki gibi genisletilerek elde edilen reel projektif diizlem bu

eksikligi ortadan kaldirmaktadir.

Simdi Oklid diizlemine bir takim yeni noktalar ve biitiin bu yeni noktalari tizerinde

bulunduran bir tek dogru katarak reel projektif diizlemin nasil elde edildigini gérelim:



16

Birbirine paralel butin y =mx+k dogrularinin tizerine (m) ile koordinatlanan yeni
bir nokta katilir. y—eksenine paralel tim dogrularin (izerine de yeni nokta olarak ()

katilir. Boylece her dogru bir nokta ile genisletilmis olunur. Bu yeni noktalarin her
birine bir ideal nokta ya da sonsuzdaki nokta denir. ideal noktalarin timintin kiimesi

[c] semboli ile gosterilir ve ideal dogru ya da sonsuzdaki dogru adi verilerek diizleme

ilave edilir. Elde edilen yeni uzay (N',D’) olarak gosterilirse N' ve D" kiimelerinin
N’ ={(x, y)|x, y e R}po{(m)|m e R}{(c0)}

D’ ={[m, kJu{(m)}m, k € R}{[a] u{(0)}a e R} {[]}

seklinde yazilabilecegi asikardir.

Boylece kisaca [m,k] ile gosterilen m egimli y=mx+k denklemli bir dogruya
(m) noktasi katilarak [m,k]u{(m)} dogrusu ve [a] ile gOsterilen oo egimli x=a

dogrusuna da (o) noktasi katilarak [a] w{(ec)} dogrusu elde edilmis olur.

Yukaridaki gibi elde edilen reel projektif diizlemin,
P1) Her M,NeN, M =N icin M €d ve N ed olacak sekilde bir tek d e D dogrusu

vardir.

P2) Her ¢,d eD icin N ec ve N ed olacak sekilde en az bir N e N noktasi vardir.

P3) Herhangi t¢u dogrudas olmayan dort nokta vardir.
aksiyomlarini sagladigi kolayca gosterilebilir.

Nokta ve dogrulart R reel sayilar cismi ile koordinatlanan bu duzlem, kisaca P,R

semboli ile gosterilir ( 2-boyutlu reel projektif uzay).

Bundan sonra, kisaligin hatiri icin, sembolu kétlye kullanarak P,R nin
[m,k]u{(m)} ve [a]w{(x)} dogrularini reel 2-uzaydaki gibi [m,k] ve [a] sembolleri
ile gosterecegiz. Projektif duzlemin (m) ideal noktasindan gecen dogrularindan tam

olarak bir tanesi orijinden gecer. Bunu temsilci olarak aliyoruz. Bu dogrunun x=1

dogrusunu kestigi nokta (1,m) dir. O halde (m) ideal noktasini, orijini bu (1, m)

noktasina birlestiren dogru ile dolayisiyla (1, m) noktasi ile belirleyebiliriz.
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2.2. Projektif Duzlemlerin Uglu Halkalarla Koordinatlanmasi

Reel projektif dizlemin genellemesi olarak bakabilecegimiz geometrik yapilar
vardir ki bunlara projektif diizlem denir. Noktalar kiimesi N ve dogrular kimesi D olan

genel bir projektif dizlemi P =(N,D) sembol ile gosterecegiz. Aslinda bir projektif
duzlem P1), P2), P3) aksiyomlarini saglayan bir (N,D) uzayidir. Bu uzayin tim

dogrularinin nokta sayisi esit oldugu gibi, her noktasindan da, bir dogru tzerindeki
nokta sayisi kadar dogru gecer. Bu sayi sonlu da, sonsuz da olabilir. Eger P projektif
duzleminin bir dogrusu Gzerinde sonlu n+1 tane nokta varsa n sayisina, P nin

mertebesi denir.

Mertebesi n olan bir projektif diuzlemin toplam nokta ve dogru sayisi esit olup
n’+n+1 tanedir. Sonlu n mertebeli bir projektif diizlemin nokta ve dogrulari
kardinalitesi n olan, 0 ve 1 ile gosterilen iki elemani da kapsayan bir S kumesi
kullanilarak, P,R reel projektif diizleminin koordinatlamasina benzer olarak, asagidaki

bicimde koordinatlanir. Bu sekildeki koordinatlamaya projektif dizlemlerin Ucli
halkalarla kartezyen bicimde koordinatlamasi denir.

2.2.1 Projektif duzlemlerin noktalarinin koordinatlanmasi

P bir projektif duzlem oldugundan P3) aksiyomu geregi herhangi Uci dogrudas

olmayan dort nokta vardir. O,E,U,V bu 6zellikte secilen dort nokta olsun. OE dogrusu
Uzerinde W = OE nUV den farkli her bir noktaya S nin bir tek a elemani kullanilarak
S? nin (a,a) tipindeki bir elemani eslensin. Ozel olarak O =(0,0) ve E =(1,1) alinsin

(Bkz. Sekil 2.2.1).
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0 = (0,0)

Sekil 2.2.1

P nin noktalari koordinatlanirken ¢ durum s6z konusudur:

1.Durum: N UV olsun.

Sekil 2.2.2

NV dogrusu ile OE dogrusu farkli dogrular oldugundan arakesitleri bir tektir. Bu

arakesit noktasinin koordinatlari (a,a) olsun. Benzer bicimde NU nOE noktasi da bir
tek olup koordinatlari (b,b) ise N =(a,b) koordinatlari verilir (Bkz. Sekil 2.2.2).

Ozel olarak OU dogrusu (zerindeki U disindaki noktalar (a,0) ve OV dogrusu
Uzerindeki V disindaki noktalar ise (0,b) biciminde koordinatlara sahip olur. Bunlar

icin asagidaki sekiller cizilebilir.
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O L0)  (a0) (b,0) U

Sekil 2.2.3

Sekil 2.2.4

2.Durum:

N eUV,N =V olsun.

Dikkat edilirse VE dogrusu Uzerindeki noktalarin ilk bilesenleri "1" dir. Bu
noktalari belirleyici olan, asil, ikinci bilesenleridir. NONEV =(,m) ise N ye (m)

koordinati karsilik tutulur.
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0 =(0,0) 1,0) U =(0)

Sekil 2.2.5

Bu durumda U =(0) ve W =0OE nUV =(1) koordinatina sahip olur (Bkz. Sekil
2.2.5).

3.Durum:

N =V ise cog S olmak lizere V ye () koordinati verilir.

2.2.2 Projektif duzlemin dogrularinin koordinatlanmasi

Bir d dogrusu icin de, noktalarda oldugu gibi, G¢ durum sdz konusudur:

1.Durum
V ¢d olsun.
dnUV =(m) ve dnOV =(0,k) olmak Gzere d dogrusu [m,k] seklinde

koordinatlanir (Bkz. Sekil 2.2.6).
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V = (o)

(0.k) (m) [m.K]

0 =(0,0) U =(0)

Sekil 2.2.6
Asagidaki sekilde bu tip dogrulara gesitli drnekler verilmistir.

[Lk]

[0.0]

0=(0,0)

U=(0)

(0.1
Sekil 2.2.7

2.Durum:

Ved ve d=UV olsun.

d nOU =(k,0) olmak tzere d dogrusu [k] seklinde koordinatlanir (Bkz.Sekil
2.2.8).
Bu tip dogrular tzerindeki tim noktalarin 1. bilesenleri dogrunun koordinati ile aynidir.
3.Durum:

d =UV olsun.

Bu durumda d dogrusuna [«] koordinati verilir.

Son iki durum icin asagidaki sekil aciklayici olacaktir.
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V = (0)
(k.k)
(a,a)
0 =(0,0 =
( /) (L0) (2,0) (k.0) U\(O)
[1]

[a] [K] [=]

Sekil 2.2.8

2.2.3 Projektif duzlem igin Uzerinde bulunma bagintisinin belirlenmesi ve

duzlemsel Gcli halkalarin elde edilmesi

Nokta ve dogrularin koordinatlarinin belirlenmesinden sonra dzerinde olma
bagintisi igin asagidaki asikar sonuclar elde edilir.

Her m,k,x,y €S igin
(0) €[] ; () e[K]; (0) &[m, K]
(x) eloo]; (x) [K]; (x) e[m,k] = m=x
(x,y) g[]; (x,y) e[kK] = x =k

dir.

Genel durum olan (x,y) noktasinin [m,k] dogrusu uzerinde bulunup bulunmama

sartlarini  belirlemek icin S® den S ye tanimh ve V(m,xk)eS® icin

T(m, x,k) =y < (X,y) e[m,k] 6zelliginde bir T donlsumi tanimlanir.

Eger her bir (m, x,k) sirali G¢lisi icin y =T (m, x,k) olacak bi¢cimde bir tek y €S

oldugu gosterilirse T nin S Uzerinde bir Ucli islem oldugu ispatlanmis olunur.

Tanimdan (x,y) e[m,k] dir. Ayrica (X,Yy) €[x] dir. Dolayisiyla (x,y) e[m,k][x] dir.
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P de bu sekilde bir tek (x,y) noktasi var oldugundan T(m,x,k) =y olacak sekilde
yeS de bir tektir.

Biz bundan sonra herhangi bir P projektif dizleminin homogen olmayan

koordinatlamasindan bahsederken, yukaridaki gibi belirlenen (S,T) sistemine P nin

dizlemsel Ggl halkasi diyecegiz.

Herhangi bir P projektif dizleminin (S,T) duzlemsel tc¢li halkasinin asagidaki
Ozelliklere sahip oldugu kolayca gorulebilir (Kaya 1992).

T1: Her m,x,k €S icin T(0,x,k) =k =T(m,0,k) dir;

T2: Her m,x e S i¢in T(M,1,0)=m ve T(L,x,0)=x dir;

T3: Verilen her bir m,x,y eS8 U¢lusi icin T(m, x,k) =y olacak bicimde bir tek k € S
vardir;

T4: m =m, olmak uzere verilen m,m,k,k, €S icin T(m,xk,)=T(m,,xKk,)
olacak bicimde bir tek x € S vardir;

T5: x, # X, olmak Uzere verilen x,x,,y;,Y, €S i¢in T(m,x,k) =y, ve T(m,x,,k) =Y,

olacak bigimde S de bir tek m,k eleman cifti vardir.

Tanim 2.2.1: Bir T:S® - S gl islemi yukaridaki T1,T2,T3,T4,T5 &zelliklerini

sagliyorsa (S,T) sistemine bir ¢l halka denir.

Yukarida verdiklerimiz her projektif dizlemden bir dizlemsel Ggli halka
uretilebildigini gostermektedir. Bunun karsitininda dogru oldugu asagidaki teoremde

verilecektir.

Teorem 2.2.2: Her (S,T) uclu halkasi bir dizlemsel halkadir, yani verilen her
(S,T) Ucli halkasi icin dyle bir P projektif dizlemi vardir ki onun dizlemsel uclu

halkasi (S,T) dir. (Bu projektif diizlem P ., ile gosterilir.)
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Ispat: (S, T) verilen bir licli halka ve o« da S de bulunmayan bir eleman olsun.
(N,D,e) geometrik yapisinin nokta ve dogru kiimeleri sirasiyla
N={(x,y):xy e S}U{(x): x e S}{(0)},
D ={[m,k]: m,k e S}U{[k]: k € S}U{[]}
biciminde ve ec NxD uzerinde bulunma bagintisina da her x,y,m,k €S igin
(x,y)e[mk] < T(m,x,k)=y
(x,y) e[kl < x=k
(x) e[m,k] < m=x
(x) €[]
() €[]
(e0) e[K]
biciminde tanimlansin. Bu tanimlamadan
(X, y) &[]
(x) ¢ [k]
() [m, K]

oldugu da acikga goruldr,

Simdi (N,D, <) nun projektif dizlem oldugunu gosterelim:
P1) YN;,N,eN, N, =N, icin bir tek N,N, dogrusunun varligi gosterilmelidir. P1)
aksiyomunun saglandigini gostermek icin N, ve N, noktalarinin konumlarina gore 3

durum s6z konusu olur.

1. Durum: Noktalarin her ikisi de iki bilesenli olsun.

a) N,=(x,Y,) ve N, =(x,,Y,) biciminde alinsin. Burada 6nce x, = x, oldugu kabul
edilsin. O zaman N,;N, =[x ]=[x,] dir. N, e[x] ve N,e[x,] olup N, ve N, vyi
birlikte bulunduran [m, k] bi¢iminde dogru yoktur. Aksi halde

N, e[mk]<y, =T(m,x,k) ve
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N, e[mKk]<y, =T(m,x,,k) =T (m, x;,k) olmasi gerekir ki bu T(m, x;,k) niny,
ve y, gibi farkli iki deger almasi demektir ki bu T donustimuinun t¢li islem olmasi ile
celisir.

b) Simdide N, =(x,y,) ve N, =(X,,Y,) noktalari igin x, = x, oldugu kabul edilsin.
N,N, dogrusu [k] tipinde bir dogru olamaz. Ayrica bu noktalarin [o] dogrusu
uzerinde bulunmadigi da bilinmektedir. N;N, =[m,k] biciminde bir dogru olmalidir.

N, e[mk]<y, =T(m,x,k) ve

N, e[m,k] <y, =T(m,x,,k) dir.

X, # X, iken T5 ozelligi geregi bu 6zellikte bir tek [m,k] dogrusu vardir.

2. Durum: Noktalarin birisi tek 6birt iki bilesenli olsun.

N,=(x) ve N,=(X,Y,) oldugu kabul edilsin. Uzerinde bulunma
bagintilarindan (x) ¢[a] ve (X,,Y,)¢[«] oldugu bilinmektedir. Bu durumda N,N,
dogrusu [m, k] biciminde bir dogru olmalidir. Boylece

N, e[mkl]eom=x ve N, e[mk]<y, =T(x,X,,k) oldugu bilinmektedir. Bu
durumda T3 Ozelligi geregi bir tek k €S vardir. Dolayistyla N,N, =[x, k] seklinde

tek turlt belirlidir. Eger N, = () ise N,N, = (0)(X,,Y,) =[X,] dir.

3. Durum: N, ve N, noktalarinin her ikisi de tek bilesenli olsun.

O zaman N;N, =[] olur.

P2 nin ispati P1 in ispatinin dualidir.

P3) Herhangi (¢t dogrudas olmayan dort noktanin var oldugu gosterilmelidir.

(0,0),(1,),(0) ve () noktalari gbz o6ntne alinirsa, bu noktalarin herhangi ucu

dogrudas degildir. Uzerinde olma bagintisinin tanimi kullanilarak bu noktalardan gegen

dogrularin farkli oldugu asagidaki bicimde gosterilir.
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(0,0)u (0) =[0,0] dur.

(0,0) U (L,2) =[m, k] dogrusu olsun.
(0,0) e[m,k]<<>0=T(m,0,k) olup T1 geregi k=0 ve (L1)e[mk]<1=T(m,1Kk)
olup T2 geregi m=1 dir. Dolayisiyla (0,0)w (1,1) =[1,0] olarak bulunur.

(0,0) U () =[0] dir.

(4,2) U (0) =[m,k] dogrusu olsun.
0 e[mk]<m=0 ve (11)e[0,k]<1=T(0,1,k) olup T1 geregi k=1 dir.
Dolayisiyla (1,1) v (0) =[0,1] olarak bulunur.

(0) w(0) =[] dir.

Son olarak da (1,1) u () =[1] oldugu agiktir.

Projektif dazlemler igin bir c¢ok koordinatlama yontemleri vardir ve bunlar
genellikle birbirlerinden az cok farkhlik goésterirler. Bu farklilik c¢ogunlukla hem
{O,E,U,V} koordinatlama doértgeninin secilisinden hem de T Uclu isleminin farkl
bicimde tanimlanmasindan ileri gelmektedir. Burada anlatilan koordinatlama ydntemi
ilk kez M.Hall (Hall 1943) tarafindan verilenin G.Pickert (Pickert 1955) tarafindan
degistirilmis bicimidir. Hall’in koordinatlama yontemi de literatirde yaygin olarak
kullaniimaktadir (Albert 1968). Yine yaygin olarak kullanilan bir koordinatlama
yontemi icin Hughes (Hughes 1973) ya da Bumcrot (Bumcrot 1969) a basvurulabilir.

Eger Teorem 2.2.2 de (0,0)=0, (L1)=E, (0)=U, ve ()=V olarak secilirse

bu diizlemin dizlemsel Ggli halkasi (S,T) olur.

Verilen bir (S,T) ucli halkasinin, bu Ggli halkadan elde edilen projektif diizleme
ait dizlemsel cli halka olmasi icin  koordinatlama dortgeni  olarak
{(0,0),(1,2),(0), ()} kimesi secildi. Bir projektif dizlemde O,E,U,V koordinatlama

dortgeninin degisik secilmesiyle yapilacak yeni koordinatlama ile dogal olarak
oncekinden tamamen farkli bir t¢lu halka elde edilebilir.
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Tanim 2.2.3: (S,T) ve (S',T') iki ucli halka olsun. S den S' ye giden birebir
orten ve her a,b,ceS icin ¢(T(a,b,c))=T'(¢(a),p(b),p(c)) ozelliklerine sahip bir
@:S —> 8’ eslemesine (S,T) ve (S',T") uclu halkalari arasinda bir izomorfizm denir.
Aralarinda bir ¢ izomorfizmi bulunan (S,T) ve (S',T') ye de izomorf c¢li halkalar

denir.

Teorem 2.2.4: P ve P’ herhangi iki projektif dizlem, (S,T) ve (S, T') de
sirastyla bu dizlemlerin {O,E,U,V} ve {O’,E'\U"V'} koordinatlama dortgenlerine
gore dizlemsel Ucli halkalar olsun. (S,T) ve (S',T') Uglu halkalarinin izomorf olmasi
icin gerek ve yeter kosul f(O)=0",f(E)=E',f(U)=U", ve f(V)=V' olacak

bicimde bir f :P — P’ izomorfizminin var olmasidir.

Bu teoremin 6nemli ve hemen goérulebilen bir sonucu soyle ifade edilebilir.

P bir projektif dizlem, (S,T) bu dizlemin bir {O,E,U,V} koordinatlama
dortgenine gore dizlemsel Gc¢li halkasi ve (S',T') de yine P nin bir {O',E",U",V}
koordinatlama dortgenine gore dizlemsel Uclu halkasi olsun. (S,T) ve (S',T') uclu
halkalarinin izomorf olmasi icin gerek ve yeter sart f(0)=0", f(E)=E', f(U)=U",

ve f(V)=V' olacak bicimde bir f € G(I?) kolinasyonunun var olmasidir.

Bir Moufang duzleminde kolinasyonlar grubu dort-nokta (zerinde gecisken
oldugundan (Ciftci ve ark. 1988) Moufang diizleminin bitun G¢lu halkalari izomorftur.

Bu konuda son olarak herhangi bir (S,T) ucli halkasinin T isleminin 6zel halleri

olarak S Uzerinde toplama ve carpma denilen iki ikili islem tanimlanacaktir. Boylece
hem (S,T) dizlemsel Gcli halkasinin yapisini alisik oldugumuz cebirsel yapilara
benzer bicimde ele almak hem de bu Ug¢li halkaya karsilik gelen projektif dizlemin
geometrik yapisinin sahip oldugu bazi 6zelliklerin cebirsel Kkarsiliklarini bulmak
mumkdn olacaktir. Bu da geometri ve cebir arasinda daha once varligi cesitli vesilelerle

belirtilen ilging iligkilerin bir kisminin agiklanmasi imkanini verecektir.
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Tanim 2.2.5: Herhangi bir (S,T) Uclu halkasinin T igleminin
X+y=T(LxYy) ve x-y=T(X,Y,0)
biciminde tanimlanan 6zel hallerine sirasiyla, S Uzerinde toplama ve carpma ikili

islemleri denir.

Hem (S,+), hem de (S-{0},-) sistemleri asagida tanimlanacak yarigrup
kavraminin sartlarini saglarlar. Bu yarigruplarin birim elemanlarinin, sirasiyla, 0 ve 1

oldugu goralir.

Tanim 2.2.6: S bir kiime ve = da S (zerinde bir ikili islem olsun. Eger.

L1:Verilen her a,b €S icin a*x=b denkleminin bir tek x e S ¢6ziimi vardir.
L2:Verilen her a,beS icin x*a=»Db denkleminin bir tek x e S ¢6zumu vardir.

L3:Her xe$S igin x*u=u*x=x olacak bigcimde bir ueS elemani (birim eleman)
vardir.

aksiyomlari saglaniyorsa (S, *) sistemine bir yarigrup veya loop denir.

Eger (S,+) birim elemani0 olan bir yarnigup ve (S—{0},-) bir yarigrup olup her

xeS icin x-0=0=0-x ise (S,+,-) sistemine cifte-yarigrup denir.

Bir (S,+,) cifte yarigrubunun bir projektif diizlemi tanimlayacagi dolayisiyla bir

ucll halka olacag sartlari asagidaki teorem ile belirlenebilir.

Teorem 2.2.7: Herhangi bir (S,+,-) ¢ifte yarigrubunun ¢l islemi
T(a,b,c)=ab+c biciminde tanimh bir Ucli halkadan elde edilen duzlemsel halka
olmasi igin gerek ve yeter sartlar sunlardir:

1) Verilen her a,b,c,d € S,a=c i¢in ax+b=cx+d olacak bicimde bir tek xe S
vardir.

2) Verilen her a,b,c,deS a=c icin xa+y=b ve xc+y=d sisteminin bir tek

(x,y) € S? ¢oziimii vardir (Kaya 1992).
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2.3. Lineer Uclu Halkalar

Tanim 2.3.1: (S,T) bir tclu halka olsun. Eger T Ucli islemi her a,b,ce S igin
T(a,b,c)=T(,T(a,b,0),c) ozelligine sahipse, yani + ve - yukarida tanimlanan ikili
islemler olmak Uzere

T(a,b,c)=a-b+c

ozelligine sahip ise (S,T) ye lineer ticlu halka denir.

Incelememizde ticlii halkasi lineer olan projektif diizlemelerle ilgileniyoruz.

Bir projektif dizlemin geometrik yapisi ile ondan elde edilen (S,+,:) cifte-

yarigrubunun cebirsel yapisi arasinda ¢ok yakin iliskiler vardir. Burada bunlardan
Onemli U¢ tanesi sadece belirtilmekle yetinilecektir.

Teorem 2.3.2: Bir P projektif dizleminin Moufang diizlemi olmasi icin gerek ve

yeter sart (S, +,-) sisteminin alterne halka olmasidir.

Teorem 2.3.3: Bir P projektif dizleminin Dezarg dizlemi olmasi icin gerek ve

yeter sart (S, +,-) sisteminin bir bolimli halka olmasidir.

Teorem 2.3.4: Bir P projektif dizleminin bir Pappus diizlemi olmasi igin gerek ve

yeter sart (S, +,-) sisteminin bir cisim olmasidir.

Bir P projektif dizlemi non-homogen Ucli koordinatlari ile de belirlenebilir.
incelememiz, bu koordinatlar verilip Kkartezyen koordinatlarla birbirlerine nasil

donustraldigl gosterilerek tamamlanacaktir.

(S,+,) Teorem 2.2.7 deki 1 ve 2 sartlarini saglayan bir ¢ifte —yarigrup olsun.

(S,+,-) sistemini kullanarak (N,D,<) geometrik yapisini asagidaki gibi kuralim:
N={(x, xz,l)‘xl, X, € S}U{(1, x2,0)|x2 e S}u{(0,1,0)}

D ={[m, 1 k]|m,k e S}U{[1,0,k]|k  S}U{[0,0,1]}
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biciminde tanimlansin.

ec NxD (zerinde bulunma bagintisi da her x;,x,,m,k € S igin
(X, %,,1) e[m,L k] & x, =mx, +k
(x,%,1) €[1,0,k] < x, =k
(x,%,,1) [0,0,1]
L x,,0)e[mLk]< x,=m
(1 x,,0) ¢[1,0,k] ve (1,x,,0) €[0,0,1]
(0,1,0) [1,0,k], (0,1,0) €[0,0,1] ve (0,1,0) ¢ [m,1,k] seklindedir.

Teorem 2.3.5: Yukaridaki bicimde tanimlanan (N,D,e) geometrik yapisi bir
projektif duzlemdir.

Ispat: P1)¥N,N,eN N, =N, icin bir tek NN, dogrusunun varligi
gosterilmelidir. P1) aksiyomunun saglandigini gostermek i¢in N, ve N, noktalarinin

konumlarina gére 5 durum s6z konusu olur.

1. Durum: N, ve N, noktalarinin her ikisi de 3 tipindeki noktalar olsun.
N, =(x,X,,1) ve N, =(y,,Y,,1) olsun.

Eger x, =y, ise N;N, dogrusu 2 ve 3 tipinde olamaz. Dolayisiyla N,N, =[1,0,k]
biciminde olacaktir. O zaman
N, e NN, & x, =k yani N;N, =[1,0,x] olur.

Eger x, =y, ise N,N,, 2 tipinde olacaktir. Bu durumda N,N, =[m,1,k] denilsin.
N, e NN, & x,=mx +k ve N, e NN, &y, =my, +k

olur ki Teorem 2.2.7 deki 2 sartindan bu sekilde bir tek (m,k) € S? vardir.

2. Durum: Noktalarin birisi 1 ve digeri 3 tipinde olsun. N, =(x;,X,,1) ve N, =(1,,0)
olsun. O zaman N,;N, dogrusu 2 tipinde olmak zorundadir. N;N, =[m,1,k] olsun.

N, e NN, & x, =mx +k
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N,eN,N, &y =m
denklemleri elde edilir. Buradan da k = x, — yx, bulunur. O halde N,N, =[y,1 X, — yx,]

olur.

3. Durum: Noktalarin birisi 3 digeri 2 tipinde olsun. N, =(x,x,,1) ve N, =(0,1,0)
olsun. O zaman N,N, =[1,0,k] seklinde olmak zorundadir. Bu durumda

N, e NN, & x, =k ve N;N, =[1,0,x] olur.

4. Durum: Noktalarin birisi 2 digeri 1 tipinde olsun. N, =(1x,,0) ve N, =(0,1,0)

olsun. Bu durumda N,N, =[0,0,1] oldugu agiktir.

5. Durum: Noktalarin her ikisi de 1 tipinde olsun. N, =(x,,0) ve N,=(Y,,0)
olarak alinirsa x, =y, oldugundan N,N, =[0,0,1] olmak zorundadir.

P2 nin ispati P1 in ispatinin dualidir.

P3-) (0,0,1),(1,0,0),(0,1,0) ve (1,1,1) noktalarinin herhangi t¢lnin dogrudas olmayan
dort nokta oldugu aciktir.

Teorem 2.3.6: (S,+,:) Teorem 2.2.7 deki 1 ve 2 sartlarini saglayan bir cifte —
yarigrup olsun. S nin elemanlarini kullanarak ve O=(0,0), E=(11), U =(0),
V = () secerek kurdugumuz P ;, = (N',D’) projektif dizlemi ile yukaridaki teoremde
verilen non-homogen ucli koordinatlar ile kurulan P =(N,D,e) projektif dizlemi

izomorftur.

Ispat: P, den P ye
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xy) - (xvy)
x) — (@x0)
- (©) — (0,10)
“[mk] — [m1LK]
[k] — [1,0,Kk]
[©*] — [0,0,1]

olarak tanimlanan f fonksiyonunun iki duzlemin noktalarindan olusan kimeler

arasinda birebir ve orten oldugu agiktir.

f fonksiyonunun tzerinde olma bagintisini korudugunu gosterelim.

V(x,y)eN', V[mk]eD" ise (x,y)e[m,k] icin y=mx+k denklemi gecerli
olup, buradan (x,y,1) e[m,1,k] yani f(x,y)e f([m,k]) elde edilir.

x,y) e[kl x=k< (x,¥,1) €[1,0,k] < f(x,y) e f([k]) sonucu elde edilir.

(X,y) &[] oldugu gibi (x,y,1) ¢[0,0,1] yani f(x,y)¢ f([]) olur.

Uzerinde olma bagintisinin diger hallerde de gegerli oldugu benzer bicimde kolayca

goralur.

O halde f, Bg., projektif diizleminden P ye bir izomorfizmdir. Dolayisiyla iki

diizlem izomorftur.

Teorem 2.2.7 deki 1 ve 2 sartlarini saglayan (S, +,-) cifte yarigrubu tzerine;

N={(x,, Xz,l)‘xl, X, € S}U{(1, x2,0)|x2 e S}u{(0,1,0)} ve

D={[m,1, k]|m, k e S}U{[L0, k]|k e S}U{[0,0,1]} alinarak kurulan (N,D) sistemi
icin Uzerinde bulunma bagintisi V X =(x,x,,%)eN ve Vvd=[a,a,,a]eD icin
Xod & aXx +a,X,+a,X% =0 bigciminde tanimlanarak elde edilen IT=(N,D,c)

geometrik yapisinin da bir projektif dizlem oldugu, tstelik P ile IT arasinda noktalar

Icin g(X;, X,, X3) = (X, X,, X;) seklinde ve P nin dogrularindan IT nin dogrularina
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[m,Lk]—>[-m,1,-k]
g:[L0,k]—>[1,0,-k]
[0,0,1] —[0,0,1]
seklinde tanimli g dénusiminin P ile IT projektif duzlemleri arasinda bir izomorfizm

oldugu iyi bilinmektedir.

O halde (S,+,:) sistemi (Uzerine projektif dizlemini koordinatlamakta bu

metotlardan istedigimizi segmemizin bir sakincasi yoktur.

Son olarak (S,+,-) sistemi bir bolumli halka iken, her nokta ve her dogrusunun S

nin kardinalitesinin bir eksigi sayisinca temsilinin var oldugu, asagidaki gibi kurulan

(N",D", 1) geometrik yapisinin da bir projektif diizlem oldugunu sdyleyebiliriz.
N" ={(%, %, %)% €5,i=12,3; (%, %, %) #(0,0,0), (%, X, %) = (41, X%, %F), r €S, 1 %0}
D" z{[a11a2’as]|ai €S,i=123; [a,a,a]#[0,00][a,a, 8;]=[sa,sa, 58] s€S,s+0}

N"xD" kimesinin | ile gosterilen ve lizerinde bulunma bagintisi adi verilen altklimesi

V (X, X,, %) €eN" ve V[a,a,,a,]eD" igin

(X, %, %) 1[ay, 85, 8,] & ax +a,X, +a,%, =0 seklinde tanimlansin.

Teorem 2.3.7: N", D" ve | vyukaridaki gibi tanimlanmak sartiyla (N",D", 1)

geometrik yapisi bir projektif diizlemdir.

Ispat: P1, P2, P3 aksiyomlarinin saglandigi gésterilmelidir.
Once (N",D’,1) sisteminde Gzerinde bulunma bagintisinin iyi tanimh oldugu yani

nokta ve dogru gosteriminden bagimsiz oldugu gosterilsin:

r0=s olup S bélumli halkasinda a,beS, a-b=0 ikenya a=0 yada b=0

oldugu kullanilarak

(X1r’ X,r, Xsr)l [Sa11 S8, Sas] Nt (Sai)(xlr) + (Saz)(le’) + (Sas)(xsr) =0
< (s(ayX +a3,%, +a,%;))r =0
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< s(ayX; +a,X, +a3%;) =0
S ax +aX, +ax, =0

< (X1! X2! X3) € [al’aZ’as]

P1) VX =(X,%,,%),Y =(Y;, ¥,, ¥5) €N" icin bir tek XY =[a,,a,,a,]€D" dogrusunun
var oldugu asagidaki gibi gosterilebilir. Burada x,, x,, X, elemanlarinin Ggu birden sifir
olamaz. Bu yuizden x, =0 alinabilir. O halde

1

r=x" igin (X, %, X)X "= (% %% % ) =@ x, %, ) oldugundan  x, =1
alinabilir. Boylece
X1 XY <a+a,X,+a,% =0 (2.1a)
YIXY<ay+ay,+ay,=0 (2.1b)

denklemleri elde edilir.

Burada (2.1a) denkleminden a =-a,x,—a,X; bulunur. Bu a, degeri (2.1b)
denkleminde yerine yazilarak

(X, —a,X)y, +a,Y, +a,y, =0 (2.2)
bulunur. Bu denklem asagidaki gibi diizenlenirse

2, (Y, =% ¥1) +85(Y; =% ¥,) =0 (2.3)

elde edilir. (2.3) denkleminde y,-Xx,y,=0 ve y,—Xy,=0 olamaz. Aksi halde
Y, =Xy, ve Yy, =Xy, olur. x =1 alindigindan vy, =1y, =Xy, yazilabilinir ki bu da
1=1,2,3 i¢in y, =xY, demektir. Bu durumda X =Y celiskisine varthr. y, —x,y, #0
kabul edilsin. Bu kabul altinda a, =0 olamaz. Eger a, =0 olsaydi (2.3) denkleminden
a,(y, —x,y,) =0 bulunurdu. y, —x,y, #0 kabuliinden de a, =0 elde edilir. Bulunan
degerler (2.1a) denkleminde kullanilirsa a =0 olur ki bu da XY =[0,0,0] celiskisini
verir. O halde y,—-x,y, #0 iken a, #0 olmak zorundadir. Boylece a, =1 alinabilir.
(2.3) denkleminde bu degerler yerine konulursa a, = (XY, — ¥,)(Y, = X,¥,) " Ve a, ile a,

degerleri (2.1a) denkleminde yerine yazilirsa a, = (Y, — XY, )(Y, = X,¥,) X, — X, bulunur.
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Boylece XY =[(Y5 =%y )(V, =X Y1) ™ %, = Xg, (X¥; = ¥5)(¥, = %,¥;) 1] olarak bulunmus
olur.

Dikkat edilirse burada y,—x,y, #0 iken a, =0 olup islemler benzer sekilde yapilirsa

XY dogrusunun yine tek tirli bulunacagi gorulur.

P2) “Farkli iki dogrunun en az bir ortak noktasi vardir.”6nermesi P1 in duali olup P1 in

ispati igin verilen ifadelerin dualleri alinarak P2 ispatlanabilir.

P3) N,=(0,0),N,=(0,10),N,=(0,0,1) ve N,=(111) noktalarinin herhangi Gcu
dogrudas degildir.
N,N, =[a,,a,,a,] olsun. N,I [a,,a,,8,] < a0+a,1+a,0=0

a, =0 dir.
N.l[a,8,,8,] @ a0+a,1+a,0=0<4a,=0
bulunur. Buradan N,N,=[a,0,0]=a '[a,0,0]=[a, ‘a,a 0,8 0] =[1,0,0] elde
edilir. N, noktasinin bu N,N, dogrusunun tizerinde olmadigi da aciktir. Cunki
Nl:(1,0,0)/[1,0,0]<:>1'1+0-1+0~1¢O dir. Benzer bi¢cimde N, noktasi da [1,0,0]
dogrusunun tizerinde degildir. N, = (1,1,1)/[1,0,0] <1-1+0-1+0-1=0 dir.
N,N, =[b,b,,b,] olsun. N,I[b,b,,b,]<bl+b,0+b,0=0 dir. b =0 Dbulunur.
N,I[b,b,,b,] < bl+b,1+b1=0 Buradan da b,=-b, elde edilir. Burada
N,N, =[0,b,,—b,] olarak bulunmus olur. N, ve N, noktalarinin N,N, dogrusunun

uzerinde bulunmadigi da kolayca goralir.

(S,+,-) bolumlli halkasi Uzerine yukaridaki gibi kurulan TT projektif duzlemi ile

(N",D",1) projektif diizlemi arasinda noktalar igin

(G X% 1,1, %, = 0ise
h(X, %, %) =1 (L X%%",0), X,=0=x ise
(0,1,0), x,=0=x,ise

ve dogrular igin
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[a,"a,,La,"a,], a, #0ise
h([a,a,,a,])=1[L0,a"a,], a,=0=a ise
[0,0,1], a =a,=0ise
seklinde tanimli h ddntsumiindn bir izomorfizm oldugu kolayca gortlebilir.
Sonu¢ olarak yukarida bahsedilen koordinatlamalardan islemlerimize en uygun

olanini kullanabilecegimizi sdyleyebiliriz.
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3. KLINGENBERG ve MOUFANG KLINGENBERG DUZLEMLERINDE
KOORDINATLAMA

3.1. Duzlemsel Sexternary Halkalar ve Projektif Klingenberg Duzlemleri

Uclu halkalar ile projektif duzlemler arasinda birebir esleme yapilabildigi iyi
bilinmektedir. Bu kisimda 6nce projektif Klingenberg duzlemi ve sexternary halka
denilen cebirsel yapi tanimlanacak, sonra da bu iki yapi arasinda birebir eslemenin nasil

tesis edilecegi gosterilecektir.

Tanim 3.1.1: N noktalar kimesini, D dogrular kiimesini, € uUzerinde olma
bagintisini ve ~ ise komgsuluk bagintisi adi verilen N ve D (zerinde bir denklik
bagintisini gostermek lzere asagidaki sartlari saglayan bir M=(N,D,e,~) yapisina bir
Projektif Klingenberg diizlemi denir ve kisaca PK ile gosterilir.

(PK1) Komsu olmayan herhangi iki A,B eN noktalari icin Aed ve Bed olacak
bicimde tam olarak bir d e D dogrusu vardir.

(PK2) Komsu olmayan herhangi iki ¢,d €D dogrulari icin N ec ve N ed olacak
bicimde tam olarak bir N e D arakesit noktasi vardir.

(PK3) M nin kanonik gériintiisii denilen bir M"=(N",D",€) projektif diizlemi ile; her
A,BeN veher c,d eD igin

Y(A)=¥Y(B)< A~Bve ¥(c)=¥(d)<=c~d

sartlarini saglayan bir ¥ :M — M’ geometrik yapi epimorfizmi vardir.

Bu tanimda, bir PK-duzleminin ayni komsulukta olan herhangi iki noktasi ve
herhangi iki dogrusu icin bir sart belirtilmemektedir. Mesela, bir PK-duzleminin ayni

komsulukta olan herhangi iki noktasindan hi¢ dogru gecmeyebilir veya bir tek dogru

gecebilir veyahut da pek ¢ok dogru gecebilir.
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Tanim 3.1.2: A~ B ve B ed olacak sekilde bir B €N noktasi varsa AeN noktasi

d €D dogrusunun yakinindadir denir.

Bir nokta, bir dogruya komsu olamayacagindan bu durumun da A~d ile

gosterilmesinde bir sakinca yoktur.

Simdi verilen bir M=(N,D,e,~) PK-duzleminin nokta ve dogrularinin bir R

kiimesinin elemanlariyla nasil koordinatlanacagl gosterilecektir. Asagidaki tanim ile

verilecek bu koordinatlama bazi kuglk dizenlemelerle (Keppens 1988) den alinmistir.

Tanim 3.1.3: M=(N,D,s,~) bir PK-dizlem olsun ve (O, X,Y,E) M nin bir bazi
(yani (¥(0),¥(X),¥(Y),¥(E)) kumesi M" projektif dizleminde bir tamdortgen)
olsun. OY:=d,, OX:=d,, XY=d,, XEnd,=E,, YEnd,=E,, EE,nd, =E,
biciminde gosterilsin (Bkz. Sekil 3.1.1).

H, ={N eN‘N cd,NAY}

l, :={N eH,|N ~ O}

ve H, kimesinin kardinalitesi k olsun (burada k sonsuz olabilir). Ozel olarak 0 ve 1 i

bulunduran ama o« sembolinl herhangi bir eleman olarak kapsamayan kardinalitesi k

olan bir R kuimesi alinsin. Birebir ve orten bir 6:H, - R fonksiyonu tanimlansin ve
Ozel olarak #(0) =0 ve G(E,) =1 olsun. Ayrica 6(l,) =R, denilsin. (Burada R, c R
oldugu aciktir.) Boylece H, kiimesinin elemanlari ile R kiumesi arasinda ¢ yardimiyla

bir esleme kurulmustur. Bu esleme yardimiyla M nin nokta ve dogrulari

koordinatlanacaktir.
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M nin noktalarinin koordinatlanmasi:

Sekil 3.1.1

1) d, in d_ dogrusuna yakin olmayan 6@(A)=x O0zelliginde bir A noktasina
A=(0,x) koordinati (Bkz. Sekil 3.1.2 (a));

i) d, nin d_ dogrusuna yakin olmayan A=E_Bnd, =(0,x) ozelligindeki bir B
noktasina B =(x,0) koordinati (Bkz. Sekil 3.1.2 (2));

i) d_ a yakin olmayan XCnd, =(0,y) ve YCnd,=(x,0) Ozelliginde bir
noktasina C = (X, y) koordinati verilecektir (Bkz. Sekil 3.1.2.(b)).

Y
©y) ‘
0=000) E=(L0) B=(x0) X 0 (x,0) X
Sekil 3.1.2 (a) Sekil 3.1.2 (b)

d_ dogrusuna yakin noktalarin koordinatlamasi ayrintili olarak ele alinip asagidaki

gibi yapilacaktir.
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iv) Sed_nI[Y] (Burada [Y] ile Y nin komsulugundaki noktalarin kiimesi
gosterilmektedir.) icin S;/E1 oldugundan SE, dogrusu ve dolayisiyla S'=SE nd,
noktasi iyi tanimlidir. S~Y oldugundan SE, ~d;, ve S'~O dur. S'=(w,0) iken

we R, olup, S ye S =(=,), koordinati verilecektir (Bkz. Sekil 3.1.3).

v) Ted, n[Y] i¢in TE, dogrusu ve S=TE,d_ noktasi iyi tanimhdir. T ~Y

oldugundan S ~Y dir. S=(x,), iken weR, olup, T ye T =(x,), koordinati
verilecektir (Bkz. Sekil 3.1.3).

O S'=w0) E, X
Sekil 3.1.3

vi) Ue€[Y] iken OU ve XU dogrular ile U'=0Und, ve U"=XUnNd,
noktalari iyi tanimhdir. U ~Y oldugundan U'~Y ve U"~Y dir. U'=(,), Ve

U"=(x,), iken w,zeR,olup, U ya U =(x,), koordinati verilecektir (Bkz. Sekil
3.1.4 (a)).

vii) Fed_ —[Y] olsun. Bu takdirde FE, dogrusu ve F’'=FE,Nd, noktasi iyi

tanimhdir. F £Y oldugundan F'AY dir. F'=(0,y) ise F ye F=(y), koordinati
verilecektir (Bkz. Sekil 3.1.4 (b)).
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Sekil 3.1.4.(a) Sekil 3.1.4.(b)

viii) Ged,N[X] iken GE, dogrusu ve G'=GE, nd, noktasi iyi tanimhdir.
G ~ X oldugundan G'~Y dir. G'=(x,), iken G ye G =(0), koordinati verilecektir
(Bkz. Sekil 3.1.5(a)).

iX) H~d_ ve H/Y olsun. Bu takdirde OH ve YH dogrulari ile H'=0H nd_
ve H"=YH nd, noktalari iyi tanimlidir.H ~d_ oldugundan H" ~ X dir ve H £Y

oldugundan H'4Y dir. H'=(y), ve H"=(0), iken zeR, olup, H ye H =(y),
koordinati verilecektir (Bkz. Sekil 3 1.5 (b)).

E.

0 G=(0), X 0 H"=(0),

Sekil 3.1.5(a) Sekil 3.1.5(b)

Bu koordinatlamaya gore; O=(0,0), X=(0),, Y =(o), E =(01),
E . =1, E,=@10),ve E=(11) dir.
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M nin dogrularinin koordinatlanmasi:

M nin dogrulari ti¢ 6zel durum goz 6niine alinarak koordinatlanacaktir:

i) a, M nin Y £a Ozelligindeki bir dogrusu olsun. O zaman A=and_ ve

B=and, noktalar iyi tanimhdir. Y 4a oldugundan A BAY dir. A=(m), ve
B =(0,k) ise a ya a=[m,k] koordinati verilecektir (Bkz. Sekil 3.1.6).

i) b, M nin Y ~b ve b4d_ 6zelliginde bir dogrusu olsun. O zaman C=b~d,_ ve
D =bnd, noktalari iyi tanimhdir.Y ~b ve b/dw oldugundan sirasiyla C~Y ve

DAX dir. C=(»,), ve D=(p,0) iken neR, olup b ye b=[p], koordinati
verilecektir (Bkz. Sekil 3.1.6).

i) ¢,M nin c~d_ ozelligindeki bir ¢ dogrusu olsun. O zaman F=cnd, ve
G =cnd, noktalari iyi tanimhdir. F =(ex,), ve G=(0), ikeng,neR, olup c ye

¢ =[oo,], koordinati verilecektir (Bkz. Sekil 3.1.6).

Sekil 3.1.6

Bu koordinatlamaya gore d, =[0],, d, =[0,0], d_ =[w«,],, XE=[0,1], YE =[1],,
E,E, =[11], E,0=[1,0] dir.
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Simdi de bir Klingenberg diizlemi olusturmak igin uygun cebirsel yapilar bulma

hazirliklarina baslayalim. Bunun icin asagidaki tanimlara ihtiyacimiz olacaktir.

Tanim 3.1.4: Bos olmayan bir R kumesi Uzerinde tanimli Ggli islemler

T.T,,T,,..T, olmak tizere (R ,T,,T,,T,,..T.) (n+1)-lisine n-t¢li yapi denir.

Tanim 3.1.5: 0,1e R ve 0=1 olmak tzere bir (R ,T,,T,,T;,..T,) n-tcli yapisinda

asagidaki sartlar saglaniyorsa yapiya n-c¢lu halka denir:

TR1) T,, RxR xR Uzerinde iyi tanimhdir,

TR2) Her a,b,ceR i¢in T,(a,0,¢c) =T,(0,b,c) =c dir,

TR3) Her ae R i¢in T,(a,1,0) =T,(1,a,0) =a dir,

TR4) Verilen her a,b,ceR igin T,(a,b,x)=c olacak bi¢cimde bir tek xeR
vardir.

Ozel olarak n=1 icin tclu halka ismi kullanilir. TR2 ve TR3 sartlari 0 ve 1 e zel

roller vermektedir. R nin bu 6zellikleri saglayan baska elemani yoktur yani 0 ve 1 bu

oOzellikleri saglayan yegane elemanlardir.

M, Tanim 3.1.3 deki gibi bir R kimesi yardimiyla koordinatlanmis bir PK-

diizlemi olsun. M deki Gizerinde olma bagintisi kullanilarak R® den R ye asagidaki

alti fonksiyon tanimlanmistir:

T.(x,y,2)=k & V(X,Y,2) e RxR xR i¢in (Y,z) e[X,K]
T,(X,y,2) =k & V(X,y,2) e Ry xR xR i¢in (z,y) e [k],
T,(x,y,2) =k © V(X,¥,2) e Rx R, xR i¢in (2), €[k,X]
T,(%Y.2) =k & ¥(x,Y,2) e Ry x Rx Ry igin (y), €[],
T,(X,y,2) =k & V(X,Y,2) e Rx Ry xR, igin (x,), €[],
To(% ¥.2) =k & V(x,Y,2) e Ry x Ry x R, fgin (0,), €[,],
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Simdi bu sekilde tanimlanan T,,T,,..T, fonksiyonlarinin R Uzerinde Gg¢lu islemler

oldugu gosterilecektir.

T, iyi tammhidir. Cunkd X,y,zeR icin (y,z) ile (x), noktalarindan gegen dogru
d, e komsu degildir ve dolayisiyla d, ile arakesit noktasi bir tektir. Bu arakesit noktasi,
(90), @ komsu olmadigindan (0,k) koordinatina sahiptir (Bkz. Sekil 3.1.7(a)). O halde

k tek tirli belirlidir.

T, iyi tanimhdir. Clnki xeR,, y,zeR i¢in (z,y) ile (), noktalarindan
gecen dogru d, ye komsu degildir ve dolayisiyla d, ile arakesit noktasi bir tektir.
(z,y)U(x,), dogrusu d, a komsu olmadigindan bu arakesit noktasi (0), a komsu

degildir ve (k,0) koordinata sahiptir (Bkz. Sekil 1.7(b)). O halde k tek tirli belirlidir.

o /(0 X
[k]x
Sekil 3.1.7(a) Sekil 3.1.7(b)
T, iyi tanimhidir. CUnkl y e R, X,z€R igin (z), ile (0,x) noktalarindan gegen
dogru ile d_ un arakesit noktasi bir tek olarak belirlidir. Bu arakesit noktasi («o,), a
komsu olmadigindan (k), koordinatina sahiptir (Bkz. Sekil 3.1.8(a)). Bundan dolay1 k

tek tirl belirlidir.

T, iyi tanimhidir. Clnkl x,ze R,y € R icin (y), ile (o), noktalarindan gecen

dogru ile d, nin arakesit noktasi tek olarak belirli olup (0), ile komsu oldugundan
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k € R, olmak uzere (0), koordinatina sahiptir (Bkz. Sekil 3.1.8(b)). Bu ylizden k bir
tek belirli olup T,(R, xR xR,) < R, dir.

Sekil 3.1.8(a) Sekil 3.1.8(b)

T, tyi tanimhidir. Clnkidl y,ze R, xe R i¢in (x,), ile (x,0) noktalarindan gegen

y
dogru d_ a komsu degildir. Bu yuzdend_ ile bu dogrunun arakesit noktasi bir tek
olarak belirlidir. Bu arakesit noktasi («,), ile komsu oldugundan («,), koordinata
sahiptir (Bkz. Sekil 3.1.9(a)). Bundan dolayr k tek turla belirlidir ve
T,(RxR,xR,) =R, dir.

T, iyi tamimhdir. x,y,z € R, igin (), ile (0), noktalarindan gegen dogru ile d,

in arakesit noktasi bir tektir ve bu arakesit noktasi Y ile komsu oldugundan (oo,),

koordinata sahiptir (Bkz. Sekil 3.1.9(b)). Bu yizden, k bir tek olarak belirlidir ve
To(Ryx Ry xRy) R, dir.

Sekil 3.1.9(a) Sekil 3.1.9(b)
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Sonug olarak (R, T,,T,,T,,T,, T, T;) 6-¢lu yapidir. Bundan sonra bu yapt icin ozel
olarak sexternary yapi ismi kullanilacaktir. Asagidaki teorem, bir PK-duzlemi
verildiginde ona Kkarsilik gelen (R,T,T,,T,,T,,T;,T,) sexternary yapisinin hangi

Ozelliklere sahip oldugunu ifade eder.

Teorem 3.1.6: M bir PK-diizlem ve M ye Kkarsilik gelen sexternary yapi
RT,T,T,T,T,,T,)
olsun. Bu takdirde asagidaki 6zellikler gecerlidir:
(PSRO) T,, RxR xR uzerinde iyi tamimhdir.

(PSR 1) R de asagidaki 6zelliklere sahip bir = denklik bagintisi vardir:

() 021,

(i) =, T, ile uyumludur, yani a=a’, b=b" ve c=c' ise bu takdirde
T,(a,b,c) =T,(a’,b’,c") dr,

(iii) Sayet T,(a,b,x) =T,(a,b, y) ise bu takdirde x =y dir,

(iv) Sayet aZc iken T,(x,a,b) =T, (x,c,d) ve T,(y,a,b)=T,(y,c,d) ise bu takdirde
xzvy dir,

(v) Sayet aZc iken T(a,x,y)=T(a,x,y) ve T(c,xy)=T(cx,y) ise bu
takdirde x = x’ ve y=y' dlr,

R, ={x|x e R ve x =0} olsun.

(PSR 2) T,,T,,T,, T, ve T, islemlerinin tanim kimeleri sirasiyla Ry,xR xR,
RxR, xR, R, xR xRy, R xR, xR, ve R, xR, xR, olup
T,(RyxRxRy) € Ry, T(RxR, xR,) Ry Ve T, (R, xRy xRy) C R, dir.

(PSR 3) Va,b,ceR icin T,(a,0,c) =T,(0,b,c) =c dir.

(PSR 4) Vb,ceR i¢in T,(0,b,c) =c dir.

(PSR 5) VaeR icin T,(L,a,0)=T,(a,1,0) =a dir.

(PSR 6) Sayet T,(a,b,c) =k yada T,(a,b,c) =k ise bu takdirde k =c dir.

(PSR 7) aZc olmak tizere Va,b,c,d e R, icin T,(x,a,b) =T,(x,c,d) denkleminin

R de bir tek ¢6zuma vardir.
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(PSR 8) aZc ve b=d olmak iizere va,b,c,d e R icin T,(x,a,b)=T,(x,c,d)
denkleminin R, da bir tek ¢oztimi vardir.
(PSR 9) aZc olmak iizere Va,ceR ve Vb,d eR, ic¢in T,(x,a,b)=T,(x,c,d)

denkleminin R, da bir tek ¢cozumu vardir.

.. T(x,ab)=y
(PSR 10) Va,b,d e R ve Vce R, i¢in
T,(y,c,d)=x
sisteminin R xR de bir tek ¢oztimda vardir.
T,(x,a,b) =
(PSR 11) Va,be R ve Vc,d e R, igin (xa.b)=y
T(y,c,d)=x
sisteminin R, xR de bir tek ¢ozim vardir.
(PSR 12) VaeR ve Vb,c,d e R, icin T(ab)=y sisteminin R, xR, da bir
€ G, 0 e X
¢ Ts(y,c,d)=x
tek ¢6zumu vardir.
T,(a,x,y)=b
(PSR 13) aZc olmak izere Va,b,c,d e R icin @xy)
T.(c,x,y)=d
sisteminin R xR de bir tek ¢dzimdi vardir.
T.,(a,x,y)=b
(PSR 14) aZc ve b=d olmak iizere Va,b,c,d e R icin (%)
T,(c,x,y)=d
sisteminin R, xR de bir tek ¢ozim vardir.
(PSR 15) aZc olmak lizere Va,ce R ve Vb,d e R, icin Ts(@x,y) =b
’ ' T.(c,x,y)=d
sisteminin R, xR, da bir tek ¢ozumui vardir.
T.(a,x,y)=b
(PSR 16) Va,b,d e R ve VceR, igin (@xy)
T,(c,y,x)=d
sisteminin R xR de bir tek ¢cézimi vardir.
.. T(a,x,y)=b
(PSR 17) Va,beR ve Vc,d e R, icin
T,(c,y,x)=d

sisteminin R, xR de bir tek ¢ozim vardir.
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. Ti(a,xy)=b
(PSR 18) VaeR ve Vb,c,d e R, icin

Ts(c,y,x)=d
sisteminin R, xR, da bir tek ¢ozumii vardir.
Tanim 3.1.7: 0,1e R olmak Uzere yukaridaki teoremde ifade edilen (PSR 0)-(PSR
18) ozelliklerine sahip bir (R,T,T,,T,,T,,T;,Ts) sexternary yapisina bir dizlemsel
sexternary halka (PSR) denir.

Bu cebirsel hazirhiklardan sonra artik bir PK-duzlemi olusturulabilir. Asagidaki

teorem, bir PSR ile bir PK-duzleminin nasil insa edilebilecegini géstermektedir.

Teorem 3.1.8: (R,T,,T,,T,,T,,T;,T,) bir PSR olsun. Komsuluk bagintisina sahip

bir M= (N,D, ,~) Uzerinde olma yapisi asagidaki gibi tanimlansin:

N (noktalar) kiimesi; x,y € R olmak uzere (x,y) ikililerinden, xe R ve yeR,

olmak Uzere (x), bicimindeki elemanlardan ve X,YER, olmak izere (,),
bicimindeki elemanlardan olusmaktadir. D (dogrular) kiimesi; m,k e R olmak (zere
[m,k] bicimindeki elemanlar, meR, ve keR olmak lzere [K], bicimindeki
elemanlar ve m,keR, olmak Ulzere [wo,], bicimindeki elemanlardan meydana

gelmektedir.

ec NxD (zerinde olma bagintisi

(x,y) e[m k] =T, (m,x,y) =k
(x,y) e[kl = T,(m,y,x) =k
(x,y) €[o],

(x)y e[mk]<= T,(k,y,x)=m
(), [KI,

(%), €lo ], < Ty(m, x, y) =k
(20,), £[m,K]

(oox)y < [k]m <:>T5(k’ y! X) =m
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(), €[k], © Tk, x,y)=m

biciminde, ~ komsuluk bagintisi noktalar igin;

Xy~ y)yeoxz=x veyzy
(xy) £ (x),
CRVACHY

(x), ~ (X)), & x=x
(), £ (20,)y
(Oox)y - (Oox’)y’

ve dogrular igin;

[mk]~[m" k'l<mz=m' ve k =k’
[m, k141KD,,

[m, k14 o0, Iy

k], ~ [k, & k=K’

(K], ATy 1

[0 ], ~ [0 ]

biciminde tanimlansin. Bu takdirde M bir projektif Klingenberg diizlemidir.

Teorem 3.1.8 de insa edilen PK-duzleminde O=(0,0), X =(0),, Y =(,),,
E=(21 olarak OY dogrusu uzerinde olan fakat Y ye komsu olmayan noktalari
b e R olmak uzere (0,b) koordinath olarak alinir ve de OY nin Y ye komsu olmayan
noktalarinin kiimesi ile R arasinda (0,b) > b seklinde bir déniisiim tanimlanirsa bu

koordinatlama ortaya ¢ikan PSR orijinal PSR olur.
3.2. Lokal Alterne Halkalar ve Moufang-Klingenberg Duzlemleri

Bir projektif diizlemin geometrik 6zellikleri ile koordinatlamasini yaptigimiz G¢li

halkanin cebirsel 6zellikleri arasinda ¢ok yakin iligkilerin var oldugunu biliyoruz.
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Mesela bir Moufang duzleminin G¢li halkasi bir alterne halkadir (Hughes 1973). Bir
alterne halkanin cebirsel 6zellikleri icin (Schafer 1966) a bakilabilir.

Moufang dizlemleri icin yapilanlarin benzerleri kismen de olsa Klingenberg
duzlemlerinin Moufang-Klingenberg (kisaca MK) dizlemleri denilen sinifi igin
yapilabilmektedir. Bu durumda elde edilen sexternary yapi bir lokal alterne halka
olmaktadir.

Bu kisimda bir lokal alterne halka yardimiyla bir MK-dizlemin koordinatlanmasi
(Baker 1991) ve (Blunck 1991) esas alinarak incelenecektir.

Once, projektif diizlemlerde iyi bilinen bir kavramin PK-diizlemlerindeki karsiligi

verilecektir.

Tanim 3.2.1: M=(N,D, €, ~) bir PK-diizlem olsun. “A<M, BZM, Afe, BXe
ve A B,M dogrudas 6zelligindeki tim A, B <N noktalari icin A y1 B ye donistiren
bir (M,e)-merkezsel kolinasyonu vardir." sarti saglaniyorsa M (M, e) -geciskendir

denir.

Tanim 3.2.2: M bir PK-dizlem olsun. Eger M ee 0Ozelligindeki her (M,e) igin,
M (M,e) -gecisken ise M ye Moufang-Klingenberg diizlemi veya kisaca MK-diizlemi

denir.

Teorem 3.2.3: M bir MK-dizlem iken M® kanonik goruntisti bir Moufang
duzlemidir (Blunck 1991).

Tanim 3.2.4: Ozdeslikli bir alterne halkanin birim olmayan elemanlarin 1 kiimesi

bir ideal ise halkaya lokal alterne halka denir.

Simdi de MK-duzlemlerinin koordinatlanmasini ele alahm. Burada 6zetlenecek
olan koordinatlamada, projektif duzlemler igin (Hall 1943) de verilen koordinatlamanin
bir genellemesi olan (Dugas 1979) koordinatlamasindaki metottan faydalaniimaktadir.
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Tanim 3.2.5: M=(N,D, €, ~) bir MK —duzlem ve (O,U,V,E) M nin bir bazi yani
(Y(O),Y(U),¥Y(V),¥(E)) kanonik goruntisu M" da bir tamdortgen olsun.
OE:=d, dnUV =W ve UV :=d_ bigciminde gosterilsin.

H:={N eN\N ed,N AW}

I:={N eH|N ~ O}
ve H kiimesinin kardinalitesi k olsun (burada k sonsuz olabilir). Ozel olarak 0 ve 1 i
bulunduran ama o sembolini herhangi bir eleman olarak kapsamayan kardinalitesi k
olan bir R kimesi alinsin. 1:1 ve 6rten bir :H — R fonksiyonu tanimlansin. Ayrica
6(0)=0 ve 6(E)=1 ve 6(l) =R, denilsin (Burada R, = R oldugu agiktir). Bdylece
H kimesinin elemanlari ile R kimesi arasinda & yardimiyla bir esleme kurulmustur.
Bu esleme yardimiyla M nin N eN noktalari ve ceD dogrulari, asagidaki gibi
koordinatlanacaktir:

Once M nin noktalarinin koordinatlanmasini veriyoruz.

d dogrusu 0Ozel olarak ele alinip W ya komsu olmayan noktalar asagidaki gibi

koordinatlanacaktir.

Ned NAW ve O(N)=x ise N =(x,x,1) koordinati verilsin.
) N/dm olsun. NV nd =(x,x,1) ve NUnd=(y,V,1) ise N =(X,Y,1) koordinati
verilsin (Bkz. Sekil 3.2.1).

i) N~d_ ve N/V olsun. ONNEV =(,y,1) ve (NVNUE)ONEV =(1,2,1) ise
N =(1,Y,z) koordinati verilsin (Bkz. Sekil 3.2.2).

iii) N~V olsun. ONNEU=(w,1,1) ve NUnd=(12z) ise N=(w172)
koordinati verilsin (Bkz. Sekil 3.2.3).

Simdi de M nin dogrularini koordinatlayalim. M nin herhangi bir dogrusu c olsun.
Iv) ¢4V olsun. cnd, =(@m,0) ve cnOV =(0,k,1) ise c=[m,1,k] koordinati
verilsin (Bkz. Sekil 3.2.4).
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v) ¢~V ve c/dw olsun. cnd_=(n,,0) ve cnOU =(p,0,1) ise c=[1Ln,p]
koordinati verilsin (Bkz. Sekil 3.2.5).

vi) c~d_ olsun. cnOU =(1,0,q) ve cnOV =(0,1,n) ise c=[q,n,1] koordinati
verilsin (Bkz. Sekil 3.2.6).

Noktalarin Koordinatlanmasi:

1. N4d, ise

Sekil 3.2.1
2. N~d,_ ve NAV ise

(1,z,1)

Sekil 3.2.2
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3. N~V ise

Sekil 3.2.3

Dogrularin Koordinatlanmasi:

1. d/V ise

Sekil 3.2.4
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2.d~V ve d£d_ ise

d=[1,n,p] d
Sekil 3.2.5

3.d~d_ ise

Sekil 3.2.6

Burada w, z,q,n €l oldugu agiktir.
Bu tanimin bir sonucu olarak bazdaki noktalarin O =(0,0,1),U =(1,0,0),
V =(0,1,0),E =(3,1,1) koordinatlarini aldigi gérilmektedir. Ayrica bu koordinatlamaya
goére OU =[0,1,0], OV =[1,0,0], UV =[0,0,1] olur.

(Baker 1991) da yukaridaki gibi koordinatlanan bir MK-diizlem verildiginde, R

nin toplamaya ve carpmaya gore etkisiz elemanlari sirasiyla 0 ve 1 olan bir lokal
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alterne halka oldugu alti tc¢lu islem yardimiyla gosterilmistir. Burada R Uzerinde
toplama ve carpma islemleri her a,b € R igin

a+b=T(a1b) ve a-b=T,(a,b,0)
seklinde tanimlanmigtir. Bu Ugll islemler yardimiyla, dizlemin tzerinde olma bagintisi
asagidaki bicimde belirlenmistir:

(x,y,) e[mLk]< y=xm+k

x,y,Delln pl]ex=yn+p

(x,y,1) ¢[q,n,1]

@y, 2)e[mlk]l]< y=m+zk

@y.z)[Ln, p]

@y, 2)elq,nl]<z=q+yn

(w,1,z) ¢[m,1,k]

w1, 2)e[L,n,plew=n+2zp

w,1,2)€[q,nl]< z=wq+n

Buna gore dogrular, tzerindeki nokta tiplerine gore, noktalardan olusan kiimeler halinde
asagidaki gibi ifade edilebilir:
[m,Lk]={(x,xm+ k,l)‘x e R}YU{(L zk + m, z)|z e R,}

[Ln, pl={(yn+p,y.0)|y e R} {(zp+nL2)|ze R}

[a.n2]={@y.yn+)]y e RI{(W.Lwg+n)|we Ry}
Bu yapilanlarin sonucu olarak asagidaki teorem verilebilir (Baker 1991).

Teorem 3.2.6: M vyukaridaki gibi koordinatlanmis bir MK-duzlem olsun. Bu

takdirde (R, +,-) lokal alterne halkadir ve ‘R, birimden farkli elemanlarin olusturdugu
idealdir. Ayrica M de komsuluk bagintisi asagidaki gibi karakterize edilebilir:
(X, %, %) ~ (Y, Yoo Va) © X% — Y, € Ry, 1=12,3
[X, %, %]~ [Y, Yo, Vsl © X -y, eR,, 1=12,3
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Simdi de karsit 6nerme ele alinacaktir. Her lokal alterne halkaya karsilik onunla
koordinatlanan bir MK dizleminin var oldugunun gosterilmesi icin gerekli olan bazi

tanim ve onermeler verilecektir.

Tanim 3.2.7: H halkasindaki maksimal ideallerin arakesitine H nin bir jacobson
radikali denir. H, bir naring yani, 0 ve 1 gibi farkh iki elemana sahip, birlesmeli
olmasi gerekmeyen bir halka olsun. H deki birimlerin kimesi U ve 7 =H/U olsun.

i) Her a,b,c € H icin ab =1 olmasi a(bc) =c = (ca)b olmasini gerektiriyorsa H ye
inversive(tersinir) halka denir.

ii) Her a,b e H icin a(ab) =a’b ve (ab)b =ab® sartlari saglaniyorsa H ye alterne
halka denir.

Bir H bir lokal halka ise her aeH igin ya a ya da 1-a U da olmalidir. Aksi
takdirde 1=a+ (1—a) ey celiskisi olusur.

Teorem 3.2.8: i) Eger H bir lokal alterne halka ise 7 ideali tek maksimal sag(sol)
idealdir ve H nin J jacobson radikaline esittir ve H/J alterne aykiri cisimdir.

i) Her alterne halka tersinirdir ve |H/J|¢2 Ozelligindeki her lokal tersinir H
halkasi bir lokal alterne halkadir.

Bundan sonraki kisimlar icin H bir lokal alterne halka olmak tizere, birim olmayan
elemanlarin olusturdugu ideal, J Jacobson radikaline esittir. Ayrica H, Teorem 3.2.8 de

verilen inversive halka kurallarinin her ikisini de saglar. Ayrica H de asagidaki

oOzelliklerin gecerli oldugu Baker (Baker 1991) da gosterilmistir ki bunlar TI(H)

Moufang Klingenberg dizleminin insaasinda kullanilacaktir.

Teorem 3.2.9:a) H bir lokal inversive halka olmak uzere y,ueH; x,veU ve

X+yu+v=0icin (x'y)(uv?) =[x (yu)v ' = x"[(yu)v'] dir.
b) x+n(ax) =d denklemi tim a,d eH ve nedJ icin bir tek x ¢ézumine sahiptir.

c) X+ (xa)n=d denklemi tima,d eH ve neJ igin bir tek x ¢dzimune sahiptir.
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¢) acH, yedJ olsun. Béylece y(ay+1) " =(ya+1)"y dir.

d)Eger a,yeH, ued ve n=(ua+1)"u, ise boylece y[(ua)n]=[(yu)a]ndir.

e) a,ueH,yeH ve t=y(ay+1)" olsun. Boylece [t(ay)]u =t[a(yu)] dir.

f) a,x,veH ve u,yed igin y—u=xv, n=(ua+1)"u ve t=y(ay+1)" olsun. Bu

taktirde t—n=[x—t(ax)][v—(va)n] dir.

Bir H lokal Alterne Halkasi Uzerine Bir Moufang Klingenberg Diizleminin /nsaasi:
H bir lokal alterne halka olsun. Komsuluk bagintisi da tanimlanmis bir geometrik
yap! asagidaki gibi kurulsun.
IT1(H) =(N,D, I,~) igin

N={(x,y.1),(Ly 2),(w1z)|xyeHwzen}

D={Im,1 p],[L.n, pl.[a,n,1]m, p e H;q,n € 7}

X =(x,%,%) 1 d=[a,a,,a]< xa +Xx,3a, +x%a, =0 seklinde tanimlansin. Nokta
ve dogrular igin ~ komsuluk bagintist 1=12,3 olmak (zere her i igin
(X %o, X3) ~ (Y1, ¥on Ya) © X% — Y, €n ve [a,ad,,8,]~[b,b,,b]<a —b en seklinde

tanimlansin.

Teorem 3.2.10: Her lokal alterne halkaya karsilik bununla koordinatlanabilen bir

MK-dlzlemi vardir. H bir lokal alterne halka ise yukaridaki gibi kurulan TI(H) yapisi
bir MK duzlemidir.

Ispat: ilk olarak H bir lokal alterne halka iken TTI(H) nin bir Moufang PK-diizlem

oldugunu gosterelim.
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Bunun igin 6nce PK1), PK2) ve PK3) sartlarinin sagladiginin gésterilmesi gerekir.

Burada Teorem 3.2.8 geregi J =7 dir.

PK1) X ve Y ayni komsulukta olmayan iki nokta olsun. Herhangi iki tip, iki nokta
komsu olmak zorunda oldugundan disunulecek 5 durum vardir:

1. Durum: X =(x,X,,1) ve Y =(y,,¥,,1) noktalari alinsin. Bu iki noktanin ayni

komsulukta olmasi igin x, -y, €J ve x,—Yy, €J olmahdir. Aksi taktirde X/Y ise ya
X,—Yy, €U, veya x -y, €d ve x,-y, €U dur. x —y, €U olsun. Bir nokta kendisi ile
ayni tipten bir dogru uzerinde olamayacagindan X ve Y noktalari ya [m;,1,m,] ya da
[L,m,,m]](m, eJ) dogrularinin Uzerinde olabilirler. Tlk olarak [L,m,,m,](m, €J)

dogrusu ele alinirsa Uzerinde bulunma bagintisinin tanimindan

X, +XMm,+m,=0=y,+y,m,+m,  denklemleri  elde edilir. Buradan da
X =Y, =(Y,—X%)m,ed olup bu bir celiskidir. Eger X,Y I[m,1,m,] alinirsa
Xm +X,+m, =0=ym +Y, +m, denklemleri elde edilir. Buradan (x,—y,)m =Yy, —X,
dir. x—y,eU, oldugundan tersi vardir. Boylece m =(x—Y,) (y,—X,) Ve
m, =—y,m —Y, olarak elde edilir. Yani [m;,1,m,] dogrusu tek tirli bulunmus olur.
Benzer olarak x -y, ed ve Xx,-y,e€U, i¢cin X ve Y noktalar [1,m,,m,]
dogrusunun (izerinde iseler, benzer islemler sonucunda m, =(y, —Xx,) " (x, —y,) e J ve

m, =-y,m, —y, elde edilir.

2. Durum: X =(x,,X,,1) ve Y =(1,Y,,¥,),¥; €J olsun. X ve Y noktalari sirasiyla 3.

ve 1. tipten noktalar olduklari i¢in bu iki tip nokta sadece 2. tipten bir dogru yani

[m,1,m,] tipinden bir dogru (zerinde olabilirler. Uzerinde olma bagintisinin
tanimindan xm, +X, +m, =0=m, +Y, + y,m, denklemleri elde edilir. ilk denklemden
m, =—xm, — X, olarak ¢ekilen m, degeri ikinci denklemde yerine yazilip denklem
dizenlenirse 0=m, —y,(xm)+(y,—Y;X,) elde edilir. Burada y,edJ oldugundan

Teorem 3.2.9(b) geregi bu denklemin tek tirlu m, ¢ozimu vardir.
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3. Durum: X =(x,x,,1) ve Y =(y,,1¥,),VY,, ¥, €d olsun. Her iki nokta birlikte sadece
[1,u,,u,],u, € J dogrusunun Uzerinde olabilirler. Uzerinde olma bagintisinin tanimindan
X, +X,U,+Uu; =0 ve vy +uU,+Yyu,=0 denklemleri elde edilir. Bdylece ilk
denklemden cekilen u, =—-x, —x,u, degeri ikinci denklemde yerine yazilip, denklem
dizenlenirse u, —y,(x,u,)+(y,—Yy;X)=0 elde edilir. Burada vy,,Y,eJoldugundan

Teorem 3.2.9(b) geregi denklemin tek turlt u, ¢6zimi vardir.

4. Durum: X =1, %,,%;) ve Y =(1,Y,,¥,), X, Y5 €d olsun. X ve Y noktalarinin ikisi
de 1. tipten noktalar olduklarindan 2. ve 3. tipten dogrular Uzerinde bulunabilirler. Bu
dogrular [u,,Lu,] veya [m,m,,1], m,m,ed olsun. x,—-Yy,ed oldugundan X AY
olmasi x, -y, €U olmasini gerektirir. Eger X ve Y noktalari [u;,1,u,] dogrusunun
Uzerinde iseler tamimdan u, +X,+XU, =0=u,+Y, + Y,u, denklemleri elde -edilir.
Buradan da x, -y, = (Y, —X;)u; €J bulunur ki bu da x, -y, €U olmasi ile celisir. O
zaman X ve Y noktalart birlikte sadece [m;,m,,1] dogrusunun Uzerindedirler.
Uzerinde olma bagintisinin tanimindan m, + X,m, + X, =m, +y,m, +y, denklemleri
elde edilir. Buradan gerekli dizenlemeleri yapilirsa m, = (X, —V,) (Y, —X,)eJ ve

m, =-y,—Yy,m, €J bulunur.

5. Durum: X =(1,%,,X%;) ve Y =(y,,1,¥5), X5, ¥,, Y5 €J olsun. Her iki noktada birlikte
sadece [m,,m,,1] dogrusu uzerinde olabilirler. Uzerinde olma bagintisinin tanimindan
m +Xx,m, +X, =0=ym +m,+Yy, denklemleri elde edilir. Tlk denklemden cekilen
m, =—X, —X,m, degeri ikinci denklemde yerine yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa
0=m, -y, (x,m,)+(y; — ¥;%) bulunur. y,,y, €J oldugundan y,—y,x, €J dir. Teorem
3.2.9(b) geregi m, tek tarli bulunur ve m,ed dir. Ayrica x,edJ oldugundan

m, ==X, —X,m, e J dir.

PK2) PK1) deki adimlarin duallerini alarak ve Teorem 3.2.9(c) den faydalanarak
yaptlir.
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PK3 ) H bir lokal halka oldugundan Teorem 3.2.8 geregi H/J bir alterne aykir
cisimdir. Bu ylzden TII(H/J) bir Moufang projektif duzlemdir ve v:H-—>H/J

kanonik  epimorfizmi, PK3) sartini  sagladigi  kolayca gorilebilen,  bir
¢:T1(H) - I1(H/J) epimorfizmine indirgenir.

Boylece TI(H) bir PK-duzlemdir. Simdi de TT(H) nin bir Moufang dizlemi oldugunu

gosterilecektir. Bunun igin asagidaki 3 iddiayi ispatlamak yeterli olacaktir.

1) Herhangi bir seU icin c(1,0,)=(@1,s,1) olacak  sekilde
((0,1,0),[1,0,0]) — otelemesi vardir.

i) Herhangi bir seU icin  «(0,0,1)=(s,0,1) olacak  sekilde
((1,0,0),[0,0,1]) — 6telemesi vardir.

iii)  Herhangi bir seU icin  £(01,0)=(0,s,)) olacak  sekilde
((0,0,1),[0,1,0]) — otelemesi vardir.

Eger boyle bir o -0telemesi var ise X €N noktalari ve meD dogrulari tizerinde

asagida verilen sekilde rol oynayacaktir.

o(X) = (@+x%5) "%, L —((+x5) ' %)(sx,) +X;) Eger X 2.tipise
- (X, XS+ Xy, X3) diger;

o(m) = [L (1—m,s)*m,, m; + (ms)(L—m,s) *m,)] Eger m 1.tipise
[m1 —sz,mz,m3] diger

((0,1,0),[1,0,0]) — 6teleme oldugunu go6stermek icin 6nce o nin Gzerinde bulunma

bagintisini korudugu gosterilmelidir.
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1. Durum: X, 2. tip olmayan bir nokta ve m de 1.tip olmayan bir dogru olmak

uzere X I m oldugu farz edilsin. Bu durumda Uzerinde olma bagintisinin tanimindan

4 durum ortaya ¢ikar.

1) X noktasi 1.tip ve m dogrusu 2. tip olsun.

(L Xy, %) 1 [m;,1,m,] m, + X, +X;m, =0
m —S+S+X, +X;m, =0
(L s+ X,, %) 1[m, —s,1,m,]

o(X)lo(m)

dir.

(U

i) X noktasi 1.tip ve m dogrusu 3. tip olsun.

@ %y, %) 1 [m;,m,,1] m, +X,m, + X, =0
m, —sm, +sm, + X,m, + X, =0 .
(L s+ X,, %) I[m, —sm,, m, 1]

o (X)a(m)

08¢0

1) X noktasi 3.tip ve m dogrusu 2. tip olsun.

(x, %, Dl [m,Lm,] < Xm +X,+m, =0
& XM —XS+XS+X,+m; =0
< (X, XS+ X, D)I[m —s,1,m,]
= o(X)lo(m)

iv) X noktasi 3.tip ve m dogrusu 3. tip olsun.

(xl,xz,l)/ [m,m,,1] dir.Cunki bir nokta kendisi ile ayni tipten bir dogru uzerinde

bulunamaz.

2. Durum: (x,%,,1) 1 [L,m,,m,] m, ed oldugu farz edilsin. Uzerinde bulunma
bagintisinin tanimindan  x, + x,m, +m, =0 dir. Bu denklemde x, +m,=-x,m, dir.

n=(1-m,s)"'m, olsun. Teorem 3.2.9(d) den x,[(-m,s)n] =[—(x,m,)s]n dir.
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[X, = (x,m,)s]n = x,n—((x,m,)s)n
XN =X, [(M,s)n]
X, (n—(m,s)n)
X, ((1—m,s)n)
X,m,

Burada dir.

Boylece x, + (XS + X, )n+m, +(m,;s)n =—x,m, —[(x,m,)s]n+x,n=0 elde edilir. Sonug¢

olarak o(X) I o(m) dir.

3. Durum: (x,1,x) 1 [m,m,1], x,%,m,m,edJ oldugu farz edilsin.
t=(1+xs)"'x olsun. Teorem 3.2.9(¢) den t=x(1+xs)" ve Teorem 3.2.9(e) den
t[s(x;m )] =[t(sx,)Im, oldugu bilinmektedir. Bu ylizden
tls(x;m)+m]=[t(sx, +)]m =xm,  dir. Boylece m,+x,=-x,m,  oldugundan
t(m, —sm,) + m, —t(sx,) + X; = —x,m, +t[s(xm)+m]=0 olup bu da o(X)I o(m)

demektir.

4. Durum: (x,1,%) 1[4, m,,m] x,X%,m,eJ oldugu farz edilsin. Uzerinde
bulunma bagintisinin - tanimindan ~ x, +m, =—x,m, dir. n=(1-ms)"'m, ve
t=(0+x5)" % =xL+sx)" olsun. Teorem 3.2.9(f) geregi

t+n =[x, —t(sX;)][-m, — (m,s)n] olup bu da o(X) I o(m) oldugunu gosterir.

Simdi asikar olarak (0,1,0) o nin merkezi ve [1,0,0] ise eksenidir. Son olarak,

eger P=(1,0,0), ise o(P)=(s,0) olup P,o(P) #[1,0,0] dir. Boylece o bir
((0,1,0),[1,0,0]) — 6teleme dir.

Benzer islemler o ve S ya uygulanirsa asagidakiler elde edilir.

a(x) _ (1’ X2 - (X3 (SXS +l)_l)(SX2)1 X3(1+ SX3)_1) Eger X 1. tip iSE
) (% + 68, %, X3) diger
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a(m) = [m,(L—sm;)™, m, +(m,s)(m, (1-sm,)*),] Eger m 3.tipise
[m, m,,m, —sm,] diger

(a,b,1) X, €U olmak lzere X,1.tip veya s+ x, €U olmak lzere X, 3.tip

pO=1 (b_>§1,b,1) B ] eger X 2.tipise N

(%, %, L%, (X5 +%,)57)) eger s+Xx,, X, € J olmak tizere X 3.tipise

@ X7, % + (6 1%,)8 ™) diger

[m, —(ms)c,1,—c] eger s—m, eU olmak lizere m 2.tip ise
B(m) = [m,(m,c),1,c] eger m, eU olmak tizere m 1.tip veya 3.tip ise
[mm,*,—c 1] eger m,s—m, e J olmak tizere m 2.tip ise
[L, m,m,* —s(mm, "), mym,*] diger

Burada a=s((X;S+X,) %), b=(S(XS+X,) )X, ve c=m,((sm, —m,)"s) dir.

Boylece T1(H) yapisinin bir MK-diizlemi oldugu ispatlanmis olur.

Kardinalitesi k olan bir H lokal alterne halkasi kullanilarak Tanim 3.1.3 deki
metotla koordinatlanan PK-dizlemi ile Tanim 3.2.5 deki gibi koordinatlanan PK-
duizleminin izomorf oldugu asagidaki gibi gosterilebilir.

Bu dlzlemler arasinda noktalar igin

(x,y) = (x,y,1)

V), > @y.2)

(00), = (W,1,2)
ve dogrular icin de

[m, k] —[m,1k]

[p], = [Ln, p]

[0y, = [a.n.1]

biciminde tanimlanan f donistimdindn bir izomorfizm oldugu goérulebilir.
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Tanim 3.2.5 de verilen lzerinde olma bagintisi yerine
(X, %5, %) €[m, m,, m,] < x,m, +X,m, + X,m, =0

bagintisi alinmis olsaydi elde edilen PK-dlzlemi yukarida verdiklerimizle yine izomorf
olurdu. Bunlarin izomorf oldugu, noktalar icin 6zdeslik olarak ve dogrular igin ise

[m,1, k] —[-m,1,—K]

[L,n, p] —>[L-n,—p]

[a.n1]—>[-q,-n]]
biciminde tanimlanan h déntstimandn bir izomorfizm oldugu iyi bilinmektedir (Baker
1991).
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