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OZET

Bu ¢aligma esas olarak, reel ve kompleks analizde 6nemli bir yer tutan, fen ve miihendislikte
uygulama alam olan reel ve kompleks harmonik fonksiyonlar tizerine kurulmustur.

Calismamizin birinci boliimde, diger boliimlerde kullanilacak olan temel tamim ve teoremler
ispatsiz olarak verildi. Ikinci béliimde; reel harmonik fonksiyon ve ozellikleri, harmonik
eslenigin bulunmasi, harmonik fonksiyonlarin ortalama deger 6zelligi, harmonik fonksiyonlar
i¢in maksimum ve minimum o6zellikleri, bir daire tizerinde taniml1 harmonik fonksiyonlar ve
Dirichlet problemi, Harnack esitsizligi, yansima prensibi, harmonik fonksiyonlar sinifi ve bu
sinifin tamhigi, Schwarz, Poisson ve Green formiilleri, halka bilgeler ve sonlu baglantili
bolgeler tizerinde tanimli harmonik fonksiyonlarn temsili verildi.

Ugtincii boliimde, reel ve sanal kisimlar1 harmonik olan fakat eslenik olmak zorunda olmayan
kompleks degerli harmonik yalinkat fonksiyonlar iizerinde duruldu. Bu fonksiyonlarin
kanonik g&sterimi, birim daireyi konveks bolgeler iizerine yalinkat olarak resmeden harmonik
doniisiimler ve yapisal Ozellikleri, bir yonde konveks harmonik doniigiimler, konveks
harmonik déniisiimlerin katsay1 bagintilan1 ve g¢esitli konveks yalinkat harmonik fonksiyon
Ornekleri verildi.

ANAHTAR KELIMELER: Harmonik Fonksiyonlar, Yalinkat Harmonik Déoniistimler,
Konveks Harmonik Déniigimler.
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ABSTRACT

This work is mainly based on real and complex harmonic functions which are taken an
important place in the real and complex analysis and which have many application areas on
science and engineering.

In the first section of our study, the basic definitions and theorems which will be used in the
other parts were given without proof. Real harmonic functions and features, harmonic
conjugate of a harmonic function, mean value property of the harmonic functions, maximum
and minimum properties for harmonic functions, harmonic functions defined on a disk and
Dirichlet problem, Harnack inequality, the reflection principle, harmonic functions class and
completeness of this class, Schwarz, Poisson and Green formulas, defined on the finitely
connected region and annulus representation of harmonic functions were given in the second
section.

In the third section the complex valued harmonic univalent functions, which have harmonic
real and imajinary parts but have not to be conjugate, were emphasized. The canonical
representation of this functions, the harmonic transformations which are the unit disk translate
on convex regions as univalent and structural properties, convex harmonic mappings in one
direction, coefficient conditions of convex harmonic conversions, and various convex
univalent harmonic functions examples were given

KEYWORDS: Harmonic Functions, Harmonic Univalent Mappins, Convex Harmonic
Mappings.
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y egrisinin z, noktas: etrafindaki devir sayisi
z, merkezli r yaricaplh agik daire

z, merkezli r yarigapl delinmis agik daire
z, merkezli r yarigaph kapal daire

D kiimesinin sinir1

z kompleks sayisinin eslenigi

Argiiment degisimi

u fonksiyonunun Laplasyeni

f(z) fonksiyonunun reel kismi

f(z) fonksiyonunun imajiner kismi

D kiimesinin [ fonksiyonu altindaki resmi

/ fonksiyonunun z ye gore kismi tiirevi

f fonksiyonunun Jakobiyeni

U da tamml k. mertebeden siirekli kismi ttirevlere sahip

fonksiyonlarin sinifi

U da taniml1 her mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahip

fonksiyonlarin simifi

A kiimesi iizerinde tanimli harmonik fonksiyonlarn simifi

A kiimesi iizerinde tanimh siirekli fonksiyonlarin sinifi

f fonksiyonunun analitik genlesmesi

g fonksiyonu f fonksiyonuna sabordinedir
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l(z)=z/(1-2) Temel konveks fonksiyon
L(z)=Re{l(z)}+ilm{k(z)} Imajiner eksen yoniinde konveks yalinkat harmonik fonk.

K, Konveks yalinkat harmonik olarak déniistimlerin simfi
K, Normalize edilmis konveks harmonik doniisimlerin sinifi
P Reel kism pozitif analitik fonksiyonlarin sinifi

H Orijin merkezli tiim agik halka bélgeler

REK Reel eksen yoniinde konveks fonksiyonlarin sinifi



1. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bdlimde, gelecek boliimlerde kullanilacak olan bazi temel tanim ve sonuglar

verilecektir.

1.1. Kompleks Diizlemin Topolojisi

z,, C kompleks diizleminde sabit bir nokta ve 0 < r <« olmak iizere
D(zy.r)={z:|z—z,|<r}, D(zy,r)={z:|z—2z,|<r},
D' (z,,r)={z:0<|z—z,|<r} ve dD(z,,r)={z:|z—z,|=r}
kiimelerine sirasiyla z, merkezli ve r yaricapli acik daire, kapali daire, delinmig agik

daire ve cember denir.

Ac C ve ze A4 igin D(z,r) c A olacak sekilde bir » > 0 sayis1 varsa z noktasina

A kiimesinin bir i¢ noktas:, biitiin noktalar i¢ nokta olan bir kiimeye agik kiime ve

tiimleyeni agik olan kiimelere de kapali kiime denir.

Bir A c C kiimesini bulunduran kapal kiimelerin en darina 4 kiimesinin kapanisi

denir ve A ile gosterilir. 4 kiimesinin bulundurdugu en genis agik kiimeye, baska bir

deyisle 4 kiimesinin biitiin i¢ noktalarmin kiimesine A kiimesinin i¢i denir.

A c C olmak iizere her bir D(z,r) agik dairesi ile 4 ve A kiimesinin tiimleyeni

olan A' kiimesinin kesisimi bos kiimeden farkli ise z e C noktasina 4 kiimesinin bir

simir noktasi denir ve A kiimesinin sinir noktalarmin kiimesi 84 ile gosterilir.

(z,) kompleks sayilarin bir dizisi olsun. Her &>0 sayisina karsiik n2n,
ozelligindeki biitiin » dogal sayilari i¢in z, € D(z,,¢) olacak sekilde bir r, dogal sayisi

varsa (z,) dizisine z, noktasina yakinsaktir denir ve bu durum limz, =z, veya

H—w

z, — z, ile gosterilir. Limit ile kapams arasindaki su sonug 6nemlidir: z, € A olmasi



icin gerek ve yeter sart limz, =z, olacak gekilde 4 da bir (z,) dizisinin mevcut

n—w

olmasidir.

Ac C olmak tlizere f:A4— C bir fonksiyon ve z, € 4 olsun. Here >0 sayisi
icin
fTAND(z,,6)]c D(f(2),€)
bagintisim1 saglayan bir 6 =d(¢&,z,) >0 sayis1 varsa f fonksiyonuna z, noktasinda
streklidir denir. Eger her z € 4 noktasi igin
FlAND(z,6)]cD(f(2),¢)
olacak sekilde bir & =0(&)>0 sayis1i varsa f fonksiyonuna 4 kiimesinde diizgiin

sireklidir denir. Eger limz, =z, iken lim f(z,)= f(z,) ise f fonksiyonuna z,

noktasinda dizisel siireklidir denir. C kompleks diizleminde dizisel stireklilik ile

siireklilik denktirler.

Ac C olsun. Her z€ A4 igin |z|<m <o olacak sekilde m >0 sayis1 varsa A4

kiimesine sturlidr denir. C de bir kiimenin kompakt olmas: i¢in gerek ve yeter sart

kapali ve sinirli olmasidir.

C de bir 4 kiimesi ayrik acgik iki kiimenin birlesimi seklinde yazilamiyorsa 4
kiimesine baglantili, agik ve baglantih bir kiimeye de bolge denir. Eger bir bolgenin
tiimleyeni agik ve baglantili ise bu bolgeye ba/s’z:g\:;’)aglannh bdlge denir. Agik bir 4
kiimesinin baglantili bir B alt kiimesi, 4 kiimiénin baska bir baglantili alt kiimesi
tarafindan kapsanmiyorsa B ye 4 kiimesinin bir bileseni denir. Kompleks diizlemde bir
B boélgesinin tiimleyeni tam bir siurli bilegene sahipse bu bolgeye iki katli baglantili
bélge denir. Daha genel olarak tiimleyeni tam k —1 tane siirli bilesene sahip bolge k

katli baglantili bolge olarak adlandirilir.

a<t<b arah@min z = @(¢) siirekli fonksiyonu altindaki resmine C de bir yay veya
egri denir. Her r€[a,b] igin @'(£)#0 ise egriye diizgiin egri denir. Eger egri [a,b]

araliginda diizgiin degil fakat [a,b] araliginin alt araliklarinda diizgiin ise egriye parcali



diizgiin egri denir. Eger bir egri sonlu uzunluga sahip ise bu egriye diizeltilebilir
(rectifiable) egri, kendi kendini kesmeyen egriye basit egri adi verilir. Ug noktalari
bitigik bir egriye kapali egri, sadece ug¢ noktalarinda kesisen egriye de basit kapalr egri
veya Jordan egrisi denir. Jordan egrisi tarafindan simrlanan bélgeye Jordan bilgesi

denir.

Kompleks diizlemde pargal1 diizgiin kapali bir y egrisi ve bir z € C - ¥ noktasi i¢in

tamsayisina y egrisinin z etrafindaki donme sayisi (indeks) denir. Kompleks diizlemde

kapal1 parcali diizgiin egrilerin sonlu bir dizisine bir devir denir. U kompleks diizlemde

agik bir kiime ve I U da bir devir olsun. Her ze C-Uigin n(I,z)=0 ise I" devrine

U da sifira homologdur denir (Palka 1991).
1.2. Diferansiyellenebilme ve Analitiklik
Ac C_ f:A4— C bir fonksiyon ve z, 4 kiimesinin bir i¢ noktasi olsun. Eger

lim f(Z)—f(ZD) f(ZU +hf)z_f(zl))

Z—Z, Z— ZO

veya lim
y h—0

mevcut ise / fonksiyonuna z, noktasinda diferansiyellenebilir veya tiirevlenebilir denir.
Limit degerine de f fonksiyonunun z, noktasindaki firevi adi verilir ve f'(z,) ile

gosterilir.  Eger f  fonksiyonu Z, noktasinda  diferansiyellenebilirse

[(z0) = fi(zy) =i f,(z,) dur.

Ac C, f:A—> C bir fonksiyon ve 4 kiimesinin bos olmayan agik bir alt kiimesi

U olsun. Eger f fonksiyonu U kiimesinin her noktasinda diferansiyellenebilirse f

fonksiyonuna U da analitiktir denir.

Kompleks degiskenli bir fonksiyonun analitikligi ile ilgili asagidaki teorem oldukga
kullanmighdir.



Teorem 1.2.1. 4 C agik kiimesinde tammli bir / =u +iv fonksiyonu 4 da her yerde
u,,u,,v, v, sirekli kismi tiirevlere sahip olsun. f fonksiyonunun 4 da analitik olmasi
i¢in gerek ve yeter sart 4 da Cauchy-Riemann denklemleri denilen

U, =v,ve u,=-v,

denklemlerinin saglanmasidir. Bu durumda 4 da f'(z) = f,(z) =—i f,(z) dir (Bagkan
1996).

Tamm 1.2.2. Bir U < C agik kiimesi tizerinde tanimli bir / fonksiyonu, k dogal sayist
icin k. mertebeye kadar her mertebeden kismi tiirevlere sahip ve siirekli ise f ye C*(U)
simifindan bir fonksiyon denir. Eger f fonksiyonu U da her mertebeden siirekli kismi

tirevlere sahipse f ye C”(U)simifindandir denir

Teorem 1.2.3 (Cauchy Teoremi). D kompleks diizlemde basit baglantili bir bolge ve f,

D de analitik bir fonksiyon olsun. D de bulunan her parcali diizgiin kapali » egrisi i¢in
I f(z)dz=0

dir (Baskan 1996).

Teorem 1.2.4 (Maksimum Modiil Teoremi). Siirli bir D bélgesinde analitik ve
sinirinda siirekli, sabit olmayan bir f fonksiyonu maksimum modiiliinii D bélgesinin

sinirinda alir (Bagkan 1996).

Maksimum modiil teoremi 1/ f fonksiyonuna uygulanirsa, minimum modiil

teoremi elde edilir.

Teorem 1.2.5 (Minimum Modiil Teoremi). Smirli bir B bolgesinde analitik ve
sinirinda siirekli, sabit olmayan ve her ze B igin f(z)#0 olan bir f fonksiyonu

minimum modiiliinii B bolgesinin sinirinda alir (Bagkan 1996).

Maksimum modiil teoreminin basit fakat énemli bir sonucu, f(z)/z fonksiyonuna

maksimum modiil teoremini uygulamakla elde edilen Schwartz lemmasidir.



Teorem 1.2.6 (Schwarz Lemmasi). /' fonksiyonu D= D(0,1) agik birim dairesinde
f(0)=0 ve | f(z)|<1 ozelliginde analitik bir fonksiyon olsun. Bu takdirde D de
| f(2)| <|z]| ve | f(0)] <1 dir. Esitlik f(z)=e"z fonksiyonu igin gegerlidir (Baskan
1996).

Teorem 1.2.7 (Ozdeslik Teoremi). f ve g bir D bolgesinde analitik iki fonksiyon
olsun. Eger D de yakinsak bir (z,) dizisi i¢in f(z,)=g(z,) ise bu takdirde D

bolgesinin tamaminda f =g dir (Palka 1991).

Bu teoremden “‘f fonksiyonu bir z, noktasinda analitik, z, — z, ve f(z,)=0 ise

bu takdirde /=0 dir’’ sonucu ¢ikarilabilir.
1.3. Analitik Fonksiyonlarin Ayrik Singiileriteleri

Tanmm 1.3.1. A< C olmak iizere f:4— C fonksiyonu i¢in f(z,) =0 ise z, sayisina

f fonksiyonunun bir sifir: (kokii) denir. Eger sabit olmayan bir f fonksiyonu bir D

bolgesinde analitik ve z, € D noktas:1 f fonksiyonunun bir sifir1 ise f fonksiyonu D
bolgesinde

f(D)=(z-2,)"g(2): g(z,)%0
bigiminde bir gdsterime sahiptir ve bu gosterim tektir. Burada m pozitif tamsay1 ve g

fonksiyonu D de analitiktir. Burada ki m sayisma z, da f fonksiyonunun sifirinin
katlilig1 (mertebesi) denir. Bunun anlami f fonksiyonu z, da sifir degerini tam m defa
alir. Baska bir deyisle z, noktasinin uygun bir komsulugunun f altindaki resmi orijin

noktasimin uygun bir komsulugunu tam m defa érter (Palka 1991).

Teorem 1.3.2. /' bir z, noktasinda analitik olsun. / fonksiyonu z, noktasimn agik bir

komsulugunda her mertebeden tiirevlere sahiptir ve bu komsulukta yakinsak olan

f(z)zian(z-vzo)" ;oa,=f"(zy)/n



bi¢iminde bir Taylor serisine agilabilir ve bu ac¢ilim tek tiirliidiir (Palka 1991).

Tanmm 1.3.3. ffonksiyonu bir z, noktasinda analitik degil fakat D’(z,,r) dairesinde
analitik olacak sekilde » > 0 sayisi varsa z, noktasina f fonksiyonunun ayrik singiiler
noktast denir. Eger z, noktas: f fonksiyonunun ayrik singiiler noktas: ise f fonksiyonu

D" = D'(z,,r) delinmis dairesinde

F(2)=Yaz-z) =Y a,(z-2)" +3 a,(z-z)" (L.1)

n=-m n=l n=0

bigiminde bir Laurent agilimina sahiptir. Eger (1.1) ifadesinde biitiin a_, katsayilar sifir
ise z, noktasina f fonksiyonunun kaldirilabilir singiiler noktasi, eger sonlu sayida a_,

katsayilar sifirdan farkli diger tiim katsayilar sifir ise z, noktasina f fonksiyonunun
kutup noktasi, eger sonsuz sayida a , katsayilan sifirdan farkli ise z, noktasmna f

fonksiyonunun esasli singiiler noktas: denir. Eger f fonksiyonunun bir bdlgedeki
singiiler noktalar1 kutup noktalarindan ibaretse f fonksiyonuna bu bolgede meromorf

fonksiyon denir.

Tanim 1.3.4. y kapali bir egri, z, y lizerinde bulunmayan herhangi bir nokta olsun. z
noktast ¥ egrisini taradiginda arg(z-—z,) meydana gelen degisimeye argiiment
degisimi denir ve A, arg(z-z,) ile gosterilir. Gergekte bu sayr A, arg(z-z,)=

27 n(y.z,) dir (Palka 1991).

Teorem 1.3.5 (Argiiment Prensibi). f, bir D bolgesinde meromorf bir fonksiyon ve y,
D de bulunan ve f fonksiyonunun higbir kutup ve sifir yerinden gegmeyen basit kapali

bir egri olsun. f fonksiyonunun y igindeki sifir ve kutup yerlerinin sayilari (katliliklar

katliligs kadar sayilmak iizere) sirasiyla Z, ve P, ise

1 /'@

27i 3 f(2)

dz=Z,~P,=n(f(1),0)

dir (Palka 1991).



Tanmm 1.3.6. B bolgesinde analitik bir f fonksiyonu aym degeri iki kere almiyorsa,
baska bir deyisle 7, B bolgesini baska bir bolge {izerine bire-bir olarak resmediyorsa f
fonksiyonuna B de yalinkat (iinivalent) denir. Yalinkat analitik bir fonksiyona konform

doniigtim denir.

Teorem 1.3.7. f fonksiyonu bir D bélgesinde analitik olsun. Eger f, D bolgesinde
yalinkat ise her z € D i¢in f'(z) # 0 dir (Palka 1991).

Teorem 1.3.8. f fonksiyonu bir D bolgesinde analitik olsun. Eger z, € D igin
f'(z,) # 0 ise f fonksiyonunun yalinkat oldugu D bolgesinin z, noktasim bulunduran

bir G alt bolgesi mevcuttur (Palka 1991).

Teorem 1.3.9 (Ters Doniisiim Teoremi). D kompleks diizlemde bir bélge ve f: D —

C inivalent analitik bir fonksiyon olsun. Bu takdirde f™': f(D)—> D ters fonksiyonu
da analitiktir (Palka 1991).

Yalmkat fonksiyonlar teorisinde énemli bir sonug yalinkath@mn diizgiin yakinsaklik

altinda korunmus olmasidir.

Teorem 1.3.10. f, bir B bolgesinde yalinkat analitik fonksiyonlarin bir dizisi ve B’nin
her bir kompakt alt kiimesinde diizgiin olarak f,(z) = f(z) olsun. Bu takdirde £, B de

yalinkattir veya sabittir (Palka 1991).

1851 yilinda Riemann, basit baglantili bir bolgenin birim daire lizerine konform

olarak doniistiiriilebilecegini ifade ve ispat etti.

Teorem 1.3.11 (Riemann Déniisiim Teoremi). B, kompleks diizlemin basit baglantil
oz alt kiimesi ve z,eB olsun. Bu takdirde, f(z,)=0, f'(z,) >0 O0zellifinde B
bolgesini birim daire iizerine konform olarak doniistiiren bir tek f* fonksiyonu vardir

(Palka 1991).



Eger B bir Jordan bélgesi ise Riemann déniigiim teoremi siirekli olarak B bolgesinin
simirina genigletilebilir ve genisletilmis fonksiyon simir egrisini bire bir olarak birim

¢ember iizerine dontstiirtir. Caratheodary’ye ait olan bu sonucu asagida ifade edilmistir.

Teorem 1.3.12 (Caratheodory Genisleme Teoremi). B bir y Jordan egrisi ile
siirlanmig bir bolge ve £, B bolgesini D birim dairesi tizerine konform olarak resmetsin.

Bu takdirde f, B den D iizerine bir homomorfizme genisletilebilir (Palka 1991).

Teorem 1.3.13. B basit baglantili bir bolge, » bu bolgenin sinir egrisi, f fonksiyonu B
de analitik ve y da siirekli olsun. Eger f, » da yalinkat ise B bolgesinde de yalinkattir
(Palka 1991).

Bu teorem basit baglantili bir bélgeyi basit baglantili bir bagka bélge iizerine
konform olarak resmeden fonksiyonun bulunmasinda énemli rol oynar. Bunun i¢in de
bolgenin sinirini bire-bir olarak resmeden ve simirda siirekli olan bir fonksiyon bulmak

yeterlidir.

1.4. Ekstremal (Ug) Problemler

F bir B bolgesinde analitik fonksiyonlarin bir ailesi ve ¢, F iizerinde tamml
kompleks degerli bir fonksiyonel olsun. Buna gore her f €F i¢in ¢(f) bir kompleks
sayidir. F {izerinde tamimlanmis bir ¢ fonksiyoneli igin, F lizerinde Re{g} nin

supremumunu bulma problemi bir ekstremal problemdir. Ekstremal problemler

geometrik fonksiyonlar teorisinde 6nemli bir rol oynar.

Ej}l}?Re{cﬁ(f)} =M <o

ifadesi bize her fe F igin Re{p(f}} <M kesin esitsizligini verir. Ayrica yukandaki
esitsizlik belli bir f € F fonksiyonu i¢in gergeklenir. Bu fonksiyona ekstremal fonksiyon

denir. Genel bir kural olarak ekstremal fonksiyonlar ilging ozellikleriyle F ailesinin

diger elemanlarindan ayrilir (Goodman 1983).



Tanmm 1.4.1. B kompleks diizlemde bir bolge olsun. Her ze B ve 0<r<1 igin
tz € B ise B ye orijine gore yildizil bilge denir. Bunun geometrik anlam1 B bdlgesinin
biitiin noktalarim orijine birlestiren dogru pargalarimin yine B de kalmasidir. Eger D
de tanimli bir f fonksiyonu i¢in f(D) yildiz1l bir bolge ise [ ye yildizil fonksiyon
denir. Farkli herhangi z,w € B noktalari ve 0 <t <1 i¢in #z + (1 -¢)w dogru parcasi B
de kaliyorsa B ye konveks bolge denir. f(D) konveks bir bolge ise D de tamiml analitik
f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.

Herhangi bir konveks bolge her noktasina gore yildizil oldugundan bir konveks
fonksiyon aym zamanda bir yildizil fonksiyondur. Ancak tersi dogru degildir.

Asagidaki teorem bu fonksiyonlarin analitik temsilini vermektedir.

Teorem 1.4.2. y = {z(t) =x(0)+iy(t); a<t < b} egrisinin f(z) fonksiyonu altindaki
resmi [ olsun.
(a) I' egrisinin orijine gore yildiz1l olmasi igin gerek ve yeter sart,

ey
7 (’)}

olmasidir.
(b) f'(z) #0 olmak iizere, I' egrisinin konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart,

Im[z 0, /'@ (,)}
20 S0

olmasidir (Goodman 1983).
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2. HARMONIK FONKSIYONLAR

Bu béliimde, diizlemin bir alt kiimesinde tanmimli reel degerli harmonik fonksiyonlar
tamtilarak bu fonksiyonlarin o6zellikleri ayrintili olarak incelenecek. Ayrica bu

fonksiyonlarin olusturdugu sinifin topolojik ve cebirsel 6zellikleri {izerinde durulacaktir.

2.1. Reel Harmonik Fonksiyonlar

Tanmm 2.1.1. D kompleks diizlemde bir bolge, u: D — R iki degiskenli fonksiyonu
ikinci mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahip olsun. Eger u fonksiyonu her z € D igin

Laplace Denklemi ad1 verilen

Au(z)=u,(z)+u,(z)=0 (2.1)
denklemini saghyorsa u# ya D de reel harmonik fonksiyon veya kisaca harmoniktir
denir. Eger u# fonksiyonu z, e D noktasimin bir komsulugunda harmonik ise u ya z,

noktasinda harmoniktir denir.
Harmonik fonksiyonlar uygulamali matematik ve mekaniksel fizikte 6nemli rol
oynarlar. Ozellikle yergekimi, elektrostatik ve manyetostatik potansiyeller ve birgok

fiziksel 6neme sahip fonksiyonlar harmonik fonksiyonlardir.

Tanimdan hareketle harmonik fonksiyonlarla ilgili asagidaki sonuglar1 ¢ikarmak

miumkiindiir.

1) Eger u ve v harmonik iki fonksiyon ise a,be C olmak ilizere w=au+bv

fonksiyonu da harmoniktir.

2) Eger u(x, y) fonksiyonu harmonik ise #(x +a, y +b) fonksiyonu harmoniktir.

Asagidaki teorem harmonik fonksiyonlarla analitik fonksiyonlar arasindaki 6nemli

bir bagintiy1 ifade eder.
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Teorem 2.1.2. f(z)=u(z)+iv(z) fonksiyonu bir D bolgesinde analitik ise u(z) ve
v(z) reel degerli fonksiyonlari D de harmoniktir

Ispat. f =u+iv D de analitik ise her ze D i¢in f'(z) = u,+iv, =v, —iu, dir. Her
iki tarafin x’e ve y’ye gore kismi tiirevleri alinip, Cauchy-Riemann denklemleri ve

U, =u,, v, =v, esitligi kullanilrsa u,, +u, =0 ve v +v, =0 oldudu goriliir. m

Bu teoremin tersi dogru degildir. Yani # ve v harmonik fonksiyonlar1 igin
f =u+iv analitik olmak zorunda degildir. Ancak bazi bélgesel kisitlamalar altinda

tersinin dogru oldugu goriilecek.

Ornek 2.1.3. u(z)=Log|z| fonksiyonu D= C\{0} bolgesinde harmonik eslenige
sahip degildir. Gergekten, eger v, D de u fonksiyonunun harmonik eslenigi ise
f =u+iv analitik fonksiyonu ve ze D igin f'(z)=z"' olur. Ancak D de tiirevi z™'

olan hig¢bir analitik fonksiyon yoktur.

Tanmm 2.1.4. u(z) bir D bolgesinde harmonik olsun. f =wu+iv fonksiyonu D de

analitik ise v(z) fonksiyonuna D de u fonksiyonunun harmonik eslenigi denir.

Asagdaki teorem harmonik bir fonksiyonun ne zaman bir harmonik esleniginin

olacagim ifade eder.

Teorem 2.1.5. B kompleks diizlemde bir bélge olsun. B de bir harmonik fonksiyonun
esleniginin olmasi igin gerek ve yeter sart B bolgesinin basit baglantili olmasidir.
Ispat. B basit baglantili bir bolge ve u# B de harmonik olsun. u fonksiyonunun B de
harmonik esleniginin oldugunu gosterelim. g =u, —iu, =r+is fonksiyonunu g6z
Sniine alahm. # fonksiyonu B de ikinci mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahip ve u
harmonik oldugundan

Fe=U, = U, =5, Ve I, =u, =u, =-S5

olur. Buise g fonksiyonunun B de analitik oldugunu gosterir. B bdlgesi basit baglantili

oldugundan, g fonksiyonu B de f =u +iv bi¢iminde bir ilkele sahip olup f
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fonksiyonu B de analitiktir. Ustelik f(z,) =u(z,) olacak sekilde B bolgesinin belli bir
z, noktasini alalim. Bu bize f fonksiyonunun tek olarak belirlenmesini saglar. Boylece
u(z,)=u(z,) dir. Bde
fl=u,+iv. =u, —iu,=g=u,~iu,
oldugundan, B bolgesinin tamaminda
(u-u),=@-u),=0

elde edilir. Buradan # —u fonksiyonunun B de sabit oldugu goriiliir. #(z,) = u(z,)
oldugundan, ¥ =u dur. Béylece B de f =u+iv bi¢imindedir. f B de analitik

oldugundan v de aym bélgede u fonksiyonunun eslenigidir.

Tersine, B de her bir harmonik fonksiyonun eslenigi mevcut ve y, B de parcah
diizgiin kapah bir yol olsun. Verilen herhangi bir z, € C\B noktasi i¢in n(y,z,)=0
oldugunu géstermeliyiz. C\{z,} da u(z)=Log|z -z, | fonksiyonunu tamimlayalim. Bu

fonksiyon C\{z,} da dolayisiyla B de harmoniktir. B de u fonksiyonunun harmonik

eslenigi v olsun. Béylece f =u+iv fonksiyonu B de analitiktir. h(z)=(z—z,)e "

bi¢iminde tammh 4 :B— C fonksiyonu da B de analitiktir. O halde her z € B igin

f]'0g§:7:01 :i Z_Z(] |/ i Z_ZO 1:1

|h(2) =z 2z, |e™? = z—z, |e
bulunur. Bu durumda %, B de sabit olmak zorundadir. Buradan
H(z)=0 veya e/ —(z-z)) e ’Pf(2)=0
elde edilir. Boylece f'(z)=1/(z - z,) olur. Cauchy teoremi geregi

1 dz

n(y,z,)=—-
(7:20) 27i 5z -z,

=0

olup B bélgesi basit baglantilidir. m

Sonug 2.1.6. u fonksiyonu, agik bir B kiimesinde harmonik ise B de bulunan her agik

dairede bir harmonik eslenige sahiptir. Ozellikle D(z,,7) dairesinde u =Re f olacak

sekildeki f analitik fonksiyonu, C bir kompleks sabit olmak iizere

1(2) =2u( ZZEO ,Z—;i]w 2.2)
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esitligi ile verilir. Eger orijin f fonksiyonunun analitik oldugu bélgede bulunuyorsa,

(2.2) ifadesi

f(z)= 2&{ ,—2;)+C

[N RN

bi¢ciminde yazilabilir (Gonzalez 1991-I).

Simdi verilen bir # harmonik fonksiyonunun v harmonik eslenigi mevcut oldugu

durumda v fonksiyonunun nasil hesaplanabilecegini gorelim.

Teorem 2.1.7. u, basit baglantili bir B bolgesinde harmonik bir fonksiyon olsun. , B

bolgesinde z; ile z noktasini birlestiren pargali diizgiin bir yol olmak {izere, » nun v

harmonik eslenigi
¥ x
v(z) = juxaﬁv —u,dx veya w(x,y)= IuI (x,0)dt — Iu}. (s,0)ds
¥ 0 0

esitligi ile verilir (Gonzalez 1991-I).

Ornek 2.1.8. #:C— R fonksiyonu a,,....a, Ve b,....,b, reel sabitler olmak tizere

r=0 ve R igin
u(re')=a, + Y r*la, cos(k0) + b, sin(k6)]
k=1
bi¢iminde verilmis olsun. #’'nun C de harmonik oldugunu gosterip v(0)=0 sartim

saglayan v harmonik eslenigini bulalim.

u(z)=a, +Zrk[ak cos(k@)+b, sin(kf)] = a, + Zrk[ak Re (e”'f@) +b, Im (efkﬂ N
k=1 k=1
=a, + Z”:rk[ak Re(e*?) + b, Re(—ie"‘g ) =a, + Z Re[(a, —ib, )rke;ka]
k=1 p=

=Rela, + Y [(a, —ib)z"]; z=re”
k=1

olur. Boylece u fonksiyonu, C de analitik f(z)=aq, + ZZEI [(a, —ib, )z*] fonksiyonun

reel kismi oldugundan, C de harmoniktir. O halde v:C—> R, v(z)=Im[f(2)]
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fonksiyonu C de u fonksiyonunun harmonik eglenigidir. v(0) = Im[£(0)] = Im(a,) =0

oldugundan istenilen v(z) fonksiyonu
w(z)= m{ao +i(ak —ibk)z"} = Z Im[(a, —ib,)r*e™]
par e
= Zn:r" [a, Im(e*?) — b, Im (ie"?)]
P
= Z r*[=b, cos(k@) + a, sin(kO)]
P

r*[~b, cos(k6) + a, sin(k6)]

k=1

bi¢gimindedir.

Asagidaki teorem, harmonik fonksiyonlarin analitik fonksiyonlara ait olan bir

ozellige sahip oldugunu gosterir.

Teorem 2.1.9. Bc C acgik bir kime ve u, B de harmonik bir fonksiyon ise her
mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahiptir. Yani « € C”(B) dir.

spat. z,=x,+iy,e B ve D(z,,r)c B olacak sekilde bir » >0 sayis1 vardir. Bu
takdirde » harmonik fonksiyonu D(z,,r) de v harmonik eslenigine sahiptir. Bdylece

f =u+iv fonksiyonu, D(z,,r) de analitik olup her mertebeden siirekli kismi tiirevlere

sahiptir. z, keyfi ve B a¢ik oldugundan u € C”(B) dir. m

Teorem 2.1.10 (Ortalama Deger Teoremi). B bir agik kiime u, B de harmonik bir

fonksiyon ve D(z,,r) c B olsun. Bu takdirde

2z
u(zo):—l— u(z, +re'’)do (2.3)
2

0

dir.
Ispat. D(z,,r)c B olacak sekilde bir D = D(z,,r) dairesini alalim. Teorem 2.1.5

geregi u = Re f olacak sekilde D de analitik bir f fonksiyonu vardir. Cauchy Integral

Formiili geregi
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2z

flzy) = jf(zo +re'®)do
0

1
2w
dir. Her iki yanin reel kismi alinirsa

2z
u(zq) :2]—” J-u(z0 +re'?)d6
0

elde edilir. m

(2.3) ifadesi bir harmonik fonksiyonun dairenin merkezinde aldig1 degerin, dairenin

st izerindeki ortalama degeri yardimiyla hesaplanabilecegini ifade eder.

Tanmm 2.1.11. Bc C agik bir kiime ve u: B— R siirekli bir fonksiyon olsun. Eger u
fonksiyonu her D(z,,r) c B dairesinde (2.3) bagintisim sagliyorsa u ya B de ortalama

deger ozelligine sahiptir denir. Teorem 2.2.7 de ortalama deger ozelligine sahip

fonksiyonlarin belli sartlar altinda harmonik oldugu gosterilecektir.

Teorem 2.1.12. B bir bolge u: B— R siirekli ve ortalama deger 6zelligine sahip olsun.
Eger her ze B i¢in u(a)>u(z) olacak sekilde bir ae B varsa wu, sabit bir

fonksiyondur.
Ispat. A={ze B :u(z)=u(a)} olsun. u siirekli oldugundan A4 c B kapahdir. Eger

z,€A ise D(z,,r)c B olacak sekilde r>0 sayisi segelim. u(a)#u(b) olacak
sekilde b € D(z,,7) noktasim goz dniine alalim. Bu taktirde u(b) <u(a) dir. Siireklilik
geregi b'nin uygun bir komgulugundaki tim z ler igin u(z)<u(a)=u(z,) di.
p=lz,—b| ve b=z,+pe”, 0<a<2r, ise her Oel igin, ael ve
u(z, + pe'®) <u(z,) olacak gekilde 7 E[O,27f] aralign vardir. Ortalama deger 6zelligi

geregi
1 2r )
u(zy)=— |u(z, + pe'®)dd < u(z,)
2z

celiskisine diisiilmiis olur. Béylece D(z,,7)c A dir. z, € A keyfi oldugundan 4 aym

zamanda agiktir. B bolgesi baglantili oldugundan A=B yani u B de sabittir. m
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Sonug 2.1.13. B bir bolge u B de sabit olmayan siirekli ve ortalama deger 6zelligine

sahip bir fonksiyon olsun. Bu takdirde # maksimum degerini bolgenin 6B simirinda alir.

Bir harmonik fonksiyonun maksimum veya minimum &zelligi, analitik

fonksiyonlarin modiiliiniin maksimum ve minimum 6zellikleri ile benzerlik gosterir.

Teorem 2.1.14. Bc C bir bolge ve u: B— R, sabit olmayan harmonik bir fonksiyon
olsun. Bu takdirde u fonksiyonu maksimum ve minimum degerini B bélgesinin ic

noktasinda almaz.

Ispat. Eger B basit baglantili bir bolge ise Sonug 2.1.6 geregi, B de u =Re f olacak
sekilde f analitik fonksiyonu vardir. F(z)=e’/® olarak tanimlamrsa F fonksiyonu B de
analitik ve B de F(z)#0 olur. O halde F fonksiyonuna B bdlgesinde maksimum ve

minimum modiil teoremi uygulanabilir. Boylece |F(z)|=e*** fonksiyonu en biiyiik ve
en kiigiik degerini B de almaz. Ustel fonksiyon artan oldugundan « fonksiyonu icin de

aymi Ozellikler gecerlidir.

B basit baglantili bir bdlge olmasin. # fonksiyonunun maksimum degerini B

bolgesinin i¢inde aldigim kabul edelim. M =maksu(x,y) olsun. B de her yerde

(x.y)eB

u(x,y) =M oldugunu gostermek ispati tamamlar. Aksini kabul edelim. Yani B de en az
bir yerde u(x,y)# M olsun. S ={(x,y)e B: u(x,y)= M} diyelim. z, =(x,,y,) €S ve
z,=(x,»)eB-S olsun. O halde u(x,,y,)=M ve u(x,y)<M dir. Baglangig
noktasi z, ve bitis noktasi z, olan B de basit yonlendirilmis poligonal yol P olsun.
z =(",y"), PNnS kiimesinin son noktasi olsun. z' € § oldugundan u(x',y")=M
dir. 0<r<|z,—z'| ve D(z ,r)c B olacak sekilde yeterince kiigiik bir » sayisi
secelim. C(z°, r)={z:|z—z |=#} cemberi z  ile z arasindaki poligonal yolun bir
kismim bulundurur. Bu noktalan P; ile gosterelim. Bu noktalarin belli bir komsulugunda

u<M dir. Ote yandan u harmonik fonksiyonu D(z’, r) dairesinde ortalama deger
Ozelligini saglar. Yani

u(z‘):L u(z +pe)dé , 0<p<r
27
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dir. Bu ise u( z' ) = M olmasi ile celisir. Ciinkii sag taraftaki integral M veya M den
daha kiigiiktir. Bu da gosteriyor ki u fonksiyonu maksimum degerini B bolgesinin

herhangi bir i¢ noktasinda alamaz.

Minimum o6zelligi, —u(x,y) fonksiyonuna maksimum ozelligi uygulanarak elde

edilir. m /)

o —

[

Sonug¢ 2.1.15. B smirl bir bolge, B de sabit olmayan » harmonik fonksiyonu bilgenin

sinirinda siirekli olsun. Bu takdirde, u fonksiyonu B de maksimum ve minimum
degerini bdlgenin simirinda alir.

Ispat. Kompakt kiimede tanimli reel degerli siirekli fonksiyonlar bu bélgede mutlak
maksimum ve mutlak minimum degerine sahiptir. Teorem 2.1.14 geregi sabit olmayan
u harmonik fonksiyonu bu degerleri B bilgesinde alamaz. O halde simrda almak

zorundadir. m

Sonu¢ 2.1.16. u(x,y), |z|<R dairesinde sabit olmayan reel degerli harmonik bir
fonksiyon olsun. Bu takdirde, 0<r <R ve |z|=r olmak iizere A(r)= maks u(x,y)
fonksiyonu kesin olarak artan bir fonksiyonudur.

Ispat. 0<7, <r, <R olmak iizere | z|=7,, | z|=7, semberlerini ve D,(0,r), D,(0,r,)

dairelerini g0z Oniine alalim. maks u(x, y) = rr‘llaks u(x,y) = A(n) ve
zel), =4

maks u(x, y) = nggks u(x,y) = A(r,) denirse r, <r, oldugundan A(r,)< A(r,) dir. m

zeD,

Asagidaki teorem, simrh bir bolgede harmonik bir fonksiyonun degerlerinin o

bolgenin sinin tizerindeki degerleri yardimiyla belirlenebilecegini gosterir.

Teorem 2.1.17. u,(x,y) ve u,(x,y) sinirh bir B bolgesinde reel degerli harmonik iki
fonksiyon olsun. Ustelik #, ve u, fonksiyonlar1 bélgenin 6B sinirinda siirekli olsun.
Eger her (x, y) € 0B igin u,(x,y)=u,(x, y) ise B bolgesinde u, = u, dir.

Ispat. F(x,y)=u,(x.y)-u,(x,y) fonksiyonu B de harmonik ve OB de siirekli

oldugundan maksimum ve minimum degerlerini 0B de alir. 6B de u, =u, oldugundan

<
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maks F(x,y)=0 ve (mi)ng F(x,y)=0 dir. Béylece her (x,y) e B igin F(x,y)=0 olup
x,v)e

(x,y)eB

B de u, =u, elde edilir. m

Sonug¢ 2.1.18. u(x,y) fonksiyonu bir B bélgesinde harmonik, &8 de siirekli ve OB

lizerinde sifir ise bu takdirde B da sifirdir.
2.2. Bir Daire Uzerinde Harmonik Fonksiyonlar

B diizlemsel sinirh bir bélge ve &:0B — R siirekli bir fonksiyon olmak iizere 0B
lizerinde / fonksiyonuna esit olan ve B de Laplace denklemini ¢6zme problemine
Dirichlet problemi denir. Aslinda Dirichlet problemi, 6B de h ile ¢akisan ve B de

harmonik olan #: B — R siirekli fonksiyonunu bulma problemidir. Yani her ¢ < 6B

icin hncl u(z) = h({) ozelliginde u: B — R harmonik fonksiyonunu bulma problemidir.

Bu durumda u fonksiyonunun B de siirekli ve smirda da u =4 oldugunu gérmek zor
degildir. Her Dirichlet probleminin bir ¢6ziimii olmak zorunda degildir. Ancak ¢dziim
varsa tektir. Eger bir D bolgesi her bir siirekli # smir fonksiyonu igin Dirichlet
probleminin bir ¢éziimiine sahipse, boyle bolgelere Dirichlet problemi igin diizgiindiir
denir. Bu kesimde agik bir dairenin veya daha genel olarak herhangi bir Jordan egrisi
tarafindan smirlanan bir bolgenin Dirichlet problemi i¢in diizgiin oldugu gdsterilecek

ancak ¢ok daha genel bolgeler i¢in Dirichlet probleminin ¢éziimii ile ilgilenilmeyecek.

Asagidaki 6rnek, sinir fonksiyonunun iki degiskenli bir polinom olmasi durumunda

orijin merkezli dairede Dirichlet probleminin ¢6ziimii i¢in bir yontem verir.

Ornek 2.2.1. B=D(0,2) dairesi ve smmr sarti h(z)=x>+2xy> olan fonksiyon i¢in
Dirichlet problemini ¢ézelim.
z=2e"’ =2cos@ +2isind igin
h(z)=4cos”> @ +16cosOsin’ @ = 2[1 + cos(20)] + 8[1 — cos(26)] cos &
=2+2cos(20) +8cos @ —8cos(28)cos @
=2+4cosd+2cos(26) — 4cos(360)
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olur. a,,a,,a, € R olmak iizere Ornek 2.1.8 geregi

u(re”’)=a, +a,;rcos@+a,r’ cos(20) + a,r’* cos(36)
bigiminde tanimli #:C — R fonksiyonu C de harmoniktir. »=2 iken u=# olacak
sekilde a,.a,,a, ve a, sayillanim1 a, =2, a4, =2,a, =1/2 ve a; =—-1/2 olarak bulunur.
Boylece verilen Dirichlet probleminin ¢dziimii

r’ cos(26) _r’ cos(36)
2 2

u(z)=2+2rcosf +

2 3 2 2 3 2
=Re[2+2z+ 2 -Z =2+2x+x——y——x—+3xy
2 3 2 2

olarak elde edilir.

Tamm 2.2.2. Her (z,{)e C* ve z=¢ igin

1E1P - z] [§+z}
P(z,{)= =R 2.4
(2,) R (24)

bi¢iminde tammli iki kompleks degiskenli P fonksiyonuna Poisson ¢ekirdegi denir.

¢#0 sabit olarak alindiginda P(z,{) ¢ekirdegi D(0,/S|) dairesinde z
degiskeninin pozitif harmonik bir fonksiyonu olur. Ustelik » > 0, |z| <r ve ¢ =re”
icin

2r
1 jP(z,re’f’)de =1 (2.5)
27§

dir. Gergekten, ¥ =re”, 0<60 <2x, olmak iizere z € D(0,r) igin

1 dé
— —2—=pn(y,z)=1
2ri J¢=’§—z (7.2)
oldugundan
2z 7 i@ 1 2z 6
i J-P(z,re'a)dﬁ-——i J‘R rei9+z d0 = Rel — J'rei6+zd9
27 ; 27§ re"” —z Tre” —z
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:R{; [ 2 _L]dg}zﬁ
271 \E-2z &

olur. 0<r<1 ve —w <@ <w igin (2.4) gekirdegi

1-72

P& =P “9,1 =
H(0) = Pre™.]) 1-2rcos@+r’

bi¢iminde yazilabilir.

Tanmm 2.2.3. D = D(z,,r) ve h:0D — R siirekli fonksiyon olsun.
1% , ,
u(z) =— IP(Z - zo,re’g) h(z, + re’®)deo
27 ;

bi¢ciminde tanimlanan # : D — R fonksiyonuna D de A fonksiyonunun Poisson integrali

denir.

Teorem 2.2.4 (Schwarz Teoremi). D kompleks diizlemde agik bir daire, #:8D — R
siirekli bir fonksiyon ve u fonksiyonu D de bir & fonksiyonunun Poisson integrali olsun.

Bu takdirde », D de harmoniktir ve biitiin £ € 8D igin lm; u(z) = h(z) dir.

Ispat. Once u fonksiyonunun D = D(0,r) dairesinde harmonik oldugunu gésterelim.

1 j n&)dg
27i 2, C-z

biciminde tanimlanan H : D — C fonksiyonu analitiktir. Her z e D i¢in u fonksiyonu

H(z)=

D de h fonksiyonunun Poisson integrali oldugundan

17 0 o ap LT (e +z 0
u(z):EJP(z,re Yh(re )dQ—Ej-T-JRe P h(re')do
1 % re + 2 ; 1 $+z d<
=Re| — ‘ h(re’®)dO | = Re| — Z— () —=
e_27r U(re’ﬂ—zJ (re™) } © znim-_[,{g—z] ©) <

[¢]

1 21 B B
-R g% g (Z”-—; _Z) h(g’)dg“} = Re[2H(z) - H(0)]

olur. Boylece, u(z) fonksiyonu analitik bir fonksiyonun reel kismi oldugundan D de

harmoniktir.
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Geriye her bir § € D noktas: igin z — ¢ iken u(z) > A(¢) oldugunu géstermek

kalir. Bunun igin segilen keyfi sabit bir ¢ =re'*, 0<a <27 noktasi, her £ >0 sayis1 ve
|z—¢ |< & ozelligindeki her z € D igin |u(z)—h({)|< & olacak sekilde bir & >0 sayisi
bulmaliyiz. (2.5) bagntis1 geregi

h(re'®)’

T

jP(z, re'®)de

0

2z
u(z) —h(&) = % j P(z,re"Yh(re'”)d6 —
0

_ fP(z,re“g){h(rew)—h(re"’)]dQ
27§

ve periyodiklik geregi

u(z)~h($) =§EQTP(z,re’9 Nh(re'®)—h(re'*)]do
olur. 0<t<7z igin M(f)=maks{| h(re’®)—h(re')|:0 e[a—t,a+t]} fonksiyonunu
tammlayalim. Bir kere M (#) fonksiyonu iyi tanimhidir. Gergekten, & degerini
| h(re'®) — h(re'™)| sayisina resmeden fonksiyon reel eksen iizerinde siirekli oldugundan,
onun [ —t,a +1t] aralifina kisitlanis1 da siirekli olup bu aralikta maksimum degeri alir
ve M(t)< M(x) dir. 8 — a igin h(re’®) > h(re™) oldugundan, t — 0 iken M(¢) >0

elde edilir. 0 <t <7 oldugunda herhangi bir z € D igin

] QTP(z,re”’)[h(re*g) — h(re'*)]dé

a-n

|u(2) - H(S) |= b

a+rT

<L [Pare®) h(re)=h(re")|d0
2

MO j P(z.re®)d0+ L) j P(z,re'?)db
T |8-cr|<t 1L|G-a|<r
M(r)

‘[ P(z,re'?)do

t<|0-alsx

2z
< M@ jP(z, re'?)dé +
2z

_ M(z)(r’~| z|*) do
= M(t)+ - | :

e
1£l0-al<m ]re -z

olur. 0<x<7/2 igin sin x = (2x)/ 7 oldugundan ¢ <] — « |< 7 olmak lizere

_ . o 1) 2F
| —e' |=| e ~1|>1-cos(@ —a)=1-cost = 251n2(2J 2;;2—
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dir. |z—¢ |<rt’ / n* dzelligindeki her z € D igin
[re'’ —z|2[re” |- |& —zl=r|e’ =€ |- | - z|

2
2’ i’ rtz_
2 ——=—; I|0-al|sx
T T T

elde edilir. Boylece

da zt zt 7 27
. < de < df =
ts|€—£5x |re'® — 2>~ r2! rg;a:[s;r i Jr‘ rit
bulunur. O halde |z~ ¢ |<7* / z* 6zelligindeki her z € D igin
4 2 2
T MM (r-|z
u(z) - W(&)| <My + T MO =12]) 2.6)

rt
elde edilir. 0<&<(rt’)/n’ segilirse |z—¢ |<8 igin (2.6) saglamr. t—0 iken
M(t) - 0 oldugundan M(t) > &/2 olacak sekilde ¢ segelim. Béylece |z|— » iken
(2.6) ifadesi sifira gider. Bu durum z— ¢ igin de dogrudur. 0 <& < (rt*)/z? olarak
segilirse (2.6) ifadesinin son terimi £/2 den daha kiigiik kalir. O halde |z—-¢ |< & iken
|u(z)—h(<)|< & olur. Bdylece z — ¢ iken u(z) — k(<) elde edilir. m

Uyar.. Teorem 2.2.4, bir D(z,,r) dairesi i¢cin Dirichlet probleminin ¢dziimiiniin
varligindan ¢ok, problemin ¢6ziimii olan harmonik fonksiyonun

(r’=]z-2,[)% h(z,+re”)

27 glre“‘c’_(z—zo)iz

u(z) =

biciminde bir integral temsili ile verilebilecegini gosterir. Ozel olarak D(0,1) birim

dairesi i¢in bu ¢oziim

2z i@

1 “re” +z i
u(z)zRe{EJ h(e')do

6
Oe —Z

_1-|zf T h(e")

]. 2x )
: d6 =— |P(z,e'°Yh(e'®)do
27 |e”9—z|2 2%5[ (z,¢7)he™)

0

bi¢imindedir.

Sonug 2.2.5. D = D(z,,r) ve h:0D — R siirekli fonksiyon olsun. Bu takdirde z € 0D

icin w(z) = h(z) ve D de harmonik olan bir tek w: D — R siirekli fonksiyonu vardur.
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Ispat. f(e’)=h(z,+re) diyelim. f fonksiyonu D={z:|z|<1} dairesinin smr
tizerinde siireklidir. Eger #:D — R fonksiyonu siirekli, D de harmonik ve
u(e'’)=f(e'’) ise bu takdirde w(z)=u[(z-z,)/r] fonksiyonu da D i¢in aym

Ozelliklere sahiptir. m

Teorem 2.2.6 (Harnack Esitsizligi). D = D(z,,r) dairesinde negatif olmayan
harmonik bir fonksiyon « olsun. Her z € D ig¢in

r—|lz—z,| r+lz—z,|

u(zy)

<u(z)<u(z,)
r+lz—zy| r—|lz—z,|

(2.7)
dir.

Ispat. z, D de belli bir nokta olsun. |z—z,|<s <r esitsizligini saglayan s sayisi i¢in
D, = D(z,,s) dairesini gbz 6niine alalim. u fonksiyonunun 0D, simrina kisitlamasi %

olsun. Sinir fonksiyonu 4 olan D, dairesi igin Dirichlet probleminin tek ¢6ziimii, 2’nun

D, ye kisitlamsindan ibarettir. Diger yandan Schwarz teoremi geregi, ¢6ziim D, de h

fonksiyonunun Poisson integralidir. O halde

de

u(z)=

s’—|z—-z 2)2” u(z, +se'?)
0 J' 0
2 O[se"""f(zfzﬂ)j2

bigiminde yazilabilir. Herhangi bir @ reel sayisi i¢in
s—|z—zy| <|se”’ —(z—z))| £ s+|z— 2,
oldugundan

S—|z—zo\< s’ —|z-z, | <s+|z—20|

s+|z—z,| |se® —(z-z) s—|z-z,]

yazilabilir. Bu esitsizlik pozitif u(z, + se'’)/ 2z saysi ile garpip 0 dan 27z ye integrali

alinirsa
2r
slz=alf 1 Iu(zG +5e')d6 | < u(z)
stlz—zy |\ 27 §
ve
1 %% 0 s+|z—z,|
u(z)<| — fu(zo+se )d@ |—————
27§ s—|z-z,|
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bulunur. u(z) fonksiyonu ortalama deger 6zelligini sagladigindan

—_ 7 —
| z

s z stlz—-z
u(z,) ol <u(z) su(z) HE= D]
s+|z—-z,| s—|z—2z,|

olur. Son esitsizlikler | z -z, |< s < r dzelligindeki her s i¢in saglandigindan s — 7 igin

istenilen (2.7) esitsizligi elde edilir. m

Teorem 2.2.7. Reel degerli u(x,y) fonksiyonu agik bir 4 kiimesinde siirekli olsun. Bu
takdirde # fonksiyonunun harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart 4 kiimesinde
ortalama deger 6zelligine sahip olmasidir.

Ispat. Teorem 2.1.10 da 4 da harmonik bir fonksiyonun ortalama deger 6zelligine sahip
oldugu gosterildi. Simdi teoremin yeter sartimi ispatlayalim. u fonksiyonunun A da
harmonik oldugunu ispatlamak igin 4 daki her bir noktanin # fonksiyonunun harmonik

oldugu dairenin merkezi oldugunu géstermek yeterlidir. Keyfi sabit bir z, € 4 noktasim
ve D c A olacak sekilde D= D(z,,r) dairesini segelim. Teorem 2.2.4 geregi D de

harmonik ve 8D de u ya esit olan w:D — R fonksiyonunun vardir. D de w=u
oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in v(z) =u(z) - w(z) seklinde tammlhi v:D — R
stirekli fonksiyonunu goz 6niine alalim. w harmonik oldugundan ve u da kabulden
dolay: ortalama deger ozelligine sahip iki fonksiyondur. Dolayisiyla aym: dairede v
fonksiyonunun ortalama deger dzelligine sahip oldugunu sdyleyebiliriz. Buna gore v(z)
maksimum degerini dD de alir. 8D iizerinde v =0 oldugundan D dairesi i¢inde v<0
olur. Aym islem —v fonksiyonu i¢in yapildiginda, D dairesinin iginde v>0 oldugu

goriiliir. Boylece, D de v=0 yani w=u elde edilir. m

Teorem 2.2.7 nin giizel bir uygulamasi “yansima prensibi” olarak adlandirilan

asagidaki teoremdir.

Teorem 2.2.8. B x-eksenine gore simetrik bir bolge, G ve G* B\R bdlgesinin
bilesenleri ve 7 =B R olsun (Sekil 2.1). Eger u:G — R ye harmonik fonksiyonu

her ze ] igin lgim u(&) = 0 ozelligini saghyorsa
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u(z) ; zeG
w(iz)=4 0 ; zel

—u(z); zeG*

bi¢iminde tammlanan w: B — R fonksiyonu harmoniktir. .

Sekil 2.1

Ispat. u fonksiyonu G de harmonik oldugundan w fonksiyonu da G de harmoniktir. G*

da w(z)=-u(z) = —u(x,~y) oldugundan w e C*(G*) dir. Ustelik, her z € G* i¢in
w(z)=-u(2), w,(2)=-u_(z), ve wy(z) =u,/(z) ve w,(2)= —u”,(f)

dir. Boylece her bir zeG* igin Aw=-Au(z)=0 oldugundan w fonksiyonu G* da

harmoniktir.

Esas problem z € / noktalarinda ortaya ¢ikar. Bu noktalarda w (z) kismi tiirevin

ve ikinci mertebeden siirekli kismi tiirevlerin varhifn hakkinda bir sey sdylenemez.
Hipotez geregi w fonksiyonu en azindan / da dolayisiyla B de siireklidir. Simdi w
fonksiyonunun B de ortalama deger ozelligini sagladigim goéstermeliyiz. Verilen bir

z € B noktasi i¢in D(z, p) c B olacak sekilde yeterince kii¢iik bir p = p(z) > 0 sayis1
secelim. Eger ze G ise p= p(z)>0sayisim D(z,p)c G olacak sekilde segmeliyiz.

Aym durumu G* igin de diislinecegiz. r sayis1 0<r < p Ozelliginde olsun.

2x
w(z)= é Jw(z +re'?)do (2.8)
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oldugunu iddia ediyoruz. w fonksiyonu G ve G* da harmonik oldugundan Teorem

2.1.10 ve p iizerindeki kisitlamalar, z’nin G veya G* a ait olmasi durumunda, (2.8)

esitlifinin saglandigini gésterir. z e I ise w(z)=0 ve

2z P 0 -
IW(Z +re'’)do = _{w(z +re'’)d0 = IW(Z +re'?)do + jw(z +re'®)do
0 e - ;
0 _ z
=— Iu(z +re™)dO + Ju(z +re'?)do
-7 ;

=— Iu(z +re)do + ju(z +re')df =0=w(z,)
0 0

elde edilir. Yani ze/ igin de (2.8) bagmntisi saglanir. Bu ise teoremin ispatim

tamamlar. m

Teorem 2.2.9. Bir u fonksiyonu D*(zo,r) delinmis dairede harmonik ve sinirli ise

lim u(z) mevcuttur ve

2,

u(z) 3 zeD'(zy,r)
u(z)= {lgn u(z) ; z=z,
bi¢iminde tanimlanan % fonksiyonu D(z,,r) dairesinde harmoniktir.

Ispat. u(z) fonksiyonu D*(zﬂ,r) de simrli oldupundan her zeD’ (z,,7) igin
—m<u(z)<m olacak gekilde m >0 sayist vardir. 0 <d <min{l,r} 6zelliginde bir d
sayis1 secelim. D, = D(z,,d) dairesinin sinirinda # =v olacak sekilde D, dairesinde
Dirichlet probleminin ¢6ziimii v olsun. Ger¢ekte v, u fonksiyonunun 0D, smirina
kisitlamisinin Poisson integralidir. Her z € 0D, igin —m < u(z) <m oldugundan (2.5)
bagintis1 yardimiyla biitiin z € D, igin —m < v(z) <m oldugu goriilir. D,” = D, (z,.d)
bolgesinde u=v oldugu gosterilirse teoremin ispati tamamlanmig olacaktir. Ciinkii bu

durumda limu(z)=limv(z) =v(z,) mevcut ve D*(zo,r) de harmonik oldugu bilinen

# fonksiyonu daha kiigiik D, dairesinde v fonksiyonuna esit olacaktir. Bu durum onu

da D, de harmonik yapacak ve boylece #, D(z,,7) de harmonik olacaktir.
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w=u—v fonksiyonunu goz oniine alalim. D; da her yerde w=0oldugunu iddia
ediyoruz. Bunun i¢in sadece D; da w<0 oldugunu gostermek yetecektir. Aym
tartisma —w ya uygulandifinda D; da w>0 elde edilir. Béylece D, da 6zdes olarak
w=0 elde edilmis olur. Dikkat edilirse w fonksiyonu D, da harmonik,
A={z:0<|z—z,|<d} kumesinde siirekli ve 4 da her yerde —-2m<w<2m
esitsizligini saglar. Ustelik | z—z, |=d g¢emberinde u(z)=v(z) oldugundan w(z)=0
dir. D; dairesinde w ya Sonug 2.1.15 uygulayabilmeyi ¢ok arzu ederdik ancak éD; da
z, noktasimin olmasi bunu imkansiz kilmaktadir. Her bir >0 ve z € D] i¢in

w,(z)=w(z)+tLog|z -z, |

fonksiyonunu tammlayalim. Her (>0 ve her ze D i¢in w <0 oldugunu
gosterecediz. Bu durum r— 0 iken de dogru olacagindan her ze D igin w(z)<0

sonucuna ulasacagiz. Bu da ispati tamamlamig olacak. D, dairesinde w, <0 oldugunu

gostermekle tam ispati yapmus olacagiz.

Sabit bir 1> 0 sayisi ve z € D; noktasim goz oniine alahm. 2m +f Log ¢ <0 olacak
sekilde bir ¢ € (0,| z—z, |) sayisi segebiliriz. w, fonksiyonu G ={{ :c<|{ —z,[<d }
halka bolgesinde harmoniktir ve G iizerinde siireklidir. | —z, |=d iken w({) =0 ve
0 <d <1 oldugundan

w,({)=w()+tLogd=tLogd <0
olur. ¢ cayisinin secimi geredi | £ -z, |= ¢ iken
w($)=w(l)+tLogec<2m+tLogc<0
dir. Sonug 2.1.11 geregi G de her yerde w, <0 dir. t>0 ve z e D keyfi oldugundan

ispat tamamlanmis olur. m

Asagidaki ornek simirh bir bolgenin Dirichlet problemi igin diizgiin olmadifimni

gostermektedir.



28

Ornek 2.2.10. D={z:0<|z|<1} ve h:8D—>R fonksiyonu h(z)=1-|z|

bi¢iminde tamimlanmis olsun. D bélgesinin Dirichlet problemi igin diizgiin olmadigim

gosterelim.

Bunun i¢in 6D de A(z) fonksiyonuna esit ve D de harmonik bir fonksiyonun
olmadigin1 gostermeliyiz. Aksini kabul edelim. Yani «: D — R siirekli, D de harmonik
ve 0D de u=h olan u fonksiyonu mevcut olsun. Teorem 2.2.9 geregi u fonksiyonu
D(0,1) de harmonik olur. Ustelik u fonksiyonu Sonug 2.1.15 geregi maksimum degerini
6D(0,1) sinnda alir. Bu deger u(e®)=h(e®)=1-|e" |= 0 dir. Halbuki u(0)=1>0
olup bu bir ¢eliskidir.

AcC acik bir kiime olmak iizere 4 kiimesi {izerinde tanimli biitiin harmonik

fonksiyonlarin simfi H(A4,R) ile gosterilir. H(A4,R) simfi 4 iizerinde tammli biitiin
stirekli fonksiyonlarin C(4,R) simifimin bir alt sinifi olup, toplama ve skalerle ¢arpma
islemlerine gore bir vektor uzay: olusturur. Ustelik H (4, R) iizerindeki metrik C(4,R)

den indirgenen metriktir.

Teorem 2.2.11. B kompleks diizlemde bir bolge olmak iizere H(B,R) simfi tamdir.
Ustelik {u,}, H(B,R) de u, <u, <... ozelliginde bir dizi ise {u,} dizisi, ya B
bolgesinin kompakt alt kiimelerinde diizgiin olarak u,(z) — o dur veya H(B,R) de bir

harmonik fonksiyona yakinsar.

Ispat. C(B,R) tam oldugundan H(B,R) smifinin tam oldugunu gostermek i¢in kapal

oldugunu yani, herhangi {u,}c H(B,R) dizisi i¢cin u, >u iken ue H(B,R)

oldugunu géstermek yeterlidir. u, — u iken u € C(B,R) dir.
2z 2z

limu, (z) = lim—L Iun(z +re'?)dd = B3 u(z+re'”)do =u(z)
27 ] 27 |

h—>x0

olup, u(z) ortalama deger 6zelligini saglar. O halde u(z) de harmoniktir.
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u; 20 oldugunu kabul edelim. (Aksi takdirde u,—u, godz Oniine alinir).

u(z)= sup {u,(z)} diyelim. Bu durumda her z e B icin iki durum s6z konusudur. Ya

zeB
u(z)=o ya da wu,(z)>u(z) ve wu(z)eR dir. U= {zeB : u(z)=w} ve
V={zeB: u(z) <o} kimelerini tanimlayahlm. Bu takdirde UuUV =B ve
UnV =¢ dir. $imdi U ve V kiimelerinin agik oldugunu gostermeliyiz. a € B i¢in
D(a,r) c B olacak sekilde r >0 sayisi segelim. Harnack esitsizligi geregi z € D(a,r)
ve her n>1i¢in

r—|z—al r+|z—al

u,(a)<u,(z)<
r+|z—al r—lz—al

u,(a) (2.9)
yazilabilir. Eger a e U ise u,(a) - « oldugundan her z € D(a,r) igin u,(z) = oo dir.
Yani D(a,r)cU ve U agiktir. Benzer sekilde aeV ise (2.9) ifadesinin sag tarafi
|z—al<r igin u(z) <o olup, V agiktir. B baglantili oldugundan ya U=B ya da V=B dir.
U=B oldugunu kabul edelim. Bu takdirde u =00 dur. Tekrar D(a,r)c B ve 0< p<r
ise M=(r—p)/(r+ p)>0 ve (2.8) bagintis1 geregi Mu,(a)<u,(z) ve |[z—al|<p
olur. Béylece z € D(a, p) igin diizgiin olarak u,(z) — o« dir. Bdylece, herhangi a € B
ve |z—al< p Ozelligindeki tiim z noktalar1 i¢in u,(z) — o olacak sekilde bir p>0
sayisinin varhig gosterildi. O halde B bélgesinin her bir kompakt alt kiimesinde diizgiin

olarak u,(z) —» o dir.

Simdi ¥ = B yani her zeV i¢in u(z) < oldugunu kabul edelim. Eger p <r ise
m<n olmak i{izere Harnack esitsizligi, u,—u, pozitif harmonik fonksiyonuna
uygulanirsa | z —a|< p igin

0<u,(z)-u,(z) <Clu,(a)-u,(a)]
olacak sekilde sadece p ve r ye bagh bir C sabitinin varhifim gerektirir. Béylece
{u (z)}, D(a,p) iizerinde diizgiin bir Cauchy dizisidir. {u,}, H(B,R) itzerinde bir
Cauchy dizisidir. H(B,R) tam oldugundan {u,} dizisi bir harmonik fonksiyona

yakinsamak zorundadir. m
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2.3. Schwarz ve Poisson Formiilleri

Cauchy integral formiiliiniin, basit baglantih bir bolgede analitik fonksiyonun bélge
iginde bir noktadaki degerinin o bolgenin s {izerindeki fonksiyon degerleri
yardimiyla belirlenebildigi biliniyor. Bu durum analitik fonksiyonlarin reel veya
imajiner kisimlan i¢in de gegerlidir. Bu kesimde bdélgenin bir daire olmast durumunda

bu fonksiyonlar belirlenecek.

Teorem 2.3.1. f/ fonksiyonu D ={z:|z|< R} dairesini bulunduran bir bolgede analitik
ve C:{=Re"v, 0<w <2z olsun. Eger u=Re f =u(R.i) degerleri biliniyorsa

v(0,8) =v(0) olmak tizere herhangi bir z = re’ 0<r <R igin

F@ =m0+ ju(R V) f,” 2.10)
dir.
Ispat. £ = Re'" igin d¢ =i¢ dy oldugundan Cauchy Integral Formiilii geregi

1 )
J‘f(é"

@ == [Fas - [r6)-2—ay @.11)
2§ §-z

dir. Ozel olarak z=0 i¢in f(O)—_i]__ [ 7y or. 2, |z'|>R ozelliginde
T
herhangi bir nokta olmak iizere;

1 f(dg 1T &
0=~ j—é,_z* = Ojf@)wﬂ_z* w

dir. z* noktast C cemberine gore z noktasimn simetrigi yani, zz' = R> =¢ ¢ olarak

secilirse z* =¢ £ /Z olup bu son integral

(2.12)

Z_q
= 7 v
g, z :gf—zngez—?
(-z §-Z |&-zIP |&-z

olur. (2.11) den (2.12) bagintisi ¢ikartilir ve esitligi

dikkate alinirsa,
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f(z)—Aj (:){ ‘_:|dw:R2 a j 213)

-z | §
elde edilir. Diger taraftan (2.11) ve (2.12) bagntilar toplanir ve

& z z z Rre'?¥) — Rpe V)
+——==1+ ——=14 >
§—z zI-¢ g-z ¢-Z & —z]
14 2iRrsin(@ —y)
1§~z

esitligi géz Oniine alinirsa,

_‘LZ‘( é,
1050 1 L“— —é}d‘”

2iRr sin(@ — ) d
& -z2]
olur. f(z2)=u(r,0)+iv(r.0) ve f(&)=u(R,w)+iv(R,y) konumu yapilirsa (2.13)

1 2z
= O+ Ojf(g) (2.14)

ifadesinin reel kismindan

2 2 2T

R —r
u(r.0) == Ju(Ry/)K_ZI

dy

ve (2.14) ifadesinin imajiner kismindan

. . 177 2iRrsin(@ — )
iv(r,@)=iv(0)+— |u(R, d
(r,0) ()Moj(w) o
elde edilir. Elde edilen son iki esitlik taraf tarafa toplamr,

(& +2)E -2)=R*—r*+ 2iRrsin(@—y) ve ({-20C-2)=|¢-zf

konumu yapilirsa Schwarz Formiilii olarak bilinen

f@)= zv(0)+ifu(R ) Rt JI“;’R”IS‘“(Q Vay

=iv(0)+§j; ju(R W)%d;u

ifadesi elde edilir. m

Tanmm 2.3.2. Teorem 2.3.1’in ispatinda gegen

2 2 27

—r dy
v

u(r,0)= R
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ve

2z
r,0) =v0) + - fu(Ry IO
e 0 |& -~ z]

esitliklerine Poisson Formiilleri denir. Bu fonksiyonlar ¢ember iizerinde u

dy

fonksiyonunun degerleri yardimiyla C egrisinin iginde kalan bir noktadaki degerleri
olup, bir bakima Dirichlet Probleminin 6zel bir ¢éziimiidiir. » =0 igin birinci Poisson
Formiili

2r

u(0.0)=u(0) = [uRp)dy

bi¢iminde olur.

2.4. Green Fonksiyonu ve Green Formiilii

B basit baglantili bir bélge, 0B=C ve C:{ =4 (), a<t<b, egrisi pozitif olarak
yonlendirilmis olsun. Ayrica, w= f(z) analitik yalinkat fonksiyonu B bdlgesini D
={w:|wl|<1} birim dairesi iizerine konform olarak resmetsin ve z, € B noktasi i¢in
f(z,)=0 olsun. f fonksiyonu z, noktasinda basit bir sifira sahip ve B da bagka

higbir sifira sahip olmadigindan f,(z), B de analitik olmak iizere

fl@_ 1
R £.(2) (2.15)

biciminde yazilabilir. F(z), B de analitik ve B da siirekli bir fonksiyon olsun. Cauchy

integral formiilii geregi

1 (F(§)dS
F(zu)—Tm j Coa (2.16)
bi¢giminde yazilabilir. (2.15), (2. 16) ve Cauchy teoremi geregi
S &)
F(z))=— |F d F(O) f(&)d
(z,) j 5 5% i{j (O£
1 ) 517
j 7% (2.17)

elde edilir. Eger
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Logf(z)=-[g(x.») +ih(x,y)] (2.18)
olarak alinirsa buradaki g(x,y) fonksiyonuna B bolgesinde z=(x,y) noktasindaki
Green fonksiyonu denir. Logaritmanin tamimi geregi g(x,y)=—In| f(z)| oldugundan,
g fonksiyonu z, =(x,,y,) noktasi haric B de harmoniktir. | f(z)| fonksiyonu B de
siirekli ve z€dB igin | f(z)|=1 oldugundan g fonksiyonu da z, noktas: hari¢ B de

stirekli ve OB tizerinde g(x,y)=0 dir.

(2.18) bagintisinda z yerine £ yazarak, C egrisi iizerinde artan yénde Log f(z)

fonksiyonunun @ = Argl (1) ve £'(1)=| £ (1) | e” agis1 yoniindeki yonlii tiirevi

S D urin
f(é,) € [ 6’g+l 9]

dir (Gonzalez 1991-II). Logf({) fonksiyonu C egrisi lizerinde analitik oldugundan
esitligin sol tarafi onun tiirevi olarak yazilabilir. ds =| &'(¢) | dt = e "°L'(t)dt = e?d( ile
verilen yay uzunlugu diferansiyelini géz oniine alalim. D,g ve D,h yerlerine sirasiyla

dg / 0s ve Oh/0Os alimirsa

f’(g) dg _ _(98_ +I‘§E)ei66g = _(a_g -i-I%]dS
7 8  0s Os  Os

olur.

Sinir boyunca g(x,y) =0 oldugundan 0g/ds=0 ve Oh/0s = dg/on dir. Burada
Jg /on ifadesi g fonksiyonunun smir boyunca dis normali yoniindeki tiirevidir ve g
fonksiyonunun normal tiirevi diye adlandirilir. # ve s *nin pozitif yonleri (n,s) ¢ifti ile

gosterilir (Sekil 2.2). Boylece

¢, __.og
70 dg = —i==ds (2.19)

oldugu goriiliir. (2.17) ve (2.19) yardimiyla

F(z,) = —51; j F(g)(;—ids (2.20)

elde edilir.
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ve
)
>
\“__/\//
\
¢ 1 %
n
Sekil 2.2

Eger z, = x, +iy,, { =& +in, F=U +iV denirse, (2.20) ifadesinin reel kismu

alinarak

Utanoyg) == JUEm S ds @21

elde edilir. Buna Green formiilii denir. Bu formiil, B de harmonik B da siirekli olan

U(x,y) fonksiyonunun onun sinir degeri ve B ye iliskin Green fonksiyonunun dg /on

normal tiirevi yardimiyla z; = (x,, y,) € B noktasindaki degerini verir.

Poisson formiilii (2.21) bagmtisiin 6zel bir halidir. Gergekten D, ={z:|z|< p},
z, €D, ve z, #0 olmak iizere f(z), l_)p bolgesini D, iizerine f(z,)=0 olacak

sekilde resmeden lineer doniisiim

f(z)= p(z—2z,)

2 —_
P —Z,z

dir. £ = pe”, (& = p°, d¢ =£idf ve z, =re'™ almrsa

%84T, Pty a0=L"""0_jiag
R 7 e Gy

veya

dis__p_z—r_(fdg

on | £ —2z, |2
olur. Béylece, efier F(z) = F(re'®) = U(r,@)+iV(r,a) fonksiyonu D, da analitik D,

da siirekli ise (2.21) geregi
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2212z

F dé
2 [U(p.o)—20— 222
ooz 222

U(ry,a,) = pz;—;

elde edilir. Bu esitlik notasyon farkiyla Poisson formiiliidiir. (2.22) formiiliinii elde
etmek igin z, # 0 kabul edilmesine ragmen, formiiliin z, = 0 iken de gegerli oldugunu
gostermek zor degildir. Elbette (2.22) formiilii Poisson integralinden daha genel bir

sonugtur. Ustelik burada F, D, da analitik D, da siirekli kabul edildi. Orada ise F, D,

da analitik kabul edilmisti.

2.5. Kath Baglantih Bolgelerde Harmonik Fonksiyonlar

Bu kesimde adina Logaritmik eslenik teoremi denilen katli baglantili bolgelerde reel
harmonik bir fonksiyonun elde edilisi ve bu teoremin sonuglarn verilecek.
Teorem 2.5.1. D sonlu baglantili bir bolge ve D bdlgesinin tiimleyeninin sinirh
bilesenleri A4,,4,,...,4, olsun. k=12,...m igin a,, A, bileseninin bir i¢ noktasi
olmak tizere D de reel degerli # harmonik fonksiyonu verilsin. Bu takdirde her ze D
icin

u(z) = Ref(z)+ch log|z—a,
k=1

olacak sekilde D bélgesinde analitik bir f fonksiyonu ve

1
2mi

C

j‘(uj —iu y)dw

I

k

reel sayilar1 vardir (Axler 1986).
Ispat. D iizerinde A(z)=u,(z)—iu (z) bigiminde bir A(z) fonksiyonunu tammlayalim.
u fonksiyonu harmonik oldugundan, h(z) fonksiyonunun reel ve sanal kisimlar siirekli

kismi tiirevlere sahip ve wu,=-u, ve u,=-(-u,) olup Cauchy Riemann

¥y
denklemlerini saglar. O halde A(z) fonksiyonu D de analitiktir. Her bir k, 1<k<m,
icin I,, 4, ¢ikarilmis bélgesini ¢evreleyen D icinde bir egri olsun (Sekil 2.3). ¢,

sayilarini
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1
c, =—— |h(w)dw
k 2%5-!()

K
olarak tanimlayalim. Once ¢, sayilarinin reel oldugunu gosterelim.
Ime, = —— Re jh(z)dzz—iRe j(u iu Ydx + idy) = ——— [u,dx+u,d
¢ 2 ¢ 27 Y 7 2r 2 Y

bulunur. Son integral, kapali egri iizerinden bir tam diferansiyel oldugundan sifirdir.

? b »i/:’/ 7
Z: , O o T A o HP o EE o EE LT 20 8 /:/ /);P’:‘?/f 2
Sekil 2.3

D de sabit bir b noktasi ve D iizerinde bir f(z) fonksiyonunu

f(z):][h(w)— & Cm de

w—a, w—a
biciminde tanimlayalim. Burada integral, b ile z noktalarim birlestiren ve D de
bulunan yol iizerindendir. f(z) fonksiyonunun iyi tamml oldugunu gostermek igin
yukaridaki integralin 5 noktasim z ye birlestiren yoldan bagimsiz oldugunu

gostermeliyiz. b noktasindan z ye alinan iki yoldan biri ters olarak yonlendirilirse D de

kapali1 bir ¥ yolu elde edilir. Béylece, D bolgesindeki herhangi kapah y yolu i¢in

0=Lj(h(w)— G Cn ]dw (2.23)
27i ] w—a w—a,

oldugunu gostermeliyiz. Eger n,, y egrisinin 4, etrafindaki sarma sayisi olarak

tamimlanirsa Cauchy integral teoremi geregi

1
Py Jh(w)dw =n,c,+... 7 n,c,

dir. Sarma sayisinin tanimi geregi
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1 j' q c, 3
+...+ dw=nc,+...+n,c,

2751’}( w—a, w—a

m

oldugundan bu son iki esitlikten (2.23) bagintisimn saglandign goriiliir. Dolayisiyla

integral yoldan bagimsiz ve f(z) fonksiyonu iyi tammlidur.

f(z) fonksiyonu D de analitik ve

f'(z)xh(z)—z"‘ B

—-a z—a
oldugu agiktir.
q(z)=Re f(z)+¢,log|z—a, | +..+ ¢, log|z—a,, |
fonksiyonunu tamimlayalim. # ve g fonksiyonlari, D bolgesinin belli bir noktasinda
diyelim ki & noktasinda aymi degeri alacak sekilde f(z) ye bir sabit ekleyelim. D de
u=gq oldugunu gostermek igin D bolgesinin tim z noktalarinda u (z)=gq.(z) ve
u,(z) = q,(z) oldugunu gdstermek yetecektir. O halde
q.(2)=[Re f(2)+¢,log|z~a, | +..+c, log|z—a,, |],
=[Re{f(2) + ¢, log(z—a,) +...+¢, log(z—a,)}],

=Re[{f(2) +¢, log(z — a,) +...+ ¢, log(z —a,)},]

dir. Analitik fonksiyonlar i¢in f'(z) = f,(z) = f.(z) oldugundan

qx(Z)=Re{f'(Z)+ G4 pm }Reh(z)
zZ

—a, z-a,
elde edilir. # fonksiyonunun tammindan # (z)=gq.(z) oldugu goriilir. Aym iglemler
q, i¢in yapilirsa q,(z)=Re(ih(2)) elde edilir. Tekrar 4 fonksiyonunun tanimindan

q,(z)=u(z) oldugunu goriiliir. Boylece teoreminin ispati tamamlanmug olur. m

Ozel olarak, D ={z : | z|<1} acik birim dairesi ve D*=D\{0} delinmis dairesi i¢in
D* bolgesinin tiimleyeni sadece bir siurli bilesene sahiptir. f fonksiyonu D

bolgesinde analitik bir fonksiyon ve ¢ € R sabit olmak tizere, Teorem 2.5.1 geregi D*
bolgesinde reel harmonik fonksiyon

u(z)=Re f(z)+clog| z| (2.24)
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bigiminde yazlabilir. Bu durumda z, =0 noktas1 f fonksiyonunun ayrik singiiler

noktasidir.

Harmonik fonksiyonlarin ayrik nokta civarindaki davramislarim incelemek i¢in D*=
D \{0} acik delinmis dairesini géz dniine almak yeterlidir. Analitik fonksiyonlarin ayrik
singiiler (aykir1) noktalarinin kaldirilabilir, kutup ve esasli singiileriteler gibi
siiflandiriimas1  kullanilarak harmonik fonksiyonlarin da ayrik nokta civarinda

davranislarim inceleyebiliriz. Asagidaki teorem bununla ilgilidir.

Teorem 2.5.2. Aynk singiiler nokta civarinda bir harmonik fonksiyon simirh ise

singiilerite kaldirilabilirdir.

Ispat. D" bolgesinde harmonik u fonksiyonu (2.24) bigiminde yazilabilir. Bu esitlikte
¢ >0 oldugunu kabul edelim. u simrli ve Re f(z) = u(z) —clog | z| oldugundan z — 0
iken Re f(z) > olur. Bu durumda f fonksiyonu orijinde kaldinlabilir bir
singiileriteye sahip degildir. Ayrica, f fonksiyonunun orijinde bir kutbu da yoktur.
Ciinkii eger dyle olsaydi f(D") belli bir dairenin tiimleyenini ve 6zellikle de reel kismu
- a giden bir diziyi bulundurmak zorunda kalacakti. Son olarak, f orijinde esash
singiileriteye de sahip degildir. Clinkii sifira giden bir dizi iizerinde f dolayisiyla Re f
smirli kalir. Baska ihtimal kalmadiindan ¢ sayisimn pozitif olamayacagina
hiikmederiz. Benzer sekilde ¢ negatif de olamaz. O halde ¢=0 ve u=Re f ve Ref

siirhidir. Bu ise f fonksiyonunun 0 da esasl: singiiler ve kutup noktasina sahip olamaz

demektir. Béylece, f fonksiyonu 0 noktasinda kaldirilabilir singiileriteye sahiptir. m

Halka bolgeler iizerine harmonik fonksiyonlar bazi ilging 6zelliklere sahiptir. Bu

Szelliklerden bir kag1 asagida verilmistir.

Teorem 2.5.3. 9 orijin merkezli tiim agik halka bélgeleri gostersin. Eger u # lizerinde

taniml1 harmonik bir fonksiyon ise

27
J‘u(re )do
0

integrali logr nin bir lineer fonksiyonudur (Axler 1986).
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Ispat. Teorem 2.5.1 geregi her z e % igin
u(z)=Re f(z)+clog| z|
olacak sekilde # tizerinde tanimli bir f analitik fonksiyonu ve bir ¢ reel sayis1 vardir. » #

da belli bir pozitif reel say: olsun. Yukaridaki esitlikten;

2

27
1 u(re’’)dé = clogr + Re L jf(re”g )d6
27 27

27

\z|=r

=clogr+Re{—l— j—f(z)dz}
z

elde edilir. Cauchy Integral Teoremi geregi bu esitlikteki son terim » den bagimsizdir.
Gergekten son terim f fonksiyonunun Laurent serisindeki sabit terimin reel kismidir. Bu

ise teoremin ispatini tamamlar. m

Sonuc¢ 2.5.4. u fonksiyonu D={z:a<|z-z,|<b, 0<a<b<o} halka bolgesinde

harmonik olsun. Her bir 7 € (a,b) i¢in
1 = ie
-_— Ju(zO +re”)dl@ =clogr+d
27

olacak sekilde ¢ ve d sabitleri vardir.

Teorem 2.5.5. u, # halka bolgesinde reel degerli harmonik bir fonksiyon ise

u(re®)y=clogr+ Z (a,r"+a,r")e"™

n=-o0

dir.
ispat. u 7/ da reel degerli harmonik bir fonksiyon olsun. Teorem 2.5.1 den faydalanarak

u fonksiyonunun seri temsilini bulalim. f 7/ da analitik oldugundan Laurent agilim1

f(2)= ibnz" = i2anz"

h=—00 h=—w

biciminde yazilabilir. O halde

+clog|z|

u(z)=Re f(z)+clog| z| :fL)';_@
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olur. z=re’, f(z) yerine onun Laurent agilimi, f(z) yerine de bu agilimin eslenigi ve
toplamda # yerine —n alinirsa

u(re’®)=clogr + Z(a”r” +a_r e

elde edilir. Bu sonsuz toplam her re'® € # i¢in mutlak yakinsak ve # bolgesinin

kompakt alt kiimelerinde diizgiin yakinsaktir. m

Analitik ve bire bir (yalinkat) olan fonksiyonlara konform doniisiim denir. Bu
fonksiyonlar egriler arasindaki agilari korur. Gergekten a¢i koruma o6zelligi birinci
mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahip ve Jakobiyeni sifir olmayan tiim fonksiyonlar
arasinda, Cauchy-Riemann denklem sistemini saglayan analitik fonksiyonlari

karakterize eder. Teoremi 2.5.1 in uygulama alanlarindan biri de iki kath baglantili bir

bolgeyi D* bolgesi tlizerine konform olarak resmeden bir doniisiimiin varliginin

kolaylikla gosterilmesidir.

Teorem 2.5.6. D iki kath baglantili bir bolge olsun. Bu takdirde D bolgesini # halka
bolgesi lizerine bire-bir ve analitik (konform) olarak doniistiiren analitik bir g
fonksiyonu vardir (Axler 1986).

ispat. K, C — D smurh bileseni olsun. 0 € K almak genelligi bozmayacaktir. 0K, D

bolgesinin i¢ simirim, 8(D U K) da D bdlgesinin dis stmrim gostersin (Sekil 2.4). u, D
da reel degerli siirekli bir fonksiyon, z€@K i¢in u(z)=0 ve zed(DUK) igin
u(z)=1 ve D iizerinde harmonik olsun. Teoremi 2.5.1 geregi f fonksiyonu D de analitik
ve ¢ € Rolmak iizere u(z) =clog|z|+Re f(z) bigiminde yazilabilir. g fonksiyonunu
g(z) = ze’¥° bigiminde tanimlayalim. g fonksiyonu D de analitik olup D bdlgesini bir

halka bolge iizerine bire bir olarak doniistiirdtiiini gosterelim. ¢ >0 kabul edelim.

u(z)
C

1
log| g(z)|= log]zi+;Ref(z)=

ve 0<u(z)<! oldugundan 1<|g(z)|<e" dir. Baska bir deyisle g fonksiyonu D

bolgesini #= {w:1<|w|<e"} ile tammlanan halka bdlge i¢ine doniistiirir.
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g nin 7 nin tiim noktalarini bir defa aldigini gostermek icin keyfi sabit bir we %
noktasi segelim. y, ve y, kapali egrileri Sekil 2.4 de verildigi gibi yani, her ae K igin
dan daha kiiciik olacak sekilde D bolgesinin i¢ simrm gevrelesin. Benzer sekilde g(7,)
egrisinin her bir noktasinin mutlak degeri |w| dan biiyiik olacak sekilde D bdlgesinin
dig simirmm gevrelemis olsun ($ekil 2.5). y, ve y, arasindaki bélge y, Uy, egrisinin
devir sayisinin 1 oldugu bolgedir. Argiiment prensibi geregi g fonksiyonunun y, ile y,
egrileri arasinda kalan bolgede w degerini alma sayisi, yani g(z)=u denkleminin y, ile
7, arasindaki bélgedeki koklerinin sayisi, g(y,)w g(r,) egrilerinin w etrafindaki devir
saylsina esittir. y, egrisinin se¢imi gere8i g(y,) egrisi w noktasindan gegmez ve
n((g(}/o),w):O dir. y, egrisinin se¢imi geregi orijin merkezli ve |w| yarigapli daire
g(y,) egrisinin i¢ginde kalir. Bu yiizden; n(g(yﬂ),w)= n(g()/l),O) dir. Bilindigi gibi,
g(y,) egrisinin O etrafindaki devir sayisi, z noktast y, egrisi lizerinde bir kere
dondiigiinde (1/27)logg(z) deki degisime esittir. Bagka bir ifadeyle

n(goy,0)=(1/27)A ,, log g(z) dir. g fonksiyonunun tanimi geregi

1 _ 1/
2T logg(2) = 27 ¢

+—1—logz

2
dir. f fonksiyonu D de analitik oldugundan (1/2x)f/c fonksiyonunun y, etrafindaki
degisimi sifirdir. (1/27)logz fonksiyonunun p, etrafindaki degisimi, y, egrisinin 0
etrafindaki sarma sayisma esit olup 1 dir. Boylece g fonksiyonu w degerini y, ile y,

arasindaki bélgede tam bir kere alir. y, ile y, egrileri D bolgesinin keyfi i¢ ve dig kapali

stnirlari olarak secilebileceginden, g fonksiyonu her bir w degerini D bolgesinde tam bir

kere almir. Dolayistyla g, D den { iizerine birebir bir doniisiimdiir. Eger ¢ negatif ise
¢'¢ ile 1 sayilarinin rolleri degistirilip (e'“ i¢ yangap, 1 de dig yarigap olur) yukaridaki
ispat metodu aynen uygulanir. Eger ¢ =0 ise g fonksiyonunun tanimi g(z)=e’"
bigiminde yapilirsa ayni ispat tarziyla D bolgesinin {w:1<|w|<e} halka bolgesi

{izerine bire-bir olarak doniistiigii goriiliir. m
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3. KOMPLEKS HARMONIK DONUSUMLER

Bu béliimde reel ve sanal kisimlari harmonik fakat eslenik olmak zorunda olmayan
kompleks degerli harmonik yalinkat fonksiyonlar (déniistimler) tamitilacak. Ozellikle bu
dontistimlerden birim daireyi konveks bolge iizerine resmeden fonksiyonlarin katsayi
bagintilan ve distorsiyon o6zellikleri verilip, birim dairenin ¢esitli konveks doniisiim

ornekleri tizerinde durulacaktir.
3.1. Temel Kavramlar

Tanmmm 3.1.1. DcC bolgesinde tamimli kompleks degerli siirekli birw = f(z) =
u(z)+iv(z) fonksiyonu i¢in, u ve v fonksiyonlar1 D bolgesinde reel harmonik
fonksiyonlar ise f'ye D bolgesinde harmonik fonksiyon veya harmonik déniisiim denir.
Bu durumda f(z)=u(z)+iv(z) harmonik fonksiyonu xy-diizleminde bir D bdlgesini,
uv-diizleminde G bdlgesi tizerine harmonik olarak doniistiiriir. Eger f(z) =u(z) +iv(z)
harmonik fonksiyonu D bélgesini G bolgesi iizerine bire-bir olarak doniistiiriiyorsa f ye

harmonik yalinkat dontisiim denir.

Calismamizda harmonik yalinkat fonksiyon denildiginde, reel ve sanal kisimlari reel
harmonik olan, fakat birbirinin eslenigi olmasi gerekmeyen, kompleks degerli bire-bir
(yalinkat) harmonik bir fonksiyon anlagilacaktir. Bu fonksiyonlar analitik olmak
zorunda olmadigindan, bazi zorluklarla karsilasmak kaginilmazdr. Ornegin analitik
fonksiyonlar bileske altinda korunmasina ragmen, harmonik fonksiyonlar korunmaz. f
harmonik, ¢ analitik fonksiyonu i¢in fo@ harmonik olmasina ragmen, g¢eof
fonksiyonunun harmonik olmasi gerekmez. Analitik fonksiyonlarin ailesi bir cebir
olusturmasina ragmen, harmonik fonksiyonlarin ailesi olusturmaz. En azindan iki
harmonik fonksiyonun toplami harmonik olmak zorunda degildir. Hatta harmonik
fonksiyonlarin karesi veya garpmaya gore tersi harmonik olmak zorunda degildir.

Ayrica harmonik yalinkat bir doniigiimiin tersi de harmonik olmak zorunda degildir.
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Tamm 3.1.2. f=wu+iv fonksiyonunu kompleks diizlemde bir B bolgesinde
diferansiyellenebilir olsun.

u(z) v.(2)

= @ v

=u (2)v,(2)~u,(z)v,(2)

fonksiyonuna f fonksiyonunun Jakobiyeni denir.

z = x + Iy olmak iizere

o 1{o .0 o 1(d .0

—=—|—-i—| ve —=—|—+i—

oz 2\ox Oy 0z 2\ox oy
diferansiyel operatérleri yardimiyla f(z) = u(z) +iv(z) fonksiyonu igin

1. :%(fx ~if) =%[(u_¥ +v) =i (1, —v)l,

ve

fo= oy ot =5 [ =341 @, +9,)

olup, f fonksiyonunun Jakobiyeni

J,@A £ -1 L))
biciminde yazlabilir. Eger f(z) fonksiyonu analitikse &8 f/6z=0 olacagindan
J(2)= f(2) I olur. Kompleks degerli bir f(z) fonksiyonu i¢in 8 f/8z=0 esitligi
Cauchy-Riemann denklemlerinin bir baska bi¢imde ifadesinden ibarettir. Gerekli
hesaplamalar sonunda f fonksiyonunun Lablasyeni adi verilen Af =f. +7f,
ifadesinin

azf
Af =4 =4f.
v 0z0zZ J::

oldugu goriilir. Buna gore, “ikinci mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahip bir f
fonksiyonunun harmonik olmasi igin gerek ve yeter sart f.=0 veya 0 floz

fonksiyonunun analitik olmasidir” sonucu ¢ikarilabilir.

Analitik bir 7 fonksiyonunun bir z noktasinda yerel olarak yalinkat olmas! igin

gerek ve yeter sart .J,(z)# 0 olmasi bilinen bir sonugtur. Lewy 1936, bu sonucun

harmonik doniisiimler i¢in de gegerli oldugunu gosterdi
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Teorem 3.1.3 (Lewy Teoremi). Kompleks degerli harmonik bir f fonksiyonu bir D
< C bolgesinde yerel olarak yalinkat ise her z e D icin J 7(2) sifirdan farkhidir ( Lewy
1936).

Lewy 1936°nin bu sonucuna gore bir D bdlgesinde yalinkat harmonik ddniisiimler
ya J.(z)>0 veya |f.(z)[> f.(z)|olup y6n koruyandir yada J(2)<0 veya
| f.(2)|<| fz(2)| olup yOnii ters ¢evirendir. Eger f yon Kkoruyan ise f yonii ters
cevirendir. Sonug olarak | £.(z)[>| f.(z)| ise f yerel olarak yalinkat ve yon koruyan,
| /.(2)I<] f2(2)| ise f yonii ters geviren bir fonksiyondur. J,(z) >0 oldugu yerlerde

f(z) #0 olduguna dikkat ediniz.

En basit yalinkat harmonik doniigim Omegi f(z)=az+y+pPz, |al|# f|
bi¢iminde konform olmasi gerekmeyen afin doniisimledir. Eger bu doniisimde y =0

ise afin doniisiim lineer olur. Bir afin doniisiim ile bir yalinkat harmonik déniigiimiin

bileskesi yine bir harmonik doniigim olmas: 6nemli bir sonugtur. Yani f yalinkat

harmonik doniistim ise @ f +7+ S f de yalinkat harmonik déniigiimdiir.

Diger bir énemli 6rnek D agik birim dairesini | w|=3 ¢emberi ile ¢evrelenmis ti¢
uclu bir egrisel iiggen (hypocycloid) i¢ine resmeden f(z)= z+17* fonksiyonudur
(Sekil 3.1.a). Simdi bu fonksiyonun yalinkat oldugunu gosterelim; z,, z, €D i¢in

() =f(z) =z +32 =2, +35, = 2z - 2,)=(Z, - Z)Z, + 7))
olur. | z, + z, |< 2 oldugundan son esitlik ancak z, =z, olmasi durumunda gecerli olur.
Benzer diisiince ile her n>2 igin f(z)=z++Zz" fonksiyonunun da yalinkat oldugu

soylenebilir. Bu doniisim altinda birim dairenin goriintiisii Matematica programi
kullanilarak sekil 3.1.b de gosterilmistir. Genelde bu dontisiim altinda D dairesinin
resmi |w|=(n+1)/n ¢emberi i¢inde kalan »+1 koseli egrisel liggen (hypocycloid)

tarafindan simirlandirilmigtir (Duren 1984).
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15

Sekil 3.1

Diizlemde basit baglantili bolgelerde harmonik doniisiimleri ¢alismak yerine tanim
bolgesi olarak birim daireyi almak genelligi bozmaz. Ciinkii basit baglantili bir Dc C
bolgesinden G bolgesi lizerine harmonik bir doniisiim f ve D dairesini D {izerine
konform olarak resmeden bir ¢ analitik doniisimii i¢in F = fog fonksiyonu D
dairesini G tiizerine resmeden bir yalinkat harmonik doniisiim olur. Bu durumda esas

doniisiim ise f = F o ' bi¢imindedir.

Simdi harmonik fonksiyonlar teorisinde olduk¢a 6nemli bir yere sahip olan

asagidaki teoremi verelim.

Teorem 3.1.4 (Kanonik Gosterim). 4 ve g fonksiyonlar basit baglantili bir Dc C

bélgesinde analitik olsun. D de kompleks degerli harmonik bir f fonksiyonu
f(z2)=h(z)+ :g—(zs bigiminde bir gdsterimine sahiptir. Bu gosterim sabit farkiyla tektir
(Duren 1984).

ispat. u ve v basit baglantili bir D blgesinde harmonik fonksiyonlar oldugundan

F el
F+F e V:ImG=(72.
I

u=ReF =

olacak sckilde D de analitik F ve G fonksiyonlar: vardir. Boylece

F+G F-G _
f=u+ivu=ReF+iImG:[ ; )+( 5 ]=h+g

elde edilir. f=h+g temsiline f fonksiyonunun kanonik temsili denilir. m
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Sonug¢ 3.1.5. D birim dairesinde f =h+g fonksiyonunun yén koruyan olmasi igin

gerek ve yeter sart
J @=L -1 L@ FRE) -8 (@) >0
olmasidir. Bagka bir ifadeyle

1 2'(2)]
| H(2)]

esitsizliginin saglanmasidir (Clunie 1984).

<1

Teorem 3.1.6. f fonksiyonu bir Dc C bélgesinde yerel olarak yalinkat ve yon

koruyan olsun. Bu taktirde f fonksiyonunun harmonik olmas: i¢in gerek ve yeter sart
0= ?_:/ /. fonksiyonunun D de analitik olmasidir.

Ispat. f fonksiyonunun D de yerel olarak yalinkat ve J (2)>0 oldugunu kabul

edelim. _f— =@ f. esitliginin Z ye gore tiirevi alinip, (f); = 7. esitligi dikkate alimirsa

fe.=f0+ [0, 3.1)
elde edilir. / harmonik oldugundan

] —_—
fzz —ZAf'O

olup (3.1) bagintis1 geregi D de . =0 elde edilir. Bu da @ fonksiyonunun D de

analitik oldugunu gosterir.

Tersine eger @, D de analitik ise @. =0 olup (3.1) esitliginden f.. = f.. @ olur.
# fonksiyonu D de yerel olarak yalnkat ve J, (2) >0 oldugundan, her ze D igin
|@(z)|<1 dir. O halde, f.. = f.. o esitligi ancak f.. =0 olmasi durumunda saZlanir.

Buise f fonksiyonunun harmonik oldufu gosterir. m

Bu teorem bize 6zellikle yon koruyan yalinkat harmonik bir f donistiminiin ikinci

kompleks genlesmesi olan w= ./ f. fonksiyonunun daima analitik bir fonksiyon ve

modiiliiniin 1 den daha kiigiik oldugunu gosterir. Bu yiizden @ =7_:/ /. fonksiyonuna

[13

f fonksiyonunun analitik genlesmesi veya kisaca genlegsmesi de denilir. Ayrica,
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@ =0 olmasi igin gerek ve yeter sart f fonksiyonunun analitik olmasidir” sonucunun

dogruluguna dikkat ediniz.

3.2. Konveks Bolgeler Uzerine Yalinkat Harmonik Déniisiimler

Bir bolgenin herhangi iki noktasimi birlestiren dogru pargasi tamamen o bdlgede
kaliyorsa bolgeye konveks bolge denir. Bu kesimde birim daireyi konveks bdlgeler
lizerine yalinkat olarak resmeden harmonik déniisiimler incelenerek bu déniisiimlerin
iki onemli yapisal oOzelligi tizerinde durulacaktir. Birincisi; Rado-Kreser-Choquet
teoremi olarak adlandirilan herhangi simirli konveks bolge tizerine birim dairenin
yalinkat harmonik doniisiimiiniin, tammlanmis sinir bagintis1 yardimiyla olugturulmasi.
ikincisi; bir yonde konveks bir bolge iizerine belli bir genisleme (dilatation) ile bir
harmonik déniigiimiin kesme olusumudur (shear construction). Bu doniistimlerden en
basiti, birim dairenin kendisi {izerine olanidir. Bunlar ilerleyen kesimlerde detayli bir

sekilde incelenecektir.

Birinci boliimde birim ¢emberin I' iizerine her bir homeomorfizmi yardimiyla
Poisson integral formiilii yegane bir harmonik genislemeye sahip oldugu goriilmustii.
Eger B konveks ise bu harmonik genigleme daima daireyi yalinkat harmonik olarak B

{izerine donustiiriir.

Tamm 3.2.1. Eger » fonksiyonunun bir bolgede verilen bir degeri iki kere aliyorsa u
fonksiyonuna iki degerli denir. Eger bir konveks bolgenin sinir dogru pargcalar

bulundurmuyorsa bolgeye kesin konveks bolge denir.

Teorem 3.2.2. u, D de reel degerli siirekli harmonik bir fonksiyon olsun. Eger u, oD
de en ¢ok iki degerli (bivalent) ise bu takdirde u, D de kritik noktaya sahip degildir
(Duren 1984).

ispat. D de

@=l %41‘@ =0
oz 2\ox oy

oldugunu gostermeliyiz. Bunun igin u_(0) # 0 oldugunu gostermek yeterlidir. Ciinkii bu
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durumu her bir z, €D igin u_(z,) # 0 olmasini gerektirir. Gergekten, g, D den D ye
g(0) =z, ozelliginde bir konform déniigiim olsun. ¢ = u(g(c)) bileske fonksiyonunu
D de harmonik, D de siirekli ve 8D de en ¢ok iki degerli oldugu agiktir. g.(¢)=0
oldugundan ¢,() =u.(g(£)g'(C) ve ¢.(0)=u.(z,)g'(0) olup. ¢,(0)#0 olmasi

u.(z,) # 0 olmasim gerektirir. #_(0) # 0 oldugunu gostermek igin

1 2z it
u(z) = — J.Re(e” ”j u(e")dt
0

e —z

bulunur. Bu ifadeden

1 —if il
u,(0) = E- je u(e" ) dt

f=1

elde edilir.

Diger yandan, iki degerlilik hipotezi u(e") fonksiyonunun ¢ember iizerinde sadece

bir lokal maksimuma ve bir lokal minimuma sahip olabilecegini ve u(e")
fonksiyonunun bu notalan birlestiren yaylarin her birinde monoton oldugunu gosterir.

Koordinatlarin rotasyonundan sonra, yine iki degerlilik hipotezinden u(e") fonksiyonu

belli bir ¢”® noktasinda bir minimumdan e’ de bir maksimuma artacagi sonucunu

1174

¢ikarabiliriz. Bu durumda |u_(0)| degerini degistirmez. Bdylece ufonksiyonu e~
noktasindan e® noktasma her iki yonde hareket ettikge kesin olarak artar ve 0 <t <z

icin u(e") —u(e™) > 0 olur. Sonug olarak

2r 2z
—27 Tm[u,(0)]= [u(e")sintdi = [lu(e") - u(e™)lsinrdr >0

0

bulunur. Bu durum z_(0) # 0 oldugunu gosterir. m

Asagida bir konveks bolgeden birim daire {izerine yalinkat harmonik bir
fonksiyonun temsilini veren ve adina Rado-Kneser-Choquet Teoremi denilen teorem

verilecektir. Ayrintili ispat igin Duren 1984°e bakilabilir.
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Teorem 3.2.3 (Rado-Kneser-Choquet). BcC, T Jordon egrisi tarafindan
simrlanmig konveks bir bolge ve ¢ de 0D den I iizerine bir homeomorfizm olsun. Bu

taktirde

1°T1-]z]

Z)=— |—————— o@(e") dt
f@)=o- Oj|e,,_2|2 o)
fonksiyonu D den B lizerine yalinkat harmonik bir doniisiimdiir.

Ispat. f fonksiyonunun D de yerel olarak yalinkat olmasim gostermek yeterlidir.
Choquet, f =wu+iv fonksiyonunun Jakobiyeninin belli bir z, €D noktasinda sifir
olmasinin belli bir au+bv lineer birlesiminin z, da bir kritik noktaya sahip olmasi

gerektigini iddia eder. Daha sonra da geliski olusturmak i¢in Teorem 3.2.2 den

faydalanir. m

Teorem 3.2.2 u fonksiyonunun 8D iizerinde iki degerli olmasindan ¢ok daha zay:f
hipotezler altinda da gegerli kalir. Bu yiizden Rado-Kneser-Choquet Teoremininin genel

bir versiyonunu elde etmek miimkiindiir.

Teorem 3.2.4. Bc C, I' Jordon egrisi tarafindan sinirlanmis konveks bir bolge ve ¢

de 6D den T iizerine siirekli bir fonksiyon olsun. e¢” monoton olarak oD smirinda

degistikce p(e”) de T etrafinda bir defa donsiin. Bu taktirde

1 % 1=z u
F@ == [ ey
2 —z|

ile

harmonik genislemesi D den B iizerine yalinkat harmonik bir doniisimdiir (Duren

1984).

3.3. Kesme (Shear) Olusumu

Rado-Kneser-Choquet teoremi, birim daireden herhangi bir smnirlt konveks bolge
{izerine harmonik doniigimlerin elde edilmesinde kullanight bir metoddur. Bununla
birlikte, belli sartlar altinda harmonik déniisiimlerin olusturulmasinda bagka bir metod

daha vardir. Bu metod, ilk olarak Clunie ve Sheil-Small 1984 tarafindan verilmis olup
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“kesme olusumu” (share constraction) olarak da bilinir. Esasinda bu metod paralel
dogrular boyunca verilen bir konform doniisiim “keserek” bir yénde konveks bir bolge

lizerine bir harmonik doniistimiin bulunmasini saglar. Asagida bununla ilgili 6zellikler

verilecektir.

Tanmm 3.3.1. Bir Bc C bdlgesinin reel eksene paralel dogrularla arakesiti baglantili
(veya bos) ise B bolgesine reel eksen yoniinde konvekstir (REK) denir. Bu durumda reel
eksene paralel her bir dogru ile B bdlgesinin kesisimi tam bir dogru pargasi, bir 151n

veya bir dogrudur.

Clunie ve Sheil-Small 1984°¢ ait temel teoremi ispatlamak i¢in asagidaki teoreme

ihtiyag vardir.

Teorem 3.3.2. Bc C reel eksen yoniinde konveks bir bdlge ve p de B lizerinde
tanimli reel degerli siirekli bir fonksiyon olsun. Bu taktirde w — w+ p(w) déniislimiiniin
B bolgesinde yalinkat olmasi i¢in gerek ve yeter sart yerel olarak yalinkat olmasidir.
Eger doniisiim yalinkat ise goriintii bolgesi reel eksen yoniinde konvekstir.

Ispat. Teoremin birinci yonii agiktir. Ikinci yoniinii gostermek igin doniigiimiin yalinkat
olmadizim kabul edelim. Bu takdirde w, + p(w;)=w, + p(w,) olacak sekilde farkh
w,,w, € B noktalari vardir. w, =u, +iv, ve w, =u,+iv, denirse, v, =v, oldugu
agiktir. v, =v, =¢ diyelim v — u+ p(u+ic) donisimi kesin olarak monoton degildir
dolayisiyla yerel olarak yalinkat degildir. Ozellikle w— w+ p(w) doniisimii B de

yalinkat olmadik¢a yerel olarak yalnkat olamaz. Geometrik olarak doniigiim yatay
eksen yoéniinde bir makasla kesiyor gibi hareket eder. Bu yiizden onun goriintii bolgesi

REK tir. m

Teorem 3.3.3. f=h+g birim dairede harmonik ve yerel olarak yalinkat olsun. Bu
takdirde f nin yalinkat ve gorintd bélgesinin reel eksen yoniinde konveks olmast i¢in
gerek ve yeter sart 4 — g analitik fonksiyonunun ayni szelliklere sahip olmasidir.

Ispat. Once f=h+g fonksiyonunun yahinkat ve B = f(D) bdlgesinin REK oldugunu

kabul edelim. Bu taktirde, p reel degerli siirekli bir fonksiyon olmak iizere B de
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h(2)=g(2) =h(f~' (W)~ g(f~ (W) =w-2Re{g (f ' (W)}=w+ p(w)
fonksiyonu tammlanabilir. Teorem 3.1.3 geregi D de 4'(z) # g'(z) dir. O halde h—g
fonksiyonu D de yerel olarak yalinkattir. Teorem 3.3.2 geregi w— w+ p(w)

fonksiyonu B de yerel olarak yalinkattir ve bdylece yalinkattir ve goriintii bolgesi REK
dir. Sonug olarak 4 — g fonksiyonu D de yalinkat ve gériintii bolgesi REK dir .

Tersine F =h— g fonksiyonu D de yalinkat ve B = F(D)reel eksen yéniinde

konveks olsun. O zaman

SE (W)= w+2Re { g(F ™' (W)} = w+ g(w)
fonksiyonu B de yerel olarak yalinkat ve boylece de Teorem 3.3.2 geregi B de
yalinkattir ve gortintii kiimesi REK dir. Béylece f D de yalinkat ve f(D) de REK

olur. m

Bir B<c C bolgesinin konveks olmasi igin gerek ve yeter sart onun her ydnde

konveks olmasidir. Béylece f=h+g harmonik doniisiimiiniin goriintii bdlgesinin

konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart 0<a <27r olmak ilizere her bir e f
rotasyonunun goriintii bolgesinin REK olmasidir. Teorem 3.3.3 g6z 6niine alindifinda,

bu durum her & igin e“h—e'“g analitik fonksiyonunun REK olmasidir. Boylece

asagidaki sonucu ifade ve ispat edebiliriz.

Sonu¢ 3.3.4. f=h+g fonksiyonu birim dairede harmonik ve yerel yalinkat olsun. f
nin valinkat ve a (0<a <) yoniinde konveks olmasi icin gerek ve yeter sart
h—e*®g analitik fonksiyonunun yalinkat ve @ yoniinde konveks olmasidir.

ispat. f fonksiyonu @ yéniinde yalinkat ve konveks olsun. Bu taktirde e™” f yalinkat

fonksiyonu REK dir. e f =e“h+e“g=H + G denirse Teorem 3.3.3 geregi H -G
yalinkat ve REK tir. H -G =e *(h—e*“g) oldugundan h—e**g yalinkat ve «

yoniinde konvekstir. m
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Teorem 3.3.5. f =h+g fonksiyonu birim dairede harmonik ve yerel olarak yalinkat
olsun. Bu taktirde f fonksiyonunun yalinkat ve (D) goriintii bolgesinin konveks
olmast i¢in gerek ve yeter sart her o (0<a<27) igin e“h—e"g analitik

fonksiyonunun yalinkat ve goriintii kiimesinin REK olmasidir (Clunie 1984).

Sonug 3.3.6. / = h+ g konveks yalinkat harmonik bir déniisiim olsun. Bu takdirde her

bir B, 0< B <27, i¢in h+e”g fonksiyonu yalinkattur.

Teorem 3.3.3, belli bir genlesmeli harmonik déniisiimlerin olusturulmasinda énemli

rol oynar. Eger genlesme | w(z) |< 1 dzelliginde bir fonksiyon olarak belirlenirse verilen
analitik yalinkat fonksiyondan elde edilen f harmonik fonksiyonunun yerel
yalinkathigini garanti eder. Gergekten h—g fonksiyonunun yalinkat olmasi
(1-w(2)H(z2)=h(z)—g'(z)#0 olmasim gerektirdiginden f  fonksiyonunun
Jakobiyeni

1, =K@ -1 g @ PR E) P [1 - 'E iﬁ; l'z ]= (A= w(2) ) | H(2) >0

dir.

Ornek 3.3.7. (h— g)(z) = z 6zdeslik doniigiimiinii ve w(z) =z genlesmesini gdz Oniine

alalim.

g'(z) _ [

w(z)= ==<=z

H(z) .

oldugundan
W(z) —g'(z)=1 ve zh(z2)-g'(z2)=0

denklem sistemi elde edilir. Sistemin yegane ¢6zimii

ve '(zf)—L
1-z 8 1-z

H(z)=
olup A(0)=g(0)=0 normalizasyonu altinda
1
h(z)= log(l—i—z—) ve g(z)=-z+ log(l—;]

olarak bulunur. Boylece Teorem 3.3.3 geregi f =h+g harmonik fonksiyonu
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f(2)= —z+zog(£ﬂ+ log[ !

l_Z -z

_ 1
] =-z+2Re log(_j =-7z-2log|1-z]|

olarak bulunur. Bu fonksiyon birim daireyi reel eksen yoniinde konveks bir bolgeye
doniistiiriir. Gergekte Teorem 3.3.3’iin ispati f fonksiyonunun goriintli kiimesinin
|Im{/(z)}|<1 yatay seridi iginde kaldiZim gdsterir. f nin gercek goriintii kiimesi Sekil
3.2 de gosterilmigtir. Sekildeki ¢izgiler merkezi cemberler ve radyal dogrularin

resimlerinden ibarettir.

Sekil 3.2

Eger w(z) =z yerine w(z) =z genlesmesi alimrsa, dnceki 6rnekte oldugu gibi
lineer denklem sistemi
H(z)-g'(z)=1 ve z’H(2)-g'(z)=0
olur. Buradan

1+:z

1
=1
s5(z) 58

-z
olmak iizere h(z)=s(z) ve g(z)=—z+s(z) elde edilir..Bdylece

_ 1+z
f=h+§:—E+2Re{s(z)}:—z+log?1

harmonik doniisiimii elde edilir. Bu doniigiim altinda birim dairenin resmi Sekil 3.3 de

verilmigtir (Duren 1984).
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Sekil 3.3

Ornek 3.3.8. Birim dairesi Re{w} > —+ yar1 diizlemi tizerine konform olarak resmeden

z

w:ﬁ(z):l_z

doniigimiinii g6z Oniine alalim. Sonug¢ 3.3.4 geregi yerel yalinkat f =h+g harmonik

fonksiyonunun D birim dairesini imajiner eksen yoniinde konveks bir bolge iizerine

resmetmesi i¢in gerek ve yeter sart 4+ g analitik fonksiyonunun aym 6zelli§e sahip
olmasidir. Bu yiizden ¢ = h+ g alinip, genlesme f =h+g fonksiyonunun yerel olarak
yalinkat olmasim garanti etmesi i¢in @(z)=—z olarak segilirse elde edilecek lineer

sistem

' ' _pr _ 1
H(E)+E'@) =IO =

zh'(z)+g'(z2)=0
olur. Buradan

Z

(1-2)°

K(2)= ve g'(z)=-

1
(1-z)°
bulunur. k(z)=z/(1—z)* Koebe fonksiyonu olmak tizere integral almarak

1
W)=+ ve £(2)= 1) ~kE)

elde edilir. Boylece L=h+g harmonik fonksiyonu D yi yalinkat olarak imajiner

eksen yoniinde konveks bir bélgeye resmeder. Ayni zamanda L = h+g fonksiyonu

L(z)=Re(h+g)+ilm(h—g)
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bi¢iminde yazilabileceginden

L(z)=Re{f(z)} +ilm{k(z)}
olur. Simdi

f(D)={w:Re{w}> -3}

oldugunu iddia ediyoruz. Bunu gostermek igin ¢ = #(z) denirse k(z)=4(1+¢) olur
¢ =y +in i¢in L harmonik fonksiyonu

L&) =y+i0+2pm, z=0()=—
1+&
olur. Bu durum Lo /™" fonksiyonunun her bir

. 1
=y, +in, 70>_§=

dikey dogrusunu monoton olarak kendi iizerine resmeder. Bu dogrular z = 1 noktasinda

-0 < <o,

oD birim ¢emberine igten teget olan ¢emberlerle ilgilidir. Ozellikle, w= L(z), D

dairesini Re{w} > —1 yar diizlemine doniistiiriir.

L(z)=Re{l(2)}+ilm{k(z)} harmonik doniisiimii altinda 6D smmrimin durumu
oldukga ilgingtir. Gergekt+en, k(z) fonksiyonu D birim dairesini C - (—c0,~—] lizerine,

{(z) fonksiyonu da D yi Re{w}>-1 iizerine konform olarak doniistiirdiigiinden, her

ze dD ve z#1 i¢in Re{l(z)}=-1 ve Im{k(z)}=0 olur. Sonug olarak, her z e oD

ve z#1 igin L(z)=—1 olmasi radyal dogru parcalarinin ve merkezi gemberlerin L

doniisiimii altindaki resimleri alisik olmadik bir davrams sergiler (Sekil 3.4). Bir

anlamda bu ©6rnek, harmonik doniisiimlerin  simr davramglarmin - konform

déniistimlerinkinden farkli oldugunu gésterir (Duren 1984).

S
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+z

= 1.1 N
Ornek 3.3.9. w=s(z2) 25103 " doniistimiinii g6z dniine alalim. s(z) fonksiyonu D

—Z
yi |Im{w}|<% yatay seridi {izerine konform olarak resmeder. Genlesmeyi 6nce
®(z) =z olarak se¢elim. Buna gére

hz)-g(z)=s(z) ve zH(z)-g'(z)=0
denklem sisteminden

h(z)=%[e(z)+s(z)1 ve g(z)%[f(z)—s(z]

normalize edilmis ¢dziimii elde edilir. Boylece, /' =h+g harmonik doniisiimii

f(z) =Re[l(z)]+ilm[s(z)]

olur. Buradan
~%+i% ;. 0<O<nm
fe?= :
———i— ; m<O<2m.
2

oldugu goriiliir. Ozellikle, f fonksiyonu alt ve {ist gember yaylarini tek bir noktaya

doniistiiriir. Gergekte birim dairenin f fonksiyonu altindaki resmi tam olarak
1 T
:R —. |1 <—
{W e{wi>—3 | Tm{w} | 4}

yar serididir (Sekil 3.5). Sekilde goriildiigii gibi f fonksiyonu birim dairenin ist
yarisindaki radyal dogrularimin resimlerini yan seridin iist kosesinde son bulan yaylara,

alt yarisindaki radyal dogrulari da alt késede son bulan yaylara doniistiirir.

Sekil 3.5
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3.4. Konveks Doniisiimlerin Yapisi ve Katsay: Bagintilan

Teorem 1.4.2 geregi birim daireyi konveks bir bélge tizerine déniistiiren konform

dontigimler
‘ Zf”(Z)}
Reql+—=2—=-4>0; [z|<]
{ @ |
esitsizligi ile belirlendigi biliniyor. Bunun dayandig1 temel di}sﬁnce, konveks bdlgenin
simrinin teget vektorlerinin monoton artan olmasidir. Eger analitik bir fonksiyon birim
daireyi yalinkat olarak konveks bir bolge tizerine resmediyorsa, onun her bir merkezi alt

daireleri de konveks bir bélge lizerine resmeder.

Konform d&niigiimlerin konveks bolgelerle ilgili bilinen sonuglarinmn yalinkat
harmonik doniisiimler i¢in gegerli olup olmadigi sorusu akla gelebilir. Teorem 3.3.5 de
“f=h+g fonksiyonunun yahnkat ve konveks olmasi gerek ve yeter sart her @ € R
icin e*h—e g analitik fonksiyonunun yalinkat ve reel eksen yéniinde konveks
olmasidir” bigiminde ifade edildi. Boylece konveks harmonik fonksiyonlarla ilgili soru
bir yénde konveks olan analitik fonksiyonlar hakkindaki benzer soruya indirgenmis
olur. Ozel olarak, eger bir analitik fonksiyon birim dairede yalinkat ve goriintii kiimesi
reel eksen yoniinde konveks ise onun her bir merkezi alt dairelerde de ayni zellige
sahip olmasim gerektirir mi? Cevabimiz hayirdir. Hengartner ve Schober 1973 bir

yonde konveksligin konform déniisiimler altinda korunmadigini gosterdiler. Daha sonra

Goodman ve Saff 1979, 2 —1<r <1 ozelligindeki » sayilari i¢in |z|<r dairesine

kisitlanigmin imajiner eksen yoniinde konveks olmadigina dair imajiner eksen yoniinde

konveks fonksiyona bir 6rnek verdiler. Bagka bir deyisle, onlar belli bir yénde herhangi

bir konveks konform doniistimiin » < \/5 —1 iken | z|< r dairesini ayni yonde konveks

bir bolgeye resmettigini tahmin ettiler ve V2 —1 yar ¢apmnim miimkiin olan en iyi sonug
oldugunu soylediler. Ruscheweyh ve Salinas 1989 bu tahmini ispat ettiler. Boylece
Clunie ve Sheil-Small 1984°¢ ait teorem yardimiyla bir konveks harmonik dontisiim de
aym Gzellife sahiptir. Daha kesin bir ifadeyle, eger bir / fonksiyonu birim dairesini

harmonik olarak konveks bir bolge iizerine resmederse bu taktirde her bir r = V2 -1
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yarigapl i¢in f, |z|<r dairesini tekrar konveks bir bdlge lizerine resmeder. Ancak

V2 -1<r<1 igin aym ozellige sahip olmak zorunda degildir.

Simdi
L(z) =Re{l(2)} +iIm{k(z)}
yari diizlem yalinkat harmonik doniistimiiniin » <+/2 —1 i¢in | z |< r alt dairelerini bir
konveks bdlge iizerine resmettigini, fakat v2 —1<r <1 igin konveks olmayan bir bslge
lizerine resmettigini gosterecegiz. w(z)=—z genlesmesi ve 0(z) =z /(1-z) reel eksen
yoniinde konveks olan konform déniisiimii yardimiyla kesim 3.4 de olusturulan L(z)
doniistimiinii goz Oniine alalim. 4(z) doniisiimii birim dairesi Rew > —1 yar diizlemi
iizerine konform olarak resmeder ve bu doniisiim konveks konform déniisiimlerin
smifinda ekstremal fonksiyon roliinti oynar. Tipki k(z)=z/(1-z°) Koebe
fonksiyonunun yildizil fonksiyonlar simifinda hatta genel yalinkat fonksiyonlarin
smifinda oynadigi rol gibi. Gergekte k(z)==z1[I'(z) dir. Boylece birim daireyi
Rew>—1 yan diizlemi lizerine resmeden L(z) harmonik déniisimiiniin de konveks

harmonik déniigiimler simfinda da aymi ekstremal rolii oynamasi beklenebilir.

Simdi L doniistimiiniin | z |< » alt dairelerini » < V2 =1 igin kesin olarak konveks

bolgeler iizerine doniistiirdigini ve J2 —1<r<1 icin konveks bblgeler iizerine
doniistiirmedigini hesaplayalim. Bunun igin, z:re,g noktasinin |z |=# c¢emberi

etrafinda hareket ettikge goriintii egrisinin
(@)=ar {i L(re’g)}
Wr - g 69
tefet yoniiniin degisimini ¢alismak gerekli olacaktir. 1k 6nce

0
%L(Z) = Re{é% E(Z)} + ilm{a—gk(z)}

ve

2

Kl o iz
%E(Z) =iz/l'(z)= -2
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iz(1+2)
(-z)°

oldugu goz oniine alinirsa gerekli hesaplamalardan sonra

a—(‘;k(z) =izk'(z)=

|[1-z|" A(r, 0)=r(r* - 1)sind
vE
11-z|* B(r.0)=r(1-r*)cos@ - 2r*(1-r*)(1+sin’ §)
icin

a—ag—L(Z) = A(r,8)+iB(r,0)

oldugu goriiliir. Boylece problem teget vektoriin argiimentinin veya denk bir ifade ile
tany,(f) nin 0<@ <z i¢in &’nmin azalmayan bir fonksiyonu oldugunu gostermeye
indirgenir. Bunun igin w= L(re’’) egrisi reel eksene gére simetrik oldugundan
0 <@ < r araligim incelemek yeterlidir.

tany (0) = B(r,0) = 2r(csc@+sin@)—(1+7°)cotd
i A(r.0) 1-2rcos@+r’

olup u=cosé ve
p(rou)=1-6r" +r" +12r%° —4r(1+r* )’

denirse hesaplamalar neticesinde
0
1-u®)|1-z|" ——tany,(6) = p(r.u
(I-u)|1-z| 50 w,(0)= p(r,u)

elde edilir. Béylece problem —1<u <1 i¢in p(r,4) polinomunun negatif olmadig: r
degerlerini bulmaya doniismiis olur. Bir kere
p(r—1)=(1+r)" >0 ve p(rH=(1-r)">0

dir. Ayrica

ip(av,u) =12ru{2r—(1+7r")u}
ou

oldugundan p(r,u) fonksiyonunun uz =0 da yerel minimuma, u = 2r /(1+r°) de yerel
maksimuma sahip oldugu goriilir. —1<u <1 igin p(r,u)=0 olmast i¢in gerek ve yeter
sart

p(r0)=1-6r>+r" 20
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olmasidir. Bunun i¢in de * <3 —242 veya r < V2 =1 olmalidir. Bu ise y,(0) teget
agisinm r < V2 -1 iken 6°min monoton artan bir fonksiyonu, v2 ~1<r<1 iken de
monoton azalan bir fonksiyonu oldugunu gsterir. Béylece L harmonik déniisiimii her
|zl<r< V2 -1 dairesini konveks bir bolge iizerine, +/2—-1<r<1 iken konveks

olmayan bir bolge {izerine resmeder.

Konuyla ilgili sonuglara gegmeden &nce yapilan bazi kabulleri verelim.

h(0)=g(0)=0 ve A'(0)=1 normalizasyonlarina sahip birim daireyi konveks bolgeler
iizerine yon koruyan yalinkat harmonik olarak donistiiren biitin f=h+ g
doniigimlerin smifi K, ile gosterilsin. Yon koruyanhik geregi | g'(0)|<| A'(0)|=1 dir.

Konveksligi ve yonii koruyan

=

w=b,
=[5, |

p(w) = . b =g'0)

S+l

afin doniisiimii ile f =h+ g € K,, fonksiyonunun bileskesi olan ¢ o f fonksiyonu da
konveks olup bu fonksiyonlarin sinifim K » ile gosterilir. Boylece,
Wz)=z+a,z> +--- ve g(z)=bz" +bz’ +---
olmak iizere, / =h+ g € K|, fonksiyonu birim daireyi konveks bir bolge tizerine bire
bir olarak doniistiiriir. Buna gore f € K, ise
f=bf _ o

= o =L 1V eK
fé] ‘P f l_lbliz H

ve f,eKY ise f=f,+b, f, €K, olur

K}, smifina ait bir fonksiyon rnegi vermek gerekirse, daha once bahsi gegen
1 l —————
L(z) = Re{{(2)} +iIm{k(2)] 15[2(2) + k(2)]+ 5[3(2) —k(z)]

biciminde tamimli L fonksiyonudur. Bu fonksiyonun birim daireyi Re{w}>—+ yarl

diizlemin tamamu {izerine yalinkat harmonik olarak doniistiirdiigiinii  biliyoruz.

Fonksiyonlarin orijin civarinda seriye actimindan n=1,2,3,... i¢in L fonksiyonunun

katsayilarinin

—n+1 ve b :ﬁ_n—l
a, = 2 . 5
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oldugu goriiliir.

Simdi konveks yalinkat harmonik fonksiyonlarla ilgili Clunie ve Sheil-Small 1984°¢

ait olan bazi sonuglar verelim.

Teorem 3.4.1. Her bir f e K, fonksiyonunun f(D) gériintii kiimesi | w|< 1 dairesini

bulundurur.

Ispat. wg f(D) olsun. |z|<1 igin f(z)-w tamamen bir yan diizlem i¢inde kalir.

Uygun bir x € R sayisi i¢in Re(e” (f(z) —w)) >0 birakilabilir. f =h+ g igin

Re{e™(h(z)—w)+e ™ g(z)} >0
veya
Re{ e’ (h(z) - w)+e “g(2)} > 0
olur.
p(z) = " (h(z) - w) +e "g(2)
denirse ¢ >0 olmak tizere @(0)=-we™ =c+id ve

iu
l+—z+--=1+pz+p,z° +---

_p(z)—id _
p(z) = o .

olur. Boylece p(z) fonksiyonu reel kismu pozitif analitik fonksiyonlarin P sinifina ait
olur (Goodman 1983). P smifindaki fonksiyonlarin seri agithminin p, katsayilari i¢in
|p, 12 (n=1,2,3,...) oldugundan

le” |<2|cl=2|Re(=e“w)[<2|we™ | ve |w|z5

bulunur. Dolayisiyla, {w:|wl|<1 } < f(D) elde edilir. m

Teorem 3.4.2. f =h+ g € K,, ise bu taktirde her ze D i¢in
Re{(e“H'(z)+e " g'(2))e” —e’2*)} >0
olacak sekilde o ve £ acilari vardir (Clunie 1984).

Tanmim 3.4.3. fve g, D de analitik iki fonksiyon olsun. Eger g(z)= f(w(z)) olacak

sekilde D de |w(z2)|<] z| 6zelliginde @(z) analitik fonksiyonu varsa, g fonksiyonuna f
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fonksiyonuna sabordine denir ve bu durum g < f bigiminde yazilir. Eger f yalinkat ve

gD) c f(D). f(0)=g(0) ise Schwarz lemmasi geregi g < f dir.

Teorem 3.4.4. Eger g(z) =Z::1 b,z" fonksiyonu D de analitik, f(D) konveks bir

bolge ve g < f ise bu taktirde »=1,2,3,... i¢in |5, |<1 dir (Goodman 1983).

Tamm 34.5. f(z)=) " a,z" ve F(z)=Y A,z" serileri D, ={z:|z|<r)}
dairesinde yakinsak olsunlar. Bu takdirde her »>0 tamsayisi i¢in |a, |< 4, ise f(z2)

ye F(z) ile domine edilmistir (listten sikigtirlmigtir) denir ve bu durum £(z) << F(z)

seklinde gosterilir.

Teorem 3.4.6. f € K, ise f fonksiyonunun katsayilar1 »=2,3,... igin

n+l n—1
Ian!— 2 lbn!ST ve “ani_}bn”SI

bagintilarim saglar. Esitlik L fonksiyonu i¢in gecerlidir.
ispat. Teorem 3.4.2, reel kismu pozitif analitik fonksiyonlarin temsili ve domine edilmis
serilerin teknigi geregi
P'(2)=e"h(z)+e""g'(2)
fonksiyonunun Taylor katsayilarinin modiilii

l+z 1 1
1-z1-2> (1-2)°

fonksiyonunun  katsayilari tarafindan {istten siirlanmistir. Integral ~ alinarak
0(z) =e“h(z)+e “g(z) fonksiyonu z/(1-z)=z+z’+z +--- tarafindan dstten
sinirlanmugtir. Boylece

la,|—|b,|<|e“a, +e b, <1

elde edilir.

Diger tahminleri elde etmek icin @(z)= g'(z)/h'(z) genlesmesinden faydalamilacak.
o(z) = g'(z)/ H'(z) analitik fonksiyonu @(0)=0 ve | @(z)|<1 sartlarm sagladifindan

Schwarz lemmasi geregi | o(z)|<| z| dir.
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F(z)=(e“H(z)+e"g'(z) (e’ —e"2?)
denirse. Teorem 3.4.2 geregi Re{F(z)}>0 ve | F(0)|=1 olur. Buradan

co(z) 1

+ew(z) ¥ —e 7’

g'(z)= i F(z)

olup, Teorem 3.4.3 geregi g'(z) fonksiyonunun katsayilar

z 1 1+z in(n+1)
l—z1-2°1-z (1- z) o

fonksiyonunun katsayilari tarafindan iistten sinirlanmistir. Bagka deyislen=1, 2,... i¢in

(n+ 1)1 b,y 1< 25D eva |5, <221
2 2
olur. Boylece
la, 1<l a, | ~|b, | +15,] <1+ 22 =2+
2 2

elde edilir. m

Sonu¢ 3.4.7. Her bir f € K,, fonksiyonunun katsayilar1 n = 2, 3,... i¢in |a, |<n ve
|b, | < n esitsizliklerini saglar ve bu esitsizlikler kesindir.

ispat. Her bir f=h+geK, fonksiyonunun belli bir f, € K, fonksiyonu igin,
b =g'(0) ve | b, | <1 olmak sartiyla f = f, +b, f, seklinde yazilabilecegini biliniyor.

Teorem 3.4.6 geregin=2, 3, ... i¢in

|anlsn;1+ib]|n2_1<n

veE

n+1

+b |

elde edilir. Burada sinirlar kesindir. Gergekten, L birim dairesi Re{w}>—1 yan

diizlemi iizerine resmeden bilinen harmonik d6niigiim olmak iizere
f(D=Lz)-bL(z), 0<b<l

bigimindeki fonksiyonlar gz 6niine almak yetecektir. m
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