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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
BERNSTEIN POLINOMLARININ UYGULAMALARI
Elif CETIN

Uludag Universitesi
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Matematik Anabilim Dali

Damisman: Prof. Dr. Ismail Naci CANGUL

Bu c¢alismada Bernstein polinomlart tanimlanmis ve onceden verilmis olan ¢esitli
Ozellikleri kullanilarak, Bernstein polinomlari ile ilgili yeni sonuglar bulunmustur. Bu
tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde ¢alismanin diger boliimlerine temel
olusturacak kavramlar ve teoremler verilmistir. Ayrica Gama ve Beta fonksiyonlari
tamimlanmis ve bu fonksiyonlarla ilgili temel &zellikler verilmistir. Ikinci boliimde
Bernstein polinomlar1 tanimlanmis ve Bernstein polinomlar ile ilgili temel 6zellikler
verilmistir. Uciincii béliimde o6nce Bernstein polinomlarinn belirli integralleri
incelenmis ve daha sonra Bernstein polinomlarinin ¢arpimlariin belirli integrallerine
yer verilmigtir. Ayrica Bernstein polinomlarimin Gama ve Beta fonksiyonlariyla olan
iliskisi verilmistir. Calismanin son bolimii olan dordiincii bdélimde Bernstein
polinomlarmin tiirevleriyle ilgili temel bir sonugctan yola ¢ikilarak, oncelikle Bernstein
polinomlariin tiirevlerinin genellemesi verilmistir. Daha sonra iiglincii bolimdeki
Bernstein polinomlarinin belirli integralleri ve Bernstein polinomlariin ¢arpimlarinin
belirli integrallerinden esinlenerek, Bernstein polinomlariin ¢arpimlarinin tiirevleri ile
ilgili yeni sonuglar elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Bernstein Polinomlar1, Ureteg Fonksiyonu, Bernstein Operatérii
Gama Fonksiyonu, Beta Fonksiyonu
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ABSTRACT
MSc Thesis

BERNSTEIN POLYNOMIAL’S APPLICATIONS
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In this work, Bernstein polynomials are defined and from using the several properties of
Bernstein polynomials which are given before, some new results about Bernstein
polynomias are found. The thesis consists of four chapters. In the first chapter, the
preliminary notions which are to be used in later chapters are given. Besides, Gamma
and Beta functions are defined and some basic properties of these functions are given.
In the second chapter, Bernstein polynomials are defined and the basic properties about
Bernstein polynomials are given. In the third chapter, firstly the integral of the Bernstein
polynomials are investigated and then, the integral of the multiplication of the Bernstein
polynomials are given. Besides, Bernstein polynomials relations with Gamma and Beta
functions are given. In the fourth chapter which is the last one, from a basic property of
the derivative of Bernstein polynomials, firstly generalization of the derivative of
Bernstein polynomials are given. After that, some new results are inspired from the
third chapter, which is about the multiplication of the derivation of Bernstein
polynomials.

Key words: Bernstein Polynomials, Generating Function, Bernstein Operator, Gamma
Function, Beta Function
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1. GIRiS

1.1 On Bilgiler

Polinomlar kolay tanimlandiklari, bilgisayar sistemlerinde hizli hesaplandiklar1 ve
cesitli fonksiyonlarla temsil edilebildikleri i¢in ¢ok kullanigshh matematiksel araglardir.
Ayrica polinomlar kolayca diferansiyellenebilir ve integrallenebilirdir. Bu nedenle
polinomlarla islem yapmak, yapilan ¢aligmalarda biiyilik kolayliklar saglamaktadir (Joy
2000).

Bu tezde, 6zellikle yaklasim teorisi i¢in bir doniim noktasi olan ayn1 zamanda analizin
bir ¢ok bransinda (konveks ve niimerik analiz, monoton operatorler), sayilar teorisinde,
cok boyutlu dagilimlarda, geometride, geometrik dizaynda, fizikte ve bilgisayar
programlamada genis arastirma alanlarina sahip olan Bernsein polinomlari
incelenecektir. Bernstein polinomlari 6nemli uygulamalara sahiptir. Sade bir yapisi ve
onemli 6zellikleri oldugundan Bernstein polinomlarinin kullanimi oldukg¢a yaygindir.
Bernstein polinomlari glinimiizde en c¢ok yaklagim teorisi alaninda uygulama
bulmaktadir. Ancak bu tezde Bernstein polinomlarinin yaklasgim teorisiyle olan
iligkisine, genel bir bilgi verilmek suretiyle kisaca deginilecektir. Bernstein
polinomlarmin  yaklasim teorisiyle olan iliskisi, bu tezin temel amacini
olusturmamaktadir. Bu tezde asil amag, Bernstein polinomlariin temel 6zellikleri ile

integral ve tlirevde var olan uygulamalarinin incelenmesidir.

Bernstein polinomlarinin tarihi, Ukraynali matematik¢i Sergei Natanovic Bernstein’e
(1880-1968) dayanir. Bernstein’in yapmis oldugu calismalar yurtdisinda, ozellikle
Fransa’da, biiyiik ilgi gordii. 1955’de Fransiz Bilim Akademisi iiyesi olarak segildi
(Steffens 2006). Bernstein’in yapmis oldugu en énemli ¢alismalardan birisi, Weierstrass
teoremine daha kullanish ve daha basit bir ispat yolu bulmus olmasidir. Weierstrass
Teoremi uygulamali matematikteki en onemli teoremlerden biridir. Ciinkii polinomlar
verilen her aralikta siirekli olan, kolaylikla tiirevi ve integrali alinabilen fonksiyonlardir.
Dolayisiyla verilen bir aralikta stirekli herhangi bir fonksiyonu polinom fonksiyona

cevirmek, bu fonksiyonla yapilabilecek hesaplamalarda ¢ok biiyiik kolayliklar saglar.



Kapal1 aralikta siirekli bir fonksiyona cebirsel polinomlarla yaklasildiginda en iyi
yaklagan polinomun bulunmasi ve yaklasim hizinin hesaplanmasi yaklasim teorisinde
caligilan 6nemli problemlerden biridir. 1885 yilinda Karl Weierstrass tarafindan kapali
bir aralikta siirekli fonksiyonlara polinomlarla yaklasilabilecegi gosterildikten sonra
Bernstein bu teoremin daha basit bir ispatini bulmaya calismistir. S. Bernstein, 1912
yilinda Weierstrass teoreminin ispatini, kendi adint verdigi Bernstein Polinomlari’ni

kullanarak yapmistir (Cigcek 2007).

Bernstein polinomlarinin teorileri hakkinda sistematik yaklagimlar 90’11 yillardan sonra
yayinlanmaya baglanmistir. Bu konuyla ilgili diizenli olarak makaleler yaymlanmakta
ve her gecen giin yeni uygulamalar ve genellemeler kesfedilmektedir. Bu konudaki ilk
ilerlemeyi Lupas yapmustir. 1987’de Bernstein polinomlarinin  g-anologunu

gelistirmistir ve polinomlarin yaklasim 6zelliklerini arastirmistir (Dikmen 2009).

f fonksiyonu [0,1] araliginda tanimli olmak tizere,

nra= 35 oo

biciminde tanimlanan operatdre n. Bernstein operatdrii denir. S. Bernstein, bu

operatorlerle [0,1] araliginda siirekli f* fonksiyonuna yaklasilabilecegini ispatlamistir.

Daha sonraki yillarda da Bernstein operatorleri ve Bernstein polinomlar: iizerinde

bircok matematik¢i arastirma yapmustir. Bu calismalar genellikle f fonksiyonuna
B (f;x) polinomuyla yaklasim hizinin bulunmasi {izerinedir. Son yillarda Bernstein

polinomlarinin sayilar teorisi ile olan iliskisine ilgi artmakta ve bu konuda onemli
caligmalar yapilmaktadir. Simsek ve A¢ikgdz (2010) Bernstein polinomlari igin iireteg
fonksiyonu tanimlamislar ve bu fonksiyon sayesinde Bernstein polinomlarinin Bernoulli
polinomlar1, Euler polinomlari, Genocchi polinomlari, Hermit polinomlar1 ve ikinci

cesit Stirling sayilari ile iligkilerini bulmuslardir (A¢ikgoz ve Arac1 2010b).



Bu tezde, Bernstein polinomlarinin temel 6zellikleri konusu iizerine daha 6nce yapilan
bir¢ok arastirma sonuglar1 incelenmistir. A¢ikgdz ve Araci’nin (2010a) yapmis olduklari
calismada Bernstein polinomlarmin [0,1] araligindaki belirli integrali ile ilgili temel
Ozellikleri, Bernstein polinomlariin ¢arpimlarinin [0,1] araligindaki belirli integrali ile
ilgili baz1 ozellikleri, Gama ve Beta fonksiyonu ile iligkileri incelemislerdir. Bu
nedenele ¢alismanin birinci bolimiinde Gama ve Beta fonksiyonlarinin bazi temel
Ozellikleri verilecektir. Ayrica Acgikgdéz ve Aract’nin (2010a) yapmis olduklar
calismadan esinlenilerek Bernstein polinomlariin n. dereceden tlirevleri ve Bernstein
polinomlarinin ¢arpimlarinin n. dereceden tiirevleri ile ilgili yeni sonuglar elde

edilmistir.

Sergei Natanovic Bernstein (1850-1968)

1.2 Temel Kavramlar

Bu kisimda calismada gerekli olacak temel tanim ve teoremler verilecektir. Bu

kisimdaki tanim ve teoremler lisans diizeyindeki kitaplarda bulunabilir.

1.2.1 Tanmmm. A cR ve a €R olsun. 6 >0 sayisi i¢in | x—a |< 0 kosulunu saglayan

noktalarin kiimesine a noktasinin O -komsulugu (delinmis 6 -komsulugu) denir.



1.2.2 Tanmm. AcR, f:4—R bir fonksiyon ve a da 4 kiimesinin bir yigilma
noktasi olsun. Terimleri 4 — {a} kiimesine ait olan ve a noktasina yakinsayan her (x,)
dizisi i¢in elde edilen (f(x,)) goriintii dizisi bir L sayisina yakinsiyorsa bu L sayisina f

fonksiyonunun a noktasindaki limiti denir ve lim f(x) = L seklinde gosterilir.

1.2.3 Tanmm. 4 cR ve F(A4) da 4 lizerinde tanimli reel fonksiyonlarin kiimesi olsun.
s:N—> F(A)

seklinde tanimlanan s fonksiyonuna bir fonksiyon dizisi ad1 verilir.

1.2.4 Tamm. (f,) dizisi 4 lizerinde f fonksiyonuna noktasal yakinsaktir < Ve >0

ve her bir x € 4 i¢in In, dyle ki Vn>n, i¢in | £, (x) — f(x) |< ¢ dur.

1.2.5 Tamm. (f,) dizisi 4 iizerinde / fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir & Ve >0

ve her bir x € 4 i¢in In, dyleki Vn>n, ve Vx € 4 i¢in | f, (x) — f(x)|< & dur.

1.2.6 Tamm. f:R—R fonksiyonu ve bir a €R sayis1 verilsin. Eger verilen her

£>0 sayst i¢cin |x—a|<o oldugunda | f(x)— f(a)|< ¢ olacak bicimde bir 6 >0
sayist bulunabiliyor ise f fonksiyonuna a noktasinda siireklidir denir ve bu durum

genellikle lim f(x) = f(a) gosterimi ile belirtilir. Eger f fonksiyonu bir 4 cR

kiimesinin her noktasinda siirekli ise f fonksiyonuna A iizerinde siireklidir denir.

1.2.7 Tamm. X bos olmayan herhangi bir kiime ve F' bir say1 cismi olsun. Eger, her

x,y,ze X veher a,f € F igin,

t: XxX->X, t(X,y)=x+Yy
¢:FxX->X, ¢la,x)=ax



biciminde tanimlanan (sirasiyla toplama ve skaler ile carpma denen) islemler

Ti.x+y=y+x,

T x+(y+z)=(x+y)+z,

Ts;. x+6 =x olacak bicimde bir € X 0gesi vardir (€ ya etkisiz 6ge ya da sifir
vektori denir).

Ts4. x+ x'= 6 olacak bigimde bir x'e X 6gesi vardir. x' simgesi yerine genellikle — x

simgesi kullanilir ve — x e ters 6ge denir.
Ci.ax+y)=ax+ay,

Co. (a+pP)x=0x+ px,

Cs. (afp)x = a(px),

Cs l-x=x,

kosullarimi gergeklerse, (X, F) siral ¢ifti bir vektor uzayidir (ya da X kiimesine F

tizerinde bir vektor uzay1) denir.

1.2.8 Tamm. Bir V' vektor uzayinin asagidaki sartlar1 saglayan S alt kiimesine V'

nin bir baz1 denir:

B,. § lineer bagimsizdir.

By. Her a eV igin a €S, {S} dir. Yani a vektori § deki vektorlerin bir lineer

birlesimidir (Bu sarta germe aksiyomu denir. Eger aksiyom gegerli ise S kiimesi V' yi

geriyor denir).

1.2.9 Teorem (Weierstrass Yaklasim Teoremi). f fonksiyonu [a,b] aralig1 {izerinde
stirekli fonksiyon uzayinda olmak f{izere her &£ >0 i¢in | f(x)—P, (x)|<& olacak
sekilde n. dereceden bir P, (x) polinom dizisi vardir. Yani her siirekli f fonksiyonuna

karsilik gelen P, (x) polinomlar dizisi vardir.



f(x)+¢&

/’_\—// P.(x)

fx)

7 X -
/\j}f{l‘)

a

Sekil 1.1.1. f fonksiyonunun ¢ komsulugunda degerler alan bir polinom (Sahin 2008)

1.2.10 Tamim. X ve Y iki fonksiyon uzay1 olsun (Ayn1 zamanda lineer uzaylardir).

L:X—>Y
f=>L(f)=¢g

doniisiimiine operatér denir.

1.2.11 Tammm. f, ve f,, X uzayinda herhangi iki fonksiyon, a ve b keyfi iki reel say1

olmak tizere L operatorii;

L(af, +bf5;x) = aL(f,; %) +bL(f5;%)

kosulunu gercekliyorsa L operatoriine lineer operatér denir.

1.2.12 Tanim. X" ={feX:f >0}, Y ={geY:g>0} fonksiyon siniflari verilsin.

Eger X uzayinda tanimlanmis L lineer operatorii X kimesindeki herhangi bir

f fonksiyonunu pozitif fonksiyona doniistiiriiyorsa bu takdirde bu lineer operatore
lineer pozitif operator denir. f >0 oldugunda L(f;x)>0 dir. Ozel olarak L(0;x) =0

oldugu goriiliir.



1.2.13 Teorem (Bohmann-Korovkin). Eger (L,) lineer pozitif operatorler dizisi [a,b]

araliginda

L,(1;x)21
L,(t;x)3x

L (t*;x)°x°

n -

kosullarin1 gergekliyorsa bu takdirde C[a,b] uzayinda olan ve tiim reel eksende sinirl

herhangi bir f fonksiyonu i¢in n — oo iken

L(f;x)2f(x), a<x<b

dir.

1.2.14 Tamm. Vk,j >0 i¢in

Af (x,) = f(x) = fx;) ve A7 f(x) = A f(x,,) = A f(x))

seklinde tanimlanan A operatdriine ileri fark operatérii denir.

1.2.15 Tanim. f fonksiyonu A4 cR kiimesinde tanimli ve M >0 olsun. Vx € 4 i¢in

| f(x)|£ M oluyorsa f fonksiyonuna A kiimesi lizerinde stnirlidir denir.

1.2.16 Teorem. f €CJa,b] ise f fonksiyonu [a,b] araliginda sinirlidir.

1.2.17 Tannm. X cR, f:X —>R bir fonksiyon ve 4 < X olsun. x, <x, sartin

saglayan her x,,x, € 4 i¢in,

i) f(x,)< f(x,) ise f ye A lizerinde artan, f(x,) < f(x,) ise azalmayan,



ii) f(x,)> f(x,) ise f ye A lzerinde azalan, f(x,)> f(x,) ise artmayan fonksiyon

denir.

1.2.18 Tamim. Herhangi bir aralik iizerinde tanimli fonksiyon tanim araliginin tamami
tizerinde artan veya azalan ise fonksiyona kesin monotondur, artmayan veya

azalmayansa monotondur denir.

1.2.19 Tanim. i =0,1,---,7 i¢cin a, e R (C) olmak iizere,

p,(x)=ayx" +a,x"" +-+a,, a,#0

no

seklinde tanimli fonksiyona n- dereceli polinom denir. Burada a, eR (C), i=0,1,---,n

ise p, polinomuna reel katsayili (kompleks katsayili) polinom denir.

1.2.20 Tamim. Bir f(x) fonksiyonu x € [a,b] icin f(x) =0 ise, bu fonksiyona [a,b]

aralig1 lizerinde negatif olmayan fonksiyon denir.

1.2.21 Tammm. Bir f,(x) fonksiyonlar kiimesinin, x in tiim degerleri i¢in toplam1 bir

oluyorsa bu fonksiyonlar kiimesine birim par¢alanis denir.
1.3 Gama ve Beta Fonksiyonlar

Gama fonksiyonu ilk defa Isvigreli matematik¢i Leonhard Euler (1707-1783) tarafindan,
faktoriyel kavramini tam say1 olmayan degerlere genellemek amaciyla ortaya koyuldu.
Sonralari, biiyiik Oneminden dolayi, Adrien-Marie Legendre (1752-1833), Carl
Friedrich Gauss (1777-1855), Christoph Gudermann (1798-1852), Joseph Liouville
(1809-1882), Karl Weierstrass (1815-1897), Charles Hermite (1822-1901), ... ve diger
bir ¢ok {inlii matematikg¢i tarafindan da ¢alisildi (Sebah ve Gourdon 2002).

Gama fonksiyonu, 6zel transandant fonksiyonlar kategorisine aittir ve bazi {inli

matematik sabitlerinin bu ¢alismada ortaya ¢iktig1 goriilecektir. Gama fonksiyonu ayni



zamanda asimtotik seriler, belirli integral, hipergeometrik seriler, Riemann Zeta
fonksiyonu, sayilar teorisi, ... gibi ¢esitli alanlarda da goriilmektedir (Sebah ve Gourdon

2002).

Gama fonksiyonu pozitif olmayan tamsayilar disinda tiim kompleks sayilar igin
tanimlanmis olmasina ragmen, sadece pozitif reel kisimli kompleks sayilar igin
yakinsayan bir has olmayan integral araciligi ile tanimlanabilir. Bu integral fonksiyonu,
pozitif olmayan tam sayilar hari¢ tiim kompleks sayilara, analitik devam ile
genellestirilebilir (pozitif olmayan tam sayilarda fonksiyon basit kutuplara sahiptir).

['(x) notasyonu, 1809°da Legendre tarafindan kullanilmistir. Gauss ise bunu IT(x)

olarak gostermistir.

Bu boliimdeki tanim ve teoremler Kaptanoglu (1996) ile Sebah ve Gourdon (2002) gibi
bir¢ok kaynakta bulunabilir.

1.3.1 Tamim. Gama fonksiyonu, 0 < x < oo degerleri i¢in Euler integrali denilen
I'(x)= '[tx_le_tdt
0

integrali ile tanimlanir. Once bu ifadenin ne demek istedigi iizerinde durulacaktir. x —1

x—1

— pxhins

bir gercel say1 oldugundan, ¢* ifadesi e seklinde tanimlanir. Bunun igin

de ¢ nin dogal logaritmanin tanim kiimesinde, yani ¢ > 0 olmas1 gerekir. Yani aslinda,

f=re”

fonksiyonu # =0 da tanimsizdir. Fakat az sonra bunun éneminin olmadig1 goriilecektir.

Ayrica t >0 iken f(¢f) >0 dirve e’ <1 gergeklenir.



Hemen akla gelen ikinci soru bu integralin sonlu olup olmadigidir. Ciinkii iki sorun
mevcut olabilir: Hem sonsuz uzunluktaki bir aralik iizerinde integral alinmasi, hem de

0<x<1 iken f(¢) fonksiyonunun ¢ sifira (sagdan) yaklasirken sinirsiz artmasi, yani

limt* e =
t—>0"

olmasi. Gama fonksiyonunu tanimlayan integrali, f fonksiyonunun grafiginin altinda

kalan alan olarak yorumlarsak, bu iki nedenden dolay1 integralin sonsuz ¢ikma olasilig1
vardir. Ama x in pozitif bir say1 olarak alinmas1 biitiin bu sorunlari ortadan kaldiriyor.
Yukaridaki integralle ne denilmek istendigi daha acgik bir sekilde agiklamak igin, ¢ ve

4 pozitif sayilar olsun. Eger limitler varsa,

o0

1
(x) = lim [+ dt + lim [¢e™
0"
&

U0 1
=lim/, +limJ,
£—0" H—>0
demektir. Buradan f(¢) nin ¢t =0 da tanimh olmasinin gerekmedigi hemen goriiliir.

Aslinda x >1 iken, f(¢#) fonksiyonu (0,1] araliginda siirekli ve sinirli oldugundan, ilk

integralde limit almaya gerek kalmaz. Simdi I' nin tanimindaki limitlerin varligim

gosterelim.

X

l_é‘

1 1
I =[t7e"de < [ede =
& & X X

NP . . .. | S
esitsizliginden, x >0 iken 7, integralinin, & >0 ne olursa olsun, — ile listten sinirh
X

oldugu goriilir. & — 0" iken, pozitif bir fonksiyonun gittikge genisleyen bir araliktaki

integrali oldugu igin 7, artar. Ustten smirlilik ve artanlik x >0 durumunda,

lim 7,

£—0"
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limitinin varligin1 gosterir. Bu hesaptan anlasilmasi gereken, 0 < x < 1olsa bile, t > 0"
iken ' in sinrsiz arttigl, fakat yeteri kadar yavas arttigi icin, grafigiyle x ekseni

arasindaki alanin sonlu kalabildigidir. J, integralinin limiti i¢in $u sonuca ihtiyag

olacaktir:

1.3.2 Onerme. n negatif olmayan bir tam say1 ve ¢ > 0 ise,

0 tl t2 n 2 tn

+ cee cee
o 1 2 n! 2 n!

saglanir. Artik J, integrali hesaplanabilir. n bir pozitif tamsayi olsun. Onermeden

t >0 icin,
4 1 nl
€ =<
e t
ve sonra da
1 n!
tx le ' tn+l—x

bulunur. Verilen birx > 0 sayis1 i¢in, #» > x kosulunu saglayan bir n pozitif tam sayisi

secilsin.

<
©
Il
——x

tx—l —tdt T | x—n—ld _ l’l' x—n _1
e < |n't t=—(u )
1 X—n

n o, 1
= ut(l=—)
xX—n y7]

esitsizligi, J, integralinin, x>0 ne olursa olsun, ile ustten smurlt oldugunu

X—n

sOyler. i — oo iken J, ayni zamanda arttigindan,
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limJ
u—o M

t

limiti vardir. Bu hesaptan da anlagilmasi gereken, t — o olsa bile e nin sifira inig

-1 - 1 - . oo . . .
hizinin ¢* in smursiz artis hizini, ¢* e’ nin grafigi ile x ekseni arasindaki alan1 sonlu

yapacak kadar etkili bir bigimde bastirdigidir.

Boylece x>0 i¢in gama fonksiyonunun iyi tanimlanmis oldugu gdsterilmis oldu.
Ayrica gama fonksiyonu x >0 i¢in analitiktir (ve daha genel olarak, reel kismi pozitif

olan tiim kompleks x sayilari i¢in analitiktir).

t >0 i¢in f(¢) fonksiyonu pozitif oldugundan, x >0 icin, I'(x) in de pozitif oldugu

bilinmektedir. x =1 i¢in gama fonksiyonunun degerini hesaplamak kolaydir.

7]
(1) = lim [ e dt
0

U0

= hm[—e t]f;
U—0

= lim|1—¢ |

=1

dir. Ote yandan I'(x+1) = j t*e”'dt olur. Bu integrali x >0 i¢in kismi integral hesabi
0

yoluyla hesaplamak i¢in, u =¢* ve dv=e'dt denirse, du = xt""'dt ve v=—e" olur.

Boylece,

U
FU+D:hmIﬂéﬂt
£—-0"
u—o 0

U
. -t . -
= 11m[—t"e t]g +xlim | e dt
£—0" £—0"
H—>0 H—o €

=lim &'e™ — lim p*e™ + xI'(x)
H—>0

e—0"
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olur. Birinci limit acik¢a sifirdir. Ikinci limit de sifirdir; bunu gérmenin bir yolu x i

X

sabit tutup x yi degisken olarak diisiinerek iizerinde L’Hospital kuralini

e#

uygulamaktir. Elde edilen
I'(x+1)=xI[(x)
esitligi gama fonksiyonunun fonksiyonel denklemidir.

Simdi x bir n pozitif tam sayis1 olarak segilir ve fonksiyonel denklem kendisinin sag

tarafindaki I'(n) ye uygulanirsa, I'(n+1) = n(n—1)['(n —1) bulunur; sonra bu islem sag

tarafta I'(1) =1 ¢ikana kadar tekrarlanirsa,
F'n+1)=n!

bulunur. Bu ise yalnizca dogal sayilarda tanimli olan faktoriyel isleminin gama

fonksiyonu araciligiyla biitiin pozitif gercel sayilara genisletildigini gosterir.

Peki, gama fonksiyonu pozitif olmayan sayilarda da tanimli kilinabilir mi? Evet, hem de

yukaridaki yolla. Bir n pozitif tamsayist alinir, fonksiyonel denklem I'(x+1) yerine
I['(x+n) igin kullanilir ve bu islem sag tarafta I'(x) kalana kadar tekrarlanirsa, her

x>0 i¢in
I'x+n)=(x+n-D)(x+n-2)---(x+HxI'(x)

(x) = I'(x+n)
(x+n-D(x+n—-2)--(x+1)x

elde edilir. —n<x<-n+1 ise 0<x+n<1 olur ve I'(x+n) tanimhidir. O halde son

denklem gama fonksiyonunu —#n < x < —n+1 araliginda tanimlamak i¢in kullanilabilir.

Kala kala sifir ve negatif tamsayilar kalir. Bunlar i¢in yapilacak bir sey yoktur. Son

13



denklemin sag tarafi buralarda anlamsiz ve gama fonksiyonu buralarda tanimsiz kalir,

clinkii x sifira veya negatif tamsayilara yaklastiginda bu denklem |F(x)| in sinirsiz

arttigini soyler.

Aslinda en basta gama fonksiyonunu yalnizca (0,1] araliginda tanimlamak yeterdi.
I['(x+n) icin yukarida verilen denklem sayesinde, tanim aralig1 (n,n +1] tipindeki tiim

araliklara, yani biitiin pozitif gercel sayilara genisletilebilirdi.

1.3.3 Sonu¢. Gama fonksiyonunun tanim kiimesi 7', sifir ve negatif tamsayilar disinda
kalan biitiin gercel sayilardir (Kompleks diizlemde analitik devamlilik i¢in n negatif

tam say1 olmamalidir, pozitif tam say1 olmalidir).
x+n >0 olmak lizere,

['(x+n)
x(x+1)--(x+n-1)

I'x)=

esitliginden goriiliiyor ki, —n negatif tam sayilarinda I'(x) basit kutba sahiptir. Ayrica

bu esitlikten dolayi, gama fonksiyonu tiim kompleks diizlemde tanimlanabilir. Asil
ilging olan, gama fonksiyonunun simdiye kadar verilen ii¢ temel 6zelliginin kesin olarak

belirlenmesidir. Ancak dnce yardimci bir tanim verilecektir.

1.3.4 Tanim. 4 c R bir aralik ve f: 4 — R bir fonksiyon olsun. Eger her bir a,b € 4

ve 0 <1t <1 esitsizligini saglayan her gergel ¢ sayisi i¢in
S(A=0a+m)<A=0)f(a)+if (b)
saglaniyorsa, f fonksiyonuna dis biikey denir.

1.3.5 Teorem. g, tanim kiimesi (0,00) araligini iceren pozitif degerli bir fonksiyon

olsun. Eger,

14



.  g)=1ise
ii.  g(x+1)=xg(x) saglantyorsa ve

iii.  Ing dis biikeyse,

0 zaman g nin taniml oldugu her x i¢in g(x)=I(x) dir (Yukaridaki li¢ 6zelligi

saglayan yalnizca bir fonksiyon vardir. O da gama fonksiyonudur).

1.3.6 Tanmim (Euler, 1729 ve Gauss, 1811). x > 0 olsun ve

X

n'n
x(x+1)---(x+n)

[, (x) =

X

n

X1+ 51+
1 n

tanimlansin. Bu takdirde,
I'(x)=1lmI, (x)

elde edilir. Sonsuz bir ¢arpim kullanilan bu yaklasim 1811°de Gauss’un gama

fonksiyonu ¢alismalarinda da kullanilmistir. Agikea,

B n!
10+ (1+n)

IO

n

o+l

' x+1
L (x+1)= i
(x+1)---(x+n+1)

= " x[C, (x)
x+n+1
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dir. Boylece,

ra=1,
F(x+1)=xI(x)

elde edilir. Siradaki 6nerme I'(x) i¢in farkli bir formiil elde edilmesinde faydali

olacaktir.

1.3.7 Onerme.

n—>0

lim(l +%+%+---+l—ln(n)j =0,5772156649---
n

Bu limit y ile gosterilir ve Euler-Mascheroni sabiti olarak adlandirilir.

xIn(n)

Simdi I', (x) i tanimlayan ifadede n* yerine esiti olan e yazilsin. Sonra n! ifadesi

i' olarak paydaya tasindiktan sonra, c¢arpanlari sirayla (x+1)(x+2)---(x+n) nin
n!

paydasi olacak bi¢imde dagitilsin. Daha sonra da I', (x)

—X X

l=e"e?2e'e?---e "e"

ile carpilirsa

-x =%
xln(n) _-x 2 n X X
e ee? ---e b =
I (x)= e‘e?---e"
x+1x+2 x+n
1 2 n
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elde edilir. Buradaki biiyiik kesrin pay1 tek bir {istel fonksiyonda birlestirilebilir. Ayrica

X

Xtk kesirleri de 1+% seklinde yazilabilir ve her biri ek ile diisiiniilebilir.

paydadaki

O zaman T, (x) ifadesi

halini alir. Son verilen 6nerme sayesinde, n — oo iken, yuvarlak parantez ic¢indeki

ifadenin limitinin —y, sol tarafin limitinin ise 7 deki x ler i¢in I'(x) oldugu

bilinmektedir. O zaman her x € T i¢in, n — oo iken sagdaki ¢arpimin da limiti vardir;

dolayistyla

~ 1 . n x
['(x)=e™ —lim ek
X n—o® k=1 X+ k

& k2
=e = ek

Xy x+k

olur. Bu esitlik Weierstrass ¢carpim formiilii olarak bilinmektedir.
Bu ¢arpimdan goriiliiyor ki Euler sabiti, gama fonksiyonu ile derinden iligkilidir ve
kutuplarin pozitif olmayan tamsayilar oldugu agiktir. Weierstrass formiilii, kompleks

sayilarda da gegerlidir.

Bir bagka Euler integrali de iki degiskenli bir fonksiyon tanimlar. Beta fonksiyonu,

x>0 ve y >0 degerleri i¢in

1
B(x,y) = j £ (=) dt
0
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integrali ile tanimlanir. 0 < x <1 ve 0< y <1 iken, bu integral de gama fonksiyonunu

tanimlayan integral gibi limitlerle verilir, ¢iinkii ¢*"' den dolayr 0 a yaklasirken,
(1-£)"" den dolay1 da 1 e yaklasirken sorunlar vardir. Bu sorunlar yine gama

fonksiyonunda yapildig1 gibi asilir.

Integralin igindeki ifade pozitif oldugundan beta fonksiyonu da pozitif degerlidir. Bu
tanim, reel kisimlar1 pozitif olan x ve y kompleks sayilari icin de gecerlidir ve Euler
bu tanimi1 1730°da vermistir. ‘Beta fonksiyonu’ ismi ise ilk kez 1839°da Jacques Binet

(1786-1856) tarafindan kullanilmistir ve kendisi konuya c¢esitli katkilarda bulunmustur.

1.3.8 Teorem. x ve y reel kisimlar1 pozitif olan kompleks sayilar olmak iizere,

_IMrey)

B = e

s 2x-1

=2|sin*" t.cos* " tdt

oe—mn

=2|sin*" t.cos™ " tdt

S o | Ny

= B(y,x)
dir.

Ispat I'(x) =2 J. e dt integrali kullanlirsa,
0

rxriy) = 4J‘uz“e’“2 a’ujvzy’le’v2 dv
0 0

—(u*+v?), 2x-1_ 2y-1
=4 e “ ™ u v dudy

ce—3
ce—3

u=rcos@ ve v=rsin@ polar degiskenleri kullanilarak,
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—_ 2 — —_ . —
e P cos™ 1 9sin® ! Gdrd 6

S =N

T()T(y) = 4]

z
0 2
_2 _ . _
= 2!1/2(“”’16 ! dr2jcosz" "@sin> 646
0 0

=I(x+y)B(y,x)
elde edilir.

Simdi beta fonksiyonu i¢in de bir fonksiyonel denklem verilecektir. Beta fonksiyonunun

tanimi kullanilarak,

'(x+DHI'(y)

I'x+y+1)

_ eI ()
(x+I(x+y)
X

xX+y

B(x+1,y)=

B(x,y)

bulunur. Buna, beta fonksiyonunun fonksiyonel denklemi denir.
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2. BERNSTEIN POLINOMLARI VE OZELLIKLERI
2.1 Bernstein Operatorii ve Ozellikleri

2.1.1 Tanmm. [ €C [a,b] fonksiyonu verilsin. a < x <b igin n. dereceden Bernstein

polinomlari
B,(fi0) = B,f(0) =Y f(ﬁjB )

olarak tamimlanir. B, (/) Bernstein operatérii olarak adlandirilir ve £ =0,1,2,---,n i¢in

B, (x) = (n] (x—a)f(b—x)"*

k (b-a)"

dir. n ve k negatif olmayan tamsayilar olmak iizere,

n! .
n — n2>2k 1se
(k]: k\(n—k)!

0 n<k ise

dir. Bernstein operatorii, [a,b] araligi ilizerinde tamimli bir f fonksiyonunu B, f e
resmeder. x noktasinda hesaplanmis olan B, /', B, f(x) veya B, (f;x) ile gosterilir.
Boylece her f fonksiyonu i¢in bir Bernstein polinomu dizisi vardir. Burada tiim n > 1
icin B, (f;0)=f(0), B, (f;D)=f(1) ve xe [0,1] olmak {izere, derecesi 1 e esit veya 1
den kii¢iik olan f(x) polinomu i¢in B, (f;x)= f(x) oldugu kabul edilir. Bu nedenle

denilebilir ki f i¢in bir Bernstein polinomu [a,b] kapali araliginin u¢ noktalarinda da

taniml1 olur. Bernstein operatdriiniin lineer oldugu agiktir:

B,(of +pg)=aB,f+[B,g
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[a,b] arali@inda tanimli tiim f* ve g fonksiyonlari i¢in ve tim «, 8 €R igin, B, ,(x)

esitliginde a =0 ve b =1 yazilirsa k£ =0,1,2,---,n igin,
B,,(x)= [ij’f(l —x)"

elde edilir. Burada B, ,(x) n. dereceden Bernstein polinomlarii gostermektedir.

B, Bernstein operatorii siirekli fonksiyonlar uzayindan siirekli fonksiyonlar uzayina
doniistim yapar. Eger f fonksiyonu siirekli ise [0,1] araliginda B, (f;x) operatorii
f(x) fonksiyonuna diizgiin yakinsar. Bu durum, Weierstrass teoremindeki n. dereceden

polinomun yapisina bir o6rnektir: Analitik fonksiyonlar i¢in bu tip gosterimlerin mevcut

oldugu biliniyor. Buna gore f nin herhangi bir mertebeden tiirevinin olmas1 gerekir.
Bernstein polinomlar1 bu agidan daha kullanighdir. Hatta f nin K degerlerinin
n

bilinmesi Bernstein polinomlarinin olusturulmasi icin yeterlidir (Aydin 2007). Asagida

Bernstein operatoriiniin bir f  fonksiyonuna yaklasimi ile ilgili 6rnek grafikler

verilmistir (Sahin 2008):

) AN N I S N N
"0 01 02 0 6 0

Sekil 2.1.1. y =sin”(zx) fonksiyonunun ve ona yaklasim saglayan 2., 3. ve 5.

dereceden Bernstein polinomlarinin grafikleri
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Sekil 2.1.2. y = e’ fonksiyonunun ve ona yaklasim saglayan 3. ve 5. dereceden

Bernstein polinomlariin grafikleri

S

Sekil 2.1.3. y = In(%()lj fonksiyonunun ve ona yaklasim saglayan 3. dereceden

Bernstein polinomunun grafikleri

f(®) =1, f(t)=t ve f(t)=1t> fonksiyonlarinin Bernstein operatdrii altinda goriintiileri

asagidaki gibi hesaplanabilir:
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B, (I;x) = Z() (1-x)"*

=(1-x+x)"

n

k
B, (t;x) = Z;k'( _k)'

(n-D! ko ynk
Z(k T

RS (=D ke
- kzz(;k!(n—(kJrl))!x =

n-1
(n—1)! k (n—1)—k
A S Ul L
x;k!(n—k—l)!x =0

k (1 _ x)n—k

n—1
= xz Bk,n—l (x)
k=0

=X

2

k
B, (t*;x) = ank'( k)' x(1-x)""

&k (n-D)
CEnk-D)n—-k)

xk (1 _ x)n—k

((k=D+DE=D! 4
nZ R

_IS (n—1)! Ky (k—1)(n-1)! ek
_n;(k—l)!(n—k)!x A ;(k -k (-0

_l” (n—1)! k1 o\n—k f” (n—1)! ke yn—k-l
_n;(k—z)!(n—k)!x - +n;k!((n—1)—k)!x (=)

2 n-2 _1\
= X_Z(”—l)'xk (1—x)"2* 4 X
n i kl((n-2)-k)! n

X
+ =
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[0,1] tizerinde n — oo igin

B (I;x)—>1
B (t;x) > x

B, (t*;x) > x°
elde edilir. O halde Korovkin teoremi geregince Vf €C[0,1] i¢in [0,1] de
B,(f;x) > f(x)

dir (Dikmen 2009). Ayrica, B, (f) monoton bir operatordiir. Vx €[a,b] i¢in

f(x)20=B,(f;x)=20
sartinin saglandig1 asagidaki gibi gosterilebilir:
B, (1;x) =1 oldugundan m < f(x) <M ise x €[0,1] i¢in

B (m;x)<B (f;x)<B,M;x)=>m=<B (f;x)<M

dir. m =0 almirsave f(x) =0 ise x €[0,1] i¢in B, (f;x) =0 dir.

2.1.2 Teorem. Bernstein polinomlar1 B, (f;x)= Z(ZJA" f(0)x*  seklinde de

k=0

yazilabilir. Burada A, Tanim 1.2.14 te tanimlanan ileri fark operatoriidiir.

Ispat. B (f;x) = Z(ZJ f (ijk (1-x)"* ifadesinde (1—x) in Binom acilim1 yapilirsa
k=0
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nonzklp _k\n k s k+s
=2 S_O[ i JLJ]{;)(—D x

ve k+s =t denirse,

bulunur.
2.2 Bernstein Polinomlarimin Temel Ozellikleri

2.2.1 Tanim. n. dereceden bir Bernstein polinomu £ =0,1,2,---,7n i¢in,

B, (x)=|" | a-x*
’ k

olarak tanimlanir. Burada,

s

dir. n. dereceden n+1 tane Bernstein polinomu mevcuttur. Matematiksel uygunluk i¢in

k <0 veya k > n oldugunda B, , =0 olarak alinr.

25



Bu polinomlar1 yazmak olduk¢a kolaydir: (ZJ katsayilar1 Pascal iiggeninden kolayca

elde edilebilir; & sayisi arttikga x teriminin iissii bir artar ve (1—x) teriminin {issii bir

azalir. Sifirinci, birinci, ikinci ve tiglincli dereceden Bernstein polinomlari asagidaki gibi

hesaplanabilir:

Derecesi sifir olan Bernstein polinomu,
By, (x) =1

olarak tanimlanir ve 0 < x <1 i¢in grafigi asagidaki gibi ¢izilebilir (Sahin 2008):

2 —T—T— T T T —
T o -
e B [0 e s
1 - H H . : : M H -
DB ______________ IS R s e i._.___a: ___________________________ )
2 N A
| | | E i 1 | | |

Sekil 2.2.1. Sifirinci dereceden Bernstein polinomunun grafigi

Derecesi bir olan Bernstein polinomlari,

B, (x) = @x(’ (1-x)" =(1-x)
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B, (x)= ij (1-x)"=x

olarak elde edilir ve 0 < x <1 igin grafigi asagidaki gibi cizilebilir:

Sekil 2.2.2. Birinci dereceden Bernstein polinomlarinin grafigi

Derecesi iki olan Bernstein polinomlari,

)= 0= =)

B ,(x)= (12 x'(1-x)" =2x(1-x)

2
B,, (x)= (2 x2(1 - x)z_2 = x?

olarak elde edilir ve 0 < x <1 i¢in grafigi asagidaki gibi ¢izilebilir:
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Sekil 2.2.3. Ikinci dereceden Bernstein polinomlarinin grafikleri

Derecesi ii¢ olan Bernstein polinomlari,

B;(x) = zjxo(l _x)H) = (l - x)3

B ;(x)= f x'(1-x)" =3x(1-x)
3 3-2
B,;(x) = (1-x)7 =3x"(1-x)

B, (x) = i x3(1 —x)373 =x’

olarak elde edilir ve 0 <x <1 i¢in grafigi asagidaki gibi ¢izilebilir:
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Sekil 2.2.4. Ugiincii dereceden Bernstein polinomlarinin grafigi
2.2.2 Teorem (Bernstein Polinomlar1 i¢in indirgeme Bagintis1). Derecesi n olan bir

Bernstein polinomu, derecesi n—1 olan iki Bernstein polinomunun toplami ile

tanimlanabilir. Yani, derecesi n olan bir Bernstein polinomu
Bk,n (x) = (1 - x)Bk,n—l (x) + XBk—l,n—l (x)
biciminde yazilabilir.

Ispat. Bunun dogrulugunu gosterebilmek icin sadece Bernstein polinomunun tanimia

ve biraz basit cebir kullanmaya ihtiya¢ vardir:

(1 - x)Bk,n—l (x) + XBk—l,n—l (x) = (1 - x{n; ljxk (1 - x)n_l_k + x(n - ljxkl (1 - x)n_l_(k_l)

k-1
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B I ) N (0 ) R WA
- TRE

| K(n—1-k) (k=1)(n-1-k+1

B T )V (n-1) (L
- 0=

| k(k—1)(n-1-k) (k=1M(n—k)n-k-1

(n—k)n—1)+k(n— 1)!}6,( (- )

k\(n— k)

) [ T (L (l - x)"ik

N xF (l - x)"fk

_ ”]xk(l_x)"-k

k

= Bk,n (x)

2.2.3 Teorem. Derecesi n olan Bernstein polinomlar1 géz Oniine alindiginda, her biri

[0,1] aralig1 tizerinde negatif degildir.

Ispat. Bunun dogrulugunu gosterebilmek icin, Bernstein polinomlarinin indirgeme

bagintis1 ve matematiksel tiimevarim kullanilacaktir. 0 <x <1 i¢in, B (x)=1-x ve
B, ,(x) = x fonksiyonlarinin her ikisinin de negatif olmadiklar1 kolayca goriilebilir.

Eger derecesi n den kiigiik olan tiim Bernstein polinomlarinin negatif olmadiklar1 kabul

edilirse, bu durumda Bernstein polinomlarinin indirgeme bagintis1 kullanilarak,
Bk,n (x) = (1 - x)Bk,n—l (x) + XBk—l,n—l (x)

yazilabilir. Esitligin sag tarafindaki tiim bilesenler 0 < x <1 i¢in negatif olmadigindan

B, ,(x) polinomu 0<x<I i¢in negatif degildir. Tiimevarim ile tim Bernstein

polinomlart 0<x<1 icin negatif degildir. Ayrica bu siiregte 0 < x <1 oldugunda

Bernstein polinomlarinin her birinin pozitif oldugu goériilmiis olur.
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2.2.4 Teorem. Derecesi n olan n+1 tane Bernstein polinomu, hepsinin toplami bire

esit oldugu icin birim pargalanis olusturur.

Ispat. Bunun dogrulugunu gosterebilmek icin, énce benzer bir durumun dogrulugu
gosterilecektir: her bir n i¢in, derecesi n olan n +1 tane Bernstein polinomunun toplami,

derecesi m —1 olan m tane Bernstein polinomunun toplamina esittir. Yani,

n

n—1
Bk,n (x) = ZBk,n—l (x)
k=0

i=0

Bu hesaplama dogrudan Bernstein polinomlarinin indirgeme bagntisindan ve

toplamlarin yeniden diizenlenmesiyle asagidaki sekilde hesaplanabilir:

in,lz (x)= i [(1 - x)Bk,n—l (x)+ XBk—l,n—l (x)]
= (1 - x)zn: Bk,n—l (x)+ xzn: Bk—l,n—l (x)

- x){i Bk,n—l (x)+ Bn,n—l (x)} + x|: n Bk—l,n—l (x)+ B—l,n—l (x):|

-1

=

Bk,n—l (t) + xz Bk—l,n—l (x)

k=0 k=1

n—1

= (1 - x)z By, (x)+ x’i By, (x)= in,,H (%)

k=0
Bu esitlik elde edildigi icin,

n-2 1

B, ,(x) ’i By, (x) sznZ(x)_ :z kl(x) 1 x)+x=l

n

k=0

yazilabilir.
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() .
Bu teoremin dogrulugu (a+b)" :z(‘]a’b"_’ Binom teoreminden de kolayca

i=0 \ !

gorilebilir. Binom teoreminde, a = x ve b =1—x yazilacak olursa,

(x+1-x)"= i({q]xi(l -x)"
i

i=0

= iBi,n (%)

=1
elde edilir.

2.2.5 Teorem. Derecesi n den kiiciik olan herhangi bir Bernstein polinomu, derecesi n
olan Bernstein polinomlarmin lineer birlesimi olarak yazilabilir. Ozel olarak, derecesi
n—1 olan her Bernstein polinomu, derecesi n olan Bernstein polinomlarinin lineer

birlesimi seklinde yazilabilir.

Ispat. Dikkat edilecek olursa,

= I’l+1 Bk+1,n+1(x)
k+1

n!
n—FKk!
= ( (I’l + i)' k+1,n+1 ()C)

(n—k)!(k +1)!
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_k+1

~___RB X
+1 k+1,n+1( )

(1=x)B,,, (0 = (1- x)@xk (1-x)

= n+1 Bk,nH(x)
k
n!
- ﬂBlmﬂ (x)
kKl(n+1-k)!
! 1 _ Y
L, L k)'Bk et (%)
K(n=k)!  (n+Dn! :
n—k+1
:?Bk,nﬂ ()C)

ve son olarak,

LBk,n (x) + LBkJrl’n (x) = xk (1 — x)n_k + xk+1 (1 _ x)n—k—l
h n
(kj (k+1}

=xk(1—x)”_k +xkxw
1-x

=xk(1—x)"k{1+ X }

1-x

=xk(1—x)"_k[l !

- X

} =x*(1-x)""

1
= —Bk,n—l (x)

")
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elde edilir. En son bulunan denklem kullanilarak, herhangi bir Bernstein polinomu, daha

yiiksek dereceli Bernstein polinomlari cinsinden ifade edilebilir. Yani,

n—1\ 1 1
B, (x)= ( A j TBk,n (x)+ TBkﬂ,n (x)
WA

_ (-1 R(n—k) B, (v)+ k'(;(an—_ll—)!k)' (k+1) (Zv_ k—1)

K(n-1-k)  nl
(n=1)  K(n—k)(n—k-1) (n=1)  (k+Dk!(n—k—-1)
n—1-k) n(n—1)

T R-1-k)  a(n-1)

= (l’l — ijk,n (x)+ (ﬂjBkﬂ,n (x)
n

n

Bk+l,n (x)

B, (x)+ k!( Bk+1,n (?)

elde edilir ki bu da derecesi n—1 olan bir Bernstein polinomunu, derecesi n olan
Bernstein polinomlarinin lineer birlesimi seklinde ifade eder. Derecesi m olan (7n den
kiiciik) herhangi bir Bernstein polinomunun, derecesi n» olan Bernstein polinomlarinin
lineer birlesimi seklinde yazilabilecegini gostermek icin de bu ifade genisletilebilir.
Ornegin derecesi n—2 olan bir Bernstein polinomu, derecesi n—1 olan iki Bernstein
polinomunun lineer birlesimi olarak ifade edilebilir ki bu polinomlar da derecesi n olan

iki Bernstein polinomunun lineer birlesimi seklinde yazilabilir.
2.2.6 Teorem. {l,x,xz,x3,---,x”} kuvvet bazi, derecesi n den kii¢iik veya n ye esit
olan polinom uzay: i¢in bir baz olusturdugundan, derecesi n olan her Bernstein

polinomu kuvvet bazi cinsinden yazilabilir.

Ispat. Bunun icin, Bernstein polinomlarinin tanimindan ve Binom teoreminden

faydalanarak asagidaki hesaplamalar yapilabilir:

no-{JJrar
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-3 (1) n! (n—k)
“ W (n—k) =k N(n—i)
N I

=26 il(n—i) k(i - k)

Burada (1 — x)"fk ifadesini agmak i¢in Binom teoremi kullanildi.

2.2.7 Teorem. Her kuvvet bazi elemani, Bernstein polinomlarinin lineer birlesimi

olarak yazilabilir.

Ispat. Bunun dogrulugunu gosterebilmek icin derece yiikseltme formiilleri ve

timevarim kullanilirsa,

xk = x(xk_l)
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I
bl
L
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k

Burada tiimevarim hipotezi ikinci adimda uygulanmistir.

n
2.2.8 Teorem. Bernstein polinomlari simetriktir. Yani, B, ,(x) = (k}ck (1-x)""* esitligi
igin,
Bk,n (x) = Bn—k,n (1 - x)
esitligi saglanir.

Ispat. Tamim 2.2.1 den

B (x)—(njxk(l x)"*
k.n - k -
|on 1 nk _k
n-k (=0~
:Bn—k,n(l_x)

elde edilir.

2.2.9 Teorem. n. dereceden Bernstein polinomlari
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B, (%) =K”_lj+[”_1ﬂ0KEK L B, .0, oo ()
: k-1 k ( 1] ( j :
k-1 k

bigiminde ifade edilebilirler.

Ispat: Verilen ifadenin dogrulugunu gosterebilmek icin Bernstein polinomlarmin

tanimindan faydalanilacaktir. n. dereceden Bernstein polinomlarinin tanimindan,
n
B, (x) = ( ]xk (1-x)""

k
n_l_kl n—k
+ i _x(—x)

n-1)] _ - k-
+( jOKEK(xkl(l—x)"k,xk(l—x)nk1)

k

_(n—lj (n—lj_ 1 (n lj i a1 (ﬂ—lJ ‘ eim]
- + OKEK (1-x)"",—— x"(1-x)
k-1 k ( 1) k-1 (n—l k

SN k]
k-1 " k -1 B 1y (%), 77— By (X)
k k

“1) (n-1
elde edilir. Burada ikinci adimda, cok iyi bilinen (Zj:ﬁz J{”k H esitlii

kullanilmuastir.
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2.3 Baz Olarak Bernstein Polinomlari

Mertebesi n olan Bernstein polinomlar1 derecesi n veya n den kiiglik olan polinom

uzaylari i¢in bir baz olusturur:

1. Bernstein polinomlar1 polinom uzaymi gerer. Yani, derecesi n den kiiclik veya
n ye esit olan her polinom, Bernstein polinomlarinin lineer birlesimi olarak yazilabilir.

Eger kuvvet bazinin, polinom uzaymi gerdigi ve kuvvet bazinin her elemaninin

Bernstein polinomlarmin lineer birlesimi seklinde yazilabildigi géz Oniine alinirsa bu

kolayca goriilebilir.

2. Bernstein polnomlari lineer bagimsizdir. Yani, tiim x ler i¢in
O = COBO,n (x) + clBl,n (x) t+-+ Can,n (x)

esitligini saglayan c,,c,, --,c, sabitleri varsa bu durumda tiim ¢; ler 0 olmalidir. Bu

dogru olsaydi,

0=cyB,,(x)+¢,B,,(x)++¢,B,,(x)

- inii n_i—lnii“. n_i—nnii
gl ager (g
3 { ! n\l1 2 n\(2) , 1y n\ny ,
=c, +(—)1 0x+(—) 5 Ox +-+(=1) ) Ox

n\1 { n\2), 1y n\n) n\ny ,
+c, { 1x+(—) i x“+--+ (=D e x"|++c, . X
1 as l—i_ : nif2 2|2

:co-{zo“c{l j(ij(_l) _x+{;c{2j(i j( 1) }c

r (n\n .
+---+c{ ci( ](J(—l)’”}x” =0
=0\ N\!

yazilabilirdi. Kuvvet bazi lineer bagimsiz bir kiime oldugundan,
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¢, =0

(L=

e
S0 e

elde edilirkibuda ¢, =¢, =---=¢, =0 olmasim gerektirir (Joy 2000).

2.4 Bernstein Polinomlar: i¢in Bir Matris Temsili

Bir¢ok uygulamada, Bernstein polinomlar1 i¢in bir matris temsili kullanighidir. Eger

noktasal carpimlarin lineer birlesimi cinsinden bakilirsa, bunlar dogrudan gelistirilebilir.
Bernstein baz fonksiyonlarinin lineer birlesimi seklinde verilen bir polinom

B(x)=c¢yB,,(x)+¢,B,,(x)+--+c,B, ,(x)

1,n n~"n,n

olsun. Bu esitligi iki vektoriin noktasal ¢carpimi olarak yazmak kolaydir:

Co

¢

B(x)=[B,,(x) B,,(x) - B,,(x],

cn

Bu esitlik ise,

(Byy 0 0 - 0 e, ]
bl,O bl,l 0 0 | ¢
B(x):[l x xtoee xn]bz,o b2,1 bz,z 0 e
_bn,O bn,l bn 2 ' bn,n i _cn _
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sekline donustiiriilebilir. Burada b, ; ler ilgili Bernstein polinomunu belirlemede

kullanilan kuvvet bazinin katsayilaridir. Kuadratik durumda (7 = 2 i¢in) matris temsili,

1 0 Ofc

B(x):[l x x*[-2 2 0f¢

1 -2 1fec,

ve kiibik durumda (# =3 i¢in) matris temsili,

1 0 01 c,
-3 3 0] c
B(x) = [l x x° X :
3 -6 3 O0fc,
-1 3 =3 1|c

bicimindedir (Joy 2000).
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3. BERNSTEIN POLINOMLARININ INTEGRALLERI

Bu béliimde oncelikle Bernstein polinomlarinin [0,1] araligindaki integrali incelenecek,

bunlarin Gama ve Beta fonksiyonlari ile iligkisi belirtilecektir. Daha sonra Bernstein

polinomlarinin ¢arpimlarinin [0,1] araligindaki integralleri verilecek ve son olarak da

Bernstein polinomlariin kuvvetlerinin ¢arpimlarinin integralleri incelenecektir. Bu

boliimdeki bilgiler Agikgdz ve Araci’nin (2010a) calismasinda bulunabilir.
3.1. Bernstein Polinomlarinin Integral Ozellikleri

Bu boliimde, giris kisminda da belirtildigi gibi, 0 dan 1 e kadar Bernstein polinomunun

integrali, beta ve gama fonksiyonlar1 cinsinden belirtilecektir.

B, ,(x)= (ijk (1-x)"*, k=0,1,2,---,n esitliginde integral alarak,

JLB,M (x)dx = j-[’;jxk (1-x)""dx

Lk (k N
j =D u"  du
0 j=0\.J

— (Z]ji(’;J(_l)jﬂunﬂ‘kdu

h £ k i+l n+j-k
:(k];oﬂj}_l)j o
h S k ‘+11 n+j—k
:(kj;(j](_l)j Jur
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n\Ai(k i B un+j+l—k 1
—(kj_;(,-j(‘” _n+j+1—kl

] B (1 _ x)nJer—k :|1

| ntj+1-k

0

n\&(k ; 1
kl;(jj(‘l) n+j+l-k

k )
.](—1)"-’ !
J

n+l—j

n\&(k ke 1
(EC

elde edilir. Bu sonug

1

P(n,m) = _[x”_l (1-x)""dx

0

olarak tanimlanan Euler beta fonksiyonu ile iliskilidir. n=k+1 ve m=n—-k +1 igin,

beta ve gama fonksiyonlar1 arasindaki

_ T (m)

Pl m) I'(n+m)

bagintis1 kullanilarak,

n

kjﬁ(k+l,n—k+l)

j‘Bk’n (x)dx = (

(m\Tk+DI(n—k+1)
& T(n+2)
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elde edilir. Eger k> -1 ve n>k—1 ise bu durumda, (Zjﬂ(k +1,n—k +1) yakinsak

1
oldugundan J. B, , (x)dx integrali de yakinsaktir. Boylece,
0

1

_I[Bk,n (x)dx = | (ij" (1-x)""* dx

0

elde edilir. Yukarida verilen beta fonksiyonu bagintilarindan,
0 n
j B, ,(x)dx = (k]ﬂ(n —k+Lk+1)
0

bulunur. Bu sonuca gore, beta fonksiyonu simetrik oldugundan, 0 dan 1 e kadar olan
Bernstein polinomlariin integralleri simetriktir. 0 dan 1 e kadar olan Bernstein

polinomlarinin integralleri beta ve gama fonksiyonlari cinsinden ifade edilebilir.
3.2 Bernstein Polinomlarinin Carpimlarinin integrali

ki Bernstein polinomunun ¢arpimmin belirli integrali, siradaki baginti yardimiyla

verilebilir.

l ((n k nte| Tk m—k
j B,,(x)B,, (x)= j(ij (1-x) (ij (1-x)""dx

1
niym
— J-XZk (1 _ x)n+m—2k dx
0

1
niym
— J‘_ (1- u)Zkun+m—2kdu
0

k
o 22k A .
_ niym j_z( 'jlzk/(_u)jumekdu
k k 0 j=0 ]
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n\ m\ek ( 2k un+m+j_2k+1
= ( 1)/+1

RNEJEN ) Lnemes =2k,
= S 2k( 1)/+1_ (1—x)”+m+./'*2k+l 7

EAFEN |n+m+j—2k+1]

nymS J 1
= 2D :

N nt+m+ j=2k+1

2k 2k _

) e

LN =i n+m+l-j

elde edilir. Benzer bi¢cimde, ii¢ Bernstein polinomunun ¢arpimi i¢in siradaki baginti ile,

1

j.Bkan (X)B,,, (x)B,  (x)dx = I

0

|

n 1

k

m

i)

0
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(ij"(l o k(k Jxk(l‘x)"”‘ (Z}ck(l—x)” dx

Ix3k (1 _ x)n+m+s—3k dx

u)3k u n+m+s—3k

7~/
.

3kj13k ]( )jun+m+s_3kdu

j( 1)J+1 n+m+s+j—3k

( 1)J+1J' n+m+s+j—3kdu

0

( 1)]+1|:

I’l+m+s+j+],3k

n+m+s+j+1-3k

1



B n mY s i 3k( 1)_/+1 (l_x)n+m+s+j+l—3k 1
RVINVIN o\ J n+m+s+j+1-3k |
n\m\s\&(3k , 1
- >
kN\k \k)i=\ J n+m+s+j+1-3k
n\m)s\&(3k , 1
= 3 I VS
k\k \k)=\ J n+m+s+1-j

bulunur. Yukaridakiler ve matematiksel timevarim kullanilarak, siradaki teorem elde

edilebilr.

3.2.1 Teorem. B, ,---, B, , s €N Bernstein polinomlar dizisinin farkli derecelerdeki,

0 dan 1 e kadar integrali altindaki ¢arpimi

(1 (R (s (=)™
}[(HB}C"”(X)]CIX_H(I{ ]Z(] ]nl +n,+-+n, —j+1

j=1 y=1 Jj=0
olarak verilir.
3.3. Bernstein Polinomlarimin Kuvvetlerinin Integrali

Bernstein polinomunun m. dereceden kuvveti B/”, (x) ile gosterilecektir.

3.3.1 Teorem. n,,n,,---n_ farkli dereceler olmak izere, B, ,---,B,", ile verilen

Bernstein polinomlarinin ¢arpiminin, 0 dan 1 e kadar olan belirli integrali,

1 s k(my+my+---m) k m, +m, +---m._ .
1 J' HBZ; ()C) dx _ z ( 1 2 3) (_l)k(m1+m2+~-ml\.)—1
0\ J=1 / J

m;
s J .
nj j=0
Lk

nm, +---nm, — j+1
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olarak verilebilir.

Ispat. B* (x) in tanimindan,

k,ng

1 M1
J[f[ B]:’fl/lj (X)]dx — ﬁ(n]J ‘[xk(ml+-~-ms) (l _ x)11|m1+-~-+n§m5—k(m]+-~-m5)dx
0\ J=l k 0

J=1

oldugu kolayca goriilebilir. Burada 1-x =u ve —dx =du degisken degisimi yapilacak

olursa,
L s s (n\"1
I HBZI:,[ (x) I = J j(l _ u)k(ml+""’1.v)unln1]+"'+n.vnl.v —k(m,+~~~mx)du
>
0\ J=1 j=1 k 0
",
ey /j_k(mliﬂ”x)(k(ml +---+ms)j
ANk ) o J
% (_u)k(ml+-~-+ms)—junlml+-~-nsm3—k(m1+~--+mj)du
"5 k(e tm,
zli[ n, (mﬁz*'ml\)(k(ml +"'+m3)j
=\ k j=0 J
> (—l)k(m‘ +ekmg)—J 1
nm; +--+nm, — j+1
bulunur. Boylece ispat tamamlanmis olur. Yukaridaki teoremde eger m, =---=m_ =1

olarak alinirsa, Teorem 3.2.1 elde edilmis olur.

3.3.2 Teorem. n ,n,,---n, farkli dereceler olmak iizere, B,"

1512

-, By, ile verilen

Bernstein polinomlarinin ¢arpiminin 0 dan 1 e kadar olan belirli integrali,

s . feymy 4+ +kom k m, +---+ k m .
(HB/{/:”/ (X)de _ Z ( 177%1 ] sy ](_l)klﬂ‘ll‘F""stmsj

J=0
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1

nmm; +n,m, +---+nm, —j+1

X

dir.

ispat. (B;:n.jn (x))s‘  ifadesinin tamimindan,
72 Jj=

m,

1 s v 71

J‘ HBm/ (x) e = J‘xklml+ kg, x)nlmﬁn-ﬂljmj—(klml+-~-+k5ms)dx
kj,nj

o\ J= J= 1 0

oldugu kolayca goriilebilir. Burada 1-x =u ve —dx =du degisken degisimi yapilacak

olursa,

1 mi g
J'(H Bk o (x)]d H Zj J‘(l _ u)klml+~~+k‘cml\, unlm1+~~~+nl\,m‘\, —(klml+~~~+ksms)du
0 j 0

©

n]_ i klm]+-~ +hgmg (k ml 4t k m ]
J

1
S ey

J=LAY Jj=0

kymy+--+k m;—j e —(kymy+--+k
X (—M) 1m sy ./un]ml ngmg—(kymy Sms)du

ke (o 4+t e m,
SU SR
=0 J

1

x (_l)klml+~-+ksms—j
nm, +--+nm,— j+1

bulunur. Boylece ispat tamamlanmis olur. Teorem 3.3.2 de e8er k, =---=k, = k olarak
alinirsa Teorem 3.3.1 elde edilir ve eger k =---=k =k olmasiyla birlikte
m, =---=m_ =1 olarak alinirsa Teorem 3.2.1 elde edilir.

3.3.3 Teorem. k =0,1,2,---,n ve n. dereceden bir Bernstein polinomu i¢in, n+1 tane

Bernstein polinomunun ¢arpiminin 0 dan 1 e kadar olan belirli integrali,
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o oy 2[”(”2"' ) + lj
n.
}[[H B, (x)}dx (MY T(n+1)+2)

olarak verilebilir.

Ispat. Ispat icin,

Fz(n(n; ) N 1)
n n
- H(J T(n(n+1)+2)

1ﬂz(n(njtl) +1j
B (n!)n+1 2

[ Tr(n+1)+2)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmais olur.

3.3.4 Teorem. k=0,1,2,---,n ve n. dereceden, sirasiyla m,,m,,---,m_  kuvvetleri ile
verilen bir Bernstein polinomu i¢in, n+1 tane Bernstein polinomunun ¢arpiminin 0

dan 1 e kadar olan belirli integrali,
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= f(m, +2my +---+nm, +L,n(m, +m, +---m,)—(m; +2m, +---+nm,)+1)

olarak verilir.

Ispat. Bu ispat Teorem 3.3.1 ve Teorem 3.3.2 igin verilen ispatlara benzer olarak

yapilabilir.

Simdi, kolayca goriilebilir ki Teorem 3.3.4 de m, =m, =---=m,_, =1 yazilarak Teorem

3.3.1 ve Teorem 3.3.3 elde edilir.
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4. BERNSTEIN POLINOMLARININ TUREVLERI
4.1. Tiirev ile lgili Temel Ozellikler

Derecesi n olan Bernstein polinomlarmin tiirevleri, derecesi n—1 olan polinomlardir.
Bernstein polinomlarinin tanimi kullanilarak, bu tiirevin Bernstein polinomlarinin lineer

birlesimi seklinde yazilabildigi gosterilebilir.
4.1.1 Teorem. 0 < k < n igin derecesi n olan Bernstein polinomunun tiirevi,

din,n (x) = n(Bk—l,n—l (x) - Bk,n—l (x))
X

dir.

Ispat. Bunun dogrulugu dogrudan tiirev alinarak gosterilebilir.

d d n k n—k
—B - 1 _
dx k,n (x) dx (k]x ( x)

= n! )! [ k-1 (1 _ x)nfk ik (n _ k)(l _ x)n—k—l ]

k\(n—k

n(n - 1)! rel n—k n(n - 1)! ; k-1
—n—k) " (=) - k-1 (=)

=n &xk—l (1 . x)n—k _ (ﬂ — 1)! )' xk (1 . x)nli

k(n—k—1)

= ”(qu,nq (x)— B, (x))

Boylece bir Bernstein polinomunun tiirevi, derecesi n—1 olan iki Bernstein
polinomunun farkinin, polinomun derecesiyle ¢arpimi olarak ifade edilebilir. Buradan

yola ¢ikilarak agsagidaki teorem verilebilir.
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4.1.2 Teorem. 0<k<n i¢in derecesi n olan Bernstein polinomlarinin ikinci

dereceden tiirevi,
By, () =n(n=D[B, ,, () =28, (1) + B, ()]
bi¢imindedir.
Ispat. 0 <k < igin derecesi n olan Bernstein polinomlarinin ikinci dereceden tiirevi,

B, (x)=n(B,_,, (x)- B, ()

bagintisindan hesaplanabilir. Burada Once B,'HW1 (x) ve daha sonra da B,'{’,H(x)

hesaplanip yerlerine yazilmalidir.

d d(n=1) i
B () :EK k_l]x" "(1-2) }

- (: : D[(k ~Dx"PA=-x)"F —(n=-k)x"" A -x)""" ]

_ (n=D! k=201 ok (n=D! _ k=1 \n—k-l

B T S R A e A ey ST A

— (n B 1)' xk—Z (1 _ x)n—k _ (n B 1)' xk—l (1 _ x)n—k—l
(k=2)!(n—k)! (k—=D!(n—k-1)!

_ (n=D(n-2)! (1 x) (n=D(n-2)! X (1 =yt
(k=2)!(n—k)! (k—D!(n—k-1)!

— 1 n—2 k—21 n—k n-2 k—ll n—k—-1
== | a0t =)

= (n—D)|By 2 (x) =By, (%)

elde edilir. Boylece birinci kismin tiirevi bulunmus olur. Benzer sekilde ikinci kismin da

tiirevi,
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d d|(n=1), -1k
EBk,nl(x):E|:( i jx (1-x) }

—ﬂ k=101 _ n—1—k_ﬂ L ok
TR 47 Kn—1—py A

_ (n—-1)! k=l Nn—k-l (n-1)! k1 ynk—2
=gt 7Y ok 7Y

_ (n—1)(n—-2)! (1= ) - (n—1)(n _2)!xk
(k-D!(n—-k-1)! kl(n—k—-2)!

_ 1 n-2 k11 wkt (N2 k(1 k-2
== ke ame [ A

=(n-1)[By,»(x) =B, ()]

(1 _ x) n—k-2

olarak bulunur. Boylece bulunan sonuglar yerlerine yazilirsa,

B, (x)=n(B,_,, (x)- B, ()

= nl(” - 1)Bk—2,n—2 (x)—(n- I)Bk—l,n—z (x)—(n— I)Bk—l,n—Z (x)+(n— I)Bk,n—Z (x)J
olur. Bu son ifade diizenlenirse,
B;,n (x)=n(n-— 1)[Bk—2,n—2 (x)—=2B,_,, (x)+ B, (x)]

elde edilir.

4.1.3 Teorem. 0<k<n icin derecesi n olan Bernstein polinomlarinin iigiincii

dereceden tiirevi,
B;:',n (x) =n(n—1)(n- 2)[Bk—3,n—3 (x) - 3Bk—2,n—3 (x)+ 3Bk—l,n—3 (x)— Bk,n—} (x)]

seklindedir.
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Ispat. 0<k <n igin derecesi n olan Bernstein polinomlarinin iigiincii dereceden

tiirevinin hesaplanabilmesi i¢in
Be,(¥) = n(n=D|B,, 1 (¥) 2B, 2 (x)+ B}, ()]

esitligi hesaplanmalidir. Burada once B,'ﬁz,nf2 (x), sonra B,'HW2 (x) ve daha sonra da

B,;’H (x) hesaplanip esitlikte yerlerine yazilmalidir. Hesaplamaya 6nce B,L%H (x) ile

baslanirsa,
d d|(n=-2),, n—k
EBk—Z,n—z (x) = EKk B 2}5 (1-x) }
_ (n—-2)! k-3 n—k (n—-2)! k-2 n—k-1
BT I T A Ty STLC R
_ (n—2)(n-3)! 31— x) - (n—2)(n-3)! X2 (1 =yt
(k—3)\(n—k)! (k—2)l(n—k—1)!

— 2 n-3 31 i (13 k=21 k-1
=2 [ e [T ez

= (1=2)|By s (X) = By s (%)

bulunur. Benzer bi¢gimde B,_,,_,(x) hesaplanirsa,

d d|(n=2) . e
aBk—l,n—z(x)za[(k_ljxk "1-x)""* l}

B (n—2)!
S (k=D!(n—-k-1)

_ (n—2)(n-3)! X2 (1= x) - (n—2)(n-3)! X (1 = x)"
(k=2)!(n—-k-1)! (k=DW(n—-k-2)!

_ ) n-3 k=21 wia (M3 k10 k2
==y B - R

= (1—2)[By s (¥) = B,y s (0)]

(n—2)!
(k-=D!(n—-k-1)!

(k—1)x* (1= x)"*! - (n—k-Dx*""'1-x)""*7
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elde edilir ve son olarak B, , ,(x) hesaplanirsa,

d d|(n=2), n—k-2
E&”mzaﬂkJXWM }

= ﬂkxk*1 (1 _x)nfk—z _ﬂ
k(n—k=2)! k\(n—k —2)!

_ (n—2)(n-3)! (1= x) 2 - (n—2)(n _3)!xk
(k-DY(n—-k-2)! k'(n—k-3)!

(n-3)! (1= x) - (n-3)! xk(l_x)n—k—3:|
(k-D!(n—-k-2)! k'(n—k =3)!

_ ) n-3 k11 wka (N3 k1 k3
—-2) |0 - o e

=(n- 2)lBk—1,n—3 (x)— B, (x)J

(n—k-2)x"(1-x)""*"

(1= x)"*3

=(n —2)[

elde edilir. Bulunan sonuglar yerlerine yazilirsa,

B, () =n(n-1)|B; ,, ,()-2B,,,,(x)+ B, ,(x)]
=n(n—1)(n- 2)lBk—3,n—3 (X) =By 5,5 (x)— 2(Bk—2,n—3 (X) =B, 1,5 (x))+ B, 5(x)= B, ; (X)J
=n(n—1)(n— 2)lBk—3,n—3 (x)=3B,,,5(x)+3B;_,,:,(x)= B, ., (x)J
bulunmus olur. Yani, ii¢lincii dereceden Bernstein polinomlarinin tiirevi,
By, (x) = n(n=1)(n=2)[B, s, () =3B, 5, 4 (x)+3B, 1,5 ()~ By, 5 (x)]

dir.

4.1.4 Teorem. r <n olmak iizere, B’ (x) r. mertebeden ve n. dereceden Bernstein

polinomlarini ve P(n,7) n nin r li permiitasyonunu gostersin. Bu durumda, n.

dereceden Bernstein polinomlarinin ». mertebeden tiirevi,
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B () = P(n, r>z( ]< DB, ()

olarak elde edilmis olur.
Ispat. Verilen ifadenin dogrulugu tiimevarim ile kolayca goriilebilir.
4.2 Bernstein Polinomlarimin Carpimlarinin Tiirevi

Bu béliimde Bernstein polinomunun g¢arpimlarinin tiirevleri ile ilgili elde edilen yeni
sonuglar verilecektir. Oncelikle dereceleri ayn1i olan Bernstein polinomlarinin
carpimlarinin tiirevi verilecek, daha sonra farkli derecelerdeki Bernstein polinomlarinin

carpimlarinin tiirevleri hesaplanacaktir.

4.2.1 Dereceleri Ayni Olan Bernstein Polinomlarinin Carpimlarinin Tiirevi

B, (x)= (Z)xk (1-x)"" ve B, ,(x)= (:jx’ (1-x)"" bi¢iminde tanimli, n. dereceden

iki Bernstein polinomu olmak tizere, B, ,(x) ve B, ,(x) polinomlarin ¢arpiminin tiirevi,

Binom teoremi kullanilarak,

B, @)= || x"(l—x)""(fjxfa—x)“}

— i n n xk+r (1 _ x)Zn—(k+r)
dx |\ k

i (2p = (k + o
:% Z ( j ( h= ( r)j 12n—(k+r)—]‘(_x)].xk+rj|

n n d |:2n (k+r) 2n (k+r)j( 1y ,WH}
— -)'x

rdx

(Zj(njzn(zw (2;4 (k + r)j(_l)j kit jtr

Jj=0




olarak elde edilir veya buna denk olarak eger carpimin tiirevi kullanilirsa,

k

(Zj(:’]ka (1- x)2n—(k+r)i|

@(Z Slrasye]

di[Bk,n (X)B,, (x)]= d (n]xk(l—x)"_k (n]xr(l —X)”"}
X dx r

[(k +r)x ktr— 1( x)Zn—(k+r) —Qn—(k+ r))xk” (1- x)Zn—(k+r)—1]

g
el

k+r

]karr (1 _ x)Zn—(k+r)

1 2n -
—@n= (k) (k jxk” (1—x)*
T

k+r

"1 wk et B -G B, ()
- kN7 x( n J k+r,2n X n l—x( M J k+r,2n X

i k+r k+r
_ (nj(n 1 5, . (x)[k +r 2n—(k+ r)}
k)\r 2n ’ X 1-x
(k + rj
= (”j(”j 1 By, (x){k Troom 2nx}
kN\r 2n ’ x(1—-x)
(k + r]

olarak bulunur.
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ny ., S n ~ n ~
Bk,n(x){ij (-0, B,,n<x)=(rjxf(1—x>“ ve Bs,,,(x>=(s]xsa—x>“

bigiminde tanimli n. dereceden li¢ Bernstein polinomu olmak tzere, B, ,(x), B, ,(x)

ve B, (x) polinomlarinin ¢arpiminin tiirevi, Binom teoremi kullanilarak,

s,n

L., (08,8, (x)]=ﬁ(2jx"(l—x)"—k @x’(l—x)"* (:]xf(l—xy“}

n njn d k+r+s 3n—(k+r+s)
= —|x l-x
(k] rj s] dx [ (=) ]
nynjyn i _3n—(§—:r+s) 3n— (k +r+ S) 3r(keres)=j (_x)j ks
k\r\s)dx| 3 j

DY n) d ‘3"-%””(3"‘(1‘ T”S)j(—l)ka”“”}

k\r\s)dx| 3

k+r+s+j-1

n\ n n3"‘("””)(311—(1‘""r+S)j(—l)j(k+r+S+j)x

kN\Nr)\s =

olarak bulunur veya buna denk olarak eger ¢carpimin tiirevi kullanilirsa,

% B,,(x)B, ,(x)B,, (x)]= %H@xk (1-x)"* mx (-2 @x 1-x }

(o)t amoe

= (HJ(HJ(H [(k Ly S)xk+r+s—1 (1 N x)Sn—(k+r+s) _ (37’1 . (k +r+ S))xk+r+s (1 _ x)3n—(k+r+s)—1]
S

n\n\n)\k+r+s 1 3n—(k+r+s 1
= Bk+r+s,3n (x) - ( ) Bk+i‘+s,3n (x)
S X 3n 1—x 3n

k+r+s k+r+s

:(HJ(nj(nJ;Bkwﬂh(x){k-kr"'s _ 3”_(k+r+s)}
o S( g j | ¥ 1-x
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_(nm)nyn 1 B . (x) k+r+s—3nx
k\r\s [ 3n ] ’ x(I-x)
olarak elde edilir. Yukaridakiler ve matematiksel tiimevarim kullanilarak, asagidaki

teorem elde edilebilir.

4.2.1.1 Teorem. B,  (x),B, ,(x),~-,B, ,(x), se€N olacak bicimdeki n. dereceden

Bernstein polinomlar dizisinin ¢arpiminin tiirevi, Binom teoremi kullanilarak,
d s s n 5”‘("1+"'+ks)(sn—(k1 +.o+ k )j
—(11B.(0)|= : '
dx {H E } (H(’%D ]Z? J
X (=1)) (ky oot K,y + )t

veya buna denk olarak eger carpimin tiirevi uygulanirsa,

gl  (n | Z k; —snx
=~ IT1IB = - B S 000
dx |:H k;on (x)} H(ky] ( o J ooty (%) x(—x)

ki +-+k,

olarak verilir.

4.2.2 Dereceleri Farkli Olan Bernstein Polinomlarimin Carpiminin Tiirevi

n n—k m) i Mk i
B, ,(x)= (ij (I-x)"" ve B, (x)= (k jx (1-x)"" bigiminde tanimli, sirasiyla n.

ve m. dereceden iki Bernstein polinomu olmak iizere, B, ,(x) ve B, (x)

polinomlarinin ¢arpiminin tiirevi, Binom teoremi kullanilarak,

% B, (0B, (x)]= %{(ij" (1= x)"* (ij" (1—x)"* }
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_(nym %[xﬂc(l_x)mwz—ﬂc]

n\(m) d W"Zk(mw_%]l"””‘”-f (—X)jx%}

k\k )dx| = j
_ n\m i '”*Z"*f" m+n-2k (—l)jx2k+j
k\k )dx| = J

n\ m\"E=2k(m+n-2k . ke
= Z ‘ (-’ 2k + j)x="/
k\k ) = J

veya buna denk bir sekilde carpimin tiirevi uygulanarak,

di [Bk,n (x)B,,, (X)] = i{(n x(1-x)"" (m]xk (1-x)"™* }
x k

dx |\ k

nymldiy , man—2k
- -

K\ k dx[ (1=0]

n m

— [2]Cx2k_1 (1 _ x)m+n—2k _ (m +n— 2k)x2k (1 _ x)m+n—2k—l ]

n m %xﬂc (1 _ x)m+n—2k _

m+n—2k x2k (1 _x)m+n—2k:|
1-x

bl
bl

mymy 2k 1 m+n—-2k 1
) (kJ(k j 7(anJBZk’"“" () - 1—x (m n n] Bt in (X)

2k 2k
= (”j(mj 1 Byt min (x)_%_—m o _2k}
k\k )(m+n ’ | x 1-x
)
_ (nj(mj 1 B, (x)_2k —(m+ n)x}
k\Nk )(m+n ’ | x(I-x)
()

seklinde elde edilir.
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n k n—k m k m—k r k r—k
B,,(x)= ' (1-x)"", B, (x)=| [x(1-x) ve B (x)=| | (I-x)
’ k ’ k ’ k
bigiminde taniml, sirasiyla n., m. ve r. dereceden li¢ Bernstein polinomu olmak iizere,
B.,(x), B,,(x) ve B, (x) polinomlarinin ¢arpiminin tiirevi, Binom teoremi

kullanilarak,

Lla B, 0B, )=l " e a-om " et a - 7 e a -
dx - dx |\ k k k

n\\m\r\dry s ntmtr—3k
Lgpenr

_[(nYmYr i_"””z”:‘“ n+m+r—3k o3k (g7 %
kNk \k dx_ = j

_ n\mr i_"””z”:‘” n+m+r—-3k (—l)jx3k”
kN k dx| ‘= i

nNm\r\Vmne3kinsym+r -3k i -\ L 3k+ -1
_ 2 C D G
k\k \k) = J

veya buna denk bir sekilde ¢arpimin tiirevi kullanilarak

g B, 0B, )=l " et a—o " e a—om 7 e a- o
dx - Tk dx |\ k k k

nym\(r\dr s nemr—3k
= —|X 1 —X
ety ]

k \ k
= Z Zl r [3kx3k—1 (1 _x)n+n1+r—3k _ (l’l +m4r— 3k)x3k (1 _x)n+m+r—3k—l]

nymjr ‘:%Xjk (1 _ x)n+m+r—3k _ n+ Wi +r—3k x3k (1 _ x)n+m+r—3k:|
- X

nymyr) 3k 1 n+m+r—3k 1
(kj(k j(kj x (n+m+r) b (x) 1—x ke (x)
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= (”j(mj(rj; By ... (x)[% _ w}
k\k \k (l’l+m+r] . . o

3k
) [nJ(m](r];B% R (x){3k —(n+m+ I’)x}
KNk \k)(n+m+r) ™ x(1-x)
)

seklinde elde edilir. Yukaridakiler ve matematiksel tiimevarim kullanilarak, asagidaki

teorem elde edilebilir.

4.2.2.1 Teorem. B,  ,---,B,  , s €N farkli derecelerdeki Bernstein polinomlart olmak

uzere, B,,,:-,B,, polinomlarmn ¢arpiminin tirevi, Binom teoremi uygulanarak,

d | s (n, & (44, — sk . ,
—_— B X = y s _1 J Sk+ . xsk+_/71
e -1 e

y=1 j=0

veya buna denk olarak ¢arpimin tiirevi yardimiyla

1 ﬁ_(n1+~-+ns)—sk}

A8, @ =TT " — By
dx A k.n; = k (7’11 ++néj sk,ny+-+n, X l—x

sk

seklinde elde edilir.

r,m

B, (x):(ZJxk(l—x)”'k ve B (x):(T]x’(l—x)m"’, sirastyla n. ve m. dereceden

iki Bernstein polinomu olmak iizere, B, ,(x) ve B, (x) polinomlarinin ¢arpiminin

tiirevi, Binom teoremi uygulanarak,
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%[Bk,,, (x)B,,, (x)]=ﬁ(2]x"(l—x>” (T]x%l—x)m’}

_i AN Jevr 0\ (em)—(k+r)
-
_|n|ym i kar oy () —(k+r)
i

n\(m) d ‘<"+m>z<:k+r>((n +m)—(k+7)

=

bl

“ jl(n+m)(k+r)j (_x)j xk+r
J

r dx L =0

n\m)d _("*’”’Z(:“’)((" +m) - (k+ r)j(_l)_/kaf/}

k\r E_ =0
(n+m)—(k+r) + _ k+ ) ]
_ nijm z ((l’l m) ‘ ( F)J(—l)j(k+r+j)xk+r+]_l
kN\r = Jj

veya buna denk olarak ¢arpimin tiirevi kullanilarak,

L., 5., (x)]=%Kij"(l—x)"—k (zjra—x)"”}

— i nym xk+r (1 _ x)(n+m)—(k+r)
dx |\ k\r

_ (I’Z] m % [ka (1 _ x)(n+m)—(k+r):|

_ (l’l (m [(k n r)ka—l (1 _ x)n+mf(k+r) _ (I’l +m— (k + ’,))xkﬂ’ (1 _ x)ner*(kH)*l]

r X I-x

— (HJ m k tr xk+r (1 _ x)n+m—(k+r) _ (n +m— (k + r)) xk+r (1 _ x)n+m—(k+r):|

) (nj(mJ M;jBkﬂ,ner (X) - nEm- (k * r) 1 j Bk+r,n+m (X)

X (n+m 1-x n+m
k+r k+r
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k+r

_ (n][mJ 1 B . (x){k +r—(n+ m)x}
k\r )(n+ mj ’ x(1—-x)

:(nj(m] 1 B, n+m(x)[k+r B n+m—(k+r)}
kN\r n+m] ’ X 1-x

R

7~ N\

k+r
olarak bulunur.

W & m - t -
B, (x)= (k]x (I-x)"", B,,(x)= (r ]x’ (I-x)"" ve B ,(x)= (st 1-x)"",

strastyla n., m. ve t. dereceden li¢ Bernstein polinomu olmak tizere, B, ,(x), B, (x)

ve B ,(x) polinomlarinin ¢arpiminin tiirevi, Binom teoremi uygulanarak,

d d n n— m r m—r t s t—s
B8, 08, (9] EK k}x"(l—x) |\ jx (1-x) Ux (1-x) }
— i n m t xk+r+s (1 _ x)()1+m+t)—(k+r+s)
dx|\k\r \s |
n\m\t)dr i - .
— -~ +r+s 1_ (n+m+t)—(k+r+s)
k\r \s)dx [x - ]

nY\m\t)d _(”*’””)(’”"“)((n +m+t)—(k+r+s)

; Jl(n+n1+t)(k+r+s)j (_x)j xk+r+s :|

J=0

n\m\t)d _(”*’””)Z(’”"“)((n +m+t)—(k+r+ s))

(_l)j xk+r+s+_/ :|

k\Nr \s)dx =0

n\m\t (n+m+t)—(k+r+s) (n +m+ [) — (k +r+ S) . N trst il
_ > . (D) (ke +r s+ jxtrs

k\r \s )

veya buna denk olarak,
d d h ke _ n—k m Tl m—r 4 s _ t—s
E[Bk,,,(x)Br,mu)Bs,t(x)]—amx (1-x) ( jx (1-x) @x (1-x) }
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h m\t xk+r+s (1 _ x)(11+m+t)—(k+r+s)
k\r \s

n\m\t i[xk+r+s(l_x)(n+m+t)—(k+r+s)]

— [”l m [t j[(k +r+ S)xk+r+s—l (1 _ x)(11+m+t)—(k+r+s)
S
_ ((}’l +m+ t) _ (k 4 S))karrJrs (1 _ x)(n+m+t)—(k+r+s)71:|

_ (n](mj(t ]‘:k tr+s xk+r+s (1 _ x)(n+m+t)—(k+r+s)
k\Nr \s x

_ (n +m+ t) - (k tr+ S) xk+r+s (1 _ x)(n+m+t)—(k+r+s)j|
I-x

t
: U(’"]{ j A e Y—
kh\Nr s X (n +m+ tj ’

k+r+s

_(mtm+t)—(k+r+s) 1
1-x (n+m+t

k+r+s

:(nj(m](tj;lgkms "+"1+t(x)[k+r+s - (n+m+t)—(k+r+s)}
k\r \s (n+m+tj , . !

j Bk+r+s,n+m+z (X)

k+r+s

:(n](mj(tj 1 5 (x){k+r+s—(n+m+t)x}
k\r \s (n+m+t) v x(1-x)

k+r+s

seklinde elde edilir. Yukaridakiler ve matematiksel tiimevarim kullanilarak, asagidaki

teorem elde edilebilir.

4.2.2.2 Teorem. B,  ,---,B, ,, s €N farkl derecelerdeki Bernstein polinomlarindan

olusan bir dizi olmak tizere, B, ,,---,B; , polinomlarmn ¢arpimmnin tiirevi, Binom

teoremi kullanilarak,
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d S
E{H Bkj,nl. (x)}

s (n, (my+tng )=k +-+k) (l’l +...+ns)_(k +...+ks) ' . ek
j=

=l y

veya buna denk olarak,

d s
ah—! Bkj,nj (x)}

ky+--+k, —(n +---+n5)x}

L ky (nl bt ns] k-t kg nyp 4ty x(l _ x)

k,+-+k,

seklinde bulunur.

4.3 Bernstein Polinomlarinin Kuvvetlerinin Tiirevi

Bu boliimde Bernstein polinomlarinin kuvvetlerinin ¢carpimlarinin tiirevleri ile ilgili elde
edilen yeni sonuglar verilecektir. Oncelikle n. dereceden Bernstein polinomunun s.

kuvvetinin tlirevi hesaplanacak, sonra da farkli kuvvetlere ve farkli derecelere sahip

olan Bernstein polinomlarinin ¢arpimlarinin tiirevleri verilecektir.

n s
4.3.1 Teorem. B} (x) :(kJ x®(1=x)""* n. dereceden Bernstein polinomunun s.

kuvvetini gdstermek tizere,

die . N [(n)]| & _ n—k
E(Bk,n (x)) = S(kj (ns _ IJ Bks—l,ns—l (x) (ns _ IJ Bks,ns—l (x)
ks

-1 ks

dir.
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Ispat. Bernstein polinomlarinin tanimindan,

d d i n)
—I\B; = ks (] — x)(n0s
dx( k,n (x)) dx (kj X ( X) :l
n\ d . "
- Ak (] = ) nbrs
k) dx [ ( ) ]
B Z [hsx*~ (1= ) — (0~ kyse® (1 - )"
= n ksxks—l (1 _ x)(n—k)s _ n (n _ k)sxks (1 _ x)(nfk)s,l
k k
=g n kxks—l (1 _ x)(n—k)s _ n (I’Z _ k)xks (1 . x)(n_k)s_l
k k
=g Z kxks—l (1 _ x)(nsfl)*(kS*l) _ (ZJ (n _ k)xks (1 _ x)nslks]

A

A Sk L, o 1,
=g i —(ns_lj koot a1 (X) — i (n— )W st (X)

ks —1 ks

elde edilir.
4.3.2 Sonug. Teorem 4.3.1 de s =1 alinirsa, daha 6nce verilmis olan

din’" (x)= n(Bk—l,n—l ()= By, (x))
X

bagintis1 elde edilir.
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Ispat. s =1 icin,

d n k n—k
EB"’” (x) = (k ﬁBk—l,n—l (%) _ﬁBk,n—l (%)
k-1 k
n k n—k
=(k (n—l)' Bk—l,n—l(x)_WBk,nfl(x)
| (k=1)!(n—k)! K(n—k—1)!
. n! {k(k —DI(n—-k)! B (- (n—k)kl(n—k —1)! 5, (x)}
\(n—k)! (n—1)! (n—1)!
_ nlki(n—k)! B (%) nk(n—k)! B (9
Kn—k)n-1)" " Rn—i)n-1" "
= an—l,n—l (x) - an,n—l (x)
= n(Bk—l,n—l (x) - Bk,n—l (x))
bulunur.

Simdi s. kuvvete sahip n. dereceden Bernstein polinomu ile z. kuvvete sahip m.

dereceden Bernstein polinomunun ¢arpiminin tiirevi hesaplanacaktir:

4.3.3 Teorem. B} (x) :(kJ x®(1=x)""* n. dereceden Bernstein polinomunun s.

t
. m _ . .
kuvveti ve B, (x):(kj x*(1=x)""" m. dereceden Bernstein polinomunun .

. . s t . . .
kuvveti olmak tizere, B, ,(x) ve B, , (x) nin garpiminin tiirevi,

d Y l " s m ! ns+mt—k(s+t) ns+mt—k(s+t) ) . ke
ezmto)=( 1 (] O e e e

Jj=0
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veya buna denk olarak,

% (B]j’" (x)Blzm ()C)) = (Zj (le ﬁBk(sH),nﬁmt (X)[ k(sx+ t) — ns + mlt:)]j(s + t):l
[k(s + t)]

dir.

Ispat. Bernstein polinomlariin tanimi ve Binom teoremi kullanilirsa,

i K n ks+kt ns+mt—k(s+t)
(B, (8., (0)= @( ] -%) }

n m d kat ns+mt—k(s+t)
= —I|X
(k (k dx [ |
ns+mt— k(s+t) + mt — k +t )
_ (n (m i ns+m ‘ (s )](_x)_, hsHht
k j=0 J

S

i ns+mt— k(Hl) ns + mt — k(S + t) (_l)jxks+kt+j
dx '

j:

m

X (=1) (ks + kt + j)xH7

kj dx
n
k
n
k
veya buna denk olarak,

d N t d n ' m t S+ kt ns+mt—k(s+t
Lo om0 22 [ rtcare]

n ) m t d ks+kt ns+mt—k(s+t)
= = 1-

(7] ]

n N m t d ‘
= - k +1 k(s+1)-1 1- ns+mt—k(s+t)
)b

_ (nS +mt— k(S + t))xk(sﬂ) (1 _ x)nermt—k(sH)—l]

il
il

! ns+mt— k(5+t)(ns+mt k(S+t)J
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1—-x

N t -
— [nj [mJ k(S + t) xk(.c+t) (1 _ x)nermtfk(‘Ht) _ ns +mt — k(S + t) xk(ert) (1 _ .X) ns+mtk(s+t):l
X

s t
n)(m\|k(s+t) 1 ns+mt —k(s+1t) 1
(kJ (k j X ns + mt k(s+t),ns+mt (x) 11— A K(s+t),ns+mt (X)
k(s+1) k(s+1)

_(n (mY 1 B ) k(s+t) ns+mt—k(s+1)
- k k (}’ZS + mt] k(s+t),ns+mt X 1 —x

k(s +1)

elde edilir.

my

4.3.4 Teorem. n,,n,, --,n €N farkli dereceler olmak tzere, B}, ,---, B}, ile verilen

Bernstein polinomlariin ¢arpiminin tiirevi,

©

n, My ngmg —k (my ) nm, +--+nm,— k(m1 +-e ms)
k J

d K m. S
—(HB,C,:,,_ <x>]:
dx Jj=1 ‘ i=1 =0

X (—1)1'[]€(m1 +oeem,) +J-1Xk(ml+...mx)+j,l

veya buna denk olarak,

m
d H m, () 1

- J =

dx\ 54 Bra, () P (nlml+'--+nsmsjBk(ml%m‘)’nlmﬁmwsms(X)

ke(m, ++++m,)

y k(m +---+m;) nm +---+nm —k(m +---+m)
X l1-x

dir.
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n s
4.3.5 Teorem. B; , (x) =£ ] x"*(1=x)""" n. dereceden Bernstein polinomunun s.
1

t
. m _ . .
kuvveti ve B, , (x):( j x*(1=x)""" m. dereceden Bernstein polinomunun ¢.
2

. . s t . . .
kuvveti olmak tzere, B; ,(x) ve B, , (x) nin carpiminin tiirevi,

d (s t n ' (m ) ek (ns +mt — (ks + kyt)
(8., (0B, ,(x))= > o
d k) \k,

X j=0 J

X(—l)j (k1S+k2t+j)xk‘S+k2’+j_l

veya buna denk olarak,

i(Blj n(x)Blft m(x)): " " ;Bkwrktnwrmt(x)
dx " ™" » k, ) \k, (ns+mtJ pra

ks +k,t

y ks +kyt  ns+mt—(kis+kyt)
x I-x

dir.

Ispat. Bernstein polinomlarinin tanimi ve Binom teoremi kullanilirsa,

a s t d ' l kys+koyt ns+mt—(k;s+kyt)
—I\B x)B X)|=— PR — 15+
dx( kl,n( ) kz,m( )) Yx[(kj ( J X ( x)

N t
n m i [X kys+hyt (1 _ )C) ns+mt—(kys+kyt) ]

k) \k,) dx

n\(m\ d _"”mtf”kzt)(ns"'ml—(kﬁ+sz)](_x)jxk1s+kzt
k) \k) @] & j

n\Y(m\ d _"”mtfﬁkzt) ns +mt — (ks + k,t) (=1) xhsrhrti
k) \k) o] = j
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S tns+mt—(kls+kzt) +mt — k + k t ) .
_ [n J [m ] Z (ns m ( ]S 2 )](_1)/ (kls + kzt + j)xkls+k2t+j—l
1 J

Jj=0

veya buna denk olarak,

d S 4 d n ' m t kys+kot (n—ky)s+(m—ky)t
2B (0B -4 skt (] _ ) (ks
dx ( ky,n (X) ky,m (x)) dx [(kl] [kzj X ( X)

_ n )\ (m i[xklﬁ-kzt(l_x)(n—k1)5+(m—k2)z]
k1 k2 dx

("L [y + ey ) 87071 (1 ) TR0 R (e s+ (m— ke, )e)
k) \k,) dx

x kst (1— x)(nfkl Ys+(m—ky)t-1 ]

— n ) m |:k1S + k2t xkls+k2t (1 _ x)n.wmt—(klerkzt) _ (n - kl )S + (m - k2 )t
k) \k, X 1-x

x yhisthat (1— x)nermzf(klﬁkzz)]

= n m kls+k2t 1 quJrktm‘JrWll(x)
k) \k, x (ns+mtj s

ks +k,t

_ ns+mt—(k;s+k,t) 1
1-x ns + mt
kis+kyt

J Bkls+k21,ns+mt (x)

_(n “m 1 B .. (x) kis+kyt  ns+mt—(ks+kyt)
ki)\k,) (ns+mt) " x 1-x
ks +kyt

elde edilir.

m
kyny 0

4.3.6 Teorem. n ,n,,---,n, €N farkli dereceler olmak iizere, B -, B;", ile verilen

Bernstein polinomlarinin ¢arpiminin tiirevi,
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d s s (n m; gn,‘mfgkimi in _— Zv:k m s ikimiJr_/—l
e HBI:n/,n (X) = l z i=l1 o i=1 e (_1)] |:zkiml- +]}x“
de\Ga o\ k r j il

veya buna denk olarak,

m,
d s m s ni ! 1

o Bk .j,n. (x) = Bklml+"'+kxmx,nlm1+"'+nsms (X)
dx\ ;o i\ k; (nlml teetnmg ]

kim, +--+km,)

><[klm1 +otkom,  mmy 4+ nm = (kmy +---+k‘,ms)}

X 1-x

dir.
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