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OZET

Bu calismada E" deki elastik egriler ele alinmistir.

Bu tez yedi bolimden olusmaktadir.

Birinci bolim giris bolumuddr.

Ikinci bélimde calismanin ilerideki bolimlerinde kullanilan tanim ve kavramlar
verilmigtir.

Ugtincii bolumde elastik egriler incelenmistir. ilk olarak Euler-Lagrange
Denklemleri, daha sonra yiizeyler lzerindeki elastik egriler ve donel yiizey ile kire
Uzerindeki elastik egriler incelenmistir.

Dordiincu bolumde egrilerin minimal enerjileri hesaplanmistir. Bazi drnekler
verilmistir..

Besinci boliimde elastik seritlerin Kirchhoff modeli ele alinmistir.

Altinci bolimde manyetik alanlar incelenmis ve bazi 6rnekler verilmistir.

Yedinci bolimde DNA nin elastik serit modeli incelenmistir.



ABSTRACT

In this thesis we consider elastic curves in E".

This study consists of seven chapters.

The first chapter is introduction.

In the second chapter, some basic definitions and notions which will be used in
other chapters are given.

In the third chapter, we consider elastic curves, Euler-Lagrange Equation is
obteined , elastic curves on surfaces, ruled surfaces and spheres are investigated.

In the fourth chapter, minimal energy of some curves are calculated.

In the fifth chapter, Kirchhoff model of elastic rod is defined.

In the sixth chapter magnetic fields are considered and given some examples.

In the final chapter, elastic rod model of DNA is investigated.
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1. GIRIS

Bu calismada IE" deki elastik egriler ele alinmustir.
Diizlemdeki elastik bir egriler (elastica) ilk defa 1740 yilinda Bernoulli tarafindan ele
almmustir. Bu egriler IK‘Z elastik enerjisinin kritik noktalar1 olarak ele alindi. Daha sonra 1743
¥
yilinda diizlemdeki elastik egriler Euler tarafindan simiflandirildi. Daha sonra 1928 yilinda Radon
tarafindan calisildi. Son yillarda reel uzay formlarindaki elastik egriler bircok yazar tarafindan
calisilmistir (Bryant ve Griffiths 1986, Jurdjevic 1995, Langer ve Singer 1984).

Daha genel olarak tiirevlenebilir bir P(x) fonksiyonu tanimlandiginda ¥ nin egrilik enerji
fonksiyonu @(y) = §P(K‘) seklinde ifade edilir. IE® deki bir egrinin enerjisi ilk defa Blaschke
4

tarafindan (Blaschke 1930) da ortaya atilmistir. Bu ¢alisma Radon problemi olarak da bilinir. Son
yillarda egrilik fonksiyonu P(x)=x" , re INU {0} alinarak bazi calismalar yapilmistir. Boylece ©
nin kritik noktalar1 genellestirilmis r-elastica olarak adlandirilir. Eger r=0 ise P(x) sabittir ve ® nin
genellestirilmis O-elasticasi basitce geodeziklerdir. Eger r=1 ise ® toplam egrilik fonksiyonelidir.
Bu durum (Arroyo ve ark. 2000) ve (Arroyo ve ark. 2002) de calisilmistir. Eger r=2 ise klasik

elastik egriler s6z konusudur. Bu durumda 2-kiire iizerindeki kapali elastik egriler (Langer ve

Singer 1984) calismasinda incelenmistir. Son yillarda (Arroyo ve ark. 2003) P(x)= k% + A halini
2-kiire tizerinde incelemislerdir.

Bu calisma birinci boliim giris olmak iizere yedi boliimden olugmaktadir.

Ikinci boliimde calismanin ilerideki boliimlerinde kullanilan tanim ve kavramlar verilmistir.

Ugiincii boliimde elastik egriler incelenmistir. ik olarak Euler-Lagrange Denklemleri, daha
sonra yiizeyler iizerindeki elastik egriler ve donel yiizey ile kiire ilizerindeki elastik egriler
incelenmistir.

Dérdiincii boliimde egrilerin minimal enerjileri hesaplanmistir. Bazi 6rnekler verilmistir.

Besinci boliimde elastik seritlerin Kirchhoff modeli ele alinmstir.

Altinc1 boliimde manyetik alanlar incelenmis ve bazi drnekler verilmistir.

Yedinci boliimde DNA nin elastik serit modeli incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan teorem ve tanimlarla bazi temel

kavramlar tanitilmistir.

Tanmm 2. 1: M n-boyutlu diferansiyellenebilir (C* sinifindan) bir manifold olsun. M
tizerindeki C™ vektor alanlarinin uzayr x(M) ve M den IR ye C” fonksiyonlarin uzayi
C”(M, IR) olmak iizere, M iizerinde

g: (M) x x(M) - C°(M, IR)
seklinde bir metrik tanimli ise M ye bir Riemann Manifoldu denir. Burada g ye Riemann

metrigi (veya metrik tensor) adi verilir (Chen 1973).

Tamm 2. 2: M diferansiyellenebilir manifold ve M tizerindeki C™ vektor alanlarinin uzayi
x(M) olmak {iizere,
VixM)xyM) - xM); X, Y)> VX Y)=VxY
dontisimii V f, ge C*M, IR), V X, Y, Z € (M) igin,
i) Vx(Y+Z)=VxY + VXZ
ii) Vixe oyZ=fVXZ + g VyZ
iii) Vx(fY) =t VxY + X(f)Y
lineerlik Ozeliklerini saglarsa, V ya M f{izerinde bir Afin Koneksiyon adi verilir

(Hacisalihoglu 1980). Burada Vx operatoriine X e gore kovaryant tiirev denir.

Tamm 2. 3: M bir Riemann manifoldu ve V da M iizerinde tanimlanan bir Afin koneksiyon
olsun. O zaman V X, Ye x(M) i¢in, V doniisiimii

i) VxY - Vy X =[X, Y] (sifir torsiyon)

ii) X<Y, Z> = <VxY, Z > + <Y, VxZ > (koneksiyonun metrikle bagdagma 6zeligi)
sartlarint sagliyorsa, V ya M tlizerinde sifir torsiyonlu Riemann koneksiyonu (veya M nin
Levi-Civita Koneksiyonu) adi verilir (Chen 1973 ve Hacisalihoglu 1980). Bu koneksiyon

kisaca M deki Riemann Koneksiyonu olarak adlandirilir.



Tamim 2. 4: M bir diferansiyellenebilir manifold olmak iizere,

V:xM) x x(M) =225 »M); (X,Y) > VX, Y) =VxY
bi¢ciminde tanimlanan V operatorii, M nin bir U bolgesi iizerinde tanimli olup her bir
tiirevlenebilir (yani C” simifindan) X, Y € yx(U) vektor alam ¢iftine U iizerinde VxY
bi¢iminde iiclincii bir C* vektor alami karsilik getirir. Boylece asagidaki ozellikler
saglandiginda V ya Lineer Koneksiyon (veya kovaryant tiirev) adi verilir (Hacisalihoglu
1980);

) VxizY =VxY +VzY; X Y,Ze y(M)

i) VixY =fVxY; fe C°(M,R)

iii) Vx (Y +Z) = VxY + VxZ

iv) Vx (fY) = f VxY + X(f)Y.

Tanimm 2. 5: M ve M sirastyla n ve n+d-boyutlu diferansiyellenebilir manifoldlar olmak
iizere f: M — M diferansiyellenebilir bir doniisiim olsun. Her p € M icin

df,: Tp(M)— Typ(M)
doniistimii birebir ise f ye bir immersiyon (daldirma) denir. Ayrica, f: M — x(M) bir

"ove : M —

homeomorfizm ise f ye bir imbedding (gomme) denir. Eger M" < M
M déniisiimii bir gémme ise M ye M nin n-boyutlu bir immersed (gémiilen) altmanifoldu
ad1 verilir. Bununla beraber f bir immersiyon olmak iizere V X, Y € T,M i¢in,

< dfy(X), dfy(Y) >¢p) = <X, Y >

sartin1 sagliyorsa f ye bir izometrik immersiyon ad1 verilir ( Chen 1973 ).

Tanm 2. 6: M" = M ™ bir altmanifold ve V da M de kovaryant tiirev olsun. Boylece her

X, Y € x(M) ve her p icin (? xY)p tanimhidir. Ayrica (VxY), € TM ve hy(X, Y) Tpl M

olmak tizere,
(VxY)p = (VxY)p+hy(X, Y) 2.1)
biciminde Gauss Denklemi elde edilir. Burada h, M nin ikinci temel formudur. Eger h = 0

ise M ye rotal (toplam) geodezik denir (Chen 1973).



Onerme 2. 7: M" ¢ M ™ bir altmanifold ve g ile g de sirasiyla M ve M iizerinde tanimli

metrikler olsun. Boylece h(X, Y) M iizerinde bir normal vektor alani olup simetrik ve 2-
lineerdir. Ayrica V da M iizerinde indirgenmis g = f (g ) metriginin bir Riemann

koneksiyonudur.

Tamm 2. 8: M" M " bir altmanifold olmak iizere M ye normal bir birim normal vektor
alam & olsun. Boylece ?XE_, nin teget bileseni —Az(X) ve normal bileseni Dx& olmak
uzere;

(Vi&)x=~(AeX))x+ (DxE)x 2.2)
seklinde Weingarten Denklemi elde edilir. Burada Az ya sekil operatorii, D ye de M nin

NM normal demetindeki (normal) koneksiyonu denir.

Onerme 2. 9: i) Ae(X), & ve X iizerinde 2-lineerdir.
ii) M nin her bir £ normal vektorii ve X, Y tanjant vektorleri icin
g(AX), Y) = § (h(X,Y), &) (2.3)
dir.

Tamm 2. 10: M bir Riemann manifoldu ve V da M iizerinde bir Riemann konneksyonu
olsun. Boylece;
o: I € R — M egrisi icin,
Voo (=0 24)
esitligi saglaniyorsa o0 ya M de bir geodezik egri ve V X € (M) icin o0) = p ve
’(0) = X olacak sekilde tammlanan , o: |—¢, e - M geodezigine (p, X;) nin belirledigi

geodezik adi verilir (Chen 1973).

Tamm 2. 11: o: I € R — M egrisi, V s € Tigin o(s) #0 sartim1 sagliyorsa o ya bir regiiler

egri denir ( O’Neill 1966).



3. ELASTIK EGRILER

3.0. Giris

Bu boliimde yiizey iizerindeki elastik egrileri ele alinmistir.

3.1 Euler-Lagrange Denklemleri

M, g= < ,> metrigi ile verilen n-boyutlu Riemannian manifoldu olmak iizere V ve

R sirasiyla M iizerinde Levi—Civita koneksiyonu ve egrilik tensorii olsun.

Tanmm 3.1.1 y: I = [0,1]> M tiirevlenebilir (C” smifindan) bir egri olsun. Boylece
Vte[0,1] ve Vse (—&,8) icin I (0, 1) = y(@), " (s, 0) = y(0) ve I" (s, 1) = y(1) biciminde
tanimlanan I':(—&,6)x [0,1]-> M doniisiimiine y egrisinin bir varyasyonu adi verilir

(O’Neill, 1983).
Tamm 3.1.2 y: [ =[0,1]— M egrisinin varyasyunu
I'w, 1) =y,(O):(—e,e)xI>M" | T (0, 1) = (1)
biciminde verilsin. Bu egrinin y boyunca varyasyon vektor alani

W=W(@) = (;—1; (3.1.1)
s=0

seklinde tanimlanir (Arroyo ve ark.).



M iizerinde tiirevlenebilir egrilerin uzayini
Q,, =0 7:1=10.11> M. 0) = p. 1)) =q }

biciminde tanimlayalim.

Tamm 3.1.3 Tiirevlenebilir bir P(¢) fonksiyon i¢in Q  iizerine etki eden egrilik enerji
fonksiyonu

o) = § P(x) (3.1.2)
ile tanimlanir (Arroyo ve ark.).

Verilen bir y € Q  egrisinin birim teget ve normal vektorleri sirasiyla 7(r) ve N(7)

olsun. Boylece y egrisinin egriligi
k(r) = VT (3.1.3)
dir.

Egrilik enerji fonksiyonunun varyasyon egrisine kisitlanis1 ayni sembol ile temsil

edilsin. Yani,
O(w) = O(yu(1)). (3.1.4)

olsun. Ayrica ©®(w) nin birinci tiirevini hesaplamak i¢in asagidaki kisaltmalar

kullanilacaktir:
X = P (k)N (3.1.5)
7=V, K+Q2xP(x)-P(x))T, (3.1.6)

E = V,J+ P(k) RN,T)N. (3.1.7)



Burada

P'(x) = ar (3.1.8)
dx

dir.
Boylece birinci Frenet formiilii

VT =«N (3.1.9)
dir.

Onerme 3.1.4 ye Q ,, €grisinin varyasyonu I'(w,s) = y,(¢) olsun. Yukaridaki gosterimler

ve sartlar altinda asagidaki esitlikler elde edilir:

(w)‘ = f< E,W >ds+ B[W,7l. (3.1.10)
0
Burada
BIW, 7 =[< K, V, W>-< 3,W>] (3.1.11)
dir (Arroyo 2001) .

O halde e; ve e; sirasiyla M nin p ve q noktalarindaki sabit teget vektorleri bigiminde

tanimlansin. Bu tiir egriler Q o, ©€2,, alt uzayinin elemanlart olsun. Bdylece

Pa
dy dy

L0 =e, D= -= 3.1.12
S O=e, —-)==e ( )

esitlikleri saglanir.

Bununla birlikte @ egrilik enerji fonksiyonu, M" deki diizgiin kapali egri uzayr Q

ya da uclarindaki Frenet catist sabitlenmis egrilerin uzayr olan Q ,, ye etki edebilir. Bazi

durumlarda yukarida belirtilen sinir terimleri etkisiz olabilir. Boylece ® nin Q », daki kritik



noktas1 Euler-Lagrange denklemi & = O ile karakterize edilebilir. Boylece (3.1.5)-(3.1.7)

denklemlerinden
V% (P (K)N)+V . (2xP' (k) — P(K))T)+ P (Kk)R(N,T)N=0 (3.1.13)

elde edilir (Arroyo ve ark.).

3.2 Yiizeyler Uzerindeki Elastik Egriler

Tanmm 3.2.1 (M 2 g), 2-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. M iizerinde y: I cR—

M *bigiminde tanimlanan y egrisinin biikiim enerjisi

F ()= § P(k); P(Q) =7 + A (3.2.1)
4
ile tammlamr. F* (y) nin kritik noktast (3.1.7) denklemi ile verilen & vektorii yardimiyla

olusturulan Euler-Lagrange denklemi & = 0 ile karakterize edilebilir. Boylece (3.2.1) degeri

(3.1.13) denkleminde yerine yazilirsa

2K7(s) + K (5) + 2x(s)G(s) — Ak(s) =0 (3.2.2)
elde edilir. Burada

G(s) = g(R(T, N)T, N) (3.2.3)

M nin Gauss egriligidir. Boylece (3.2.2) egrilik denklemini saglayan y egrisine M iizerinde
elastik egri(elastica) adi verilir. Eger A = 0 ise egri serbest elastik egri (free elastica) adin

alir. Burada T ve N varyasyon egrinin birinci ve ikinci Frenet elemanlaridir.

Onerme 3.2.2 (M?, g), 2-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. M iizerinde y: [ cR—

M *bigiminde tanimlanan vy egrisi geodezik olmayan sabit egrilikli bir egri olsun. Boylece



v egrisinin bir elastik egri olmasi icin gerek ve yeter sart M nin Gauss egriligi G nin sabit

olmasidir.

Ispat. (3.2.2) denkleminden ispat asikardir.€

3.3. Donel Yiizeyler Uzerindeki Elastik Egriler

Bu bolimde M*cE® donel yiizey olarak ele alinacaktir. Yani M vyiizeyi diizlemsel, regiiler
bir C egrisinin bir eksen etrafinda dondiiriilmesi ile elde edilir. Farz edelim ki C egrisi xz-

diizleminin bir egrisi olup bu egriyi z-ekseni etrafinda dondiirelim. Ayrica
as) = (1(s), g(s)) ; a<s <b; r(s) > 0 (3.3.1)

egrisi C nin yay uzunlugu ile verilen bir parametrelendirilmesi olsun. z-ekseni etrafinda

donme agis1 u olsun. Bu donel yiizey
fis, w) = (r(s)cos(u), r(s)sin(u), g(s)) (3.3.2)
yamast ile tanimlanir.

Bu durumda C nin her bir noktas1 Y, ile gosterilen paraleller olusturur. Bu egriler t yay

uzunlugu ile asagidaki sekilde parametrelendirilebilir;
w(t) = | r(s)cos——, r(s)sin——, g(s) |: 0 <t < 2mr(s) (3.3.3)
r(s) r(s)
Ys egrisinin M iizerindeki egrilik fonksiyonu «, olsun. Bdylece 7y, nin birim teget vektorii

=2 — (—sin— cos—
Ty(1)=7,(0) = (7,(1) = (sin RSk 0) (3.3.4)

Ayrica M nin ¥ boyunca birim normal vektor alani N ile gosterilirse,
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N(s,1) = (— ¢/(5)cos——,—g’(s) sinL,r’(s)j (3.3.5)
r(s) r(s)

dir.

Onerme 3.3.1 (3.3.2) yamasi ile verilen dénel yiizeyin paraleli % nin birim teget vektorii

Ty(1) ise

GO SN () A O YA ©)

Viali(0) = ( r(s) r(s)” r(s) r(s)”  r(s)

) (3.3.6)

dir. Burada V, M yiizeyinin Levi-Civita koneksiyonudur.

Ispat M nin ve E’ iin Levi-Civita koneksiyonlart sirasiylaV ve V olmak iizere Gauss

denkleminden
Vi o) =V,  T.(0) + (ST, (1), T, (0))N(s,1) (3.3.7)

elde edilir. Ayrica

Vo @) = A fulsu) + A2 fi(s,u) (3.3.8)
dir. Burada

fs.u)=(r'(s)cosu,r'(s)sinu, g'(s)) (33.9)

fuls,u)= (= r(s)sinu,r(s)cosu,0) (3.3.10)

dir. Boylece (3.3.8) esitligi (3.3.7) de yerine yazilirsa

Voo L0 = A fuls,t) + A fi(s,0) +(ST,(0).T, (1)) N (s, 1) (3.3.11)
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elde edilir. Bununla birlikte ¥, (¢) nin ikinci tiirevi

-1 t t

~ » d? .
V. . T.(t)=7.(t) =—(y.(t)) = , , 3.3.12
riol, ()= y,) P (7,(0) o) (cos o) sin o) ( )
dir. Son iki denklemin fi(s,?) ile i¢ carpimindan
, —r(s)
<7,(0), f,(s,0) >= (3.3.13)
r(s)

< f.(s,1), f,(s,t) >=1; (0(s) = (r(s), g(s)) birim hizl1 egri)
bulunur. Son esitliklerden

M=0vedy = LM LGw> _ Zr(s) (3.3.14)

< f(ssw), f.(s,u)>  r(s)

sonucuna varilir. Boylece (3.3.8), (3.3.9) ve (3.3.14) esitliklerinden (3.3.6) esitligi elde
edilir.€

Sonuc 3.3.2. (3.3.2) yamasi ile verilen donel yiizeyin paraleli Ys nin egriligi

(k. (0= T (3.3.15)

r(s)

dir.
Ispat. Uretec egrisi os) = (r(s), g(s)) birim hizli oldugundan '(s)* + g’(s)* = 1dur.
Ys egrisinin M deki egriliginin karesi
(5,0 = |V, )| (3.3.16)

dir. Ayrica (3.3.6) esitligi yardimiyla
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(r'(s))’
ri(s)

IVyon @) = (3.3.17)

elde edilir. Boylece (3.3.16) ve (3.3.17) esitliklerinden istenilen sonuc elde edilir.€
Boylece Onerme 3.2.2 yardimiyla asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.3.3 MZ*cE? bir dénel yiizey olsun. M nin paralellerinin egrilikleri sabit oldugundan

Ys(t) nin kapali bir elastik egri olabilmesi icin M nin Gauss egriligi G sabit olmalidir.

Onerme 3.3.4 M’cE’ donel yiizeyi ofs) = (r(s), g(s)) ; a<s <b; r(s) > 0 birim hizl iirete¢
egrisiyle verilsin. M nin paraleli s nin serbest elastik egri olabilmeleri i¢in gerek ve yeter

sart

2r(s)r"(s) = (r'(s))’ (3.3.18)
olmasidir.
ispat os) = (r(s), g(s)) birim hizli iirete¢ egrisiyle verilen donel yiizeyin Gauss egriligi

r’(s)

G(s,t) =- )

(3.3.19)

dir (O’neill, 1997 s.235). Boylece (3.3.15) ve (3.3.19) esitlikleri (3.2.2) de yerine yazilirsa
(3.3.18) esitligi elde edilir.€

Aciklama 3.3.5 (3.3.18) esitliginden r’(s) # 0 olmalidir. Eger r’(s) =0 olursa

_6)’

=) "

(5,)* =V, T.0

elde edilir. Buradan 7y egrisi M nin bir geodezigi olur. Boylece (3.2.2) Euler denklemi

asikar bir ¢ozlime sahiptir.
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Teorem 3.3.6 M°CE’ yiizeyi (3.3.2) yamas ile verilen bir donel yiizey olsun. Boylece M

yiizeyinin paralelleri serbest elastik egri olmasi i¢in gerek ve yeter sart;

(1) a(s) bir dogru (f eR™) ve donel yiizey dik dairesel silindirdir, yada

@ als)= (as+b)%“”““1;4“2(““”)2+%amtan[ s ]]
a a

’ J1-4a(as +b)*

2ab+1 <5< 1-2ab
24’ 24’

olmasidir (Sekil 1). Burada — ve beR dir.

Ispat. Farz edelim ki a(s)egrisi bir dogru olmasin yani donel yiizey dairesel bir silindir

olmasin. Bu takdirde s egrisinin serbest elastik egri olmasi i¢in gerek ve yeter sart (3.3.18)

diferansiyel denkleminin saglanmasidir. Boylece

_ ()

T =)

(3.3.20)

olmalidir. Bu diferansiyel denklemi

> odel:= 2*diff(r(s),s,s)*r(s) = (diff(r(s),s)"2);

> dsolve(odel);

Maple programu ile ¢ozdiiriiliirse

[ a? (d ’
odel =: 2(—(152 r(s)jr(s) = (_ds r(s)j
1

r(s)=0,r(s)=Cl*s’ +%C12C2 s +ZC22

elde edilir. Son denklemde 0—21 =ave %2 = b alinirsa

r(s)=(as+b); (3.3.21)
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seklinde diizenlenebilir. Ureteg egrisi ofs) = (r(s), g(s)) birim hizli oldugundan

g'(s) =1-(r(5))° (3.3.22)
r'(s) = 2a(as+b)

dir. Bu diferansiyel denklemi

> ode2:= diff(g(s),s) = (1-4*ar2*(a*s+b) "2)N(1/2);
> dsolve(ode2);

Maple programu ile ¢ozdiiriiliirse

odel2 = dig(s) = \/1—4a2(as +b)?
s

(~8a*s—8a*bN1-4a's® —8a’sb—4a’b>

s)=-—
8(s) 16a*
2a2(s+bj
arctan a
\/1—4a4s2 —8a’sb—4a’b*
+% 5 +CI
a

bulunur. Son esitlik diizenlenirse

+b)\J1-4a*(as +b)’
g(s)= (as )\/ a (as+b) + ! >-arctan 2a(as +b) +c
2a a J1-4a*(as +b)?

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar €
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Uygulama 3.3.7 Uretec egrisi

b)J1-4a’ :
a(s)= (as+b)2,(as+ )\/ @ (as+b) + 12 arctan 2a(as +b) +c
2a 4a J1-4a*(as +b)*

ile a(s) nin olusturdugu donel yiizeyin grafikleri

> U:=(s+2)"2:

> V:i=(s+2)*(sqrt(1-4*(s+2)"2))/2+(1/4)*arctan((2*s+4)/sqrt(1-4*(s+2)"2)):
> a:=U*cos(u):

> b:=U*sin(u):

>c:i=V:

> plot3d([a, b, c], s=-4..4, u=-4..4,grid=[25,25]);

Maple komutu yardimiyla a =1, b = 2 ve ¢ = 0 degerleri i¢in grafigi sirasiyla Sekil 1 ve

Sekil 2 de verilmistir.

Sekil 1. Sekil 2.
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3.4. Kiire Uzerindeki Elastik Egriler

S*(G) sabit egrilikli 2- kiire olsun. Kiire iizerinde regiiler tiirevlenebilir egrilerin uzay D ile

gosterilsin. Yani

D:{y.-1—>SZ(G);ye C4(I);%¢O} (3.4.1)
olsun. Verilen bir ye D egrisi i¢in
V()= a_ Y (3.4.2)
dt

teget vektorii 7(¢) ise birim teget vektorii belirtsin. Ayrica v(t)= V,V}1/2 vy min hizini, N(7)
birim normal vektoriinii ve k da y nin S*(G) deki yonlii geodezik egriligini belirtsin.
Boylece P(t), C” smifindan bir fonksiyon olmak iizere D iizerindeki egrilik enerji

fonksiyonu

O(y) = j?yp(x) = j P(x)ds = j P(x)vdt (3.4.3)
dir.

Ayrica D uzay i¢inde y(t) noktasindan gegen bir bagka I'(w) egrisi y nin varyasyonu

olarak
T(w, 1) = 7,(0): (—€,&) xI— S(G) , T (0, 1) = y(1) (344
biciminde tanimlanir ve bu egrinin y boyunca varyasyon vektor alani
V=V(w,t), W=W(w,t), T=T(w,t), v=v(w,t), N=N(w,t) (3.4.5)
W= W(z) = (oy/ow)(O0, 1)

ile gosterilir (Arroyo ve ark.). Ayrica s yay parametresi olmak iizere V=V(w,s), W=W(w,s),

T=T(w,s), v=v(w,s), vb.,dir. Burada, L y nin yay uzunlugu ise s&[0,L] dir.
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Egrilik enerji fonksiyonunun varyasyon egrisine kisitlanig1 ayn: sembol ile temsil edilsin.

Yani,

Ow) = B(y.(). (3.4.6)

olsun. Ayrica ©®(w) nin birinci tiirevini hesaplamak i¢in asagidaki kisaltmalar
kullanilacaktir:

K = P (k)N (3.4.7)
7= W o) P T. (3.4.8)
E = V. I+ P (k) RON,T)N. (3.4.9)
Burada
P = 9P (3.4.10)
dx
dir.
J=V.K +(2KkP'(x) - P(k))T
=(L—P’N—KP'T+2KP'T—PT (3.4.11)
S

=(KP’—P)T+diN
ds

E = V,J+P(x)R(N,T)N
d’P’ dpP’

=(kP"+P"- P)T +(xP’- P)xN +— N—Kd—T+P'GN (3.4.12)
S S

21/

= ((Kz +GyP'+ 4 lj - KP]N
S

Boylece (3.4.11) ve (3.4.12) esitlikleri yardimiyla asagidaki esitlikler elde edilir.
K = P(k)N (3.4.13)
dp’

g = (KP’—P)T+d—N (3.4.14)
S
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d’p’
= [ (K’ +G)P'+
(( ) 1

- KPJN (3.4.15)

Frenet formuliiV, T = kN kullanilarak ve integre edilerek asagidaki onerme elde

edilebilir (J. Langer and D.A. Singer, 1984).

Onerme 3.4.1 (birinci degisim formiilii).I'(w,s)=y,,(f) D uzayindaki <y egrisinin bir

varyasyonu ve O(y) = §P(K) da egrilik enerji fonksiyonu olsun. Bu takdirde sinir terimi
/4

BW, 7 =[< K, V, W>-< J,W>] (3.4.16)

olmak lizere asagidaki esitlik saglanir

-0, j E.W >ds+B[W, 7] (3.4.17)

0

©® nin kritik noktas1 bazi1 uzaylarda Euler-Lagrange denklemi E=0 ile karakterize edilebilir.

Yani

(x> +G)P (K)+(LP’

= kP(x) (3.4.18)
dir.

L. Durum: (;i =0 ise P(x) =k+ A dir.
S

e A =0 ise kritik nokta yoktur.

e A #0 ise kapali kritik noktalar% egrilikli cemberlerdir.

Bu sonug aslinda toplam egrilik fonksiyonludur.
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’

II. Durum: (Z—P #0 ise E = 0 ®uzaymndaki A egrisinin kritik noktasidir. Euler-Lagrange
S

denklemlerinin integralini kolaylastirmak icin ilk Once ilk integraline bakmaliy1z.(3.4.13),

(3.4.14) ve (3.4.15) esitlikleri yardimiyla
E=V,J+GK (3.4.19)
esitligi elde edilir. Buradan

0=(E,J)=(V,J+GK,J)=(V,].J)+ G(K,J)

- %% [3,3)+ G(K,K)(s)]

= % (V:3.3)+ (3,V.3) + G(V,K,K) + G(K, V,K)]
=(V,J.J)+G(V,K,K)

esitligi ile birlikte
1,J) = («P’(x) — P(x))* + L (3.4.20)
ds
(K,K) = (P'(x))* (3.4.21)
olmak iizere
(L1)+G(K,K)=d (3.4.22)

Y egrisi boyunca sabit olur. Boylece

(CL_PJ +(<P(9) = P())” + G(P'(x))’ = d (0425
S

dir.
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4. EGRILERIN MINiMAL ENERJILERIi

Bir egrinin toplam enerjisi
Eiop=Eic+Eas 4.1)
biciminde tanimlanir.

o : I — E’ statik uzay egrisi olsun. i¢ enerji genellikle biikiilme (bend) enerjisi olarak

E g () = [ (1)

o/(t)]dt (4.2)
seklinde ifade edilir. Burada k,o egrisinin egriligidir.
o egrisinin gerilme (stretch) enerjisi ise

Estretch (a’) = .”

seklinde ifade edilir.

o/ ()] dt (4.3)

3D egrileri icin burulma (torsion) biikiilmenin (twisting) biiyiikliigiinii belirtir (diizlemsel
egrilerin burulmasi sifirdir). Biikiilme (twisting) ic enerjiye asagida belirtilen E,,;; terimini

ilave ederek kisitlanabilir

E i () = [T (1)

o’ (t)]dt (4.4)

Burada t, o egrisinin burulmasidir (Veltkamp ve Wesselink,1995).

Biikiilme (twisting) enerjisinin minimize edilmesi diizlemde bulunan her nokta i¢in egrinin
kisitlanmasini saglar. (4.2),(4.3) ve (4.4) ifadelerinin interaktif programlama modelleriyle
degerlendirilmesi ve minimize edilmesi hesaplari oldukca zor olabilir. Bu yiizden bu

ifadeler asagidaki gibi kisitlandirilmigtir

B o (@) = [ o 0]t (4.5)
Bpens (@) = [ o() dt (4.6)
B,y (00 = [Jo" (0] dt 4.7)

Cogunlukla da bu yaklasik ifadeler kullanilmaktadir (Hagen ve Schulze,1991).
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Bundan sonraki ii¢ alt baslik egrinin belli bir parcasina etki eden bend, twist ve stretch
enerjilerine dayanan operatorleri ifade edecektir. Buradaki biitiin enerji terimlerinde yer

alan f{t) operatoriin egri boyunca kuvvetini ifade eden yiik fonksiyonudur.

Tamim 4.1. (gerdirme) (tightener):
Gerdirme (tightener) operatorii belirli bir uzunluga kisitlanmis egrinin bu kisitlamistaki

gerginligini belirtir ve asagidaki gibi ifade edilir.

o' (1)) dt (4.8)

E i () = [ £ (D)

Bu ifade gerilme (stretch) enerjisinin yaklasik durumuna benzemektedir.
Tanim 4.2. (dogrusallastirma) (straigtener):
Dogrusallastirma operatorii biikiilmeyi (bending) egrinin belirli bir kismina kisitlar. Bu

operator
(O] , 5
E,, () = [f(0]a" ()] dt (4.9)
)
biciminde tanimlanir.
Tanim 4.3 (diizlestirme) (flattener):

Diizlestirme (flattener) operatorii egrinin diizlemsel olmasini yani bir diizlemde yatmasini

saglamaya caligir. Diizlestirme operatorii
i m 2
Ey, () = [F(Oa” (0] dt (4.10)
9

biciminde tanimlanir.
Bu da egrinin belli bir kesimindeki yiik fonksiyonuyla birlikte biikiilme (twist) enerjisinin

bir yaklasik ifadesi olarak verilebilir.

Ornek 4.4. a(r) = (acost,asint,bt) egrisi ve f(t) =t fonksiyonu alalim (bak Sekil 3).

Boylece o egrisinin yiiksek mertebeli tiirevleri
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o’(t) = (—asint,acost,b)

o”(t) = (—acost,—asin t,0)

o”(t) = (asin t,—acos t,0)
ve o nin egrilik ve burulmasi sirasiyla

K(t)=a

T(t)=-b

dir. Boylece o egrisinin yukarida tanimlanan enerjileri hesaplanirsa

Eyy(@) = [ €0 0)dr= [ a*Na? sin® 1 +a® cos® 1+ b2 dr
= J.az\/a2 +bdt=(a’a®> +b* )t

E reien (O0) = j”oc'(t)”dt = J.\/al2 sin” t+a’cos’ t+b’dt= j\/az +b2dt=+a’ + b2t

E, (@) = [T 0] (0)]dt = [b*a® sin® 1+a” cos® 1+ b*dr
= [pNa® +b*dt = (b*Na® +b7 )t

E, ()= j||a’(t)||2dt = J'(x/a2 sin? 7 +a’?cos’ 1 +b> )2 dr

:j(cﬂ +b%)dt = (a* +b)t

E,., (o) = J.”oc”(t)”zdt: J.(\/az cos’ t+a’sin’ t)zdtz jazdt: a’t

E i (@) = I|G”'(t)||2dt = I(«/az cos’ t+a’sin’ t)zdtz Iazdt =a’t
T , T 2 bz . 2 bz 2
E g (00) = j £t de= j > +bHde =272 ¢ :%
n N ) n 3.2 . aZJT,Z
Esu(oc)=£f(t)||oc )| dtz.gaztdtzjtz =
T , ) T 32 . a2n2
B (@) = !f(t)||oc ()] dt = !a%dtz;tz =

elde edilir.



23

Ornek 4.5. a(t)=(tcost,tsint,1) egrisi ve f(t)=tfonksiyonu alalim (bak Sekil 4).
Boylece o egrisinin yiiksek mertebeli tiirevleri

o(t) = (cost—tsint,sin t + tcost,l)

o”(t) = (—2sint —tcost,2cost — tsin t,0)

o”(t) = (=3cost + tsin t,~3sin t — t cos t,0)

ve o nin egrilik ve burulmasi sirasiyla

K(t) =v4+t?
2

T(t) = —
© 4+t

dir. Boylece o egrisinin yukarida tanimlanan enerjileri hesaplanirsa

E bend (a’) =

=J-(4+t2)\/cos2 t+t’sin’ t—2tsintcost+sin’ t+t>cos’ t+ 2tsin tcost + 1dt

2 2 %

:J-\/cos2t+t2 sin®t—2tsintcost+sin’ t+ t? cos® t + 2tsin tcos t + 1dt

(.2
= j\/tz + 2dt :¥+arcsinh(%)

twist

Jeos? t+t2sin® t—2tsintcost +sin® t +t2 cos® t + 2tsin tcos t + 1dt

4
ZIW

_I ,” \/t + dt——arctanh( \/_ )— t >
4+ 42 2«€+2oa+t; )
+

~mctch(oc) j(x/cos t+t’sin’ t—2tsintcost+sin’ t+t’ cos t+2tsmtcost+1)d

3

:ﬁﬁ+mm:?+m

~ 2
E,. (0= J-(\/4sin2 t+4tcostsint+t*cos’ t+4cos’ t —4tcostsint+t’sin’ t) dt

3

=ﬂ€+®m:%+m
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~ 2
E,. (0) =J-(\/9cos2 t—6tcostsint+t’>sin® t+9sin’ t +6tsintcost +t* cos’ t) dt

3

=j<t2+9>dt=%+9t

4

T 4
Etight (a) = J-(t3 + 2t)dt = %-i—tz‘o = %4-752
0

r t S
Eslr(a’) = J-(t3 +4t)dt:Z+2t2‘0 :T'i‘ 2752
0

T 4
E g (Q) = j(t3 +9t)dt= %+%t2
0

elde edilir.

161
14
12
10
g <
5
4]
2] =
o
-10
0
10 "
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5. ELASTIK SERITLERIN KIRCHHOFF MODELI

5.0 Giris

Elastik serit caligmalar1 6zellikle DNA ve proteinlerin biomatematiksel modelleriyle
baglantili olarak artan bir ¢alisma konusudur. Bu ince seritlerin temel 6zelligi bir uzay
egrisi olmasidir. Elastik seritlerin statik enerjisi burulma (bend) ve biikiilme (twist)
enerjileriyle alakalidir. Bu model Kirchhoff tarafindan 1859’da dengedeki ince seritlerin

sekil ve dinamigini belirtmek amaciyla agiklamistir.

5.1. Uzay Egrileri ve Seritler

a(s)=1c R— R’ duragan uzay egrisini tiirevlenebilir bir fonksiyon olarak ele
alalim. Vse I parametresi i¢in Frenet elemanlar1 teget, normal ve binormal vektorleri
(T(s),N(s),B(s)) olsun. Teget vektorii birim vektor olmak iizere

da
T(s) = (5.1.1)

seklinde ve x(s)egrinin Vs noktasindaki egriligi olmak iizere

ar

5.1.2
" (5.1.2)

x(s) =

seklinde tanimlanir. Buradan x egrilik, 7 burulma olmak iizere Frenet-Serret denklemleri

Z—Z = KN (s),

d—N =—kT(s)+7B(s), (5.1.3)
ds

c:l—f =—TN(s).

dir.
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Tammm 5.1.1 Bir ince serit (Kirchhoff seridi) verilen bira egrisi ile dik kesitlerin

merkezlerinin geometrik yeri (d,(s),d,(s),d;(s)) lokal baz vektorlerinin birlestirilmesiyle

elde edilir.
Bu lokal baz
1 0 0
(d,(s),d,(s),d,(5)) =(T(s),N(s),B(s))| 0 cos¢ —sing (5.1.4)
0 sing cos¢

seklinde ifade edilebilir. Burada ¢ seridin d, vektorii ile N normal vektorii arasindaki

biikiilme agisidir.

Ayrica lokal baz elemanlart (d,(s),d,(s).d,(s))’in tiirev bilesenleri biikiilme

vektorii

k(s) = k,d, +k,d, +kyd, (5.1.5)
yardimiyla

dd, .

—L=k@xd () L i=123 (d.d;)=36, (5.1.6)

seklinde tanimlanabilir. Burada X vektorel carpimdir. Buradaki k, bileseni biikiilme

yogunlugu olarak adlandirilir ve yay uzunlugu boyunca {dl,dz,d3}baz1n1n d, teget

vektorii etrafindaki donme miktarimi 6lger (Goriely, Nizette ve Tabor,2001).

Sekil 5 Elastik Cubuk
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Tanim 5.1.2 Kirchhoff seridin torku M(s) olmak iizere

M (s)=Sk(s) ; S=diag(,a,b) (5.1.7)
dir. Burada a sabiti kesitlerin asimetrisini dlger, b sabiti ise burulma sertligidir.

Ozellikle (a = 1) simetrik ve (b = 1) hiperelastik seritler icin

M(s) = k(s) (5.1.8)
dir.

Genel durumda, (5.1.5) ve (5.1.7) yardimiyla Kirchhoff seridinin torku M(s)

M (s) =k, (s)d,(s)+ak,(s)d,(s)+bk,(s)d,(s) (5.1.9)
seklinde tanimlanir (Dandoloff ve Grahovski,2005).

Ayrica Kirchhoff seridinin elastik enerjisi

B = [< MK > ds = [ (5) +ak 5) + b, (9)ds (5.1.10)

biciminde tanimlanir. Burada s;,s,e 1 dir.
Kirchhoff seridinin gerilimi F(s) olmak {izere lineer ve acisal moment korunumu
dolayisiyla statik Kirchhoff denklemleri:

dF _

— .11
s 0 (5 )
dﬂ+d3(s)><F(s):0 (5.1.12)
ds

seklinde tanimlanir.

Biikiilme vektorii k(s), (5.1.4) ve (5.1.5) esitlikleri yardimiyla ¢ acisinin fonksiyonu

cinsinden

k(s) = (k,(5),k,(5),k;(s)) = (k(s)sin@, kK(s)cos P, T + ?) (5.1.13)
s

olarak ifade edilir. Burada ? intrinsik burulma yogunlugu olarak adlandirilir. Intrinsik
s

biikiilmeye sahip olmayan seride Frenet seridi denir. Frenet seridi i¢in B ile d, arasindaki
biikiim agis1 ¢ sabittir.
O halde Kirchhoff seridinin gerilimi F(s) {d,,d,,d,} cinsinden

F(s)=F (s)d,(s)+ F,(s)d,(s)+ F,(s)d,(s) (5.1.14)
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seklinde yazabiliriz. Bununla birlikte (5.1.11) ve (5.1.12) denklemleri yardimiyla asagidaki

adi denklem sistemi elde edilir:

F, +k,F,—k,F, =0 (5.1.15)
F,, +k,F, —kF, =0 (5.1.16)
F,, +kF,—k,F, =0 (5.1.17)
F =—ak,, +(b-1)kk, (5.1.18)
F, =k, +(b-a)kk, (5.1.19)
bk, +(a=1)kk, =0 (5.1.20)

Burada F, =@ dir.
Toods

Bununla birlikte «(s) =k, sabit alindiginda (5.1.13)-(5.1.20) denklemleri yardimiyla
asagidaki statik Sine-Gordon denklemi elde edilir:

d2u+(a—1)

> KO2 sinu(s)=0 u(s) =2¢(s) (5.1.21)
ds

Bu denklem asagidaki gibi ¢ok genis fiziksel problemlerin ¢dziimiinde kullanilir

( Dandoloff ve Grahovski,2005):

® Yiik, yogunluk ve dalga materyallerinde,

¢ Membran egimli dalgalarinda,

e Josephon dogrularinin manyetik akislarinda,

e Sarkag¢ burulmalarinda,

¢ Quantum alam teorisinin iki boyutlu temel parcacik modellerinde,
e Kristal ¢ikintilarinin yayilmasinda,

® Magnetik kristallerin Bloch wall hareketlerinde.
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5.2. Kirchhoff Denklemleri

Ince tiip x=x(s,#) ye bagli ve yay uzunlugu s ile parametrelendirilmis 3-boyutlu

uzaydaki diizglin x doniisiimiiyle ifade edilebilir. Burada x fonksiyonunu en az ikinci
dereceden tiirevlenebilir bir fonksiyon olarak ele alalim. ()" ifadesi s ye bagh tiirevi, (j
ifadesi ise zamana bagl tiirevi belirtir.
Lokal ortonormal bazlar (ya da yonetici bazlar) egrinin her noktasi i¢in

d, =d. (s,t) i=1,2,3
seklinde tanimlanir. Burada

dy=x
olmak iizere d, teget vektorii olarak secilir.
Diger ortonormal vektorler d, ve d,, d, e dik olacak sekilde diizlemde yatarlar. Yani

seridin kesitinin temel eksenleri boyunca bulunurlar. s ve ¢ nin her degeri icin bu vektorler
{a’1 , dz,d3} seklinde sag el ortonormal bazlar1 olarak segilirler.
Buna gore biikiilme vektorii

k=kd, +k,d, +kyd, (5.2.1)
ve germe vektorii

w=wd, +w,d, +w,d, (5.2.2)
seklindedir. Bu vektorler egri boyunca asagidaki germe ve biikiilme denklemleri ile uzayi

ve zaman degisimini kontrol ederler.

7

d, =kxd, i=1,23 d,ed; =9, (5.2.3)
d, =wxd,
k ve w nin yonetici bazlari i¢indeki bilesenleri

k=Y kd, (5.2.4)

ve
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w=Y wd, (5.2.5)

seklinde tanimlanir. k, ve k, egrilik bilesenleri ve k, ise seridin biikiilme yogunlugudur.
Biikiilme ve germe denklemlerinin ¢oziimii x(s,7) egrisini vermek i¢in integre edilebilen
d,(s,t)yi belirtir. d, egrinin normal vektorii olarak segilirse d, binormal vektor olur ve
lokal bazlarda cok iyi bilinen Frenet catisina kisitlanabilir.

Serit tizerindeki materyal noktalari

X(s,t) = x(s,t) + r(s,t) (5.2.6)
ile belirlensin. Burada

r(s,t) = x,d,(s,t) + x, d,(s,t) (5.2.7)
temel eksenlere bagli olarak x’(s) ye dik olan, S(s) kesitlerinin iizerindeki noktanin
pozisyonunu belirler. Kesitlerdeki toplam kuvvet F = F(s,t) ve toplam moment M = M(s,t)

asagidaki gibi tanimlanir.

F=[p.as (5.2.8)
S(s)
M= [rxp,ds (5.2.9)

S(s)
Burada p_, S(s) kesitindeki alan basina kullanilan temas(contact ) giicii belirtir. Bunu lokal

yoOnetici (director) bazlarla yazacak olursak
3
F=> fd, (5.2.10)
i=1
ve

(5.2.11)

seklinde olacaktir.

Denklem setinin tiirevini almak i¢in bir boyutlu eleman olarak tanimlanan serit uzunluk ds
ve kesit S(s) nin ince disklerine boliiniir. Tiim bu diskler i¢in lineer ve acisal momentumun
etkilesim (conversation) kurallar1 uygulanir.

Sonug olarak
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F'+ [ f.,dS= [p,Xds (5.2.12)
S(s) S(s)
M'+xX'XF+ [ rxf,ds= [pyrxXds (5.2.13)
S(s) S(s)

dir. Burada f

ext

dis kuvvettir ve hesaplamalarda goz ardi edilecektir( f, = 0).

Seridin A alaninda diizgiin dairesel kesitleri oldugunu varsayalim. O halde (5.2.12) ve
(5.2.13) esitlikleri asagidaki sonuca basitlestirilebilir.
F'=0 (5.2.14)
M +d,xF =0 (5.2.15)

Bununla birlikte kuvvet F(s,t) ve moment M(s,t) olmak iizere Kirchhoff denklemleri su

sekilde de yazilabilir:
F” = &Ad, (5.2.16)
M’ +d,xF =&L,d, xd, +1,d,xd,) (5.2.17)
M = Elkd, + El k,d, + uk.d, (5.2.18)

Burada () ve () swrasiyla yay uzunlugu ve zaman bagh tiirevler, & (sabit) seridin birim

hacim basina diisen kiitlesi, A kesit alam, I; ve I, nicelikleri kesitin bas eylemsizlik
momentleri, £ Young modiilii, # kesme modiilii ve J de kesit sekline baghdir. Yaricapin R

. . R* .. ..
oldugu dairesel kesit alinmas1 durumunda I; = I, = é = 71'7 secilebilir. EI; ve EI; seridin

temel biikiilme sertligi ve uJ ise burulma sertligidir. Gliciin d, ® F' tegetsel bileseni serit

boyunca gerilmesidir. (5.2.16)-(5.2.18) denklemleri dinamiksel Kirchhoff denklemlerini

olusturur. Bunlar {d,,d,.d,} bazlari ve onlarin tiirevlerini kapsayan ii¢ vektor denklemi, F

kuvvet vektorii ve M donme momentidir.
Kirchhoff modelini uzunluk, zaman ve kiitle Ol¢iilerini asagidaki gibi secerek

basitlestirebiliriz.

[L]=

Burada

I _ |4l _
Lo a5 gy, (5:2.19)
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2 2
9L A L A, L EAO (5.2.20)
ds I, ds I, ot &, ot
ve
F — EAF M — E\JAILM (5.2.21)

dir. Bu sartlar altinda Kirchhoff denklemleri su sekilde yazilabilir.

F'=d, (5.2.22)

M’ +d,xF =ad,xd, +d,xd, (5.2.23)

M =kd, +ak,d, +bk.d, (5.2.24)
Burada

a =;—: ve b= II‘Z/[IJI = o ('1]+ p (5.2.25)

dir. Burada o Poisson oramdir.

5.3. Basit Denge Durumundaki Coziimler

Seritler i¢in Kirchhoff denklemlerinin denge ¢oziimlerinin varligin1 bulmak icin (5.2.16)-
(5.2.18) denklemlerini g6z Oniine almaliyiz. Bunun icin (5.2.16) denkleminin yay
uzunluguna bagl olarak integralini aliriz ve kuvvet vektoriinii lokal bazlar cinsinden

F =Fd, + F,d, + F,d, seklinde yazarak asagidaki denklem sistemini elde ederiz.

F +k,F, —k,F, =0 (5.3.1)
F, +k,F —kF, =0 (5.32)
F, +kF, —k,F, =0 (5.3.3)
k| +(b—a)kk, —F, =0 (5.3.4)
ak, +(1=bykk, + F =0 (5.3.5)

bk, +(a—1Dkk, =0 (5.3.6)
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Eger a = 1 olursa (5.3.6) denkleminden k; biikiilme yogunlugunun sabit oldugu goriiliir.
ki=k;=0 i¢in bu denklemlerinin asikdr denge coziimleri diizgiin seritlerdir. Bunu bu
denklem sistemine uygulayacak olursak asagidaki formda genel bir ¢6ziim elde ederiz.
k=kyd, F=Fd, (5.3.7)
Burada d; yay uzunlugu boyunca sabit yonlendirmeye sahiptir ve k; ile Fs ise keyfi
sabitlerdir. Bu nedenle verilen a ve b i¢in biikiilme yogunlugu k; ve germe F; ile
karakterize edilen diizgiin seritler iki parametreli ¢6ziim ailesi olusturur.
Frenet egriligi x ve burulmasi 7 sabit kabul edilerek ve biikiilme vektorii i¢in (5.1.13)
esitligi kullanilarak helissel ¢oziimler elde edilir. Simdi celigkiyle tek uygun helissel
seritlerin Frenet seritleri oldugu gosterilecek Oyle ki seritler sifir i¢ biikiilmeye sahip
olsunlar. Bu durumda a = 1 durumunun aksine biikiilme yogunlugu k; sabitken bunu priori

olarak farz edemeyiz. Bu yiizden (5.1.13) esitliginde ¢ yi s nin keyfi bir fonksiyonu olarak
alahm. O halde (5.3.1)-(5.3.6) denklemleri ¢ ile asagidaki gibi yazilir.

’

F, —({'+70)F, + kF,cos { =0 (5.3.8)
F; +({ +1)F, — kF,sin{ =0 (5.3.9)
F, +KF, sin{ — &F, cos{ =0 (5.3.10)
F,=k|(b+1-a){" +(b—-a)t]cos ¢ (5.3.11)
F =x[(b+a-1)¢ +B-r]sin (5.3.12)
b =(1—-a)k?sin{ cos & (5.3.13)

Simdi ¢ nin serit boyunca sabit oldugunu ve gercekten % nin bir kati oldugunu

ispatlayalim. (5.3.8) ve (5.3.9) esitliklerinin lineer kombinasyonunu ele alalim.

[Fl, —({"+7)F, + k¥, cos {]sin §+[F2’ +({'+1)F, — k¥, sin{Jcos =0 (5.3.14)
Buradan

F sind+F, cosd + (& +0)(F, cosE —F, sind) =0 (5.3.15)

esitligi elde edilir. (5.3.11) ve (5.3.12) esitliklerini x # 0 olmak iizere (5.3.15) esitliginde

yerine yazarsak



34

[4b+2(1-a)cos2{ )7 — (1 —a)2L +7)*sin2¢ =0 (5.3.16)
elde edilir. (5.3.13) esitligini de (5.3.16) de yerine yazarsak

(1—a)k>sind¢ +2b[2K° =487 —47¢" = 72]sin2¢ =0 (5.3.17)
esitligine ulasiriz. {” # Oolsun. (5.3.13) esitliginin her iki tarafim ¢’ ile carpip bir kez
integralini alirsak

(1-a)x*

b¢? =(1-a)k>sin® & +C = (1—cos2{)+C (5.3.18)

olur. Burada C integral sabitidir. (5.3.17) ile (5.3.18) esitliklerinden {”* yi yok edebiliriz.
4bt{" =3(1-a)x’ cos2{ +2(b+a—-1)k> —4C - b7’ (5.3.19)
(5.3.19) esitliginin her iki tarafinin karesini alarak ve {”* yi yok etmek igin (5.3.18) esitligi
kullanilarak asagidaki sonug elde edilir.
87 [(1—a)k> (1—c0s28) +2C) - [3(1—a)&> cos2d +2b+a—1)k> —4C—-br* P =0 (5.3.20)
¢ nin sabit olmadig1 varsayilirsa cos2¢ nin her kuvvetinin katsayist (5.3.20) esitliginde
bagimsiz olarak sifirlanmalidir. Bununla birlikte cos®2¢ nin katsayist (—9(1—a)*«™*)

olmak iizere egriligin sifirdan farkli herhangi bir degeri i¢in negatiftir. O halde bu durum

varsayimimizla geliski olusturur. (5.3.13) denklemine geri doniip {” = 0 alirsak
gzn% neZ (5.3.21)

elde edilir. Simdi (5.3.8)-(5.3.13) denklem sistemini ¢ozebiliriz. Verilen x ve 7 igin
yalnizca n esitligine bagli olarak iki ¢6ziim ortaya ¢ikar. Helis ve halkalar n nin ¢ift olmasi
halinde yiiksek biikiilme sertligi d> nin yonii binormal boyunca yattigindan binormal helis

ve binormal halka olarak ifade edilirler. Eger ilerde halkalarin kapali olmasi gerekirse sinir
sartlari gtamsaylsl olarak uygulanir. Helis ve halkalar n nin tek degerleri icin yiiksek

biikiilme sertliginin yonii normal boyunca yattigindan normal helis ve normal halka olarak
adlandirilirlar. Her iki seritte sekil 4 de verildigi gibi Frenet seritleridir. Binormal durum
icin ¢Oziim

k=xd,+, F=0b-a)x (5.3.22)

ve normal durum icin ¢6ziim
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k=l +d, F=0B-Dx (5.3.23)
seklindedir.

a) Binormal helis b) Normal helis

Sekil 6.
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6. MANYETIK GIRDAPLAR (VORTICES)

6.0. Manyetik Alanlar

(M,g) 3-boyutlu yonlendirilmis Rieman manifoldu olsun. Sifir divergensli vektor

alan1 V € y( M ) manyetik olarak tanimlanir. Burada

div(V)—Zg:% V—i:vi (6.0.1)
- =7 0x - i=1 iax; a

seklindedir.
V nin ¢ Lorentz kuvveti her X € (M ) i¢in (M,g) manifoldundaki vektorel carpim ile
HX)=VxX (6.0.2)
seklinde tamimlanir. Asagidaki Lorentz kuvveti esitligini saglayan her manyetik alan,
yoriingeleri M deki ¥ egrileri olan manyetik akimlar olustururlar.
vV, Y =Vxy (6.0.3)
Burada V (M,g) nin Levi-Civita koneksiyonudur.
{T =y,N ,B} ¥ birim egrisinin M deki Frenet ¢atis1 ve k ile 7 ise sirastyla egrinin egrilik
ve burulmasi olsun. Frenet denklemleri M de verilen V manyetik alani ile birlestirilmis

manyetik akimlara ait olan egriyi karakterize etmekte kullanilabilir. Bunun i¢in ¥ boyunca

os)=g(V(s)y(s)=(V(s).y(s)) (6.0.4)
ile tanimlanan fonksiyonu ele alalim. Burada V(s), V manyetik alaninin (s ) noktasindaki

degeridir. Boylece asagidaki onerme soylenebilir.

Birim hizli1 ¥ egrisinin V manyetik alaninin manyetik yoriingesi olmasi i¢in gerek

ve yeter sart V nin ¥ boyunca

V(s)=aXs)T(s)+x(s)B(s)=(V(s),y(s)T(s)+x(s)B(s) (6.0.5)
seklinde yazilabilmesidir.
Not olarak 6zellikle V her bir manyetik yoriinge boyunca rectifying diizlemlerin alanlarinda

yatar. Boylece her bir manyetik yoriingeyle birlestirilmis @ fonksiyonu y nin quasi-slope

olarak adlandirilacaktir.
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6.1 Ornekler

Ornek 6.1.1. (Oklidyen uzayda Lancret egriler)

M=IE’ iizerinde vektor alam
Vix,y,z)=f(x,y)0, (6.1.1)
seklinde tanimlansin. Burada f, z ye bagli olmayan diizgiin bir fonksiyondur. Basit bir
hesaplamayla gosterilen
V,V=X(f)o, (6.1.2)
esitligi
div(V)=0_f =0 (6.1.3)

oldugunu ispatlar. Sonug olarak V, IE® de manyetik alan olarak tanimlanir. Diger yandan /3
z=0 diizleminde birim hizl1 egri olsun ve f€ ( 0,% JU( %,75 ) olarak secilsin. O halde IE®

de « birim egrisi

ofs)=sin6f(s)+scoso, (6.1.4)
ile tanimlanir. Buna Lancret egrisi ya da genel helis denir. Eger e ( 0,£ ) ise saga

dondiiriilmiis(right handed) yoksa sola dondiiriilmiis(left handed) bir egridir. Burada

B(s)=(Bi(s).B(s)) (6.1.5)
olmak iizere (6.1.5) esitligini (6.1.4) de yerine koyarak (s ) yi

a(s)=sin@( B,(s),Ly(s))+scos6(00,1)=(sin6B,(s)sin6B,(s)scos@) (6.1.6)
seklinde yazabiliriz. Ayn1 zamanda

i[=cos6’1"+sinﬁB:><i[,a/(s)>=c0s0=sbt. (6.1.7)
esitligi saglaniyorsa @ ya genel helis denir. @ egrisini egrilik ve burulmast S nin egrilik
fonksiyonu x,; ve egim 6 ile

Ka(s):(sinﬁ)l(ﬁ(s) (6.1.8)

Ta(s):(cosﬁ)l(ﬁ(s) (6.1.9)
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seklinde hesaplanabilir. Simdi (6.1.8) ve (6.1.9) esitliklerini ispatlayalim.

a ve [ fonksiyonlari ile bunlarin yiiksek mertebeden tiirevlerini ele alalim.
o(s)=sin6f(s)+scoséo
a(s)=sin6f(s)+cos_ B(s)=(B,(s5),B,(s))
a(s)=sin6B(s) B(s)=(B,(s).B,(5)
a’(s)=sin6B"(s)

Frenet formiillerinden

’

T, :[ 0 xﬁ}rﬁ }
! -5, 0 |N
N, ); B

esitligi kullanilarak
Ty =KkgNy
Ny =—KsTy

elde edilir. (6.1.12) esitligi ise
Ty(s)=(B,(s)f, (5)
Ny(s)=(=B, (s)—=B, (5))

seklinde yazilabilir. (6.1.12) ve (6.1.13) esitliklerinden

(B (0B, (s)=Ky(~B, (s)=B, (5)

’

(6.1.10)

(6.1.11)

(6.1.12)

(6.1.13)

(6.1.14)

sonucuna varilir. (6.1.14) esitliginin her iki taraft N, ile carpilip diizenlenecek olursa

K, = <( B, (5)=B, (sIUB, () ﬁz"(s))>
S k=B ()8, (5)+ B, (5)B,(5)

elde edilir. B birim hizl bir egri oldugundan

k(s)=]B7s)

dir. Egrilik tanimindan

K, = <V, ,V2>

(6.1.15)

(6.1.16)

(6.1.17)
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”

m:dmxnzﬁ%,n:mxm 6.1.18)

esitlikleri kullanilarak (6.1.8) esitligi asagidaki gibi elde edilir.

,(_<0/L”>
1= ’
]

i e, SinGB(s)
K, = <szn o' (s) sin| ,5”(5)||>

_sin’ 0 (B(s).97(s))
sin @ ||,B”(s )||

=Sin QM

1875 )|

= sin 0”,8"(5 )||

= Kk, = sinbky

Ayni sekilde (6.1.9) esitligi de asagidaki islemlerle ispatlanabilir.

T, =<V2 ,V3>
a//(s) B

’ d d ’

V, =V, xV, =a(s)x- 25

s )

=(sin@l; +cos@ . )x N
=sin@(TyXN, )+cos6(d XNy )

=sin@ —cos 6T,

T, =<V2 ,V3> =<— KTy, siné0 —cosHTﬁ> = cos Ok,

=17, =cosOky

Ayrica o boyunca

d, =cosdl' + sin6B (6.1.19)
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dir. Bu nedenle

F(B(s)=xpB(s) (6.1.20)
secilerek @ nin V nin manyetik yoriingesi oldugu elde edilir. Burada
V= ,y )0
f(x2), (6.1.21)

V(s )=&B(s )(cos 6T + sinbB)
dir.

Ornek 6.1.2. (3-kiire iizerinde Lancret egrileri)
7:8 = §? seklinde tanimlanan Hopf doniisiimii matematikte oldugu kadar fizikte de
onemli bir konudur.
$ =k =(zp2)eC el +af =1
birim kiire olsun. S tizerindeki Killing vektor alan1 77
nz)=iz=(iz,,iz,)
seklinde tanimlanmis olsun. Bu da
g, :8° =S telR
ayrintili (global) bir parametreli izometriler grubunu
g(z)=e"z
fonksiyonuyla olusturur.
n yoriingeleri olmak iizere Hopf doniisiimleri geodezik lifli (fiber) Rieman daldirma

(submersion) olusturur. Herhangi bir f : $° — IR diizgiin fonksiyonu , 7 Hopf doniisiim

ile f=for yielde etmek icin §° e tasmabilir. Boylece vektor alan1 V = fn olur. Sonucta
V sifir divergenslidir ve bu yiizden $° de manyetik alan olarak tanimlanir. Yani manyetik
akimlar1 Hopf alani ile sabit a¢1 yapan egrilerle olusturulan alana Hopf manyetik alant
denir. Bu egri Hopf tiipiinde geodezik olarak

T,=x"(f)
yatar. Burada tiipiin kesitleri $° de S etrafinda kurulmustur. Sonugta S° deki her Lancret

egrisi, f fonksiyonu uygun kesitler boyunca egrilik fonksiyonu olarak secildigi takdirde, bir

manyetik alanin manyetik yoriingesidir.
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Ornek 6.1.3. (Kirchhoff elastik seridi)

Tanmm 6.1.4. y:[0,1] — S°(G ) sabit kismi G egrilikli 2-kiireye gomiilmiis regiiler egri

olsun. Eger
v dk
—=—=0 6.1.22
ow ow ( )

seklinde W yonlii herhangi bir de§isme varsa W vektor alan1 ¢ boyunca Killing alanidir.
Yardimc1 teorem (Langer ve Singer,1984) yardimiyla W nin ¥ boyunca Killing vektor
alan1 olmasi icin gerek ve yeter sart

(V,W.,Ty=0 (6.1.23)
(V' W.N)+G(W,N)y=0 (6.1.24)
kosullarinin saglanmasidir.
Onerme 6.1.5. y:1=[0]1] — S°(G),D uzayina etki eden @ nin kritik noktas1 olan, s?

ye gomiilmiis regiiler bir egri olsun. O halde J vektor alan1 ¥ boyunca Killing alanidir. Bu

nedenle bu vektor alani $*(G) deki Killing alaninin ¥ ya kisitlanisidir(Arroyo ve ark. 2003)

Ispat: 7 = ap (x)

+ (2x P’(x) - P(x) )T seklinde tamimlanmis J vektor alaninin Killing

alan1 oldugunu gostermek icin (6.1.23) ve (6.1.24) esitliklerini saglatmaliyiz. J vektor

alaninin tanimindan
d’P’ ,
s

elde edilir. Buradan da (6.1.23) esitligi kolayca saglanmis olur. Esitligin tekrar tiirevi alinip
Euler-Lagrange denklemleri de kullanilarak

dr’

2 - — RS—
(v, J.N)==G o (6.1.26)
oldugu goriiliir.
(J.N) = ar (6.1.27)

ds
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oldugundan (6.1.26) ve (6.1.27) yardimiyla (6.1.24) esitligi saglanmis olur ve boylece ispat
tamamlanir.

(M,g) deki Kirchhoff elastik seritlerini ¢alismak icin varyasyonal yaklasim daha
onceden elde edilmis klasik yaklasimlara esittir. Bu modelde seridin merkez dogru

konumlar1 y egrilerinin uygun uzaylar: i¢in asagida verilen elastik enerji fonksiyonunun

uclar1 olarak goziikebilir.

A
F(}/):I|:73K'2(S)+/12’Z'(S)+ﬂ]j|ds, A, #0 (6.1.28)
4
Serit boyunca moment merkez dogru boyunca olan vektor alanina uyar.
4
M(s)= /1—T(s)+K'(S)B(S) (6.1.29)
3
Farzedelimki y serit konumunun merkez dogrusu olsun. Egri, momentine gore bir

parametreli egriler sinif1 elde etmek i¢in asagidaki gibi degistirilebilir.

V.(s)=exp, (tM(s)), te€IR (6.1.30)

, K(s,t),

Burada 7,(s) nin hiz, egrilik ve burulma fonksiyonlar: sirasiyla v( s, )=y, (s)

7( s,t ) dir. Basit bir hesaplamayla bu fonksiyonlarin =0 daki degisimleri bulunup ¢oziim
uzayt 6-boyutlu olan M(s) deki diferensiyel denklem sistemini olusturan
M(v)=M(k)=M(7)=0esitligi kontrol edilebilir. Diger taraftan (M,g) deki herhangi bir
Killing vektor alaninin ¥ ya kisitlanis1 lineer sisteminin ¢oziimiinii acikca verir. Ustelik

herhangi 3-boyutlu Riemann manifoldunun izometriler grubu I(M,g)nin boyutunun
boy(I(M,g)) <6 oldugu c¢ok iyi bilinir. Bu esitligin saglanmasi icin gerek ve yeter sart
(M,g) nin sabit egrilige sahip olmasi ya da basit baglantili veya reel projektif 3 uzay
olmasidir (yiiksek biikiilmezlikli uzaylar). Sonug¢ olarak bu durumda Killing vektor
alanlarinin uzayr 6-boyutludur. O halde bu durumdan merkez dogru boyunca momentin
biitiin (M,g) manifoldunda bir Killing vektor alan1 oldugu ortaya ¢ikar.

Sonucta elastik seridin merkez dogrusu yiiksek biikiilmezlikli uzaylarda serit
boyunca momenti saglanan egriye kisitlanmis Killing manyetik alanin bir manyetik

yoriingesidir.
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7. DNA nin ELASTIK SERIT MODELI

DNA halkalarina yaklasik olan elastik serit klasik Kirchhoff yaklasimina gore yay
uzunlugu s ile parametrelendirilir. Seridin kesitlerinin merkezi her s noktasi i¢in merkez
dogru r(s) yi olusturur. Lokal koordinat gatisi {d,(s),d,(s).d,(s)} her kesitin
yonlendirilmesini belirler. Birim vektorler d, ve d, DNA kesitlerinin asal ekseni boyunca
yatarlar. d, vektorii ise d, ve d, vektorlerine diktir. Bu vektorlerin bilesenleri Euler agilar
yada Euler parametreleri olarak ifade edilebilir.

Seridin sekli merkez dogrudaki egrilik x ve merkez dogru etrafindaki biikiilme Q
ile ifade edilir. Egrilik sirasiyla seridin d, ve d, deki burulma biiyiikliigiine gore x; ve kx,
olarak bilesenlerine ayrilir. Biikiilme ise acilmis serit igin Q,, sarilmis serit i¢in JQ
seklinde dengede (intrinsik) olarak ayristirilir. Burada Q =Q + & dir.

Egrilikler ve biikiilme k vektoriine gerilmis formdadir.

d.=kxd, , k=(x,k,,Q) (7.1)
(noktasal tiirev s ye bagh tiirevdir.)

Seridin geometrik agiklamasim1 tamamlamak i¢in d, normalinin tegetle merkez dogruda
cakismasini saglayan uzatilamazlik kisitlamasini kullaniriz.

r=d, (7.2)
Modelin dinamiksel degiskenleri dengede seridin her kesitindeki elastik olmayan kuvvetleri
f(s) ve torklar1 g(s) yi saglatan elastik kuvvetler n(s) ve torklar m(s) dir.

n+f=0, m+g+ixn=0 (7.3)
Kuvvet ve torklarin DNA da etkili olmadigini yukarida tanimlanan long-range etkilesimlere
ait olmadigini kabul ediyoruz. Bu yiizden f=0 ve g=0 aliyoruz. Seridin dinamiksel tanimini

tamamlamak icin &, ve k, egriliklerindeki elastik tork m ve uzatilamazlik JQ arasinda

lineer bagimlilik oldugunu kabul ediyoruz.

m=AKd, +AK,d, +C&, (7.4)
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Burada C, DNA biikiilme modiilii, A, =aC ve A, = SC ise d, ve d, deki DNA burulma
modiiliidiir.

Sonugta (7.1) ve (7.2) nin geometriksel ve (7.3) ve (7.4) iin dinamiksel denklemleri
boyutsuz yapilir ve Kirchhooff denklem sistemiyle birlestirilir.

Denklem sisteminin ¢oziimii elastik kuvvet n(s) ve tork m(s) yi dengeleyen ve enerjiyi

minimize eden elastik serit [r(s),k(s)] nin geometrisini verir.

1 2 2 2
U= AT LSS S (1.5)
N "2
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