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OZET

Bu caligmada, hareketli yiiklerin etkisi altindaki kirislerin dinamik davranislari
incelenmektedir. Analizlerde Euler-Bernoulli kiris teorisi kullanilmaktadir. Farkli tip ve
sartlardaki kirislerin serbest titresimleri tespit edilmis ardindan dikey kolonlarla
desteklenen diiz kiriglerin, egrisel kirislerin ve catlak ihtiva eden kirislerin hareketli
yiiklerin etkisi altindaki titresimleri tespit edilmistir. Dikey kolonlardaki tepki
kuvvetleri kirig iizerine yayili birer kuvvet olarak ifade edilerek, sinir sartlar1 ve
siireklilik sartlarinin kullanimindan kaginilmistir. Bu yontemle ne kadar ¢ok sayida
kolon mevcut olursa olsun ¢oziim bolgesi par¢alanmadigi ve ekstra simir sartlar
tanimlanmadig1 icin ¢oziime oldukca basit islemlerle ulasilmistir. Egri kirislerde ve
yiikksek hizla hareket eden sistemlerde atalet etkisinin yaninda merkezcil ve Coriolis
ivme etkilerinin de goz ardi edilmemesi gerektigi sonucuna varilmistir. Burada elde
edilen en Onemli sonuglardan birisi de hareketli kiitlenin hizinin kirisin dinamik
davranisi iizerinde oldukga etkili oldugudur. Hareketli yiikiin etkisindeki kirisin cevabi
Duhamel integrali ile verilmektedir. Diferansiyel denklemin sag tarafindaki merkezcil
ve Coriolis ivme terimlerinden kaynaklanan gayri-lineer terimler yari iteratif bir
yaklagimla ¢oziilmiistiir. Sonu¢ kisminda hareketi etkileyen degiskenlerin pek c¢ok
degeri icin sayisal ornekler sunulmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Hareketli yiik, kiris, egrisel, catlak, titresim, dinamik, Coriolis,
merkezcil.
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ABSTRACT

This study is devoted to the investigation of dynamic analysis of the beams under
moving load. The analysis is based on Euler-Bernoulli beam theory. First Eigen
functions of the various types of beams have been obtained than the dynamic response
of supported, curved and cracked beams under moving loads have been investigated.
Each vertical support is modeled as a linear spring and a linear damper. The present
method utilizes the concept of distributed moving load, spring force and damping force,
and avoids the use of matching conditions. Expressing these forces in terms of the
unknown function of the problem highly simplifies obtaining an exact solution. An
important property of Dirac delta distribution function is utilized in order to reach the
exact solution. A solution method similar to the method of successive approximation
has been used. This study is devoted to the investigation of the effects of inertial,
centripetal and Coriolis forces on the dynamic response of a simply supported beam
with a single crack under moving mass load. As in the case of beams without a crack, it
is shown that these forces must be considered in the analysis. The inertial, centripetal
and Coriolis forces are appreciably affected by the mass and the velocity of the moving
load. The response of the system is obtained in terms of Duhamel integral. The
differential equation which involves a non-linearity on its right hand side is solved via
an iterative procedure. The method has been exemplified for the special values of the
variables.

Key Words: Moving Load, beam, curved, crack, vibration, dynamic, Coriolis,
centripetal.
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GIRIS

Kopriiler, demir yollar1 ve pek ¢ok tasiyict sistem, tatbik noktasi zamanla degisen
yiiklerin etkisi altindadir. Mekanikte bu tiir yiikler genellikle hareketli yiik olarak
adlandirilir. Hareketli yiikiin siddeti sabit yada degisken olabilir. Her iki durumda da
hareketli yiik, dinamik bir yiiktiir ve dinamik yiiklerin etkisi altinda ¢aligsan yapilarin
bakim maliyetleri yiiksek buna karsilik isletme omiirleri diisiiktiir. Ozellikle hareketli
yiiklerin etkisi altinda calisan demir yolu ve kara yolu kopriileri gibi son derece yiiksek
maliyetli yapilarda bakim giderlerini azaltacak ve isletme Omriinii yiikseltecek
tedbirlerin alinmasi, koprii ara¢ etkilesiminin bilinmesi ve kopriiniin dinamik
davranmiginin tespit edilmesi ile miimkiindiir. Bunun yaninda krenler, rulmanli yataklar,
kayar uzuv iceren mekanizmalar, hidrolik ve pnomatik elemanlar gibi daha pek ¢ok

mithendislik sistemi hareketli yiiklerin etkisi altinda ¢alismaktadir.

Hareketli yiik deyimi oldukg¢a genel bir anlamda kullanilmaktadir. Yiik hem kiitle
hem de kuvveti kapsamaktadir. Hareketli kuvvet ile anlatilmak istenen; siddeti sabit ya
da degisken olmakla birlikte kiris ile etkilesime girmeyen yalmzca tatbik noktasi
degisen kuvvettir. Oysaki hareketli kiitle otomobil, kamyon yada bir tren gibi kiitlesel
bir etkiyi ifade etmektedir. Bu durumda hareketli kiitle kiris ile etkilesim icerisindedir

ve aralarindaki tepki kuvvetini bu etkilesim belirler.

Hareketli bir kuvvet yada hareketli bir kiitlenin etkisi altindaki bir mekanik
sistemin dinamik davranmisini onceden kestirmek oldukca giictiir. Bu yiikler ozellikle
yiikksek hizlarda mekanik yapida siddetli titresimlere ve dinamik gerilmelere sebep
olabilirler. Mekanik deneyimleri, hareketli yliklerin mekanik sistemler iizerine iki
sekilde etki edecegini gostermektedir. Bu yiikler mekanik yapi iizerinde ¢arpma etkisi
olusturabilir ya da yap1 deforme olmaya zaman bulamadan hareketli yiik sistemi terk
edebilir. Bu iki durum birbirinin tam tersi sonuglar dogurmaktadir. Bu ¢alismada bu tiir

yiiklerin etkisi altindaki kiriglerin dinamik davranislar1 incelenmektedir.



Pek cok durumda, 6zellikle aracin kiitlesinin kopriiniin kiitlesine oraninin diisiik
oldugu durumlarda aracin atalet etkileri ihmal edilebilmektedir. Boylece kirigin
hareketini idare eden ¢ok daha basit bir matematik model olusturulabilmektedir. Bunun
en tipik ornegi tekil bir kuvvetin tesiri altindaki kirig problemidir. Bu modelde kiris ile
hareketli kiitle arasindaki etkilesim ihmal edilmekte ve yalnizca kirisin hareketi ile

ilgilenilmektedir.

Koprii ve kirislerin hareketi incelenirken genellikle diiz kirisler ideal dogru kabul
edilmektedir. Oysaki gercekte hicbir kiris tamamen diiz bir dogru degildir. Ornegin;
kopriiler, bazen yapim hatasi olarak, bazen de kirisin egilme direncini artirmak icin
bilin¢li bir sekilde hafif egrisel yapilmaktadir. Bununla birlikte kiris tamamen diiz olsa
bile zamanla mutlaka bir miktar ¢cokme yapacaktir. Statik halde boylesi hafif bir
egriligin etkisi oldukca kiiciiktiir ve genellikle ihmal edilmektedir. Ancak hareketli bir
yiikiin tesiri altindaki kirislerde egriligin belirgin bir etkisinin varligi bilinmektedir. Bu

etki literatiirde az sayidaki caligsmalarla ve bu doktora tezi ile dogrulanmistir.

Dinamik yiiklerin etkisi altinda calisan sistemlerde malzeme yorulmasi ve bu
yorulmaya bagl olarak catlak olusumu sik goriilen bir durumdur. Kirislerde olusacak
boylesi bir catlagin kirise ve iizerinde tasidigi hareketli yiike etkisi 6zellikle deneysel
arastirmalarla cokc¢a incelenmistir. Ancak bu konudaki analitik ¢aligmalar bir kisim hata
ve eksiklikler icermektedir. Bu doktora caligmas ile hareketli yiiklerin etkisi altindaki
farkli sartlara haiz catlak ihtiva eden veya etmeyen kiriglerin dinamik davranislarinin
tespiti i¢cin daha gergekci analitik bir model olusturulmasi hedeflenmektedir. Buna ek
olarak literatiirdeki bir kisim eksik ve hatalarinda giderilmesi amag¢lanmaktadir. Bu
yontemlerin formiilasyonu, miimkiin oldugunca genel bir formda verilmeye O6zen
gosterilmistir. Boylece genel kullanima agik daha kullanigli yontemlerin ortaya

konulmasi amag¢lanmistir.

Calismada hareketli yiiklerin etkisi altindaki kiriglerin dinamik davranislari {i¢ ana
baslikta incelenmektedir. Ilk kistmda bu alanda daha once yapilan calismalarin ana
hatlar1 ile 6zetlendigi Kaynak Ozetleri kismu yer almaktadir. Hemen ardindan problemin

¢Oziimii i¢in yapilan kabullerin ve kullanilan yontemlerin anlatildigi, serbest titresen



kirislerin 6z fonksiyonlarinin hesaplandigi ve hareketli yiiklerin etkisi altindaki farkl tip
ve sartlardaki kirislerin dinamik davramisinin tespiti icin gelistirilen yOntemlerin
sunuldugu Materyal Metod boliimii yer almaktadir. Bu yontemin cesitli uygulamalar
Arastirma Sonuglari ve Tartisma kisminda sunulmustur. Son olarak ta sayisal 6rneklerin

¢Oziimii icin yazilan Matlab programlart ‘Ekler’ kisminda verilmistir.

Hareketli yiikler ve koprii ayaklarindaki tepki kuvvetleri Fourier doniisiim teknigi
yardimi ile kiris iizerindeki yayili yiikler olarak ifade edilebilir. Fourier doniisiim
tekniginin bu ozelligi kullanilarak gelistirilecek olan yontemle, 6zellikle birden ¢ok
hareketli yiik ihtiva eden problemlerde ya da birden fazla ayakla desteklenen kopriilerde
diger yontemlere nazaran oldukc¢a basit islemler neticesinde sonuca ulasilabilmektedir.
Kirisin ¢6ziim bolgesinde siireklilik sartlarindan dolayr bir parcalanmaya sebep

olmamasi bu basitligin en onemli sebebidir.

Yontemin bir uzantis1 olarak hafif egrilikli kirislere de benzer bir yaklagim
uygulanacaktir. Bunun yaninda hafif egrilikli kirislerde merkezcil ivme ve Coriolis
ivmesinin etkisinin artacagl diisiiniilerek, bu etkilerinde hesaba dahil edilmektedir.
Literatiirde hafif egrilige sahip hareketli yiik tasiyan kirislerin dinamik davranisi igin

analitik bir ¢oziim mevcut degildir.

Uciincii ve son olarak kirisin catlak ihtiva etmesi halinde dinamik davranisi
incelenmektedir. Kirigin herhangi bir noktasinda catlak ihtiva etmesi kirisin o
noktasindaki egilme rijitigini lokal olarak azaltmaktadir. Catlak ihtiva eden bu noktanin
egilme rijitligi, ¢atlak derinliginin bir fonksiyonu olarak ifade edilebilmektedir. Catlak
ihtiva eden kopriilerin dinamik davranisi incelenirken, koprii lizerindeki catlagin bir
donme yay1 olarak modellenebilecegi kabul edilmektedir. Bu kabul literatiirdeki
calismalara dayanmaktadir. Calismada farkli catlak derinlikleri ve konumlari igin
hareketli kiitlenin Coriolis ve merkezcil ivme etkisi de gbz Oniine alinarak kirigin

titresim cevabi en genel halde elde edilmistir.



1. KAYNAK OZETLERI

Biiyiik kiitlelerin yiiksek hizlarda nakledilme ihtiyaci sistemlerin giivenilirligi ve
dinamik davraniglart iizerinde daha titizlikle durulmasimi saglamistir. Bu amagla
hareketli yiiklerin etkisi altindaki yapilarin dinamik davranislar1 bir ylizyilldan uzun bir
siiredir incelenmektedir. Ozellikle koprii, kopriiyol, demir yolu ve kirislerin titresimi
lizerine pek ¢ok inceleme yapilmistir ve pek cok yontem gelistirilmistir. Ozellikle Euler-
Bernoulli kirig teorisi iizerine bina edilmis hatir1 sayilir miktarda caligsma mevcuttur. 19.
yiizyilin ortalarindan itibaren ilk demiryolu kopriilerinin insasiyla birlikte hareketli
yiiklerin kopriiniin giivenilirligine etkisi sorgulanmaya baslanmistir. Bu alandaki ilk
teorik calisma, 1849 yilinda Ingiltere de Chaster demir yolu kopriisiiniin ¢okmesinin
ardindan, Willis (1849) tarafindan kirisin kiitlesinin hareketli cismin kiitlesinin yaninda
cok kiiciik oldugu kabulii ile yapilmistir. Bu calismada kirisin ataleti ihmal edilerek,
arag sabit hizla hareket eden tekil bir kuvvet olarak géz oniine almistir. Willis tarafindan
bu kabuller altinda elde edilen kirisin hareket denklemi, Stokes (1849) tarafindan gii¢
serileri kullamilarak c¢oziilmiistiir. Bu yontem belli bir durumun kesin ¢oziimiinii
vermekle birlikte, kopriiniin ataletini ihmal ediyor olmas1 hasebiyle oldukc¢a kisith bir
kullanima sahiptir. Bununla birlikte Willis ve Stokes tarafindan atilan bu adim koprii
mithendisligine biiyiik bir katki saglamistir. Zimmermann (1896) da hemen hemen ayni

kabullerle benzer ¢alismalar yapmuistir.

1.1. Diiz Kirisler

Sabit hiz ve genlige sahip bir kuvvetin tesiri altindaki prizmatik bir ¢ubugun
hareketi Krylov (1905) ve Inglis (1934) tarafindan incelenmistir. Krylov 6zel olarak
tizerinde hareketli tekil kuvvet tagiyan doner mafsalli diiz bir kirisi incelemis ve bu
calismada kirigin kiitlesinin hareketli cismin kiitlesine nazaran cok biiyiik oldugunu
kabul etmistir. Ayn1 problem Timoshenko (1911), Lowan (1935) ve Bondar (1954)
tarafindan 6z fonksiyonlar, Green fonksiyonlar1 ve integral denklemler yontemleri ile

¢Ozilmiistiir.



Timoshenko (1922) koprii iizerinde sabit hizla hareket eden araci hareketli sabit
bir kuvvet olarak kabul etmistir. Aracin ataletini ihmal ederek basit mesnetli bir kiris
olarak ele aldig1 kopriiniin hareketini incelemistir. Benzer bir calismada Timoshenko,
(1927) kirisin kendi soniimiinii ihmal ederek, hareketli kuvvetin kritik hizin1 veren bir
ifade elde etmis ve Kkirisin gerilme dagilimlarim tespit etmistir. Ayre ve ark. (1950)
hareketli kuvvetin etkisi altindaki iki acgiklikli bir kirisin dinamik davranisini
incelemistir. Bu calismada kirisin her iki ucunun basit mesnetli oldugu ve ortasindan

rijid bir ayakla desteklendigi kabul edilmistir.

1950 lerden sonra daha gercekgi kiris — ylik etkilesim modelleri olusturulmaya
baslanmistir. Wen (1960) iki aksh hareketli tasitin etkisi altindaki kopriiniin dinamik
davranigini incelemistir. Bu incelemede k&priiniin kiitlesinin diizgiin yayili oldugu kabul
edilmis ve aracin her iki aks1 basit kiitle — yay modeli olarak modellenmistir. Wen
caligmasinda hareketli yiikiin etkisi altindaki kirisin dinamik yer degistirmesi ile
hareketli yiikiin aym1 konumlarindaki statik yerdegistirmeler arasinda bir yaklagim
ortaya koymustur. Kirigin kendi soniimii ilk olarak Velozzi (1967) tarafindan ele
almmistir. Velozzi hareketli yiiklerin etkisi altindaki sontimlii kirislerin titresimleri

tizeriye calismalar yiiriitmiistiir.

Geleneksel olarak hemen hemen tiim arastirmalar Kirisin dinamik davranisi
izerine yogunlasmis, buna karsilik aracin hareketi iizerinde pek durulmamistir. Hatta
pek cok calismada arac hareketli sabit bir kuvvet olarak tahayyiil edilmistir. Bunun ana
nedeni yalmzca hareketli yiikiin tesiri altindaki kirisin risk altinda goriilmesidir. Bir
diger neden de aracin hareketinin incelenmesinin ¢éziime getirecegi zorluktur. Bu kabul
kirisin kiitlesinin hareketli kiitleye nazaran ¢ok biiyiik oldugu durumlarda onemli bir
hata olusturmayabilir. Ancak yiiksek hizli trenlerin kullanimi ile birlikte araglar i¢in ¢cok
yiikksek hizlarin séz konusu olmaya baslamasi, ara¢ giivenligi ve konforu agisindan
hareketli kiitlenin dinamik davramisim 6nemli kilmaya baslamistir. Aracin dinamik
davranisinin 6nemli oldugu yada biiyiik kiitlelerdeki araclari tasiyan sistemlerde aracin,
hareketli bir kuvvet olarak kabulii ciddi hatalar dogurabilir. Bu durumda aracin atalet

etkilerinin de g6z Oniine alinmas1 gerekmektedir.



Hareketli kiitle ve kiitleyi tasiyan kiris arasindaki iliski, hareketli sabit kuvvetten
farkli olarak lineer olmayan ve etkilesimli bir dinamik problemdir. Hareketli yiik bir
kuvvet degil de bir kiitle olarak diisiiniildiigiinde kiris tizerine iki farkh sekilde etki
etmektedir. Ilki agirlik etkisidir ki yer cekiminden dolay1 ortaya cikar. Kiitle ve
yercekimi ivmesi degismedikce bu etkinin siddeti sabittir. Ikinci etki ise atalet etkisidir.
Atalet etkisi hareketli kiitlenin diisey dogrultudaki ivmesi ile birlikte degisir. Yalnizca
agirlik kuvveti gbz oniine alindiginda diferansiyel denklem cok daha basit islemlerle
¢oziilebilir. Ancak atalet kuvvetleri, Coriolis ve merkezcil ivme bilesenleri diferansiyel
denklemi gayri-lineer yaptigindan ¢oziimii oldukca zorlastirmakta ve pek ¢ok defa
diferansiyel denklemin analitik ¢6ziimii miimkiin olmamaktadir. Denklemlerin gayri —
lineer olmasi bilinmeyen fonksiyonun tiirevlerinin bu kuvvetlerin tanimlan igerisinde
yer almasindandir. Bu gayri-lineer diferansiyel denklemler sayisal yontemlerle

¢oziilebilmektedir.

Kirisin ve hareketli kiitlenin atalet etkileri ilk olarak Jeffcott (1929) tarafindan
ardil yaklasimlar yontemi ( Picard yontemi ) kullanilarak ele alinmistir. Stanisic ve
Hardin (1969) c¢ok sayidaki hareketli kiitlenin etkisi altindaki basit mesnetli kirigin
hareketini Fourier seri acilimi yardimiyla incelemistir. Boylece ilk defa atalet etkilerinin
g6z Oniine alindig1 ¢alismalar yapilmistir. Hareketli kiitle problemi Ting ve ark. (1974),
Sadiku ve Leipholz (1987) tarafindan Green fonksiyonlar1 kullanilarak incelenmistir.
Tek bir hareketli kiitle tagiyan basit bir kiris hali icin kesin ve kapali form ¢oziim ilk

defa Stanisic (1985) tarafindan kirisin 6z fonksiyonlar1 yardimiyla bulunmustur.

Demir yolarimin kullanimindaki artisa paralel olarak demir yollarmin dinamik
davraniglarinin tespitine yonelik ¢alismalarda yine bu donemlerde hiz kazanmustir.
Ozellikle hareketli yiiklerin etkisi altindaki sonsuz uzunluklu kirislerin, hareketli
yiiklerin ve hareketli yiik katarlarinin etkisi altindaki kopriilerin dinamik davranislar
integral doniisiim teknikleri ile ¢okca incelenmistir. Laplace - Coursan ve Fourier
integral doniisiim teknikleri en yaygin kullanilan iki yontemdir (Fryba 1972). Ancak bu
yontem ¢ok uzun olmayan ve ekstra sinir sartlarina sahip kirisler i¢in uygun bir ¢6ziim
yontemi degildir. Fryba (1973) bu yontemleri kullanarak ¢ok sayidaki hareketli yiikiin

etkisi altindaki basit mesnetli kirisin titresimini incelemistir. Fryba (1972) hareketli



yiiklerin tesiri altindaki yapilarin titresimlerini oldukca kapsamli bir kitapta incelemistir.
Bugiinde pek ¢ok calismaya 151k tutan bu kitapta, hareketli yiiklerin etkisi altindaki tek

boyutlu katilarin yaninda, iki ve ii¢ boyutlu katilarn titresimleri de verilmektedir.

Esmailzadeh ve Ghorashi (1992) hareketli noktasal bir kiitle tasiyan sonlu
uzunluktaki bir kirisin hareket denklemini adi diferansiyel denklemlerin ¢oziimiine
indirgeyen bir yontem ortaya koymustur. Esmailzadeh ve Ghorashi (1995) ayni
problemi hareketli yiikiin & genisligindeki bir kisimda kiris iizerine yayili oldugunu
kabul ederek incelemislerdir. Bu ¢alisma daha kolay ve c¢ok sayidaki sinir sartini

saglayan bir ¢6ziim yontemi ortaya koyma adina énemli bir gelismedir.

Giirgdoze (1997) kiristeki titresimin genligini azaltmak ig¢in, kiris boyunca
soniimleyiciler ve yaylar yerlestirerek, bu soniimleyicilerin etkisi altinda kirisin serbest
titresimini incelemistir. Giirgoze (1998) serbest ucu M Kkiitlesi tasiyan ve tek noktadan
viskoz damper ihtiva eden bir konsol kirisin 6zdegerlerini hesap etmistir. Zorlanmig
titresim cevabini bulmamis olmasina ragmen kirigin, bu 6z fonksiyonlar kullanilarak
hareketli yiikiin etkisi altindaki dinamik davramsinin tespiti ¢ok zor degildir. Bu
calismadan hareketle herhangi bir noktasindan ayakla gii¢lendirilmis hareketli yiikiin

tesiri altindaki bir kirigin dinamik davranisi tespit edilebilir.

Oz ve ark. (1998) hafif egrilige sahip Kkirisin lineer olmayan titresimlerini
incelemistir. Kiriste boylesi hafif bir egrilik kirisi burkmaya zorlayan bir kuvvet
tarafindan olusturulabilir, ancak burada bahsedilen kirigin kendisinde var olan herhangi
bir tesir tarafindan meydana getirilmemis olan bir egriliktir. Calismada kirisin her iki
ucundan basit mesnetli oldugu ve elastik temeller iizerinde durdugu kabul edilerek,
kirisin hareketini idare eden integro — diferansiyel denklem pertiirbasyon yontemi ile

¢cOziilmistiir.

Wang ve Lin (1998) hareketli kuvvetin etkisi altindaki ¢ok sayida aciklik ihtiva
eden Timoshenko Kkiriginin titresimini analitik olarak incelemistir. Analizlerde kirisin
eksenel ve donme etkilerinin yaninda uzama etkileri de goz oniine alinmistir. Sonug

olarak belli bir uzunluktaki kirigte aralik sayis1 arttikca yada bir baska ifadeyle kirisi



destekleyen ayaklarin sikligr arttikga, kirisin titresiminin ilk modunun frekansinin
kiiciildiigii goriilmiistiir. Bu c¢alismanin bir diger onemli sonucu da Timoshenko
kirisinde olusan maksimum yer degistirmenin Euler — Bernoulli kirisine gore daha

biityiik oldugudur.

Kwon ve ark. (1998) hareketli yiikiin etkisi altindaki kirigin titregimlerinin
kontrolii {izerine ¢aligmalar yiiriitmiistiir. Kwon ve ark. araci, kiitle, siispansiyon ve
lastikten ibaret iki serbestlik dereceli bir sistem olarak modellemis ve kirisin
titresimlerinin kontrolil i¢in kiris iizerine ek kiitle — yay — damperden olusan titresim
soniimleyici eleman ilave etmistir. Bu sayede giic kaynagi gerektirmeyen bir sistemle

kirisin titresim kontrolil gerceklestirilmistir.

Son yillarda hareketli yiiklerin etkisi altindaki kopriilerin titresim davranislar
izerine hatirn sayilir miktarda calisma yapilmistir. Siiphesiz bunda Japonya ve bazi
Avrupa iilkelerindeki hizli tren uygulamalarinin rolii oldukga biiyiiktiir. 1970 lerden
itibaren bilgisayar teknolojisinin yayginlasmasi ve analiz tekniklerindeki koklii
degisimle birlikte, basta sonlu elemanlar yontemi olmak iizere aynk ¢6ziim
yontemlerinin gelistirilmis olmasi bunun bir diger nedenidir. Dijital bilgisayarlarin
kullanilmaya baslanmasi1 ve yayginlagsmasiyla birlikte arastirmacilar daha gercekgi
koprii ve ara¢ modelleri olusturma imkénina kavugmustur. Diferansiyel denklemlerin
analitik ¢oztimiindeki giicliigiin asilmasi ile birlikte daha gercek¢i ve tam modeller
ortaya konabilmistir. Oyle ki bu yontemlerle burulma etkilerinin de dikkate almabildigi
iki hatta ii¢ boyutlu analizler yapilabilmekte ve ¢ok serbestlik dereceli ara¢ modelleri
ortaya konabilmektedir. Daha 6nceleri oldukca genel problemler iizerine arastirmalar
yiiriitiiliirken bilgisayarlarin yardimiyla lokal ve oldukga spesifik problemlerde inceleme
konusu olmaya baslamistir. Giiniimiizde sonlu elemanlar yontemleri {izerine kurulu
olduk¢a giiclii sayisal yontemler aracin ve kopriiniin dinamik davraniginin tespitine

imkan tanimaktadir.

Cheung ve ark. (1999) karayolu tasitlar1 ve trenlerin etkisi altindaki ¢ok sayida
aciklik ihtiva eden ve kesiti diizgiin olmayan kirislerin titresimlerini incelemistir.

Karayolu tagitlar1 iki serbestlik dereceli bir sistem olarak, trenler ise iki serbestlik



dereceli sistemlerden olusan bir seriye genisletilerek modellenmistir. Caligmada hareket
denklemleri matris formunda yazilarak daha agik bir ¢6ziim yontemi elde edilmistir. Bu
yontem sonlu elemanlar yontemlerine kiyasla ¢ok daha az sayida bilinmeyen ihtiva

etmekte ve oldukc¢a hizli bir sekilde yakinsamaktadir.

Michaltsos ve Kounadis (2000) ilk defa hareketli kiitlenin etkisi altindaki ince
kiriglerin dinamik davranisin1 Coriolis ve merkezcil ivme etkilerini de dahil ederek
incelemistir. Hareketi idare eden gayri — lineer diferansiyel denklemin ¢dziimiinde yine
Kounadis (1985) tarafindan gayri — lineer sinir deger probleminin ¢6ziimii icin verilen
iteratif bir yontem kullanilmistir. Michaltsos (2001) bu kez iki akslhi hareketli bir tasitin
etkisi altindaki kirigin dinamik davranmisim1 yine Coriolis ve merkezcil ivme etkilerini
dahil ederek incelemistir. Calismada tiim bunlara ek olarak aracin donme etkileri de
dikkate alinmistir. Michaltsos (2001) degisken hizla hareket eden bir kiitlenin etkisi

altindaki kirisin dinamik davranisini da incelemistir.

Sun (2001) hareketli yiiklerin etkisi altindaki kirislerin yer degistirmelerinin
kapali form ¢oziimiinii Green fonksiyonu, konvoliisyon ve rezidii integralleri yardimu ile
elde etmistir. Sayisal 6rneklerle hareketli kuvvetin kritik hiz olarak isimlendirilen belli
bir hiz degerinde seyrettiginde kiriste maksimum yer degistirmelerin olustugunu

gostermistir.

Deprem yiiklerinin izolasyonu ig¢in kiris mafsallarina elastik ¢dken mesnetler
yerlestirilmektedir. Yau ve ark. (2001) hareketli kuvvetin etkisi altindaki elastik
mesnetli boyle bir kirisin dinamik davranigini ve rezonans durumlarini analitik bir
yaklasimla incelemistir. Bu c¢alismada, elastik mesnetlerin yerlestirilmesinin kirisin

rezonans durumlarini artirdig: tespit edilmistir.

Yang ve Wu (2001) hareketli kiitlenin etkisi altindaki egrisel kirisin dinamik
davranisini incelemistir. Yang ve Wu hareketli kiitle ile kiris arasindaki tepkiyi agirlhik
ve merkezcil kuvvet bilesenlerine ayirarak kirisin hareket denkleminde ifade etmis,
ancak kiitlenin atalet etkisini ve Coriolis kuvvetini goz Oniine almamistir. Song ve

Biondini (2002) literatiirde hemen hemen herkes tarafindan ihmal edilen kiris
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yiizeyindeki diizgiinsiizliigiin ara¢ — koprii etkilesimine tesirini sonlu elemanlar yontemi
ile ele almistir. Song ve Biondini rastgele diizgiinsiizliikler ihtiva eden kirisin titresimini

Monte Carlo simiilasyon teknigini kullanarak incelemistir.

Chen ve ark. (2002) aktif siispansiyon sistemli arag ile koprii arasindaki etkilesimi
incelemistir. Caligmada iki serbestlik dereceli ara¢c modeli kullanilmis ve koprii basit
mesnetli bir kiris olarak modellenmistir. Diizgiin olmayan yiizey sartlarina sahip bir
kiris ile iki serbestlik dereceli ara¢ modeli arasindaki etkilesim, kuple hareket
denklemlerinin ¢6ziimii ile belirlenmistir. Sonug¢ olarak kopriiniin maksimum yer
degistirme yaptiZi anda, aracin izafi deplasmaninin azaldigi goézlenmistir. Bu da
kopriiniin arag i¢in bir titresim emici gibi davrandigim1 gostermektedir. Koprii icin risk

olusturan bu durum, aracin siispansiyon sistemi kontrol edilerek giderilebilmektedir.

Esmailzadeh ve Jalili (2003) ara¢ — yolcu — koOprii sisteminin titresimini
incelemistir. Arag, siiriicii ve yolcular ile birlikte sabit hizla hareket eden bir ceyrek
ara¢ modeli, kiris ise basit mesnetli Euler — Bernoulli kirisi olarak modellenmistir.
Farkli ara¢ hizlarnn igin sayisal sonuglar dinamik yer degistirmenin ve egilme
momentinin maksimum degerlerinin kirisin orta noktasi civarinda olustugunu

gostermistir.

Wang ve ark. (2003), kiris tizerine ekstra kiitle — yay — damper sistemi ekleyerek,
hizli tren yollarindaki titresimlerin soniimlenmesi iizerine calismalar yiiriitmiigtiir.
Hesaplamalar boylesi bir pasif titresim emici sistemin olduk¢a kullanmigh oldugunu ve

kiriste asir titresimlere engel oldugunu gostermektedir.

Sonlu uzunluktaki egrisel kirislerin serbest yada zoraki titresimlerini ele alan pek
fazla ¢aligma mevcut degildir. Literatirde daha cok dairesel egime sahip kirislerin
hareketli yiiklerin etkisi altindaki dinamik davraniglarinin incelendigi c¢aligmalar
mevcuttur. Wu ve Chiang (2003, 2004) hareketli yiikiin etkisi altindaki dairesel egime
sahip bir Timoshenko kiris elemaninin hareketini, kirisin uzama ve donme etkilerini de

g6z Oniine alarak incelemistir. Wu ve Chiang hareketli bir tekil kuvvetin tesiri altindaki
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sonlu uzunluga sahip dairesel bir yayin titresimini kirisin donme etkilerini de g6z 6niine

alarak incelemistir.

Hareketli yiiklerin ve hizli trenlerin etkisi altindaki kopriilerde, titresim genlikleri,
birlesik yada kafes kiris sistemleri kullanilarak azaltilabilir. Yau (2004) hareketli bir
tekil kuvvetin etkisi altindaki boyle bir birlesik kirisin titresimini incelemistir. Birlesik
kiris sistemi basit mesnetli bir kiris ve bu kirisin orta noktasindaki rijid elemanla kirig

mafsallarina bagl iki kiris elemanindan ibarettir.

Kargarnovin ve Younesian (2004) kirisin belli bir bolgesinde yayili hareketli
periyodik kuvvetin tesiri altindaki elastik temelli kirisin dinamik davranisinm
incelemistir. Bu ¢aligmada Fourier doniisiimii, konvoliisyon integrali ve rezidii teoremi
kullanilarak, kiris boyunca olan yerdegistirme, egilme momenti ve kesme kuvveti
degerleri hesap edilmistir. Kargarnovin ve ark. (2005) daha sonra visko — elastik temelli
kiris icin aym problemi ele almistir. Kocatiirk ve Simsek (2004), hareketli periyodik
kuvvetlerin etkisi altindaki visko — elastik Kkirislerin enine titresimlerini Euler —
Bernoulli kirig teorisi ¢ercevesinde incelemistir. Problemin c¢o6ziimiinde Lagrange
denklemleri kullanilmis ve problem kirigin yerdegistirmeleri, hareketli periyodik yiikiin
frekansi, cesitli soniim oranlar1 ve aciklik sayisi i¢in sayisal olarak incelenmistir. Bu
calismada, hareketli yiikiin hizinin, frekansinin ve visko — elastik kirigin soniim oraninin

kirisin yer degistirmeleri iizerinde oldukca 6nemli bir etkisinin oldugunu tespit etmistir.

Yanmeni Wayou ve ark. (2004) hareketli yiikiin etkisi altindaki kirisin lineer
olmayan dinamik davranisini incelemistir. Yanmeni Wayou ve ark. hareketli kiitlenin
tesiri altindaki bir kirisin dinamik davranigimi idare eden diferansiyel denkleme gayri -
lineer 6zellik katan merkezcil ve Coriolis ivme etkilerini de gdz 6niinde bulunduran bir

formiilasyon ortaya koymustur.

Yang (2004) hizli tren — koprii basta olmak {iizere, arag — koprii etkilesiminin
dinamik cevabinin tespitine yonelik caligmalar yiirtitmiistiir. Yang karayolu ve demir
yolu kopriilerinin dinamik davramislarinin tespitine yonelik oldukca kapsamli bir

calisma ortaya koymustur. Yang, bu calismanin sonucunda 6zetle asagidaki sonuglara
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ulagmigtir. Karayolu kopriileri demir yolu kopriilerine nazaran daha rastgele yiiklerin
etkisi altindadir. Zira bir karayolu k&priisii farkli zamanlarda farkh tip ve kiitledeki
araglarin gecisine maruzdur. Demir yolu kopriileri ise vagon sayis1 ve kiitlesi bir miktar
degismekle birlikte genelde ayni tip yiiklerin tesiri altindadir. Bu durum bir avantaj gibi
goriinmekle birlikte, vagonlarin aks agikliklarinin sabit olmasi nedeni ile demir yolu
kopriisii tizerine hareketli periyodik bir kuvvetin etki etmesi anlamina gelir. Bu ise
kopriide rezonans riski olusturan oldukca tehlikeli bir durumdur. Rezonans, yol
konforunu diistirebildigi gibi, aracin yol giivenligini zayiflatabilir ve kopriiyii tahrip
edebilecek kadar biiyiik yer degistirmelere de sebebiyet verebilir. Tiim bu problemler

Yang tarafindan detayli bir sekilde ele alinmustir.

Kopriiniin titresim frekanslarini koprii iizerine yerlestirilen dl¢iim elemanlart ile
direkt olarak tespit etmek oldukca maliyetli hatta bazi durumlarda olanaksiz
olabilmektedir. Yang ve ark. (2004) aracin dikey titresimlerinden hareketle, {izerinde
hareket ettigi kopriiniin titresim frekanslarinin tespitine yonelik caligmalar yiirtitmiistiir.
Calismada ara¢ basit bir kiitle yay sistemi, koprii ise basit mesnetli bir kiris olarak
modellenmistir. Bu konu iizerinde daha titizlikle durulmasi1 gereken, ¢alisiimaya deger
bir konu olarak goriilmektedir. Zira bu yolla kopriide olusabilecek ve kopriiniin dinamik

davramigina etki edebilecek tahribatlarin konumunun tespiti de miimkiin goriilmektedir.

Yagiz ve Sakman (2005) hareketli tagitin etkisi altindaki kopriiniin titresim
analizini Lagrange formiilasyonu kullanarak gerceklestirmistir. Diger ¢aligmalardan
farkli olarak burada, hareketli tasit yedi serbestlik dereceli tam bir tasit modeli, koprii
ise dort kosesinden basit mesnetli dikdortgen levha olarak modellenmistir. Law ve Zhu
(2005) yol diizgiinsiizligii ve aracin fren etkisinin kopriiniin dinamik davranisina

tesirini sayisal simiilasyonlar ve laboratuar testleri ile incelemistir.

Ouelaa ve ark. (2006) hareketli bir trenin etkisi altindaki demir yolu kopriisiiniin
dinamik davraniginin tespiti icin vibro — akustik bir model ortaya koymustur. Burada,
kirisin hareketini idare eden kuple diferansiyel denklem Newmark yontemi kullanilarak
iteratif bir yaklasimla ¢oziilmiistiir. Abu — Hilal (2006) hareketli sabit kuvvetin etkisi

altindaki birbirine visco — elastik bir tabaka ile baglh paralel 6zdes iki kirisin hareketini
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incelemistir. Burada her iki kirisin yerdegistirmeleri analitik olarak hesap edilmis ve
kapali formda verilmistir. Bunun yaninda hareketli kuvvetin farkli hiz degerleri ve

visko — elastik tabakanin farkli soniim ve sertlik degerleri i¢in hesaplamalar yapilmistir.

Garinci ve Risitano (2008) siddeti zamanla degisen hareketli yiiklerin etkisi
altindaki hizli tren kopriilerinin titresimini incelemistir. Tren aks acikliklarinin sabit
olmas1 hizli trenin gecisi sirasinda kirisin hareketli periyodik yiiklerin etkisine maruz
kalmas1 anlamina gelmektedir. Garinci ve Risitano bu yiiklerin hiz1 ve frekansinin

kirisin rezonansina etkisini ele almistir.

Simsek ve Kocatiirk (2009) hareketli tekil periyodik kuvvetin etkisi altindaki
Euler — Bernoulli kirisinin serbest ve zorlanmig titresimini Lagrange yaklasimi ile ele
almistir. Burada mesnetlerdeki kisitlar Lagrange carpanlan ile ifade edilmektedir.
Simsek ve Kocatiirk hareketli periyodik yiikiin hizinin ve frekansinin kirisin dinamik
davramigina etkisini incelemistir. Sayisal sonuglar bu etkilerin kirisin dinamik yer

degistirmelerinde olduk¢a 6nemli bir rolii oldugunu gostermistir.

Yau (2009) hareketli tagitlarin etkisi altindaki asma kopriiniin dinamik davranisini
incelemistir. Bu incelemede kirisin toplam dinamik cevabi1 farazi — statik ve
eylemsizlik — atalet cevabi olmak iizere iyi parcaya ayrilmistir. Bu iki cevabin toplam

kirisin gercek dinamik cevabini vermektedir.

Samani ve Pellicano (2009) hareketli yiiklerin etkisi altindaki kirislerin
titresimlerinin gayri — lineer dinamik titresim emiciler yardimiyla azaltilmasi iizerine
calismalar yliriitmiistiir. Bu calismalarin ana hedefi gayri — lineer titresim emicilerle
lineer titresim emicilerin performanslarinin karsilastirilmasidir. Samani ve Pellicano
kirigin hareketini idare eden kismi diferansiyel denklemi adi diferansiyel denklem
takimina indirgeyerek Galerkin — Bubnov yontemi ve modal ac¢ilim yardim ile

¢Ozmustiir.

Literatiirdeki bu c¢alismalarin pek cogu problemi sayisal ya da yar1 sayisal

yontemlerle incelemis ve biiylik bir kisminda hareketli kiitle sabit bir kuvvet olarak
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kabul edilmistir. Hareketli kiitlenin de yalnmizca atalet etkileri gbz Oniine alinmis, buna
karsilik merkezcil ve Coriolis ivme etkileri ihmal edilmistir. Yalnizca Michaltsos ve
Kounadis (2001) agir kiitlesel yiiklerin etkisi altindaki uzun ve ince kopriiler icin bu
etkileri dikkate alan bir calisma ortaya koymustur. Bu doktora calismasinda da hareketli
kiitlenin merkezcil ve Coriolis ivmeleri géz Oniine alinacaktir. Hareketli yiikiin hiz1 ve
kiitlesinin farkli degerleri icin bu ivme terimlerinin kirigin dinamik davranigi tizerine

etkileri gosterilecektir.

1.2. Catlak ihtiva Eden Kirisler

Dinamik yiiklerin etkisi altindaki yapilar malzeme yorulmasi sonucu olusan mikro
catlaklarin tehdidi altindadir. Bu c¢atlaklar zamanla ilerleyerek sistemin dinamik
davranmigina tesir edebilir. Bu nedenle catlak ihtiva eden kirislerin dinamik yiiklerin
etkisi altindaki davranislar1 6nem arz etmektedir. Son yirmi yilda catlak ihtiva eden
kiriglerin hareketli yiiklerin etkisi altindaki davramiglarinin incelendigi deneysel ve

analitik say1s1z calisma yapilmustir.

Catlak, bulundugu bolgede catlak derinligine ve geometrisine bagli olarak kirigin
egilme direncini lokal olarak degistirmektedir (Anifantis ve Dimaragonas, 1984). Bunun
dogal bir sonucu olarak ta kirisin dinamik davranis1 ve kararliligi degismektedir. Bazi
arastirmacilar catlagin sistemin dinamik davranisi iizerine etkisini incelerken, bir kisim
aragtirmacilarda sistemin dinamik davramisim gozlemleyerek yapida catlak olup

olmadiginin ve eger varsa konumunun tespitine yonelik ¢alismalar yiiriitmiislerdir.

Ostachowitz ve Krawczuk (1991) serbest titresen bir konsol kiristeki iki acgik
catlagin kirisin egilme titresim frekanslarina etkisini veren bir yontem sunmustur. Rizos
ve Aspragathos (1990) ise problemi tersten ele almis ve kirigin titresim genliklerini
Olcerek, catlak bolgenin yerinin tespitine yonelik calismalar yiiriitmiistiir. Liang ve ark.
(1990) yine buna benzer bir problemi sonlu elemanlar yontemi ile ele almistir. Parhi ve
Behera (1997), Runge — Kutta yontemini kullanarak hareketli bir yiikiin etkisi altindaki

dairesel bir saftin tizerindeki ¢atlagin konumunun tespitine yonelik ¢caligmalar yapmistir.
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Chondros ve ark. (1998), tek ve cift tarafli acik catlak ihtiva eden Euler —
Bernoulli kirisinin yanal titresimlerinin tespiti i¢in, kirisin ¢oziim bolgesinin catlak
tarafindan parcalanmadig siirekli bir model gelistirmistir. Shifrin ve Ruotolo (1999) da,
keyfi sayida enine agik catlak ihtiva eden kirigin dogal frekanslarinin hesab1 icin stirekli
bir kiris modeli kullanan yeni bir teknik ortaya koymustur. Kirigin catlak tarafindan
¢Oziim bolgelerine parcalanmadigi boyle bir yontemin ana 6zelligi hesaplamalardaki
karmagik matrislerin boyutunu azaltmasidir. Boylece alternatif yontemlere nazaran

dogal frekanslarin hesaplanma siiresi oldukg¢a diismektedir.

Mahmoud (2001), hareketli yiikiin etkisi altindaki tek ve ¢ift tarafli acik ¢atlak
ihtiva eden basit mesnetli soniimsiiz Euler — Bernoulli kirisindeki gerilme yogunlugu
faktoriiniin tespiti i¢in bir yaklasim ortaya koymustur. Bu yontem kirise etkiyen eslenik
yiikiin tespiti icin modal analiz yontemi kullanmaktadir. Mahmoud ve Abou Zaid
(2002) hareketli kiitlenin etkisi altindaki enine catlak ihtiva eden basit mesnetli Euler —
Bernoulli kiriginde ¢atlagin kirisin dinamik davranigina etkisini belirlemek icin iteratif
bir modal analiz yontemi gelistirmistir. Mahmoud ve Abou — Zaid ¢atlak derinliginin
kirisin dinamik davranigina belirgin bir etkisinin varliim1 tespit etmistir. Ayrica
hareketli cismin kiitlesi, hiz1 ve catlak pozisyonu da kirisin dinamik davranisina etki

eden diger degiskenlerdir.

Lin ve ark. (2002) cok sayida catlak ihtiva eden kirislerin serbest titresimini yari
analitik yar1 sayisal hibrit bir yontemle incelemistir. Bu caligmada da catlak, kirisin
egilme sertligini lokal olarak degistiren kiitlesiz bir donme yay1 olarak ele alinmaktadir.
Oz fonksiyonlarm hesabinda transfer matris yontemi kullamlmgtir. Transfer matris
yontemi kullanarak, tek bir acik catlak ihtiva eden basit mesnetli bir kirigin titresimi
direkt veya ters yontemle yine Lin (2004) tarafindan ¢oziilmiistiir. Burada catlak
tarafindan iki ¢6ziim bolgesine ayrilmis her bir kiris i¢in Timoshenko kiris teorisi ve
catlak noktasindaki uygunluk sartlar1 kullanilarak sistemin karakteristik denklemi elde
edilmistir. Bu karakteristik denklem ozdegerlerin, catlak pozisyonu ve derinliginin
fonksiyonudur. Lin herhangi iki 6zdegerin tespit edilmesi halinde bu karakteristik
denklem kullanilarak catlak konumu ve catlak derinligini veren bir yontem

gelistirmistir.
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Law ve Zhu (2004) hareketli ara¢ yiiklerinin etkisi altindaki hasarli veya
giiclendirilmis beton kopriilerin dinamik davramisim1 deneysel bir calisma ile
incelemistir. Burada arac, hareketli bir kiitle yada lineer bir siispansiyon sistemi ve
elastik tekerlek ihtiva eden dort serbestlik dereceli bir sistem olarak modellenmistir.
Kiris yine her iki ucundan basit mesnetle sabitlenmis Euler — Bernoulli kirisidir.

Kiristeki hasar agik catlak modeli ile ifade edilmistir.

Lin ve Chang (2006) hareketli tekil bir yiikiin tesiri altindaki konsol Kkirigin
dinamik davranisini veren analitik bir yontem ortaya koymustur. Burada catlak ihtiva
eden Kkiris sistemi, catlak tarafindan iki ¢6ziim bolgesine ayrilan iki aciklikli
Euler — Bernoulli kirisi olarak modellenmistir. Transfer matris yontemi kullamlarak
sistemin 0z fonksiyonlar1 tespit edilmistir. Kirisin dinamik cevabi kirigin serbest
titresiminden elde edilen bu 6z fonksiyonlar yardimiyla ve modal genisleme teorisi
kullanilarak elde edilmistir. Ileriki kisimlarda detaylar1 verilmek iizere bu ¢alismanin

bazi hatalar ve eksiklikler icerdigi ve yeniden formiile edilmesi gerektigi soylenebilir.

Orhan (2007) catlak ihtiva eden konsol kirisin serbest ve zoraki titresimini
incelemistir. Bu yolla kiristeki catlagin konumunun tespitine yonelik caligmalar
yiirtitmiistiir. Bu calismasinda kirisin serbest titresiminin ¢atlagin konumunun tespitinde
daha kullanmigh oldugunu, ancak catlak derinliginin hesaplanmasinda kirigin zoraki
titresim cevabini kullanmanin daha uygun olacagi tespit edilmistir. Ariaei ve ark. (2009)
hareketli kiitlenin etkisi altindaki agik catlak ihtiva eden bir kirigin dinamik davraniginin
tespiti icin ayrik eleman teknigi ve sonlu elemanlar yontemi olarak isimlendirdikleri

analitik bir yaklasim ve bir hesap yontemi elde etmistir.

Tiim bu calismalara ek olarak bu doktora caligmasi, ¢ok farkli sartlardaki
kirislerin hareketli yiiklerin etkisi altindaki dinamik davramgslarini tespit edebilen
yontemler sunmaktadir. Hareketli yiik sabit bir kuvvet olabilecegi gibi bir kiitle de
olabilir. Bununla birlikte hareketli yiikiin tesiri altindaki kiris diiz, egrisel, herhangi bir
noktasindan ayakla desteklenmis veya catlak ihtiva eden bir kiris olabilir. Tiim bu farkli
durumlarin tamami igin hareket denklemleri elde edilerek c¢oziillmiis ve sayisal

orneklerle zenginlestirilmistir.
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2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. Temel Kavramlar ve Kabuller

Kirisler tipki kablo, ¢ubuk ve levha gibi kiitleleri ve kuvvetleri yayili olan
yapilardir ve bu yapilar siirekli ortam kabuliine gore incelenirler. Siirekli ortamlar,
sonsuz sayida tekil kiitlenin birlesmesinden meydana gelmis gibidir. Dolayis: ile
bunlarin konumlarini tarif etmek i¢in sonsuz sayida koordinat tarif edilmelidir. Netice
olarak, bu tip mekanik sistemler sonsuz sayida dogal frekansi ve titresim modunu ihtiva

ederler.

Kirislerin dinamik davranislari, kismi diferansiyel denklemlerle ifade edilmektedir
ve bu denklemler asagida ifade edilen kabuller ve basitlestirmeler iizerine bina edilerek

¢oziilebilmektedir.

2.1.1. Cismin yapasi ile ilgili kabuller

Hareketli yiiklerin etkisi altindaki kirislerin dinamik davraniglarinin incelendigi bu
doktora calismasi1 dahilinde yapilan tiim analizlerde kirigin, elastik, Hooke kanununa

uyan, homojen ve izotrop bir cisim oldugu kabul edilmektedir.

Homojen Cisim : Cismin 6zellikleri her noktasinda ve her dogrultuda ayni ise bu
tiir cisimler homojen cisim olarak isimlendirilir. Hareketli yiikiin tesiri altindaki kirisin
homojen oldugu yani kirigin her noktasinin mekanik 6zelliklerinin ayni oldugu kabul

edilmektedir.

Izotrop Cisim : Herhangi bir cisim her noktasinda ve tiim yonlerde aym karakteri
gosteriyorsa, bir bagka deyisle, cismin tim Ozellikleri her yonde ayniysa bu tiir

cisimlere izotrop cisim adi verilir.
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Elastik Cisim : Bir cisim iizerine bir kuvvet uygulandiginda, cisim seklini ve
ebatlarin1 degistirir. Kuvvet ortadan kalktiginda, cisim eski sekil ve ebatlarina geri
donebiliyorsa meydana gelen bu sekil degisikligi elastiktir. Boyle cisimler de elastik
cisim olarak isimlendirilmektedir. Ancak cisim eski seklini almaz ise, plastik sekil
degistirmelerden bahsedilir. Bu halde cisim ilk sekil ve hacmine donemez. Bu tiir
cisimler sekil degistirme durumuna bagh olarak ¢ok farkli adlandirilir. Elastiklik belli
bir degere kadar goriiliir. Bu degerden sonra plastik sekil degistirme meydana gelir. Bu
sinir degere elastiklik sinir1 denir. Ancak genel olarak cisimler, bu iki ideal durumun
arasinda bulunur; yani dis etkiler geri donerken, sekil degistirmelerin bir kismi geri

doner bir kismi kalir. Buna elasto-plastik cisim denir.

Hooke Yasasi: Elastiklik sinir1 icinde kalmak iizere elastik bir cisme bir kuvvet
tesir ettiginde cismin boyu belli bir miktar uzar veya kisalir. Bu uzama veya kisalma,
tesir eden kuvvetle orantilidir. Bu kaide Hooke Kanunu olarak adlandirilir. Sekil

degistirme kanunu lineer olan bu cisimlere kisaca Hooke Cismi ad1 verilir (Inan 1967).

2.1.2. Sekil degistirmenin kinematiginde yapilan basitlestirme ve kabuller

Kiriglerin hareket denklemleri ifade edilirken; katilagsma, ayirma, esdegerlik ve
siiperpozisyon ilkelerinden faydalanilmakta ve kiris icin birinci mertebe teorisi

kullamlmaktadir.

Katilastirma 1lkesi: Kirisin denge denklemleri, kirisin yilk altinda seklini

degistirdigi son durumunda rijid hale geldigi kabul edilerek uygulanilir.

Ayirma Ilkesi: Kirisin dis etkilere uygunlugunu anlamak icin, bir diizlemle
herhangi bir yerinden hayali olarak kesilir. Diizlemin ayirdigi kisimlardan sadece bir
parcasina denge denklemleri uygulanir. Kirisi iki parcaya ayirip, bir tarafi atarak kalan
kismin incelenmesine ayirma prensibi adi1 verilir. Denge denklemleri kirisin biitiinii i¢in

gecerli ise, her parcasi icinde gecerlidir.
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Esdegerlik ilkesi: Elastik bir kirisin kiiciik bir bolgesine etkiyen dis kuvvetler
sistemi, kendi statik esdegeri olan, bir bagka kuvvetler sistemi ile degistirilirse, kirigin
bu dis kuvvetlerin etkime bolgesinden yeter derecede uzak bolgelerindeki gerilme
yayilislar1 pratik olarak degismezler. Bu prensibe gore gerilme yayiliglar ancak, esdeger
dis kuvvet sistemlerinin etkidigi bolgede degisecekler fakat bu bolgeden yeter derecede
uzak bolgelerdeki degisimleri, esdeger kuvvet sistemleri degisse de, pratik bakimdan

ihmal edilecek kadar kiiciik olacaktir (Kayan 1987).

Birinci Mertebe Teorisi: Yer ve sekil degistirmeler kirisin boyutlar1 yaninda
kii¢iik oldugunda denge denklemleri sekil degistirmemis kiris iizerinde yazilabilir. Bu
sekilde yapilan hesaplara birinci mertebe teorisi adi verilir. Sekil degistirmelerin biiyiik
oldugu sistemlerde; Ornegin asma kopriilerde birinci mertebe teorisi uygun sonug
vermez. Bu durumda sekil degistirmeler kiiciik kabul edilmeyip denge denklemlerinin
sekil degistirmis cisim {iizerinde yazilmasi gerekir. Bu hesap sekline ikinci mertebe
teorisi ad1 verilir ki, sekil degistirmeler bastan bilinmediginden hesaplar daha uzundur.

(Inan 1967).

Lineerlik (Siiperpozisyon) Ilkesi: Bir elastik cismin iki farkl1 sekilde yiiklemesi
sirasinda bir noktadaki sekil degistirme u; ve uy olsun. Bu iki yiikiin beraber etkimesi
halinde lineerlik ilkesi geregi sekil degistirme u; + u, olur. Bunun igin sekil

degistirmelerin kiiciik olmasi ve cismin Hooke cismi olmas1 gerekir.
Siiper pozisyon ilkesi adi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde de gegerlidir. Bu

ilke ¢ok sayidaki terimden olusan gayri-homojen diferansiyel denklemin ¢oziimiine

imkan tanimaktadir. Asagidaki gibi;

y”+P(x)y'+Q(x)y=fl(x)+f2(x)+...+ £, (x) 2.1.1)

ile verilen gayri-homojen denklem goz Oniine alinsin. Boyle bir denklemin y; 6zel

¢oziimiinii elde etmek igin, f(x) fonksiyonu n adet f,(x) i=12,...,n fonksiyonun
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toplami olarak ifade edilir ve her bir f; (x) fonksiyonu i¢in 6zel ¢ozimii y, (x) ile

bulunur. Siiper pozisyon ilkesi geregi
Vo, ¥ Vs Tt Vs (2.1.2)

toplam1 gayri homojen (2.1.1) denkleminin bir ©6zel c¢oziimudir. (2.1.2) ifadesi

tiiretilerek (2.1.1) de yerine yazilirsa siiper pozisyon ilkesinin ispat1 kolaylikla goriiliir.

[yh.l Y, Fet Y, ]” +P(x)[y(.}.1 + Y, Tt Y, ]I +Q(x)[y(.}.] Y, ot y(.}.n]
=3y +P(x) 3, +0(x) 3, [t 3, +P(x)3, +0(x), |
= [+ () + [ (5)
(2.1.3)
Yoo fi(x) dcing y, . fo(x) igin; ... 5 y,, f,(x) icin ¢6ziim oldugundan,
(2.1.3) ifadesi 6zdes olarak saglanir. Su halde, her bir f,(x)e tekabiil eden ¢oziimler

bulunup toplanarak f (x) e tekabiil eden y,¢dziimii elde edilebilir.

Tipkt lineer adi diferansiyel denklemler gibi lineer homojen kismi diferansiyel

denklemlerde siiper pozisyon ilkesini gerceklerler.

u; ve up lineer homojen kismi diferansiyel denklemin birer ¢oziimii iseler, o

taktirde c; ve c; sabitler olmak iizere herhangi bir
U=cu, +c,, (2.1.4)

lineer birlesimi de bir ¢oziimdiir. ilaveten, u; ve u, lineer homojen smir sartlarini
saglyor ise, o taktirde u=cu,+c,u, de saglar. Lineerlik ilkesi gayri-lineer kismi

diferansiyel denklemler icin gegerli degildir (Pala 2006).



21

2.1.3. Euler - Bernoulli Kiris teorisi
2.1.3.1. Elastik egri

Kiriglerin eksene dik dogrultudaki titresim hareketinin diferansiyel denklemi,
kirisin elastik egrisi kullanmlarak elde edilir (Sekil 2.1.1). Yer degistirme vektoriiniin
yatay bileseni x, dikey bileseni y ile g0sterilsin. Kiris ekseni dogrultusundaki x yer
degistirmesi, eksene dik dogrultudaki y yer degistirmesinin yaninda daima bir mertebe

kii¢iik oldugundan ihmal edilebilir.

o X

AN

——— YYYVYYVY

M. >0

y <0

Sekil 2.1.1. Elastik egri

Elastik egri probleminde onemli nokta y(x) ¢okmeleri ile bunu doguran fy

yiikleri arasinda bir baginti kurmaktir. Aranan bu miinasebetin ¢ubugun ug sartlarindan
bagimsiz olmasi isteniyorsa, bagintinin tiirevlerle ifade edilen bir diferansiyel denklem

olmasi gerekir. Bu denkleme egrilik — moment bagintisindan varilabilir.

— == (2.1.5)

p. egriligi ile y(x) arasindaki bagintinin
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1 dx’ y
— =+ X =% (2.1.6)

oldugu diferansiyel geometriden bilinmektedir. Boylece moment ile egrilik arasindaki

baginti

Y M, 2.1.7)

+ 32
(1+ y'2) EIZ

elde edilir. Denklem (2.1.7) deki iki farkl isaret, sec¢ilen koordinat takiminin yoniine ve
egilme momenti i¢cin kabul edilen isaret prensibine baglidir. Bu ¢alisma kapsaminda
yapilan tiim hesaplamalarda dikey dogrultu icin asagi yon pozitif alinacaktir. Su halde
(2.1.7) ile verilen esitlikteki isaretin negatif alinmasi gerekir.

Y M

T =- Eli (2.1.8)

Bu ifade y(x) fonksiyonuna gore lineer degildir. y* egiminin yatik egrilerde kiigiik
oldugu kabul edilerek bunun karesi birin yaninda ihmal edilirse (2.1.8) denklemi

asagida verildigi sekilde lineerlestirilmis olur.

2
flx%f =—gz (2.1.9)
Buradan moment ifadesi,
d’y
MZ:—EIZ(dsz (2.1.10)

bulunur.
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2.1.3.2. Hareket denklemi

Sekil 2.1.2 de gosterilen sistemde y(x,7) kirisin eksene dik dogrultudaki yer

degistirmesini, f (x,t) kirigin {izerine etkiyen dis tesirleri ifade etmektedir. Sekil 2.1.3
de kiris iizerinde dx uzunlugundaki bir diferansiyel elemanin serbest cisim diyagrami
gosterilmektedir. Burada, EI(x) kirisin rijitligini, m(x) birim uzunlugunun kiitlesini

ve ¢(x) kirigin kendi soniimiinii ifade etmektedir.

m(x), EI(x) \
y fix,1)

Sekil 2.1.2. Kirisin eksene dik hareketi

Burada, Euler — Bernoulli kiris teorisi olarak isimlendirilen birincil kiris teorisi
kullanilacaktir. Bu teoriye gore yer degistirmelerin cok biiyiikk olmadigi, diferansiyel
elemanin donmeden 6telendigi kabul edilir. Boylece kirigsin donme etkileri ve yatay yer
degistirmeler ihmal edilebilir. Buna gore Sekil 2.1.3 de gosterilen diferansiyel eleman

icin diisey eksendeki hareket denklemi

2
) ZFyzm(x)dx?)sz (2.1.11)
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M +aﬂdx
ox

T+a—de
ox

Sekil 2.1.3. Kiris elemaninin serbest cisim diyagrami

seklindedir. Kuvvetler yerlerine yazilarak ifade diizenlenirse,

oT 2
(1) dx—T(x,t)—c(x)%dx+ f(xt)dx= m(x)dx?)—y

t2

T(x,t)+

X

kiris eksenine dik dogrultudaki hareket denklemi

oT (x,1)
0x

d%y

F’ O<x<L
t

—C(x)%+f(x,t):m(x)

v

(2.1.12)

(2.1.13)

seklinde elde edilir. Ayrica (x,y) noktasindan gegen eksen etrafindaki moment

denklemi de

> om,, =0

(2.1.14)
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X X

M (x,t)—[M (x,t)+wdx}{”x’f)+ aTéx,f) dx} - (2.1.15)

—[c(x)a—ydx}d—;+(f(x,t)dx)d—; =0

ifadesine esittir. (2.1.15) ile verilen moment denkleminde ikincil terimler ihmal edilerek

moment ve kesme kuvveti arasindaki

oM (x,1)

~T(x.t)=0, O<x<L (2.1.16)
ox

bagintisina ulagilir. (2.1.16) ile elde edilen moment denklemi x e gore tiiretilirse

°’M (x,1) _ oT (x,1)
ox* o0x

=0, O<x<L (2.1.17)

elde edilir. Burada BT(x,t) / ox ifadesi denklem (2.1.13) den ¢ekilerek denklem (2.1.17)

de yerine yazildiginda kirisin hareket denklemi asagidaki sekle doniisiir.

°’M (x,1)

ox’

2
—m(x)%—c(x)%+f(x,t)=0, O<x<L (2.1.18)

Euler — Bernoulli kiris teoremi geregi egilme momenti denklem (2.1.10) da verilmisti.

Egilme momenti denklem (2.1.18) de yerine yazilirsa

2 2 2
%(‘EI(X)%J—m(X)%%—C(x)%+f(x,t) =0, O<x<L (2.1.19)

ve diizenlenirse asagidaki nihai seklini alir.

2 2 2
%(EI(X)C;—JJ+m(X)?)TZ+C(x)a—y:f(x,t), O<x<L (2.1.20)
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Burada, kirisin EI (x) rijitligi, ¢(x) soniim orani ve m(x) birim uzunlugunun kiitlesi

kiris ekseni boyunca sabit ise; (2.1.20) ifadesi

4 2
£l 9%y (x,1) e Iy (x,1) . 9%y (x,1)
ox* ot or’

= f(x,1), O<x<L (2.1.21)

seklinde daha basit bir formda yazilabilir. Bu, Euler — Bernoulli kiris teorisi olarak
bilinir. Kirisi x ekseni dogrultusunda bir boyutlu cisim gibi diisiiniirsek, y(x,z) egrisi
kiristeki ¢okmeyi tammlar. Yayili yiik yani basincin bir ifadesi olarak belirtilen f (x,7)

ise, x, t ve diger degiskenlerin bir fonksiyonudur. E elastiklik katsayisidir. / ise kirisin z
ekseni etrafinda egilmeye zorlanan kirisin alan atalet momentidir. E/ ¢arpimi ise Kirigin
egilmeye olan direncinin ifadesidir. Bu kiris kabuliine gore kirig, bir boyutlu cisim
olarak tamimlidir. Kiris diizgiin olmali ve yayili yiikler diizlem i¢inde bulunmali ve
burulma olmamalidir. Bu tez calismasi dahilinde yapilacak tiim hesaplamalarda hareket
denkleminin bu formu kullanilacak ve bazi durumlarda kirisin kendi soniimii ihmal

edilecektir.

Kirisin hareket denkleminin ¢oziimiinde esas zorluk, sinir sartlarina uygun bir
¢Oziim bulmaktir. Zira pek ¢ok durumda (2.1.21) diferansiyel denklemi icin ¢6ziim
bulmak olduk¢a kolaydir. Ancak asil cevaplanmasi gereken soru bu coziimlerden
hangisinin sinir sartlarinin uygun oldugudur. Bu zorluk verilen ve keyfi sekilde yayili
bulunan kiris simrlarindaki bu kuvvetler Fourier ag¢ilimina tabi tutularak dairesel
periyodik fonksiyonlarin toplamiyla ifade edilerek asilabilir. Bu konu iizerinde detayl

bilgi ilerleyen boliimlerde verilecektir.
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2.1.4. Simir sartlar:

Euler — Bernoulli kiris denklemin dordiincii mertebeden bir diferansiyel
denklemdir ve integrasyonunda dort adet sabite rastlanir. Bu sabitler kirisin baglanti
sartlar1 kullanilarak tespit edilir. Kirigin her bir ucu icin iki adet siir sartt mevcuttur.
Geometrik yada dinamik karakterli sinir sartlar1 olmak iizere iki tiir sinir sartindan s6z
edilebilir. Geometrik sinir sartlar1 kiris denklemi x ’e gore tiirev alinarak hesaplanir ve
en fazla dort adet geometrik sart mevcuttur. Dinamik sartlar genellikle model destekleri
yani onlarin noktaya etki eden yiikleri, momentler ve diger etkilerden olusur. Baslica

sinir sartlart su sekilde siralanabilir;

2.1.4.1. Sabit destek

Gecgme baglanti ve ankastre mesnet olarak ta isimlendirilen bu baglant: tiiriinde

¢Okme ve donmeye karsi olan serbestlikler tamamen engellenmistir (Sekil 2.1.4).

/T_/

Sekil 2.1.4. Sabit destek (Ankastre mafsal).

Higbir harekete izin verilmeyen bu baglantida sartlar,

y|x=0 = 0’
(2.1.22)
2
ox| _,

seklinde tanimlanir. Bu sartlarin her ikisi de geometrik karakterdedir.
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2.1.4.2. Serbest u¢

Kirisin serbest ucunda hareketi kisitlayan herhangi bir etki s6z konusu
olmadigindan ug sartlarnn geometrik karakterde degildir. Ug kesite etkiyen kuvvet yada
momentin verilen belirli bir degere esit olmasi serbest u¢ i¢in siur sartidir. Kuvvet ile

ilgili olan bu sartlar dinamik sartlar olarak isimlendirilir.

Sekil 2.1.5. Serbest ug.

Serbest uca etkiyen herhangi bir kuvvet yada moment sdz konusu degil ise

(Sekil 2.1.5) sinir sartlar1 kesme kuvveti ve moment ifadeleri yardima ile

",
ox’ -
x=L
(2.1.23)
o,
ox® .

seklinde ifade edilir. Eger serbest uca etkiyen F kuvveti ve M momenti s6z konusu ise

(Sekil 2.1.6) bu durumda sartlar

Sekil 2.1.6. F kuvveti ve M momentinin tesiri altindaki serbest ug.
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2
%Y -,
o0x .
(2.1.24)
2
ox ox’ -

ile verilir.

<
><
NN
~
S

Sekil 2.1.7. M Kiitlesi tasiyan serbest ug.

Serbest u¢ M Kkiitlesi tasiyorsa (Sekil 2.1.7), kiitle tasiyan ucta kesme kuvveti
kiitlenin ataletine esittir. Buna kargilik ucta donme hareketine kars1 herhangi bir direng

s6z konusu degildir.

az
ﬁ :0,
x=L
(2.1.25)
i E[az_y :_Maz_y
0x ox? - or? .

2.1.4.3. Basit mesnet

Pim baglantis1 olarak ta bilinen, ¢cokmenin engellendigi ancak donmeye izin veren
baglant1 tiiriidiir (Sekil 2.1.8). Su halde basit mesnette yer degistirme ve moment

sifirdir. Biri geometrik digeri dinamik karakterli olan bu sartlar



seklinde ifade edilir.
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Sekil 2.1.8. Basit mafsal ( Pim baglantist ).

y x=0 = 05
x=L
. (2.1.26)
2y g
ax x=0
x=L

Bu bag sekillerinin yami sira, ¢okmeye veya donmeye karsi elastik ozellik

gosteren mesnetler icin de ug sartlan tarif edilebilir. Mesnetler ideal kati olmadigindan

gercekte tiim baglantilar icin bu durum gecerlidir. Yani baglanti uclarinda ¢okmeler,

donme agcilari ile orantili tepkiler dogmaktadir. Bu tepkiler de daima mesnet hareketine

zit yondedir.

2.1.4.4. Elastik coken basit mesnet

Basit mesnette donme hareketine izin verdiginden direng momenti sifirdir. Ancak

mafsalin elastik ©zelligi, harekete zorlandigi dogrultuda ve harekete zit yonde,

¢Okmelerle orantil1 bir tepki kuvvetinin olusumuna neden olur. Buradaki sartlar;

2

IV,

ax2 x=0

x=L

(2.1.27)
_90( 9y _
a_(EIa_J , "ok
L
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seklinde ifade edilir. Buradaki k sabiti, yayin sertligini ifade eder (N/m) ve yay katsayisi
olarak isimlendirilir (Sekil 2.1.9).

[0 L
y

Sekil 2.1.9. Elastik ¢oken basit mesnet.

2.1.4.5. Elastik donen basit mesnet

Burada ¢okmeye karsi bir direng s6z konusu degildir. Ancak u¢ dénme acilar ile

orantili bir momentin tesiri altindadir. Su halde u¢ noktasindaki sartlar,

9’y = dy
T I
x=L x=L
(2.1.28)
a3
R
ox’ .

ile verilir. Buradaki k sabiti, donme yaymin sertligini ifade eder (Nm). Sekil 2.1.10 da

gosterilen sag ug i¢in negatif olan isaret, sol ug i¢in pozitiftir.

s, 6 )
y L:k

Sekil 2.1.10. Elastik donen basit mesnet.
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2.1.4.6. Viskoz soniimlii coken mesnet

Genelde ihmal edilen ancak tiim baglanti hallerinde var olan bir diger etki de
viskoz siirtiinme etkileridir. Mafsallardaki bu siirtiinme etkileri de sinir sartlarinda ifade
edilebilirler. Ornegin kiris ucunun bagli bulundugu destek elemanimn ideal kati
olmamasi, viskoz soniim kuvvetleri ile veya pim baglantilarindaki siirtiinmeler de direng
momentleri ile ifade edilebilir. Bu kuvvet ve momentler, cokme ve dénmelerin hizlar
ile orantilidir. Sekil 2.1.11 deki gibi serbest ucundan dogrusal bir damper ile bagl bir

kirigin sinir sartlari,

(2.1.29)

v

~ ’
]
)

Py

Sekil 2.1.11. Viskoz soniimlii ¢oken basit mesnet.

2.1.4.7. Viskoz soniimlii donen basit mesnet

Sekil 2.1.12 de gosterilen siirtiinmeli bir pim baglantist i¢in de denklem (2.1.29) a

benzer bir ifade yazilabilir. Her iki ug icin sinir sartlar
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y x=L = 0’
2 i (2.1.30)
b
ox”| _ oxot| _

seklinde ifade edilir. Burada ¢ acisal soniim katsayisi mafsallardaki viskoz soniim

etkisini ifade etmektedir

r’ !
7/
y L ) s

Sekil 2.1.12. Viskoz soniimlii donen basit mesnet.

N

A\

Siir sartlart modeldeki yiiklerin belirlenmesinde ve oOzellikle titresim analizlerinde

kullanilir.
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2.1.5. Yardimc fonksiyonlar
2.1.5.1. Dirac delta fonksiyonu ve uygulamalari

M.P. Dirac tarafindan tanimlanan Dirac delta fonksiyonu tek boyutta
5(x—x0)={ (2.1.31)

seklinde tanimlhidir. Dirac-Delta fonksiyonu basamak (Heaviside) fonksiyonunun

turevidir.

8(x) _4 H(x)] (2.1.32)

(2.1.33)
J-S(x—xo):l
S(kx)—ﬁé(x) (2.1.34)

a(u(x))=2% (2.1.35)

ile verilmektedir. Burada x;, u (x) fonksiyonunun kokleridir. Herleyen boliimlerde, delta

fonksiyonundan ve delta fonksiyonunun (2.1.33) ve (2.1.34) ile verilen 6zelliklerinden

cokca yararlanilacaktir.
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Hareketli kiitlenin kiris ile temas eden bolgesinin genisligi kirisin boyu yaninda
genellikle ihmal edilebilecek kadar kiigiiktiir. Sekil 2.1.13 de gosterildigi iizere
esdegerlik ilkesine dayanarak hareketli kiitle ile kiris arasindaki tepki, Dirac delta

fonksiyonu yardimu ile tekil bir kuvvet olarak asagidaki gibi ifade edilebilmektedir.

4 2
EI(—;TZ+m?)TZ+C%=5(x—W)F(x,t) (2.1.36)

Burada F (x,t) tepki kuvveti ii¢ farkl sekilde ifade edilebilmektedir.

a. Hareketli kiitle, siddeti sabit ve cismin agirligia esit hareketli bir kuvvet

olarak ele alinmaktadir. [F (x,1)= Mg]

b. Hareketli kiitlenin agirliginin yaninda ataleti de dikkate alinmaktadir.
[F(xt)=M(g-7)]

c. Hareketli kiitlenin agirligt ve ataleti en genel halde (merkezcil ve Coriolis

etkileri de dahil olacak sekilde) hareket denkleminde ifade edilmektedir.

[F(x0)=M(g-ay)]

ot ; F(x,t)
) .
|

FFFFFI FFFFF = @D &&
—_— - - — =

Sekil 2.1.13. Hareketli kiitlenin etkisi altindaki kirig

Koprii ayaklarindaki yada kiriglerin dayanimini artirmak i¢in kullamilan dikey
kolonlardaki tepki kuvvetleri kolonun mekanik ozelliklerine gore yay ve sOniim
kuvvetleri yada bu ikisinin toplami olarak ifade edilebilirler (Sekil 2.1.14). Bu kuvvetler
de yine delta fonksiyonu yardimiyla hareket denklemlerinde, siddeti bilinmeyen ancak

etki noktasi bilinen birer tekil kuvvet olarak gosterilebilirler (Denklem 2.1.37).
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—— (Fk+E)

%

Sekil 2.1.14. Koprii ayaklarindaki tepki kuvvetleri.
[F =ky(x1),  F =ci(xr)]

oy 9’y Iy
El —+m—-+c—=908(x—mL)|F, +F, 2.1.37
ax4 a tz a ¢ ( n ) [ k c ] ( )

Dirac-Delta fonksiyonunun kullanimi kirisin hareketini idare eden diferansiyel
denklemleri oldukga basite indirger. Aksi taktirde kirise etkiyen her bir tekil yiik, kirisi
farkli siir sartina sahip olan boliimlere ayrilacakti. Oysaki delta fonksiyonu ile ¢6ziim

bolgesi pargalara ayrilmadan pek ¢cok problem rahatlikla ¢oziilebilmektedir.
2.1.5.2. Konvoliisyon integrali

Duhamel integrali olarak ta bilinen konvoliisyon integrali, tek serbestlik dereceli
sistemin farkli yiiklere karsi cevabim1 bulmada ve homojen olmayan adi diferansiyel
denklemlerin c¢oziimiinde kullanilan oldukca etkili bir ydntemdir. Bu yodntemle

diferansiyel denklemin ¢6ziimii integral hesabina indirgenerek elde edilebilmektedir.

Tek serbestlik dereceli bir kiitle-damper-yay sistemi i¢in hareket denklemi
my (1) +cy(t)+ky(t)=f (1) (2.1.38)

seklinde yazilabilir. Burada, y zamana bagh olarak kiitlenin yer degistirmesini ifade
etmektedir. Kiitle (m), rijitik (k) ve soniim orami (c¢) sistemin Dbelirleyici

parametrelerini olusturmaktadir. Tek serbestlik dereceli sistemler icin asagidaki tarifler

yapilabilir.
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W =K e =S (2.1.39)
m m

Burada o, ve & degerleri sirasiyla sistemin serbest titresim frekansi ve sistemin soniim

oranidir. Genellikle soniim oramt 0.01<&<0.1 arasinda deger almaktadir. Kritik alti

soniim durumunda sistemin serbest titresim denkleminin cevabi asagidaki gibi ifade

edilebilmektedir.

y(0)+&w,7(0)

-So,t

y(0)cos(w,r)+ sin (@,?) (2.1.40)

y(t)=e

y(0) ve y(0) sistemin 7 =0 anindaki deplasman ve hiz durumunu gostermektedir. ©,

ve ®, arasinda asagidaki baginti kurulabilir.

0, =0, 1-& (2.1.41)

Duhamel integralinin sayisal analizi yapilarak degisik yiiklere karsi, (2.1.38)
denkleminin ¢oziimii bulunur. f (), belirli 7 aninda ve dr zaman araliginda sisteme
etkiyen bir kuvvet olarak ele alimirsa, f(z)dr fiziksel agidan bir “sok yiik” olarak

tanimlanir. Eger sisteme etkiyen yiik, zaman siirecinde sisteme ardi ardina etkiyen sok
yiiklerin toplami olarak diisiiniiliirse, lineer sistemin ylike karsi cevabi, sistemin darbe
yiiklere kars1 koydugu cevaplarin toplamindan ibaret olacaktir. Ideal bir darbe yiikiin
tanim1 i¢in Dirac — delta fonksiyonu kullanilir. T aninda sisteme etkiyen sok yiikiin

matematiksel ifadesi agagidaki gibidir.

(2.1.42)

f(1)=0, t#£71

Newton ‘un ikinci kanunu g6z 6niinde bulundurularak
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F(t)=ma (2.1.43)
yazilabilir. Limit alinarak
dx
F(t)=m— 2.1.44
(r)=m— (2.1.44)
mx—0=1lim | F(t)dr=1 (2.1.45)

bulunur. Bir sisteme, sok yiikiin uygulanmasi, o sisteme bir baslangic hizinin
uygulanmasi demektir. Sistemin ideal bir sok yiike karsi cevabi y(0)=0 ve y(0)= 1
m

varsayimlari ile

h(1) =—— e sin (a,1) (2.1.46)
mom,

bulunur. (2.1.46) bagintis1 sistemin, sok cevap fonksiyonu olarak tanimlanir. Sok yiikiin
t=0 yerine, =71 aninda uygulanmasi durumunda ¢ yerine tT—¢ degisken doniisiimii

yapilarak sistemin tepkisi T kadar geciktirilir.

h(r—1) =$e‘§°’~(”> sin o, (r-71)] (2.1.47)
d

Yukandaki denklemi kullanarak, sayisiz sok yiiklere karsi sistemin genel cevabi elde

edilir. Boylece Duhamel integralinin formiilasyonu su hale gelir.
y(t):jf(c)h(t-r)dz (2.1.48)
0

Konvoliisyon Teoremi : Genel olarak iki fonksiyonun carpiminin Laplace

dontigiimii, fonksiyonlarin Laplace doniisiimlerinin ¢arpimina esit olmamaktadir.
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Bununla beraber f ve g fonksiyonlarinin konvoliisyonu adim alan ve f * g ile gosterilen

Ozel bir carpim mevcuttur. Bu hakikat konvoliisyon teoremi olarak bilinir.

TANIM : ‘ Konvoliisyon’

ve arcalr siirekli fonksiyonlar olmak tizere f ve g nin * 1le gosterilen
f ve g pargalu siirekli fonksiyonlar olmak fve gnin (f*g) ile gosteril

konvoliisyonu

t

(f*g)(t)=_[f(t—t)g(t)dr, t>0 (2.1.49)

0

ile tanimlanir. Rahatlikla (f *g)(¢)=(g* f)(¢) oldugu gosterilebilir.

Konvoliisyon Teoremi: f*g tamimli olmak iizere
Llf+gl=LI[f]1L[g]=F(s)G(s) (2.1.50)

dir.

Ispat : Tamm geregi,

=y
NPt
9
N
Il

© ey 8

e f(u) du}(]ie_s”g (v) va

e £ (u) g (v) dudy

(2.1.51)

28

Il
o!—.g

dir. u yu sabit tutup t=wu+v donilisimii yaparsak, o taktirde df=dv olur ve

(2.1.51) iin integrali
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F(s)G(s)=

O'—.S
O'—.g

verir. Integrasyonun sirasini degistirip

dtdu = dudt

© ) 8
S ) 8
© ey 8
o'—'N

olduguna dikkat ederek (2.1.52) teki integralin

e f(u)g(r—u)didu

(2.1.52)

(2.1.53)

ye esit oldugunu goriiriiz.

Il
C'—,S

J.e_”f(u)g(t—u)dudt

e [J‘g(t—u)f(u)}lt

[ (g £) (1) dr (2.1.54)

o
0

© C—y 8

oo

[ () (1)dr

o
0

L [f*s]

Yardmar Teorem : F(s)=L| f(t)]. G(s)=L][g(t)] ise. o taktirde

dir (Pala 2006).

L [F(s)G(s)]=(F8)(1) (2.1.55)
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2.1.5.3. Fourier serileri

Kiriglerin hareketlerinin tespitinde esas zorluk, sinir sartlarina uygun bir ¢6ziim
bulmaktir. Zira hemen her durumda hareketi idare eden diferansiyel denklemi saglayan
pek cok ¢oziim mevcuttur. Ancak asil cevaplanmasi gereken soru bu ¢oziimlerden
hangisinin sinir sartlarina uygun oldugudur. Bu zorluk verilen ve keyfi sekilde yayili
bulunan kiris simirlarindaki bu kuvvetler Fourier ag¢ilimina tabi tutularak dairesel
periyodik fonksiyonlarin toplamiyla ifade edilerek asilabilir. Ardindan elde edilen
serinin her terimine tekabiil eden kismi yiiklemeye ait ¢oziimler bulunur. Sonug olarak
ta bu kismi ¢oziimler {ist iiste bindirilerek problemin asil cevabi elde edilir. Fakat her
zaman biitiin sinir sartlarini tam olarak saglatmak miimkiin olmaz. Bu gibi hallerde bazi

sinir sartlart yaklasik olarak gerceklenebilir.

Fourier teknigi olarak bilinen bu seri ac¢ilimi Joseph Fourier tarafindan 1807
tarihinde yine kendisinin elde ettigi 1simin katilardaki iletimi ile ilgili bir esitligi
¢ozmeye calisirken bulunmustur. Fourier bu calismasinda periyodik bir ()
fonksiyonunu trigonometrik fonksiyonlarin toplami seklinde ifade etmistir. Buna gore
Fourier serisine acilim sartlarin1 saglayan her periyodik fonksiyon sonsuz farkli

frekanstaki trigonometrik fonksiyonlarin (sin, cos) bir lineer birlesimi olarak yazilabilir.

Fourier serisi, sabitlerle carpilmis sin ve cos lii terimlerin toplamindan olusan bir
seridir. Siir deger problemi olarak tanimlanan adi ve kismi diferansiyel denklemlerin
bu seriler cinsinden c¢Oziimii uygulamali matematigin en Onemli ve giiclii
yontemlerinden biridir. Bu yaklasim ile siniizoidal olmayan periyodik sinyaller

kompleks iislii sayilarin toplami olarak yazabilir.

Periyodiklik ve dik fonksiyonlar

Periyodiklik: Periyodik fonksiyon, devirli fonksiyon olarak da bilinir. f: A—>B
bir fonksiyon olsun. Vx € A igin f(x)=f(x+T) esitligini saglayan bir T gercek sayist

varsa, f fonksiyonuna periyodik fonksiyon, T gercek sayisina da f fonksiyonunun bir

periyodu denir. T gercek sayisinin en kiiciigiine ise temel periyot denir. Matematikte en
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sik karsilagilan periyodik fonksiyonlar temel periyodu 27w olan sinx ve cosx

fonksiyonlaridir. Mesela
sin x = sin (x+27) (2.1.56)

oldugundan, sinx fonksiyonu T =27 temel periyotludur. (2.1.56) esitligini arka

arkaya kullanarak
f(x)=7f(x+T)=f(x+2T)=...= f(x+nT) (2.1.57)

yazabiliriz. Su halde n > 0 olmak lizere nT lerin her biri de bir periyot olmaktadir.
Mesela sinx fonksiyonu halinde 27, 47, 67, ... larin hepsi sinx in periyotlardir.
Herhangi bir periyodik fonksiyon siniis ve kosiniis fonksiyonlari cinsinden sonsuz

serilere acilabilir.

Dik Fonksiyon Ciimleleri : f,(x) ve f,(x) ; [a b] arahfinda siirekli iki

fonksiyon olsunlar. Bu iki fonksiyonun dikligi asagidaki gibi tanimlanir.
Tamm : f,(x) ve f,(x), [a b] araliginda diktir ( ortogonaldir ) denir, sayet

b

[ £i(2) £ (x)ate=0 2159

a

ise.
Tanmm : f, in || fl” ile gosterilen normu ( siddeti )

b 1/2

I4i]= jﬁz (x)dx (2.1.59)

a

ile tanimlanir.
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Tamm : Sonsuz adet f,(x), f,(x), ... siirekli fonksiyonlar ciimlesi [a, b] aralifinda
diktirler denir, sayet n#m olmak iizere f,(x) ve f, (x) aralarinda dik iseler. Ayrica

ciimle ortonormaldir denir, sayet diklik sart1 saglaniyor ve n=1,2,3,... icin || fn” =1
ise.
Kirisin 6z fonksiyonlar1 da dik fonksiyonlardir ve dik fonksiyonlar i¢in verilen bu

ozellikleri saglarlar. Kiriglerin 6z fonksiyonlarinin hesabinda dik fonksiyonlarin bu

ozelliklerinden faydalanilmaktadir.

Bir fonksiyonun Fourier acilim

L
fix) fonksiyonu 0<x<[L arahgnda tammlanmis ve J. f (x)dx mevcut olsun.

0

Iddiamiz f(x) iizerinde baz1 sartlarin saglanmasi halinde fonksiyonun

2m“j+@cm(gﬂfj (2.1.60)
L L

seklinde bir seriye agilabilecegidir. Burada a,, b, sabitlerine Fourier katsayilar1 (2.1.60)

serisine de 0< x< L aralifindaki Fourier serisi adi verilir. Sayet f(x) fonksiyonu

acilimi yapilacak fonksiyon ise, katsayilar1 asagidaki integrallerle hesaplanir (Pala

20006).

L/2

a=2 f(x)sin(

-L/2

ZnMJ dx
L

(n=1,2,3,..)  (2.1.61)

ve n =0 igin:
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a, == | f(x)dx (2.1.62)

den ibarettir. (1/2)a, sabiti, f(x) fonksiyonunun O - L aralifindaki ortalama degerini

gostermektedir.

Bir fonksiyonun Fourier serisine acilabilmesi icin tek degerli ve pargali siirekli
olmas1 aranan en Onemli sartlardir. Parcali siirekli bir egri, sonlu sayidaki sicrama
noktalar1 hari¢ siirekli olan, tiirevlerin mevcut olmayabilecegi, ancak tek tarafli

limitlerin mevcut ve sonlu olmasi gerektigi noktalar haricinde siirekli tiirevlere sahip bir

fonksiyondur. Bu halde f(x) ile gosterilen (2.1.64) serisi yakinsak olur ve siirekli

noktalarda f (x) fonksiyonuna esit degerler verir. Sigrama noktalarinin bulundugu

yerlerde ise, serinin gosterdigi deger, sag ve sol limitin arasindaki ortalama bir degerden
ibarettir. L periyot uzunlugudur ve daima kiris uzunluguna esit alinmasi gerekmez, onun

katlar1 da alinabilir (Pala 2006).
2.1.6. Kirise etkiyen kuvvetlerin Fourier acilimlar:

Hareketli yiiklerin Dirac — delta fonksiyonu kullanilarak siddeti bilinmeyen birer
hareketli kuvvetle gosterilebilecegi ve bu yolla kirisin hareket denkleminde ifade
edilebilecegi belirtilmisti. Ancak Dirac — delta fonksiyonunun bu hali ile kirigin hareket
denkleminin ¢6ziimii olduk¢a zordur. Bu zorluk kirise etkiyen bu tekil kuvvetler Fourier
aclimina tabi tutularak, dairesel periyodik fonksiyonlarin toplamiyla ifade edilerek
asilabilir. Kirisin L uzunlugundaki sinirina etkiyen bu yiikleri periyodik hale sokabilmek
icin, bu yiikleri Sekil 2.1.15 te gosterildigi gibi bolgesinin disina devam ettirmek

gerekir. Bu devam isi gesitli tarzlarda yapilir ve her defasinda, F (x,7) fonksiyonlari

mubhtelif tipte Fourier serileri ile temsil edilir.

[k olarak hareketli kiitle ile kiris arasindaki tepki kuvvetinin Fourier sin ve
Fourier cos agilimlar1 asagidaki sekilde hesap edilecek, ardindan koprii ayaklarindaki

yay ve soniim kuvvetleri yine Fourier sin ve Fourier cos doniisiimiine tabi tutulacaktir.
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Sekil 2.1.15. Kirise etkiyen muhtelif periyodik yiik fonksiyonlar

a.  Fourier sin acilimi (Tek fonksiyon)
b.  Fourier cos a¢ilimi (Cift fonksiyon)
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Hareketli kiitle ile kirig arasindaki tepki kuvveti

Mg, x=vt
F, (x,t) = (2.1.63)
0, X #vt

ile gosterilir. Dirac — delta fonksiyonu yardimi ile bu kuvvet asagidaki gibi ifade

edilebilir.

F, (x,t)=Mgd(x—vt) (2.1.64)

Su halde, F,, (x,t) fonksiyonunun Fourier sin agilimi

oo

Fy(x1)=) a, sin(%xj (2.1.65)

n=l1
seklinde yazilabilir. Burada, a, katsayisi (2.1.65) ile Onerilen serinin her iki yani

sin (kfn x) ile carpilip verilen aralikta integre edilerek hesap edilebilir.

- L

.([FM (x,1)sin (k—;x)dx = Zan‘[sin (n—;xj sin (k—;xjdx (2.1.66)

n=1

Trigonometrik fonksiyonlar verilen aralikta ortogonal (dik) olduklarindan sag taraftaki

tiim integraller n =k haricinde sifirdir. Yalnizca

¢ (nm ). (kn L _
.([sm(ijsm(ijd =3 (n=k) (2.1.67)

dir. Buradan
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2 . [ nm
a, —ij(x,t)sm(ijdx (2.1.68)

elde edilir. F,, (x,7) (2.1.68) de yerine yazilir

L
a, :%J‘S(X—W)sin(n—nx)dx (2.1.69)
L L

0

ve delta fonksiyonunun (2.1.33) ile verilen 6zelligi hatirda tutulursa

n

0 =M (ﬂw) (2.1.70)
L L

elde edilir. Su halde, tekil F,, (x,¢) kuvvetinin Fourier sin a¢ilimi

Mg~ . (nm . [ nm
F, (xt)=—= sin| —vt [sin| —x 2.1.71
w o)== Z (L j (LJ @17

olarak bulunur (Sekil 2.1.16). Benzer islemler neticesinde ayni kuvvetin Fourier cos

acilimi da;
2Mg ~C nw nmw
F, (xt)=—=> cos| — vt |cos| —x 2.1.72
wlen)==7 Z (L j (Lj G172

seklinde hesap edilebilir (Sekil 2.1.17). Toplam sembol icerisindeki terim sayisi (n)

arttikca tekil Fourier serisinin hassasiyeti artacak ve tekil kuvvetler daha dogru bir
sekilde ifade edilecektir. Ancak terim sayisi ne kadar artsa da Fourier serisinin sicrama
noktasit civarinda verdigi degerler daima bir miktar hata igerir. Fourier serileri,
siireksizlik noktalarinda, fonksiyonun sag ve sol degerlerinin ortalamasima yakinsar ve
yakinsama sirasinda asir1 salimmlar yapar. Bu olaya Gibbs olay: ad1 verilir. Gibbs olay1
siireksizlik noktasinda %15 civarinda bir hataya sebep olabilir. Bu hatayr dnlemek i¢in

salinimlari bastiran 6zel yontemler uygulamak gerekir.
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1000

(uoimen) 4

X ( metre )

uomap) 4

(b)

4 terim i¢in

Sekil 2.1.16. Hareketli yiikiin Fourier sin agilimi, N

10 m/sn)

10 m, M =100 kg, v

(=

t=0.7 sn

b.

t=0.4 sn

a.
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1000

X ( metre )

(a)

800

X ( metre )

(b)

10m/ sn)

10m, M =100kg, v

Sekil 2.1.17. Hareketli yiikiin Fourier cos a¢tlimi, (L

t=0.6sn

b.

t=0.25sn

a.
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Kirisi desteklemek icin kullanilan diisey kolonlardaki ve koprii ayaklarindaki
tepki kuvvetleri de Fourier acilimina tabi tutulabilir. (2.1.37) de ayaklardaki bu
kuvvetlerin yay ve soniim kuvvetlerinin toplami olarak ifade edilebilecegi kabul

edilmisti. O halde bu tekil kuvvetler icin de yine (2.1.27) ve (2.1.29) dan

ky(x,t), x=mL
F, (x,1)= (1) (2.1.73)

0, x#ML

cylx,t), x=mL
F (x,1)= (x1) (2.1.74)

0, x#ML

yazilabilir. Dirac — delta fonksiyonu yardimiyla bu kuvvetler

F, (x,t)=ky(x,1)8(x—mL) (2.1.75)
F (x,t)=cy(x1)d(x—mL) (2.1.76)

ile ifade edilerek, kiris deplasmaninin y(x,t):q(t)sin(%xj seklinde ayrik bir

¢Oziimiiniin oldugunu, nedeni daha sonra agiklanmak iizere simdilik pesinen kabul

edilsin.

Yay kuvvetinin Fourier sin agilimi

oo

F(x1)=)q, sin(n—;xj 2.1.77)

n=1

seklinde ifade edilebilir. Burada, a, katsayisi (2.1.77) ile onerilen serinin her iki yani

yine sin (k%t xj ile carpilip verilen aralikta integre edilirse



2
o =2l s (n—;nLj (2.1.78)

bulunur. Su halde, F, (x, t) fonksiyonunun Fourier sin agilimi

F,(x.1) :y‘quZsinz (nmn)sin (%xj (2.1.79)

n=1

seklinde elde edilir. Benzer islemler neticesinde F, (x) fonksiyonunun Fourier cos
acilimi da, bu kez kirig deplasmaninin y(x,7)=¢(r)cos (n—;xj seklinde ayrik bir

¢Oziimiiniin oldugunu kabul edilerek ;

F, (x,1)= ZkQL(t)Zcos2 (nm)cos(n—ij (2.1.80)

n=l1
seklinde hesap edilebilir.

Soniim kuvveti F, (x,t) nin Fourier sin ve Fourier cos agiliminin da

Fc(x,t):%O)Zsinz(nnn)sin(n—;xj (2.1.81)
F, (x,1)= 2C(?L(t) Z:cos2 (nmn)cos (n—Lnxj (2.1.82)

n=1

oldugu kolaylikla gosterilebilir.
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2.2, Kirislerin Serbest Titresimleri

Bir cismin yada sistemin denge konumu etrafinda yaptigi salinma hareketi titresim
olarak isimlendirilir. Serbest ve zoraki titresim olmak iizere iki tiir titresimden
bahsedilebilir. Genel olarak elastik bir tel, kiris yada agirlik kuvveti ve yay kuvveti etki
eden bir sistem denge konumundan uzaklastirildiginda serbest (dogal) titresim yapar.

Bir dis kuvvetin tesiri altinda harekete zorlanan sistem ise, zoraki titresim yapar.

Dogal yada zoraki titresim yapan sistemlerde hareket, sonsuz siire devam eden
(sOontimsiiz) hareket olabildigi gibi, zamanla yok olan (soniimlii) titresim hareketi de
olabilir. Genel halde her zaman mevcut olan siirtiinme kuvvetleri ve soniimleyiciler,
titresen sistemin hareketinin zamanla yok olmasma sebep olurlar. Zoraki titresim
halinde bu iki etkiden dolayr olan kayiplar dis zorlama fonksiyonu tarafindan
karsilanamiyorsa, sistem soniimlii titresim yapacaktir. Sayet bu kayiplar karsilanmyorsa,
sistem sOniimsiiz titresim hareketi yapacaktir. Genel olarak titresim mekanik
sistemlerde istenmeyen bir durum oldugundan titresimin zamanla soniimlenmesi istenir.
Kirisin titresimini incelemeye baslamadan evvel asagidaki terimlerin anlamlarinin

bilinmesi gerekir;

Frekans, birim zaman igindeki salinim sayisidir.

Dogal frekans, Kendi haline terk edilen ve her hangi bir dig tesire maruz olmayan

bir sistemin frekansidir.

Periyot, bir tam salinim i¢in gegen siiredir.

Genlik, titresen sistemin yapacagi en bilyiik yer degistirmedir.

Soniim, hareket esnasinda enerji kaybina neden olan malzeme 6zelligidir. Soniim

orani ise sistemdeki gercek soniimiin, kritik soniime ulagsmasi i¢in gereken soniime

oramdir.
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Rezonans, Periyodik bir kuvvetin etkisi altindaki bir sistem, salinimlar sergiler ve
eger kuvvetin frekansi sistemin dogal frekansina esit ise, bu salimmlarin genligi artma
egilimine girer. Sonu¢ olarak sistem, belli bir genlikten sonra biitiinligiinii veya

bulundugu durumu koruyamaz ve dagilir veya bozunur. Buna rezonans denir
Ozdegerler, Serbest titresen bir sistemin dogal frekanslaridir.

Uc boyutlu bir cismin titresimi genellikle (x, y, z) noktasinin ¢ amindaki yer
degistirme vektorii r (x, y, z) ve dis kuvvet p (x, y, z, f) arasindaki bir operatorle

gosterilir.
L{r(x.y.z.t)]=p(x.y.2.1) 2.2.1)

Burada, L lineer yada lineer olmayan diferansiyel operatordiir. Baslangic ve simir
sartlar1 kullanilarak yukaridaki denklem ki bu genellikle bir kismi diferansiyel denklem

ya da bir denklem takimidir, sistemin davranigini tanimlar.

Hareketli yiikk herhangi bir kuvvet degil de hareketli bir kiitle olarak
diisiiniildiigiinde mekanik sistem iizerine gelen etki iki farkli sekilde olusmaktadir. Ilki
agirlik etkisidir ki yer ¢ekiminden dolay1 ortaya cikar, kiitle ya da yercekimi ivmesi
degismedikge siddeti sabittir. Ikinci etki atalet etkisidir. Atalet etkisi hareketli kiitlenin
diisey dogrultudaki ivmesi ile birlikte degisir. Yalmzca agirhik kuvveti gdz Oniine
alindiginda diferansiyel denklem c¢ok daha basit islemlerle ¢oziilebilir. Pek cok defa
atalet kuvvetleri, Coriolis ve merkezcil ivme bilesenleri diferansiyel denklemi non-
lineer yaptigindan c¢oziimii oldukga zorlastirmakta ve pek cok defa diferansiyel

denklemin analitik ¢6ziimii miimkiin olmamaktadir.

Kiriglerin eksene dik dogrultudaki titresim hareketinin diferansiyel denklemi,
Euler — Bernoulli kiris teoremi kullanilarak ifade edilmektedir. Kiris serbest titrestiginde

denklem (2.1.36) ile verilen hareket denkleminde sag taraf sifira esit olur.
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X 5
gt o) e
ox ot

Hareket denkleminin ¢6ziimiiniin,

y(x1)=9,(x)q, (1)

(2.2.2)

(2.2.3)

seklinde ayrnistirilabildigi kabul edilir ve Onerilen bu ¢oziim serbest titresen kirisin

hareket denkleminde (2.2.2) yerine yazilirsa
9 9’
£1=2[0, (1)a, (0 ]+ m= (8, (1), (1)] =0
EI9," (x)q,(1)+m 9, (x)g,(1)=0

elde edilir. (2.2.5) esitliginin her iki yam ¢, (x)g, (¢) ¢arpimi ile boliinerek

9," (x)q, (1)

o (4,0

wmd
0

(2.2.4)

(2.2.5)

(2.2.6)

(2.2.7)

bulunur. (2.2.7) ifadesinde esitligin sol tarafinin x in sag tarafinin ise ¢ nin fonksiyonu

oldugu goriilmektedir. Bu ancak esitligin her iki tarafinin da bir sabite esit olmasi sarti

ile saglanir, aksi takdirde farkli iki fonksiyonun degiskenlerinin her degeri i¢in birbirine

esit olmas1 s0z konusu degildir. Bu sabit deger

(2.2.8)
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seklinde ifade edilsin. Boylece kismi diferansiyel denklem sadece konumun ve sadece
zamanin fonksiyonu olan iki adi diferansiyel denklem takimina aynistirilabilir. Zaman

ile ilgili olan,

G, (1) +wq,(1)=0, = xi’f’ (2.2.9)
¢Oziimii verir. Karakteristik denklem
P+ =0, h, =10, (2.2.10)
dir. Buradan ¢6ziim
q,(t)=Asin®,t+ Bcos®,t (2.2.11)

olarak bulunur. Denklem (2.2.8) den konum ile ilgili olani1 i¢in

0," (x)=%,0,(x)=0 (2.2.12)

yazilabilir. Yine buradan karakteristik denklem

4 4 _ _ . _
r'=A, =0, n,=1A0, r,=TA

n

(2.2.13)

n

seklinde elde edilir. Boylece, (2.2.12) ifadesinin ¢oziimii de

0, (x)=A,sin(A,x)+ B, cos(A,x)+C, sinh (A, x)+ D, cosh (A, x) (2.2.14)

olarak bulunur. (2.2.14) ifadesinin sinir sartlarini saglayan A, degerleri igin ¢dziimiine
kirisin 6z fonksiyonu, bu A, degerlerine de kirisin 6z degerleri denir. Farkli sinir

sarlarina sahip kiriler i¢in 6z degerler asagidaki gibi hesaplanir.
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2.2.1. Basit mesnetli Kirisin serbest titresimi

Pim baglantis1 olarak ta bilinen basit mesnetli kirigin, her iki ucunda ¢cokmeler
engellenmistir, ancak donmelere kargi herhangi bir diren¢ s6z konusu degildir

(Sekil 2.2.1). (2.1.30) ifadesinde basit mesnetli bir kirisin her iki ucundaki sinir sartlar

Ghrdor 4;4,&,7

Sekil 2.2.1. Her iki ucu basit mesnetli Kiris.

x=0, y(0,6)=0,  y’(0,)=0 (2.2.15)

x=L  y(Lt)=0  y'(L1)=0 (2.2.16)

seklinde tarif edilmisti. Serbest titresen bir kiris i¢in (2.2.3) de Onerilen y(x,t) cOziimii
kullanilarak bu sartlar

»(0.1)=9,(0)q,(1)=0, 9,(0)=0

(2.2.17)
y'(0.)=9;(0)q, () =0. ¢7(0)=0

y(L.t)=9,(L)q,(t)=0, 0,(L)=0

(2.2.18)
Y (L.t)=9,(L)q,(r)=0, o’ (L)=0

olacak seklinde yeniden diizenlenebilir. (2.2.17) ile verilen sinir sartlar1 ve (2.2.14) de

bulunan olan ¢, (x) ¢oziimii kullanilarak;

0, (0)=A, sin(1,0)+ B, cos(A,0)+C, sinh(A,0)+ D, cosh(A,0)=0,

(2.2.19)
B, +D,=0
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07 (0)=A [—Aﬂ sin(A,0)— B, cos(A,0)+C, sinh(A,0)+ D, cosh (7»”0)] =0,
(2.2.20)
-B +D =0

yazilabilir. Buradan B, =D, =0 oldugu ag¢ik¢a goriilmektedir. Benzer sekilde (2.2.18)

ile verilen sartlar ve (2.2.14) ¢oziimii kullanilarak

0, (L)=A,sin(A,L)+ B, cos(\,L)+C,sinh(A,L)+ D, cosh(A,L)=0

(2.2.21)
o (L)=A\; [—An sin(A,L)—B, cos(A,L)+C, sinh(A,L)+ D, cosh (knL)] =0
elde edilir. Burada, B, = D, =0 oldugu hatirlanarak
0=A,sin(A,L)+C,sinh(A,L)
(2.2.22)

0=A.[-A,sin(X,)L+C,sinh(A,L)]

bulunur. Agik¢a goriilmektedir ki, (2.2.22) ifadeleri A =C, =0 oldugunda saglanir.

Ancak, bu halde ¢6ziim bos kiime olur. Bunun yaninda

A, =—, n=12.3,.. (2.2.23)

de (2.2.22) ifadelerinin bir ¢oziimiidiir ve bu A, degerlerine kirisin 6z degerleri denir.
Sonug olarak basit mesnetli bir kirigin 6z fonksiyonlari
0, (x)=A,sin(A,x) (2.2.24)

seklinde elde edilir. Bu ¢6ziim A katsayisinin tiim degerleri igin serbest titresen basit
mesnetli kirisin hareket denklemini ve simir sartlarimi saglamaktadir. Ancak, burada

amacimz bu ¢6ziim fonksiyonlari igerisinden siddeti (normu) bir olani elde etmektir.
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Zira kirislerin zoraki titresimi incelenirken 6zfonksiyonlarin siddetinin bire esit olmasi
hesaplamalardaki karigikligin Oniine gececektir. Su halde, kirisin 6zfonksiyonlar1 0-L
araliginda, dik fonksiyonlar icin verilen (2.1.59) ortonormalite sartin1 saglamalidir.

Basit mesnetli kirigin (2.2.24) de verilen 6zfonksiyon kullanilarak

L 1/2

0, (x)] = j [Asin(A,x)] dx| =1 (2.2.25)

0

yazilabilir. (2.2.25) integrali alinarak

(o 1/2
{Af (E—Mj—o} -1 (2.2.26)

elde edilir. Buradan agikca goriilmektedir ki sol tarafin bire esit olmasin yegéne sarti

A= |— (2.2.27)

q)n(x):\gsin(xnx), A, =, n=1,23,. (2.2.28)

seklinde elde edilir.

Farkli uzunluktaki kirigler i¢in ilk dort 6zdeger Sekil 2.2.2 de ve Cizelge 2.2.1 de
gosterilmektedir. Ayrica basit mesnetli kirisin  0zdegerlerini ve 6zfonksiyon

katsayilarin1 veren Matlab programlari da Ek.1.1 de sunulmustur.
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10 12 14 16 18 20

Ozdegerler (1, )

8

(a)

(4) wepuaqg sueyaiq

Ozdegerler (1)

(b)
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Ozdegerler (A,)

(c)

Sekil 2.2.2. Her iki ucu basit mesnetli kirisin 6zdegerleri.

¢c) L=10m

=5m,

b) L

=lm,

a)L

Cizelge 2.2.1 Her iki ucu basit mesnetli kirisin 6zdegerleri.

B | |v
s |© |2 |8 |e
<X | |n |a |
o |G| =
> o |§
sl % QR
< |x |% | X |
o | = |3
16“
2%%8.&%
< |a |a |g |«
S | = | S
o
© | |2
1A1_.%4ﬂ_f
x16ﬂ
300.
—
/m\15m€
~




61

2.2.2. Ankastre mesnetli Kirisin serbest titresimi

Ankastre mesnetli kiriste, kirisin her iki ucunda da c¢okmeler ve donmeler
tamamen engellenmistir (Sekil 2.2.3). (2.1.26) ifadelerinde ankastre mesnetli bir kirigin

her iki ucundaki sinir sartlar

"
/
, ¥
/ A
/ A
/
/ 4
Sekil 2.2.3. Her iki ucu ankastre mesnetli kiris.
x=0, y(0,2)=0, y'(0,£)=0 (2.2.29)
x=1L, y(L,t)=0 ¥ (L,t)=0 (2.2.30)

ile verilmisti. Serbest titresen bir kiris i¢in (2.2.3) ile Onerilen y(x,t) coziim

kullanilarak bu sartlar

¥(0.)=9,(0)q, (1) =0, 9,(0)=0
y'(0.)=¢;,(0)q, () =0. @ (0)=0

(2.2.31)

y(L.1)=9,(L)q,(1)=0, 9,(L)=0

Y(Lit)=0,(L)g,(1)=0, ¢/ (L)=0

(2.2.32)

seklinde yeniden diizenlenebilir. (2.2.31) ile verilen bu sinir sartlar1 ve (2.2.14) de

verilmis olan ¢, (x) ¢dziimii kullanilarak;
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0, (0)=A, sin(1,0)+ B, cos(X,0)+C, sinh(1,0)+ D, cosh(A,0)=0,
(2.2.33)
B +D, =0

¢, (0)=2, [ A, cos(x,0)-B,sin(X,0)+C, cosh (X,0)+ D, sinh (1,0) | =0,
(2.2.34)
An + Cll = 0

yazilir. Buradan C, =—A, ve D =-B oldugu agik¢a goriilmektedir. Benzer sekilde

(2.2.32) ile verilen sartlar ve ¢, (x) ¢dziimii kullanilarak

0,(L)=A,sin(A,L)+ B, cos(A,L)+C,sinh(A,L)+ D, cosh(A,L)=0
(2.2.35)
o (L)=A, [A” cos(A,L)—B,sin(A,L)+C, cosh(A,L)+ D, sinh (knL)] =0

bulunur. Burada C, ve D, nin, A, ve B, cinsinden ifadeleri (2.2.35) de yerine yazilir

A, sin(A,L)+ B, cos(A,L)—A, sinh(A,L)—B, cosh(A,L)=0
(2.2.36)
A, cos(A,L)- B, sin(A,L)—A, cosh(A,L)—B,sinh(A,L)=0
ve diizenlenirse
A, [sin (A,L)—sinh (knL)] +B, [cos (A,L)—cosh (knL)] =0 (2.2.37)
A,[cos(\,L)—cosh(A,L)]-B,[sin(A,L)+sinh(X,L)]|=0 (2.2.38)
B, C ve D katsayilarin A cinsinden esiti asagidaki gibi elde edilebilir.
(cos(A,L)—cosh(A,L))
B, =|-— , A, (2.2.39)
(sin(A,L)+sinh(A,L))

C =-A (2.2.40)
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) L
D =|— A (2.2.41)

Denklem (2.2.39) da verilen B, (2.2.37) de yerine yazilarak

[cos(?»nL) —cosh(knL)]
[sin(?» L) +sinh(7»nL)]

n

A, [sin(?»nL) —sinh(?»nL)]+Aﬂ [cos(knL) —cosh(?»nL)] =0 (2.2.42)

bulunur. Burada, A, ler sadelestirilerek ifade diizenlendigi takdirde ankastre mesnetli

kiris icin
F=[sin(an)—sinh(an)][sin(an)+sinh(x”L)]+[cos(an)—cosh(x”L)]2 =0 (2.2.43)

ile verilen frekans denklemi ( ¥ ) elde edilmis olur. Frekans denkleminden A degerleri

elde edilerek, ankastre mesnetli bir kirisin 6zfonksiyonu

n

(cos(A
(sin(A

L)—cosh(A,L))
L)+sinh(A,L))

n

0,(x)=A4, {sin(k”x)+{ }cos(knx)

(2.2.44)
cos(A,L)—cosh(A,L))

—sinh(?unx)—{( -

(sin (A, L)+sinh (A,L)) cosh (A, x)

| I

seklinde bulunur. Bu ¢oziimde yine A, katsayisinin tim degerleri icin serbest titresen
ankastre mesnetli kirisin hareket denklemini ve sinir sartlarimi saglamaktadir. Ancak
bizim aradigimiz bu ¢oziimlerin igerisinden siddeti bir olan yani O-L aralifinda, dik

fonksiyonlar i¢in verilen (2.1.59) ortonormalite sartin1 saglayandir. Su halde,

9, (x)|= “(bi (X)dXJ =1 (2.2.45)
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olmalidir. (2.2.44) ile verilen ¢, (x) yerine yazilirsa

(sin(A,Z)+sinh(,Z))

n

I{SlH(?\,x) +|:(COSE7‘%L) _COSh(:\:Ii‘)):lCOS(X x) —SiI]h(}uﬂx)—|:(COS(7\71L)_th(%L)):lcosh(},”x)} dx

(2.2.46)

bulunur. Ancak (2.2.45) ifadesindeki integralinin el ile hesabi olduk¢ca uzun ve
karmagiktir. Bunun yerine Matlab ortaminda yazilan kiigiik bir program yardimiyla her

bir A, degerine karsilik, ortogonalite sartin1 saglayan A, katsayilari tespit edilebilir

(Cizelge 2.2.3).

Frekans denklemi kullanilarak farkli uzunluklardaki ankastre kirisler icin ilk dort
ozdeger Sekil.2.2.4 de ve Cizelge 2.2.2 de gosterilmektedir. Ayrica basit mesnetli
kirisin 6zdegerlerini ve 0zfonksiyon katsayilarim veren Matlab programlar1 Ek.1.1 ve

Ek.1.2 de sunulmustur.

Frekans Denklemi ()

-1000

(a)
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¢c.)L=10m

")

A

Ozdegerler (
(©)
b.) L=5m

1m

Sekil 2.2.4. Her iki ucu ankastre mesnetli kirigin 6zdegerleri
a.) L
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Cizelge 2.2.2 Her iki ucu ankastre mesnetli kirisin 6zdegerleri.

L (m) A, A, A, A,
1 4.7300 7.8532 10.9956 14.1372
5 0.9460 1.5706 2.1991 2.8274
10 0.4730 0.7853 1.0996 1.4137
, 3 5t i on
20 20 20 20

Cizelge 2.2.3 Her iki ucu ankastre mesnetli kirisin 6zfonksiyon katsayilari

(An’Bn’Cn’Dn) ‘

L(m) | A.B,.C,.D, A, A, As A,
A 1.0178 0.9992 1.0000 1.0000
B, -1.0360 -0.9984 -1.0001 -1.0000
1 Cn -1.0178 -0.9992 -1.0000 -1.0000
D, 1.0360 0.9984 1.0001 1.0000
Ay 2.2759 2.2344 2.2362 2.2361
B, -2.3165 -2.2327 -2.2363 -2.2361
i C, -2.2759 -2.2344 -2.2362 -2.2361
D, 2.3165 2.2327 2.2363 2.2361
A, 3.2186 3.1599 3.1622 3.1623
B, -3.2760 -3.1575 -3.1623 -3.1623
° C, -3.2186 -3.1599 -3.1622 -3.1623
D, 3.2760 3.1575 3.1623 3.1623
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2.2.3. Konsol kirisin serbest titresimi

Bir ucu ankastre diger ucu serbest olan kirisler konsol kiris olarak isimlendirilirler
(Sekil 2.2.5). Konsol kirisin sabit ucunda ¢okme ve donmelerin tamamen
engellenmesine karsilik serbest ugta tam bir hareket serbestligi vardir. Denklem (2.1.26)

ve (2.1.27) de konsol kirisin her iki ucundaki sinir sartlari

Sekil 2.2.5. Konsol kiris.

x=0,  y(0,6)=0,  y(0,6)=0 (2.2.47)

x=L,  Y(Lt)=0  y'(Lt)=0 (2.2.48)

ile verilmisti. Serbest titresen bir kirisin yerdegistirmesi icin (2.2.3) ile 6nerilen y(x,t)

¢Oziimii kullanilarak bu sartlar

(2.2.49)

y'(0.)=¢;,(0)q, () =0. @ (0)=0

ym(L’t):q)”(L)q"(t " q)Z(L) X (2.2.50)
L’t):q)n(L)qn(t):O’ q)n(L):O

seklinde yazilabilir. (2.2.49) ile ifade edilen sinir sartlar1 ve (2.2.14) de verilmis olan

¢, (x) ¢oziimii kullanilarak;
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0, (0)=A, sin(1,0)+ B, cos(L,0)+C, sinh(A,0)+ D, cosh(X,0) =
(2.2.51)
B +D, =0

¢, (0)=A,[ A, cos(,0)-B,sin(A,0)+C, cosh (A,0)+ D, sinh (1,0) | =0,
(2.2.52)
A +C,=0

elde edilir. Buradan D =-B, ve C,=-A oldugu acik¢a goriilmektedir. Benzer
sekilde (2.2.50) ile verilen sartlar ve (2.2.14) ¢oziimii kullanilarak

o (L)=A\; [—Aﬂ sin(A,L)—B, cos(A,L)+C, sinh(A,L)+ D, cosh(A,L) ] 0,
(2.2.53)

n

—A,sin(A,L)-B, cos(A,L)— A, sinh(A,L)—B, cosh(A,L)=0

yazilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilarak B,, C, ve D, katsayilarinin A, cinsinden

ifadeleri

A (2.2.54)

C =-A (2.2.55)

(2.2.56)

seklinde bulunur. B, katsayisi, ¢/ (L)=0 da yerine yazilarak gerekli sadelestirmeler

yapildiginda

07 (L)=A,[-A, cos(A,L)+ B, sin(A,L)+C, cosh (A, L)+D, sinh (A,L) | =0,
—A, cos(M,L)+B,sin(A,L)+C, cosh(A,L)+D,sinh(A,L)=0, (2.2.57)

—-A, [cos (A,L)+cosh (knL)] +B, [sin (A,L)—sinh (knL)] =0
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[sm +smh 7» ]
L)+cosh(7un )]

~A,[cos(A,L)+cosh(A,L) |- A [sin(A,L)—sinh(A,L)]=0

I:COS

n

(2.2.58)

konsol kiris i¢in frekans denklemi ( ¥ ) asagidaki gibi elde edilir.
F = cos(A,L)+cosh (knL)]2 +[sin(A,L)+sinh (A, L) | sin(A,L)—sinh(X,L) |=0 (2.2.59)

Frekans denkleminden A, degerleri bilgisayar programi yardimiyla elde edilerek,

konsol kirigin 6zfonksiyonu

¢,,(x)=An{sin(x,,x>{(( ‘

(2.2.60)

seklinde bulunur. Bu coziimlerin icerisinden siddeti bir olan (2.1.62) ortogormalite

sartin1 saglayan ¢oziimdiir. Su halde,

¢n(X)\\={I¢i(X)dXJ =1 (2.2.61)
yazilabilir. ¢, (x) yerine yazilirsa
A= 1
t ol (D s L) | | (sin(hL)+sinh(2, 1) } ’
j{ (A L%(WMMJ () =sinh(3, 9 Lw(w+m(mdm(n )}dv

(2.2.62)
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elde edilir. Burada da (2.2.62) ifadesindeki integralinin el ile hesab1 olduk¢a uzun ve
karmasgiktir. Bunun yerine yine Matlab ortaminda yazilan kiiciik bir program yardimiyla

ortogonalite sartin1 saglayan A, katsayisi tespit edilebilir (Cizelge 2.2.5).

Hem ankastre kiris (Cizelge 2.1.3) ve hem de konsol kiris (Cizelge 2.1.5) i¢in
hesaplanan A, katsayilarinin 3. ve 4. dzdegerlerden sonra artik degismedigi ve %

degerine yakinsadig1 gozlenmektedir. Buradan hareketle uzunlugu bilinen bir kiriste A

katsayisinin yaklasik degeri, tipki A, 6zdegerlerinde oldugu gibi hesap edilebilir.

Frekans denklemi kullanilarak farkli uzunluklardaki konsol kirisler i¢in ilk dort
ozdeger Sekil.2.2.6 de ve Cizelge 2.2.4 te gosterilmektedir. Ayrica basit mesnetli kirigin
ozdegerlerini ve 0zfonksiyon katsayilarini1 veren Matlab programlar1 Ek.1.4 ve Ek.1.5 te

sunulmustur.

Frekans Denklemi ( F)

.6 8 10 12
Ozdegerler (A,)

(a)
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(4) lwspjuaQ suexaid (4) lwspjuaQ suexai4

)

(c)

Ozdegerler (A,
c.) L=10m

a) L=1m

Sekil 2.2.6. Konsol kirisin 6zdegerleri
b.) L=5m
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Cizelge 2.2.4 Konsol kirisin 6zdegerleri.

L (m) A A, A, A,
1 1.8751 4.6941 7.8548 10.9955
5 0.3750 0.9388 1.5710 2.1991
10 0.1875 0.4694 0.7855 1.0996
, k3 3 5t n
20 20 20 20

Cizelge 2.2.5 Konsol kirigin 6zfonksiyon katsayilar (A, B,,C,,D,).

L(m) | 4,.B,.C,.D, A A, A, A,

A, 0.7341 1.0185 0.9992 1.0000

B, 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

1 C, -0.7341 -1.0185 -0.9992 -1.0000
D, -1.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000

A, 0.3283 0.4555 0.4468 0.4472

B, 0.4473 0.4472 0.4472 0.4472

’ C, -0.3283 -0.4555 -0.4468 -0.4472
D, -0.4473 -0.4472 -0.4472 -0.4472

A, 0.2322 0.3221 0.3160 0.3162

B, 0.3163 0.3162 0.3162 0.3162

0 C, -0.2322 -0.3221 -0.3160 -0.3162
D, -0.3163 -0.3162 -0.3162 -0.3162
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2.2.4. Elastik mesnetli kirisin serbest titresimi

Elastik mesnetli kiriste, kirisin her iki ucunda da donmelere karsi herhangi bir
diren¢ s6z konusu degildir. Ancak mesnetler tepki kuvveti ile orantili ¢okme
yapmaktadir. Denklem (2.1.31) de ifade edildigi lizere elastik mesnetli bir kirigte sinir

sartlari

k1 k2

Sekil 2.2.7. Elastik mesnetli kiris.

3
y(0,£)=0, Elay31 =k,y,(0,7) (2.2.63)
(0
d’y
vy (L,t)=0, Ela—f =—k,y,(L,t) (2.2.64)
* e

ile verilir. Bu siir sartlart (2.2.3) ile onerilen y(x,7) ¢oziimii kullanilarak yeniden

diizenlenirse
y"(0,t)=67(0)g,(r)=0, ¢7(0)=0
” k . k (2.2.65)
V7 (00)=07(0)q, (1) =9, (0)a(r).  97(0)=220,(0)
Y (L.t)=0;(L)q, (1) =0, o (L)=0
k, k, (2.2.66)
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elde edilir. (2.2.65) ile verilen sinir sartlar1 ve (2.2.14) de verilmis olan ¢, (x) ¢cOziimii

kullanilarak;
07 (0)=A;[-A,sin(A,0)— B, cos(A,0)+C, sinh (1,0)+ D, cosh(1,0)|=0  (2.2.67)
~B +D, =0 (2.2.68)

07/(0)=A; [ -A, cos(A,0)+ B, sin(1,0)+C, cosh(X,0)+ D, sinh (1,0) |

) (2.2.69)
= E_II[A" sin(A,0)+ B, cos(A,0)+C, sinh(A,0)+ D, cosh(?»nO)]

bulunur. Burada D, =B, oldugu agik¢a goriilmektedir. Benzer sekilde (2.2.66) ile

verilen sinir sartlar1 ve (2.2.14) kullanilarak

o (L)=A;[-A,sin(A,L)—B, cos(A,L)+C,sinh (A,L)+ D, cosh(A,L) |=0 (2.2.71)

o7(L)=2,’[ A, cos(\,L)+B,sin(A,L)+C,cosh(,L)+D,sinh (A,L) ]
) (2.2.72)
= E_ZI[A” sin(A,L)+ B, cos(A,L)+C, sinh(\,L)+ D, cosh (lnL)}

yazilabilir. Gosterimdeki karigikligin 6niine gegmek igin (2.2.73) ve (2.2.74) ile verilen

kisaltmalar ifade edilebilir.

n =sin(A,L),  n,=cos(A,L),  n,=sinh(A,L), n,=cosh(A,L) (2.2.73)

uy = uy=—2 w=| —oa—h (2.2.74)
EIN, EIN, 2un,—n,+n,
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Gerekli diizenlemeler ve sadelestirmeler yapilarak (2.2.71) den

B, =u,A, (2.2.75)
D, =u,A, (2.2.76)
C, =[2uu, +1]A, (2.2.77)

seklinde tiim katsayilar A, cinsinden elde edilir. Son olarak tiim sabitler (2.2.72) de

yazilarak elastik mesnetli bir kiris icin frekans denklemi ( t') asagidaki gibi elde edilir.
F=-n, +u, (nl +n, ) +n, (2u1u3 +1) —u, [”1 +u, (n2 +n, ) +n, (2u1u3 +1)] =0 (2.2.78)

Elde edilen bu frekans denkleminin kokleri Ek.1.6 da verilen Matlab programi yardimi
ile hesap edilebilir. Boylece elastik mesnetli bir kirisin 6zfonksiyonlarinda bilinmeyen

olarak yalmzca A katsayis1 kalir.
0, (x)=A,[sin(A,x)+u;cos(A,x)+(2uu, +1)sinh (X, x)+u; cosh (A, x) | (2.2.79)

Burada A, nin her degerine karsiik ayr1 bir A, katsayisinin mevcut oldugu

unutulmamalidir. Bu katsayilar, (2.1.59) da verilen ortogormalite sart1 kullanilarak her

A icin ayr1 ayri hesap edilmelidir. Su halde,

n

L 1/2

0,(x)|= Iqﬁ (x)dx | =1 (2.2.80)

0

yazilabilir. ¢, (x) burada yerine yazilirsa
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1

2.2.81)

>,
I

[ sin(X,x)+u, cos (A, x) +(2uu, +1)sinh (A, x)+u, cosh (Knx)]zdx

© Sy 1~

elde edilir. Integralin hesabinin olduk¢a zor oldugu goriilmektedir. Ancak Ek.1.7 de

verilen kii¢iik bir Matlab programi yardimi ile her bir A degerine tekabiil eden A

katsayilar kolayca tespit edilebilir (Cizelge 2.2.7).

Frekans denklemi kullanilarak farkli uzunluklarda ve farkli sertlikteki elastik
mesnetlerle taginan kirisler icin ilk dort 6zdeger Sekil 2.2.8 de ve Cizelge 2.2.6 da
gosterilmektedir. Cizelge 2.2.6 dan acik¢a goriillmektedir ki elastik desteklerin sertligi

arttikca 6z degerler basit mesnetli kirisin 6z degerlerine yakinsamaktadir.

15 ‘
|
|
3
A k,=k,=10
4
) N k,=k,=10
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 5|
—k,=k,=10

.....

|
|
|
|
|
|
|
|
o=
|
|
|
|
|
|
|

Frekans Denklemi ( F)
(6]

o

|
- 2R
B T N e
|
|
|
|
|

] 6 8 10 12
Ozdegerler (7,)

(a)
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(4) lwspjuaQ suexaid

Ozde

ler ()

ger

(b)

1.2

0.6 0.8

Ozdegerler (1,)

0.4

(c)

Sekil 2.2.8. Elastik mesnetli kirisin ilk dort 6zdegeri;

a)L=1m, H=0.01m
b) L=5m, H
c)L=10m, H

=0.1m

0.2 m
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Cizelge 2.2.6. Elastik mesnetli kirisin farkli yay rijitlikleri icin ilk dort 6zdegeri
(L=1m, H=B=0.01m)

kpkz 7\',1 L=1m L=2m L=3m
A, 2.0721 1.4842 1.0404
A, 47360 2.4987 1.8957
10° (N/m)
A, 7.8535 3.9357 2.6784
A, 10.9956 5.4990 3.6744
A 3.0191 1.5696 1.0471
A, 5.0942 3.0794 2.0903
10* (N/m)
A, 7.8818 43277 3.0984
A, 10.9994 5.6055 4.0064
A 3.1401 1.5708 1.0472
A, 6.2000 3.1409 2.0944
10° (N/m)
A, 8.8186 4.7044 3.1411
A, 11.3093 6.2398 4.1861
A, . L n
2 L
2
o A, 21 T -
L
(Rijit - =
mesnet) As 3n B N2
A, 4T 2n in
L




Cizelge 2.2.7. Elastik mesnetli kirisin farkl1 yay rijitlikleri icin 6zfonksiyon katsayilari
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(A,,B,.C,,D,), (L=1m, H=B=0.01m).

k,.k, A,.B,.C,D, A, A, A, A,
A, 0.7341 0.0258 0.0047 =0
B, -0.1957 0.0262 -0.0016 =0

10° (N/m)
C, 04778 0.0287 0.0046 =0
D, -0.1957 0.0262 -0.0016 =0
A, 0.0909 0.0123 0.0051 =0
B, -0.0667 0.0144 -0.0017 =0

10* (N/m)
C, -0.1916 0.0250 0.0047 =0
D, -0.0667 0.0144 -0.0017 =0
A, 0.0064 0.0023 0.0048 =0
B, -0.0059 -0.0028 -0.0022 =0

10° (N/m)
C, -0.2147 -0.0115 0.0009 =0
D, -0.0059 -0.0028 -0.0022 =0
A, =0 =0 =0 =0
° B, =0 =0 =0 =0

(Rijit
C, -0.2192 -0.0132 -0.0007 =0
mesnet)

D, =0 =0 =0 =0
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2.3. Catlak Thtiva Eden Kirislerin Serbest Titresimi

Kirisin herhangi bir noktasinda olusan bir catlak, catlagin derinligine, konumuna

ve geometrisine bagl olarak, kirisin bu noktasinin egilme direncini lokal olarak

degistirmektedir. Sekil 2.3.1.a ve Sekil 2.3.2.a da x = L; konumunda tek ve cift tarafli
acik catlak ihtiva eden kirisler, Sekil 2.3.1.b ve Sekil 2.3.2.b de ise catlak ihtiva eden

bu kiriglerin c¢atlak kesitleri gosterilmektedir. Burada kesit alanimin genisligi B,

yiiksekligi H ve catlak derinligi D ile ifade edilmektedir. Sekillerden kirisin catlak

tarafindan iki parcaya ayrildigi goriilmektedir. Su halde n adet catlak, kirisi n+1

parcaya bolecektir. Euler — Bernoulli kiris teorisi kullanilarak kirisin catlak tarafindan

parcalanmis her bir kismi i¢in hareket denklemi

B
1

ya AN "’fr
( ) %
A H
%
L; - D —1_
rl Y v
(a) (b)
Sekil 2.3.1. Tek tarafh agik catlak ihtiva eden kiris.
B
—
& 6}/ a)
L; D
g —1; v
(a) (b)

Sekil 2.3.2. Cift tarafl agik catlak ihtiva eden kiris
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0* 0’
0 9’
EI ax);Z +m a;;Z :0’ Ll <x< l‘z (231b)
4 2
El aai):rl +maaf;+1 :0, L] <x<L (2310)

seklinde yazilabilir. Burada, y,, y, ve y, Kkirisin diisey yer degistirmelerini ifade

etmektedir.

Catlagin bulundugu noktada yerdegistirme, moment ve kesme kuvvetlerinin esit

oldugu goz 6niinde bulundurularak bu noktadaki sartlar

WL 0=y, (L7,1) (2.3.2)
v (L0 =y, (L1 (2.3.3)
y(L,0 =y, (L1 (2.3.4)

seklinde ifade edilebilir. Burada, L;, L catlak konumunun hemen oncesini ve hemen

sonrasini belirtmektedir. Catlaktaki siireksizlik sart1 ise asagida gosterildigi gibidir.

y, (L0 =y (L7,1)=0,y, (L" 1) (2.3.5)

Burada, 6, donme yay1 olarak modellenen c¢atlagin yerel esnekligini ifade etmektedir ve

catlak derinliginin bir fonksiyonudur.
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08, konsol kiris icin Ostachowitz ve Krawczuk (1991) tarafindan asagidaki gibi

verilmistir.

0, =6 T H f(Y) (2.3.6)

f (77), tek tarafli agik catlak igin;

£ () =0.6384y* —1.035y" +3.7201y* —=5.177y +7.5537y° —7.332y” +2.4909y* (2.3.7)

cift tarafli acik catlak icin;

£ () =0.5335y* —0.9297" +3.500y* —3.181y° +5.7937° (2.3.8)

ile verilir (Haisty ve Springer 1998).

0, basit mesnetli kirig icin Chondros (1998) tarafindan asagida gosterildigi gibi

verilmistir.

0, =671 H (1-0)f(y) (2.3.9)

f (77), tek tarafli agik catlak igin;

£ () =0.6272y* —1.04533Y’ +4.5948y* —9.97367 +20.2948Y°

(2.3.10)
—33.0351y +47.1063Yy* —40.7556Y° +19.67"

Burada 7y catlak derinliginin kesitin catlak dogrultusundaki yiiksekligine oranidir
(Y=D/H). Hesaplamalarda catlagi birer donme yay1 olarak kabul eden bu catlak

modeli kullanilacaktir. Ancak literatiirde bu modelin haricinde farkli ¢atlak modelleri de

mevcuttur.
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2.3.1. Catlak ihtiva eden basit mesnetli kirisin serbest titresimi

Sekil 2.3.3. de x =

L, konumunda tek tarafli acik catlak ihtiva eden, L
uzunlugunda, basit mesnetli, diiz bir kiris gosterilmektedir. Su halde kirisin catlak
tarafindan iki parcaya ayrildigi goriilmektedir. Euler — Bernoulli kiris teorisi

kullanilarak kirigin her bir kism1 i¢in hareket denklemi

X
27 | @4%
R L EERE
1

v

A A

A4

Sekil 2.3.3. x = L, konumunda agik catlak ihtiva eden basit mesnetli kiris.

9! 9’
EI1S<2 im0

W oY ) O<x<lL, (2.3.11)
4 2
El%ﬂnaa%:O, L<x<L 2.3.12)

ile verilir. Basit mesnetli bir kirisin sinir sartlar1 (2.1.30) da

y(0,0=0, ¥ (0,)=0 (2.3.13)

Y, (L,)=0, v, (L,)=0 (2.3.14)

seklinde ifade edilmis ve c¢atlagin bulundugu noktadaki siireklilik sartlar1 da (2.3.4),
(2.3.5) ve (2.3.6) ile asagidaki gibi verilmisti.

w(L 7,0 =y,(L",1) (2.3.15)
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y (L0 =y, (L1 (2.3.16)

v (L,0=y, (L',0) (2.3.17)

Catlaktaki siireksizlik sart1 da, (2.3.7) kullanilarak asagidaki gibi ifade edilebilir.
v (L= y (L0 =6y, (L") (2.3.18)
Kirisin yer degistirmesinin
Yo (61)= 0, (x) g, (1), i=1,23,.. (2.3.19)

seklinde ayrik bir ¢oziimiiniin var oldugu kabul edilsin. Su halde Onerilen bu ¢6ziim

denklem (2.3.11) ve (2.3.12) de yerine yazilarak

0, (X)=2,0,,(x) =0, 0<x<I, (2.3.20)
0, ()=A,,(x)=0, L <x<L (2.3.21)
elde edilir. Burada,
A, = o, (2.3.22)
El

ile verilir. Kirisin u¢ noktalar i¢cin denklem (2.3.13) ve (2.3.14) ile verilen sinir sartlart

(2.3.19) ile onerilen ¢6ziim kullanilarak yeniden diizenlenirse yeni sinir sartlar

0,,(0)=0, 0. (0)=0 (2.3.23)

0,,(L) =0, ¢,, (L)=0 (2.3.24)
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seklinde ifade edilir. Benzer islem (2.3.15), (2.3.16), (2.3.17) ve (2.3.18) ifadelerine

uygulanarak

0, (L)=9,,(L) (2.3.25)
0 (L) =07, (L) (2.3.26)
o (L) =97, (L) (2.3.27)
0 (L) =05, (L) =807, (L) (2.3.28)

bulunur. Denklem (2.3.20) ve (2.3.21) ile verilen homojen diferansiyel denklemlerinin

¢Oziimlerinin,

0,,(x)=A, sin(A,x)+ B, cos(A,x)+C, sinh(A,x)+ D, cosh (L, x),
(2.3.29)
O<x<lL

(I)nZ(x) =14712 Sin}\’n ('x_l1)+Bn2 COS?\’n (x_l’l)+Cn2 Sinh}\’n ('x_l‘1)+Dn2 COShQ\’n ('x_l1)’

L <x<L
(2.3.30)

oldugu acikca goriilmektedir. Kirisin serbest titresim modlarin1 gosteren bu ¢oziimler
kirisin 6z fonksiyonlar1 olarak isimlendirilir. Buradaki A,;, B, C,; ve D,; sabitleri sinir
sartlarindan elde edilecektir. Co6ziime baslamadan evvel asagidaki kisaltmalar

tanimlamak hesaplamalar1 oldukg¢a kolaylastiracaktir:

nl = Sin(}\’nl’l)’ n2 = COS(}\‘nLl)’
n, =sinh (A, L)), n, =cosh(A,L),

2.331)
m, =sin[A, (L-L)], m, =cos[A,(L—L)],

m, =sinh[A,(L—L)], m, =cosh [\, (L-L)]

Kirisin birinci bolgesi i¢in (2.3.29) da verilen 6zfonksiyon ve (2.3.23) sinir sartlari

kullanilarak
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0,,(0)=A4, sin(A,0)+ B, cos(A,0)+C,, sinh(A,0)+D, cosh(1,0)=0  (2.3.32)

o7, (0)=-A,, sin(1,0)-B, cos(1,0)+C,, sinh(X,0)+ D, cosh(A,0)=0 (2.3.33)

yazilabilir. Bu iki ifadeden

=0 (2.3.34)

elde edilir. Benzer sekilde, kirisin ikinci bolgesi icin de (2.3.30) ¢oziimii ve (2.3.24)
sinir sartlart kullanilarak

0,5 (L) =A,m+B,m,+C ,m+D,,m =0

(2.3.35)
0o (L) ==A,m = B,,m, +C,,my+D,,m, =0
bulunur. (2.3.35) ifadeleri matris formunda
A
0 B
Hz{ml e m“} " (2.3.36)
0 —-m —m, my my || C,
DnZ
yada
AnZ
0 B, mo m, m; m
MzBM c | Bw{_nil . m“} (2.3.37)
n2 1 2 3 4
D

seklinde yazilabilir. Catlak i¢in (2.3.25), (2.3.26), (2.3.27) ve (2.3.28) ile verilen
uygunluk sartlar1 kullanilarak
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mA, +mB, +nC,+nD, =B,+D,

nlAnl + n2Bn1 _nSCnl _n4Dnl = Bn2

-mA, +nB,+n,C,, +n,D

[AnZ + CnZ] _[nZAnl _nanl + n4Cnl + n3Dn1] = 917\'n [_BnZ + Dn2]

n

-D

| =—A

n2

+C

n2 n2

(2.3.38)

(2.3.39)

(2.3.40)

(2.3.41)

bulunur. (2.3.38), (2.3.39), (2.3.40) ve (2.3.41) ifadeleri de yine matris formunda

An2
B n2
CnZ
D n2
seklinde yada
ile gosterilebilir. Burada
1, —Bn,
n
T,.,=
—Bn,
0

—n, —fn,

n,

—Bn,
0

transfer matrisi olarak isimlendirilir. B ise

pn,
0
n, +Pn,

n,

(2.3.42)

(2.3.43)

(2.3.44)
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Anl Anl
Bnl Bnl
[ } =B, XTyy C =R, C
nl nl
Dnl Dnl

bulunur. Burada,

R = N hy hHy Ny
2x4 T

hy Iy By Iy
seklindedir. R4 matrisinin elemanlari

hy = byt + bty + bty + Dyt
hy = byt + bty + sty + byt
hs = byt + b0y + byt + Dyt
ha = bty + bty + Dty + b2y,
Iy =bylyy + Dyl + bty + Dyt
Iy = byl + byl +bysty, + byt
Iy = by l;3 +bylyy + bty + Dyt

Iy = b21t14 + b22t24 + b23t34 + b24t44

(2.3.45)

(2.3.46)

(2.3.47)

(2.3.48)

(2.3.49)



&9

B

ni?’

C

ni?’

ile verilir. Oz fonksiyon katsayilar1 icin A

ni

D,=0 bir 6nemsiz (trivial)

B

ni?

C

ni?’

¢oziimdiir. Burada A

ni

D, icin sifirdan farkl bir ¢oziimiin varli
det[r“ s } =0 (2.3.50)

olmasim gerektirir (Dettman, 1986). Bu sart kullanilarak frekans denklemi ( F )
asagidaki gibi elde edilir.

F=-n,+nu —o,+ou =0 (2.3.51)

A..B..C

ni® “ni® ni’

D,, o6zfonksiyon katsayilarimin tiimii tek bir katsayr A, cinsinden

B, =0, C.=uA,, D,

nl nl

=0 (2.3.52)

A, =—0A

nl?

Bn2 :nlAnl’ Cn2 :_(02ul)Anl’ Dn2 :(nSMI)AnI (2353)

seklinde ifade edilebilir. Burada, denklemlerdeki karigikligin Oniine ge¢mek igin,

asagidaki kisaltmalar kullanilmistir:

s L . el (2.3.54)
m, m, 0nAh, +o0,+n,
Boylece tek tarafli agik catlak ihtiva eden kirisin 6z fonksiyonlari
0,1 (x)= A, [sin(A,x)+u, sinh (A, x) ], 0<x<lI, (2.3.55)

0,,(x)=4, [—01 sinA, (x—L,)+m cosh, (x—L )—o,u sinh A, (x—L)+nu, coshkn(x—l.l)},

L <x<L
(2.3.56)
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olarak bulunur. Burada, A,; katsayisinin tiim degerleri bir ¢6ziim olmakla birlikte
ozfonksiyonlarin normunu 1 yapan A, degeri hesaplamalarda daha kullanishidir. Su

halde (2.1.59) de asagidaki gibi verilen

1/2

L 1/2 L L
0, (x)[=| | 0:(x)dx | =[]0, (x)dx+]0,,’ (x)dx| =1 (2.2.57)
ol [onr |

ifadesinde her bir 6zfonksiyon yerine yazilarak

Al = (2.2.58)

RESRE

seklinde elde edilir. Burada integralin el ile hesabinin olduk¢a zor oldugu

goriilmektedir. Ancak Ek.1.9 da verilen Matlab programi yardimi ile her bir A

degerine tekabiil eden A, katsayisi ve diger 6zfonksiyon katsayilari kolayca tespit

edilebilir (Cizelge 2.3.3 ve Cizelge 2.3.4).

Frekans denklemi kullanilarak L =1m uzunlugunda ve H =B =0.01 m kesite
sahip kirisin, farkli ¢atlak konumu ve catlak derinligi i¢in ilk dort 6zdegeri Cizelge 2.3.1
ve Cizelge 2.3.2 de gosterilmektedir. Her iki cizelgeden agik¢a goriilmektedir ki catlak
derinligi sifira, catlak konumu ise kirisin her iki ucuna yaklastik¢a kirisin 6z degerleri

catlak ihtiva etmeyen basit mesnetli kirisin 6z degerlerine yakinsamaktadir.
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Cizelge 2.3.1. Catlak ihtiva eden basit mesnetli kirisin farkli catlak derinlik oranlar1 i¢in

ilk dort ozdegeri (ﬁl = % = O.SJ .

A, A, A, A,

=0 T 2n 3n 47
v=0.25 3.1323 6.2832 9.3973 12.5664
v=0.50 3.0938 6.2832 9.2883 12.5663
v=0.75 2.9250 6.2832 8.9005 12.5663

Cizelge 2.3.2. Catlak ihtiva eden basit mesnetli kirisin farkli ¢atlak konumlar icin ilk
dort 6zdegeri (y=0.5).

A A, A, A,

t,=0 o 2n 3n 47
(=025 3.1171 6.1899 9.3553 12.5664
(=050 3.0938 6.2832 9.2883 12.5663
(,=0.75 3.1171 6.1899 9.3553 12.5664

l,=L o 21 3n 47




Cizelge 2.3.3. Catlak ihtiva eden basit mesnetli kirisin 6zfonksiyon katsayilari

(A,.B,.C,.D,), (zl :ﬁzo.sj .
L
Y A..B,C.D, A A, A, A,
An 1.4122 1.0203 1.4122 1.1725
By 0 0 0 0
Cut 0.0026 0.0864 | -0.00035 | -0.0042
Dy 0 0 0 0
0.25
Am -0.0066 1.0203 0.0194 -1.1725
By 1.4122 0 -1.4120 | 0.000017
Cn2 -0.0065 -1.0017 0.0194 1.1304
Dy 0.0060 0.9980 -0.0194 | -1.1304
Ant 1.4037 1.0444 1.4047 1.2054
B 0 0 0 0
Cat 0.0137 0.0820 -0.0018 -0.0038
Dy 0 0 0 0
0.50
Ap -0.0335 1.0444 0.0958 -1.2054
B 1.4033 0 -1.4014 | -0.0004
Cn2 -0.0336 | -0.9504 0.0958 1.0058
Dy 0.0306 0.9469 -0.0958 -1.0058
At 1.3710 1.1348 1.3860 1.2938
B 0 0 0 0
o 0.0652 0.0646 -0.0084 | -0.0024
Dy 0 0 0 0
0.75
A -0.1482 1.1348 0.3592 -1.2938
B 1.3629 0 -1.3386 | 0.00002
Cuo -0.1482 | -0.7486 0.3592 0.6356
Dy 0.1331 0.7458 -0.3591 -0.6356
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Cizelge 2.3.4. Catlak ihtiva eden basit mesnetli kirisin 6zfonksiyon katsayilari

(A,.B,.C,..D,), (Y=0.50).
’, A..B.C.D, A, A, As A,

A 1.4345 1.4019 1.3350 2.0004
By 0 0 0 0
Cn 0.0221 0.0279 0.0122 0.0962
Dy 0 0 0 0

0.25
An 0.9717 -0.0982 -1.0659 0.6668
B 1.0081 -0.0982 0.9602 -0.00001
Cn -0.0194 0.0044 -0.0628 -1.1110
D> 0.0191 -0.0044 0.0628 1.1110
An 1.4037 1.0444 1.4047 1.2054
By 0 0 0 0
Cpi 0.0137 0.0820 -0.0018 -0.0038
Dy 0 0 0 0

0.50
An -0.0335 1.0444 0.0958 -1.2054
B 1.4033 0 -1.4014 -0.0004
Cn -0.0336 -0.9504 0.0958 1.0058
D> 0.0306 0.9469 -0.0958 -1.0058
An 1.4002 1.4050 1.4347 0.6668
By 0 0 0 0
Cni 0.0037 -0.0012 | 0.00011 0.00017
Dy 0 0 0 0

0.75
An -1.0205 0.0327 0.9274 2.0004
B 1.0081 -0.0326 0.9602 | -0.000014
Cn -0.0292 0.0016 -0.0640 -1.1151
D> 0.0191 -0.0015 0.0628 1.1110
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2.3.2. Catlak ihtiva eden konsol Kirisin serbest titresimi

Konsol kiriste, bir ucun &teleme ve donme yapamayacak sekilde tamamen
sabitlenmesine karsilik, diger u¢c tamamen serbesttir. Sabit ucta simir satlar1 geometrik
karakterde olup yer degistirme ile ilgilidir. Buna mukabil, serbest uctaki sinir sartlart
dinamik karakterdedir. Sekil 2.3.4 de L, konumunda tek yonlii acik catlak ihtiva eden

bir konsol kiris gosterilmektedir.

Ly

Y
<

A
\4

A
\4

Sekil 2.3.4. x = L; konumunda acik catlak ihtiva eden konsol kiris.

Euler — Bernoulli kirig teorisi kullanilarak catlak tarafindan iki parcaya ayrilan

boyle bir kirigin hareket denklemleri

4 2
zy%£}+m%ﬁ%=a 0<x<I, (2.3.59)
X t
d'y d%y
EIS2+m=s2 =0, L<x<lL (2.3.60)

seklinde yazilabilir. Konsol kirisin her iki ucundaki sinir sartlar

¥y (0,1)=y/(0,1)=0 2.3.61)

¥y (L,t)=y7(L,t)=0 (2.3.62)
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ile verilir. Catlagin bulundugu noktada yerdegistirme, moment ve kesme kuvvetlerinin
esit oldugu akilda tutularak, catlak konumundaki uygunluk sartlar1 denklem (2.3.4),
(2.3.5) ve (2.4.6) dan

yl(Ll_st) = yz(L1+st)s

yi(L~,0) =y, (L*,0), (2.3.63)

yiL 0=y (L7,0)

seklinde yazilir. Kirisin ¢atlak ihtiva eden noktasindaki siireksizlik ise denklem (2.3.7)

den
v (L, 0) =y (L7,1)=0,y,(L",1) (2.3.64)
ile ifade edilir. Kirisin yer degistirmesinin

y(l.)(x,t): 0, (x)g, (1), i=1,2,3,... (2.3.65)

seklinde ayrik bir ¢oziimiiniin var oldugu kabul edilsin. Su halde, 6nerilen bu ¢6ziim

(2.3.59) ve (2.3.60) ile verilen hareket denklemlerinde yerine yazilarak

0" (X)=Ai0,,(x) =0, 0<x<lI, (2.3.66)
0,," (x) =A%, (x)=0, L <x<L (2.3.67)

bulunur. Denklem (2.3.61) ve (2.3.62) ile verilen kirisin ug¢ sartlar ve y(x,t) ¢cOziimil

kullanilarak

I
(e)

¢n1 (0) =0, q):zl (0)
o, (L)=0,  ¢,,(L)=0 (2.3.69)

(2.3.68)
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elde edilir. Benzer sekilde, catlagin bulundugu nokta i¢in denklem (2.3.63) ve (2.3.64)

ile verilen sartlar (2.3.65) ¢oziimii ile birlikte yazilarak

¢:1(L1_):¢:2(LT)7 (2.3.70)

(I);Z(LI)—(I);I(LT):914):2(1;) (2.3.71)

bulunur. (2.3.66) ve (2.3.67) ile verilen homojen adi diferansiyel denklemlerin

¢cOziimleri

0,,(x)=A, sin(A,x)+ B, cos(A,x)+C, sinh (A, x)+ D, cosh (L, x),
(23.72)
O<x<lI

¢n2 (X) :AQ Sin?\‘n ('x_l1)+Bn2 CDSA’n ('x—l‘l)+Cn2 Sinh?\‘n (x_l1)+Dn2 CDShA’n ('x—l‘l)’
(2.3.73)
L <x<L

B..C

ni’

seklinde verilmisti. Burada, A

ni’

D,, 0z fonksiyon sabitleri, simr sartlar

ni?’

kullanilarak hesap edilecektir. (2.3.72) ¢6ziimii ve (2.3.68) u¢ sartlar1 yardimi ile

9,,(0)=A4,, sin(A,0)+B, cos(A,0)+C,, sinh(A,0)+ D, cosh(A,0)=0,
(2.3.74)
Dnl = _Bnl
o,(0)=A,| A, cos(A,0)— B, sin(A,0)+C, cosh(A,0)+D,, sinh(knO)] =0,
(2.3.75)

C,=-A

nl nl

elde edilir. (2.3.31) de verilen kisaltmalar kullanilarak kirisin ikinci kismi icin (2.3.73)

ile verilen 6zfonksiyon (2.3.69) da yerine yazilirsa
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¢:2 (L) =-mA, -m,B,+mC,,+mD,, =0

(2.3.76)
o (L) =-myA,+mB,,+m,C,,+mD,, =0
bulunur. (2.3.76) ifadeleri matris formunda
A
0 - - B
e (2.3.77)
0 -m, mymy my || C,
DnZ
yada
An2
0 B -m, —-m, m, m
=B,,| |, B, =| 2o (2.3.78)
0 C, -m, m m, m,
D

seklinde yazilabilir. Catlak i¢in (2.3.70) ve (2.3.71) ile verilen sartlar basit mesnetli kiris
icin verilen sartlarla aymidir. Su halde (2.3.44) de verilen transfer matrisi burada da

aynen kullanilabilir. B, , ve T, , matrisleri (2.3.46) da yerine yazilarak

Anl Anl Anl
Bnl Bnl Bnl

0 =By Xy C, =Ry C, =Ry A, (2.3.79)
D D -B

elde edilir (C,, =—A

nl?

D

nl

=-B, ). Burada,

K A 4 A
R2><4 — |: 11 12 13 14:| (2380)
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seklindedir. Konsol kiris icin non-trivial ¢oziimiin varlig

h—nhs No—hy
det =0 (2.3.81)

hi =1 I =Ty
olmasin1 gerektirir. Bu sart kullanilarak frekans denklemi ( F') asagidaki gibi elde edilir.
F= [—ul.m2 +nm, +u,m, —n,m, ] +u, [—142.m2 +n,m, +u,m, —n,m, ] =0 (2.3.82)

Ayrica, gerekli diizenlemeler yapilarak buradan

Bnl - (MS ) Anl
Coi=—A, (2.3.83)
D, = (_”5 ) A,

+u,ls )

nl

(2.3.84)

B,
C,, =(u; +uus)A,
D,

= (u
(n, +nus) A,
(
(—n

5 U ) A,

seklinde tiim katsayilar A, cinsinden ifade edilir. Burada asagidaki kisaltmalar

kullanilmastir:
= n,—PBn —PBns,
=-n, —Pn, —Pn,,
(2.3.85)
=-n, —Pn, —Pn,,

=-n, —Bn, —Pn,

—um, —nm, +u,m, —n,m
145: 1 12 37773 37774 (2386)

U,y + nymy — U, my, +n,m,
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Boylece tek tarafli agik catlak ihtiva eden kirisin 6z fonksiyonlari

0, (x)=A4, [sin (A, x)+us cos (A, x)—sinh (A, x)—us cosh (knx)],
(2.3.87)
O<x<lI

00 (%) = A, [ (s +uaas )sind, (x= L) +(m + s )cos, (x= 1) 2388
+(u3+u4u5)sinh7u”(x—Ll)+(—n3+n4u5)cosh7un(x—Ll)], L<x<L
olarak bulunur. Denklem (2.1.59) kullanilarak 6zfonksiyonlarin normunu 1 yapan A,

degeri asagidaki gibi elde edilebilir.

L 1/2 L L 1/2
o, (x)[=] |02 (x)dx | =| |90, (x)dx+]9,2(x)dx| =1 (2.3.89)
.00l Joutie |

Her bir 6zfonksiyon yerine yazilarak

A% =

nl —

(2.3.90)

Hq»A(x)} dﬁﬂmz(x)T "

elde edilir. Integralin hesabinin oldukca zor oldugu goriilmektedir. Ancak Ek.1.9 da

verilen Matlab programi yardimu ile her bir A, degerine tekabiil eden A; katsayilar1 ve

diger katsayilar kolayca tespit edilebilir (Cizelge 2.3.7 ve Cizelge 2.3.8).

Frekans denklemi kullamilarak L =1m uzunlugunda ve H =B =0.0lm Kkesite
sahip kirigin, farkli catlak konumu ve catlak derinligi icin ilk dort 6zdegeri Cizelge 2.3.5
ve Cizelge 2.3.6 da gosterilmektedir. Her iki cizelgeden agikga goriilmektedir ki catlak
derinligi sifira, catlak konumu ise kirisin serbest ucuna yaklastik¢a, kirisin 6z degerleri

catlak ihtiva etmeyen konsol kirisin 6z degerlerine yakinsamaktadir.
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Cizelge 2.3.5. Konsol kirisin farkli catlak derinlik oranlari i¢in ilk dort 6zdegeri

(zl L o.4j
L

A, A A, A,
v=0 1.8751 4.6941 7.8548 10.9955
y=0.25 1.8625 4.6835 7.8434 10.9880
v=0.50 1.8624 4.6439 7.8022 10.9604
v=0.75 1.8402 4.5635 7.7245 10.9077

Cizelge 2.3.6. Konsol kirisin farkli catlak konumlari i¢in ilk dort 6zdegeri

(v=05)
A, A, A, A,
(,=0.25 1.8498 4.6915 7.7742 10.8745
¢,=0.50 1.8682 4.6208 7.8547 10.8349
(,=0.75 1.8745 4.6678 7.7274 10.8491
(=L 1.8751 4.6941 7.8548 10.9955
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Cizelge 2.3.7. Konsol kirisin zfonksiyon katsayilari (A, B,;,C,;.D,,)-
(zl L o.4j
L
Y |A.B.C.D.| A » o »
Ay 0.4415 0.0346 0.00051 =0
By -0.6009 -0.0341 -0.00051 =
Cu -0.4415 -0.0346 -0.00051 =
Dy 0.6009 0.0341 0.00051 =0
02 An 0.7354 0.0216 -0.00052 =0
B.» -0.1424 0.0432 0.00051 =0
Cn 0.2856 0.0129 0.00003 =0
D,» 0.4153 0.0035 0.00003 =0
An 0.4271 0.0318 0.00045 =0
By -0.5792 -0.0316 -0.00045 =0
Cu -0.4271 -0.0318 -0.00045 =0
Dy 0.5792 0.0316 0.00045 =0
00 An 0.7227 0.0187 -0.00049 =0
B -0.1363 0.0394 0.00046 =0
Cn 0.2896 0.0121 0.00003 =0
D,y 0.3991 0.0044 0.00005 =0
A 0.4051 0.0266 0.00035 =0
B -0.5451 -0.0270 -0.00035 =0
Cu -0.4051 -0.0266 -0.00034 =0
D, 0.5451 0.0270 0.00035 =0
0.75
Ap 0.7088 0.0138 -0.00043 =0
B -0.1320 0.0326 0.00037 =0
Cn 0.3031 0.0105 0.00002 =0
D,» 0.3738 0.0055 0.00007 =0
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Cizelge 2.3.8. Konsol kirisin 6zfonksiyon katsayilar1 (A, B,,.C,..D,,).
(y=0.50)
l, B,..C A A, A, A,
Ay 0.4137 0.0533 0.0014 0.00003
B -0.5568 -0.0527 -0.0015 -0.00003
Cu -0.4137 -0.0533 -0.0014 -0.00003
Dy 0.5568 0.0527 0.0015 0.00003
02 An 0.6405 0.0682 -0.00064 -0.00002
B -0.3138 0.0288 0.0019 0.00004
Cn 0.1411 0.0089 0.00003 =0
D, 0.4192 0.0154 0.00030 =0
A 0.4328 0.0218 0.00019 =0
By -0.5885 -0.0216 -0.00019 =0
Cu -0.4328 -0.0218 -0.00019 =0
Dy 0.5885 0.0216 0.00019 =0
00 An 0.7426 -0.00094 -0.00027 =0
B -0.0019 0.0306 =0 =0
Cn 0.4423 0.0138 0.00003 =0
D, 0.3987 0.0011 =0 =0
An 0.4944 0.0084 0.00003 =0
By -0.6735 -0.0082 -0.00003 =0
Cu -0.4944 -0.0084 -0.00003 =0
Dy 0.6735 0.0082 0.00003 =0
o7 Ap 0.7495 -0.0113 0.00002 =0
B 0.3772 0.0048 -0.00004 =0
Cn 1.4891 0.0218 0.00004 =0
D,» 0.5083 -0.0022 =0 =0
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2.3.3. Catlak ihtiva eden elastik mesnetli kirisin 6z fonksiyonlari

Sekil 2.3.5. de x =

L; konumunda tek tarafli acik catlak ihtiva eden, L

uzunlugunda, her iki ucundan elastik mesnetli, diiz bir kiris gosterilmektedir. Kirigin her
iki ucundaki elastik mesnetlerin rijitlikleri k; ve k, dir. Su halde Euler — Bernoulli kirig

teorisi kullanilarak catlak tarafindan iki parcaya ayrilan kirisin hareket denklemleri

| \ L.

AN
ki ks
FIFTST, Ll TS
< »>|
L
vy

Sekil 2.3.5. x = L, konumunda tek tarafl agik catlak ihtiva eden elastik mesnetli kiris

4 2

B9 9 g, 0<x<L 2.3.91)
ox* or? '
9 32

EI?);ZHn?)Z)Z:O, L<x<L (2.3.92)

seklinde verilmektedir.

Elastik mesnetli bir kiris i¢in sinir sartlari (2.1.31) den

2 2
EI% -0, EI—aa 21 =0 (2.3.93)
T o) o
'y d’y
EI=51 =hky(0.1), EISS =y, (L) (2.3.94)
X (0,[) X (L,t)
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seklinde yazilir. Catlagin bulundugu noktadaki sartlar (2.3.4), (2.3.5) (2.3.6) ve (2.3.7)
de asagidaki gibi ifade edilmisti.

yl(Ll_,t) = Y2(Ll+,t),
WL, 0=y, (L"), (2.3.95)

YL~ 0= y(L",0)
v (L0 =y (L7,0=0,y,"(L",0), (2.3.86)
Su halde, kirisin yer degistirmesinin yine
Yo (0.0)= 0, (x)q, (1), i=123,. (2.3.97)

seklinde ayrik bir ¢oziimiiniin var oldugu kabul edilir ve bu ¢6ziim denklem (2.3.96) ve

(2.3.92) de yerine yazilirsa
0,V (x)=Al,, (x)=0, 0<x<I, (2.3.98)
0,," (x)=Al0,,(x) =0, L <x<L (2.3.99)

bulunur. Denklem (2.3.97) de Onerilen ¢oziim (2.3.93) ve (2.3.94) ile verilen ug

sartlarina tatbik edilirse

” _ ” _ k1

¢, (0)=0, 0 (0)=—2-0.(0) (2.3.100)
» B - _ _k2

q)nZ (L)_O’ (I)n2 (L)_ EI ¢n2(L) (2'3'101)

elde edilir. Son olarak, (2.3.97) ¢oziimii ¢atlak i¢in verilen (2.3.95) ve (2.3.96) sartlarina
tatbik edilirse
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L)=9," (L), (2.3.102)

¢n2, (LI)_(I)nl,(LT) = e1¢nz” (LT) (2.3.103)
bulunur.

(2.3.98) ve (2.3.99) ile verilen homojen adi diferansiyel denklemlerin ¢coziimleri

0, (x)=A, sin(A,x)+ B, cos(A,x)+C,, sinh(A,x)+ D, cosh (A, x),

nl

(2.3.104)
O<x<L

0,,(x)=A,sinA(x—L)+B, cosA(x—L ) +C,sinhA(x—L )+ D, coshA(x—L,),
(2.3.105)
L <x<L

seklinde kolaylikla ifade edilebilir. (2.3.104) ¢6ziimii ve (2.3.100) uc sartlar1 yardima ile
—A, sin(A,0)—B, cos(A,0)+C,, sinh(A,0)+ D, cosh(A,0)=0 (2.3.106)
-B,+D, =0 (2.3.107)

A, [ A, cos(1,0)+ B, sin(),0)+C,, cosh(X,0)+D,, sinh (,0)]
(2.3.108)

= %[Anl sin(1,0)+ B,, cos(A,0)+C, sinh(A,0)+ D, cosh (kno)]

A=A, +C,] Z%[Bnl +D,,] (2.3.109)
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elde edilir. Buradan

2k
Dy=By  Cu=r 5B+A, (2.3.110)

bulunur. (2.3.31) de verilen kisaltmalar kullanilarak kirigin ikinci kismi icin (2.3.110)

ile verilen 6zfonksiyon (2.3.101) da yerine yazilir.

-A,m, —B,m, +C,m, +D,m, =0 (2.3.111)
3 k,
Ao [=Amy + B,ymy +Comy + D, yms | = _E[Arﬂrnl +B,ym, +C,ym; +D,ym, | (2.3.112)

[fadeler diizenlenerek, asagidaki gibi yeni katsayilar tanimlanirsa

k, —k
=—, K,=—2 2.3.113
'OEIN > EIN ( )
B, , matrisi,
—m, —m, my m,
B,, = (2.3.114)

(=m, —K,m,) (my — K,ym, ) (m, — K,m,) (my—K,m,)

seklinde yazilabilir. Catlak icin (2.3.70) ve (2.3.71) ile verilen sartlar basit mesnetli kiris
icin verilen sartlarla aymidir. Su halde (2.3.44) de verilen transfer matrisi burada da

aynen kullanilabilir. B, , ve T, , matrisleri (2.3.46) da yerine yazilarak

Anl Anl A-,,l
0 B B B
=B, X1}, "= Ry "= Ry ! (2.3.115)
0 Cnl Cnl 2I(anl + Anl
D D B

nl nl
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elde edilir (C,, =2K,B,,+A,,, D, =B,,).Burada,

nl?
H " h "
R, =[r“ 2w 14} (2.3.116)

seklindedir. Elastik mesnetli kiris icin non — trivial ¢oziimiin varlig

h—ns o =Ny
det =0 (2.3.117)

=1 Ty =Ty
olmasin1 gerektirir. Bu sart kullanilarak frekans denklemi ( F') asagidaki gibi elde edilir.
F=(s, =5,/ ) my +(n, =yl ) my = (5= 5,0l ) my —(ny = sy )m, =0 (2.3.118)

Ayrica, gerekli diizenlemeler yapilarak buradan

B, :(hl)Anl
C,=(2Kn+1)A, (2.3.119)
D, =(h)A,
A, (S1+52h1)
B, =(n +n2hl)An1

(2.3.120)
Co =(s5+5,)A,

D,, =[ (2K} +1 n3+n4h]Am

olacak seklinde tiim katsayillar A,; cinsinden ifade edilebilir. Burada asagidaki

kisaltmalar kullanilmistir :
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s, =n, —nB+nB

s, =—n, +n,B—n,p+2K n
(2.3.121)
sy =n, +nf—nf

s, =n, +n,B—nP+2K, (n, +n,p)

_ nm, + s,;m, +nym + s;m, — K, (s,m, +nm, + s;ms +nym,,)

n,m, —s,m, +n,m, +s,m, — K, (s,m, +n,m, +s,m, + n,m, + 2K nm, ) + 2K m,n,

(2.3.122)
Boylece tek tarafli agik catlak ihtiva eden kirisin 6z fonksiyonlari
0, (x)= A, [sin(A,x)+h cos(A,x)+(2K,h +1)sinh (A, x)+ h cosh (A, x) |,
(2.3.123)
O<x<L
0,2 (x) =A, [(Sl +S2hl)Sin7\’n (X_LL) +(n1 +n2hl)COS7“n (X_LL)
(2.3.124)

+(s3+5,h )sinh A, (x—l,l)+[(2thl +1)n, +n4hl]cosh7un(x—Ll)], L<x<L

olarak bulunur. Denklem (2.1.59) kullanilarak 6zfonksiyonlarin normunu 1 yapan A,

degeri asagidaki gibi elde edilir.

1/2
1/2 L

L L
o, (x)[=] |02 (x)dx | =| |9, (x)dx+]0,,>(x)dx| =1 (2.2.125)
= Jres] | oo

0,,(x) ve ¢,,(x) dzfonksiyonlari yerlerine yazilarak

A% =

nl

(2.2.126)

Hq»,j‘(x)

bulunur.
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Frekans denklemi kullanilarak L =1m uzunlugunda ve H =B =0.01 m kesite
sahip kirigin, farkli yay rijitlikleri i¢in ilk dort 6zdegeri Sekil 2.3.6 ve Cizelge 2.3.9 da
gosterilmektedir. Her iki ¢izelgeden agikca goriilmektedir ki yay rijitligi sonsuza
yaklastikca kirisin 6z degerleri basit mesnetli kirisin 6z degerlerine yakinsamaktadir.

Ek.1.12 ve Ek.1.13 de verilen Matlab programlart yardimi ile A degerleri ve her bir A,

degerine tekabiil eden A,,B,,C,,D, Xkatsayillarn kolayca tespit edilebilir (Cizelge
2.3.10).

o

£

2

X

c

[0

o}

2

g- |

(&) )

- : :

— K, =k,=rijid i i
% 5 10 15

Ozdegerler (1A,)

Sekil 2.3.6. Catlak ihtiva eden elastik mesnetli kirisin ilk dort 6zdegeri;
(¢,=L,/L=0.25 y=0.5)

Cizelge 2.3.9. Catlak ihtiva eden elastik mesnetli kirigin farkli yay rijitlikleri i¢in ilk
dort 6zdegeri. (¢, =L /L=0.25, y=0.5)

A, A, A, A,
k =k, =10° 4.5828 7.7239 10.8512 14.1057
k =k, =10° 3.3221 7.6740 10.8451 14.1044
k =k, =oo 3.1171 6.1899 9.3553 12.5664
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Cizelge 2.3.10. Catlak ihtiva eden elastik mesnetli kirigin farkli yay rijitlikleri i¢in

ozfonksiyon katsayilart A, B,;,C,..D,;. (¢,=L /L=0.25 y=0.5)
k =k, A..B.C.D, A, A, As A,
An 1.6288 1.4522 1.2284 1.1395
B -0.1198 -0.4043 -0.6363 -0.8038
Cu 0.1787 0.4299 0.6482 0.8058
s Dy, -0.1198 -0.4043 -0.6363 -0.8038
o A 0.6803 -0.3133 -1.0314 -1.4262
B 1.4345 1.5015 1.0895 0.3172
Cn 0.0394 -0.0314 -0.0468 -0.0105
Dy 0.0451 0.0275 0.0467 0.0105
An 1.4072 1.4625 1.4044 1.4930
By -0.0043 -0.0538 -0.1378 -0.2901
Cul 0.0465 0.0761 0.1454 0.2884
6 Dy, -0.0043 -0.0538 -0.1378 -0.2901
1 Ap 0.8999 -0.6086 -1.3326 -1.4361
B 1.0360 1.3933 0.7111 -0.2911
Cn 0.0071 -0.0753 -0.0471 0.0368
Dy 0.0374 0.0665 0.0478 -0.0369
A 1.4344 1.4019 1.3379 1.4142
B 0 0 0 0
Cu 0.0222 0.0279 0.0128 0
Dy 0 0 0 0
” Ap 0.9718 -0.0983 -1.0620 -1.4142
B 1.0080 1.4016 0.9623 -0.00001
Cn -0.0195 -0.0625 -0.0657 0
Dy, 0.0191 0.0625 0.0656 0
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2.4. Hareketli Kuvvetin Etkisi Altindaki Kirislerin Titresimleri

Bu bolimde hareketli kuvvetin etkisi altindaki farkli sarlara haiz Kkirislerin
dinamik davranislari Euler — Bernoulli kiris teorisi kullanilarak incelenmektedir. Ilk
olarak dikey destek ayagi ihtiva eden Kkirislerin dinamik davranislan tespit edilecektir.
Burada, destek ayaklarimin her biri yay ve damperden olusan bir sistem olarak
modellenmektedir. Ardindan hafif egrilige sahip kirislerin dinamik davranislar ele
almacak ve son olarak catlak ihtiva eden kirislerin hareketli kuvvetin etkisi altindaki
dinamik davraniglan tespit edilecektir. Kiris lizerindeki catlak, sertligi catlak derinligi

ve geometrisi ile degisen birer kiitlesiz donme yayi1 olarak modellenmektedir.

2.4.1. Hareketli bir kuvvetin etkisi altindaki destek ayag ihtiva eden Kkirisin

titresimi

Kiris dayanmimimi artirmak igin kullanilan destek ayaklarinin her biri, yay ve
damperden ibaret ideal bir eleman olarak modellenebilir. Bu model ile destek
ayaklarindaki tepki kuvvetleri, kiris iizerine yayili birer kuvvet olarak ifade edilir ve
boylece daha az sinir sart1 kullanilarak problemin ¢6ziimii elde edilir. Bu yontemle ne
kadar cok sayida kolon mevcut olursa olsun, ¢oziim bolgesi parcalanmadigi ve ekstra
sinir sartlart tamimlanmadi8n i¢in ¢oziime oldukga basit iglemlerle ulasilabilmektedir.
Aksi takdirde her bir kolon i¢in simir sartlar1 tamimlamak ve kiris agiklifi adedince

hareket denklemi ¢6zmek gerekmektedir.

Bu boliimde hareketli yiikiin tesiri altindaki sayisiz destek ayagi ihtiva eden basit
mesnetli bir kirisin dinamik davranis1 Fourier serisi a¢ilimi yardimi ile incelenmektedir.
Bu yolla koprii - ara¢ problemini analitik olarak ele alan oldukca gercek¢i bir model
olusturulmaktadir. Sekil 2.4.1 de sayisiz dikey kolon ile desteklenmis bir kirig

gosterilmektedir. Burada hareketli kuvvet kiris tizerinde sabit v hiz1 ile ilerlemektedir.

katsayisi (ci, ca,...c;) ile gosterilen birer yay-damper elemani ile modellenmektedir.
Hesaplamalarda kirigin yatay yer degistirmeleri ihmal edilecektir. Kirisin, eksen

boyunca kesit alan1 sabittir ve analizlerde kirisin kendi soniimii de dikkate alinacaktir.
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Sekil 2.4.1. Hareketli bir kuvvetin etkisi altindaki destek ayag ihtiva eden kiris.

Zamanla degisen yayil1 bir kuvvetin tesiri altindaki soniimlii Euler — Bernoulli
kirisinin hareket denklemi Stanisic ve Hardin (1969) tarafindan asagidaki gibi

verilmistir.
B9 im0 e p () 2.4.1)
t

Burada, E elastiklik katsayisi, [ kirig ekseninin alan atalet momenti, m kirigin birim

uzunlugunun kiitlesi, ¢ kirisin kendi soniim katsayis1 ve y de kirisin yer degistirmesini

ifade etmektedir. Kirise etkiyen zorlama fonksiyonu F (x,7) ise iki ayakli bir koprii i¢in

F(x1)=Fy (x0)+ ) F(x0)+ ) F.(x1) (2.4.2)

seklindedir. Burada F,, hareketli agirhik kuvvetini, F,, F, ise destek ayaklarindaki yay

ve soniim kuvvetlerini gdstermektedir.

Kirisin zorlanmig titresim cevabinin serbest titresimindeki 6z fonksiyonlari

cinsinden
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y(x,r)=iqn(t)¢n (x) (2.4.3)

formunda oldugu kabul edilsin. Burada, g, () ler zamanin bilinmeyen fonksiyonlaridur.

fonksiyonlardir. ¢, (x) ler ise kirigin 6z fonksiyonlaridir ve basit mesnetli diiz bir kiris

icin bir onceki boliimde hesap edilmislerdir. Basit mesnetli bir kirigin 6zfonksiyonlar

(2.2.28) de

q)n(x):\gsin(xnx), M= n=1,23,.. (2.4.4)

seklinde hesap edilmisti. Basit mesnetli diiz bir kiris icin elde edilen bu 6z fonksiyonlar,

(2.4.3) esitliginde yerine yazilacaktir.

y(x1)= \Ezq (1)sin (% x) (2.45)

Denklem (2.4.5) ile onerilen ¢6ziim (2.4.1) de yerine yazilmadan evvel, hareketli kuvvet
(F, ), yay (F,)ve viskoz soniim kuvvetleri (F.) Fourier serisine agilmalidir. Hareketli

kuvvetin seri agiliminin (2.1.65) den

FM(x,z)=ian(;)¢n(x)=ian(z)\gsm(xnx) (2.4.6)

seklinde yazilabilir. Burada, a, katsayisi sabit olabilecegi gibi zamanin fonksiyonu da
olabilir ve (2.4.6) ile onerilen serinin her iki yan1 ¢, (x) ile carpilip O - L araliginda

integre edilerek hesap edilebilir.

L w L
j F, (x,t)\/% sin (A, x)dr=a, Y j \/%sin(knx)\/% sn(Ax)dx (247

0 n=l ¢
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Trigonometrik fonksiyonlar verilen aralikta ortogonal (dik) olduklarindan sag taraftaki

tiim integraller n =k haricinde sifirdir. Yalnizca

L
IE sin (Estin (Edex =1, (n=k) (2.4.8)
oL L

dir. Buradan

L
a, :.[FM (x,t)\/gsin(knx)dx (2.4.9)
i L
elde edilir. F, (x,7) (2.4.9) de yerine yazilr.
2 L
a, :Mg\/%‘[ﬁ(x—vt)sin(knx)dx (2.4.10)
0

ve delta fonksiyonunun (2.1.33) ile verilen 6zelligi hatirda tutulursa

a, :Mg\/%sin(Knvt) (2.4.11)

elde edilir. Su halde, hareketli agirlik kuvvetinin Fourier agilimi
Fy (x.0)=Mg ¥ 0, (v1)0, () (24.12)
n=l1

seklinde ifade edilebilir. Su halde, yay F, (x,7) ve soniim F(x,z) kuvvetlerinin de

Fourier agilimlarinin

[F(xr) ] =kiiqn (105 (n,L)9, (x) (2.4.13)
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[F.(x1)], =Ciiqn (£)¢ (ML), (x) (2.4.14)

n=1

oldugu kolaylikla gosterilebilir. Burada, yay kuvvetlerinin ve viskoz soniim

kuvvetlerinin hala tam olarak bilinmedigine ¢, (1) ve ¢, () fonksiyonlarini igerdigine
dikkat edilmelidir. Tiim bu kuvvetler (F,)., (F.). ve yer degistirme ifadeleri y(n,L,z),

y(n,L.¢) kirisin hareket denklemi (2.4.1) de yerine yazilarak
= Mg Y0, (v)9, (x) (2.4.15)

bulunur. (2.4.15) ifadesinin her iki yan1 ¢, (x)= \/% sin(A,x) ile ¢arpilarak O dan L ye

kadar integre edilirse

b S at j dx}m[zqn j,, (x)de

n=1 n=1

| 2.0 ¢n(x)¢k(x)de=Mg[2¢n(w) [0, (90, (x)ax

L

+Zf{k,.q(t>i¢i )|

0

(2.4.16)

0, (x)9, (x)dx}

L

+Zf{ciq~(r>i¢z (1)

0

9, (x)9, (X)dX}



116

elde edilir. Burada ¢, (x) ve ¢, (x) fonksiyonlari dik fonksiyonlar olduklarindan

I¢”(x)¢k (x)dx=I\/%sin(k”x)\/%sin(kkx)dx=O, A EA (24.17)

0

ve ortonormal olduklarindan
n

L L
I 0. ()0, (x)dx = I %sinz (A x)dx=1, A, =)\, (2.4.18)
0 0

seklindedir. Su halde, ifade biraz diizenlenerek (2.4.1) ile verilen kismi diferansiyel

denklemin ¢oziimii, asagidaki adi diferansiyel denklemin ¢6ziimiine indirgenir.

qn(z)%—i(giqﬁ(niL)J}q'n<r) {E”“ Z[ Z¢ nLJ}qn (1

M8 (w)
m

(2.4.19)

Burada asagidaki kisaltmalar tanimlanarak

2L Z[ Z"’n nL J (2.4.20)

n=1

W = EIL, Z( Zq) nL} (2.4.21)

F,=—%, o, =A,v (2.4.22)
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(2.4.19) ifadesi asagidaki sekilde yeniden tanzim edilebilir.
g, (t)+28q, (1) +w g, = F,sinw,t (2.4.23)
(2.4.23) ile verilen adi diferansiyel denkleminin karakteristik denklemi
r’+20r+ @ =0 (2.4.24)

seklindedir. Karakteristik denklemin kokleri agsagida verilen ifade ile elde edilir.

_ [ 472 A2
_ 202y 40 —4o, (2.4.25)

2

U

Koklerin durumuna gore {i¢ farkli ¢oziim sdz konusudur. Ancak dncelikle yeni birtakim

katsayilar tantmlamak uygun olacaktir. {lk olarak

D, =2, =2w, (2.4.26)

ile gosterilen modifiye kritik soniim orani tammlamak uygun olacaktir. Burada, @, n.

moda tekabiil eden soniimsiiz haldeki dogal frekansi ifade etmektedir. Buna ek olarak

_2%
=7 2.4.27)

orani1 modifiye soniim orani olarak isimlendirilebilir. ¢ sayis1 karakteristik denklemin

tic farkli durumunu ifade etmek i¢in kullanilacaktir. Bu yeni sabitler yardimi ile kokler

tekrar yazilacak olursa

hiy =0, [—ﬁ ¢’ —1] (2.4.28)
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G ile gosterilen modifiye soniim oraninin koklerin reel yada kompleks olma durumunu

belirledigi goriilecektir.

Sayet modifiye soniim orami birden biiyiik ise (1<¢), diskriminant pozitiftir ve

karakteristik denklemin iki adet ayrik kokii mevcuttur. Bu halde (2.4.23) ifadesinin

homojen kisminin ¢6ziimii

5 <0

(4,), =be" +be™, (2.4.29)

s, <0
ile verilir. Burada b,, b, katsayilar1 baslangi¢ sartlar1 yardimi ile hesaplanacaktir.

Eger 0 <¢<1 araliginda ise, diskriminant negatiftir ve karakteristik denklemin iki

adet kompleks kokii mevcuttur. Bu kokler,

n,=\Jor, [—g$ 1-&}, i=-1 (2.4.30)
seklindedir. Su halde, (2.4.23) ifadesinin homojen kisminin ¢éziimii

(q,), =b e cos(Bt)+b, e sin(Br) (2.4.31)

ile gosterir. Burada EI , 52 yine baglangi¢ sartlart kullanilarak bulunacaktir. o ve B ile

gosterilen sabitler kompleks koklerinin gercek ve sanal kisimlarini ifade etmektedir.

a=—gwp, , =0, 1-¢ (2.4.32)

¢=1, oldugu kritik soniimlii halde ¢6ziim

a) =(b+bt)e™ (2.4.33)
nlp 1 2
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seklindedir.

Denklem (2.4.23) iin 6zel ¢6ziimii

(4,), =¥, sino.+8, coso, (2.4.34)

ile aranmalidir. Bu 6zel ¢6ziim (2.4.23) esitliginde yerine yazilarak katsayilar

o - )F
Y, = (G ZF) - (2.4.35)
[(mﬁ—wﬁm) +4§2m§}
g, = —D,0cFy (2.4.36)

(o2 -0,) +4c0} |

bulunur. Sonucta koklerin gergek ya da sanal olmasina gore homojen kismin uygun bir

¢Oziimii ile 6zel ¢oziimiin toplam g, (¢) yi verir. Coziim,
ry ve ry gercek sayi ise,
q,(1)=(q,),+(q,), =be" +b,e™ +7,sin@,1+§, cos (2.4.37)
r1 ve ry sanal ise,
q,(1)=(q,),+(@q,), = b, e“ cos(Bt)+b, e sin(Bt)+7y, sin® t +&, cosw,  (2.4.38)
ry = 1 ise,

q,(t)=(q,), +(q,), = (b +b,t)e” +7, sin 1 +&, cosw,t (2.4.39)

ifadeleri ile verilir.
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b, b,, b, b,, l;l, ve Z;Z katsayilar1 hesaplanabilir.

bakimindan baglangic sartlann  sifir  alinarak
- 4a,(0)=0
(2.4.40)
% a.ll (0) = 0

(2.4.37), (2.4.38), (2.4.39) ifadeleri ve bunlarin zaman gore ilk tiirevleri t = 0 icin

baslangi¢ sartlarina yani sifira esitlenerek, katsayilar

bl — &.Jan _Yan ,

T P (2.4.41)
h—n
52 — &_,”(X—'Y”(DF (2442)
p
Az — gna_’Yno‘)F (2443)
1+a

seklinde elde edilir ve boylece problem tamamen ¢6ziilmiis olur.
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2.4.2. Hareketli kuvvetin etkisi altindaki egrisel Kirisin titresimi

Kirislerin, tiretim hatalar ve 1s1l genlesmlerin de etkisiyle, ideal bir dogrusallikta
tiretilmeleri neredeyse imkénsizdir. Kiris tamamen diiz iiretilse dahi zamanla kendi
agirhiginin etkisi ile bir miktar ¢cokme yapacak ve dogrusalligimi kaybedecektir. Hatta
bazi durumlarda egilme direncini artirmak icin kirisler, bilincli bir sekilde disbiikey
iretilmektedirler. Diiz kiris halinde hareketli kuvvetin etkisi altindaki kirigin dinamik
davranis1 Pasin (1994) tarafindan incelenmistir. Hafif egrilik ihtiva eden kiris i¢in ise

literatiirde bir ¢aligmaya rastlanilmamustir.

Sekil 2.4.2 de harekeli kiitlenin etkisi altindaki boyle bir egrisel Kkiris
gosterilmektedir. Kirisin kesit alami kirig boyunca sabit ve kirigin birim uzunlugunun
kiitlesi m dir. Kiris baslangicta y, ile verilen hafif bir egrilige sahiptir ve bu egriligin
Fourier serisine agilabildigi kabul edilmektedir. Agirlik kuvveti koprii iizerinde yatay v

hiz1 ile hareket etmektedir.

Hareket analizinde birinci mertebe teorisi kullanilmaktadir. Yani kopriiniin yer
degistirmelerin ve egriligin kiiciik oldugu kabul edilmektedir. Bunun yaninda, kirigin
kendi soniimii de hesaplamalara dahil edilmektedir. Su halde, Euler — Bernoulli kiris

teorisi kullanilarak kirisin hareket denklemi asagidaki sekilde ifade edilir.

vt —> c,m

) L )
) 'l
y
v
Sekil 2.4.2. Hareketli kuvvetin etkisi altindaki egrisel kiris
94 (y- 9°(y- 9% (y- d(y-—
g0 0=v) 2 =x), 9 (y=y), 9y y°)=Mg5(x—a) (2.4.44)

ox! ox? ot? ot
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Kirisin baslangigta sahip oldugu y, egriligi zamanla degisen anlik bir egrilik olmadig

icin aa =0 ve aa 320 0 seklindedir. Su halde, (2.4.44) ifadesi
t

9 Yo,y 9N (2.4.45)

dy
+N +c2 = Mgs +El—~
+m c g8(x—a) 5 2

ax ox’ or’ ot

seklinde yeniden diizenlenebilir.

Kirisin zorlanmig titresim cevabi basit mesnetli bir kirisin serbest titresim

modlarinin birlesimlerinin agilimi ile ifade edilebilir. Yani,

y(x1)= iqn ()9, (x) (2.4.46)

n=1

yazilabilir. Burada, ¢, (#) ler bilinmeyen ancak, yer degistirmelerle birlikte

hesaplanacak olan fonksiyonlardir. ¢, (x) ler ise kirisin 6z fonksiyonlaridir ve basit

mesnetli diiz bir kirig icin bir onceki boliimde hesap edilmislerdir. Basit mesnetli bir

kirisin 6z fonksiyonlari (2.2.28) de

0, (x):\Esin(xnx), h="E n=123,.. (2.4.47)

seklinde hesap edilmisti. Bu 6z fonksiyonlar, (2.4.46) esitliginde yerine yazilarak

x t):\/%iqn (¢)sin(A,x) (2.4.48)

elde edilir. Kirisin baslangic egriligi de Fourier siniis seri agilimu ile asagidaki gibi ifade

edilebilir.
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ZAnoq)n ZAUO\/7 sin (A, x) (2.4.49)

Denklem (2.4.48) ile birlikte (2.4.49) ifadesinin de kirisin simir sartlarin1 saglamasi

gerektigine dikkat edilmelidir. Kiris egriligin formunun
¥, =9, sin (A, x) (2.4.50)

seklinde oldugu kabul edilsin. Su halde, A, Fourier katsayilari,
A, =0,,]—, n=1l, A,=0, n=273,... (2.4.51)

seklinde hesap edilir (Pala 2008).

Onerilen bu ifadeler kirisin hareket denkleminde yerine yazilarak
EIND 4,0, +m ) 4,0,+C ) 4,0, = EIN} ) A0, +Mgd(x—a)  (24.52)
n=1 n=1 n=1 n=1

elde edilir. ¢, ve ¢, fonksiyonlarinin ortogonal ve ortonormal olduklar1 akilda

tutularak, esitligin her iki yam ¢, (k#n) ile carpilarak O dan L ye kadar integre
edilirse,

M
4, + = g, + g, =0.A, +—= & 0, (a) (2.4.53)
m m

n*"n0

sonucuna ulasilir. Burada, Boylece ¢oziim, kismi diferansiyel denklemin ¢éziimiinden
adi diferansiyel denklemin ¢6ziimiine indirgenir. Burada, ¢, (a) 6z fonksiyonun x = vt

noktasindaki degerini ifade etmektedir. , dogal frekansi ise
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a=A\t, (2.4.54)

ile ifade edilir.

Soniim oram ({) asagidaki gibi tanimlanarak, homojen kismin ¢6ziimii i¢in daha

uygun bir ifade elde edilebilir.

¢ = (2.4.55)

Bu yeni degisken yardimi ile (2.4.53) denkleminin homojen kismi asagidaki gibi

yazilabilir.
g, +28,4, +@,q, =0 (2.4.56)
(2.4.56) homojen adi diferansiyel denkleminin karakteristik denklemi
r’+20o,r+®. =0 (2.4.57)

ile verilir. Karakteristik denklemin kokleri

r,=—(0, 7o, -1 (2.4.58)

olarak elde edilir. { soniim oraninin degerine gore li¢ farkli durum s6z konusudur;

Sayet {>1 ise, diskriminant pozitiftir ve karakteristik denklemin iki adet ayrik

kokii mevcuttur. Boylece homojen kismin ¢oziimii

(g,), =be" +be™,  1<0, 1,<0 (2.4.59)
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bulunur. Bu cevap daha 6nce tanimi yapilmis olan soniimlii titresim cevabidir. Burada,

b, ve b, katsayilar baslangic sartlar1 kullanilarak elde edilecektir.

Eger 0<{ <1 araliginda ise diskriminant negatiftir ve karakteristik denklemin iki

adet kompleks kokii mevcuttur. Bu halde homojen kismin ¢oziimii

(q,), =e ™ [bcosw,t+b,sinw,t], 0<{<1 (2.4.60)

W

seklinde ifade edilir. Burada, @, =, /- serbest titresen sitemin soniimlii dogal

frekansin ifade etmektedir.
€ =0 oldugu soniimsiiz halde ise ¢oziim,
(q,), =bcoswr+bsinws, £=0 (2.4.61)
seklindedir.
Homojen olmayan (2.4.53) ifadesinin 6zel ¢6ziimii

(g, )p =K, +A, cosm,r+B,sinw,? (2.4.62)

ile aranmalidir. Burada, K,, A, ve B, sabitlerdir. Bu sabitler (2.4.62) ile verilen 6zel

¢6ziim, denklem (2.4.53) de yerine yazilarak asagidaki gibi elde edilir.

>
I
>

(2.4.63)

r no °

20 M
A :_[Mg \Pj d IS (2.4.64)
m VL [(coﬁ—wz) +4C2wﬁw§n}

fn
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o -
B = (Mg \EJ & ) (2.4.65)
m VL [(coﬁ -, +4§2wﬁw§”}
Boylece, 0 < { <1 araliginda oldugunda denklem (2.4.53) nin genel ¢oziimii

q,=(q.),+(a,), = e ' [b cosw,t +b,sinw,t]+ A, + A, cos®,t+ B, sin®,t

(2.4.66)

seklinde elde edilir.

2.4.3. Hareketli kuvvetin etkisi altindaki, catlak ihtiva eden Kkirisin titresimi

Kiris tizerinde bulunan bir catlak, catlak derinligine ve catlagin kiris {izerindeki
konumuna bagli olarak kirigin titresim genliklerini ve yer degistirmeleri artiracagi

muhakkaktir.

F
\%
—
X

/\ —>
5 Lo ‘| oo
D g
di L | -

v y

Sekil 2.4.3. Hareketli kuvvetin etkisi altindaki catlak ihtiva eden basit mesnetli kirig
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Catlak ihtiva eden kirigin 6z fonksiyonlar1 6nceki boliimde elde edilmisti. Kirisin
hareketli yiikiin etkisi altindaki davranisi bu 6zfonksiyonlarin acilimi ile ifade edilebilir.

Su halde, kirisin kendi soniimii ihmal edilerek hareket denklemi

4 2

El
ox* or?

Mgd(x—vt) (2.4.67)

seklinde yazilabilir. (2.5.67) esitliginin

Y= 0, (08, (3 2468)

n=0

seklinde ayrik bir seri ¢oziimiiniin var oldugu kabul edilsin. Burada ¢, (x) catlak ihtiva
eden basit mesnetli kirisin 6z fonksiyonlarimi ifade etmektedir. Bu 6z fonksiyonlar
(2.3.29) ve (2.3.30) de verilmistir. g, (t) genellestirilmis koordinatlar1 ifade etmektedir.

N hesaplamalarda g6z Oniine alinan 6zdeger sayisim gostermektedir. (2.4.68) ile

Onerilen seri ¢cOziimii kirisin hareket denkleminde yerine yazilarak

N

EI%[Z:% (1)o, (x)}fmaa—;[zqn ()9, (X)} =Mgd(x—vt)  (24.69)

n=0

elde edilir. (2.4.69) ifadesinin her iki yam ¢, (x) ile ¢arpilarak O dan L ye kadar integre

edilirse

N ) ) L _MgL .
;[% +‘°nqn]_0[¢k (x)0, (x)dx —7_([5()6 v1) 0, (x)dx (2.4.70)

bulunur. Burada ¢,(x) ve 0, (x) fonksiyonlarimin dik fonksiyonlar olduklari goz

oniinde bulunduruldugunda
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L
jqwmx=a n#k (2.4.71)
0
oldugu ve yine
L L L L
Iﬁdx=j¢ﬁx=j¢;dx+j¢;dx=L n=k (2.4.72)
0 0 0 L

olacag goriilmelidir. Boylece kirisin hareketini idare eden (2.4.70) kismi diferansiyel

denklemi

%+ﬁ%=%§%WH (2.4.73)

n

seklinde adi diferansiyel denklemin ¢oziimiine indirgenmis olur. Burada esitligin sag
tarafindaki zorlama fonksiyonu hareketli kiitleden kiris iizerine gelen agirlik kuvvetini
ifade etmektedir. Hareketli kuvvet hangi bolge iizerinde hareket ediyorsa bu kuvvet, o
bolgenin 6zfonksiyonu kullanilarak Fourier serisine agilmalidir. Su halde, (2.4.72)

ifadesi asagidaki gibi yazilabilir.

g (I)nl (Vt) > t< ﬁ
g, +wlq, = Y (2.4.74)
gq)nZ(VI)’ t>£
v
Burada, ¢ = L aninda hareketli kuvvet tam catlak {izerindedir ve bir bolgeden digerine
v

gecmektedir. Her bir bolgenin 6zfonksiyonlari (2.3.29) ve (2.3.30) de

0,,(vt)= A, sin (A, vt)+ B, cos(A,vt)+C, sinh (A, vt)+ D, cosh(A,vt),  (2.4.75)
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0,,(vt)= A, sin[A, (L—vt)|+ B,, cos[A, (L—vt)]+C,, sinh [, (L—vt)]+ D, cosh [, (L—vr)]
(2.4.76)

ile verilmistir. Su halde, harekeli kiitle birinci bolgede hareket ederken ¢oziim ayri,

ikinci kisma gectiginde ayn degerlendirilmelidir. Zira hareketli kiitle kirisin ikinci

kismina gectiginde kiris icin baslangi¢ sartlar1 sifir alinamaz. Kiris artik ilk haldeki

I,

seklini degistirmistir. Buna gére ¢ <— icin homojen kismin ¢oziimii;
v

(qnl )h =d,sin®t+d, cos,t (2.4.77)
ile verilir. Ozel ¢oziim ise

(9u), = A sinQt+B, cosQt+C, sinhQr+D, coshQt (2.4.78)

ile aranmalidir (Q, =A4,v). Ozel ¢oziim (2.4.74) de yerine yazilarak ozel ¢dziimiin

katsayilari

n _% Anl D :% Bnl

A P L e .
-~ Mg C, 5 _Mg D, :
€ = m (wﬁ+Qf)’ Do m (wﬁ+Qf)

Bulunur. Genel ¢6ziim homojen kismin ¢oziimii (2.4.77) ve 6zel ¢6ziimiiniin (2.4.77)

toplami olarak asagidaki gibi ifade edilir.

G, (t)=d;sinot+d,cos,1+(q,) (2.4.80)

d, ve d, sabitlerini tespit etmek icin baslangic sartlar1 kullanilmalidir. Kirisin

baslangicta tamamen diiz ve siik(inette oldugu diisiiniiliirse, baslangi¢ sartlar
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N
¥(x0)=)0,(x)g,(0)=0 5 4,(0)=0
i (2.4.81)
N
y(x,0)=z¢n(x)é]n(0)=0 - qn(o)zo
n=0
seklinde ifade edilebilir. Bu sartlar ¢6ziime uygulanirsa
dl = _%(Knl + _nl ) B d2 = _Enl - 5”1 (2482)

elde edilir. Boylece (2.4.74) denklemin genel ¢oziimii zsﬁ icin asagidaki gibi elde
v

edilir.

qnl (t) | = (qnl)h + (qnl)p
b

=d,sin® t+d,cos®t+A sinQt+B, cosQt+C, sinhQt+D, coshQt

(2.4.83)
Benzer sekilde, ¢ > % icin homojen kismin ¢oziimii ve 6zel ¢oziim
(4,2), =d,sino,t+d, cosw,t (2.4.84)
ve
(4., )p = an sinQ ¢ + Enz cos&t+ Enz sinh Q ¢+ an coshQ ¢ (2.4.85)

ile verilir. Ozel ¢oziim (2.4.74) de yerine yazilarak katsayilar
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n Mg An
Anz - m ((Di _ Qi) ’
R % Bn2
an m ((l)i _ Q‘i) >
(2.4.86)
6n2 % an

olarak bulunur. Boylece hareketli kiitle ikinci bolge iizerinde hareket ederken g,, (1)

genel ¢coziimii

4, (1) | =d,sino,t+d,cos0,t+(q,,), (2.4.87)

1>—
v

seklinde elde edilir. Burada d_1 ve d_2 katsayilar1 yine baslangic sartlar1 kullanilarak

L,

hesap edilecektir. Ancak, hareketli kiitlenin ikinci bolgeye giris yaptig1 t =—- aninda
v

kirisin baslangi¢ sartlarinin bu kez sifir olmadigina dikkat edilmelidir. Bu andaki sinir

sartlar (2.4.83) ile verilen birinci bolge ¢oziimii ve tiirevi kullanilarak

Ly/v
9.2 (ﬁJ = 4u (%J = (x)i j in(r)sinwn (ﬁ—‘tjd‘t = H, (2.4.88)
)

%

i

ve

Lylv

7 (EJ =4, (ﬁj = I 0, (t)cosm, (ﬁ—rjdr = H, (2.4.89)

1%
0

seklinde ifade edilir. (2.4.81) denklemi bu sartlar altinda ¢6ziildiigiinde katsayilar
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cos%

d_l =sin (DI;LO (Hl - EnZ _5112 ) +(D—nv[H2 -Q, (an + EnZ )] (2.4.90)
sin%

d, = cos w,;l«) (H,-B,, _ﬁnz)_w—V[Hz -Q,(4,+C,)] (2.4.91)

n

olarak bulunur. Boylece g,, () ifadesi asagidaki gibi elde edilir.

qn2 (t) | =(qn2)h +(qn2)p
I,

1>—
v

=d;sin®t+d,cos®t+A,sinQt+B,cosQt+C,,sinhQt+D,, coshQ t

(2.4.92)

seklinde verilir ve boylece problem tamamen c¢oziilmiis olur. Burada su husus
unutulmamalidir, hareketli kiitle kirigin ilk kisminda hareket ederken ¢6ziim (2.4.83) ile
verilmektedir. Ancak kiitle catlagi gectiginde yani ikinci bolge iizerinde hareketini
siirdiirdigiinde bu kez ¢6ziim (2.4.92) ile verilmektedir. Catlak sayis1 arttiginda ¢6ziim
bolgesi ve ¢oziim sayisi da artacaktir. Bununla birlikte, her bir ¢6ziim i¢in kullanilacak

sinir sartlar1 bir 6nceki ¢6ziimiin o noktadaki degeri ile ifade edilecektir.
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2.5. Hareketli Kiitlenin Etkisi Altindaki Kirislerin Titresimleri

Hareketli yiikiin kiitlesinin, kopriiniin kiitlesine oraninin diisiik oldugu durumlarda
kiitlenin atalet etkileri ihmal edilmektedir. Boylece kirisin hareketini idare eden ¢ok
daha basit bir matematik model olusturulabilmektedir. Literatiirdeki bir¢cok calisma

hareketli yiik — kiris problemini bu yolla ele almistir. Bu modelle kiris ile hareketli kiitle
arasindaki etkilesim ihmal edilmekte ve kirisin hareketli bir kuvvetin (F = Mg) etkisi
altinda oldugu farz edilmektedir. Ancak, yiikiin hareketinin 6nem arz ettigi durumlarda,
bu ¢6ziim yontemi kullanilamaz. Bunun yerine hareketli kiitlenin atalet etkilerini de goz
Oniine alan bir yontem gelistirilmelidir. Yiikiin hareketini tespiti i¢in ilk olarak, sabit

hizla hareket eden bir kiitlenin kiris eksenine dik dogrultudaki ivme ifadesinin elde

edilmesi uygun olacaktir. Dikey dogrultudaki yer degistirme y(x,7), x ve 7 nin

fonksiyonudur. Su halde, dikey dogrultudaki yer degistirme ifadesi zamana gore bir kez

turetilerek

dy(x,t) dyox dy dy dy
== T =y, 25.1
YT Tavar ot o or @31

hiz ifadesi elde edilir. Tiirev operatorii

d 0 d
— =lv —+— 2.5.2
(dt)y(x,t) (vxax+at)y(x,t) (2.5.2)
d J 0
dt (v o azj (2:33)

seklinde tanimlanarak, hiz zamana gore tekrar tiiretilir

dv, d(d 9 9V 9 9
SO _ard =y L2y L2 y(a, 2.5.4
YT dt(d;)y(“) (v*afatj(v*afatjy(“) 2.54)

ve diizenlenirse
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o’y ,0%
+
T e o

(2.5.5)

ivme ifadesi elde edilir.

Hareketli kiitlenin kirig iizerindeki hareketinin her aninda, kiris ile temasinin
kesilmedigi kabul edildiginde, hareketli kiitlenin kiris eksenine dik dogrultudaki ay

ivmesi ay ile ifade edilebilir.

’y . 9’y  ,9%y
= + 2.5.6
Y P 2.5.6)

yada

a, =y+2y +v’y” (2.5.7)

Burada, ikinci terim Coriolis ivmesi, {i¢iincii terim ise merkezcil ivmedir. Ancak
literatiirdeki hemen her calismada ivme ifadesindeki bu terimler ihmal edilmistir.
Bundan sonraki boliimde hareketli kiitlesel yiikiin ivmesi ay, ile gosterilecek, Coriolis ve
merkezcil ivme terimleri de hesaplamalara dahil edilecektir. Boylece hareketli kiitle ile
kiris arasindaki tesir kuvvetleri gercege cok daha yakin bir bicimde ifade edilmis

olacaktir.

2.5.1. Hareketli bir Kkiitlenin etkisi altindaki destek ayag: ihtiva eden Kirisin

titresimi

Kisim 2.4.1 de hareketli bir kuvvetin etkisi altindaki sayisiz destek ayagi ihtiva
eden kirigsin dinamik davranigi incelenmisti. Bu boliimde hareketli kuvvetin degil
hareketli kiitlenin etkisi altindaki kirisin dinamik davranisi ele alinmaktadir. Hareketli
kiitlenin ataletinin yaninda, merkezcil ve Coriolis ivme terimleri de hesaplamalarda goz

oniine alinmaktadir.
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Sekil 2.5.1 de sayisiz dikey kolon ile desteklenmis bir kirig gosterilmektedir.
Burada hareketli kiitle kiris iizerinde sabit v hiz1 ile ilerlemektedir. Kirisi x, =m,L
noktasindan destekleyen her bir kolon sertligi (ki, ka,...k;) ve soniim katsayis1 (ci,
C2,...ci) ile gosterilen birer yay-damper eleman: ile modellenmektedir. Hesaplamalarda
kirisin yatay yer degistirmeleri ihmal edilecektir. Kirisin, eksen boyunca kesit alani

sabittir ve analizlerde kirisin kendi soniimii de dikkate alinacaktir.

v
M )—>
X

by 7 | P

L

v

A A
\ 4

A
A\ 4

A
\ 4

Sekil 2.5.1. Hareketli bir kiitlenin etkisi altindaki destek ayag ihtiva eden kiris.

Hareketli bir kiitlenin tesiri altindaki soniimlii Euler — Bernoulli kirisinin hareket

denklemi Stanisic ve Hardin (1969) tarafindan asagidaki gibi verilmistir.

9! 0’ )
EIJZ'FI’I’Z?Z'FCB—);:M[g_aM]B(x_a)J'_El(x’t) (258)

Burada, Kirise destek ayaklarindan gelen tepki kuvveti F, (x,7)

2

Fy (%)= (Fy+E(x-nL) (2.5.9)

i

seklindedir. Denklem (2.5.7) de hareketli kiitlenin kiris eksenine dik dogrultudaki

ivmesi asagida gosterildigi sekilde elde edilmisti.
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a, =y+viy +2vy (2.5.10)

Ivme ifadesi denklem (2.5.8) de yerine yazilirsa

EIy’V+mjﬁ+E)'7=Mg5(x—a)—M[35+V2)’”+2Vy (x—a +Z (Fy+F,8(x—m,L)

(2.5.11)

bulunur. Kirisin zorlanmis titresim cevabinin

y(x,t)=iqn(r)¢n(x) (2.5.12)

n=1

formunda oldugu kabul edilsin. y(x,t) ¢Oziimii ve daha once (2.4.12), (2.4.13) ifadeleri

ile verilmis olan destek ayaklarindaki tepki kuvvetleri (2.5.11) de yerine yazilirsa

EI—(an 0, J+m—(zéln 9, JH%{E%(I)%(X)j

n=1 n=1

=Mgd(x—a)

[ (an 0, ] %{i%(mm] ai;@qn(t)¢n(x>ﬂs(x—a)

n=1

(2.5.13)

elde edilir. ¢, ve ¢, fonksiyonlarinin ortogonal ve ortonormal olduklar1 akilda

tutularak, esitligin her iki yam ¢, (k#n) ile carpilarak 0 dan L ye kadar integre

edilirse,
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L L L

EINg, (1) j 0, (x)0, (x)v+mi, (1) [ 9, ()0, (x)de+cd, () [ 0, (x)o, (x) s

_Mg[ZI¢k (x— th | |

n=l

—[M@ (1) [ 0,(+)0, (x)3(x=vr) de123g, (1) [ 7 () ()3 x=vr)

0 0

+24,4, (1) [ 6 ()9, <x)a<x_w)4

+Zz’{k,.q<r>2'¢n<x>¢k<x>6<x—nfL>dx}

+22{c,-q-<r)i_'¢n(x)¢k<x)6<x—n,-L>dx} (2519

n=l

ortonormalite sart1 geregi jq) )0, (x)dx =1 seklindedir. Su halde (2.5.14) ifadesinde

0

gerekli diizenlemeler yapilarak

G, (1)+284, (1) + o,

M
_Zq)n(‘/t){ {Z% (I)k Vt +v Zy\’ka q)k vt +2Vz7“k%< ¢k (Vt):l}

(2.5.15)

elde edilir. Ozel ¢oziime ulasmak icin ilk etapta (2.5.15) ifadesinin sag tarafinin ilk iki

terimi dikkate alinsin,

G, (1)+28q, (1) + g, =%¢n(w) (2.5.16)
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Bu ifadenin ayn1 Kisim 2.4.1 de ¢oziilmiis ve ¢coziim (2.4.36) ile

q,(t)=(q,), +(q,), =be* +b,e™ +v,sin®,1+&, cos 0,1 (2.5.17)
seklinde elde edilmisti. Ancak bunun aranan gercek c¢oziim olmadigi unutulmamalidir.
Gergek ¢oziim (2.5.17) ile ifade edilen ¢oziim ve tiirevleri denklem (2.5.15) de yerine
yazilarak iteratif bir yaklasimla elde edilecektir. Coziimiin yakinsakligi burada vaaz

edilmeyecektir ancak detaylan icin Kounadis (1992) ve Michaltsos ve arkadaslarinin

(2001) caligmalarina bakilabilir.

Denklem (2.5.15) in sag tarafindaki terimlerin tamam F, (t) ile gosterilsin,

G, +20m,q, +o.q, = F, (1) (2.5.18)

n

F, (1) agik sekilde asagidaki gibi yazilabilir.

mn:%q»xw){g{i@(rmk(vt>+v22xiqk<t>¢:<w>+zvixkq'k<t>¢;(w)}

(2.5.19)

Son olarak (2.5.18) ifadesinin ¢6ziimii Duhamel integrali yardim ile asagidaki

gibi elde edilir.

oo

0,(0)= [ F,()n(r=v)a (2.5.20)

0

Burada & (7 —1) Dirac delta distriibiisyon fonksiyonuna olan cevaptir.
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Baslangicta diiz ve hareketsiz bir kiris i¢in baslangi¢ sartlart sifirdir.
q,(1)=0,  ¢,(r)=0 (2.5.21)

h(t—1) Dirac delta fonksiyon cevabi asagidaki sekilde verilir.

h(t)= L oo gin w,! (2.5.22)
0‘)d

Denklem (2.5.22), (2.5.20) ifadesinde yerine yazilarak,

t

g, ()= —J‘e_‘;w"(’_T)Fn (1)sin[ o, (t-7)]dz (2.5.23)

0

problemin ¢oziimii elde edilmis olur. Hareketli yiikiin etkisi altindaki sayisiz destek

ihtiva eden kirigin dinamik davranisini veren matlab programi Ek.1.14 de verilmistir.

2.5.2. Hareketli kiitlenin etkisi altindaki egrisel kirisin titresimi

Daha onceki boliimlerde hareketli tekil bir kuvvetin etkisi altindaki hafif egrilige
sahip bir kirisin dinamik davranisini incelemisti. Bu kisimda ise bu kez hareketli
kiitlenin etkisi altindaki benzer egrilige sahip bir kirisin hareketi incelenecektir. Egrisel
bir kiriste merkezcil ve Coriolis kuvvetlerinin etkilerinin diiz kirislere nazaran daha
fazla olmast beklenmektedir. Bu nedenle hesaplamalarda bu etkilerde dikkate
alimacaktir. Sekil 2.5.2 de harekeli kiitlenin etkisi altindaki egrisel bir Kkiris
gosterilmektedir. Kirigin kesit alan1 kiris boyunca sabit ve kirigin birim uzunlugunun
kiitlesi m dir. Kiris baslangigta y, ile verilen hafif bir egrilige sahiptir ve bu egriligin
Fourier serisine agilabildigi kabul edilmektedir. Agirlik kuvveti koprii lizerinde yatay v

hiz1 ile hareket etmektedir.
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Hareket analizinde birinci mertebe teorisi kullanilmaktadir. Yani kopriiniin yer
degistirmelerinin ve ilkel egriliginin kiiciik oldugu kabul edilmektedir. Bunun yaninda,
kirisin kendi sontimii de hesaplamalara dahil edilmektedir. Su halde, Euler-Bernoulli

kiris teorisi kullanilarak kirisin hareket denklemi asagidaki sekilde ifade edilir.

vt —

r'Y

v

<
o
3

A

Sekil 2.5.2. Hareketli kiitlenin etkisi altindaki egrisel kiris

Bu kabuller altinda kirigin hareket denklemi asagidaki sekilde ifade edilir.

9 (y-» 3 (y-y,) d(y-vy
EI (ax4 0)+m (atz 0)+C (at 0)=M[g—aM]8(x—a) (2.5.24)

Ifade biraz diizenlenirse

4 2
0%y o 07y
ox* or’ ot

4
+ca—y:M[g—a[\,,]ﬁ(x—a)+EIM (2.5.25)

El
ox*

sonucuna ulasilir. Burada, 8(x—a) delta Dirac delta fonksiyonudur. Denklem (2.5.7)

de hareketli kiitlenin kiris eksenine dik dogrultudaki ivmesi asagida gosterildigi sekilde

elde edilmisti.

a, =y+viy +2vy (2.5.26)
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Ivme ifadesi denklem (2.5.25) de yerine yazilirsa
ED" +mj +cy=Mgd(x—a)-M [35+v2y”+ 2vy']5(x—a)+Mv2y(')'5(x—a)+ Ely}

(2.5.27)
yada

El" +mj+cj = Elyy +Mg8(x—a)—M [ §+v*y + 2y’ |8 (x—a)+ My’ y;3(x~a)

(2.5.28)

elde edilir. Kirisin zorlanmig titresim cevabi basit mesnetli bir kirisin serbest titresim

modlarinin birlesimlerinin acilimi ile ifade edilebilir. Yani,
y(x0)=Y4,(1)0, (%) (2.5.29)
n=l1

yazilabilir. Burada, ¢, (#) ler bilinmeyen ancak, yer degistirmelerle birlikte

hesaplanacak olan fonksiyonlardir. ¢, (x) ler ise kirisin 6z fonksiyonlaridir ve basit

mesnetli diiz bir kirig icin bir onceki boliimde hesap edilmislerdir. Basit mesnetli bir

kirisin 6z fonksiyonlar1 (2.2.28) de

q),l(x):\/%sin(?unx), A, =— n=12,3,.... (2.5.30)

seklinde hesap edilmisti. Bu 6z fonksiyonlar, (2.5.29) esitliginde yerine yazilarak

yn=>q, (r)\E sin (%, x) (2.531)
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elde edilir. Kirisin baslangic egriligi de Fourier siniis seri agilimi ile asagidaki gibi ifade

edilebilir.

0 (0= 3 A0, (=3 A0 s,

n=1 n=1

(2.5.32)

Denklem (2.5.31) ile birlikte (2.5.32) ifadesinin de kirisin sinir sartlarini saglamasi

gerektigine dikkat edilmelidir. Kiris egriligin formunun
¥, =9, sin (A, x)
seklinde oldugu kabul edilsin. Su halde, A, Fourier katsayilari,

, n=l, A,=0, n=23,..

hesap edilir.

Onerilen bu ifadeler kirisin hareket denkleminde yerine yazilarak

E”»iiqn% +mi G,9, +Ci q,9, = E”»ii A0, +Mgd(x~-a)
n=l1 n=l1 n=l1 n=l1

(2.5.33)

(2.5.34)

—M{Z”;q;,q»n+v22qn¢:+zviq,,¢;}a(x—a)
n=1 n=l1 n=1

+[MvziAno¢:J5(x—a)

(2.5.35)
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elde edilir. ¢, ve ¢, fonksiyonlarinin ortogonal ve ortonormal olduklar akilda
tutularak, esitligin her iki yam ¢, (k#n) ile carpilarak 0 dan L ye kadar integre
edilirse,

G, +S g, + 0, =02A,+ 28 (a)
m m

n*'n0

‘%w){ia,{m ()47 ] (a)+20Y a0, (a)

k=1 k=1 k=1

(2.5.36)

sonucuna ulasilir. Burada, Boylece ¢6ziim, kismi diferansiyel denklemin ¢oziimiinden

adi diferansiyel denklemin ¢6ziimiine indirgenir. Burada, ¢, (a) 6z fonksiyonun x = vt

noktasindaki degerini ifade etmektedir. ®, dogal frekansi ise

, EIM\
W, =

m

, a=A\,vt (2.5.37)

ile ifade edilir.

Her ne kadar ¢6ziim adi diferansiyel denklemin ¢oziimiine indirgenmis olsa da,
denklem (2.5.36) nin ¢o6ziimii oldukca zordur. Zira merkezcil ve Coriolis ivme
terimlerinden dolay1 denklem gayri-lineerdir. Burada Kounadis (1992) tarafindan
verilen bir yontem kullanilacaktir. Picard yonteminin farkli bir versiyonu olan bu

Michaltsos ve ark. (2001) tarafindan da kullanilmastir.

Ozel ¢oziime ulasmak icin ilk etapta (2.5.36) ifadesinin sag tarafinin ilk iki terimi

dikkate alinsin,
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i+ 20,4, 40, =0, 0 (@), g, ()= Pein(o,) @539
m

Bu halde homojen olmayan (2.5.38) ifadesinin genel ¢coziimii
q, (1) =€ [b cos@,t +b,sinw,t]+ A + A, cos®,t+B, sin,t (2.5.39)

seklinde Onceki bolimde elde edilmisti. Ancak bunun aranan gercek ¢oziim oldugu
unutulmamalidir. Gergek ¢oziim (2.5.39) ile ifade edilen ¢oziim ve tiirevleri denklem
(2.5.36) da yerine yazilarak iteratif bir yaklagimla elde edilecektir. Coziimiin
yakinsakligi burada vaaz edilmeyecektir. Ancak detaylan icin Kounadis (1992) ve
Michaltsos ve arkadaglarinin (2001) ¢aligmalarina bakilabilir.

Denklem (2.5.36) nin sag tarafindaki terimlerin tamamu F, (¢) ile gosterilsin,

G, +20m,q, +o.q, = F, (1) (2.5.40)

n

F, (1) agik sekilde asagidaki gibi yazilabilir.

F (1) =2 A, +22 6, ()
m

M N 2N\ ’ N (o
9, (vt){;qk (), (v) +v ;qk ()0, (vt)+2v;qk (), (vo) (2.5.41)

M’ N »
-0, (vt){;Akoq)k (vt)}

Burada,

®,=hv, n=123,.. (2.5.42)

©, =k, k=123, (2.5.43)
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A =9, £’ n=1
2 (2.5.44)
A =0, n=23,
A, =(nm)/L, n=12.73,...
(2.5.45)
A =(km)/L,  k=123,..

seklindedir.

Son olarak (2.5.40) ifadesinin sifir baglangic sartlari altindaki ¢oziimii Duhamel

integrali yardimu ile asagidaki gibi elde edilir.
g (1) = j F (1) h(t-1)dt (2.5.46)
0

Baslangicta diiz ve hareketsiz bir kiris i¢in baslangi¢ sartlar1 sifirdir.

q,(1)=0,  ¢,(1)=0 (2.5.47)

h(t—t) Dirac delta fonksiyon cevabi (birim impuls) asagidaki sekilde verilir

(Michaltsos 2001).

h(t) =L oo sin (,7) (2.5.48)
0‘)d

Denklem (2.5.48), (2.5.46) da yerine yazilarak,

g, ()= mlj‘e‘“’""‘”Fn (1)sin[ o, (t-7)]dz (2.5.49)
4%
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problemin ¢6ziimii sifir baglangi¢ sartlar1 altinda elde edilmis olur. Ancak gercekte
egrilikten dolay1 kirisin baglangi¢ sartlar sifir degildir ve denklem (2.5.49) ile verilen
¢Oziime sifir olmayan baslangic sartlar1 da dahil edilmelidir. Baslangicta egriligi y, ile
verilen kiris i¢in baslangi¢ sartlar1 asagidaki gibi ifade edilir.

qn (0) = AMO’}
n=1,23,.. (2.5.50)
4,(0)=0,

ve bu baglangi¢ sartlar1 kullanilarak,
q,(t)=e" [ b cos @t +b, sina,t | (2.5.51)

¢Oziimiine ulagilir. Burada,

b=A, b= , (2.5.52)

ile verilir. Sonug olarak egrisel kiris i¢in denklem (2.5.40) 1n gercek ¢oziimii (2.5.49) ve
(2.5.51) ¢oziimlerinin toplami ile agsagidaki gibi elde edilir.

t
q,(t)=e" [171 cos ¢ +b, sin mdt] +LJ.e§“’"(”)Fn (t)sin[ o, (1-1)]dv
(Dd
0

(2.5.53)

Hareketli yiikiin etkisi altindaki egrisel kirigin dinamik davranigin1 veren matlab

programi1 Ek 1.15 te verilmistir.
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2.5.3. Hareketli Kkiitlenin etkisi altindaki, catlak ihtiva eden Kirislerin

titresimi

Kirisin herhangi bir noktasinda catlak ihtiva etmesi durumunda, catlagin
bulundugu bolgede, catlak derinliine ve geometrisine bagli olarak, egilme direncini
lokal olarak degistirdigi ve kirisin serbest titresim cevabina etki ettigi Onceki
boliimlerde vaaz edilmisti. Bu kisimda catlagin kirisin zoraki titresim cevabina yada bir
baska ifade ile hareketli yiiklerin etkisi altindaki catlak ihtiva eden kiriglerin dinamik

davraniglarinin tespitine yonelik yontem sunulacaktir.

—~
v =

/
\ J

A
v

Sekil 2.5.3. Sabit hizli M kiitlesinin etkisi altindaki ¢atlak ihtiva eden basit mesnetli
kiris

Kiris tizerinde bulunan bir catlak, catlak derinligine ve catlagin kiris {izerindeki
konumuna bagli olarak kirigin titresim genliklerini ve yer degistirmeleri artiracagi
muhakkaktir. Ancak kiitlesel yiikiin tesiri merkezcil ve Coriolis kuvvetlerinden dolay1
cok daha karmasiktir. Bu kuvvetlerin kirisin dinamik davranmis1 tizerinde nasil bir etki
olusacagim onceden kestirmek oldukg¢a giictiir. Zira titresen bir kirisin anlik egimi bu
Merkezcil ve Coriolis ivmelerinin yoniinii tayin etmektedir. Oysaki titresen bir sistemde
bu egim ve buna bagl olarak ta ivmeler siirekli yon degistirmektedir. Bununla birlikte
zayif kirislerde cokmeler daha fazla olacagindan bu etkilerin de daha belirgin olmasi
beklenir. Ancak sunu da belirtmek gerekir ki merkezcil ve Coriolis ivmeleri gayri-lineer
karakterde oldugundan, bu terimlerin formiilasyona dahil edilmesi hareket denkleminin

¢Oziimiinii oldukga giiclestirecektir.
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Hareketli kiitlenin etkisi altindaki kirisin hareket denklemi asagidaki sekilde
verilebilir (Michaltsos ve Kounadis 2001).

4 2
Elaaxi)+maaTZ=M[g—aM]8(x—vt) (2.5.54)

Burada, §(x—vr) delta Dirac fonksiyonu, y kirisin dikey yer degistirmeleridir. Hareketli

kiitlenin dikey dogrultudaki ivmesi ay
a, =y+vy +2vy’ (2.5.55)

olarak denklem (2.5.7) de elde edilmisti. Bu ivme ifadesi denklem (2.5.54) de yerine

yazilirsa

4 2
(—;xi] +maT§] =Mgd(x—vt)-M [y +2y" +2v y’] d(x—wr) (2.5.56)

EI

elde edilir. (2.5.56) esitliginin catlak ihtiva eden kirisin serbest titresimindeki ¢, (x) 0z

fonksiyonlar1 cinsinden
N
y(x1)=)"0,(x),(7) (2.5.57)
n=0

seklinde ayrik bir seri ¢oziimiiniin var oldugu kabul edilsin. Burada ¢, (x) catlak ihtiva

eden basit mesnetli kirisin 6z fonksiyonlarimi ifade etmektedir. Bu 6z fonksiyonlar

(2.329) ve (2.3.30) ifadeleri ile ©Onceki boliimlerde hesaplanmistir. g, (¢)

genellestirilmis koordinatlar1 ifade etmektedir. N hesaplamalarda gz Oniine alinan

Ozdeger sayisim gostermektedir.

(2.5.3) ifadesinin her iki yam ¢, (x) ile carpilarak 0 dan L ye kadar integre

edilirse
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Z[q +aig, ][0, (1), (x)ar="5 [3(x=v)o, (x)ds

—% ivzqm-“q):(x)(bk (x)f)(x—vt)dx}
-= ﬁzvqm [o ()0, (x)a(x—mdx}

(2.5.58)

elde edilir. Burada ¢, (x) ve ¢, (x) fonksiyonlarimin dik fonksiyonlar olduklar gz

oniinde bulunduruldugunda

L
'[q)”q)kdx =0, n#+k (2.5.59)
0
oldugu ve yine
L L Ly L
J'q)idx - J'q)idx - _[ 0% dx + _[ dx=k  n=k (2.5.60)
0 0 0 Lo

olacag goriilmelidir. ¢, (x) ve ¢, (x) fonksiyonlar: ortonormal oldugunda k sabiti 1 e

esit olur. Ancak genellikle bu fonksiyonlar ortonormal degildirler. Onceki kistmda 6z
fonksiyonlarin katsayilar tek bir degiskene baglanmis ve bu A, degiskeninin detaylar
bu kisimda vaaz edilecegi belirtilerek keyfi olarak belirlenebilecegi soylenmisti. Iste bu
katsayilar ya tamamen keyfi belirlenerek K sabiti hesaplanmali ve esitligin sag tarafi K
ya boliinmeli yada K = 1 olacak sekilde 6z fonksiyonlarin katsayilan tayin edilmelidir.

Burada ikinci yol izlenecektir yani 6z fonksiyonlarin katsayilar1 K sabitini bir yapacak
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sekilde tayin edilecektir. Bu da ancak A,; in integralin hesabi ile elde edilen & sabitinin
karekokiiniin tersine (An1 =1/JK ) esit alinmas1 ile miimkiindiir. Boylece (2.5.58)

denklemi

i, +oig, =Le, (w){g {ZW (vr>Hv2ﬁqk¢: (w)szﬁm (vrﬂ}

(2.5.61)
seklinde yazilabilir.

Burada gayri-lineer (2.5.61) denkleminin kapali bir ¢oziimiinii bulmak miimkiin
degildir. Ancak, Michaltsos ve Kounadis (2001) tarafindan verilen bir ydntem
kullanilarak yaklasik bir ¢6ziim bulunabilir. Gayri-lineer diferansiyel denklemlerin
¢Oziimiinii i¢in verilen Picard yontemine benzer bu yontem Kounadis (1985) tarafindan
da kullanilmistir. Yonteme gore diferansiyel denklemin yaklagik ¢oziimii, sag taraftaki
ilk terim goz Oniine alinarak elde edilen ¢6ziim denklemin sag tarafinda yerine yazilarak
ardisik bir yaklagimla bulunabilir ve bu ¢6ziim yakinsaktir. (2.5.61) denkleminde sag

taraftaki gayri-lineer terimler ihmal edilirse

g, +m,q,= (2.5.62)

yazilabilir. Burada,
0,,(vt)= A, sin (A, vt)+ B, cos(A,vt)+C, sinh (A vt)+ D, cosh(A,vt), (2.5.63)

0,,(vt) = A, sin[A, (L—vt)]+ B,, cos[ A, (L—vt)]|+C,, sinh[A, (L—vt)]+ D, cosh [, (L—v1)]

(2.5.64)
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catlak ihtiva eden kirisin 6z fonksiyonlarin1 ifade etmektedir. Harekeli kiitle birinci
bolgede hareket ederken ¢6ziim ayn ikinci kisma gectiginde ayr1 degerlendirilmelidir.

Zira hareketli kiitle kirigin ikinci kismina gectiginde kiris i¢cin baslangi¢ sartlar sifir
almamaz. Kirig artik ilk haldeki seklini degistirmistir. Buna gore rsﬁ icin genel
v

¢Oziim Kisim 2.4 te;

qnl (t) | = (qnl)h + (qnl)p
i<k

=d,sino t+d,cos®t+A sinQt+B, cosQt+C, sinhQt+D, coshQt
(2.5.65)

ile verilmisti. Simdi, sag taraftaki ilk terim dikkate alinarak elde edilmis olan (2.5.65)

ifadesi (2.5.61) denkleminin sag tarafinda yazilmalidir. (2.5.61) denkleminin sag

tarafindaki terimlerin tamam Q,, ile gOsterilirse

G + wiqnl =0, = % 0, (W) {g _{i ék¢k1:| -v? |:i qu):L:l_ zvl:i qu);clj|}

(2.5.66)
yazilabilir. Sonug olarak < L icin ¢oziilmesi gereken nihai ifade
v
G, + 0,9, =0, 1< Ly/v (2.5.67)

denklemidir. Sifir baglangi¢c sartlar1 altinda (2.5.67) denkleminin ¢6ziimii, Duhamel

integrali ile asagidaki gibi verilir.

g, (1) =— j 0., (t)sina, (1-7)d, IS% (2.5.68)
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: L, ..
Benzer sekilde, ¢ > i¢in genel ¢6ziim
v

9> (t) | =(G)i + (qnz)p

sk
Vv

=d;sin®t+d,cosmt+A ,sinQr+B,cosQt+C,,sinhQr+D, ,coshQ
(2.5.69)

L,

t>—-, icin sag taraftaki ilk terim dikkate alinarak elde edilmis olan (2.5.69)
v

ifadesi (2.5.61) denkleminin sag tarafinda yazilmalidir. (2.5.61) denkleminin sag

tarafindaki terimlerin tamami bu kez Q , ile gosterilsin. Su halde

Q=G+ miqrﬂ = % 0, (W) {g _{i ékq)kz:l_vz {ZN: qu);:z} - 2"{% qu);z}}

(2.5.70)

yazilabilir. Burada, gq,,, q,,, G,, ifadeleri (2.5.69) ¢Oziimii tiiretilerek bulunacaktir.

Sonug olarak (2.5.69) esitligi (2.5.61) de yerine yazilarak

G, +0,q,=0,,, t>L /v (2.5.71)

ifadesine ulasilir. Duhamel integrali yardim ile (2.5.71) denkleminin ¢oziimii

0, (7)sinw, (1 —1:)dﬂ:+mi j 0,,(t)sinw, (1—1)dr, >k

1%
ni

Vv

1
f)=—
q, (1) o

© e \,5-

(2.5.72)



153

seklinde verilir ve boylece problem tamamen c¢oziilmiis olur. Burada su husus
unutulmamalidir, hareketli kiitle kirigin ilk kisminda hareket ederken ¢6ziim (2.5.68) ile
verilmektedir. Ancak kiitle catlagi gectiginde yani ikinci bolge iizerinde hareketini
siirdiirdigiinde bu kez ¢6ziim (2.5.72) ile verilmektedir. Catlak sayis1 arttiginda ¢6ziim
bolgesi ve ¢oziim sayisi da artacaktir. Bununla birlikte, her bir ¢6ziim i¢in kullanilacak

baslangi¢ sartlar bir 6nceki ¢oziimiin o noktadaki degeri ile ifade edilecektir.

Hareketli yiikiin etkisi altindaki catlak ihtiva eden kirisin dinamik davranisini

veren matlab programi Ek 1.16 da verilmistir.
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3. ARASTIRMA SONUCLARI VE TARTISMA

Hareketli yiiklerin etkisi altindaki kirislerin dinamik davraniglarinin tespiti i¢in
gelistirilen formiilasyon ve yontemler kullanilarak Matlab programi yardimu ile farkli
tip ve sartlardaki kirisler icin asagidaki 6rnek simiilasyonlar gerceklestirilmistir. Sayisiz
destek ayagi ihtiva eden kirisler, egrisel kirisler ve son olarak ta catlak ihtiva eden
kirisler icin hesaplamalar yapilmis ve Kkirislerin dinamik davranisina etki eden

parametrelerin farkli degerleri i¢in hesaplamalar ve cizimler yapilmistir.

Hareketli yiiklerin etkisi altindaki kirislerin dinamik davramiginin tespiti i¢in
gerceklestirilen tiim bu analizler yanlizca hareketli yiikiin kirise giris yaptig1 ve kirisi
terk ettigi zaman araliginda gecerlidir. Sayet, hareketli yiik kirisi terk ettikten sonra da
kirisin dinamik davranmis1 tespit edilmek istenirse, yiikiin kirisi terk ettigi andaki kirig
durumu baslangi¢ sarti olarak tanimlanmali ve kirisin bu baglangi¢ sartlar1 altinda

serbest titrestigi kabul edilerek yeni bir analiz yapilmalidir.

Basit mesnetli bir kiriste maksimum yer degistirmenin kirisin orta noktasinda
olusmas1 beklenmektedir. Zira statik halde basit mesnetli bir kiriste maksimum yer
degistirme, kiitle kirigin orta noktasina konuldugunda, yine kirisin orta noktasinda
olusur ve

_ Mgl
ymax 48EI

3.1

ile verilir. Bu nedenle dinamik hesaplamalardan elde edilecek olan orta nokta yer

degistirmeleri bu degere bdliinerek asagidaki gibi boyutsuz hale getirilecektir.

y=y/y,.. Benzer sekilde hareketli kiitlenin konumu (vt), kiris boyuna béliinerek
7 =(vt)/ L ile verilen boyutsuz hareketli kiitle pozisyonu tanimlanabilir. Daha anlagilir

ve yorumlanabilir sonuclara ulagabilmek icin grafikler bu boyutsuz parametreler ile

sunulacaktir.
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3.1. Hareketli Yiiklerin Etkisi Altindaki Destek Thtiva Eden Kirislerin Titresimi

Hareketli tekil yiik, destek ayaklarindaki tepki kuvvetleri ve soniim kuvvetleri
Dirac delta dagilim fonksiyonu ve Fourier seri a¢ilimindan faydalanilarak kiris iizerine
yayilt yiiklere doniistiiriilmiistiir. Bu sayede kiris ¢6ziim bolgelerine parcalanmadigi i¢in
analizlerde basit mesnetli diiz bir kirisin 6zdegerleri kullanilabilmistir. Bu sayede
oldukg¢a genel ve basit bir ¢6ziim yontemi ortaya konmustur. Bu yontemi literatiirdeki
calismalarla karsilagtirmak icin sayisal degerler ilk olarak Esmailzadeh ve Ghorashi
tarafindan kabul edilen degerlere esit alinmistir ( EI = 2,07 x 1,04 X 10° Nm?% ¢ =0,
L=10m, F =70 kg, m =7 kg/m ). Esmailzadeh ve Ghorashi destek ihtiva etmeyen
(ki=0 ve ¢;=0) basit mesnetli bir kiris icin hesaplamalar yapmis ve kirisin orta noktasinin
yer degistirmesinin zamanla degisimini vermistir. Ayni sayisal degerler icin bu
calismanin sonuclar1 kullamlarak yapilan hesaplamalar neticesinde kirigin yer
degistirme-zaman grafigi Sekil 3.1.1 te gosterilmistir. Esmailzadeh ve Ghorashi
tarafindan verilen sonuglar ile Sekil 3.1.1 in miikemmel bir uyum icerisinde oldugu
goriilmiistiir.  Ancak bu tez calismasinin daha genel ve kapsayici oldugu

unutulmamalidir.

0.08

0.07

0.06

0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

Kirisin orta noktasinin yer degistirmesi (m)

L
0 0.5 1 1.5 2 25 3
Zaman (sn)

Sekil 3.1.1. Destek ihtiva etmeyen kirisin orta nokta yer degistirmesinin zamanla
degisimi, c=0, L=10m, F=70x 9.81 N, EI=(2.07 x 1.04) x 10’ Nm”.
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Daha gercekci bir model iizerinde calismak ve formiilasyonun farkimi ortaya
koymak ic¢in kiris ve hareketli yiik i¢in asagidaki sayisal veriler dikkate alinarak
hesaplamalar yapilmistir. E =2.10" N/m*, b=h=0.Im, c¢=10* Ns/m, L=10m,
M =200kg, m=100 kg/m. Destek ayaklarinin kirisin dinamik davramsina etkisini

gostermek amaciyla ti¢ farkl kiris goz oniine alinarak incelemeler yapilmistir. Bunlar;

a.) Destek ihtiva etmeyen Kkiris.
b.) Orta noktadan tek bir ayakla desteklenen kiris, x, =0.5L

c.) Iki noktadan desteklenen kiris, x,, =0.3L, x,, =0.7L.
d.) Esit araliklarla ii¢ farkli noktadan ayakla desteklenen kiris, x, =0.25L,
Xp, =0.5L ve x,,=0.75L .

Dikey destek ayaklar (kl. =5.10* N/m, ¢, =10" Ns/m) olan birey yay damper eleman

olarak modellenmektedir.

Sekil 3.1.2 de boyutsuz hareketli kiitle pozisyonunun farkli degerleri icin

(r=0.2-0.4-0.6-0.8 - 1) kirisin boyutsuz sekli destek ihtiva etmeyen, 1, 2 ve 3 adet

destek ayagi ihtiva eden kiris i¢in sirasiyla gosterilmistir. Sekil 3.1.2(a) herhangi bir
destek ihtiva etmeyen kirisin hareketin farkli anlarindaki boyutsuz seklini
gostermektedir. Sekil 3.1.2(b) ayni sonuglart kiris orta noktadan tek bir destekle
desteklendiginde, Sekil 3.1.2(c) ise kirisin esit araliklarla iic farkli noktadan
desteklendigi durumda vermektedir. Bu ii¢ grafik incelendiginde beklenildigi gibi
destek ayaklarinin sayisindaki artisin kirigin yer degistirme genliklerini azalttig1 acik¢a
goriilmektedir. Destek ayagi ihtiva etmeyen duruma gore tek bir destek ayaginin mevcut
olmasinin kirigin yer degistirmelerini oldukg¢a azalttign Sekil 3.1.2(a) ve Sekil 3.1.2(b)
den agikga goriilmektedir. Buna karsilik destek ayagi sayisinin 2 veya 3 ‘e cikartilmasi
ile kiris yer degistirmelerinin ¢ok ciddi bir azalma gostermedigi fark edilmektedir (Sekil

3.1.2(c,d)).
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A
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(v=1m/sn)

i
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Boyutsuz yatay konum (x/L)
(d)

Sekil 3.1.2. Boyutsuz hareketli kiitle pozisyonunun farkli degerleri i¢in boyutsuz kirig
sekilleri,y=1m/s, (f =0.2-04-0.6-0.8-1) (k =5.10'N/m, ¢, =10'Ns/m).

a.) Destek ihtiva etmeyen kiris.
b.) Orta noktadan tek bir ayakla desteklenen kiris, x, =0.5L

c.) Iki noktadan desteklenen kiris, x,, =0.3L, x,, =0.7L.
d.) Esit araliklarla ii¢ farkli noktadan ayakla desteklenen kiris, x, =0.25L,
Xp, =0.5L ve x,,=0.75L .
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Sekil 3.1.3 destek ayaklarimin sayisinin kirisin orta nokta yer degistirmelerine
etkisini gostermektedir. Noktalarla gosterilen egri destek ihtiva etmeyen kirisin, kesik
cizgiler ile gosterilen egri orta noktasindan tek bir ayakla desteklenen kirigin

(x,, =0.5L), kesik — noktal cizgiler ile gosterilen egri iki noktadan desteklenen kirisin
(x,, =0.3L, x,, =0.7L) ve son olarakta siirekli ¢izgi ile gosterilen egri esit araliklarla
yerlestirilmis ii¢ ayakla desteklenen (x,, =0.25L, x,, =0.5L, x,, =0.75L) Kirigin

boyutsuz orta nokta yer degistirmesinin, boyutsuz hareketli kiitle pozisyonuna bagl
degisimini gostermektedir. Tipkr Sekil 3.1.2 de goriildiigii gibi Sekil 3.2.3 den de ayak
sayisindaki artigla birlikte kirisin boyutsuz orta nokta yer degistirmelerinin azaldig
goriilmektedir. Buna ek olarak, orta noktada tek bir destek ayagi bulunmasi ya da
Xy, =0.3L ve x,,=0.7L konumlarinda iki adet destek ayaginin bulunmasinin yer
degistirmeler bakimindan ciddi bir fark olusturmadigi goriilmektedir. Su halde belli bir
ayak sayisindan sonra destek ayagi miktarinin siirekli artirllmasinin anlamsiz olacagi
sOylenebilir. Farkli uzunluk ve sartladaki kirisler icin Ek 1.14 te verilen Matlab
programi kullanilarak yeni analizler yapilabilir ve en uygun destek ayagi miktar tespit

edilebilir.

Sekil 3.1.4 de destek ayagimin konumunun yer degistirmelere etkisi
incelenmektedir. Bu amacla destek ayaginin farkli konumlar1 icin yine boyutsuz orta
noktanin yer degistirmesinin boyutsuz hareketli kiitle pozisyonuna bagli degisimi
verilmistir. Sekil 3.1.4 dikkatle incelendiginde yer degistirmelerinin destek ayag kirisin
orta noktasina yerlestirildiginde en az oldugu goriilmektedir. Destek kirisin ug
noktalarina kaydirildiginda ise etkisi azalmakta ve egri destek ihtiva etmeyen Kkirigin
cevabina yakinsamaktadir. Boylece c¢okmelerin asgari seviyeye indirilebilmesi igin
destek ayaginin kirisin orta noktasina yerlestirilmesinin gerektigi goriilmiis olur. Bu

durum statik halde de boyle oldugundan aslinda beklenen bir sonugtur.
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0.8

07 | Destek ihtiva etmeyen kirig |
----- Orta noktadan tek bir ayakla desteklenen kirig (0.5L)
e iki noktadan desteklenen kiris (0.3L, 0.7L)

0.6/ | — Esit aralikii ig ayakla desteklenen kiris (0.25L, 0.5L, 0.75L) 7

Boyutsuz orta nokta yerdegistirmesi (y/y, _ )

| | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Boyutsuz hareketli kiitle pozisyonu (vt/L)

Sekil 3.1.3. Kirisin boyutsuz orta nokta yer degistirmesinin boyutsuz hareketli kiitle
pozisyonu ile degisimi (v=10m/s).

0.8

0.7- —— Destek ihtiva etmeyen kirig

Boyutsuz orta nokta yerdegistirmesi (y/y, _ )

| | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Boyutsuz hareketli kiitle pozisyonu (vt/L)

(a)
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0.8

0.7 | —— Destek ihtiva etmeyen kiris

Boyutsuz orta nokta yerdegistirmesi (y/y, _ )

0.1 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Boyutsuz hareketli kiitle pozisyonu (vt/L)

(b)

Sekil 3.1.4. Tek bir ayakla desteklenen kirisin boyutsuz orta nokta yer degistirmesinin
boyutsuz hareketli kiitle pozisyonu ile degisimi (v=10m/s).

a.) 0<x,<05L, b.) 0.5L<x,<L.

Herhangi bir ekstra destek ihtiva etmeyen basit mesnetli soniimsiiz bir kiris i¢in
elde dilen sonuglar yine ayni kiris i¢cin Esmailzadeh ve Ghorashi (1997) tarafindan elde
edilen sonuclarla karsilasgtirilmistir. Sonu¢ olarak her iki ¢alismada elde edilen yer
degistirmelerin tam bir uyum igerisinde oldugu gézlenmistir. Ancak burada gelistirilen
yontem Esmailzadeh ve Ghorashi 'min g¢alismasinda oldugu gibi kuple dinamik
denklemleri igermediginden ozellikle birden fazla hareketli kiitlenin s6z konusu oldugu
durumlarda oldukga kullanighdir. Kiris tizerinde hareket eden kag kiitle olursa olsun tek
bir kiitle i¢in verilen yontem, N sayidaki hareketli kiitle tasiyan kirise kolaylikla
genigletilebilir. Soyle ki, N sayida hareketli yiik kirise tesir ediyor olsun. Tiim bu

kuvvetler
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F,= %Zsin%sin (A, x)

n=1

F,= %Zsin (=1, =1) th 1) Gin (A,x)

n=l1

F

N

:%Zsin rmvN(t—tzL—g ) sin (A,x)

n=1

seklinde ifade edilerek, kirisin hareket denkleminin sag tarafinda yazilarak herhangi bir
matematiksel giiclilk olusturmadan coziilebilirler. Burada, f,, t3, ... fx uygulanan
kuvvetlerin arasindaki zaman farkini, v, vs, ... vx ise, bu kuvvetlerin hizlarini ifade
etmektedir. Bu yiikleme durumda hareketli yiiklerden ilki kirigin sonuna ulastig1 anda
ikinci bir yiik katan kirise giris yapacaktir. Bu yiizden bu analiz ancak ilk yiikiin kirige

giris yaptig1 zaman ile kirigin ¢ikisina vardigi zaman araliginda gecerlidir.
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3.2. Hareketli Yiikiin Tesiri Altindaki Egrisel Kirislerin Titresimi

Her kiris gergekte az yada cok belli bir egrilige sahiptir. Bu egrilik bazen bilin¢li
bir sekilde kirisin dayanimimi artirmak igin verilebilecegi gibi, pek cok defa kirisin
agirlhigimin etkisiyle kendiliginden olusur. Dairesel kirisler icin detayli incelemeler
yapilmis olmasima karsilik (Wu ve Chiang 2003), keyfi bir egrilige sahip kirisler i¢in
literatiirde pek fazla calisma mevcut degildir. Bu alanda yapilan ¢alismalarin neredeyse
tamaminda kirig basit mesnetli diiz bir kiris olarak ifade edilmistir. Oysaki kirigler bazi
durumlarda kiris dayanimimi artirmak amaciyla bilingli olarak digbiikey yapilabilirler.
Aksi durumda ise zaten kiris, kendi agirhigimin etkisiyle yo kadar bir sehim yapar. Her

iki durumda da tamamen diiz bir Kiristen bahsetmek imkansizdir.

Baz1 6zel ornekler iizerinde kirigin dikey yer degistirmeleri zamana bagh olarak
elde edilmis ve grafiklerle verilmistir. Bu amagla kiris igin asagidaki kabuller
yapilacaktir: L=10 m, 5=0,2 m, h=0,2 m, m=100 kg/m, ¢=1000 Ns/m, E=2,07.10"
N/m?, A, =(-0,lm-0-0,Im) (Sekil 3.2.1). Buna ek olarak hareketli kiitle i¢cin de

asagidaki kabuller yapilacaktir: M=1000 kg, v=(10 m/sn —25 m/sn —50 m/sn).

Sekil 3.2.2 de kirisin baslangi¢ egriliginin kirisin dinamik davranisina etkisi
gosterilmektedir. Noktali cizgiler ile gosterilen egriler disbiikey baslangi¢ egriligine
sahip kirisin boyutsuz orta nokta yer degistirmelerini gostermektedir. Kesik ve siirekli
cizgiler ile gosterilen egriler ise sirasiyla diiz kirisin ve i¢ biikey baglangic egriligine
sahip kirisin boyutsuz orta nokta yer degistirmelerinin boyutsuz hareketli kiitle
pozisyonuna bagli degisimini vermektedir. Sekil 3.2.2.(a-b-c) den disbiikey baslangi¢
egriligine sahip kiriste boyutsuz orta nokta yer degistirmelerinin daha fazla oldugu
goriilmektedir. Ancak bu durum yiiksek hizlarda merkezcil ve Coriolis kuvvetlerinin
etkisiyle tam tersine donmekte ve Sekil 3.2.2.(d-e) de goriildiigi gibi icbiikey baslangi¢

egriligine sahip kiriste orta nokta yer degistirmeleri daha fazla olmaktadir.

Sekil 3.2.3 de kirisin baslangi¢ egriligi bu kez hareketli yiikiin kiitlesi ile birlikte
ele alinmaktadir. Yine noktal ¢izgiler disbiikey baslangi¢ egriligine sahip kirisin; kesik

cizgiler diiz kirisin; siirekli cizgiler ise icbiikey kirisin boyutsuz orta nokta yer
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degistirmelerinin  boyutsuz  harteketli  kiitle pozisyonuna baglh  degisimini
gostermektedir. Sekil 3.2.3.(a-b-c-d-e) den acikca goriilldiigii iizere, hareketli yiikiin
kiitlesi arttikca icbiikey ve digbiikey baslangi¢ egriligine sahip kirislerin orta nokta yer
degistirmeleri arasindaki fark ortadan kalkmaktadir. Bunu sebebinin asir1 ¢okmeler

neticesinde her durumda kirisin i¢biikey bir sekil almast oldugu sdylenebilir.

Sekil 3.2.4 digbiikey baslangic egriligine sahip Kkiriste, atalet, merkezcil ve
Coriolis  kuvvetlerinin  egrisel kirisin dinamik davramig1 iizerine etkilesini

gostermektedir. Noktali ¢izgiler yalnizca hareketli agirlik kuvvetinin (F =Mg); kesik

cizgiler agirlik kuvvetinin yan1 sira hareketli kiitlenin ataletinin; siirekli ¢izgiler ise en
genel halde agirlik, atalet, merkezcil ve Coriolis etkilerinin etkisi altindaki kirigin
boyutsuz orta nokta yer degistirmelerinin boyutsuz hareketli kiitle pozisyonuna bagh
degisimini gostermektedir. Grafiklerden atalet, merkezcil ve Coriolis etkilerinin
hesaplamalara dahil edilmesi ile kirisin dinamik cevabinda kayda deger bir degisimin
ortaya c¢iktigi goriilmektedir. Ayrica Sekil 3.2.4.(a-b-c) grafikleri karsilastirildiginda
hizin artan degerlerinin merkezcil ve Coriolis kuvvetlerinin etkilerini artirdig

goriilmektedir.

b 2

Diiz Kiris (Ayp=0)

A =%

Icbiikey Kiris (Ap=0.1)

Sekil 3.2.1 Disbiikey, diiz ve i¢biikey kiris.
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(b) M =1000 kg, v =10 m/sn
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.......... Disbukey kiris (A0 =-0.1)
----- Duz Kiris (A0 =0)
— Icbukey Kiris (A = 0.1)

1 l l l l
A 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Boyutsuz hareketli kiitle pozisyonu (vt/L)

(¢) M =1000 kg, v =20 m/sn

Disgbikey kiris (A0 =-0.1m)
Diiz kiris (A, = 0)
icbtikey kirig (A = 0.1m)

L \ \ \
A 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Boyutsuz hareketli kiitle pozisyonu (vt/L)

(d) M =1000 kg, v =50 m/sn
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035 |- Disbiikey kirig (A, = -0.1m)
..... Diiz kiris (A, = 0)
03 | __ icbiikey kiris (A,=0.1m)
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Boyutsuz hareketli kiitle pozisyonu (vt/L)

(e) M = 1000 kg, v =100 m/sn

Sekil 3.2.2. Hareketli kiitlenin farkli hizlar i¢in, boyutsuz orta nokta yer degistirmesinin
boyutsuz hareketli kiitle pozisyonuna bagl degisimi.

a.)v=5m/s
b.) v=10m/s
c.)v=20m/s
d.) v=50 m/s

e.)v=100m/s
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e .......... Disbukey kiris (A, = -0.1)
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(a) M =25 kg, v=20 m/sn

.......... Disbukey kiris (A =-0.1)
----- Duz Kiris (A = 0)
— Icbukey Kiris (A0 =0.1)

l l l l l
0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Boyutsuz hareketli kiitle pozisyonu (vt/L)

(b) M =50kg, v=20m/sn
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Sekil 3.2.3. Hareketli yiikiin farkl kiitleleri i¢cin, boyutsuz orta nokta yer degistirmesinin
boyutsuz hareketli kiitle pozisyonuna bagli degisimi.

a.M=25kg
b. M =50kg
c. M =100 kg
d. M =200 kg

e. M =500 kg
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(¢) M =1000 kg, v =20 m/sn

Sekil 3.2.4. Hareketli yiikiin farkli durumlari i¢in, boyutsuz orta nokta yer
degistirmesinin boyutsuz hareketli kiitle pozisyonuna bagh degisimi (A9 = 0.1);

a.v=5m/s
b.v=10m/s
c.v=20m/s

Egrisel bir kiriste kiitlesel ivme etkilerinin diiz kirislere kiyasla cok daha etkin
oldugu goriilmektedir. Kirigin egriliginin icbiikkey yada digbiikkey olusu ozellikle
merkezcil kuvvetin yoniine dogrudan tesir etmektedir. Ancak kiris egriliginin birinci
mertebe teorisinin kabulleri disina ¢ikacak mertebede fazla olmasi durumunda problem
silindirik koordinatlarda incelenmelidir. Bu ¢alismada egriligin kirigin boyuna nazaran
kii¢iik oldugu kabul edilmektedir. S6yle ki boylesi bir egrilik kirisin kendi agirliginin
etkisi ile yaptigi sehimden yada kirisin 1s11 genlesmelerle seklinin bozulmasindan

kaynaklaniyor olsun.
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3.3. Hareketli Yiiklerin Etkisi Altindaki Catlak Thtiva Eden Kirislerin Titresimleri

Kirisin herhangi bir noktasinda olusan bir catlak, catlagin derinligine, konumuna
ve geometrisine bagl olarak, kirisin bu noktasinin egilme direncini lokal olarak
degistirmektedir. Bunun dogal bir sonucu olarak ta kirisin dinamik davranisi ve

kararlilig1 degismektedir.

Baz1 6zel ornekler iizerinde kirigin dikey yer degistirmeleri zamana bagh olarak
elde edilmis ve grafiklerle verilmistir. Bu amagla kiris icin asagidaki kabuller
yapilacaktir: L = 20m uzunlugunda ve H = 0.2m, B = 0.2m kesit uzunluklarma sahip bir
kiris g6z oniine alinacaktir. Bununla birlikte kirisin elastiklik katsayisinimn E = 2.06.10"

N/m?* ve birim hacminin kiitlesinin p = 7800kg/m’ oldugu kabul edilecektir.

[k olarak catlak derinligi ve catlak konumunun Kirisin yer degistirmesine etkisi

incelenecektir. Bu amacla Sekil 3.3.1 de catlagin kirigin orta noktasinda bulundugu

(L, =L/2) kabul edilerek farkli catlak derinligi oranlari (y=0.25—0.5-0.75) igin,

boyutsuz orta nokta yer degistirmeleri boyutsuz hareketli kiitle pozisyonuna bagl olarak
verilmistir. Beklenildigi gibi catlak derinligi orani arttik¢a orta noktanin boyutsuz yer

degistirmeleri de artmaktadir.

Sekil 3.3.2 de ise, catlak derinligi oran1 (y=0.5) sabit tutularak, farkli catlak

konumlart (L, =5m—10m—15m) i¢in, boyutsuz orta nokta yer degistirmeleri, boyutsuz

hareketli kiitle pozisyonuna bagli olarak verilmistir. Sekilden acikca goriildiigii iizere,
maksimum boyutsuz yer degistirmeler catlak kirisin orta noktasinda oldugunda
meydana gelmektedir. Buna karsilik catlak kirisin u¢ noktalarina yaklastik¢a boyutsuz

yer degistirmelerin azaldig1 ve catlaksiz hale yakinsadigi goriilmektedir.

Sekil 3.3.1 ve Sekil 3.3.2 dikkatlice incelendiginde catlak derinliginin, kirisin
boyutsuz yer degistirmeleri iizerine etkisinin ¢atlagin konumundan daha belirgin oldugu

goriilmektedir.
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Sekil 3.3.2. Farkli catlak konumlari (L) i¢in, boyutsuz orta nokta yer degistirmelerinin
boyutsuz hareketli kiitle pozisyonuna bagl degisimleri (y =0.5, v=5m/s, M=1000kg).



177

Bu calismanin bir diger amaci1 da atalet, merkezcil ve Coriolis kuvvetlerinin
kirisin dinamik davramisina etkilerini gostermek ve bu kuvvetleri etkilegen degiskenleri
tespit etmektir. Hareketli yiikiin hizinin ve kiitlesinin bu kuvvetleri aym1 anda dogrudan
etkileyen iki parametre oldugu denklemlerden agikca goriilmektedir. Ancak bu etkinin
boyutunu kestirmek 6zellikle boylesi dinamik bir olayda, olduk¢a giictiir. Bu amagla
Sekil 3.3.3, Sekil 3.3.4, Sekil 3.3.5, Sekil 3.3.6 ve Sekil 3.3.7 ‘de hareketli yiikiin farklh
kiitleleri i¢in agirlik, atalet, merkezcil ve Coriolis kuvvetlerinin etkileri gosterilmistir.
Burada her bir sekil hareketli yiikiin farkli hizlar1 i¢in hareketli yiikiin kiitlesindeki

degisimin atalet, merkezcil ve Coriolis terimlerine etkisini gostermektedir.

Hesaplamalarda ¢atlagin kirigin orta noktasinda bulundugu (L, =L/2) ve catlak

derinlik oraninin (y=0.5) oldugu kabul edilmektedir. Sabit kuvvetin (F = Mg), atalet,

merkezcil ve Coriolis kuvvetlerinin etkileri ayr1 ayri egrilerde, hareketli yiikiin farkli hiz

ve kiitleleri i¢in gosterilmistir. Noktali egriler agirhk kuvvetinin (Mg) etkisi altindaki

kirisin orta noktasinda olusan boyutsuz yer degistirmeleri; kesik cizgiler ile gosterilen
egriler buna atalet kuvvetlerinin dahil edildigi durumu; siirekli cizgiler ile gosterilen
egriler ise tiim bu kuvvetlere merkezcil ve Coriolis kuvvetlerinin de dahil edildigi en
genel haldeki boyutsuz orta nokta yer degistirmelerini boyutsuz hareketli kiitle

pozisyonuna bagli olarak gostermektedir.

Kiitlenin kiiciik degerlerinde atalet kuvvetlerinin etkilerinin ihmal edilebilecek
kadar kiiciik oldugu goriilmektedir. Kiitle arttikca bu etkiler de gozle goriiniir bir
degisim meydana gelmektedir [Sekil 3.3.3(b,c), Sekil 3.3.4(b,c), Sekil 3.3.5(b,c),
Sekil 3.3.6(b,c) ve Sekil 3.3.7(b,c)].

Grafikler dikkatlice incelendiginde hareketli yiikiin kiitlesinin, hareketli yiikiin
hizina kiyasla kirisin dinamik davranisi tizerindeki etkisinin daha belirgin oldugu
anlasilmaktadir. Tiim grafiklerde hareketli yiikiin kiitlesi arttikca boyutsuz orta nokta
yer degistirmelerinin belli bir degere kadar arttig1 goriilmektedir. Bu artis diisiik hizlarda
ve ¢ok yiiksek hizlarda daha az olmakta ancak 20m/s civarinda en yiiksek degerine

ulagsmaktadir. Kirigin yaklasik 800 kg oldugu diisiiniiliirse hareketli kiitlenin kirigin
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kiitlesine nazaran biiyiik oldugu ve hareketli kiitlenin bu kritik hiz ile seyrettigi durumda
atalet etkilerinin ihmal edilmesi yaklasik %15-%20, merkezcil ve Coriolis etkilerinin
ihmal edilmesi %5-%10 hataya sebep olmaktadir (Sekil 3.3.5(c,d)). Su halde belli bir
kritik hiz degerinde atalet, merkezcil ve Coriolis etkileri maksimum degerine ulagmakta

bu hiz degerinin altinda ve iizerindeki hizlarda diisiis gdstermektedir.

Hareketli kiitlenin diisiik hizlarinda merkezcil ve Coriolis kuvvetlerinin etkisinin
atalet kuvvetinin etkisi yaninda ihmal edilebilecek kadar kiiciik oldugu Sekil 3.3.3(a),
Sekil 3.3.4(a), Sekil 3.3.5(a), Sekil 3.3.6(a) ve Sekil 3.3.7(a) da acikca goriilmektedir.
Buna karsilik hiz arttikca, bu etkiler atalet kuvvetinin etkisi ile kiyaslanabilecek
mertebelere ulagsmaktadir [Sekil 3.3.3(b), Sekil 3.3.4(b), Sekil 3.3.5(b), Sekil 3.3.6(b) ve
Sekil 3.3.7(b)]. Oldukca genis bir hiz aralifinda atalet kuvvetinin kirisin boyutsuz orta
nokta yer degistirmesine etkisinin merkezcil ve Coriolis etkilerinin toplamindan daha

fazla oldugu goriilmektedir.

Tiim grafikler dikkatle incelendiginde Atalet etkilerinin hareketli yiikiin kiitlesi
arttikca siddetini artirdigi buna karsilik Merkezcil ve Coriolis etkilerinin hareketli
yiikiin kiitlesinin yaninda hizi ile de degisim gosterdigi anlagilmaktadir. Cok yiiksek
hizlarda merkezcil ve Coriolis kuvvetlerinin kirisin orta noktasinin yer degistirmesine
etkisi tekrar azalmakta [Sekil 3.3.7] ve hatta yer degistirmeleri azaltan yonde tesir

edebilmektedir.
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Sekil 3.3.3. Hareketli yiikiin farkl kiitleleri (M) icin, boyutsuz orta nokta yer degistirmelerinin
boyutsuz hareketli kiitle pozisyonuna bagli degisimleri (Ly=10m, y=0.5, v=5m/s),
a.) M=100kg, b.) M=500kg, c.) M=1000kg
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Sekil 3.3.4. Hareketli yiikiin farkl kiitleleri (M) icin, boyutsuz orta nokta yer degistirmelerinin
boyutsuz hareketli kiitle pozisyonuna bagli degisimleri (Ly=10m, y=0.5, v=10m/s),
a.) M=100kg, b.) M=500kg, c.) M=1000kg
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Sekil 3.3.5. Hareketli yiikiin farkl kiitleleri (M) icin, boyutsuz orta nokta yer degistirmelerinin
boyutsuz hareketli kiitle pozisyonuna bagli degisimleri (Ly=10m, y=0.5, v=20m/s),
a.) M=100kg, b.) M=500kg, c.) M=1000kg
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Sekil 3.3.6. Hareketli yiikiin farkl kiitleleri (M) icin, boyutsuz orta nokta yer degistirmelerinin
boyutsuz hareketli kiitle pozisyonuna bagli degisimleri (Ly=10m, y=0.5, v=50m/s),
a.) M=100kg, b.) M=500kg, c.) M=1000kg
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Sekil 3.3.7. Hareketli yiikiin farkl kiitleleri (M) i¢in, boyutsuz orta nokta yer degistirmelerinin
boyutsuz hareketli kiitle pozisyonuna bagli degisimleri (Ly=10m, y=0.5, v=100m/s),
a.) M=100kg, b.) M=500kg, c.) M=1000kg
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SONUC

Bu calismada hareketli kuvvet veya hareketli kiitlenin tesiri altindaki kiriglerin
dinamik davraniglar1 incelenmistir. Bu incelemelerde Euler — Bernoulli Kiris teorisi
kullanilmistir. Diisey kolonlarla desteklenmis diiz veya egrisel kiriglerden, catlak ihtiva
eden basit yada elastik mesnetli kirislere varincaya kadar pek cok farkli 6zellik ve

sartlardaki kiriglerin hareketli yiiklerin tesiri altindaki titresim analizleri yapilmistir.

Analizlerde yiikiin kiris tizerine yayili kisminin, kirisin kendi boyunun yaninda
yeterince kiiciik oldugu kabul edilmektedir. Boylece hareketli yiikiin tekil bir yiik
oldugu farz edilmis olur. Benzer bir kabul, kirisi desteklemek i¢in kullanilan diisey
kolonlar i¢in de yapilmistir. Kolonlarin kiris boyunca olan genisliginin kiris boyuna
nazaran yeterince kii¢iik oldugu yani kolon kuvvetlerinin tipki hareketli yiik gibi dar bir
bolgede kiris tiizerine etkidigi ve bu kuvvetlerinin de tekil yiik olarak kabul

edilebilecekleri vaaz edilmistir.

Hareketli kiitle, sabit bir kuvvet olarak ifade edilebildigi gibi atalet, merkezcil ve
Coriolis etkilerini ihtiva edecek sekilde bir kiitlesel yiik olarakta ele alinabilir. Simdiye
kadar merkezcil ve Coriolis etkileri iizerinde pek durulmamis ve neredeyse tiim
calismalarda ihmal edilmistir. Ancak Ozellikle uzun Kkiriglerin, egri kirislerin yada
yiiksek hizlarda hareket eden kiitlelerin tesiri altindaki kiriglerin dinamik davraniglarinin
incelenmesinde merkezcil ve Coriolis kuvvetleri gbz Oniine alinmalidir. Bu calismada
tim bu etkilerin dikkate alindigi oldukca genel bir ¢oziim yontemi sunulmaktadir.
Merkezcil ve Coriolis kuvvetlerinin formiilasyona dahil edilmesi ile birlikte kirigin
hareketini idare eden diferansiyel denklem gayri-lineer hale doniismektedir. Bu gayri-
lineer ifade iteratif bir yaklasimla yaklasik olarak ¢oziilmiistiir. Sistemin cevabi biitiin
haller icin Duhamel integrali yardimu ile verilmektedir. Hareketli kiitlenin sabit kuvvet
olarak kabul edilmesinin 6zellikle yiiksek hizlarda ve uzun kirislerde ciddi bir hataya

sebebiyet verdigi goriilmiistiir. Yiiksek hizlarda kiitlenin atalet etkisi, uzun kirislerde
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kirisin seklindeki degisime baglh olarak merkezcil ve Coriolis kuvvetlerinin etkilerinin

fark edilir derecelere ulagsmasi bu hatanin nedenleridir.

Tamamn analitik olan bu tez ¢alismasi, Matlab ortaminda yazilan ve olduk¢a genel
problemlere ¢oziim sunabilen bilgisayar programlart yardimlar1 ve sayisal orneklerle
desteklenmistir. Olusturulan sayisal modeller ve Ornek problemler, gelistirilen
bilgisayar programlarimin yardimiyla ¢oziilmiistiir. Boylece tiim parametre ve
degiskenlerin kirisin dinamik davranis1 iizerine olan etkisi Ornekler {izerinde
gosterilmistir. Bu sayisal verilerden bir kismu literatiirdeki benzer calismalarla
karsilastirilarak dogrulugu teyit edilmistir. Egrisel kirisler ve catlak ihtiva eden kirisler
icin elde edilen sonuglart karsilastiracak benzer bir ¢alisma bulunamadigindan, bunun
yerine dinamik yer degistirmelerin bir kismu statik yer degistirmelere oranlanarak

normalize edilmis ve boylece acik ve kesin sonuglar elde edilmistir.

Atalet, merkezcil, Coriolis kuvvetlerinin etkilerinin yaninda, diisey kolonla
desteklenmis kirislerde kolon rijitliginin ve soniim oraninin, ¢atlak ihtiva eden kirislerde
catlak derinliginin ve catlak konumunun, egrisel kirislerde de kirigin egriliginin kirigin
dinamik davranigina olan etkisini veren bagintilara ulasilmis ve her biri icin analitik
¢oziim elde edilmistir. Matlab ortaminda yazilan bilgisayar programlar1 yardimiyla
merkezcil ve Coriolis kuvvetlerinin kirisin dinamik davramisina etkileri gosterilmistir.
Ayrica kirisin dinamik davranisina etki eden parametrelerin farkli degerleri i¢in kirigin
boyutsuz orta nokta yerdegistirmelerinin boyutsuz hareketli kiitle pozisyonuna bagl
degisimi elde edilmistir. Catlagin kirisin dinamik davramisina etkisi farkli catlak
derinligi ve catlak konumu i¢in ¢izilen yer degistirme egrileri ile gosterilmistir. Sonug
olarak basit mesnetli bir kiriste catlak i¢cin en kritik konumun kirisin orta noktasinin

oldugu gozlenmistir.

Kiris ve kirislerin titresim genliklerini diisiirmek ve kirisin mukavemetini artirmak
icin ozellikle uzun koprii ve kirisler kolonlarla desteklenmektedir. Bu durum analitik
¢Oziimde ¢Oziim bolgesini parcalara ayirarak ilave denklemler, yeni simir sartlar1 ve
dolayisiyla hesaplanmasi gerekli pek ¢ok katsay1 anlamina gelmektedir. z adet kolon ile

desteklenen bir kirigin dinamik davraniginin tespiti i¢in (z+1) sayida hareket denklemi,
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4(z+1) sayida sinir sart1 ve siireklilik sart1 ile ¢oziilmelidir. Bu yolla boylesi bir problem
ancak bilgisayar ve paket programlar yardimi ile ¢oziilebilir. Bu nedenle boyle bir
problemde klasik ¢oziim yontemi pek kullamigli degildir. Burada c¢oziimii oldukga
basitlestiren ve kolon sayisi ne kadar ¢ok olursa olsun ¢oziimiin miimkiin oldugu bir

yontem sunulmustur.

Gelistirilen formiilasyon sayesinde kirisi desteklemek ve egilme dayanimini
artirmak icin kullanilan destek ayaklar1 hareket denklemlerine herhangi bir ekstra sinir
sart1, ilave denklem ve katsay1r getirmemektedir. Klasik ¢6ziim yontemi ile bodyle bir
kopriiniin hareketini incelemek i¢in destek ayagi adedince sinir sart1 tanimlamak ve bu
ayaklarla ayrilan her bir kisim i¢in de ayr1 hareket denklemi olusturmak gerekirdi.
Sonug olarak ta c¢oziilmesi gerekli birden fazla hareket denklemi ve sinir sart1 sayisinca
belirlenmesi gerekli katsayi ile karsi karsiya kalimirdi. Oysaki gelistirilen yontemle
ayaklardaki tepki kuvvetleri, siddeti bilinmeyen, ancak uygulama noktasi bilinen bir
tekil kuvvet olarak tahayyiil edilmekte ve bu tekil kuvvetler Fourier serileri yardimiyla
kiris iizerinde yayili birer kuvvet gibi ifade edilebilmektedir. Boylece kirisg
ayaklarindaki tepki kuvvetleri hareket denklemlerinde birer zorlayici dis tesir olarak yer
alabilmektedir. Bu sayede destek ayaklarinda ekstra sinir sartlar1 tanimlamadan ve tek

bir hareket denklemi ¢oziilerek kopriiniin dinamik davranigi tespit edilebilmektedir.

Calismada ayrica hareketli yiiklerin etkisi altindaki hafif egrilige sahip kirislerin
dinamik davranislar1 da incelenmistir. Boylesi bir hafif egrisellik kirisin egilme
direncini artirmak igin kirise bilingli bir sekilde verilebilir ya da kirisler kendi
agirliklarinin etkisi veya iizerinde tagidigi yiikiin tesiriyle dogrusalliklarini kaybedebilir
ve egrisel bir sekil kazanabilirler. Boyle bir kiriste, kirisin u¢larinda eksenel bir kuvvet
olusacaktir. Bu nedenle hesaplamalarda kirise bir ucundan etkiyen yatay bir kuvvetin

varlig1 kabul edilmistir.

Kirisin egriliginin yanm sira hareketli kiitleden kaynaklanan atalet, merkezcil ve
Coriolis kuvvetleri de hesaplamalara dahil edilmistir. Béyle bir problemin analitik
¢Oziimiiniin zorlugu bir¢ok arastirmaci tarafindan vurgulanmistir. Bu zorlugun temel iki

nedenlerinden biri kirigin ihtiva ettigi egrilik, digeri ise merkezcil ve Coriolis
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terimlerinin gayri-lineer 6zellik tasimasidir. Merkezcil ve Coriolis ivme terimlerinin
ihtiva ettigi gayri-lineeritenin ¢oziime getirecegi bu zorluk Michaltsos ve Kounadis
(2001) tarafindan verilen ardil yaklasgimlar yontemi benzeri iteratif bir yontem
kullanilarak asilmistir. Yontem hareketli kiitle - kiris problemine uygulanirken, Fourier
serisindeki terim sayisinin ( n ) artan degerlerinde Duhamel integralinde yakinsama
probleminin oldugu goézlenmistir. Trigonometrik fonksiyonlarin artan n degerlerinde
cok sik isaret degistiriyor olmalart buna karsilik Duhamel integralinin sayisal
hesabindaki zaman adiminin bu degisimi algilayacak kadar kiiciik secilememesi bu
problemin kaynagim teskil etmektedir. Zaman adiminin yeterince kiiciik secilememesi
nedeni ise, hesaplama siiresinin secilen zaman adim1 ve Fourier serisindeki terim sayist
ile artmasidir. Bu problem Fourier serisinin yalnizca ilk dort terimi ele alinarak
giderilmistir. Fourier serileri ilk birkag i¢in iyi yakinsak oldugundan bu biiyiik bir sorun
olusturmamatadir. Bu halde bile hesaplama siireleri tek bir problem icin yarim saati

asabilmektedir.

Kirisin dinamik davranisina etkisi olan pek ¢ok parametrenin farkli degerleri i¢in
yontem Orneklendirilmis ve bu parametrelerin kirisin dinamik davramisina etkileri
grafiklerle gosterilmistir. Analizlerin sonucunda nispeten kiiciik kiitleler tasiyan
kirislerde kirise cok kiiciik bir digbiikey egrilik verilerek kirisin egilme titresimlerinin

dusiiriilebilecegi anlagilmaktadir.

Ozellikle egri kirislerde ve yiiksek hizla hareket eden sistemlerde atalet etkisinin
yaninda merkezcil ve Coriolis ivme etkilerinin de goz ardi edilmemesi gerektigi
sonucuna varilmistir. Burada elde edilen en 6nemli sonuclardan birisi de atalet,
merkezcil ve Coriolis kuvvetlerinin zellikle hafif egrilik ihtiva eden kirislerde ve
hareketli kiitlenin yiiksek hizlarinda kirisin enine titresimleri iizerinde daha etkili
oldugudur. Hareketli kiitlenin yiiksek hizlarinda bu terimler hesaplamalarda goz ardi
edilmemelidir. Ancak, hareketli yiikiin hizi arttikca hesaplamalarin gecerli oldugu
zaman araligida da daralmaktadir. Oysa c¢ok yiiksek hizlarda yiik kirisi terk ettikten
sonra da kiris ciddi yer degistirmeler yapabilir. Bu durumda yiikiin kirisi terk ettigi

andan sonrasi i¢inde ayr1 bir hesaplama yapilmasi gerekmektedir.
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Analiz sonuglarn kirigin hareketine etki eden tiim degiskenlerin farkli degerleri
icin orneklendirilmistir. Bu amagla harekete etki eden parametrelerin farkli degerleri
icin kirigsin orta noktasinin yer degistirme egrileri elde edilmistir. Sayisal ornekler
tizerinde yapilan hesaplamalar Fourier serisinde ilk iic modun yer degistirmeler iizerinde
etkili oldugunu, sonraki ¢6ziim modlarinin ise kirisin hareketine ciddi bir etkisinin
olmadigin1 gostermistir. Bu nedenle hesaplamalarda yalmzca ilk dort mod dikkate
almmis ve eklerde verilen Matlab programlarinda da Fourier a¢iliminin ilk dort terimi

hesap edilmigtir.

Coziimde dikkat edilmesi gereken Onemli bir nokta sudur; hareket analizi
hareketli kiitle kirise giris yaptig1 anda baglamakta ve kirisi terk ettigi anda bitmektedir.
Oysaki kiris titresimine bu andan itibaren de devam edebilir. Ancak formiilasyon
hareketli kiitlenin kirisi terk etti§i andan sonrasi i¢in bir ¢oziim sunmamaktadir. Bu
durum Fourier seri acgilimin o6zelliginden kaynaklanir. Hareketli yiik periyodik
fonksiyonlarla ifade edildiginden yiik kirisi terk ettigi anda bir diger yiik kirise giris
yapar. Bu nedenle hareketli yiik kirisi terk ettikten sonra kirisin yapacagi serbest
titresimi tespit etmek icin ayr bir analiz gereklidir. Esasen mevcut formiilasyon yiik
kirisi terk ettikten sonra da kullanilabilir. Bu durumda o andaki baslangi¢ sartlar1 ve
ozfonksiyonlar 6nceki analizden belirlenmis oldugundan kirisin hareket denkleminin

sag taraf1 sifir kabul edilip, bu baslangic sartlar1 altinda serbest titrestigi kabul edilebilir.

Bu calisma ile literatiirdeki onemli bir kistm hata ve eksikler giderilmistir. Pek
cok calismada catlak ihtiva eden kirisin 6z fonksiyonlar ortogonal ve ortonormal kabul
edilmistir. Oysaki bu calisma dahilinde yapilan hesaplamalar gostermistir ki 6z
fonksiyonlar pek ¢ok durumda ortogonal olmakla birlikte genel olarak ortonormal
degildir. Ortogonalite sartinin nasil saglanacagi ve bu sartin yardimi ile 0z
fonksiyonlarin katsayilarin nasil hesaplanacagi detayli bir sekilde verilmistir. Oz
fonksiyon katsayilarinin acik bir sekilde tespiti miimkiin degildir. Bunun igin sinir
sartlar1 kullanilarak tiim katsayilar tek bir bilinmeyene indirgenebilmeli ve bu
bilinmeyen 6zfonksiyonu ortonormal yapacak sekilde tayin edilmelidir. Bu prosediir

daha once higbir calismada aciklanmamis, eksik birakilmistir.
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Literatiirdeki bir diger eksik fakat ¢cok énemli nokta baglangi¢ sartlar ile ilgilidir.
Catlak ihtiva kirislerin ¢oziimii birka¢ adimda gerceklestirilebilmektedir. Hareketli kiitle
catlagin bulundugu noktaya ulastiginda ¢6ztimiin diger adimina gecilmektedir. Fakat bu
anda kiris sekil degistirmis oldugundan, baslangic sartlarinin sifir olamayacagi gayet
aciktir. Bu nokta pek ¢ok arastirmaci tarafindan gézden kacirilmis ve ihmal edilmistir.
Bu tez calismasmin en 6nemli 6zelliklerinden biride her bir adimda kirisin baslangi¢

sartlarinin bir dnceki adimdan hesaplanarak formiilasyonda goz oniine alinmasidir.

Bu calismanin sonuglart kullamilarak hareketli akiskan tasiyan diiz veya egrisel
borularin titresimleri en genel halde incelenebilir. Literatiirde hareketli akiskanin etkisi
altindaki kirislerin dinamik davranisini merkezcil ve Coriolis ivme terimlerini
kapsayacak sekilde ele alan bir caligmaya rastlamlmamustir. Tekil bir kiitle yerine bu
sekilde kiris iizerine yayili kiitlelerin s6z konusu oldugu problemler bu calismada

verilen yontemlere benzer yontemlerle incelenebilir.

Deprem sonras1 koprii ve kirislerde olusan catlaklarin etkilerinin azaltilmasi igin
kirisler ayaklarla giiclendirilmektedir. Kopriiyii desteklemek igin kullanilan dikey
ayaklar birer yay ve soniim elemam olarak modellenebilir. Boyle bir sistemin hareketi

formiilasyona kiiciik ilaveler yapilarak incelenebilir.

Yontemin farkli tipteki hareketli yiiklerin etkisi altindaki kirislere uygulamalari
gerceklestirilebilir. Masela hareketli tekil ylik yerine hareketli katarlarinin etkisi

altindaki kiriglerin dinamik davramiglarida calisilabilir.

Bu calisma yardimi ile hareketli yiiklerin etkisi altindaki kirislerin titresimini
kontrol etmek ic¢in hangi parametrelerle oynanmasi gerektigi anlasilmaktadir. Su halde
bu sonuglar kullanilarak kirisin titresimlerinin kontrolii lizerine bir ¢alisma yapilabilir.
Ayrica bu calismanin sonuclarindan faydalamilarak deprem sonrasi c¢atlak olusan
kirislerde ¢atlagin konumunun tespitine yonelik ¢calismalar yiiriitiilebilir ve ¢atlak ihtiva
eden bu yapilarin extra destek ayaklan ile giiclendirilmeleri halinde sistemin nasil bir

dinamik davramis gosterecegi kiiciik ekleme ve degisikliklerle elde edilebilir.
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EKLER

Ek 1. Matlab Programlari

Ek 1.1. Basit Mesnetli Kirisin Serbest Titresim Modlar:
L = .;
La=0:0.0001:..;

B = sin(La.*L);

plot (La,B)
hold on

EKk 1.2. Ankastre Mesnetli Kirisin Serbest Titresim Modlar1
L = ..;
La=0:0.0001:..;

nl = sin(La.*L);
n2 cos(La.*L);
n3 sinh(La.*L)
n4 = cosh(La.*L)

ul = nl-n3;
u2 nl+n3;
u3 = (n2-n4)."2;

B = (ul.*u2) + u3;

plot (La,B)
hold on

Ek 1.3. Ankastre Mesnetli Kirisin Ozfonksiyon Katsayilari

syms Xx;
L = ..

La = ..;

al = (cos(La*L)-cosh(La*L))/(sin(La*L)+sinh(La*L));

aa = int((sin(La*x)+al*cos(La*x)-sinh(La*x)-al*cosh(La*x))"2,0,L);
bb = 1/aa;

cc = sqgrt(bb);

A eval (cc)
B al*A
C=-A
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D = —-al*A
Ek 1.4. Konsol Kirisin Serbest Titresim Modlari

L = ..;
La=0:0.00001:...;

nl = sin(La.*L);

n2 = cos(La.*L);

n3 = sinh(La )i
)

’

L*L
n4 = cosh(La.*L

ul = nl-n3;
u2 = nl+n3;
u3 = (n2+n4)."2;

B = (ul.*u2) + u3;

plot (La,B)
hold on

Ek 1.5. Konsol Kirisin Ozfonksiyon Katsayilar

syms Xx;
L = ..;

La = ..;

al = (sin(La*L)+sinh(La*L))/(cos(La*L)+cosh(La*L);

aa = int((sin(La*x)-al*cos(La*x)-sinh(La*x)+al*cosh(La*x))"2,0,L);

bb = 1/aa;
cc = sqgrt(bb);

= eval (cc)
= al*A

= -A

= -al*A

o Qw P
|

EK 1.6. Elastik Mesnetli Kirisin Serbest Titresim Modlar:

L = .3
H .
E ;
La = ..;
k1l = ..;
k2 = ..;

I = (H"4)/12;

La=0:0.0001:..;

nl = sin(La.*L);
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n2 = cos(La.*L);

n3 = sinh(La.*L);

n4 = cosh(La.*L);

ul = ( k1 )./ ( E*XI*(La.”3) );
u2 = ( k2 )./ ( E*XI*(La.”3) );
sl = (nl - n3);

s2 = (2*(ul.*n3)-n2+n4);

gl = sl./s2;

s3 = (2*ul.*gl)+1;
s4 = (nl + gl.*(n2+n4) + s3.*n3);
B = -n2 + gl.*(nl+n3) + s3.*n4 - u2.*s4;
plot (La,B)
hold on

Ek 1.7. Elastik Mesnetli Kirisin Ozfonksiyon Katsayilari

syms x;
L = .
H = .3
E = .3
La = ..;
k1l = ..;
k2 = ..;

I = (H"4)/12;

nl = sin(La*L);
n2 = cos (La*L);
n3 = sinh(La*L);
n4 = cosh(La*L);

r

ul = k1 /(E*I*(La”3));
u2 = k2 /(E*I*(La"3));
u3 ( n1-n3 )/( 2*nl*n3 - n2 + n4d );

aa = int((sin(La*x) + u3*cos(La*x) + (2*ul*u3+1)*sinh(La*x)
+ u3*cosh(La*x))"2,0,L);

bb = 1/aa;
cc = sqgrt (bb);

= eval (cc)

= U3*A

= (2*ul*u3+1)*A
= Uu3*A

o Qw



198

Ek 1.8. Catlak ihtiva Eden Basit Mesnetli Kirisin Serbest Titresim Modlar:

L = ..

H = .;

LO = ..;
gama = ..;

fgama = 0.6384 - 1.035*gama + 3.7201*gama”2 - 5.1773*gama”3 +
7.553*gama”4 - 7.332*gama”5 + 2.4909*gama”6;

Te = 6*pi*(gama”2)*fgama* (H/L);
La=0:0.0001:..;

nl = sin(La.*L0);
n2 = cos(La.*L0);
n3 = sinh(La.*LO0);
n4 = cosh(La.*LO0)

4

n5 = sin(La.* (L-L0));
n6 = cos(La.*(L-LO)
n7 = sinh(La.* (L-LO

)
)
)
n8 = cosh(La.*(L-LO0)

)
).

4

0l = nl.*n6.*(n5)."%(-1);
02 = n3.*n8.*(n7).%(-1);

cl = (Te*L*La.*nl - n2 - 01)./(Te*L*La.*n3 + 02 + n4);
a2 = -01;

b2 = nl;

c2 = -02.*cl;

d2 = n3.*cl;

B = -n2 + (cl.*n4) + a2 - c2;
plot (La,B)

hold on

Ek 1.9. Catlak ihtiva Eden Basit Mesnetli Kirisin Ozfonksiyon Katsayilar:

L = ..; H = .,; LO = ..; gama = ..;
Lal = ..; La2 = ..; La3 = ..; Lad = ..;

fgama = 0.6384 - 1.035*gama + 3.7201*gama”2 - 5.1773*gama”3 +
7.553*gama”4 - 7.332*gama”5 + 2.4909*gama”6;
Te = 6*pi*(gama”2)*fgama* (H/L);

E = 2.07*(10"11);
I = (H"4)/12;

p = 7800;

A = H"2;

nl = sin(Lal*LO0);
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n2 = cos(Lal*L0);
n3 sinh(Lal*LO0) ;
n4 = cosh(Lal*L0)

4

ml = sin(Lal*(L-LO));
m2 cos (Lal* (L-LO)
m3 sinh (Lal* (L-LO

m4 = cosh(Lal* (L-LO

)
)i
)) i
)) i

4

Tl = (Te*Lal)/2;

ol = (nl*m2)/ml;

02 = (n3*m4)/m3;

ul = ( (Te*L*nl*Lal) - ol - n2 )/ ( (Te*L*n3*Lal) + 02 + n4 );
21l = -o0l;

Z22 = nl;

23 = —-o02*ul;

Z4 = n3*ul;

Al = 1;
Bl = 0;
Cl = ul;
D1 = 0;

A2 = Z1*Al;
B2 = Z2*Al;
C2 = 73*Al;
D2 = Z4*Al;

F = @(x) ( Al*sin(Lal*x) + Bl*cos(Lal*x) + Cl*sinh(Lal*x) +
Dl*cosh(Lal*x) )."2;
Q = quadl(F,0,LO0);

G = @(x) ( A2*sin(Lal*(x-L0)) + B2*cos(Lal*(x-L0)) + C2*sinh(Lal* (x-
L0O)) + D2*cosh(Lal*(x-L0O)) )."2;

P = quadl(G,LO0,L);

S = P+Q;

Al=sqrt (1/9)

Bl =0
Cl = ul*Al
D1 =0

A2 = 7Z1*Al
B2 = Z2*Al
C2 = Z3*Al
D2 = Z4*Al
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Ek 1.10. Catlak ihtiva Eden Konsol Kirisin Serbest Titresim Modlar1
L = ..; H= .; LO = ..; gama = ..;

fgama = 0.6384 - 1.035*gama + 3.7201*gama”2 - 5.1773*gama”3 +
7.553*gama”4 - 7.332*gama”5 + 2.4909*gama”6;
Te = 6*pi*(gama”2)*fgama* (H/L);

La=0:0.0001:15;

nl = sin(La.*L0);
n2 = cos(La.*L0);
n3 = sinh(La.*LO0);
n4 = cosh(La.*L0);
n5 = sin(La.* (L-LO0)
n6 = cos(La.* (L-L0O)
n7 = sinh(La.* (L-LO
n8 = cosh(La.*(L-LO

4

4

)
)i
))
))

Ul = (Te*L*La)/2;

U2 = n2 - (Ul.*nl) - (Ul.*n3);

U3 = nl + (Ul.*n2) + (Ul.*n4);

U4 = nd4d + (Ul.*nl) + (Ul.*n3);

U5 = n3 + (Ul.*n2) + (Ul.*n4);

U6 = (U2.*n5) + (nl.*n6) + (U4.*n7) + (n3.*n8);
U7 = —(U3.*n5) 4+ (n2.*n6) + (U5.*n7) + (n4.*n8);
U8 = -U6./U7;

U9 = (U2.*n6) — (nl.*n5) + (U4.*n8) + (n3.*n7);
Ul0 = —(U3.*n6) - (n2.*n5) + (U5.*n8) + (n4.*n7);

B = (U8.*U10) + U9;

plot (La,B)
hold on

Ek 1.11. Catlak ihtiva Eden Konsol Kirisin Ozfonksiyon Katsayilar:

L = . H= .; LO = ..; gama = ..;
Lal = ..; La2 = ..; La3 = ..; Lad = ..;

fgama = 0.6384 - 1.035*gama + 3.7201*gama”2 - 5.1773*gama”3 +
7.553*gama”4 - 7.332*gama”5 + 2.4909*gama”6;
Te = 6*pi*(gama”2)*fgama* (H/L);

nl = sin(Lal*L0);
n2 = cos(Lal*L0);
n3 = sinh(Lal*LO0);
n4 = cosh(Lal*L0)

r
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n5 = sin(Lal* (L-L0));

n6 = cos(Lal*(L-L0))

n7 = sinh(Lal* (L-LO0)
)

) i
).

4

n8 = cosh(Lal* (L-LO

Ul = (Te*L*Lal)/2;

U2 = n2 - (Ul*nl) - (Ul*n3);

U3 = nl + (Ul*n2) + (Ul*n4);

U4 = nd4d + (Ul*nl) + (Ul*n3);

U5 = n3 + (Ul*n2) + (Ul*n4);

U6 = (U2*n5) + (nl*n6) + (U4*n7) + (n3*n8);
U7 = —(U3*n5) + (n2*n6) + (U5*n7) + (n4*n8);
U8 = -U6/U7;

U9 = (U2*n6) - (nl*n5) + (U4*n8) + (n3*n7);
Ul0 = -(U3*n6) - (n2*n5) + (U5*n8) + (n4*n7);
Al = 1;

Bl = U8*Al;

Cl = -Al;

D1 = -Bl;

A2 = (U2*Al)-(U3*B1l);

B2 = (nl*Al)+(n2*Bl);

C2 = —(U4*Al)* (US5*B1);

D2 = —(n3*Al)-(n4*B1);
F = @(x) ( Al*sin(Lal*x) + Bl*cos(Lal*x) + Cl*sinh(Lal*x) +
Dl*cosh(Lal*x) )."2;

Q = quadl(F,0,LO0);

G = @(x) ( A2*sin(Lal*(x-L0)) + B2*cos(Lal*(x-L0))
LO)) + D2*cosh(Lal*(x-L0)) )."2;

P = quadl(G,LO0,L);

S = P+Q;

Al = sqrt(1/S)

Bl = U8*Al

Cl = -Al

D1 = -Bl

A2 = (U2*Al)-(U3*B1l)
B2 = (nl*Al)+(n2*Bl)
C2 = —-(U4*Al)*(U5*B1)

D2 = -(n3*Al)-(n4*B1l)

+ C2*sinh(Lal* (x-
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Ek 1.12. Catlak Thtiva Eden Elastik Mesnetli Kirisin Serbest Titresim Modlar1

LO = ..;

gama = ..;

k1l = ..;

k2 = ..;

L = ..

H = .;

E = .

I = (H"4)/12;
v o= .3

ey

fgama = 0.6272*gama”2 - 1.04533*gama”3 + 4.5948*gama”4 - 9.9736*gama”"5
+ 20.2948*gama”6 - 33.0351*gama”7 + 47.1063*gama”8 - 40.7556*gama”9 +
19.6*gama”10;

Te = 6*pi*(1l-(v"2))*fgama*H;

La=0:0.0001:20;

nl = sin(La.*L0);
n2 cos (La.*LO0);
n3 sinh(La.*L0) ;
n4 = cosh(La.*L0)

r

’

ml = sin(La.* (L-LO)
m2 cos (La.* (L-LO)
m3 sinh(La.* (L-LO
m4 = cosh(La.* (L-LO

)
)
)) i
))

r

Kl = (kl1)./(E*I*(La."3));
K2 = (-k2)./(E*I*(La."3));
Tl = (Te*La)/2;

Ul = n2 - (Tl.*nl);
U2 = -nl + (Tl.*n4) - (T1l.*n2);
U3 = T1l.*n3;

Pl = -Tl.*nl;
P2 = n3 + (n4.*T1) - (n2.*T1);
P3 = n4 + (T1l.*n3);

sl = (2*K1)./(La.”3);
s2 = Ul + U3;

s3 = U2 + (U3.*sl);
s4 = Pl + P3;

s5 = P2 + (P3.*sl);
s6 = n4 + (n3.%*sl);
ksi = K2./(La.”3);

ksl = (ksi.*ml) + m2;

ks2 = (ksi.*m2) - ml;

ks3 = (ksi.*m3) - m4;
)

ksd4 = (ksi.*m4
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hl = (ksl.*s2) + (ks2.*nl) + (ks3.*s4) + (ks4.*n3);
h2 = (ksl.*s3) + (ks2.*n2) + (ks3.*s5) + (ks4.*s0);
hh = - (hl./h2);

zl =1 + (sl.*hh);

Z2 = s2 + (s3.*hh);

Zz3 = nl + (n2.*hh);

Zz4 = s4 + (s5.*hh);

z5 = n3 + (s6.*hh);

B = (Z22.*ml) + (Z3.*m2) - (Z24.*m3) - (Z5.*m4);

plot (La,B)

hold on

Ek 1.13. Catlak ihtiva Eden Elastik Mesnetli Kirisin Ozfonksiyon Katsayilari

LO = ..; gama = ..; kl = ..;
k2 = ..; La = ..; L = ..;
H = .; m = ..; E = ..
I = . P = . A = ..
Vo= .

s=0;

fgama = 0.6384 - 1.035*gama + 3.7201*gama”2 - 5.1773*gama”3 +
7.553*gama”4 - 7.332*gama”5 + 2.4909*gama”6;
Te = 6*pi*(gama”2)*fgama* (H/L);

wk = sqgrt( ( E*I*(La"4) ) / (p*A*LL"3) );
Ok = La*v;
nl = sin(La*LO0);

n2 = cos (La*L0);

n3 = sinh(La*L0);
n4 = cosh(La*L0);
ml = sin(La* (L-LO)
m2 = cos(La* (L-LO)

r

)
)
)
)

m3 = sinh(La* (L-L0));

m4 = cosh(La*(L-L0));

Kl = ( k1*(L"3) )/( E*I );
K2 = (-k2*(L"3) )/( E*I );
Tl = (Te*La)/2;

Ul = n2 - (Tl*nl);
U2 = -nl + (Tl*n4) - (T1l*n2);
U3 = T1 * n3;

Pl = -T1 * nl;
P2 = n3 + (n4*T1l) - (n2*T1);
P3 = n4 + (Tl * n3);



Al =

Bl

Cl =

D1

A2

B2 =
cz2 =

D2

F

Dl*cosh(Lal*x) )."2;
quadl (F,0,L0);

Q

A2

B2 =
Ccz2 =

D2

G =
LO))
P =
S

Q(x)

P+Q;

(

(ks2*nl)
(ks2*n2)

sl = (2*K1l)/(La"3);
s2 = Ul + U3;
s3 = U2 + (U3*sl);
s4d = P1 + P3;
s5 = P2 + (P3*sl);
s6 = n4 + (n3*sl);
ksi K2/ (La"3);
ksl = (ksi*ml) + m2;
ks2 (ksi*m2) - ml;
ks3 (ksi*m3) - m4;
ks4 (ksi*m4) - m3;
hl = (ksl*s2) +
h2 = (ksl*s3) +
hh = —(hl/h2);
Zz1l =1 + (sl*hh);
722 = s2 + (s3*hh);
Zz3 = nl + (n2*hh);
Z4 = s4 + (s5*hh);
z5 = n3 + (s6*hh);
1;
= hh;
Z1;
= hh;
= Z2*Al;
Z3*A1;
Z4*A1;
= Z5*Al1;
@(x) ( Al*sin(Lal*x)

+ Bl*cos (Lal*x)

204

(ks3*s4) + (ks4*n3);

+
+ (ks3*s5) + (ks4*s6);

A2*sin(Lal* (x-L0)) + B2*cos(Lal*(x-L0))

sqgrt (1/3);

hh*Al;
= 71*Al;
= hh*Al;

= Z2*A1;
Z3*A1;
Z4*A1;
Z5*A1;

+ D2*cosh(Lal* (x-L0))
quadl (G,L0,L);

) .25

+ Cl*¥sinh(Lal*x) +

+ C2*sinh(Lal* (x-
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Ek 1.14. Hareketli Yiikiin Etkisi Altindaki Destek ihtiva Eden Kirisin Dinamik
Davramisim Veren Matlab Program

function ayakli

global ara L cm E I Mv gt Q x adm N AA TTT
nul nu2 nu3 cl k1l c2 k2 c3 k3;

nul = 0.25; kl = ..; cl = .

nu2 = 0.5; k2 = ..; c2 = ..;

nu3 = 0.75; k3 = ..; c3 = ..;
eSS TS99 5555%5%55%%5%%%% fiziksel sabitler
L = .. N = ..; b=.; h=.;

m = ..; E = ..; I (b* (h"3))/12;

grpx = L/2; %$%%%%% yerdedistirmesi hesaplanacak olan nokta orta nokta
55T L5 LT5TLT595555555%55%%%%%% kiris sOnlim katsayisi
c = .

S5 T55T55TTT5559555555%%5%%%%%%% hareketli kiitle degiskenleri
M= .. Vo= ..

g = 9.81;

sure = (L/Vv);

ara = sure/100;

adm = (L/100);

gx = grpx/adm;

x = 0:adm:L;

TTT = round(L/adm) ;
AA = sqrt(2/L);

for t=ara:ara:sure
duhamel (t)
end

5555555555555 %5%%%%5%%5%5%5%%%%5%5%5%5%%%% Maksimum Statik Yer Degistirme

ww = round(sure/ara);

W = 0(gx,l:ww);

y_m = W/ymaks; $yer dedistirmeler boyutsuzlastiriliyor
t = ara:ara:sure;

position = t*v/L; %$zaman boyutsuzlastiriliyor

plot (position,y_m, 'k")
hold on
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function duhamel (t)

global ara L ¢cm E I x Q adm N AA;

yi =0;
5555555555555 %55555555%%%%5555555%%5%5%5%%%%%%%%%% n=1 ic¢in al(t)
for n=1:4;
kn = (n*pi)/L;
wn sgrt( (1/m)*( E*I*(kn™4) - N*(kn"2) ) );
ksi = ¢ / (2*m*wn);
wd = wn*sqgrt(l-(ksi”2));
an = 0;
for to=0:0.001:t;
FF = (1/wd)* (exp(-ksi*wn*(t-to)) * Fnt(to,n) * sin(wd*(t-to)));
gqn = gn + (FF*0.001);
end
yi =yi + (gn * AA * sin(kn*x));
end
7Z = round(t/ara);

xx=L/adm;
Q(l:(xx+1),2Z2)=yi;
hold on
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function Fnt = avm(to,n)

global L ¢c NmE I M v g AA nul nu2 nu3 cl k1 c2 k2 c3 k3;

ag_at = 0; ag_at_me_co = 0;
topll = 0; top2l = 0; top3l = 0;
topl2 = 0; top22 = 0; top32 = 0;
for k=1:4
kk = (k*pi)/L;
wfk = (kk*v);
wk = sqrt( (1/m)*( E*I*(kk™4) - N*(kk"2) ) );

ksik = ¢ / (2*m*wk);
wdk = wk*sqgrt(l-(ksik”"2));

wskl = kk*nul*L;
wsk2 = kk*nu2*L;
wsk3 = kk*nu3*L;

Ul = (wk"2)-(wfk"2);
U2 = Ul / ( (Ul"2) + 4*(ksik”"2)*(wk"2)*(wfk"2) );

B = ( (2*M*g)/(m*L) )* U2 ;
A = (-2 * wk * wfk * ksik * B) / Ul;

bl = -A;
b2 (-ksik*wk*A - B*wfk ) / wdk;

WO = exp(-ksik*wk*to);
Wl = bl*cos(wdk*to) + b2*sin(wdk*to);

Wll = bl*sin(wdk*to) - b2*cos(wdk*to);

W2 = A*cos(wfk*to) + B*sin(wfk*to);

W22 = A*sin(wfk*to) - B*cos(wfk*to);

ak = (WO* W1) + W2;

akl = WO*( Wl*(-ksik*wk) - (wdk * W1ll) ) - (wfk * W22);

akll = WO* (((ksik”2)* (wk”2))*Wl+ (2*ksik*wk*wdk)*Wll— (wdk"2) *Wl) -
(WEK"2) *W2;

Ql = akll*AA*sin(to*wfk);
Q2 = — ak*(v*v) * (kk*kk)*AA*sin(to*wfk) ;
Q03 = (akl)*2*v*kk*AA*cos (to*wfk) ;

ag_at = ag_at + 0Q1;
ag_at_me_co = ag_at_me_co + Q1 + Q2 + Q3;

topll = topll + ( ak*AA*sin(wskl) );
top2l = top2l ak*AA*sin (wsk2) );
top3l = top3l + ( ak*AA*sin(wsk3) );

+

topl2 = topl2 + ( akl*AA*sin(wskl) );
top22 = top22 akl*AA*sin(wsk2) );
top32 = top32 + ( akl*AA*sin(wsk3) );

+

end
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kn = (n*pi)/L;
wf = (kn*v);
wsl = kn*nul*L;

ws2 = kn*nu2*L;
ws3 kn*nu3*L;

agirlik = ( (2*M*g)/(m*L) )*sin(wf*to);

atalet = ( (2*M)/(m*L) )*sin(wf*to)*(ag_at);
atalet_merkezcil_coriolis = ( (2*M)/(m*L) )*sin(wf*to)*(ag_at_me_co);
vayl = ( (2*k1l)/(m*L) )*sin(wsl)*sin(wsl)* (topll);

yayz = ( (2*k2)/(m*L) )*sin(ws2)*sin(ws2)* (top2l);

yay3 = ( (2*k3)/(m*L) )*sin(ws3)*sin(ws3)* (top3l);

sonuml = ( (2*cl)/(m*L) )*sin(wsl)*sin(wsl)*(topl2);

sonum?2 = ( (2*c2)/(m*L) )*sin(ws2)*sin(ws2)* (top22);

sonum3 = ( (2*c3)/(m*L) )*sin(ws3)*sin(ws3)* (top32);

%$atalet = 0;

%$atalet_merkezcil_coriolis = 0;

Syayl = 0; sonuml = 0;

$yay2 = 03 sonum2 = 0;

$yay3 = 0; sonum3 = 0;

Fnt = agirlik - atalet_merkezcil_coriolis - yayl - sonuml - yay2 -

sonum?2 - yay3 — sonum3;
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Ek 1.15. Hareketli Yiikiin Etkisi Altindaki Egrisel Kirisin Dinamik Davramsim
Veren Matlab Programm

function egrisel

global ara L ¢ Al m EI M v g t Q x xad;

5555555555555 555%5555555%%55%5555%%%5%5%%%5%%%% kiris dediskenleri
L ; b ; h = ..;

m= ..; E = ..; I = (b*(h"3))/12;

grpx = L/2; %%%%% yerdeJistirmesi hesaplanacak olan nokta <orta nokta>
$%%%%%%%%%%%5%%%%%kiris soniim katsayisi

c = ..;

555%555%%%%%5%%%%%kiris egriliginin genligi

Al = -0.1;

$Al = 0;

$A1l = 0.1;

5555555555555 5%5555555%%55%5555%%%%5%%%%% hareketli kiitle dediskenleri
M= .. vV o= ..

g = 9.81;

EI = E*I;

ara = (L/v)/100;

xad = L/100;

x=0:xad:L;

sure = (L/Vv);

for t=ara:ara:sure

duhamel (t)

end

5555555555555 %555555%%%55%5%5%5%5%%%%%%% Maksimum Statik Yer Dedistirme
ymaks = (M*g*(L"3))/(48*E*I);

ww=round (sure/ara) ;
grp=round (grpx/xad) ;
y=0(grp, l:ww) ;

y_m=y/ymaks; $yer degistirmen boyutsuzlastiriliyor
t=ara:ara:sure;
tt=t*v/L; $zaman boyutsuzlastiriliyor

plot (tt,y_m)
hold on
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function duhamel (t)

global ara L ¢ Al m EI v x Q xad;

DD = 0; EE = 0; EEE = 0; X = (pi*x)/L;
5555555555555 %55555555%5%%%5555555%%5%5%5%%%%%%%%%% n=1 i¢in al(t)
n=1;
kn = (n*pi)/L;
wn = sqrt( (1/m)*( EI*(kn."4) ) );
ksi = ¢ / (2*m*wn);
wd = wn*sqgrt(l-(ksi.”2));
wf = (kn*v);
for to=0:0.001:t;
FF = (1/wd)* (exp(-ksi*wn* (t-to)) * Fnl(to) * sin(wd*(t-to)));
DD = DD + (FF*0.001);
end
bll = Al;

b22 = (ksi*wn*bll) / wd;

WO = exp(-ksi*wn*t);
Wl = bll*cos(wd*t) + b22*sin(wd*t);

5555555555555 555%5555%555%55%55%5%55%%5%55%5%%5%5%5%%%%%% n>=2 icin an(t)
for n=2:4;

kn = (n*pi)/L;

wn sgrt( (1/m)*( EI*(kn."4) ) );

ksi = ¢ / (2*m*wn);

wd = wn*sqrt(l-(ksi.”2));

for to=0:0.001:t;

FF = (1/wd)* (exp(-ksi*wn* (t-to)) * Fn234(to,n) * sin(wd*(t-to)));
EE = EE + (FF*0.001);
end

EEE = EEE + ( EE * sin(n*X) );

end

Y = ( DDD * sin(X) )+ EEE;
YO0 = Al*sin (X);

$plot (x,-Y)

7Z = round(t/ara);
xx=L/xad;

Q(l: (xx+1),72)=Y-Y0;

hold on
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avg(to)

global L ¢ Al m EI M v g;

ag_at = 0; ag_at_me_co = 0; egrlk = 0;
for k=1:4
kk = (k*pi)/L;
wfk = (kk*v);
wk = sqrt( (1/m)*( EI*(kk.™4) ) );
ksik = ¢ / (2*m*wk);

(wdk

bas

agir
atal
atal
ivme

$Fnl
$Fnl

wdk = wk*sqgrt (1-(ksik.”2));

Ul = (wk."2)-(wfk."2);

U2 = Ul / ( (Ul.”2) + 4*(ksik.”2)*(wk.
B = ( (2*M*g)/(m*L) )* U2 ;

A = (-2 * wk * wfk * ksik * B) / Ul;
bl = -A;

b2 = (-ksik*wk*A - B*wfk ) / wdk;

WO = exp(-ksik*wk*to);

Wl = bl*cos(wdk*to) + b2*sin(wdk*to);

Wll = bl*sin(wdk*to)
W2 A*cos (wfk*to)
W22 = A*sin(wfk*to)

- b2*cos (wdk*to) ;
+ B*sin(wfk*to);
- B*cos (wfk*to);

ak (WO
akl WO
akll WO

LN2)FWL) —(wEk LN 2) *W2;

L*OW1)

x|

+ Al + W2;
W1l* (-ksik*wk)

01
Q2
Q3

akll.*sin(to*wfk) ;
- ak.*(v*v)* (kk*kk).*sin(to*wfk) ;
(akl) .*2*v*kk.*cos (to*wfk) ;

ag_at ag_at +
ag_at_me_co
egrlk egrlk +

01;
ag_at_me_co +

(n*pi)/L;
(kn*v) ;

sqrt( (1/m)*( EI*(kn."4) ) );
= (wn."2)*Al;

lik = ( (2*M*g)/ (m*L)
et = ( (2*M)/(m*L)
et_merkezcil_coriolis
egrilik = (

) *sin(wf*to) ;
) *sin(wf*to)
= ( (2*M)/(m*L)
(2*M* (v."2))/ (m*L)

bas + agirlik;
bas + agirlik - atalet;

(wdk * W11)
S (((ksik.”2) *(wk."2)) *Wl+ (2*ksik*wk*wdk) *W1l-

) *sin(wf*to)

~2)* (wEk."2)

) — (wfk * W22);

Q1 + Q2 + Q35
( Al* (kk*kk)*sin(wfk*to)

)i

.*(ag_at);

) *sin(wf*to) .* (ag_at_me_co);
.*(egrlk);
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Fnl bas + agirlik - atalet_merkezcil_coriolis - ivm
function Fn234 avm(to,n)
global L ¢cm EI M v g;

ag_at = 0; ag_at_me_co = 0; % baslangi¢ degerleri sifirlaniyor
for k=1:4
kk = (k*pi)/L;
wfk = (kk*v);
wk = sqrt( (1/m)*( EI*(kk.™4) ) );
ksik = ¢ / (2*m*wk) ;

wdk = wk*sqgrt (1-(ksik.”2));

Ul = (wk.”2)-(wfk."2); U2 = Ul / ( (Ul.”2) +
4% (ksik.”2)* (wk."2)* (wfk."2) );

B = ( (2*M*g)/(m*L) )* U2 ;

A = (-2 * wk * wfk * ksik * B) / Ul;

bl = -A;

b2 = (-ksik*wk*A - B*wfk ) / wdk;

WO = exp(-ksik*wk*to);

Wl = bl*cos(wdk*to) + b2*sin(wdk*to);

Wll = bl*sin(wdk*to)

W2 A*cos (wfk*to)
W22 = A*sin(wfk*to)

- b2*cos (wdk*to) ;
+ B*sin(wfk*to);
- B*cos (wfk*to);

ak = (WO .* Wl1) + W2;
akl = WO .*( Wl*(-ksik*wk)-(wdk * W1ll) )-(wfk * W22);
akll = WO .*(((ksik.”2)*(wk.”"2))*Wl+ (2*ksik*wk*wdk) *W11l-

(wdk.”2)*Wl) - (wfk."2) *W2;

Ql = akll.*sin(to*wfk);

Q2 = — ak.*(v*v)*(kk*kk).*sin(to*wfk) ;
Q3 = akl.*2*v*kk.*cos (to*wfk) ;

ag_at = ag_at + 0Q1;

ag_at_me_co = ag_at_me_co + Q1 + Q2 + Q3;

end
kn = (n*pi)/L;
wf = (kn*v);
agirlik = ( (2*M*g)/(m*L) )*sin(wf*to);
atalet = ( (2*M)/(m*L) )*sin(wf*to).*(ag_at);

atalet_merkezcil_coriolis = ( (2*M)/(m*L) )*sin(wf*to).* (ag_at_me_co);

$Fn234 = agirlik; % (sadece agirlik kuvveti)
$Fn234 = agirlik - atalet; %$(agilik ve atalet kuvvetleri)
Fn234 = agirlik - atalet_merkezcil_coriolis;%(ag,at,merk ve Cor Kuvv.)
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inami

D

irisin

Altindaki Catlak IThtiva Eden K

Davramisim Veren Matlab Program

isi

iikiin Etk

Ek 1.16. Hareketli

function catlak

global M H gama L I g Em Q Y ara LO v x x1 x2 i adm det Te TT TTT;

1 a

global Lal La2 La3 La4 a_l a_2 a_3 a_4 a

Kiris ozellikleri

- LO

gama

Ozdegerler ve &zfonksiyon katsayilara

La4

i

La3

i

Laz

i

Lal

Hareketli Kitle

grpx

g = 9.81;

Catlak Modeli

fgama = 0.6384 - 1.035*gama + 3.7201*gama”2 - 5.1773*gama”3 +

7.553*gama”4 - 7.332*gama”5 + 2.4909*gama”6;

Te = 6*pi*(gama”2)*fgama* (H/L);

gx = grpx/adm;
x2 = LO:adm:L;

i = jj*ara;

ii
m

adm=(L/100) ;

(L/(50*Vv));

x = 0:adm:L;

ara

x1l = 0O:adm:L0;

round(j/ara);

33

uu

LO/v;
u = L/v;

]

uu*ara;
pP*H"2;

round (u/ara) ;

round (L/adm) ;

TTT

round (L0/adm) ;

det = 0.0005;

TT

Maksimum yer degistirme

)/ (48*E*I);

( M*g*(L"3)

VvV =

W=Q (gx, l:uu);

W/VV;
ara:ara:ii;

A0
t

t*(v/L);

plot (position, A0, 'b');

hold on

position

=ara:ara:i
alanlc(t)
end

for t

rara:ii

for t=(i+ara)
alan2c (t)
end

Y (gx,l:uu);
AA = WA/VV;

WA=

) i

plot (position, AR, "k-.

function alanlc(t)
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global det ara m L E I LO Y x1 x2 adm Al Cl A2 B2 C2 D2 Lal La2 La3
La4 TT TTT;
global H11 H

4
9990009000000 000000000000000000000000000000000000000000000000
0000 .

9999999000009 9 <1 f11r]ama

H1_1=0; H2_1=0; H3_1=0; H4_1=0;
H1_2=0; H2_2=0; H3_2=0; H4_2=0;
wnl = sqrt( ( E¥I*(Lal”4) ) / m );
wn2 = sqrt( ( E*I*(La2"4) ) / m );
wn3 = sqrt( ( E*I*(La3"4) ) / m );
wn4 = sqrt( ( E¥I*(La4"4) ) / m );

for to=det:det:t;

F = (1/wnl)*(Ql_1lc(to) * sin(wnl*(t-to)));
FF = Ql_1c(to) * cos(wnl*(t-to));

gll = gll + (F*det);

H1_1 = H1_1 + (F*det);
H1_2 = H1_2 + (FF*det);

end
H11l = H1_1;
H12 = H1_2;
$H11 = 0;
$H12 = 0;

Y1l = gll * ( Al*sin(Lal*x1l) + Cl*sinh(Lal*x1l) );
Y21 = gll * ( A2*sin(Lal*(x2-L0)) + B2*cos(Lal*(x2-L0)) +
C2*sinh(Lal* (x2-L0)) + D2*cosh(Lal* (x2-L0)) );

for to=det:det:t;

F = (1/wn2)*(Ql_2c(to) * sin(wn2*(t-to)));

FF = Ql_2c(to) * cos(wn2*(t-to));

ql2 = gl2 + (F*det);

H2_1 = H2_1 + (F*det);
H2_2 = H2_2 + (FF*det);

end
H21 = H2_1;
H22 = H2_2;
$H21 = 0;
$H22 = 0;

Y12 = gl2 * ( Al*sin(La2*x1l) + Cl*sinh(La2*x1l) );
Y22 = gql2 * ( A2*sin(La2* (x2-L0O)) + B2*cos(La2* (x2-L0)) +
C2*sinh(La2* (x2-L0)) + D2*cosh(La2* (x2-L0)) );
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for to=det:det:t;

F (1/wn3)*(Q1l_3c(to) * sin(wn3*(t-to)));

FF = Ql_3c(to) * cos(wn3*(t-to));

ql3

H3_1
H3_2

ql3 +

H3_1 +
H3_2 +

(F*det) ;

(F*det) ;
(FF*det) ;

end

H31
H32 =

%H31 =
$H32 =

jas}

W

[
~

Y13 gl3 * ( Al*sin(La3*x1l) + Cl*sinh(La3*x1l) );
Y23 gl3 * ( A2*sin(La3*(x2-L0)) + B2*cos(La3*(x2-L0)) +
C2*sinh(La3* (x2-L0)) + D2*cosh(La3* (x2-L0)) );

for to=det:det:t;

F (1/wnd)*(Ql_4c(to) * sin(wnd*(t-to)));

FF = Ql_4c(to) * cos(wnéd*(t-to));

ql4d

= gl4 + (F*det);
H4_1
H4_2
end

= H4_1 +
= H4_2 +

(F*det) ;
(FE*det) ;

H41
H42 =

%H41 =
%H42

Y14 = gl4 * ( Al*sin(La4*x1l) + Cl*sinh(La4*x1)
Y24 = gld4d * ( A2*sin(Lad* (x2-L0))
C2*sinh (Lad* (x2-L0))

)i
+ B2*cos(La4d* (x2-L0)) +
+ D2*cosh(Lad* (x2-L0)) );

Y1l Y11+Y12+Y13+Y14;
Y(1:(TT+1),2)=Y1;

Y2 Y21+Y22+Y23+Y24;
Y((TT+2) : (TTT+2),2)=Y2;
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function alan2c(t)

global det ara i L m E I LO Y x1 x2 Lal La2 La3 La4 Al Cl1 A2 B2 C2 D2
TT TTT adm;

5555555555555 5%5%%5%%55%5%5%%5%%5%%5%5%%5%%5%5%5%5%%5%5%5%%5%5%%%5%5%5%%%%%%s1f1rlama
qll=0; ql2=0; ql3=0; ql4=0; q21=0; qg22=0; q23=0; q24=0;
Z=round (t/ara) ;

wnl = sqrt( ( E*I*(Lal”4) ) / m );

wn2 = sqrt( ( E*I*(La2"4) ) / m );

wn3 = sqrt( ( E*I*(La3"4) ) / m );

wn4 sgqrt( ( E*I*(La4™4) ) / m );

for to=det:det:ij;
F = (1/wnl)*(Ql_1lc(to) * sin(wnl*(t-to)));
qll = gll + (F*det);

for to=i:det:t;

F = (1/wnl)*(Q2_1lc(to) * sin(wnl*(t-to)));
g2l = g2l + (F*det);

end

Y1l = (gll + g21) * ( Al*sin(Lal*xl) + Cl*sinh(Lal*x1l) );
Y21 = (gll + g21) * ( A2*sin(Lal*(x2-L0)) + B2*cos(Lal*(x2-L0)) +
C2*sinh(Lal* (x2-L0)) + D2*cosh(Lal* (x2-L0)) );

for to=det:det:i;

F = (1/wn2)*(Ql_2c(to) * sin(wn2*(t-to)));
ql2 = gl2 + (F*det);

end

for to=i:det:t;

F = (1/wn2)*(Q2_2c(to) * sin(wn2*(t-to)));
q22 = g22 + (F*det);

end

Y12 = (gl2 + g22) * ( Al*sin(La2*x1l) + Cl*sinh(La2*x1) );
Y22 = (gl2 + g22) * ( A2*sin(La2*(x2-L0)) + B2*cos(La2*(x2-L0)) +
C2*sinh(La2* (x2-L0)) + D2*cosh(La2* (x2-L0)) );

for to=det:det:i;

F = (1/wn3)*(Ql_3c(to) * sin(wn3*(t-to)));
gl3 = gl3 + (F*det);

end

for to=i:det:t;

F = (1/wn3)*(Q2_3c(to) * sin(wn3*(t-to)));
g23 = g23 + (F*det);

end

Y13 = (gl3 + g23) * ( Al*sin(La3*xl) + Cl*sinh(La3*x1l) );
Y23 = (gl3 + g23) * ( A2*sin(La3*(x2-L0)) + B2*cos(La3*(x2-L0)) +
C2*sinh(La3* (x2-L0)) + D2*cosh(La3* (x2-L0)) );
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for to=det:det:i;

F = (1/wn4)*(Ql_4c(to) * sin(wnéd*(t-to)));
gld = gld4d + (F*det);

end

for to=i:det:t;

F = (1/wn4)*(Q2_4c(to) * sin(wnéd* (t-to)));
g24 = g24 + (F*det);

end

Y14 = (gl4 + g24) * ( Al*sin(La4*xl) + Cl*sinh(La4d*x1l) );
Y24 = (gld4d + g24) * ( A2*sin(La4d* (x2-L0)) + B2*cos(Lad* (x2-L0)) +
C2*sinh (La4* (x2-L0)) + D2*cosh(Lad4* (x2-L0)) );

Y1 = Y11+Y12+Y13+Y14; Y2 = Y21+4Y22+Y23+Y24;
Y(1:(TT+1),2)=Y1; Y((TT+2) : (TTT+2),2)=Y2;
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function Ql_1lc = avg(to)

global L EI Mm v g LO Te Lal La2 a_1 a_2 Al Cl A2 B2 C2 D2;

La = Lalj; Al = a_1; wk = sqrt ((E*I*(La”4))/m);
Ok = La*v; xa = La*v*to;
nl = sin(La*L0); n2 = cos (La*L0);
n3 = sinh(La*L0); n4 = cosh(La*L0);
n5 = sin(La* (L-L0)); n6 = cos(La*(L-L0));
n7 = sinh(La* (L-L0)); n8 = cosh(La* (L-L0));
01 = (nl*n6/nb5); 02 = (n3*n8/n7);
Cl = ((Te*L*La*nl - n2 - 01)/(Te*L*La*n3 + 02 + n4))*Al;
A2 = —-01*Al; B2 = nl*Al;
C2 = -02*C1l; D2 = n3*Cl;
Al = ( (M*g)/(m*((wk"2)-(0k"2))) ) * Al;
C_1 = ( (M*g)/(m*((wk"2)+(0k"2))) ) * CI1;
dl = - (Ok/wk)*(A_1+C_1);

gn = dl*sin(wk*to) + A_l*sin(xa) + C_l*sinh(xa);

agqnl = wk * ( dl*cos(wk*to) ) + Ok*( A_l*cos(xa) + C_l*cosh(xa) );
gqnll = —(wk”2) * dl*sin(wk*to) - (Ok"2)*(A_l*sin(xa)-C_1l*sinh(xa));
Xka = Al*sin(xa) + Cl*sinh(xa);
Xkal = La*( Al*cos(xa) + Cl*cosh(xa) );

Xkall = (La”2)*( -Al*sin(xa) + Cl*sinh(xa) );

Ataletl = gnll * Xka;
Merkezill = gn * (v*v)* Xkall;
Coriolisl = gnl * 2 * v * Xkal;

La = La2; Al = a_2; wk = sqrt ((E*I*(La”4))/m);
Ok = La*v; xa = La*v*to;
nl = sin(La*L0); n2 = cos (La*L0);
n3 = sinh(La*L0); n4 = cosh(La*L0);
n5 = sin(La* (L-L0)); n6 = cos(La*(L-L0));
n7 = sinh(La* (L-L0)); n8 = cosh(La* (L-L0));
0l = (nl*n6/nb5); 02 = (n3*n8/n7);
Cl = ((Te*L*La*nl - n2 - 01)/(Te*L*La*n3 + 02 + n4))*Al;
A2 = -01*Al; B2 = nl*Al;
C2 = -02*C1l; D2 = n3*Cl;

A1l = ( (M*g)/(m*((wk"2)-(0k"2))) ) * Al;
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C_1 = ( (M*g)/(m*((wk"2)+(0k"2))) ) * Cl;
dl = —(Ok/wk)*(A_1+C_1);

gqn = dl*sin(wk*to) + A_l*sin(xa) + C_l*sinh(xa);

agqnl = wk * ( dl*cos(wk*to) ) + Ok*( A_l*cos(xa) + C_l*cosh(xa)
gqnll = —(wk”2) * dl*sin(wk*to) - (Ok"2)*(A_l*sin(xa)-C_1l*sinh(x
Xka = Al*sin(xa) + Cl*sinh(xa);
Xkal = La*( Al*cos(xa) + Cl*cosh(xa) );

Xkall = (La”2)*( -Al*sin(xa) + Cl*sinh(xa) );

Atalet2 = gnll * Xka;
Merkezil2 = gn * (v*v)* Xkall;
Coriolis2 = gnl * 2 * v * Xkal;

La = Lal; Al = a_1;

xa = La*v*to;

nl = sin(La*L0); n2 = cos (La*L0);

n3 = sinh(La*L0); n4 = cosh(La*L0);

n5 = sin(La* (L-L0)); n6 = cos(La*(L-L0));

n7 = sinh(La* (L-L0)); n8 = cosh(La* (L-L0));

0l = (nl*n6/nb5); 02 = (n3*n8/n7);

Cl = ((Te*L*La*nl - n2 - 01)/(Te*L*La*n3 + 02 + n4))*Al;
A2 = -01*A1l; B2 = nl*Al;
C2 = -02*C1; D2 = n3*Cl;

Xna = Al*sin(xa) + Cl*sinh(xa);

Agirlik = ( (M*g)/m )*Xna;

Atalet = ( M/m )* ( Ataletl + Atalet2 ) * Xna;
Merkezil = ( M/m )* ( Merkezill + Merkezil2 ) * Xna;
Coriolis = ( M/m )* ( Coriolisl + Coriolis2 ) * Xna;

Ql 1c = Agirlik - Atalet - Merkezil - Coriolis;

)i

a));
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function Q2_1lc = avg(to)

global L EI Mm v g LO Te Lal La2 La3 La4 a__1 a_ 2 a__3 a__4 Al CL
A2 B2 C2 D2;
global H11 H12 H21 H22 H31 H32 H41 H42;

La = Lal; Al = a__1; H1 = H11; H2 = H12;
Ok = La*v;

xaa = La* ((v*to)-LO); wk = sqrt ((E*I*(La”4))/m);

nl = sin(La*LO0); n2 = cos(La*L0);

n3 = sinh(La*L0); n4 = cosh(La*L0);

n5 = sin(La* (L-L0)); n6 = cos(La*(L-L0));

n7 = sinh(La* (L-L0)); n8 = cosh(La* (L-L0));

0l = (nl*n6/nb5); 02 = (n3*n8/n7);

Cl = ((Te*L*La*nl - n2 - 01)/(Te*L*La*n3 + 02 + n4))*Al;
A2 = -01*Al; B2 = nl*Al;
C2 = -02*C1l; D2 = n3*Cl;

A2 = ( (M*g)/(m*((wk"2)-(0k"2))) ) * A2;

B_2 = ( (M*g)/(m*((wk"2)-(0k"2))) ) * B2;

C_2 = ( (M*g)/ (m*((wk"2)+(0k"2))) ) * C2;

D_2 = ( (M*g)/(m*((wk”~2)+(0k"2))) ) * D2;

sl = sin(wk*(LO/v)); s2 = cos(wk*(LO/v));
dll = sl1*( H1 - B_2 — D_2 ) + ((s2/wk)*(H2-(Ok*(A_24C_2))));
d22 = s2*( Hl - B_2 — D_2 ) — ((sl/wk)*(H2-(Ok*(A_24C_2))));

gqn = dll*sin(wk*to) + d22*cos(wk*to)+ A_2*sin(xaa) + B_2%*cos(xaa)
+ C_2*sinh(xaa) + D_2*cosh(xaa);

gqnl = wk*( dll*cos(wk*to) - d22*sin(wk*to) ) + Ok*( A_2*cos(xaa) -
B_2*sin(xaa) + C_2*cosh(xaa) + D_2*sinh(xaa) );

agqnll = —(wk”2)* ( dll*sin(wk*to) + d22*cos(wk*to) ) + (Ok"2)*( -
A_2*sin(xaa) - B_2*cos(xaa) + C_2*sinh(xaa) + D_2*cosh(xaa) );

Xka = A2*sin(xaa) + B2*cos(xaa) + C2*sinh(xaa) + D2*cosh (xaa);
Xkal = La* (A2*cos(xaa)-B2*sin(xaa)+C2*cosh(xaa)+D2*sinh(xaa));
Xkall = (La"2)*(-A2*sin(xaa)-B2*cos(xaa)+C2*sinh(xaa)+D2*cosh(xaa));

Ataletl = gnll * Xka;
Merkezill = gn * (v*v)* Xkall;
Coriolisl = gnl * 2 * v * Xkal;

La = La2; Al = a_ 2; H1 = H21; H2 = H22;
Ok = La*v;
xaa = La*((v*to)-LO0); wk = sqrt ((E*I*(La™4))/m);

nl = sin(La*L0); n2 = cos (La*L0);
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n3 = sinh(La*L0); n4 = cosh(La*L0);
n5 = sin(La* (L-L0)); n6 = cos(La*(L-L0));
n7 = sinh(La* (L-L0)); n8 = cosh(La* (L-L0));
01 = (nl*n6/nb5); 02 = (n3*n8/n7);
Cl = ((Te*L*La*nl - n2 - 01)/(Te*L*La*n3 + 02 + n4))*Al;
A2 = —-01*Al; B2 = nl*Al;
C2 = -02*C1; D2 = n3*Cl;
A2 = ( (M*g)/(m*((wk"2)-(0k"2))) ) * A2;
B_2 = ( (M*g)/(m*((wk"2)-(0k"2))) ) * B2;
C_2 = ( (M*g)/(m*((wk"2)+(0k"2))) ) * C2;
D_2 = ( (M*g)/(m*((wk"2)+(0k"2))) ) * D2;
sl = sin(wk*(LO/v)); s2 = cos(wk*(LO/v));
dll = sl1*( H1 - B_2 — D_2 ) + ((s2/wk)*(H2-(Ok*(A_24C_2))));
d22 = s2*( Hl - B_2 — D_2 ) - ((sl/wk)*(H2-(Ok*(A_24C_2))));
gn = dll*sin(wk*to) + d22*cos(wk*to)+ A_2*sin(xaa) + B_2%*cos(xaa)
+ C_2*sinh(xaa) + D_2*cosh(xaa);
agqnl = wk*( dll*cos(wk*to) - d22*sin(wk*to) ) + Ok*( A_2*cos(xaa) -
B_2*sin(xaa) + C_2*cosh(xaa) + D_2*sinh(xaa) );
aqnll = —(wk"2)* ( dll*sin(wk*to) + d22*cos(wk*to) ) + (Ok"2)*( -
A_2*sin(xaa) - B_2*cos(xaa) + C_2*sinh(xaa) + D_2*cosh(xaa) );
Xka = A2*sin(xaa) + B2*cos(xaa) + C2*sinh(xaa) + D2*cosh (xaa);
Xkal = La*( A2*cos(xaa) - B2*sin(xaa) + C2*cosh(xaa) + D2*sinh(xaa) );
Xkall = (La"2)*(-A2*sin(xaa)-B2*cos(xaa)+C2*sinh(xaa)+D2*cosh(xaa));
Atalet2 = gnll * Xka;
Merkezil2 = gn * (v*v)* Xkall;
Coriolis2 = gnl * 2 * v * Xkal;
La = La3; Al = a__3; H1 = H31; H2 = H32;
Ok = La*v;
xaa = La*((v*to)-LO0); wk = sqgrt ((E*I*(La”4))/m);
nl = sin(La*LO0); n2 = cos(La*L0);
n3 = sinh(La*L0); n4 = cosh(La*L0);
n5 = sin(La* (L-L0)); n6 = cos(La*(L-L0));
n7 = sinh(La* (L-L0)); n8 = cosh(La* (L-L0));
0l = (nl*n6/nb5); 02 = (n3*n8/n7);
Cl = ((Te*L*La*nl - n2 - 01)/(Te*L*La*n3 + 02 + n4))*Al;
A2 = -01*A1l; B2 = nl*Al;
C2 = -02*C1l; D2 = n3*Cl;
A_2 = ( (M*qg)/(m*((wk~2)-(0k"2))) ) * A2;
B_2 = ( (M*g)/(m*((wk"2)-(0k"2))) ) * B2;
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C_2 = ( (M*g)/(m*((wk"2)+(0k"2))) ) * C2;

D_2 = ( (M*g)/(m*((wk"2)+(0k"2))) ) * D2;

sl = sin(wk*(LO/v)); s2 = cos(wk*(LO/v));
dll = sl1*( H1 - B_2 — D_2 ) + ((s2/wk)*(H2-(Ok*(A_24C_2))));
d22 = s2*( H1 - B_2 — D_2 ) — ((sl/wk)*(H2-(Ok*(A_24C_2))));

gqn = dll*sin(wk*to) + d22*cos(wk*to)+ A_2*sin(xaa) + B_2%*cos(xaa)
+ C_2*sinh(xaa) + D_2*cosh(xaa);

gqnl = wk*( dll*cos(wk*to) - d22*sin(wk*to) ) + Ok*( A_2%*cos(xaa) -
B_2*sin(xaa) + C_2*cosh(xaa) + D_2*sinh(xaa) );

agqnll = —(wk"2)* ( dll*sin(wk*to) + d22*cos(wk*to) ) + (Ok"2)*( -
A_2*sin(xaa) - B_2*cos(xaa) + C_2*sinh(xaa) + D_2*cosh(xaa) );

Xka = A2*sin(xaa) + B2*cos(xaa) + C2*sinh(xaa) + D2*cosh(xaa);

Xkal = La*( A2*cos(xaa) - B2*sin(xaa) + C2*cosh(xaa) +
D2*sinh(xaa) );

Xkall = (La"2)*( —-A2*sin(xaa) - B2*cos(xaa) + C2*sinh(xaa) +
D2*cosh (xaa) );

Atalet3 = gnll * Xka;
Merkezil3 = gn * (v*v)* Xkall;
Coriolis3 = gnl * 2 * v * Xkal;

La = La4; Al = a__4; H1 = HA41; H2 = H42;
Ok = La*v;

xaa = La* ((v*to)-LO); wk = sqrt ((E*I*(La”4))/m);

nl = sin(La*LO0); n2 = cos(La*L0);

n3 = sinh(La*L0); n4 = cosh(La*L0);

n5 = sin(La* (L-L0)); n6 = cos(La*(L-L0));

n7 = sinh(La* (L-L0)); n8 = cosh(La* (L-L0));

0l = (nl*n6/nb5); 02 = (n3*n8/n7);

Cl = ((Te*L*La*nl - n2 - 01)/(Te*L*La*n3 + 02 + n4))*Al;
A2 = -01*Al; B2 = nl*Al;
C2 = -02*C1; D2 = n3*Cl;

A2 = ( (M*g)/(m*((wk"2)-(0k"2))) ) * A2;

B_2 = ( (M*g)/(m*((wk"2)-(0k"2))) ) * B2;

c_2 ( (M*qg)/ (m* ((wk"2)+(0k"2))) ) * C2;

D_2 = ( (M*g)/(m*((wk"2)+(0k"2))) ) * D2;

sl = sin(wk*(LO/v)); s2 = cos(wk*(LO/v));
dll = sl1*( H1 - B_2 — D_2 ) + ((s2/wk)*(H2-(Ok*(A_24C_2))));
d22 = s2*( Hl - B_2 — D_2 ) - ((sl/wk)*(H2-(Ok*(A_24C_2))));

gqn = dll*sin(wk*to) + d22*cos(wk*to)+ A_2*sin(xaa) + B_2%*cos(xaa)
+ C_2*sinh(xaa) + D_2*cosh(xaa);
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agqnl = wk*( dll*cos(wk*to) - d22*sin(wk*to) ) + Ok*( A_2%*cos(xaa) -
B_2*sin(xaa) + C_2*cosh(xaa) + D_2*sinh(xaa) );

gqnll = —(wk"2)* ( dll*sin(wk*to) + d22*cos(wk*to) ) + (Ok"2)*( -
A_2*sin(xaa) - B_2*cos(xaa) + C_2*sinh(xaa) + D_2*cosh(xaa) );

Xka = A2*sin(xaa) + B2*cos(xaa) + C2*sinh(xaa) + D2*cosh(xaa);
Xkal = La*( A2*cos(xaa) - B2*sin(xaa) + C2*cosh(xaa) + D2*sinh(xaa) );
Xkall = (La"2)*(-A2*sin(xaa)-B2*cos(xaa)+C2*sinh(xaa)+D2*cosh(xaa)) ;

Atalet4 = gnll * Xka;
Merkezil4d = gn * (v*v)* Xkall;
Coriolis4 = gnl * 2 * v * Xkal;

La = Lal; Al = a__1;

xaa = La* ((v*to)-LO);

nl = sin(La*LO0); n2 = cos(La*L0);

n3 = sinh(La*L0); n4 = cosh(La*L0);

n5 = sin(La* (L-L0)); n6 = cos(La*(L-L0));

n7 = sinh(La* (L-L0)); n8 = cosh(La* (L-L0));

0l = (nl*n6/nb5); 02 = (n3*n8/n7);

Cl = ((Te*L*La*nl - n2 - 01)/(Te*L*La*n3 + 02 + n4))*Al;
A2 = -01*A1l; B2 = nl*Al;
C2 = -02*C1l; D2 = n3*Cl;

Xna = A2*sin(xaa) + B2*cos(xaa) + C2*sinh(xaa) + D2*cosh(xaa);

Agirlik = ( (M*g)/m )*Xna;

Atalet = ( M/m )* ( Ataletl + Atalet2 + Atalet3 + Atalet4 ) * Xna;
Merkezil = ( M/m )* ( Merkezill + Merkezil2 + Merkezil3 + Merkezild )
* Xnaj;

Coriolis = ( M/m )* ( Coriolisl + Coriolis2 + Coriolis3 + Coriolis4d )
* Xnaj;

Q2_1lc = Agirlik - Atalet - Merkezil - Coriolis;
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