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OZET

Bu tez calismasi frekans kestiricilerin performans analizi ve ¢6ziimsel Cramér-Rao
sinirlart ile ilgidir. Reel beyaz Gauss giiriiltii i¢indeki bir reel soniimlii siniis (reel soniimlii
model) ve kompleks beyaz Gauss giiriiltii i¢indeki iki kompleks soniimlii siniisten (kompleks
soniimlii model) olusan iki zaman serisi veri modeli ele alinmustir.

Her iki veri modeli i¢in genlik, faz, soniim katsayis1 ve frekans parametrelerinin
kestirimine iliskin ¢dziimsel C-R sinir ifadeleri tiiretilmistir. Ifadeler sinirlari toplam ornek
sayisl, sinyal giiriiltii oran1 ve siniisler aras1 frekans farkinin ve siniislerin soniim katsayilarinin
(reel soniimlii model i¢in ayrica siniisler arast faz farkinin) bir fonksiyonu cinsinden
vermektedir.

Reel sontimlii modele ait ¢oziimsel C-R sinir ifadeleri siniisiin faz1 degisirken incelenmis
ve en kot ve en iyi durum C-R sinirlari ile bu sinirlara karsilik gelen kritik faz degerlerini veren
basit ifadeler elde edilmistir. Ifadeler frekans farkinin Fourier limitinin altinda oldugu durum
(al¢ak frekans durumu) igin incelenmis yeterince biiylik toplam drnek sayist ve kiigiik soniim
katsayis1 varsayimlari altinda basit kapali-bigim ifadeler bi¢iminde sunulmustur. Basit kapali-
bicim ifadeler al¢ak frekans durumu i¢in gegerlidir.

Kompleks soniimlii modele ait ¢dziimsel C-R smir ifadeleri frekans farkinin Fourier
limitinin altinda oldugu durum (yakin frekans durumu) i¢in incelenmis, yeterince biiyiik toplam
ornek sayist ve kiigiik sonlim katsayis1 varsayimlari altinda basit kapali-bi¢im ifadeler bigiminde
sunulmugtur. Basit kapali-bigim ifadeler siniisler arasindaki frekans farkinin biitiin araligi i¢in
gecerlidir.

Her iki model i¢in frekans parametrelerinin kestirimi Maksimum Olabilirlik Kestirici
(MLE) ve Soniimlii MUSIC (DMUSIC) kestiricisi kullanilarak, 6zellikle alcak/yakin frekans
durumu i¢in, karsilastirmali olarak incelenmistir. Yeterince biiyiik toplam Ornek sayisi ve
yiiksek sinyal giiriiltii oranlarinda DMUSIC kestiricisinin MLE’ye yakin bir performans
sergiledigi sayisal 6rnekler yardimiyla gosterilmistir.

DMUSIC kestiricisi igin birinci derece analizi yapilarak frekans kestirimine iliskin teorik

yan ve varyans ifadeleri tiiretilmistir. Teorik sonuglar sayisal érnekler yoluyla desteklenmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Séniimlii siniis, frekans kestirimi, Cramér-Rao siir1, algak/yakin
frekans, Fourier limiti, MUSIC, DMUSIC, MLE, performans analizi, birinci derece analizi



PERFORMANCE ANALYSIS OF FREQUENCY ESTIMATORS

ABSTRACT

This thesis deals with performance analysis of frequency estimators and analytical
Cramér-Rao (C-R) bounds. Two time-series data models are considered, a real damped sinusoid
in real white Gaussian noise (real damped model) and two damped cisoids in complex white
Gaussian noise (complex damped model).

Analytical C-R bounds are derived for estimating the amplitude, phase, damping factor
and frequency parameters of both two models. The expressions give the bounds in terms of
signal-to-noise ratio, total number of data samples, and a function dependent on the frequency
difference between the sinusoids and the damping factors of the sinusoids (it is also dependent
on phase difference between the sinusoids for real damped model).

The analytical C-R bounds for real damped model are examined as the phase of the
sinusoid varies, and simple expressions are obtained for the worst case and the best case C-R
bounds and for the corresponding critical phase values. Expressions are then presented as simple
closed-form expressions for the case of frequency difference is smaller than Fourier limit (low
frequency case) and under the assumptions of low damping and sufficiently large number of
data samples. The simple closed-form expressions are valid for low frequency case.

The analytical C-R bounds for complex damped model are examined for the case of
frequency difference is smaller than Fourier limit (close frequency case) and under the
assumptions of low damping and sufficiently large number of data samples, and then presented
as simple closed-form expressions, which are valid for whole range of frequency difference
between the cisoids.

Estimation of frequency parameters of both two models is performed by using Maximum
Likelihood Estimator (MLE) and Damped MUSIC (DMUSIC) estimator. The performances of
both two estimators are comparatively investigated, especially for the low/close frequency case.
It is demonstrated numerically that performance of DMUSIC is close to performance of MLE in
the case of low damping and sufficiently large number of data samples.

First order analysis are provided for DMUSIC estimator and theoretical bias and variance
expressions are derived for estimating the frequency parameters. The thoretical results are

supported by numerical examples.

KEYWORDS: Damped sinusoid, frequency estimation, Cramér-Rao bound, low/close

frequency, Fourier limit, MUSIC, DMUSIC, MLE, performance analysis, first order analysis
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ortalama karesel hatalarinin (MSE) toplam 6rnek sayisi (N ) ile degisimi

Sekil 3.11.11. sw/Q=1.5 ve SNR =20dB i¢cin MLE ve MUSIC kestiricilerin
ortalama karesel hatalarinin (MSE) toplam 6rnek sayis1 (N ) ile degisimi
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Sekil 3.11.12. 6w/Q=1.5 ve SNR=40dB i¢in MLE ve MUSIC kestiricilerin
ortalama karesel hatalarinin (MSE) toplam 6rnek sayis1 (N ) ile degisimi

Sekil 3.12.1. N=10, sw=0.5Q ve Np,=0.01 i¢cin MLE ve DMUSIC
kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) sinyal giiriiltii oran1 (SNR) ile
degisimi
Sekil 3.12.2. N=10, 6w=050 ve Npg,=1 icin MLE ve DMUSIC
kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) sinyal giiriiltii oran1 (SNR ) ile
degisimi
Sekil 3.12.3. N=10, dw=15Q ve Npg,=0.01 icin MLE ve DMUSIC
kestiricilerin ortalama karesel hatalariin (MSE) sinyal giiriiltii oran1 (SNR ) ile
degisimi
Sekil 3.124. N=10,60=15Q ve Np,=1 i¢cin MLE ve DMUSIC
kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) sinyal giiriiltii oran1 (SNR) ile
degisimi
Sekil 3.12.5. N =100, 60=05Q ve Np,=0.01 icin MLE ve DMUSIC
kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) sinyal giiriiltii oran1 (SNR ) ile
degisimi
Sekil 3.12.6. N =100,60=0.5Q ve Np,=1 i¢cin MLE ve DMUSIC
kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) sinyal giiriiltii oran1 (SNR) ile
degisimi
Sekil 3.12.7. N=100, sw=1.5Q ve Np,=0.01 icin MLE ve DMUSIC
kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) sinyal giiriiltii oran1 (SNR) ile
degisimi
Sekil 3.12.8. N =100, dw=150 ve Np,=1 i¢in MLE ve DMUSIC
kestiricilerin ortalama karesel hatalarmin (MSE) sinyal giiriiltii oran1 (SNR ) ile
degisimi
Sekil 3.12.9. N =10, SNR=20dB ve Ng,=0.01 icin MLE ve DMUSIC

kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) oranlanmis frekans farki
(Sw/Q) ile degisimi

Sekil 3.12.10. N =10, SNR=20dB ve Ng,=1 i¢cin MLE ve DMUSIC

kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) oranlanmis frekans farki
(6w/ <)) ile degisimi

Sekil 3.12.11. N =10, SNR=40dB ve Np,=0.01 i¢in MLE ve DMUSIC

kestiricilerin ortalama karesel hatalarmin (MSE) oranlanmig frekans fark:
(Sw/Q) ile degigimi
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Sekil 3.12.12. N =10, SNR=40dB ve Ng,=1 i¢cin MLE ve DMUSIC

kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) oranlanmis frekans farki
(Sw/Q) ile degigimi

Sekil 3.12.13. N =100, SNR=20dB ve Ng, =0.01 i¢cin MLE ve DMUSIC

kestiricilerin ortalama karesel hatalarmin (MSE) oranlanmig frekans fark:
(6w /Q) ile degigimi

Sekil 3.12.14. N =100, SNR=20dB ve Npj, =1 i¢in MLE ve DMUSIC

kestiricilerin ortalama karesel hatalarmin (MSE) oranlanmis frekans farki
(Sw/Q) ile degisimi

Sekil 3.12.15. N =100, SNR=40dB ve Ng, =0.01 i¢cin MLE ve DMUSIC

kestiricilerin ortalama karesel hatalarmin (MSE) oranlanmig frekans fark:
(Sw/Q) ile degigimi

Sekil 3.12.16. N =100, SNR=40dB ve Ng,=1 icin MLE ve DMUSIC

kestiricilerin ortalama karesel hatalarmin (MSE) oranlanmig frekans fark:
(Sw/Q) ile degisimi

Sekil 3.12.17. N=10, 6w/Q=0.5 ve SNR=40dB i¢cin MLE ve DMUSIC
kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) Ng, ile degisimi

Sekil 3.12.18. N =10, dw/Q=1.5 ve SNR=40dB i¢cin MLE ve DMUSIC
kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) Ng, ile degisimi

Sekil 3.12.19. N =100, Sw/Q=0.5 ve SNR=40dB i¢cin MLE ve DMUSIC
kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) Ng, ile degisimi

Sekil 3.12.20. N =100, éw/Q=1.5 ve SNR=40dB i¢cin MLE ve DMUSIC
kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) Ng, ile degisimi

Sekil 3.12.21. 6w/Q=0.5, SNR=20dB ve Ng, =1 i¢cin MLE ve DMUSIC
kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) toplam 6rnek sayisi (N ) ile
degisimi

Sekil 3.12.22. 6w/Q=0.5, SNR=40dB ve N, =0.01 icin MLE ve DMUSIC
kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) toplam 6rnek sayisi (N ) ile
degisimi

Sekil 3.12.23. Sw/Q=0.5, SNR=40dB ve Ng, =1 icin MLE ve DMUSIC

kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) toplam 6rnek sayisi (N ) ile
degisimi
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Sekil 3.12.24. 6w/Q=1.5, SNR=20dB ve Ng, =0.01 icin MLE ve DMUSIC
kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) toplam 6rnek sayisi (N ) ile
degisimi
Sekil 3.12.25. 6w/Q=1.5, SNR=20dB ve Ng, =1 icin MLE ve DMUSIC
kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) toplam 6rnek sayisi (N ) ile
degisimi
Sekil 3.12.26. sw/Q=1.5, SNR=40dB ve NS, =0.01 i¢in MLE ve DMUSIC
kestiricilerin ortalama karesel hatalariin (MSE) toplam 6rnek sayisi (N ) ile
degisimi
Sekil 3.12.27. sw/Q=1.5, SNR=40dB ve Ng, =1 i¢gin MLE ve DMUSIC
kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) toplam 6rnek sayisi (N ) ile
degisimi
Sekil 3.13.1. N =10, s0=05Q ve Np =001, Ng, =001 igin MLE ve

DMUSIC kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) sinyal giiriiltii oran
(SNR) ile degisimi

Sekil 3.13.2. N=10, dw=05Q ve Ng =1, Np,=001 icin MLE ve

DMUSIC kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) sinyal giiriiltii orani
(SNR) ile degisimi

Sekil 3.13.3. N=10, do=15Q ve NB =001, NB, =001 igin MLE ve

DMUSIC kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) sinyal giiriiltii oran
(SNR) ile degisimi

Sekil 3.13.4. N=10, dw=15Q ve Np =1, NS, =0.01 igcin MLE ve

DMUSIC kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) sinyal giiriiltii orani
(SNR) ile degisimi

Sekil 3.13.5. N =100, dw=0.5Q ve N, =0.01, NB, =0.01 i¢cin MLE ve

DMUSIC kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) sinyal giiriiltii orani
(SNR) ile degisimi

Sekil 3.13.6. N =100, dw=0.5Q ve Npg =1, NB,=0.01 i¢cin MLE ve

DMUSIC kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) sinyal giiriiltii oran
(SNR) ile degisimi

Sekil 3.13.7. N=100, sw=1.5Q ve Ng, =0.01, NS, =0.01 icin MLE ve

DMUSIC kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) sinyal giiriiltii orani
(SNR) ile degisimi
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Sekil 3.13.8. N=100, dw=15Q ve Np =1, Np, =001 i¢in MLE ve

DMUSIC kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) sinyal giiriiltii orani
(SNR) ile degisimi

Sekil 3.13.9. N=10, SNR=20dB ve N =001, NB, =0.01 i¢in MLE ve

DMUSIC kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) oranlanmis frekans
farki (Sw/Q)) ile degisimi

Sekil 3.13.10. N =10, SNR=40dB ve Ng, =0.01, NS, =0.01 icin MLE ve

DMUSIC kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) oranlanmis frekans
farki (dw/ Q) ile degisimi

Sekil 3.13.11. N =100, SNR=20dB ve Ng, =0.01, NS, =0.01 i¢in MLE ve

DMUSIC kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) oranlanmis frekans
farki (Sw/ Q) ile degisimi

Sekil 3.13.12. N =100, SNR=40dB ve N =0.01, NB, =0.01 i¢in MLE ve

DMUSIC kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) oranlanmis frekans
farki (dw/ Q) ile degisimi

Sekil 3.13.13. N =10, Sw/Q=0.5,SNR=40dB ve Ng, =0.01 icin MLE ve
DMUSIC kestiricilerin ortalama karesel hatalariin (MSE) Ng, ile degisimi

Sekil 3.13.14. N=10, Sw/Q=0.5,SNR=40dB ve Ng, =1 icin MLE ve
DMUSIC kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) Ng, ile degisimi

Sekil 3.13.15. N =10, 6w/Q=1.5,SNR=40dB ve Ng, =0.01 icin MLE ve
DMUSIC kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) Ng, ile degisimi

Sekil 3.13.16. N =10, Sw/Q=15,SNR=40dB ve Np, =1 i¢cin MLE ve
DMUSIC kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) Npg, ile degisimi

Sekil 3.13.17. N =100, Sw/Q=0.5,SNR=40dB ve Ng, =0.01 i¢in MLE ve
DMUSIC kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) Ng, ile degisimi

Sekil 3.13.18. N =100, Sw/Q=0.5,SNR=40dB ve Ng, =1 icin MLE ve
DMUSIC kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) Ng, ile degisimi

Sekil 3.13.19. N =100, dw/Q=1.5,SNR=40dB ve NS, =0.01 icin MLE ve
DMUSIC kestiricilerin ortalama karesel hatalariin (MSE) Npg, ile degisimi

Sekil 3.13.20. N =100, Sw/Q=1.5,SNR=40dB ve Ng, =1 icin MLE ve
DMUSIC kestiricilerin ortalama karesel hatalariin (MSE) Ng, ile degisimi
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Sekil 3.13.21. 0/ =0.5, SNR=20dB, NS, =0.01 ve NS, =0.01 icin MLE

ve DMUSIC kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) toplam 6rnek
sayist (N ) ile degisimi

Sekil 3.13.22. 60/Q =05, SNR=20dB, NB =1 ve NB, =0.01 igin MLE ve

DMUSIC kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) toplam 6rnek sayis1
(N) ile degisimi

Sekil 3.13.23. 5w/Q=0.5, SNR=40dB, NB, =0.01 ve NS, =0.01 i¢in MLE

ve DMUSIC kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) toplam 6rnek
sayist (N ) ile degisimi

Sekil 3.13.24. 6w/Q=0.5, SNR=40dB, NS, =1 ve Ng, =0.01 icin MLE ve

DMUSIC kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) toplam 6rnek sayis1
(N) ile degisimi

Sekil 3.13.25. sw/Q=1.5, SNR=20dB, NS, =0.01 ve NB, =0.01 i¢in MLE

ve DMUSIC kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) toplam 6rnek
sayist (N ) ile degisimi

Sekil 3.13.26. 6w/Q=1.5, SNR=20dB, N, =1 ve NB, =0.01 i¢in MLE ve

DMUSIC kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) toplam 6rnek sayisi
(N) ile degisimi

Sekil 3.13.27. sw/Q=1.5, SNR=40dB, NS, =0.01 ve NB, =0.01 i¢in MLE

ve DMUSIC kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) toplam 6rnek
sayist (N ) ile degisimi

Sekil 3.13.28. 60w/ =1.5, SNR=40dB, NS, =1 ve NS, =0.01 i¢cin MLE ve

DMUSIC kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) toplam 6rnek sayisi
(N) ile degisimi

Sekil 3.14.1. N =100, S0 =0.5Q ve NS, =0.01 i¢in DMUSIC kestiricisinin
gercek ve teorik yaninin sinyal giiriiltii oran1 (SNR ) ile degisimi

Sekil 3.14.2. N =100, s0=05Q ve Npg,=1 i¢cin DMUSIC kestiricisinin
gercek ve teorik yaninin sinyal giirtiltii oran1 (SNR) ile degisimi

Sekil 3.14.3. N =100, dw=1.5Q ve Ng,=0.01 icin DMUSIC kestiricisinin
gercek ve teorik yaninin sinyal giiriiltii oran1 (SNR ) ile degisimi

Sekil 3.14.4. N =100, dw=1.5Q ve Np, =1 icin DMUSIC Kkestiricisinin
gercek ve teorik yaninin sinyal giiriiltii oran1 (SNR ) ile degisimi

Sekil 3.14.5. N =100, S0=0.5Q ve N, =0.01, NB, =0.01 icin DMUSIC
kestiricisinin gergek ve teorik yaninin sinyal giiriiltii oran1 ( SNR ) ile degisimi
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Sekil 3.14.6. N =100, S0=0.5Q ve Np, =1, NS, =001 i¢gin DMUSIC
kestiricisinin gergek ve teorik yaninin sinyal giiriiltii oran1 ( SNR)) ile degisimi

Sekil 3.14.7. N =100, s0=1.5Q ve N =0.01, NB, =0.01 i¢in DMUSIC
kestiricisinin gercek ve teorik yaninin sinyal giiriiltii oran1 ( SNR ) ile degisimi

Sekil 3.14.8. N =100, dw=15Q ve Np =1, NB,=0.01 i¢cin DMUSIC
kestiricisinin gergek ve teorik yaninin sinyal giiriiltii oran1 ( SNR ) ile degisimi

Sekil 3.14.9. N =100, 6w =0.5Q ve Ng, =0.01 icin DMUSIC kestiricisinin
gercek ve teorik varyansinin sinyal giiriiltii oran1 (SNR) ile degisimi

Sekil 3.14.10. N =100, Sw=0.5Q ve Npg, =1 icin DMUSIC kestiricisinin
gercek ve teorik varyansinin sinyal giiriiltii oran1 (SNR ) ile degisimi

Sekil 3.14.11. N =100, dw=1.5Q ve NS, =0.01 icin DMUSIC kestiricisinin
gercek ve teorik varyansinin sinyal giiriiltii oran1 (SNR ) ile degisimi

Sekil 3.14.12. N =100, dw=15Q ve Ng, =1 i¢in DMUSIC Kkestiricisinin
gercek ve teorik varyansinin sinyal giiriiltii oran1 (SNR)) ile degisimi

Sekil 3.14.13. N =100,50=0.5Q ve Ng, =0.01, NB, =0.01 icin DMUSIC
kestiricisinin gercek ve teorik varyansinin sinyal giiriilti oram1 (SNR) ile
degisimi

Sekil 3.14.14. N =100,60=05Q ve Np =1, Np,=0.01 i¢cin DMUSIC
kestiricisinin ger¢ek ve teorik varyansmin sinyal giiriiltii orant (SNR) ile
degisimi

Sekil 3.14.15. N =100,50=1.5Q ve NS, =0.01, NB, =0.01 i¢cin DMUSIC
kestiricisinin gercek ve teorik varyansinin sinyal giiriilti oram1 (SNR) ile
degisimi

Sekil 3.14.16. N =100,60=1.5Q ve Npg, =1, NB,=0.01 icin DMUSIC

kestiricisinin gercek ve teorik varyansinin sinyal giiriilti oram1 (SNR) ile
degisimi
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Cizelge 3.9.1. Genlik ve frekans smirlarmin (3.9.12) ve (3.9.13) ifadeleriyle 62
verilen yaklasik degerlerindeki mutlak bagil hatalarin ortalama ve standart
sapmasi (yiizde olarak).

Cizelge 3.9.2. Genlik ve frekans smirlarmin (3.9.12) ve (3.9.13) ifadeleriyle 63
verilen yaklasik degerlerindeki mutlak bagil hatalarin maksimum degeri
(yiizde olarak).



1. GIRIS
1.1. Kestirim Teorisi

Modern kestirim teorisi bilgi edinimi icin tasarlanmis pek ¢ok elektronik sinyal
isleme sisteminin kalbini olusturur. Bu sistemlere drnek olarak radar, sonar, ses, goriintii
isleme, biyomedikal, haberlesme, kontrol ve sismoloji sistemleri verilebilir. Bilgi
edinimi amaciyla tasarlanmis sistemlerin paylastiklar1 ortak problem bir grup
parametrenin kestirimine olan ihtiyaglaridir. Parametre degerlerinin kestirimi stirekli
zaman dalga bicimlerinden Orneklenen veri kiimeleri kullanilarak gerceklestirilir.

Matematiksel olarak ifade edilirse, bilinmeyen 6 parametresine bagli N adet veriden
olusan {y(0),y(),....,y(N —1)} kiimesi kullanmilarak 0 kestiricisi araciligtyla €’nin

degeri elde edilmek istenir:

0 = g(y(0), y(),...., y(N = 1)) (1.1.1)

Burada g kestiriciyi tamimlayan fonksiyondur. Kestirimin basaris1 bu fonksiyonun
secimine baghdir.

Basarili kestiricilerin tanimlanmasinda ilk adim bilinmeyen parametreye bagh veri
kiimesinin modellenmesidir. Veriler dogal olarak rasgele olduklar1 igin olasilik
yogunluk fonksiyonu (PDF) yoluyla tanimlanirlar. PDF, bilinmeyen parametre & ’nin
bir fonksiyonu bi¢iminde diizenlenirse farkli 6 degerleri i¢in farkli degerler alan PDF
kiimesine sahip oluruz. Bir 6rnek verecek olursak; N =1 ve @ parametresi ortalama

deger olsun. Bu durumda verinin PDF’i asagidaki gibi olabilir:

exp(—— (y(0) - 6)?) (1.12)

270 20°

p(y(0);60) =

Sekil 1.1.1°de &’nin farkli degerleri icin PDF fonksiyonunun degisimi

gosterilmistir. Sekilden acikca goriildiigli iizere € parametresi y(0) ’nin olasiligini



etkilemektedir. Dolayistyla €°nin degeri y(0) gdzlemlenerek elde edilebilir. Ornek

olarak eger y(0) negatif ise € = 8, olmasi siiphelidir, 6 = 8, olmas1 daha muhtemeldir.

T py(0), 8)

'5I‘1 é:; 53 ;,-([])

Sekil 1.1.1. PDF’in bilinmeyen parametreye olan baglilig

PDF fonksiyonunun bu 6zelligi basarili kestiricilerin tasarimi i¢in ¢ok dnemlidir.
Gergek problemlerde PDF fonksiyonu bize verilmez. Problemin sartlarmma ve
sinirlamalarina uygun, ayni1 zamanda matematiksel olarak kolay bir tanesinin se¢ilmesi
gerekir.

Uygun PDF fonksiyonu secildikten sonra, problem en iyi kestiricinin belirlenmesi
problemine doniisiir. Kestirici, veri kiimesinin her bir gerceklenmesinde 6 ’ya bir deger
atayan kural gibi diisiiniilebilir. Verilen bir gerceklenme icin elde edilen € degeri ise
@’nin bir kestirim degeridir. Kestirici ve kestirim degeri arasindaki iliski rasgele
degisken ve onun aldig1 bir deger arasindaki iligskiye benzetilebilir.

Sekil 1.1.2°de verilen veri kiimesini ele alalim. ilk bakista giiriiltii icindeki bir
dogru akim bileseni A’dan olustugu kolayca goriilebilir. Veriyi asagidaki gibi
modelleyebiliriz:

y(t) = A+et), t=0L..N-1 (1.1.3)

burada e(t) sifir ortalamali giiriilti islevidir. Veri kiimesi {y(0), y(l),....,y(N =1)}
kullanilarak A’y1 kestirmek istiyoruz. A, Yy(t) ’nin ortalama degeri oldugu icin (e(t)

sifir ortalamali giiriiltii bileseni), A ’y1 asagidaki bicimde kestirmek uygun olabilir (veri

kiimesinin ortalama degeri):

y(t) (1.1.4)
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Sekil 1.1.2. Dogru akimin giiriiltii icinde gerceklenmesi

Bu durumda baz1 sorular aklimiza gelir:

1. A, A ’ya ne kadar yakin olacak?

2. Ortalama deger hesabindan daha iyi bir kestirici var midir?

Sekil 1.1.2°de yer alan veri kiimesi i¢in ortalama deger A=09 olur, bu deger A’nin

gercek degeri olan A =1’e yakindir. Bir baska kestirici asagidaki bicimde olabilir:

A = y(0) (1.1.5)

Bu kestiricide veri kiimesinin biitiin elemanlar1 kullanilmadigindan performansinin
yiiksek olmayacagin ilk bakista sdyleyebiliriz. Giiriiltii etkisini azaltacak herhangi bir
ortalama deger alinmamaktadir. Fakat, Sekil 1.1.2°deki veri kiimesi igin A=0.95 olur,
bu deger A’nin gercek degerine ortalama deger kestiricisinden daha yakindir. Bu
sonuclardan hareketle A’nin A’dan daha iyl bir kestirici oldugu kanisina varabilir
miyiz? Cevap kesinlikle hayirdir. Ciinkii kestirici, veri kiimesinin bir fonksiyonudur; bir
rasgele degiskendir. A Kestiricisi sadece bir gerceklenme i¢in gercek degere yakin bir
sonu¢ vermistir. Kestirici performansimin belirlenmesi islemi istatistiksel olarak
yapilmalidir.

Inceledigimiz veri modelinde A =1 degeri sabit tutularak, giiriiltii bileseni e(t) ’in
farkli degerlerinin eklenmesi yoluyla y(t) icin bir gergeklenme kiimesi elde edelim.
Daha sonra her bir veri kiimesi ic¢in iki kestiricinin degerlerini belirleyerek
histogramlarini ¢izelim. 100 gerceklenme icin elde edilen histogramlar Sekil 1.1.3°te

verilmistir.
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Sekil 1.1.3. Ornek ortalamasi ve birinci 6rnek degeri icin histogramlar

Sekilden de goriilecegi gibi A, daha iyi bir kestiricidir, gercek deger A=1
civarinda daha fazla yogunlasmustir. A’nin  daha iyi bir kestirici oldugunu
kanitlayabilmemiz i¢in varyansmin daha az oldugunu gostermeliyiz. Bunu yapmadan

once modelde yer alan giiriiltii bilegseni e(t) i¢in daha dnce yaptigimiz varsayima (sifir

ortalamali olmas1) ek olarak iliskisiz ve esit o> varyansa sahip oldugu varsayimlarini

yapalim. Daha sonra ilk olarak her iki kestiricinin ortalama degerlerini elde edelim:

E(A) = E[ﬁz y(t)] - ﬁz E(y() = A

E(A) = E(y(0)) = A

Ortalama degerde her iki kestiricide gergek degeri vermektedir.



Daha sonra kestiricilerin varyanslarini elde edelim:

2

var(A) = Var(ﬁ’jz_; Y(t)] = #NZ_;VM(Y(U) = O-W

-

var(A) = var(y(0)) = o> > var(A)

A Kestiricisinin varyansi toplam veri sayist ile ters orantili iken, A Kkestiricisinin
varyansi veri uzunlugu ne olursa olsun sabittir, &> *dir.

Sonug olarak bir kestiricinin iyi bir kestirici olabilmesi i¢in ortalama degerde
gercek degeri vermesi (yansiz olmasi) tek basina yeterli degildir. Yansiz bir kestiricinin
performansi varyansinin kiigiik olmasi ile iligkilidir. Pratik uygulamalarda 6ne ¢ikan bir
diger ozellik ise hesaplama karmasikligidir. Kestirici performasi ve hesaplama

karmasiklig1 arasinda kabul edilebilir bir denge kurulmalidir.
1.2. Frekans Kestirimi

Sinyal isleme alaninda karsilasilan pek ¢ok 6nemli problem giiriiltii icindeki bir ya
da daha fazla sonlimlii veya sonlimsiiz siniisiin parametrelerinin kestirimine dayanmakta
veya bu probleme doniistiiriilebilmektedir. Coklu yol ortaminda katli zaman gecikmesi
kestirimi problemi, veri Fourier bolgesine tasindiktan sonra, siniisiin parametre kestirimi
problemine doniigiir. Zayiflama parametresi genlik parametresinin, zaman gecikmesi
frekans parametresinin roliinii istlenir (Kay 2000). Vektorel sinyal isleme alaninda
karsilagilan varig yonii kestirimi (DOA) problemi de ¢ok sayidaki siniisiin frekanslarinin
kestirimi problemine doniisiir (Van Veen ve Buckley 1988). Niikleer manyetik rezonas
(NMR) sinyalleri giiclii ve zayif soniim katsayisina sahip siniislerin bir karigimi olarak
modellenir (Barkhauijsen ve ark. 1985). Ses sinyallerinin analizinde (Steiglitz 1977) ve
dogrusal sistem belirleme problemlerinde (Steiglitz ve McBride 1965) sonimlii
siniislerin parametre kestirimi problemi ile karsilasiriz.

Bir veri modelinde, modele dogrusal olmayan bigimde bagli parametrelerin

kestirimi yapildiktan sonra dogrusal bigimde bagli diger parametrelerin kestirimi, model



dogrusal model bi¢ciminde diizenlenebildigi icin, en kiigiik kareler yontemi ile kolaylikla
gergeklestirilir.

Frekans parametreleri siniislere dogrusal olmayan bi¢cimde bagl iken faz ve genlik
parametreleri (veya iki parametre birlikte ele alinirsa kompleks genlik parametresi)
dogrusal bicimde baghdir. Frekans parametreleri kestirildikten sonra faz ve genlik
parametrelerinin kestirimi kolay bir sekilde gerceklestirilir.

Sonug olarak frekans kestirimi problemi sinyal isleme alaninda oldukca fazla ilgi

¢eken bir konudur ve bu tez ¢calismasinin temel ilgi alanini olugturmaktadir.
1.3. Tezin Motivasyonu

Cramér-Rao (C-R) sinir1, bir takim zayif kosullarin saglanmasi halinde herhangi
bir yansiz kestiricinin varyansi i¢in bir alt sinir verir (Van Trees 1968). Dolayisiyla, C-R
sinir1 kullanilan kestiriciden bagimsiz olarak veri modelleri i¢in elde edilebilecek en
yiiksek performansi vermektedir. Bundan dolayr C-R sinir1 pratik kestiricilerin
performansim1 degerlendirmede bir Olgiit olarak sik¢a kullanilmaktadir. C-R siniri,
modele iliskin Fisher bilgi matrisinin evrigi alinmak suretiyle bulunur. Bu matrisin
birden fazla sinyal iceren modeller icin karmasik bir yapiya sahip olmasindan dolay1 C-
R sinir1 ¢oziimsel yerine sayisal yoldan hesap edilmektedir (Rife ve Boorstyn 1976, Yao
ve Pandit 1995). Dolayisiyla sinirlarin model parametrelerine olan bagliliklar1 genellikle
sayisal yoldan incelenmektedir. CoOziimsel sinir ifadeleri performans limitlerinin
kuramsal olarak incelenmesine ve en uygun kestirim senaryolarinin hazirlanmasina

olanak verdiginden 6nem arz ederler.

Siniisler arasi frekans farkinin Fourier limitinin (2” N ) altinda oldugu bolgede

frekans parametrelerinin  kestirimi  klasik periodogram temelli kestiriciler ile
gerceklestirilemez (Stoica ve Moses 1997). Bu durumdaki frekans parametrelerinin
kestirimi i¢in Onerilen kestiriciler “yiiksek c¢ozlniirliiklii frekans kestiriciler” olarak
isimlendirilir. Yiiksek ¢oziiniirliiklii kestiricilerin tasarimi ve performans analizi sinyal
isleme alaninda yogun ilgi gérmektedir.

Soniimlii sintislerden olusan sinyallerin duragan olmamasi nedeniyle korelasyon

matrisi yazilamamaktadir. Bu nedenden dolay1 pek cok iyi bilinen ve verimli kestirim



yontemi, ozellikle yiiksek ¢oziintirliiklii kestiriciler, soniimlii siniislerden olusan veri
modellerinde parametre kestirimi i¢in uygulanamamaktadir.

Reel beyaz Gauss giiriiltii igindeki bir reel siniis ve kompleks beyaz Gauss giiriiltii
icindeki iki kompleks siniisten olusan iki zaman serisi veri modeli birden fazla sinyal
iceren modellerin birer prototipidirler ve bu modeller igin tasarlanmig parametre
kestiricilerin performans analizlerinde sik¢a kullanilmaktadirlar.

Reel beyaz Gauss giiriiltii i¢cindeki bir reel sonlimsiiz siniis ve kompleks beyaz
Gauss giiriiltii igindeki iki kompleks sonlimsiiz siniisten olusan iki zaman serisi veri
modeli i¢in frekans parametrelerinin kestirimine iligkin C-R smirlarmin ¢éziimsel
ifadeleri (Dilaveroglu 1998) kaynaginda verilmistir. Yazar, bu c¢alismasinda, her iki
zaman serisi veri modeli icin frekans parametrelerinin kestirimine iligkin C-R
sinirlarinin model parametreleriyle degisimlerini incelemis, en kotii ve en iyi durum C-
R sinir ifadeleri ve bu sinirlara karsilik gelen kritik faz ifadelerini tiiretmistir. Ozellikle,
frekans farkinin Fourier limitinin altinda oldugu bélge icin C-R simirlarinin
davraniglarin1 detayl bicimde incelemistir. Bu bolge icin en kétii ve en iyi durum C-R
smirlar1 ve bu smirlara karsilik gelen kritik faz degerleri igin basit ifadeler sunmustur.
Bu bolgede her iki veri modeline ait C-R smir ifadelerinin faz farkina kuvvetli bir
bigimde bagli oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla, en kétii ve en iyi durum C-R sinirlar
ve bu sinir degerleri ile iliskili kritik faz degerleri onem kazanmaktadir.

Yazar, incelemis oldugu her iki zaman serisi veri modelindeki diger
parametrelerin, genlik ve faz parametreleri, kestirimine iliskin C-R sinirlar1 igin benzer
caligmalari (Dilaveroglu 1998,1999) kaynaklarinda sunmustur.

Ozet olarak aktarilan bu bilgilerin yol gdstericiligi sonucunda, tez ¢alismasinda,
beyaz Gauss giiriiltii igindeki bir reel sonlimlii siniis ve kompleks beyaz Gauss giirtiltii
icindeki iki kompleks soniimlii sinlisten olusan iki zaman serisi veri modeli ele
almmustir. Dilaveroglu (1998) tarafindan kullanilan islem adimlar1 kullanilarak her iki
model i¢in de frekans parametrelerinin kestirimine iligkin ¢oziimsel C-R smir
ifadelerinin elde edilmesi, frekans farkinin Fourier limitinin altinda oldugu bélge i¢in
frekans parametrelerinin kestirimine iliskin performans limitlerinin incelenmesi ve
secilecek olan yiiksek ¢oziiniirliiklii bir frekans kestirim yontemi ile asimtotik olarak en
kiiciik varyansa sahip yansiz kestirici olan MLE’nin performanslarinin karsilastirmali

olarak incelenmesi hedeflenmistir.



1.4. Tezin Amac¢ ve Kapsam

Tez calismasinda reel beyaz Gauss giiriiltii igindeki bir reel soniimlii siniis ve
kompleks beyaz Gauss gilriiltii icindeki iki kompleks sonlimlii siniisten olusan iki
zaman serisi veri modelinin ele alinmasi, her iki model icin ( 6zellikle frekans farkinin
Fourier limitinin altinda oldugu bolge icin ) frekans parametrelerinin kestirimine iliskin
performans limitlerinin belirlenmesi, model parametrelerine olan baghiliklarinin
incelenmesi ve secilecek olan yiiksek ¢oziiniirliiklii bir frekans kestirimi yontemi ile
asimtotik olarak en kiicik varyansa sahip yansiz kestirici olan MLE’nin

performanslarinin karsilagtirmali olarak incelenmesi amaglanmaistir.

1.5. Tezin Katkilar

Reel beyaz Gauss giiriiltii i¢indeki bir reel soniimlii siniisten olusan zaman serisi
veri modeli i¢in;

Reel soniimlii siniisiin biitiin parametrelerinin (frekans, soniim katsayisi, genlik,
faz) kestirimine iliskin ¢ézlimsel C-R siir ifadeleri tiiretilerek en kotii ve en iyi durum
C-R sinir ifadeleri (Yilmaz ve Dilaveroglu 2004) ve bu sinir degerleri ile iliskili kritik
faz ifadeleri elde edildi.

Frekans farki Fourier limitinin altindayken, al¢cak frekans durumu icin, en kotii ve
en iyi durum C-R sinirlar1 ve bu siir degerleri ile iligkili kritik faz degerleri i¢in basit
ifadeler sunuldu (Y1lmaz ve Dilaveroglu 2004).

Algak frekanslh reel soniimlii siniis i¢in yeterince biiyiik toplam 6rnek sayisi ve
diistik soniim katsayis1 varsayimlari altinda en kétii ve en iyi durum C-R simirlari ve bu
sinirlar ile iligkili kritik faz degerleri icin basit kapali-bigim (asimtotik) ifadeler elde
edildi (Y1lmaz ve Dilaveroglu 2005,2006).

Reel soniimlii siniisiin frekans parametresinin kestirimi MLE ve soniimli MUSIC
kestiricileri kullanilarak gergeklestirildi. Kestiricilerin performansi, 6zellikle algcak
frekans durumu i¢in, C-R sinir1 performans 6l¢iitii olarak segilerek karsilastirmali olarak
incelendi.

Kompleks beyaz Gauss giiriiltii igindeki iki kompleks soniimlii siniisten olusan

zaman serisi veri modeli i¢in;



Iki kompleks soniimlii siniisiin biitiin parametreleri (frekans, sdniim katsayisi,
genlik, faz) icin ¢oziimsel C-R smir ifadeleri tiiretilerek toplam Ornek sayisinin
yeterince biiyiik oldugu durum igin yaklasik C-R sinir ifadeleri elde edildi(Y1lmaz ve
Dilaveroglu 2005).

Frekans farki Fourier limitinin altindayken, yakin frekans durumu icin, yeterince
biiylik toplam 6rnek sayist ve diisiik soniim katsayist varsayimlari altinda C-R smir
ifadeleri i¢in basit kapali-bi¢im (asimtotik) ifadeler elde edildi (Y1lmaz ve Dilaveroglu
2006).

Iki kompleks soniimlii siniisiin frekans parametrelerinin kestirimi MLE ve
soniimliic MUSIC kestiricileri kullanilarak gerceklestirildi. Kestiricilerin performanst,
ozellikle yakin frekans durumu igin, C-R smir1 performans Olgiitii olarak segilerek
karsilagtirmali olarak incelendi.

Sontimliit MUSIC kestiricisi i¢in birinci derece analizi yapilarak teorik yan ve
varyans ifadeleri elde edildi. Teorik ifadelerin basarisi sayisal 6rnekler yardimiyla
desteklendi.

Tez ¢aligmasinda biitlinliigii saglamak amaciyla incelenen her iki zaman serisi veri
modelinin soniimsiiz siniis durumlar1 i¢in, Dilaveroglu (1998,1998,1999) tarafindan
incelenen modeller, frekans parametrelerinin kestirimi MLE ve MUSIC kestiricileri
kullanilarak gerceklestirildi. Kestiricilerin performansi, 6zellikle algak/yakin frekans
durumu i¢in, C-R smir1 performans o6l¢iitii olarak secilerek, karsilastirmali olarak

incelendi.
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2. KAYNAK ARASTIRMASI

2.1. Giris

Giiriiltl icindeki siniislerden olusan veri modellerinin parametrelerinin kestirimi
sinyal igleme alanlinda biiyiik ilgi gérmekte ve yapilan ¢alismalar literatiirde ¢ok genis
yer tutmaktadir. Tez ¢aligmasinda ele alinan problemle ilgili literatiiriin gelisiminde yap1
tagi olan temel caligmalari, tez ¢alismasinin akigina uygun olarak, kestirici performans
olgiitii C-R sinir1 ve kestirim yontemi (yeni yontem Onerilmesi, Onerilmis bir kestirim
yonteminin iyilestirilmesi) Tlizerinde yapilan ¢alismalar olarak iki ana bagslikta

toplayabiliriz.

2.2. Cramér-Rao Sinir1

Sonilimsiiz siniislerin parametre kestirimine iliskin C-R sinirlar ilk olarak Rife ve
Boorstyn (1976) tarafindan tiiretilmis ve asimtotik olarak Stoica ve arkadaslar1 (1987)
tarafindan incelenmistir. Stoica ve Nehorai (1989) cok sayida kompleks siniisiin
parametrelerinin kestirimine iligkin C-R sinirlar igin kullanigh ifadeler tiiretmistir. Lee
(1992), Stoica ve Nehorai (1989)’nin ifadelerini kii¢iik frekans farki durumunda
inceleyerek basit ifadeler biciminde sunmustur. Fakat, bu ifadeler, frekans kiigiildiikce
frekanslar1 ayirt edebilmek i¢in yiiksek sinyal giiriiltii oranlarina ihtiyag duymaktadirlar.
Bu durum, ifadeleri, yiiksek ¢Oziiniirliiklii frekans kestiricilerinin performans
incelemelerinde kullanigsiz kilmaktadir. Dilaveroglu (1998) reel beyaz Gauss giiriiltii
icindeki bir reel sOniimsiiz siniis ve kompleks beyaz Gauss giiriiltii i¢indeki iki
kompleks soniimsiiz siniisiin frekans parametrelerinin kestirimine iliskin ¢6ziimsel C-R
sinirlarin1  tiiretmistir. Daha sonra bu smirlart kiiciik frekans farki durumunda
inceleyerek en kotii ve en iyi durum C-R sinir degerleri ile bu sinir degerlerine iliskin
kritik faz degerleri icin basit ifadeler sunmustur. Her iki modelin frekans
parametrelerinin disindaki diger parametrelerinin (genlik, faz) kestirimine iliskin C-R
smirlari igin de benzer ¢aligmalari (Dilaveroglu 1998,1999) kaynaklarinda vermistir.

Beyaz Gauss girtltii i¢indeki c¢ok sayida soniimlii siniisiin parametrelerinin

kestirimine iliskin C-R sinir ifadeleri igin, siniisler arasi frekans farklarinin biiyiik
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oldugu durumda, bazi yaklasik sonuglar Wigren ve Nehorai (1991) tarafindan elde
edilmigstir. Bu ifadeler, tez ¢aligmasinda karsilagtirma amaciyla kullanilmistir. Yao ve
Pandit (1995) ayn1 problemi, vektorel parametre durumunu da i¢ine katarak ve Wigren
ve Nehorai (1991) tarafindan yapilan varsayimlar1 yapmadan daha genel durum igin, ele
almis ve siniislerin parametrelerinin kestirimine iligkin C-R siir ifadelerini tiiretmistir.
Bu ifadeler yardimiyla C-R sinirlarinin siniisiin parametreleriyle degisimleri hakkinda
bazi ¢oziimsel sonuglara varilmistir. Bu sonuglar 6zetlenirse; reel soniimlii siniislerin
parametrelerinin kestirimine iligkin C-R sinirlart siniislerin frekansi1 Fourier limitinin
altindayken siniisiin fazina kuvvetli bir bicimde bagldir, kompleks soniimlii siniislerin
parametrelerinin kestirimine iliskin C-R sinirlart siniislerin fazlarindan bagimsiz ve
frekanslarma frekans farklar1 araciligi ile baghdir, reel ve kompleks soéniimlii siniislerde
genlik parametresi hari¢ diger parametrelerin kestirimine iligkin C-R sinirlar1 sinyal
gliriiltii orani ile, genlik parametresine iliskin C-R smir1 ise giiriiltiiniin varyansi ile ters
orantilidir. Fakat, bu ifadeler, C-R smirlariin siniisiin parametrelerine olan bagliliklari
hakkinda detayl1 bilgi vermemektedir. Swingler (1999) kompleks beyaz Gauss giirtiltii
icindeki bir kompleks soniimlii siniisiin parametrelerinin kestirimine iligkin C-R
siirlarmni, sinirlarin siniisiin parametrelerine olan baglhiliklar1 hakkinda daha fazla bilgi
veren, basit ifadeler bigiminde sunmustur.

Tez calismasinda reel beyaz Gauss giiriiltii i¢indeki bir reel soniimlii siniis ve
kompleks beyaz Gauss giiriiltii icindeki iki kompleks soniimlii siniisten olusan iki
zaman serisi veri modeli i¢in frekans parametrelerinin kestirimine iligkin C-R
sinirlariin ¢oziimsel olarak elde edilmesi, 6zellikle, frekans farkinin Fourier limitinin
altinda oldugu bolge i¢in performans limitlerinin belirlenmesi ve bu bolgede frekans
parametrelerine iliskin C-R smirlarinin model parametrelerine olan bagliliklarinin

incelenmesi amag¢lanmustir.

2.3. Kestirim Yontemi

MLE asimtotik olarak C-R sinirin1 yakalayan en kiiciik varyansh yansiz
kestiricidir (Kay 1993). Hesaplama yiikii olduk¢a agir bir yontem oldugundan dolay1
pratikte genellikle tercih edilmemekte veya hesaplama yiikiinii hafifletici yontemlerle

birlikte kullanilmaktadir.
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[linti matrisi temelli kestiriciler yiiksek sinyal giiriiltii oranlarinda ve/veya biiyiik
toplam Ornek sayilarinda C-R sinirlarina yaklasarak miikemmel performans saglarlar.
Fakat, bir esik sinyal giiriiltii oran1 ve/veya toplam 6rnek veri sayisinin altinda, bu esik
deger en biiyiikk olabilirlik kestiricisinin esik degerinin oldukg¢a {istiindedir,
performanslari ciddi bir sekilde diismektedir (Tufts ve Kumaresan 1982). Ilinti temelli
kestiricilere Prony, Pisarenko ve Yule-Walker yontemleri 6rnek olarak verilebilir. Prony
yontemi tutarli kestirimler yapamamaktadir. Prony yonteminde karsilasilan bu sorun
Pisarenko yontemi tarafindan giderilmistir. Fakat, Pisarenko yontemi tutarli kestirimler
yapmasina ragmen bazi durumlarda zayif dogruluk derecesine sahiptir. Temel Yule-
Walker yontemleri Pisarenkonun bu giigsliz tarafim gideremez. Tutarli kestirimler
yapmasina ragmen zay1f dogruluk derecesine sahip olabilir (Kay ve Marple 1981).

[linti temelli bu kestiriciler MLE ile birlikte kullanilarak performanslari
artirilmaktadir. ilinti temelli kestiriciler ile baslangi¢ kestirimi yapilarak daha sonra
ozyineli MLE kullanilmaktadir (Rife ve Boorstyn 1976, Tufts ve Kumaresan 1980,
Stoica ve ark. 1989).

MUSIC yontemi de korelasyon matrisine dayanan kestirim yontemlerindendir.
Pisarenko ve Yule-Walker ile birlikte aym1 zamanda yiiksek ¢oziiniirliiklii kestiriciler
olarak bilinen yontemler arasindadir. MUSIC ilk kez Schmidt (1979) ve Bienvenue
(1979) tarafindan eszamanli olarak 6nerilmistir. MUSIC yonteminin performans analizi
sayisal ve ¢Oziimsel olarak ¢ok detayli bir bicimde Stoica ve Nehorai (1989) tarafindan
gerceklestirilmistir. MUSIC ydnteminin korelasyonsuz sinyallerde biiyiik toplam 6rnek
sayis1 ve biiyiik korelasyon matrisi boyutu i¢in (veya yliksek sinyal giiriiltii oranlarinda)
C-R smirmn1 yakalayacagi, korelasyonlu sinyallerde C-R sinirin1 yakalayamayacagi,
yiiksek korelasyonlu sinyallerde ise bu sartlar saglandiginda bile verimsiz olacagi
gosterilmistir. MUSIC yontemi kompleks beyaz Gauss giiriiltii i¢indeki kompleks
soniimsiiz siniislerin frekans kestirimi i¢in Onerilmistir. Stoica ve Eriksson (1995)
tarafindan MUSIC y0Onteminin reel beyaz Gauss giiriiltii i¢indeki reel sonlimsiiz
siniislerin frekans parametrelerinin kestirimine, reel siniislerin iki kompleks siniisiin
toplam1  bi¢iminde disiiniilerek, uygulanabilecegini ve bu durumda kestirici
dogrulugundaki diisiisiin kabul edilebilir oldugu gosterilmistir.

Sontimlii sintislerden olusan sinyallerin duragan olmamasi nedeniyle korelasyon

matrisi yazilamamaktadir. Bu nedenden dolay1 pek cok iyi bilinen kestirim yontemi
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sonlimli siniislerden olusan veri modellerinde uygulanamamaktadir (Haykin 1991). Bu
problemin ¢6ziimii i¢in pek ¢ok yontem Onerilmistir. Bu yodntemlerden en ilgi
¢ekenlerinden birisi Kumaresan ve Tufts (1982) tarafindan oOnerilen geriye dogru
dogrusal tahmin yontemidir. Bu yontem yiiksek sinyal giiriiltii oranlarinda ve diisiik
soniim katsayist durumunda C-R smirin1 yakalayabilmektedir. Fakat sinyal giiriilti
oran1 diisiik oldugunda veya yiiksek soniim katsayis1 durumunda sinyal parametrelerini
verimli bir sekilde kestirememektedir. Kumaresan ve Tufts (1982) algoritmasindaki bu
yiiksek sinyal giiriiltii orami esik degerini diisiirmek icin pek ¢ok yontem Onerilmistir.
Bunlardan iyi bilinen iki tanesi toplam en kiigiik kareler yontemi (Rahman ve Yu 1987)
ve Ozyineli MLE yontemidir (Bresler ve Macovski 1986). Kumaresan-Tufts ve toplam
en kiicik kareler yoOntemleri oOngdrii matrisinin rank eksiltme Ozelligine
dayanmaktadirlar ve bu matrisin Hankel 6zelligini ihmal etmektedirler. Li ve
Arkadaslan (1997) tarafindan 6ngdérii matrisinin Hankel 6zelliginin kullanilmasiyla her
iki yontem i¢in de kestirim performansinin arttirildigr gosterilmistir. Ayn1 zamanda Li
ve ark. (1995,1995) 6ngorii matrisini 6zel bir bi¢imde ayristirarak iki 6zelligi birlikte
kullanan ve algoritma yapisi olarak MUSIC kestiricisine benzeyen DMUSIC

kestiricisini onermisler ve yontemin performansini sayisal olarak incelemislerdir.
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3. MATERYAL ve YONTEM
3.1. Veri Modelleri
3.1.1. Giris

Bu boliimde tez calismasinda ele alian giiriiltii igindeki bir reel soniimsiiz siniis,
iki kompleks soniimsiiz siniis, bir reel soniimlil siniis ve iki kompleks soniimlii siniisten
olusan dort farkli zaman serisi veri modelinin tanitimi yapilmistir. Bu modeller birden
fazla sinyal igeren modellerin birer prototipidirler ve sinyal parametreleri i¢in
tasarlanmis kestiricilerin basarimin test etmede yaygin olarak kullanilmaktadirlar.
3.1.2. Bir Reel Soniimsiiz Siniisten Olusan Zaman Serisi Veri Modeli

Bir reel sonlimsiiz siniisten olusan zaman serisi veri modeli agagida verilmistir:

y(t) = a, cos(a,t +¢,) +e(t), t=12,..,N (3.1.1)

Burada «,, ¢, ve ®, €(0,7) parametreleri siniisiin sirastyla, genligini, fazin1 ve
frekansin1 gostermektedir. N toplam 6rnek sayisimi ve e(t) toplanir reel giiriilti

bilesenini temsil etmektedir.
3.1.3. iki Kompleks Séniimsiiz Siniisten Olusan Zaman Serisi Veri Modeli

Iki kompleks soOnlimsiiz siniisten olusan zaman serisi veri modeli asagida

verilmistir:

2 .
yt) =Y e’ pet), t=12,.,N (3.1.2)
i=1
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Burada «;, ¢, ve o, €(0,27) parametreleri i. siniisiin, sirasiyla, genligini, fazin1 ve
frekansini gostermektedir i =(1,2). N toplam 6rnek sayisini ve e(t) toplanir kompleks

giiriiltii bilesenini temsil etmektedir.
3.1.4. Bir Reel Soniimlii Siniisten Olusan Zaman Serisi Veri Modeli

Bir reel sonilimlil siniisten olusan zaman serisi veri modeli asagida verilmistir:
y(t) = a,e " cos(w,t + @) +e(t), t=12,.,N (3.1.3)

Burada «,, ¢,, B, ve o, €(0,7) parametreleri siniisiin sirasiyla, genligini, fazini,
soniim katsayisimi ve frekansini gostermektedir. N toplam 6rnek sayisimi ve e(t)

toplanir reel giiriiltii bilesenini temsil etmektedir.
3.1.5. iki Kompleks Soniimlii Siniisten Olusan Zaman Serisi Veri Modeli

Iki kompleks soniimlii siniisten olusan zaman serisi veri modeli asagida

verilmistir:

2 .
yt) =Y e el pet),  t=12,.,N (3.1.4)

i=1

Burada «;, ¢, f; ve o, €(0,27) parametreleri i. siniisiin, sirastyla, genligini, fazini,
soniim katsayisin1 ve frekansini gostermektedir i =(1,2). N toplam 6rnek sayisini ve

e(t) toplanir kompleks giiriiltii bilesenini temsil etmektedir.
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3.2. Giiriiltii Modeli ve Sinyal Giiriiltii Oram

3.2.1. Giris

Bu bolimde tez calismasinda giiriiltii bileseni olarak secilen giiriiltii
modellerinin zaman bolgesi istatistiksel 6zellikleri verilmis ve sinyal giiriiltii oraninin

tanimi yapilmastir.

3.2.2. Beyaz Gauss Giiriiltii

Tez calismasinda reel veri modellerinde, sifir ortalamali ve o varyansh reel

toplanir beyaz Gauss giiriiltiisii, kompleks veri modellerinde ise sifir ortalamali ve o

varyansh (reel ve sanal kisimlari birbirleriyle korelasyonsuz ve esit o /2 varyansa

sahip) kompleks toplanir beyaz Gauss giiriiltiisii giiriiltii bileseni olarak seg¢ilmistir.
Beyaz giiriiltii bileseni e(t) ’nin zaman bolgesi istatistiksel 6zellikleri asagidaki

gibidir:

Reel beyaz giiriiltii i¢in e(t):

Elet)]=0 (3.2.1)

Ele(t)e(s)]= o265, (3.2.2)
Kompleks beyaz giiriiltii i¢in e(t):

Elet)]=0 (3.2.3)

Ele(te(s)]=0 (3.2.4)

Elee’ (s)]= o5, (3.2.5)

burada ¢ kronecker delta fonksiyonu ve t,s=1,2,....N .

Giriltii bileseninin Gauss olmasi, giiriiltii 0rneklerinin genlik dagiliminin Gauss

bigiminde oldugunu ifade eder.
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3.2.3. Sinyal Giiriiltii Oram

Tez ¢alismasinda sinyal giiriiltii oran1 SNR ile gdsterilmistir. Reel ve kompleks

veri modelleri i¢in asagidaki bigcimde tanimlanmugtir:

Reel veri modelinde :

a,

SNR =
Kompleks veri modelinde

2

SNR, = %1 i=1.2
(o2

3.3. En Kiiciik Varyansh Yansiz Kestirici (MVU)

3.3.1. Giris

(3.2.6)

(3.2.7)

Bu béliimde kestiricilerde yansizlik ve en kiigiik varyans kriterlerinin tanimlari

verilmistir.

3.3.2. Yansiz Kestirici

Bir kestiricinin yansiz olmasi, o kestiricinin ortalama degerde, bilinmeyen

parametrenin dogru degerini verecegini anlatir. Matematiksel olarak ifade edilirse, bir

kesitirici asagidaki kosulu sagliyorsa yansizdir:

E@) =0, a<6<b

burada (a,b) &’nin miimkiin olan deger araligidir.

Bir kestiricinin yani asagidaki bi¢cimde ifade edilir:

b(®) = E() -0

(3.3.1)

(3.3.2)
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Bir kestiricinin yansiz olmasi, onun iyi bir kestirici oldugunu sdylemek igin tek
basma yeterli degildir. Yansizlik, sadece, ortalama degerde kestiricinin bilinmeyen

parametrenin dogru degerini verecegini garanti eder.
3.3.3. En Kiiciik Varyans Kriteri

En uygun kestirici aranirken bir takim uygunluk kriterlerine ihtiyacimiz vardir. En
dogal olanlarindan bir tanesi asagidaki bi¢cimde tanimlanan ortalama karesel hatadir
(MSE):

mse(d) = E[(0 —0)*] (3.3.3)

MSE, kestiricinin dogru degere gore ortalama karesel sapmasinin bir ol¢iitiidiir.
Fakat bu kriteri benimsemek bizi gergeklenmesi miimkiin olmayan kestiricilere

yonlendirebilir. Bu problemi daha iyi anlamak i¢in MSE’yi tekrar yazalim:

mse(d) = E{[(0 - E(0)) + (E() - O)]}
= var() +[E(0) - 0]

= var(d) + b*(0) (3.3.4)

(3.3.4) ifadesinden agikca goriilebilecegi gibi MSE, kestirici varyansi ve yandan
olusmaktadir. MSE, yana bagh oldugu i¢in bu kriteri benimsemek bizi ger¢eklenmesi
miinkiin olmayan kestiricilere yonlendirebilir. Bu sebepten dolay1 en kiiciik MSE
kestiricisinin kullanimindan kagmilmalidir. Alternatif bir yaklagim ise yani sifir
degerinde sabit tutarak en kii¢iik varyansi veren kestiriciyi aramak olabilir. Bu kestirici

en kiiciik varyansh yansiz (MVU) kestirici olarak isimlendirilir. Yansiz bir kestiricinin

varyansinin kiiciiltiilmesi, ayn1 zamanda, kestirim hatas1 (é—@)’mn olasilik yogunluk

fonksiyonunun (PDF) sifir civarinda yogunlastirilmasi etkisine de sahiptir.
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3.3.4. Vektor Parametre Durumuna Genisletilmesi

0=[6 06, .. Gp]T bilinmeyen parametrelerden olusan bir vektor olmak lizere bu
vektoriin éz[Al éz ép]T kestiricisi, eger asagidaki kosul gerceklesiyorsa
yansizdir:

E@)=6, a<6 <b (3.3.5)

Burada i =1,2,..., p dir.

3.4. Cramér-Rao (C-R) Sinir

3.4.1. Giris

Yansiz kestiricilerin varyanslar1 tlizerinde bir sinir koyabilmek pratik agidan ¢ok
onemlidir. Bu smir en iyi durumda ilgilendigimiz yansiz kestiricinin MVU bir kestirici
oldugunu belirlememizi saglar. En iyi durum, kestirici varyansinin smir1 bilinmeyen
parametrenin biitiin degerlerinde yakalamasi halidir. En kotii durumda ise ilgilendigimiz
yansiz kestiricinin performansini test edebilecegimiz bir kriter saglar. Ayrica, varyansi
siir degerinin altinda olan bir yansiz kestiricinin bulunmasinin fiziksel olarak imkansiz
oldugunu bildirir.

Pek ¢ok varyans sinir ifadesi mevcut olmasia ragmen, (McAuley ve Hofstetter
1971) , (Kendal ve Stuart 1979), (Siedman 1970) ve (Ziv ve Zakai 1969) bunlardan iyi
bilinen bir ka¢ 6rek olmak iizere, C-R siiri tiiretilmesi en basit olamidir. Ayrica C-R
sinir teorisi, siir1 yakalayan bir kestiricinin olup olmadigimi sinir ifadeleri tiiretilirken

eszamanli olarak belirlememizi saglar.

3.4.2. Kestirici Dogrulugu

C-R smir teoremine ge¢meden Once bir parametreyi ne kadar 1iyi

kestirebilecegimizi etkileyen gizli faktorleri agiklamamiz yerinde olacaktir. Bizim biitiin
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bilgimiz elimizdeki veri vektorii y (N adet veri 6rneginden olusan) ve onun PDF’i

altinda gdmiilii oldugundan, kestirici performansiin dogrudan PDF’e bagimli oldugunu
gormek c¢ok zor olmayacaktir. Eger PDF, ilgilendigimiz parametreye zayif olarak
bagliysa veya hi¢c bagl degilse, bu parametreyi herhangi bir dogruluk derecesiyle
kestirebilecegimizi bekleyemeyiz. Genel olarak, PDF, bilinmeyen parametreden ne

kadar ¢ok etkileniyorsa parametreyi o kadar iyi kestirebiliriz.
3.4.3. Cramer-Rao Sinir1
Teorem 3.4.1. C-R Siniri-Skaler Parametre

PDF p(y; @) 'nin “dizenlilik” kosulunu sagladigini farz edelim

E{W} = 0, biitiin 6’lar icin (3:4.1)

Burada beklenen deger p(y;é#) ya gore alinir.

Boylece, herhangi bir yansiz kestirici 6’nin varyansi asagidaki esitsizligi saglar:

1
_ E[az In p(y;é’)}

var() > (3.4.2)

00’

Burada tiirev @’nin dogru degerinde gergeklenir ve beklenen deger p(y;é)’ya gore

alinir:

p(y; 0)dy (3.4.3)

0’ In p(y; ) 0’ In p(y; )
E - j .
06> 00

Bununla birlikte biitiin @ degerleri i¢in sinir1 yakalayan bir yansiz kestirici ancak

ve ancak baz1 g ve J fonksiyonlar igin asagidaki esitlik saglandigi durumda

bulunabilir:
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dln p(y;0)

Y I @)9(y)-0) (3.4.4)

Bu kestirici 6 = g(y) ’dir (MVU Kkestiricidir) ve en kiigiik varyansi 1/J(@)dur.
Teoremin ispati i¢in (Kay 1993) Appendix 3A’ya bakabilirsiniz.
(3.4.4) esitliginin paydasi, y verisi i¢in Fisher bilgisi J(€) olarak adlandirilir.

_ | 9 Inp(y;0)
3(0) = E{—aez } (3.4.5)

Daha oncede ifade ettigimiz gibi C-R sinir1 yakalandigi zaman, varyans, Fisher
bilgisinin tersine esit olacaktir. Buradan su sonuca kolayca varilabilir, bilgi ne kadar
artarsa sinir da o kadar kiiciilecektir. Fisher bilgisinin 6nemli iki 6zelligi:

i. negatif degildir
ii. bagimsiz gozlemler i¢in toplanabilirdir.
Son 6zellik bizi su sonuca gotiiriir, N tane 6zdes bagimsiz dagilima (IID) sahip

gbzlem i¢in C-R siniri, bir gézlem igin elde edilen C-R sinirmin 1/ N katidir.

Bu sonucu kolayca dogrulayabiliriz, gozlemlerin bagimsiz oldugu kabulu ile

In p(y;6) = Y. In p(y(t);6) (3.4.6)

t=0

elde edilir. Bu ifadeyi Fisher bilgisinde yerine koyarsak

2 . N-1 2 .
[ @ npei0)]_ & [ 2 npryce:0) a4
00 =0 06
elde edilir. Son olarak 6zdes gozlemler oldugu durumda:
J(0) = Nj(0) (3.4.8)

burada



22

2 )
j(0)= —g| I POW®:6) t=0,1,.,N—1 (3.4.9)
00
bir 6rnek i¢in Fisher bilgisidir.
Bagimsiz olmayan ornekler i¢in bilginin Nj(&)’dan az olacagim sdyleyebiliriz.
Tamamen bagimli 6rneklerde, y(0)=y(l)=...=y(N -1), J(@)= j(€) olacaktir. Bu

durumda fazladan gozlem farkli bir bilgi tasimayacaktir ve C-R sinir1 veri uzunlugunun

artirllmasi ile azalmayacaktir.
3.4.4. Beyaz Gauss Giiriiltii Icindeki Sinyaller icin Genel C-R Sinir1

Tez ¢alismasinda oldugu gibi, genellikle giiriiltiiniin beyaz Gauss giiriiltii olarak
kabul edilmesi nedeniyle bu durum igin genel C-R simir1 ifadesinin tiiretilmesi yerinde
olacaktir. Beyaz Gauss giiriiltii icindeki @ bilinmeyen parametresine sahip olan rasgele
olmayan bir sinyali ele alalim:

y(t) = s(t; ) +e(t) , t=0,1,.,N-1 (3.4.10)

Olabilirlik fonksiyonu asagidaki gibi yazilir:

p(y;0) = ! /exp{ Zy(t) s(t;0)) } (3.4.11)
(2ro?) 2 t=0

Olabilirlik fonksiyonunun ilk tiirevi:

dln p(Xﬁ)_LN ! ~
0 o (yt)-s(t;0))

as(t 0)

(3.4.12)

-

=0

ve ikinci tiirevi:

o In p(g;e)_LNl a s(t;H)_(as(t;H)jz
T tzo{ y(t)-s(t;0)) 50 Y (3.4.13)
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Beklenen deger alinirsa:

0" In ;0 N-1
E —p(zy ) - L (as(t 9)) (3.4.14)
06 o alirmn
ve sonugta
2
var(§) > — 22— (3.4.15)
Ni(as(t 9))
t=0
elde edilir.

Sinir ifadesi sinyalin €’ya olan bagliliginin 6nemini ¢ok iyi bir sekilde
gostermektedir. Bilinmeyen parametrenin degisimleri ile hizli degisen sinyaller dogru

kestiricilere neden olurlar.
3.4.5. Parametrelerin Doniisiimii

Pratikte kestirmek istedigimiz bir parametrenin bagka bir parametrenin fonksiyonu

oldugu durumuyla siklikla karsilasiriz. Ilgilendigimiz parametre o, @’nmn bir g(0)

fonksiyonu olsun. Bu durumda « ig¢in C-R simir degeri €’nin C-R simir ifadesi

kullanilarak kolayca asagidaki gibi elde edilir:

%)

B E{az In p(y;e)}

var(@) > (3.4.16)

00’
3.4.6. Vektor Parametre Durumuna Genisletilmesi

Bu bolimde skaler parametre durumunda elde ettigimiz sonuglari vektor

parametre durumuna genisletecegiz. 0 =[6, 6, ... Gp]T bilinmeyen parametrelerden

~

olusan vektor ve 0 = [él éz ép 1" bu parametrelerin yansiz kestiricilerini i¢eren
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vektor olmak iizere i. bilinmeyen parametreye ait C-R sinir1 Fisher bilgi matrisinin

tersinin [i,1]. elamani olarak elde edilir:
var(4,) > [J7(0)]; (3.4.17)

Burada J(0) pxpboyutlu FBM’dir. FBM elamanlari:

=12,.,p (3.4.18)

o1 ;0 o
[“mhz_Eﬁ_ﬂﬂg_q’ i

86,00,

(3.4.18) hesaplanirken 0 ’nin gercek degeri kullanilir. p=1 iken skaler durumdaki
ifaler elde edilir, J(0) = J(8) dir.

Teorem 3.4.2. C-R Sinir1-Vektor Parametre

PDF p(y;0) 'nin “dlzenlilik” kosulunu sagladigini farz edelim

E{%} =0 biitiin 0 ’lar i¢in (3.4.19)

Burada beklenen deger p(y;0)’ya gore alinir. Boylece, herhangi bir yansiz kestirici

A

0 "nin kovaryans matrisi asagidaki esitsizligi saglar.

C,-J37(0)20 (3.4.20)

Burada “> 07, matrisin yar1 tanimli pozitif matris oldugunu ifade etmektedir. FBM

J(0) asagida verilmistir:

[nmh=—%é%%%§9} (3.421)
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Burada tiirev 0 'nin dogru degerinde gerceklenir ve beklenen deger p(y;0)’ya gore
alinir. Bununla birlikte biitiin 0 degerleri i¢in smirt C; =J (@) yakalayan bir yansiz

kestirici ancak ve ancak baz1 p boyutlu g fonksiyonu ve baz1 pxp boyutlu J matrisi

icin agagidaki esitlik saglandigi durumda bulunabilir:

Oln p(y;0)
o

e 0)(9(y)-6) (3.4.22)

Bu kestirici 0 = g(y) *dir (MVU kestiricidir) ve kovaryans matrisi ise J ' (0) dur.

Teoremin ispati i¢in (Kay 1993) Appendix 3B’ye bakiniz.
(3.4.17) ve (3.4.20) esitlikleri ile yar1 tanmimli pozitif matrisin kosegen

elemanlarinin negatif olmamas1 6zelligi kullanilirsa

[C; — J7(0)];, >0 (3.4.23)
yazilabilir. Boylece

var(9,) =[C,1; 2 [37 (0)]; (3.4.24)

elde edilir.
Vektor parametre durumunda MV U kestiricilerin bulunmasinda C-R simir teoremi
giiclii bir aragtir. Ozellikle dnemli bir veri modeli sinifi olan dogrusal modellerde MVU

kestiricileri bulmamizi saglar.
3.4.7. Vektor Parametrelerin Doniisiimii
Boliim 3.4.5.te skaler parametre durumu igin gerceklestirilen inceleme bu

bolimde vektdr parametre durumuna genisletilmistir. Ilgilendigimiz parametre a,

0 nin r boyutlu bir g(0) fonksiyonu olmak {izere:



C, -

burada “> 0 ”’yar1 taniml pozitif matris oldugunu gostermektedir.

og(0)
00

(3.4.25) ifadesinde yer alan

matristir.

og(0)
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aGJ()

ag(ﬁ)

(3.4.25)

asagidaki bigimde tanimlanan rxp Jacobian

[59,(0) g, (8) 09,(8) |
06, 00, 00,
ag9,(8) a9,(8) a9,(8)
og0) |2 ——
e FY) 06, 00, (3.4.26)

59,(0) 0g,(8) g, (8)
|00, 00, T o0

3.4.8. Genel Gauss Durumu i¢in C-R Sinir1

Boliim 3.4.4.°te beyaz Gauss giiriiltii icindeki ve bir bilinmeyen parametreye sahip
olan sinyal modeli i¢in genel C-R smur ifadesi elde edilmisti. Bu bdliimde ise genel
Gauss giiriiltii i¢inde ve vektor bilinmeyen parametreye sahip sinyal modeli i¢in genel

C-R sinir ifadesi verilecektir. Sinyal modelinin asagidaki gibi oldugunu kabul edelim:

y ~ N(n(9),C(0)) (3.4.27)

burada hem ortalama deger vektorii hem de kovaryans matrisi 0 ’ya baglhidir.

Bu durum i¢in FBM asagida verilmistir:

[J(B)].,=Fu g’)} c'(o )F" (0)} 2tr[C"(0)aC(e)C (9)60(9) (3.4.28)

burada
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[ 3ln®)] ]
o)
o)
on®) | ——=
) = o0, (3.4.29)
on®)],
| 00, |
ve
[olc®], alc®), oC®] |
[aai] [aei] [ae]
c®], o[c®)], o[c(0)],,
_agg’): 20 20 “ o0 (3.4.30)
dc®), dc®l,  cOlw
96, 6, 06, |
[fadeler skaler parametre durumuna indirgenirse:
y ~ N(u(6),C(0)) (3.4.31)
[1(0)]= [a’(;(:)} C( )F"(e)}zt{(c (H)aC(e)” (3.4.32)

elde edilir. Bu ifade (3.4.15) ifadesinin genellestirilmis halidir.

3.5. Maksimum Olabilirlik Kestirici (MLE)

3.5.1. Giris

Bu bolimde MVU kestiricinin  olusmadigi veya olugsa bile bulunamadigi
durumlarda bir alternatif olan MLE incelenmistir. MLE, pratik kestiricilerin elde
edilmesinde en ¢ok kullanilan yontemlerden birisi olan en biiyiik olabilirlik prensibi
iizerinde temellendirilmistir. Pratik uygulamalarin pek cogunda, yeterince genis veri

uzunluklarinda, MLE’ nin performansi en iyi sonucu vermektedir. Yaklasik olarak etkin
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olmas 6zelligi nedeniyle asimtotik olarak MVU kestiricidir. Bu sebepten dolay1 hemen
hemen biitlin pratik kestiriciler maksimum olabilirlik  kestiricisi  lizerinde

temellendirilmistir.

3.5.2. MLE’nin Bulunmasi

Skaler parametre i¢cin MLE, sabit bir y i¢in p(y;#)’y1 maksimum yapan &
degeri olarak tanimlanir. Baska bir deyisle olabilirlik fonksiyonunu maksimum yapan €
degeridir. Maksimum degerin elde edilmesi islemi € ’nin miimkiin olan deger aralifinda
gergeklestirilir. MLE nin ¢aligma prensibini p(y;&)dy 'nin (verilen bir € degeri igin
y’in kiiciik bir hacimde bulunma olasiligl) 6’ya gore degisimini gozlemleyerek

aciklayalim. Sekil 3.5.1°’de y =y, icin PDF’in 6 ’ya gore degisimi verilmistir.

1208

& &

Sekil 3.5.1. MLE prensibi

P(y =y,;0)dy ’nin degeri biitin 6 degerleri i¢in y ’in R" bodlgesinde y,
merkezli dy hacminde bulunma olasiligini verir. Eger y =y, oldugu gozlemlenmisse
0 =06, olmasi mantikli olmayacaktir. Ciinki 6=6, iken y=y, in gercekte
gozlemlenme olasilig: kiiciik olacaktir. @ =6, iken y =y, olmasi olasilig1 en bilyiik
degerini alacaktir. Bu sonugtan hareketle @ ’nin ger¢ek degerinin &, olmasi kuvvetli bir
olasiliktir. Boylece p(y =Yy,;@) ’y1 en biiyiik yapan deger olarak 0= 0, kestirim degeri

olarak segilir.
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3.5.3. MLE’nin Ozellikleri

Genel olarak MLE, genis veri uzunluklarinda (asimtotik olarak) yansiz
kestiricidir, C-R smirimi yakalar ve Gauss PDF fonksiyonuna sahiptir. Bu ti¢ 6zelligi

matematiksel olarak gosterirsek:
0=~N(0,37(0)) (3.5.1)

Burada “ Z» asimtotik dagilim anlamindadir.

Pratikte, en iyi performans i¢in ne kadar genislikte veri kullanilmas1 gerektigi
deney yapilmadan genellikle bilinemez. MLE’nin PDF’i i¢in analitik bir ifadenin
tiiretilmesi genellikle miimkiin olmadig1 i¢in performans analizi bilgisayar benzetimi

yardimiyla ger¢eklestirilir.
Teorem 3.5.1. MLE’nin Asimtotik Ozellikleri

Eger y’in PDF’i p(y;0) bazi “dizenlilik” sartlarin1 sagliyorsa bilinmeyen

parametre €’ nin MLE’si asimtotik olarak asagidaki bicimde dagilir:

6="N@©,3" ) (3.5.2)

burada J(#) bilinmeyen parametrenin gergcek degerinde elde edilen Fisher bilgisidir.

Diizenlilik kosullar1 Fisher bilgisinin sifirdan farkli olmasini gerektirdigi gibi ayni
zamanda logaritmik olabilirlik fonksiyonunun tiirevinin var olmasini da gerektirir.
Diizenlilik kosullar1 ile ilgili daha genis bilgi i¢cin (Kay 1993) Appendix 7.B’ye

bakabilirsiniz.
Teorem 3.5.2. MLE’nin Degismezlik Ozelligi

[lgilendigimiz parametre o, @ ’nin bir g(&) fonksiyonu olsun. Bu durumda o

icin MLE asagidaki bi¢cimde verilir:
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é=g() (3.5.3)

burada @, 6’nin MLE’sidir. 6, p(y;#) 'nin @ iizerinde maksimumlastirilmasi ile elde
edilir. Eger g bire-bir fonksiyon degilse ¢, degistirilmis olabilirlik fonksiyonu
P; (y;0) 'min maksimumlastiriimas: ile elde edilir. Degistirilmis olabilirlik fonksiyonu

asagidaki gibi tanimlanir:
p; (y;60) = B p(y;0) (3.5.4)

3.5.4. MLE’nin Sayisal Olarak Elde Edilmesi

MLE’nin ayirt edici 6zelligi, verilen bir veri kiimesi i¢in her zaman sayisal olarak
bulunabilmesidir. Bunun sebebi MLE’nin iyi bilinen olabilirlik fonksiyonunun

maksimumu olarak tanimlanmasidir. Ornegin € nin miimkiin olan deger aralig1 (a,b)
ise yapmamiz gereken sadece bu aralikta p(y;#) ’y1 maksimum yapan degeri bulmak
olacaktir. Bunu yapmanin en giivenli yolu Sekil 3.5.2°de gorildigi gibi (a,b)

araliginda 1zgara arama islemini yerine getirmektir. € degerleri arasindaki mesafe

yeterince kii¢iik oldugu siirece verilen veri kiimesi i¢in MLE’yi bulmamiz garantidir.

2y, &)
/

T

a d= MILE

IB-\.. - — - - =

Sekil 3.5.2. MLE i¢in 1zgara arama
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Fakat eger € ’nin miimkiin olan deger aralig1 bir sonlu aralikta degilse, 6rnegin
o”)0 igin, bir giiriiltii siirecinin varyansmin kestirilmesi ve 1zgara arama yapmak
hesaplama yiikii agisindan uygun olmayabilir. Bu ve benzeri durumlarda O6zyineli
maksimumlastirma yontemlerine basvururuz. Bu yontemlere 6rnek olarak beklenti-
maksimumlastirma (Expectation-Maximization) ve Newton-Raphson’u verebiliriz.
Genellikle bu yontemler baslangic tahmin degeri gercek maksimum degere yakin
oldugu durumlarda MLE’yi verirler. Eger baslangi¢ degeri gercek maksimum degere
yakin degilse yakinsama gergeklesmeyebilir veya yerel maksimum degere
yakinsayabilir. Ozyineli ydntemlerin kullanimindaki temel zorluk, isleme baslamadan
once bu yontemlerin gercek degere yakinsayip yakinsamayacagini eger yakinsayacak
olsa bile yakisadig1 degerin MLE olup olmayacagini bilemememizdir.

Tez caliymasinda 1zgara arama yontemi kullanilmustir. Ozyineli ydntemler

hakkinda daha genis bilgi almak i¢in (Kay 1993) ve (Bard 1974)’e bakabilirsiniz.
3.5.5. Vektor Parametre Durumuna Genisletilmesi

0 vektor parametresi i¢in MLE, p(y;0) olabilirlik fonksiyonunu 6 *nin miimkiin

olan deger araliinda maksimum yapan vektor degeridir. Olabilirlik fonksiyonunun

tiirevlenebilir oldugu kabulu ile MLE asagidaki esitlikten bulunur:
Z py:0)=0 (3.5.5)
6 >

Eger birden fazla ¢6ziim mevcut ise, bu durumda degerlerden olabilirlik

fonksiyonunu maksimum yapan bir tanesi MLE dir.
Teorem 3.5.3. MLE’nin Asimtotik Ozellikleri-Vektor Parametre Durumu

Eger y’in PDF’i p(y;0) baz1 “diizenlilik” sartlarin1 sagliyorsa bilinmeyen

parametre 0 'nin MLE’si asimtotik olarak asagidaki bigimde dagilir:
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0 =-N(0,J"(0)) (3.5.6)

Burada J(0) bilinmeyen parametrenin ger¢ek degerinde gerceklenmis FBM dir.

Diizenlilik kosullar1 skaler durumdaki kosullar ile benzerdir. Daha genis bilgi i¢in (Kay
1993) Appendix 7.B’ye bakabilirsiniz.

Teorem 3.5.4. MLE nin Degismezlik Ozelligi-Vektor Parametre Durumu

flgilendigimiz parametre a, p boyutlu bir ® parametre vektdriiniin r boyutlu bir

g(0) fonksiyonu olsun. Bu durumda a i¢in MLE asagidaki bi¢cimde verilir:
o =g(0) (3.5.7)

burada 0, 6 ’min MLE’sidir. 0, p(y;0) 'nin 0 {izerinde maksimumlastirilmasi ile elde
edilir. Eger g tersi alinabilir bir fonksiyon degilse @, degistirilmis olabilirlik
fonksiyonu P; (y;0) 'nin maksimumlastirilmasi ile elde edilir. Degistirilmis olabilirlik

fonksiyonu agagidaki gibi tanimlanir:
P (y;0) = pnax p(y;0) (3.5.8)

Teorem 3.5.5. Dogrusal Model i¢in MLE
Eger gozlenen veri asagida verilen genel dogrusal model ile tanimlanabiliyorsa:

~HO+e 3.5.9)
y

burada H ranki p olan, N)p olmak iizere, NXp matris, 8, pxl boyutlu kestirimi
gergeklestirilecek parametre vektorii ve e, PDF’i N(0,C) olan giiriiltii vektorii olmak

iizere, O 'nin MLE’si asagidaki bigimde yazilir:
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0=H'C'H)'H'Cy (3.5.10)

A

0, ayn1 zamanda C-R smirimi yakalayan en etkin kestiricidir, dolayistyyla MVU

kestiricidir. Bagka bir deyisle eger bir etkin kestirici olusuyorsa, MLE bize onu

verecektir. 6 'nin PDF’i asagida verilmistir:
0~N@O,H C'H)™) (3.5.11)
3.6. MUSIC (Coklu Sinyal Siniflandirma) Kestirici
3.6.1. Giris
MUSIC ilk kez Schmidt (1979) ve Bienvenue (1979) tarafindan eszamanli olarak
Onerilmistir. Otokorelasyon matrisinin 6zdeger analizi {lizerinde temellendirilmis bir
spektral frekans kestirim yontemidir. MUSIC, asagidaki modele indirgenebilen veri

modellerinde {i¢ temel varsayim altinda tanimlanir (Stoica ve Nehorai 1989).

Veri modeli:

Y. = A0)x, +e,, k=1,...M (3.6.1)

burada y, € C™ giiriiltiilii veri vektdrii, x, € C™ sinyal genlikleri vektori, e, € C™

toplanir giirtilti vektorii ve A(0) e C™" asagidaki dzel yapiya sahip matristir:

A(0) =[a(®,),....a(®,)] (3.6.2)

burada {w}, bilinmeyen reel frekans parametresi, a(w,)e C™' i. sinyal ile y,

arasindaki aktarim vektdrii ve 0 = [, ..., @, ]" dir.
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Varsayimlar:
MUSIC kestiricisi tanimlanirken kabul edilen varsayimlar (3.6.1) modelinde ©

parametresinin kestirimi i¢in literatiirde yer alan standart varsayimlardir.

Al: m)n ve @’nin (n+1) farkli degeri ile iliskili a(w) vektorleri dogrusal olarak
bagimsizdir.(Bu varsayim MUSIC kestiricisinin tek olmasini garanti eder).

A2: e, , asagidaki ozellikleri saglayan (beyaz giiriiltli 6rneklerinden olusan) vektordiir:

Kompleks beyaz giiriiltii i¢in:

E[e,1=0, E[e,e,]=0c"I, E[e,e, ] =0

Reel beyaz giiriiltii ise (reel veri modelinde frekans kestirimi i¢in kullanildigi durum):

E[e,1=0, E[ee, ]=c’1

A3: P=E[x,x,] tekil olmayan kesin arti matristir, x, ve e, biitin k degerleri i¢in

korelasyonsuzdur ve M )mdir.

3.6.2. MUSIC Algoritmasi

Bolim 3.6.1°de verilen varsayimlar altinda gozlem vektorii y, ‘nin otokorelasyon

matrisi asagida verilmistir:

A

R=E[y,y,]=A(0)PA’(0) + I (3.6.3)

Sembollerin yaziminda rahatlik saglamasi i¢cin bu noktadan sonra A(0) yerine A

kullanacagiz.
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A 24, 2..24,, R otokorelasyon matrisinin artmayan bigimde siralanmis
ozdegerleri olmak tizere, rank(APA") =n oldugu i¢in, 6zdegerler asagidaki 6zelliklere
sahip olacaktir:

/1i>0'2 , 1=1..n i¢in

A =c>, i=n+l..m icin (3.6.4)

R ’nin o6zdegerleri iki alt kiimeye bdliinebilir. Bu alt kiimeler ile iliskili
ozvektorler {w,};, parametrelerinin kestiriminde kullanilabilecek ilging ozelliklere

sahiptirler (Stoica ve Moses 1997).

{S15eSnts {A5e0n A, + 1le iliskili 6zvektorler ve {g,,...,g, .} ise {4,,,,....4,} ile iligkili

ozvektorler olmak iizere, bu vektorlerden olusan S, G matrisleri asagidaki gibi

tanimlanabilir:

S =[s,..s,] (mxn)
G=[g8nnl (mx(m —n)) (3.6.5)
(3.6.3) ve (3.6.4) ifadelerinden
ﬂ’m—l O
RG =G ' =0’G=APA'G+05°G (3.6.6)
0 Ao
buradan
A'G=0 (3.6.7)

kolayca goriilebilir. Bagka bir deyisle G 'nin {g,} kolonlari A" ’nin ¢ekirdek uzayma
aittir, g, € N(A"). rank(A) =n oldugu igin, N(A") 'nin boyutu m—n’e esit olacaktir,
bu boyut ayn1 zamanda G ’nin goriintii uzayr R(G) ’nin boyutudur. Bu gozlemden ve

(3.6.7) ifadesinden hareketle
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R(G)=N(A") (3.6.8)

yazilabilir. (3.6.8) ifadesi {g,} vektorlerinin hem R(G) hem de N(A")’y1 gerdigini
soylemektedir. Simdi

S*G =0 (3.6.9)

tamimindan hareketle, ayni zamanda R(G)= N(S") esitligine sahip oluruz. Boylece
N(S)=N(A") dir. R(S) ve R(A) sirasiyla N(S*) ve N(A")’nin ortogonal
tiimleyeni oldugu icin

R(S) = R(A) (3.6.10)

yazilabilir. Bu esitligi dogrudan (3.6.3) ifadesinden de ¢ikarabiliriz. (3.6.10) ve (3.6.9)
ifadelerinden hareketle R(S)ve R(G) altuzaylar sirasiyla sinyal ve giiriiltii altuzaylar1

olarak isimlendirilir.
(3.6.7) ifadesinden, gercek parametre degerleri {w,}! lerin asagidaki denklemin tek

sonucu oldugu elde edilir:
a’ (0w)GG'a(w)=0, o=a,.., 0, igin (3.6.11)

Bunun ispatini yapmak olduk¢a kolaydir. @ ’nm, {w,}, degerleri diginda bir
¢oziim oldugunu kabul edelim. (3.6.11) ifadesinde, GG", R(G) iizerinde ortogonal
izdiisimdir. Boylece a(@w), R(G)’ye diktir, baska bir soyleyisle a(®@)e N(g*)
demektir. Fakat a(®@), {a(w,)}], ’lerle dogrusal olarak bagimsizdir. (n+1) adet
dogrusal olarak bagimsiz vektdor n boyutlu bir altuzaya ait olamayacagindan, burada
N(G"), {a)i }i":l degerleri disinda bir ¢éziim (3.6.11) ifadesinde miimkiin olamaz
sonucuna variriz.

MUSIC kestiricisi (3.6.11) sonucunu kullanarak asagidaki adimlar ile parametre

kestirimini gergeklestirir:
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Adim 1: Otokorelasyon matrisi 6rnekler kullanilarak asagidaki gibi elde edilir:
ko 1 M *
R:—Z:ykyk (3.6.12)
M3

ve 0zdeger ayrisimi gergeklestirilirS ve G matrisleri (3.6.5) ifadesinde verildigi gibi
tanimlanir. (Pratikte otokorelasyon matrisi 6rnek degerlerinden elde edildigi i¢in S ve
G olarak gosterilmistir.)

Adim 2a: Bilinmeyen parametrelerin {w,}, kestirim degerleri asagida verilen

fonksiyonun, s6zde spektrum fonksiyonu, en yiiksek n tepesinin yeri olarak elde edilir.

f(w) = !

= > e (0,27) (3.6.13)
a (0)GG a(w)

veya
Adim 2b: Barabell (1983) tarafindan onerilen Root-MUSIC algoritmas1 kullanilirsa,
bilinmeyen parametrelerin  {w,}, kestirim degerleri asagidaki denklemin birim

¢embere en yakin noktada bulunan n adet kokiiniin agisal yerleri olarak elde edilir.
a"(z7)GG a(z) =0 (3.6.14)

burada a(z), a(w) vektoriinde €'”’min z ile yer degistirilmesi ile elde edilir. Boylece

a(z)=[1, z, .. z"™"7 dir
3.7. Soniimlii MUSIC Kestirici( DMUSIC )
3.7.1. Giris
Sontimlii siniislerden olusan sinyallerin duragan olmamasi nedeniyle korelasyon
matrisi yazilamamaktadir. Bu nedenden dolay1 pek ¢ok, iyi bilinen ve verimli kestirim

yontemi, (6rn. MUSIC Kkestiricisi), soniimlii siniislerden olusan veri modellerinde

frekans parametresinin  kestiriminde kullanilamamaktadir. DMUSIC, sonimli
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siniislerden olusan sinyal modellerinde parametre kestirimi i¢in ilk kez Li ve
Arkadaglar1 (1995) tarafindan Onerilmistir. Algoritma yapist olarak MUSIC’e ¢ok
benzediginden dolayr DMUSIC olarak isimlendirilmistir. MUSIC yonteminde yer alan
otokorelasyon matrisinin yerini DMUSIC yonteminde detaylar1 Béliim 3.7.2°de verilen
Oongorii matrisi alir. DMUSIC yonteminde soniim faktorii ve frekans iki boyutlu bir

arama ile es zamanli olarak kestirilir.
3.7.2. DMUSIC Algoritmasi

DMUSIC yoénteminde parametre kestirimi, ongdrii matrisinin diisiik rank Hankel
yaklagikliginin dogrudan bulunmasi yoluyla gergeklestirilir.

Giriiltii igindeki p adet soniimli siniisten olusan veri modeli asagidaki gibi

yazilabilir:

p
y(t)y=> ce +e(t), t=0L..N (3.7.1)
i=1

burada c,’lar sifir olmayan kompleks genlik degerleri, s, =-f, + jo,, f, € R" ve
o, € (0,27) dir. Ornek sayisi, soniimlii siniis sayismin iki katindan bilyiik veya esit
olmalidir (N >2p).

DMUSIC, yalnizca 6ngorii matrisi (A olarak isimlendirilmistir) asagidaki
bicimdeyken tanimlanabilir (Hankel biciminde):

y© y@® . yL-D
Aol YD Y@ -y (3.72)

y(L=1 yL) . y@L-2)

burada min(N —L,L) > p dir.

(3.7.1) ifadesinden A matrisi asagidaki bigimde yazilabilir:

Azicir(si)rT (s;))+N=SCS" +N (3.7.3)

i=1
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burada r(s;) ve S sirasiyla asagidaki bi¢imde tanimlanmis sinyal vektorii ve sinyal

matrisidir:

rs)=| © | veS=[rs) r(s,) .. r(s,)l (3.7.4)

e(l—’l)si

C pxpuzunlukta, kosegen elemanlar1 diag(C) = (c,,C,,...,C,) olan kdsegen matris ve
N=[e(i+ j)]iL’JTIZ0 giriiltii matrisidir.

Eger s,’ler ayrik ise r(s;)’ler i =1,2,...,p igin lineer olarak bagimsiz ve S tam
sutun rankina sahip olur. Giiriiltiiniin olmadig1 durumda C’nin ranki p oldugu i¢in

A ’nin ranki da p ’ye esit olacaktir.

Giriltiiniin olmadigt durumu ele alalim, A ’yi1 tekil deger ayristirmasi (SVD) ile

asagidaki li¢ matrisin ¢carpimi bigiminde yazabiliriz (Lawson ve Hanson 1974):
A =UDV”’ (3.7.5)

burada U ve V birimcil matris, D kdsegen elemanlar1 asagidaki bigimde olan kdsegen

matristir:

diag(D) = (p,, 0350 £50,-,0), o2 p, 2.2 p, (3.7.6)

(3.7.5) ifadesinden
AV =UD (3.7.7)

elde edilir.
(3.7.5) ve (3.7.6) ifadelerinden hareketle asagidaki ortogonal iligkiyi elde ederiz:

AV, =0 veya Av, =0, k=p+1,...,L igin (3.7.8)

burada V, =[v ...V ].
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(3.7.3) ifadesinden
SCS'v, =0, k=p+1..,L igin (3.7.9)
S ve C tam ranka sahip oldugundan asagidaki esitlikler yazilabilir:
S'v, =0, k=p+1..,L igin (3.7.10)

veya

r(s;))'v,=0, k=p+L.,Lven=1.,p (3.7.11)

Boylece VnTr(S) =0 esitligi sadece s =5,,5,,...,S, iken gerceklesir. Buradan hareketle

s, degerleri ‘VnTr(s)H = 0 esitligini saglayan s degerleri olarak elde edilir.

Giriilti varken (3.7.8) ifadesinde verilen ortogonal iligki saglanamaz. Bu
durumda sinyal vektorleri giiriiltii altuzayma en yakin ortogonal vektorler olarak

almabilir. Boylece s;, yani {w,,f,}, degerleri asagidaki sdzde spektrumun tepe
noktalarindan elde edilebilir (@, ve A, parametrelerinin tanim araliklari iizerinde iki

boyutlu 1zgara arama yontemiyle):

fo,f)=f(5)=— (37.12)

¥ (S)V, V. F(s)

burada T = T dir.

ll

DMUSIC kestiricisi (3.7.12) sonucunu kullanarak asagidaki adimlar ile parametre
kestirimini gergeklestirir:
Adim 1. Orneklerden (3.7.2) ifadesinde yer alan A 6ngdrii matrisi elde edilir.

Adim 2. A 6ngorii matrisine tekil deger doniisiimii uygulanarak Vn elde edilir. Pratikte

A matrisi giiriiltiilii 6rnek degerlerinden elde edildigi i¢in \7“ olarak gosterilmistir.

Adim 3. s; degerleri (3.7.12) ifadesini maksimum yapan s degerleri olarak kestirilir.
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3.8. Bir Reel Soniimlii Siniis icin C-R Simr ifadeleri
3.8.1. Giris

Bu boliimde reel beyaz Gauss giiriiltii icindeki bir reel soniimlii siniisten olusan
zaman serisi veri modeli (3.1.3) icin genlik, faz, sonim katsayis1 ve frekans
parametrelerine iligkin C-R smirlariin matrissel olmayan ¢oziimsel ifadeleri elde
edilmistir. Sinirlar, siniisiin faz1 degisirken incelenmis ve sinirlarin alacagi en kotii (en
biiylik) ve en iyi (en kiiglik) durum degerleri ile bu degerlere karsilik gelen kritik faz
degerlerini veren ifadeler ¢ikarilmistir. Bu ifadeler, al¢ak frekans durumu igin (frekans
farkinin Fourier limitinden kii¢ciik oldugu durum) analiz edilmis ve basit ifadelere
indirgenmistir. Elde edilen basit ifadeler, yeterince biiyiik toplam 6rnek sayis1 ve diisiik
soniim katsayis1 varsayimlar1 altinda incelenmis ve basit kapali-bigim (asimtotik)

ifadeler bi¢iminde sunulmustur.

3.8.2. Céoziimsel C-R Smir ifadeleri

Cramér-Rao (C-R) teoremi, a,, ¢,, S, ve @, sirasiyla, ¢, genliginin, @,
fazinin, S, séniim katsayisinin ve @, frekansinin herhangi bir yansiz kestiricisi olmak

tizere, her bir kestiricinin varyansi i¢in bir alt sinir verir:

var{a,}>B, , var{p,} > B,

var{$,} 2B, , var{@,} > B,

B, B, By ve B, smurlart (3.1.3) modeline iliskin Fisher bilgi matrisinin

)’ ?
evriginin, swrasiyla, «,, ¢,, [, ve o, parametrelerine karsilik gelen kosegensel

elemanlaridir. Fisher bilgi matrisinin 6zel bir bigimde ayrstirilmast suretiyle B, , B, ,

B, ve B, C-R smrlar igin agagida verilen matrissel olmayan ifadeler elde edilebilir

(bu ifadelerin ispat1 Ek-1’de verilmistir.):
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207

B, = N (K, + K¢ cos2g, + K sin2¢g,) (3.8.1)
1 .

B, = SNR.N (K, = K¢ cos2¢, — K sin2¢,) (3.8.2)
1 ! ! ! b

B, :W(KO - K¢ cos2¢p, — Kg sin2¢,) (3.8.3)
1 ! ! ! b

B., ZW(KO + K¢ cos2¢, + Kg sin2¢,) (3.8.4)

a

Bu ifadelerde SNR sinyal giiriiltii oranin gostermektedir: SNR =

o’
K,, Ke, K, Ky, K¢ ve K¢ katsayilart ¢, fazina bagli degildir (bu katsayilar siniisiin
o, frekansina, f, soniim katsayisina ve N Ornek sayisina baghdir) ve asagidaki

bi¢imde verilmektedir:

_ X11+X22 _ Xu_xzz
0~ c =
2(X11X22_X122) 2(X11X22_X122)
__L K!_ X1,1+x£2
S = 2 (. I 1 2
X11X22_X12 2(X11X22_X12)
' X1’1_X£2 K'! = X1,2

Cc S

2(X1'1X£2_X1'22) X1'1X£2_X1'22

Burada X, , X,, X,,, X{,, X{, ve X, biyiklikleri asagida gosterilen (3.8.5)-
(3.8.10) ifadeleriyle verilmektedir:

(rz _Cz)(r1 +C1)2 _2(r1 +C1)SISZ +(F2 +Cz)812

X, =0 +Cy) - T _cis: (3.8.5)
X, =3, - 2(C,C, —rlrFZQ)S1 ;(rfsz C’+S/)S, (3.86)
2 T V2 T Y
X, =(T, ~C, )~ (T, +C, )T, —(:1)2r—2 2_(1;12—_09128182 +(T, -C,)S; (3.87)
=6 =5,
X! (T, +C,)- (T, —C,)T, +C,)> =2(T', + C,)S,S, + (T, +C,)S; (3.8.8)

Ty —Co =S,
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Z(FOFI B C0C1)S1 - (rlz B Clz + 812 )So

X}, =S, - 0 _cl_g (3.8.9)
0 0 0
, r,+C,)T, -C,)*-2I, -C)S,S, +(T, —C,)S;
X22:(1—~2_C2)_( 0 0) 1 1)1—‘2 _(CIZ_SIZ 0~1 ( 0 0 1 (3810)
0 0 0
Bu ifadelerde r =0, 1,2 ve oo = 2w, olmak lizere

L=y Ztre‘”’“‘ (3.8.11)

C, = N Zt e " cos(Swt) (3.8.12)

S, = N”‘ Zt e /" sin(Sat) (3.8.13)

kisaltmalar1 kullanilmistir.

(3.8.1)-(3.8.4) ifadelerinin sag taraflarindaki ilk terimlerden genlik smnirinin
genlikten bagimsiz oldugu; faz, sonliim katsayisi ve frekans smirlarinin sinyal giiriiltii
oran1 SNR ile ters orantili oldugu; genlik ve faz smirlarinin veri sayist N ’nin birinci
kuvveti biciminde azaldigi; soniim katsayisi ve frekans sinirlarinin N ’nin iglincii
kuvveti biciminde azaldig1 goriilmektedir.

(3.8.1)-(3.8.4) ifadeleri C-R smirlarmin siniisiin ¢, baslangi¢ fazina olan
bagliliklarini basit bir bigimde vermektedir. Bu ifadelerden ¢, faz acis1 degisirken her

bir smirin alacagi en kotii ve en iyi degerler ve bu degerlere karsilik diisen kritik faz
degerlerini veren ifadeler kolayca bulunabilir. Bu ifadeler Boliim 3.8.3’te verilmis ve
alcak frekans durumu i¢in incelenerek basit ifadelere indirgenmistir.

Kritik faz degerleri yansiz kestiricileri veren pratik sistemlerin bagarimini test
etmede en kotii ve en iyi kestirim senaryolarini olusturmada kullanilabilir.

(3.8.1)-(3.8.4) ifadelerinden daha fazla yorum yapmak mimkindir. (B, )

max

(B, )min genlik st B, “mn en biiyiik ve en kiigik degerini, (B, ), ve (B,)

max min

smirt B, m en biiyik ve en kiigik degerini gostermek lizere asagidaki esitlikler

saglanir:
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(Bao )max (Bao )min
(B(ﬂn )max = a—oz ve (B(ﬂn )min = a—g

Benzer sekilde, (B, ). ve (B ), sonim katsayist siir1 B, “m en biytik ve
en kiigiik degerini, (B, )., ve (B, )., frekans smir1 B, i en biyiik ve en kiigiik

degerini gostermek tlizere asagidaki esitlikler saglanir:
(Bwu )max = (Bﬁu )max ve (Bwo )min = (Bﬁo )min

En biiyiik genlik sinirin1 veren kritik faz degerinde faz sinir1 en kiiglik degerini

alir, en kiiciik genlik smirin1 veren kritik faz degerinde faz sinir1 en biiyiik degerini alir:

{¢0 . B(/’o = (B(po )max} = {500 : Bao = (Bao )min}

{{DO : B(po = (B(on )min}> = {{Do : Bao = (Bao )max}

Benzer sekilde, en biiyiik soniim katsayisi sinirint veren kritik faz degerinde
frekans sinir1 en kiiciik degerini alir, en kiigiik soniim katsayist sinirin1 veren kritik faz

degerinde frekans sinir1 en biiyiik degerini alir:

{¢0 : Ba)o = (Bm() )max} = {wo : Bﬁo = (Bﬁ() )min}

{¢0 : Bwo = (B{uo )min} = {¢0 : Bﬂo = (Bﬂo )max}

(3.8.1)-(3.8.4) ifadelerinden C-R smirlarinin siniisiin frekans1 @,’a ve siniisiin

sonim katsayis1 f,’a bagliligi agik bir bicimde goziikkmemektedir. Bu bagliliklar

sayisal drnekler yardimiyla asagida incelenmistir.

Ornek 3.8.1: C-R genlik simirinin en biiyiik ve en kiiciik degerleri 6rnek sayis1 N =10

ve soniim katsayist S, =0.1 i¢in Sekil 3.8.1’de gosterilmistir. Sekilde diisey eksen
B, -(1/ 26°)-N garpimini, yatay eksen dw =2, frekans farkmin Q Fourier limiti

(QQ2=27/N) cinsinden degerini (dw/C2 degerini) gostermektedir. Sekilden sinirm en
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biliyiik ve en kiiclik degerleri arasindaki farkin ow/Q <1 bolgesinde oldukca fazla
oldugu goriilmektedir. Sinir bu bolgede siniisiin fazina kuvvetli bir bigimde bagh
olmaktadir. ow/Q >1 bolgesinde s6z konusu fark azalmaktadir. Bu ikinci bolgede
sinirin faza baghlhigi ihmal edilebilir. C-R frekans smirmin en biiyiikk ve en kiigiik
degerleri N =10 ve f, =0.1 icin Sekil 3.8.2’de gosterilmistir. Sekilde diisey eksen
B, -SNR-N * carpimini, yatay eksen dw/Q oranini gostermektedir. Smirm dw/Q <1

bolgesinde faza kuvvetli bir bigimde bagl oldugu goriilmektedir.

Ornek 3.8.2: C-R simirlarinin siniisiin séniim katsayis1 £, ile degisimini gérmek
maksadiyla bir onceki 6rnek A, =0.01, 0.1, 0.5 ve 1 degerleri i¢in tekrar edilmistir.
Sonuglar Sekil 3.8.3 ve Sekil 3.8.4°de gosterilmistir. Sekillerden sinirlarin 3, artarken
arttif1 (diger bir deyisle 1/ S, artarken azaldigi) goriilmektedir. 1/ S, sabiti soniimlii
siniistin etkin siiresi olarak diisliniilebilir. Sekillerden, ayn1 zamanda, belirli bir o,

degeri i¢in sinirlarin en biiyiik ve en kiigiik degerleri arasindaki farkin g, ile arttig1 da

goriilmektedir.
140 :
— C-R SIMIRI, EM KOTU
— R SIMIRI, EM Il
120 .
100 .
[in}
=
= f0 i
i
“y
S @ 1
by
F
o
40 -
20 -

otje]

Sekil 3.8.1. Bir reel soniimlii siniisiin genlik kestirimine iligskin en biiyiik ve en kii¢iik C-R
smirlarmin siniisiin frekanstyla degisimi. Ornek adeti N =10 ve soniim katsayis1 3, = 0.1

alinmistir.
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Sekil 3.8.2. Bir reel soniimlii siniisiin frekans kestirimine iligkin en biiyiik ve en kiiciik C-R
stnirlarmin siniisiin frekansiyla degisimi. Ornek adeti N =10 ve soniim katsayist S, =0.1

almmustir.
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Sekil 3.8.3. Bir reel sonlimlii siniisiin genlik kestirimine iliskin en biiyiikk ve en kiigiikk C-R
stnirlarinin siniisiin frekansi ve soniim katsayis1 f3, ile degisimi. Ornek adeti N =10 alinmustir.
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Sekil 3.8.4. Bir reel soniimlii siniisiin frekans kestirimine iligkin en biiyiik ve en kiiciik C-R
stnirlarinin siniisiin frekansi ve soniim katsayis1 f3, ile degisimi. Ornek adeti N =10 alinmustir.

3.8.3. En Koétii ve En Iyi Durum C-R Smmirlar ve Kritik Faz Degerleri

C-R smurlarm1 ¢, fazinin basit birer fonksiyonu bi¢iminde veren matrissel
olmayan ifadeler Boliim 3.8.2°de verilmistir. Bu ifadelerden soniim katsayis1 ve frekans
parametrelerine iliskin C-R  smirlarinin, ¢, fazinin fonksiyonlar1 bigiminde
diisiiniildiiklerinde, birbirlerinin 77 /2 radyan 6telenmis halleri olduklar1 gériilebilir. Bu
iki smirm en biiyiilk degerleri ve en kiiglik degerleri aynidir ve, aymi zamanda,
sinirlardan biri en bilyiik degerini aldiginda digeri en kiiciik degerini almaktadir, yani,
bir sinira iliskin en kotii (en iyi) faz degeri diger sinira iligkin en iyi (en kotii) faz degeri
olmaktadir. Aym iliski, genlik smir o, ile bélinmek sartiyla, genlik ve faz
parametrelerine iliskin C-R smirlar1 arasinda da vardir. Dolayisiyla, burada sadece
genlik ve frekans parametrelerine iliskin kritik C-R smirlar1 ve bu smurlarla karsilik

diisen kritik faz degerleri lizerinde duracagiz. C-R smirlart ¢, fazinin 7 radyan
periyodu ile periyodik fonksiyonlar1 oldugundan, ¢, (—77 ,%] araliginda alinmasi

yeterli olacaktir.
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Sinirlarin en biiyiik ve en kiiglik degerlerini aldig: kritik ¢, faz degerleri (3.8.1)-
(3.8.4) ifadelerinin ¢, ’a gore tiirevi alinip bu tiirevin sifira esitlenmesi yoluyla kolayca

bulunabilir. (Benzer hesaplamalar (3.1.1) modelinde frekans kestirimine iligkin kritik
faz degerlerinin elde edilmesinde de karsimiza ¢ikmaktadir (Dilaveroglu 1998 ) ).

Her bir siirin ¢, araliginda sadece bir maksimumu ve bir minimumu vardir. S,

genlik simirmin maksimumu ve minimumu:

2
(B ) max = %(Ko + K + Ké) (3.8.14)
2
2; (KO—JKg +K§) (3.8.15)

(Bau )min =

ve bu degerlerle iligkili kritik faz degerleri asagida verilmistir:

K K
Liani[Ks —sgn| —2 |2 K(0
2 K. K. )2

(¢O)max = 1 K (3816)
—tanl(—sJ ,Ke 20
2 C
K
%ta - [K—S] , KC<O
(P0) in = | KC K (3.8.17)
—tan”'| —% |-sgn| -5 |Z ,Ke >0
2 K, K, )2

B, frekans smirmin maksimumu ve minimumu:

Bo)mx = oo [K +4/ K¢ +K j (3.8.18)

SNR N’

(Boy ) min = ( - Ke ) (3.8.19)

SNR N’

ve bu degerlerle iligkili kritik faz degerleri asagida verilmistir:



%tan'1 (%}— sgn[%}% K (0
@0)mas =1 | K < ¢ (3.8.20)
—tan”' (—S ,Ke >0
C
—tan”' [K—S) K (0
(20) min v (3.8.21)
—tan 1[& -s [&J— K: =0
T gn| — sNe =
Ke c )2
Bu ifadelerde
T I x>0
tan~' (. -——,—, sgn(Xx) =
()e{ 2 2} en(x) {—1 X<0

seklinde tanimlanmustir.

3.8.4. Alcak Frekans Durumu: En Kétii ve En Iyi Durum C-R Smirlan ve Kritik

Faz Degerleri icin Basit ifadeler

C-R genlik ve frekans simirlarinin en kotli ve en iyi durum degerleri ile bu
degerlere karsilik diigen kritik faz degerlerini veren (3.8.14)-(3.8.21) ifadeleri elde
edildikten sonra, algak frekans durumu icin bu ifadelerde goziiken frekansa baglh

fonksiyonlar @, =0 civarindaki Taylor serileri cinsinden yazilmistir. Cebirsel
islemlerden sonra, kii¢iik @, degerleri i¢in, asagidaki basit ifadeler bulunmustur: Genlik

kestirimi i¢in:

m

(B, )min =m+o[|\|5w] (3.8.22)

(B, ) M (NSw)® + O[Nsw| ™ (3.8.23)
@I (1/20%)N

(#) i = P(NS®)* + O[NSw] (3.8.24)

(By) v = % + p(NSw)’ + O[NSaf (3.8.25)
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Frekans kestirimi icin:

m -2
Bo)min = sur s (V@) +0[1] (3.8.26)
(B, ) M (Nsw) ™ +O[Ndw|™ (3.8.27)
@M T SNR.IN
(#0)min = P (NSw) +O[NSw] (3.8.28)
(By) =%+ p'(NSw) + O[NSw] (3.8.29)

M,m,p,M,m ve p tanimlari Ek-1’de verilmistir. Bu sabitler @, frekansindan
bagimsizdir ve sadece [, soniim katsayisina ve N toplam Ornek sayisina baghdir.
Yaklagik smirlarin @, i ters kuvvetlerine olan baghiliginin Now ¢arpimi yoluyla
olmasi, smirlarin o,’dan ziyade NJw’m kiigiik olmasi halinde biiylik olacagim
gostermektedir. Bu ise, @, n kii¢iik olmasi1 durumunda, toplam veri sayist N ’'nin

Oonemini gostermektedir.

(3.8.22) ve (3.8.25) ifadeleri, kiiciik o, frekanslar i¢in, en biiylik C-R genlik (faz)

(Now)™®

sinirmin N ve bu sinira iligkin kritik faz degerinin (Ndw)® ile, en kiiciik C-R

genlik (faz) sinirinin ﬁ ve bu smira iliskin kritik faz degerinin (Ndw)® ile dogru

orantili oldugunu gostermektedir.

(3.8.26) ve (3.8.29) ifadeleri, kiiciik o, frekanslar1 igin, en biiyiikk C-R frekans

(NSw)™

(soniim katsayist) sinirinin .

ve bu sinira iliskin kritik faz degerinin (Now) ile,

(Now)™

en kiiciik C-R frekans (soniim katsayisi) sinirimin NE ve bu sinira iliskin kritik faz

degerinin (Now) ile dogru orantili oldugunu gostermektedir.
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3.8.5. Alcak Frekans Durumu: En Koétii ve En Iyi Durum C-R Smmirlan ile Kritik
Faz Degerleri icin Basit Kapah-Bicim ifadeler

(3.8.14)-(3.8.21) ifadeleriyle verilen en iyi ve en kotli durum genlik ve frekans

sinirlart ile bu smnurlara karsilik diisen kritik faz degerleri siniisiin frekans: @, ’1n kiigiik
degerleri i¢in toplam 6rnek sayis1 N ve siniisiin soniim katsayis1 g, ile ilgili asagidaki

varsayimlar altinda oldukca sadelestirilebilir:

Al) N’e PN,
A2) B,(1.

Al varsayimi siniisiin soniimlenene kadar orneklendigini sdylemektedir; yani,
toplam Ornek sayisi yeteri kadar fazla olmalidir. A2 varsayimi siniisiin soniim
katsayisimin kiigiik oldugunu sdylemektedir. Bu varsayimlarin temelinde hizla sénen
yiiksek soniim katsayili bir siniisiin parametre kestiricilerinin muhtemelen yanlh olacagi,
dolayisiyla, C-R smirlarinin uygulanamayacagi diisiincesi yatmaktadir.

Wigren ve Nehorai (1991) tarafindan ayn1 varsayimlar, biiytlik toplam 6rnek sayist
ve disiik sonlim katsayisi, altinda beyaz Gauss giiriiltii i¢indeki ¢ok sayida soniimlii
siniisten olusan daha genel bir sinyal modelinde bilinmeyen parametrelerin kestirimine
iliskin C-R sinir ifadeleri i¢in basit ifadeler tiiretilmistir.

En koétii ve en iyi durum C-R smirlarini ve bu sinirlara karsilik diisen kritik faz
degerlerini veren (3.8.14)-(3.8.21) ifadelerinin @, — 0 iken hakim olan terimleri
Bolim 3.8.4’te (3.8.22)-(3.8.29) basit ifadeleri ile verilmistir. Bu terimlere Al ve A2
varsaymmlar1 tatbik edilirse, kiiciik @, degerleri i¢in, asagidaki basit kapali-bicim

(asimtotik) ifadeler bulunur (ara islemler Ek-1"de verilmistir.): Genlik kestirimi i¢in:
“o

B =3202 4,
(Bay ) imax Uﬂ(ﬂ

0

J_ +0loy* ] (3.8.30)

(Ban)min :60-2130 +O[a)§] (3831)
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3
T 1| o,
=———| — 3.8.32
(¢O)max 2 4(ﬂ0j ( )
1 3
@,
=] — 3.8.33
(¢0)mm 4(ﬂOJ ( )
Frekans kestirimi igin:
3 -4
(B ) =) @0 | O] (3.8.34)
0 SNR 5,
4,83 o, -
B =02 01 3.8.35
) i 2] w0l 3839
T 3w,
= 3.8.36
(¢O)max 2 Zﬁo ( )
3w,
=== 3.8.37
(¢0)mm Zﬁo ( )

Asimtotik smirlarin @,’a olan baghhgr @,/ f, aracilifiyladir. Sinir degerleri
®,'dan ziyade @,/p, degeri kiigiik oldugunda biiyiik olacaktir. Bu, @, kiigiik
oldugunda biiyiik 1/ S, a sahip olmanin 6nemini gdstermektedir.

(3.8.30)-(3.8.37) ifadeleri en kotii ve en iyi C-R sinirlarinin ve bu smirlara karsilik
diisen kritik faz degerlerinin siniisiin frekansina ve sonlim katsayisina olan bagliligini
oldukea basit bir bicimde vermektedir.

(3.8.30) ve (3.8.31) ifadeleri kii¢iik @,, Al ve A2 varsayimlar1 altinda genlik

parametresinin kestirimine iligkin en 1yi C-R smirinin S, ile ve en kétii C-R simirmin
B, (@, B,)"° orantili oldugunu gostermektedir.

(3.8.34) ve (3.8.35) ifadeleri kiiciik @,, Al ve A2 varsaymmlar1 altinda frekans
parametresinin kestirimine iliskin en iyi C-R smirmin £; (@, / 3,)” ile ve en kotii C-R

stirmin B, (@, / ,)" ile orantili oldugunu gostermektedir.
(3.8.32) ve (3.8.33) ile (3.8.36) ve (3.8.37) ifadeleri kiigiik o,, Al ve A2

varsayimlar altinda genlik parametresinin ve frekans parametresinin kestirimine iligkin

kritik faz degerlerinin @, / f, ile orantili oldugunu gostermektedir.
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Al, A2 ve biiylik @, varsayimlar1 altinda (Wigren ve Nehorai 1991)’de tiiretilen

C-R sinir ifadeleri karsilastirma yapmak amaciyla asagida verilmistir: Genlik kestirimi

i¢in:
B, = 80’ B, (3.8.38)
Frekans kestirimi i¢in
3
o = % (3.8.39)
*  SNR

(3.8.38) ve (3.8.39) ifadeleri @, ve ¢, dan bagimsizdir.
Biiylik @, degerleri i¢in Wigren ve Nehorai (1991) kendi sonuclarini séniimsiiz

sinlis durumu i¢in var olan sonuglarla karsilastirdiginda soniimlii sinlis durumundaki
1/ B, biiyiikliigliniin sénlimsiiz siniis durumundaki N ile aym role sahip oldugunu
belirtmigtir. Bu c¢aligmada elde ettigimiz sonuglar ile soniimsiiz sinlis durumu igin
Dilaveroglu (1998,1999) tarafindan verilen sonuglar karsilastirildiginda aymi iliskinin

kiiciik @, degerlerinde de saglandig1 goriilmiistiir. Wigren ve Nehorai (1991) tarafindan
belirtildigi gibi 1/ £, biiylikliigli soniimlii siniisiin etkin uzunlugu olarak yorumlanabilir.

Ayrica, ifadeler toplam Ornek sayist N ’ye bagh degildir. Bu durum siniisiin
sontimlenene kadar drneklendigini belirten A1 varsayiminin bir sonucudur.
Sayisal ornekler (3.8.30)-(3.8.37) ifadeleriyle verilen basit kapali-bigim C-R sinir

ve kritik faz ifadelerinin A1 ve A2 varsayimlari altinda ow/Q(1 bolgesinin tamaminda

gecerli oldugunu gostermektedir.

Ornek 3.8.3: Toplam ornek sayist N =100 ve séniim katsayist 3, =0.15 durumunu

ele alalim. Genlik kestirimine iliskin en biiylik ve en kiiciik C-R smir degerlerinin
(3.8.14)-(3.8.15) ifadeleriyle verilen gercek (tam) ve (3.8.30)-(3.8.31) ifadeleriyle
verilen asimtotik degerleri Sekil 3.8.5°te gosterilmistir. Frekans kestirimine iliskin en
biiyiik ve en kiiciik C-R smir degerlerinin (3.8.18)-(3.8.19) ifadeleriyle verilen gercek
ve (3.8.34)-(3.8.35) ifadeleriyle verilen asimtotik degerleri Sekil 3.8.6’da gosterilmistir.
Sekillerdeki yatay stirekli egriler sinirlarin gercek degerlerini ve yatay kesikli ¢izgiler
asimtotik degerlerini gostermektedir. Sekillerde ayrica (Wigren ve Nehorai 1991)

kaynaginda verilen ve burada (3.8.38)-(3.8.39) ifadeleriyle tekrarlanan asimtotik C-R



54

sinir degerleri yatay noktali ¢izgiler ile gosterilmistir. Sekillerde diisey eksen
oranlanmig C-R smirlarini, yatay eksen ow frekansmin Q Fourier limiti (Q=27/N)
cinsinden degerini (dw/Q degerini) gostermektedir. Asimtotik en kotii ve en iyi C-R

siir degerlerinin gercek degerleri dw/Q(1 (Fouirer limitinin altindaki frekans farklarr)

bolgesi i¢in oldukc¢a yakin bir bigimde izledigi goriilmektedir.

Ornek 3.8.4: Toplam 6rnek sayis1t N = 60 ve soniim katsayist 3, = 0.3 durumunu ele

alalim. Genlik kestirimine iligkin kritik faz degerlerinin (3.8.16)-(3.8.17) ifadeleriyle
verilen gercek (tam) ve (3.8.32)-(3.8.33) ifadeleriyle verilen asimtotik degerleri Sekil
3.8.7°de gosterilmistir. Frekans kestirimine iliskin kritik faz degerlerinin (3.8.20)-
(3.8.21) ifadeleriyle verilen gergek ve (3.8.36)-(3.8.37) ifadeleriyle verilen asimtotik
degerleri Sekil 3.8.8’de gosterilmistir. Sekillerdeki yatay eksen JSw/Q oranlanmig

frekansini ilgilenilen ow/€)(1 bolgesi icin gostermektedir. Asimtotik degerlerin gercek

kritik faz degerlerini olduk¢a yakin bir bi¢cimde izledigi goriilmektedir.
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Sekil 3.8.5. Bir reel soniimlii siniisiin genlik kestirimine iligkin gercek ve asimtotik en kdotii ve
en iyi durumlardaki C-R smirlarinin siniisiin frekanstyla degisimi. Ornek adeti N =100, séniim

katsayis1 S, =0.15" tir.



55

160 . ' .
— GERGEK
—  ASIMTOTIK
140k \\ - WIGREN ve NEHORAI ]

120

100

a0

B0

BmUxSNRxnﬁ (dE

40

P

.
20t .

/1

.
.

D 1 1 Laoa 1 11
10° 10 10° 10" 10°

B/Ld

Sekil 3.8.6. Bir reel soniimlii siniisiin frekans kestirimine iligkin gercek ve asimtotik en kotii ve
en iyi durumlardaki C-R smirlarmin siniisiin frekansiyla degisimi. Ornek adeti N =100, séniim

katsayis1 S, =0.15 ’tir.
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Sekil 3.8.7. Bir reel soniimlii siniisiin genlik kestirimine iligkin en kotii ve en iyi durumlardaki
gercek ve yaklasik faz degerlerinin siniisiin frekansiyla degisimi. Ornek adeti N =60, séniim

katsayis1 S, = 0.3 diir.
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Sekil 3.8.8. Bir reel soniimlii siniisiin frekans kestirimine iliskin en kotii ve en iyi durumlardaki
gercek ve yaklasik faz degerlerinin siniisiin frekansiyla degisimi. Ornek adeti N =60, séniim

katsayis1 S, = 0.3 diir.

3.9. Iki Kompleks Soniimlii Siniis i¢cin C-R Simir Ifadeleri

3.9.1. Giris

Bu boliimde kompleks beyaz Gauss giriltii igcindeki iki kompleks sontimlii
sinlisten olusan zaman serisi veri modeli (3.1.4) icin genlik, faz, soniim katsayis1 ve
frekans parametrelerine iligkin C-R simirlariin matrissel olmayan ¢oziimsel ifadeleri
elde edilmistir. Coziimsel ifadeler, daha sonra, yeteri kadar biiyiik toplam 6rnek sayisi,
kiiciik frekans farki ve diisitk soniim katsayist durumu icin analiz edilmis ve basit

kapali-bi¢im (asimtotik) ifadeler bi¢iminde sunulmustur.

3.9.2. Coziimsel C-R Smir ifadeleri

A

Cramér-Rao (C-R) teoremi, @;, @,, f,

. ve @;, i.sinisiin, sirasiyla, ¢; genliginin,
@, fazinin, f; soniim katsayisinin ve @; frekansinin herhangi bir yansiz kestiricisi

olmak iizere, her bir kestiricinin varyansi i¢in bir alt sinir verir:
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var{a;} 2B, , var{p;} 2B,

var{f3} B, , var{®,} > B,

B, . B,, B, ve B, smurlari (3.1.4) modeline iliskin Fisher bilgi matrisinin evriginin,
sirastyla, «;, @,, p, ve @, parametrelerine karsilik gelen kosegensel elemanlaridir.
Fisher bilgi matrisinin zel bir bigimde ayristirilmast suretiyle B, , B, , B, ve B, C-

R sinirlan i¢in agagida verilen matrissel olmayan ¢oziimsel ifadeler elde edilebilir (bu

ifadelerin ispat1 Ek-2’de verilmistir.):

o’ c,
B, =— ' 3.9.1
“ N 2(aici _bi2,1 _biz,z) ( )
1 C,
B, = ' 3.9.2
; SNR; -N 2(ac; _biz,l _biz,z) ( )
1 a
B, = ' 393
A SNR; -N® 2(aic; —b2, —b2,) (3:93)
B, ! 4 (3.9.4)

SNR; - N° 2(a,c; —b’, —b’,)

Bu ifadelerde SNR;, i. siniisiin sinyal giiriiltii oranin1 gostermektedir:

2
SNR, =L
o

a;, b, b,, ¢ Kkatsayilar siniislerin frekanslarina, soniim katsayilarina ve toplam

ornek sayisia baglhdir:

~ (C} +812)1"L0 -2(C,C, +S,S)I, +(C; +S§)1"j,2

a, =T, (3.9.5)
b r,,[,-T;

B (CiCy +5,5,)) o —(C] +S7 +CyCy +5,5,)j; +(CoC; +S,5)I},
Tl T

(3.9.6)
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(C,S,-C,5)I;, —(CyS, =C,S)r;, +(C,S, -C, ST,

2
rj,orj,z —FU

~ (Cf +822)ij0 -2(C,C, +8182)F“ +(C12 +Sf)1“j"2
Fj,orj,z _ril

Bu ifadelerde i # j=1,2"dir ve r =0, 1,2 olmak iizere

N
L, :%zkre_mk
> N r+ =
J K
C, = ke cos((@, —,))
k=1
1 & K o
S, = . zkre'””‘%) sin((w, — w, )K)
k=1

kisaltmalari kullanilmaistir.

(3.9.7)

(3.9.8)

(3.9.9)

(3.9.10)

(3.9.11)

(3.9.1)-(3.9.4) ifadelerinden sinirlarin siniislerin ¢, ve @, fazlarina bagl olmadig:

goriilmektedir. Sinirlar siniislerin @, ve @, frekanslarina sadece bu iki frekans degeri

arasindaki fark yoluyla baglidir.

(3.9.1)-(3.9.4) ifadelerinin sag taraflarindaki ilk terimlerden genlik smirlarinin

genliklerden bagimsiz oldugu; faz, sonlim katsayis1 ve frekans smirlarmin ilgili siniisiin

sinyal glirtiltii orani ile ters orantili oldugu; genlik ve faz smirlarinin 6rnek sayist N ’nin

birinci kuvveti biciminde azaldigi; soniim katsayisi ve frekans smirlarimin N ’nin

ticiincii kuvveti bigciminde azaldig1 goriilmektedir.

(3.9.1)-(3.9.4) ifadelerinden bir siniise iliskin sinirlar arasinda

esitliklerinin saglandig1 goriilmektedir. Dolayisiyla, bundan sonraki kisimda sadece

genlik ve frekans sinirlar ile ilgilenilecektir.
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(3.9.1)-(3.9.4) ifadelerinden C-R sinirlarinin siniisler arasindaki frekans farkina ve
siniislerin soniim katsayilarina olan bagliliklar1 acik bir bicimde goéziikmemektedir. Bu

bagliliklar bir sayisal 6rnek yardimiyla asagida incelenmistir.

Ornek 3.9.1: Toplam &rnek sayist N =128 ve séniim katsayilarinin (i) £ =1/N,
B, =1/N, (ii)) B =1/N, B,=05/N, (iii)) g =1/N, B,=3/N ve (iv) B =1/N,
B, =10/N seklindeki dort farkli se¢imi i¢in birinci siniise iligkin oranlanmig C-R
genlik st B, -(1/c*)-N ve oranlanmig C-R frekans stniri B, -SNR,-N ?, sirastyla,

Sekil 3.9.1 ve Sekil 3.9.2°de gosterilmistir. Sekillerde yatay eksen dw = @, — w, frekans
farkinin  Q  Fourier limiti (Q=27z/N) cinsinden degerini (Sw/Q oranini)
gostermektedir. Sekillerden smirlarin frekans farki sifira yaklasirken oldukga arttigi
goriilmektedir. Sinirlar frekans fark: artarken genel olarak azalmakla beraber, bu azalma
sadece Sw/Q <1 bolgesinde 6nemlidir; dw/Q >1 bolgesinde smirlar hemen hemen
sabit kalmaktadir. Kiiciik frekans farklarinda, belirli bir frekans farki degeri i¢in, simirlar

en biiyiik degerini siniislerin soniim katsayilarinin egit olmas1 durumunda almaktadir.

140 :
— MR,=1, NB,=1
— NR,=1,NR.=05
120 1 2 ]
— - NB,=1,NR,=3
~ MR, =T, NR=10
100
[in)
=
~ 80
i
b
< &
a
(un]
40
70
D 1 1 Lol 1 1 1l 1 L1l 1 PR B A W
10 10" 10° 10" 10°

G/Ld

Sekil 3.9.1. iki kompleks siniisten birincisinin genlik kestirimine iligkin C-R sinirinin sindisler
arasindaki frekans farki ile degisimi. Ornek adeti N =128 almmustir ve siniislerin soniim
katsayilari igin dort farkli durum segilmistir.
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Sekil 3.9.2. iki kompleks siniisten birincisinin frekans kestirimine iliskin C-R sinirmin siniisler
arasindaki frekans farki ile degisimi. Ornek adeti N =128 alinmustir ve siniislerin séniim
katsayilart i¢in dort farkli durum segilmistir.

3.9.3.Yakin Frekans Durumu: Basit Kapah-Bicim C-R Simir ifadeleri

(3.9.1)-(3.9.4) sinir ifadeleri iki kompleks siniis arasindaki frekans farki ow ’in
kiiciik degerleri icin toplam 6rnek sayist N ve iki kompleks siniisiin soniim katsayilari

B, (1=12)ile ilgili asagidaki varsayimlar altinda oldukca sadelestirilebilir:

Al: Ne™”N «<<1, i=12 icin.
A2: f,<<1,1=12 i¢in.

Al varsaymu siniislerin soniimlenene kadar 6rneklendigini soylemektedir; yani,
toplam Ornek sayisi yeteri kadar fazla olmalidir. A2 varsaymmi siniislerin sénim
katsayilarinin kii¢iik oldugunu séylemektedir. Pratik parametre kestiricilerinin, genelde,
bu iki varsayim saglandiginda yansiz olduklar1 gézlenmistir. Dolayisiyla, C-R sinirlar1
bu sart altinda uygulanabilir olmaktadir.

(3.9.1)-(3.9.4) ifadelerinin A1 varsayimi altinda asagidaki bigimde sadelestikleri

gosterilebilir (ifadelerin ispat1 Ek-2’de verilmistir.):
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o’(z} -1)(1+12z; - 27,2, cos(dw))

><{4—3zi2 +7) =72 +47{ +192'7;

+97'7 -52'7; + 27} - 11277}

2 2 2 2,52
=27,z2;(1+27)3 - z; —z; +32;2;) cos(ow)

+22°22(1+ 2} 26
B, - 12, i ')fos( )} : (3.9.12)
! 2(z; +z; —22;z; cos(ow))

5 _ 1 (2 -1)’(1+277] - 22,2, cos(6w))’
“ SNR;  2z}(z] +17; 22,2, cos(éw))’

! J

(3.9.13)

Burada i # j =1,2"dir ve z, =e” ve z, =e” kisaltmalar1 kullanilmistir.

(3.9.12) ve (3.9.13) ifadeleri (Yao ve Pandit 1995) kaynaginda tek bir soniimli
siniis durumu i¢in verilen ifadeleri, denklem (34) ve (35), andirmaktadir. Frekans farki
ow’nin bliyiik olmast durumunda, (3.9.12) ve (3.9.13) ifadelerinin (Yao ve Pandit
1995) kaynagindaki ifadelerle yaklasik ayni sonuglar1 verdigi goriilebilir. (ki kompleks
siniis arasindaki frekans farkinin biiyliik olmasi durumunda sinirlarin tek siniisli veri
durumundakine indirgenecegi bilinmektedir.)

(3.9.12) ve (3.9.13) ifadeleri 6rnek sayist N ’den bagimsizdir. Bu durum sinyalin
sontimlenene kadar drneklendigini belirten A1 varsayiminin bir sonucudur.

(3.9.12) ve (3.9.13) ifadeleriyle verilen yaklasik sinir degerlerinin hassashigi
hakkinda bir fikir edinmek i¢in bu ifadelerdeki bagil hatalar toplam 6rnek sayisinin
N =16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024 degerleri icin hesaplanmistir. Siniislerin soniim

katsay1ilar

In10+InN 20
fe|
N N
araliginda diizglin dagilmis bir rasgele degiskenin gerceklenmesi suretiyle saptanmustir.
Siirlarin frekans farkina olan bagimliligmin frekans farkinin Fourier limitinden kiiciik
veya biiyilk olmasina gore farkli ozelliklere sahip olmasindan dolayi, bagil hatalar

frekans farkinin

5w/Q € (0.1,1) ve Sa/Q € (1,N/2)
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araliklarinda olmasi durumlart igin ayr1 ayri ele alinmigtir. Her bir aralik i¢in, frekans
farklar1 s6z konusu aralikta diizgiin dagilmis bir rasgele degiskenin degerleri seklinde
belirlenmistir. Bagil hatalarin 20,000 denemede elde edilen ortalama ve standart
sapmalart Cizelge 3.9.1°de verilmistir. Cizelgedeki sonuclardan, (3.9.12) ve (3.9.13)
ifadelerinin, ¢ogunlukla, smirlarin dogru degerlerine oldukca yakin degerler verdigi
goriilmektedir. Ayrica, bagil hatalara iliskin ortalama ve standart sapma degerleri 6rnek
sayist arttikca azalmaktadir. Bagil hatalarin denemelerde elde edilen maksimum
degerleri Cizelge 3.9.2’de verilmistir. Bu maksimum degerler kiigiik 6rnek sayisi
durumlarinda bile olduk¢a makul seviyelerdedir ve drnek sayisinin artmasiyla daha da
azalmaktadir. Toplam ornek sayis1 16’dan 1024’e artarken maksimum bagil hata
Fourier limitinden daha kiigiik frekans farklar i¢in %30’lardan %0.4’lere diismektedir;

Fourier limitinden daha biiyiik frekans farklar1 i¢in ise, %6.5’dan daha azdir.

Cizelge 3.9.1. Genlik ve frekans sinirlarmin (3.9.12) ve (3.9.13) ifadeleriyle verilen yaklagik
degerlerindeki mutlak bagil hatalarin ortalama ve standart sapmasi (yiizde olarak).

) Frekans Farki, 50/Q

SZ;EI 50/Qe(0.11) 50o/Qe(,N/2)

N Ortalama Standart Ortalama Standart
Sapma Sapma

16 9.6974(:-1_T 2.5242 7.0087¢-2 2.3603¢-1
9.6730e-1* 2.5120 7.3253¢-2 2.4456¢-1
1 4.3288e-1 1.2947 1.3708e-2 6.7094¢-2
4.2506e-1 1.2847 1.5153¢e-2 6.8006¢e-2
64 2.0430e-1 6.2751e-1 2.7590e-3 2.0218e-2
2.0113e-1 6.2367¢-1 3.4137¢-3 2.0033e-2
128 9.6545¢-2 3.0727¢-1 6.6238¢-4 6.0642¢-3
9.5191e-2 3.0559%¢-1 9.2505¢-4 6.0379¢-3
256 4.2857¢-2 1.3862¢-1 1.7389¢-4 2.2067¢-3
4.2349¢-2 1.3797e-1 2.5832¢-4 2.2087¢-3
512 1.8806e-2 5.8115¢e-2 3.8055¢-5 3.1179¢-4
1.8606e-2 5.7808¢-2 6.6831e-5 3.3152¢-4
1024 8.1005e-3 2.5708e-2 1.0784¢-5 8.4280e-5
8.0203e-3 2.5577e-2 1.9821e-5 9.1084¢-5

t: By, .(1/5?)-N oranlanmus genlik sinirina iliskin.

b By, -SGO; -N 3 oranlanmus frekans smirmna iliskin.
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Cizelge 3.9.2. Genlik ve frekans smirlariin (3.9.12) ve (3.9.13) ifadeleriyle verilen yaklasik
degerlerindeki mutlak bagil hatalarin maksimum degeri (yilizde olarak).

Veri Frekans Farki, 5a¢/Q
Sa%m Sw/Qe(0.1,1) w/Qe(,N/2)
16 31.2347 5.9932
31.395% 6.3113
0 17.787 3.8682
17.887 3.8250
64 10.464 1.0616
10.450 9.6371e-1
128 5.2337 5.0550e-1
5.2298 4.9222¢-1
2.1422 1.9098¢-1
256 2.1412 1.9357e-1
1o 1.0645 2.6719¢-2
1.0619 2.4702¢e-2
4.3988e-1 7.2814e-3
1024 4.4011e-1 6.3884¢-3

T Ba, -(1/5?)-N oranlanmis genlik sinirina iliskin.

b By, -SGO; -N 3 oranlanmus frekans smirma iliskin

Al varsaymm altinda elde edilen (3.9.12) ve (3.9.13) ifadeler 6w — 0 iken ve A2
varsayimi altinda asagidaki basit kapali-bi¢im ifadelere indirgenebilir. Genlik kestirimi

igin:

Zazﬂi (60’ +(B +ﬂj)2) ) 212

= O : )
T v gy AR g
+A4B,B,(60” + (B, + 5;)*) =16 B;(B, - )}

Frekans kestirimi igin:

4B’ + (B + B

= - — (3.9.15)
" SNR;(60” + (B, = 5;)°)

Burada i # j =1,2ve SNR, =/ /&’ i. kompleks siniise ait sinyal giiriiltii oranidur.
(3.9.14) ve (3.9.15) ifadelerinden C-R smnir ifadelerinin frekans farki 6w ve

sonlim katsayilar1 S,, f,’ye basit bir bicimde bagli oldugu agik¢a goriilmektedir.
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(3.9.14) ve (3.9.15) ifadelerinden kiigiik frekans farklarinda (0w — 0) C-R
siirlarinin kompleks siniislerin soniim katsayilar esit iken gosterdigi davranis, soniim
faktorii esit degilken gosterdigi davranistan farkli oldugu kolayca goriilebilir.

(3.9.14) ifadesi A1 ve A2 varsayimlari altinda ve dw — 0 iken i. kompleks siniis
(i=1,2) igin C-R genlik (faz) smirinin B, = B, igin B, (dw/B;)° ile orantiliyken,
B, # B, icin B,(B, —B,)° ile orantil ve frekans farki dw’dan bagimsiz oldugunu

gosterir.

(3.9.15) ifadesi Al ve A2 varsayimlari altinda ve dw — 0 iken i. kompleks siniis
(i=1,2) igin C-R frekans (soniim katsayis1) s S, = B, i¢in B’ (dw/ )™ ile
orantiliyken, B3, # 3, icin B’(B, — 3,)" ile orantili ve frekans farki S dan bagimsiz

oldugunu gosterir.

Kompleks siniislerin soniim katsayilar esit iken, asimtotik sinirlarin dw frekans

farkina bagimliligi Jow/ f;’nin ters kuvveti araciligiyladir. Smurlar 6w nin kiigiik
olmasindan ziyade ow/ S, orani kiiciik iken biiyiik olacaktir. Bu, ow kiigiik oldugunda
biiytik 1/ f; ’e sahip olmanin 6nemini gostermektedir.

Boliim 3.8’de bahsettigimiz gibi Wigren ve Nehorai (1991) tarafindan aym
varsayimlar, biiyiik toplam 6rnek sayis1 ve diigiik soniim katsayisi, ve bizim modelimize
ek olarak ow frekans farkinin biiyiikk olmasi varsayimi altinda beyaz Gauss giiriiltii
icindeki ¢ok sayida soniimli siniisten olusan reel ve kompleks veri modellerindeki
bilinmeyen parametrelerin kestirimine iliskin C-R smir ifadeleri i¢in basit ifadeler

tiiretilmistir. Wigren ve Nehorai

SN B, + B, (3.9.16)

olarak varsaymuglardir.

Bu ek varsayim ile i. kompleks siniise ( i=1,2) ait simmirlar (Wigren ve Nehorai

1991)’de asagidaki gibi verilmistir.

B, =204, (3.9.17)
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3
B, = :@ (3.9.18)

Biiytik frekans farklari i¢in yukarida verilen ifadeler ow ’dan bagimsizdir.

C-R smiurlari i¢in elde edilen basit kapali-bigim ifadeler (3.9.14) ve (3.9.15) kiigiik
frekans farklari igin tiiretilmis olmasima ragmen (3.9.16) sartinin bu ifadelerde yerine
konulmasi durumunda ayni zamanda genis frekans araliklari iginde gegerli olacaktir.
Sayisal 6rnekler (3.9.14) ve (3.9.15) basit ifadelerinin gergek C-R sinir degerlerin biitiin

frekans aralig1 degerleri i¢in ¢cok yakindan izledigini gostermektedir.

Ornek 3.9.2: Toplam &rnek sayist N =100 ve séniim katsayilarmin (i) S, =0.1,
B, =0.1ve (i) p, =0.1, p,=0.15, swrasiyla birbirlerine esit oldugu ve

birbirlerinden farkli oldugu iki durumu goz oniine alalim. Birinci kompleks siniise ait C-
R genlik smir1 Sekil 3.9.3’de, C-R frekans sinir1 ise Sekil 3.9.4°de verilmistir. Sekillerde
yatay diiz cizgiler ile gercek smir degerleri, yatay kesikli ¢izgilerle ise (3.9.14) ve
(3.9.15) ifadeleriyle verilen asimtotik sinir degerleri gosterilmistir. Yatay eksen

0w = w, — w, frekans farkinin Q Fourier limiti (Q = 27/N ) cinsinden degerini ( Sw/Q

oranini) gostermektedir. Sekillerden de goriilecegi gibi asimtotik sinir degerlerinin
gercek smir degerlerini ¢ok yakindan izledikleri goriilebilir. Sekillerde ayrica (3.9.17)
ve (3.9.18) ifadeleri de karsilastirma yapmak amaciyla bu sekillerde yatay noktali
cizgilerle gosterilmistir. Sinir egrileri ve yatay noktali cizgiler arasindaki fark ikinci
kompleks siniisiin birincisinden yeterince uzak oldugu durumda C-R sinir1 lizerindeki

etkisini ifade etmektedir.
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Sekil 3.9.3. iki kompleks soniimlii siniisiin genlik kestirimine iliskin gercek ve asimtotik C-R
smirlarmin siniisiin frekanstyla degisimi. Ornek adeti N =100: (a) soniim katsayis1 3, =0.1,

B, =0.1; ve (b) soniim katsayis1 B, =0.1, S, =0.15.
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Sekil 3.9.4. iki kompleks soniimlii siniisiin frekans kestirimine iliskin gercek ve asimtotik C-R
smirlarmin siniisiin frekanstyla degisimi. Ornek adeti N =100: (a) séniim katsayis1 3, =0.1,

B, =0.1; ve (b) soniim katsayis1 B, =0.1, S, =0.15.



68

3.10. Bir Reel Soniimsiiz Siniisiin Frekans Parametresinin Kestirimi
3.10.1. Giris

(3.1.1) modeli ile verilen bir reel soniimsiiz siniisiin frekans parametresinin
kestirimi MLE ve MUSIC yontemi kullanilarak gerceklestirilmistir Ozellikle algak
frekans durumu igin (frekans farkinin Fourier limitinden kiiciik oldugu durum)
kestiricilerin en kotii ve en iyi durum performanslari karsilagtirmali olarak incelenmistir.
Performans kriteri olarak (Dilaveroglu 1991) kaynaginda verilen frekans parametresinin
kestirimine iligkin en kotii ve en iyi durum C-R smirlar1 ve bu simirlara karsilik gelen
kritik faz degerleri kullanilmistir.

Kestiricilerin performansi, sinyal giiriiltii orani, frekans farki ve toplam 6rnek

sayi1st degisirken incelenmistir.
3.10.2. MLE ile Frekans Kestirimi
(3.1.1) modelini burada tekrar hatirlayalim:

y(t) = a, cos(a,t + ¢, ) +e(t), t=12,..,N

Modele dogrusal bicimde bagli olan genlik parametresi «, ve faz parametresi ¢, ’1n

kestirimine iligkin kestirici ifadelerini basit bir bicimde verebilmek i¢in (3.1.1) modelini

dogrusal model y =HO bi¢iminde tekrar yazalim. Bu durumda y,H,0 terimleri

asagidaki gibi elde edilir:

y=[y@®) .. yN)[,  0=[a, a],

cos(®,) sin(@, )
H= ' ' (3.10.1)

cos(w,N) sin(ao,N)
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burada o, = o, cos(¢,) ve a, =—a, sin(¢,) dir.

y Ornek vektorii i¢in @, parametresine bagli PDF asagidaki gibidir:

p(Y;0,) = ———exp(~ 2;2 (y — HO)' (y - HO)) (3.102)

(27c?)

o, frekans parametresinin MLE’si @,, (3.10.2) ifadesini maksimum yapan o, degeri
olarak elde edililir:

@, = argmax(p(y; @,)) (3.10.3)

o

(3.10.3) ifadesinin maksimum olmas1 negatif iistsel fonksiyon icerisindeki
(y —HO)' (y — HO) ifadesinin minimum oldugu durumda gerceklesir. Bu carpim ifadesi

asagidaki bigimde diizenlenebilir:
y I-HMHH)'H)y (3.10.4)

(3.10.4) ifadesinden kolayca goriilebilecegi gibi (y—H®)' (y —HO) ifadesinin
minimum olabilmesi y'H(H'H)'H'y ifadesinin maksimum olmasma baglidir.

Boylece w, frekans parametresi icin MLE asagidaki bicimde yazilabilir:

@, =argmax(y HHH 'H)'H'y) (3.10.5)

@y

Tez calismasinda, (3.10.5) ifadesini maksimum yapan @, degeri 1zgara arama
yontemiyle bulunmustur. Bu yoOntem hakkinda detayli bilgiyi Bolim 3.5.4’te
bulabilirsiniz. Frekans parametresi @, kestirildikten sonra, modele lineer bigimde bagh
olan diger parametrelerin kestirimi olduke¢a kolaylagir.

Kestirilen frekans parametresi degeri @,, H matrisinde yerine konulduktan sonra

A

0= [0?1 a, ]T , a, ve a, parametrelerinin kestiricileri igeren vektor, (3.5.10) ifadesinde

verildigi gibi elde edilir:
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0=H"H)'H"y (3.10.6)

a, ve a, degerleri kestirildikten sonra genlik parametresi ¢, ve faz parametresi

@, i¢in kestirici ifadeleri asagidaki gibi elde edilir:

G, =+a +d; , @, = tanl(— szj (3.10.7)

3.10.3. MUSIC ile Frekans Kestirimi

(3.1.1) modelinde frekans parametresi @, nin kestiriminin MUSIC yontemi ile

yapilabilmesi i¢in modelin (3.6.1) modeli bi¢iminde tekrar yazilabilmesi gerekir. (3.6.1)

modelini burada tekrar hatirlayalim:
yk :A(G)Xk +ek, k :1,...,M

(3.1.1) modeli tek bir deneyden elde edilen 6rneklerden olustugundan dolay1 bu
orneklerin M adet deneyden elde edilmis Ornekler bigiminde tekrar diizenlenmesi
gerekir. Bu diizenleme gergeklestirilmez ise Bolim 3.6.1°de verilen A3 varsayimi
saglanmayacagindan, deney sayisinin sinyal sayisindan fazla olmasi varsayimi, MUSIC
yontemi uygulanamaz. (3.1.1) modeli asagidaki doniisiimler ile (3.6.1) bigiminde
diizenlenebilir.

Oncelikle (3.1.1) modelinde yer alan reel sinyali iki kompleks siniisiin
toplamindan olusan esdegeri biciminde yazalim. (MUSIC yontemi reel degerli veriye,
reel degerli verinin (¢ift sayida) kompleks degerli siniis dalgalarindan olustugu

disiiniilerek uygulanabilir (Stoica ve Eriksson 1995)):

y(t) = %e’““")‘*“’“ +%e““’°‘*“’°) re®, t=12.,N  (3.10.8)
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Dontistim ifadeleri asagidaki bi¢cimde elde edilir:

Ve=ly®) . ykem-Dla@=[ e . e,
T
A(O) = [a(—a)o) a(a)O)]> Xk :[%e_jéﬂoe—j!uok %ej%ej%k:l ,

e, =[e(k) .. ek+m-D], k=1..,N-m+1,M=N-m+1 (3.10.9)

(3.10.9) ifadesinde verilen doniistimlerle (3.1.1) modelinin (3.6.1) biciminde
diizenlenmis acik hali asagidaki gibidir:

y(K) 1 U, e(k)
e’j’”o ejwo _Oe—J(POe—JaJuk .
= 2 + (3.10.10)
. . . ﬂejéﬂoej%k .
y(k+m=1)| [e 1™ D= gimDey f 2 e(k+m-1)

burada m, 2p{2Zm(N +1 sartim1 saglayan bir tamsay1 ve p veri modelindeki toplam
kompleks sinyal sayisidir (incelenen modelde p =2).

o, frekans parametresinin MUSIC kestiricisi @, nin performansi incelenirken m
degeri olarak N /2 secilmistir. Kestirim iglemi agsagidaki adimlar ile gergeklestirilir:
Adim 1:Yeniden diizenlenen modelin otokorelasyon matrisi (3.6.12) ifadesi kullanilarak

elde edilir.

Adim 2: Bu matrise 6zdeger ayristirma yontemi uygulanarak (3.6.5) ifadesinde verilen
G ve S matrisleri olusturulur.
Adim 3: @, asagidaki sozde spektrum fonksiyonunun en yiiksek tepesinin yeri olarak

elde edilir.

1

f(®)=——F—,
a" (0)GG a(w)

w e (0,7) (3.10.11)

Frekans parametresi @, kestirildikten sonra, modele lineer bigimde bagl diger

parametreler (3.10.6) ve (3.10.7) ifadeleri ile elde edilebilir.
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3.10.4. MLE ve MUSIC Kestiricilerin Performans Analizi

Bir reel sonlimsiiz siniisiin frekans parametresinin kestirimine iligkin MLE ve
MUSIC kestiricilerin performansi, C-R smir1 performans kriteri segilerek, sayisal
yoldan karsilagtirmali olarak incelenmistir. (3.1.1) modelinde en koéti durum
@, = (@) V€ €n 1yl durum ¢, =(¢,),;, senaryolar: i¢in kestiricilerin performansi
sinyal giiriiltii orani, frekans farki ve toplam 6rnek sayis1 degisirken incelenmistir.

Her iki durum igin genlik parametresi o, =1 alinmis ve giiriiltii bileseni e(t)
olarak sifir ortalamali reel beyaz Gauss giriiltii kullanilmigtir. MUSIC kestiricisinde
otokorelasyon matrisinin boyutu m = N /2 olarak se¢ilmistir. Benzetim sonuglar1 500

Monte Carlo denemesi icin agagida verilmistir.

2D T T T T T
— C-REINIRI
10 — MLE -
- — - MUSIC

MSE, (dE)

&0 ] 1 ]
-10 0 10 20 30 40 50

SNR, (dE)

Sekil 3.10.1. N=10 ve dw=0.5Q i¢cin MLE ve MUSIC kestiricilerin ortalama karesel
hatalarinin (MSE) sinyal giiriiltii oran1 (SNR ) ile degisimi
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Sekil 3.10.2. N=10 ve ow=1.5Q i¢cin MLE ve MUSIC kestiricilerin ortalama karesel

hatalarinin (MSE) sinyal giiriiltii oran1 (SNR ) ile degisimi

— C-RSINRI
. . — MLE
: ~ — - MUSIC

20 T T T
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120 ' L
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Sekil 3.10.3. N =100 ve J0w=0.5Q icin MLE ve MUSIC Kkestiricilerin ortalama karesel
hatalarinin (MSE) sinyal giiriiltii oran1 (SNR ) ile degisimi
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Sekil 3.10.4. N =100 ve dw=1.5Q i¢in MLE ve MUSIC kestiricilerin ortalama karesel
hatalarinin (MSE) sinyal giiriiltii oran1 (SNR ) ile degisimi
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Sekil 3.10.5. N =10 ve SNR=20dB i¢in MLE ve MUSIC Kkestiricilerin ortalama karesel
hatalarinin (MSE) oranlanmuis frekans farki (ow/Q ) ile degisimi



75

20 T

— C-R SINIRI
— MLE
1 — - MUSIC

=20

-30

MSE, (dE)

-40

A0

60

1" 10° 10

G/l

Sekil 3.10.6. N =10 ve SNR=40dB i¢in MLE ve MUSIC Kkestiricilerin ortalama karesel
hatalarinin (MSE) oranlanmuis frekans farki (ow/Q ) ile degisimi
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Sekil 3.10.7. N =100 ve SNR =20dB i¢cin MLE ve MUSIC kestiricilerin ortalama karesel
hatalarinin (MSE) oranlanmus frekans farki (ow/Q ) ile degisimi
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Sekil 3.10.8. N =100 ve SNR =40dB i¢cin MLE ve MUSIC kestiricilerin ortalama karesel
hatalarinin (MSE) oranlanmus frekans farki (ow/Q ) ile degisimi
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Sekil 3.10.9. 5w/Q=0.5 ve SNR =20dB i¢in MLE ve MUSIC kestiricilerin ortalama karesel
hatalarinin (MSE) toplam 6rnek sayis1 ( N ) ile degisimi
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Sekil 3.10.10. 6w/Q2=0.5 ve SNR=40dB i¢in MLE ve MUSIC Kkestiricilerin ortalama
karesel hatalarinin (MSE) toplam 6rnek sayis1 (N ) ile degisimi
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Sekil 3.10.11. 6w/Q =1.5 ve SNR =20dB i¢in MLE ve MUSIC Kkestiricilerin ortalama karesel
hatalarinin (MSE) toplam 6rnek sayis1 ( N ) ile degisimi
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Sekil 3.10.12. 6w/Q =1.5 ve SNR =40dB i¢in MLE ve MUSIC kestiricilerin ortalama karesel
hatalarinin (MSE) toplam 6rnek sayisi ( N ) ile degisimi

MLE her iki C-R smirim (en kotii durum ve en iyi durum) toplam Ornek sayist
N =10 iken; 0w =0.5Q igin (10dB)-(30dB), 6w =1.5Q2 i¢in (5dB), N =100 iken;
ow = 0.5Q i¢in (0dB)-(20dB), 6w =1.5Q2 i¢in (-10dB) civarindaki SNR degerlerinde
yakalamaktadir.

MUSIC her iki C-R smirimi (en kétii durum ve en iyi durum) toplam ornek sayisi
N =10 iken; ow = 0.5Q i¢in (30dB)-(50dB), 6w =1.5Q2 i¢in (10dB), N =100 iken;
0w =0.5Q ic¢in (15dB)-(40dB), 6w =1.5Q2 icin (0dB) civarindaki SNR degerlerinde
yakindan izlemeye baglamaktadir.

MLE, her iki durum i¢in de, yeterince biiyiikk toplam ornek sayilari i¢in algak
frekans durumunda dahi diisitk SNR degerlerinde ilgili C-R smirin1 yakalamaktadir.

MUSIC’in, her iki durum i¢in de, toplam 6rnek sayisi artarken dahi ilgili C-R
sinirin1 yakalayamadigi goriillmektedir. Bunun sebebi reel siniisiin iki kompleks siniisiin
toplami bi¢iminde diisiiniilmiis olmasidir. Bu yaklasimin kabul edilebilir performans
kaybina sebep oldugu bilinmektedir.

MUSIC’in en kotii durum performanst MLE’ye ¢ok yakin bir davranig sergilerken
en iyi durum performansi incelenen degisken parametrelerin hepsi (sinyal giiriiltii orani,

siniisiin frekans1 ve toplam 6rnek sayisi) i¢in daha yiiksek bir esik degere sahiptir.
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Her iki kestirici i¢in de SNR esik degeri, frekans farki ve/veya toplam ornek

sayist azaldikca artmaktadir.
3.11. iki Kompleks Soniimsiiz Siniisiin Frekans Parametrelerinin Kestirimi
3.11.1. Giris

(3.1.2) modeli ile verilen iki kompleks soniimsiiz siniisiin frekans parametrelerinin
kestirimi MLE ve MUSIC kestirici kullanilarak gerceklestirilmistir. Ozellikle yakin
frekans durumu igin (frekans farkinin Fourier limitinden kiiciik oldugu durum)
kestiricilerin en kotii ve en iyi durum performanslari karsilastirmali olarak incelenmistir.
Performans kriteri olarak (Dilaveroglu 1991) kaynaginda verilen frekans parametresinin
kestirimine iliskin en kotii ve en iyi durum C-R smirlar1 ve bu siirlara karsilik gelen
kritik faz degerleri kullanilmistir.

Kestiricilerin performansi, sinyal giiriiltii orani, frekans farki ve toplam 6rnek

sayist degisirken incelenmistir.
3.11.2. MLE ile Frekans Kestirimi

(3.1.2) modelini burada tekrar hatirlayalim:

2 .
y(t) — Zaiel(witwﬁ) + e(t) , t= 1’2,.”’ N

i=1

Frekans parametreleri @, disinda modele dogrusal bigimde bagli olan genlik
parametreleri «; ve faz parametreleri ¢,, (i =1,2) ,igin kestirici ifadelerini basit bir

bigimde verebilmek amaciyla (3.1.2) modelini dogrusal model y = HO biciminde tekrar

yazalim. Bu durumda y, H,0 terimleri asagidaki gibi elde edilir:



80

ej(UI eja)z

y=[y® .. y\NO, 6=[A AJ, H=| ~ ' G.11.1)

ej(o]N ejsz

burada A =a,e'” ve A, =a,e'” dir.

y ornek vektorii icin @, ve @, parametrelerine bagh PDF asagidaki gibidir:

1 1 .
P(Y:;,0,) = ——r exp(——5 (v ~HO)" (v ~HO)) (3.112)
T O O

o, ve o, frekans parametrelerinin MLE’si @, ve @, (3.11.2) ifadesini maksimum

yapan o, ve @, degerleri olarak elde edilir:

@,,@, = arg max(p(y; @, ®,)) (3.11.3)

O,

(3.11.3) ifadesinin maksimum olmasit negatif iistsel fonksiyon icerisindeki
(y —HO)"(y —HO) ifadesinin minimum oldugu durumda gergeklesir. Bu ¢arpim ifadesi

asagidaki bicimde diizenlenebilir:
y'I-HHH)"'H")y (3.11.4)

(3.11.4) ifadesinden kolayca goriilebilecegi gibi (y—H#) (y—H@) ifadesinin
minimum olabilmesi y"H(H'H)'H’y ifadesinin maksimum olmasmna baghdir.

Boylece @, ve w, frekans parametreleri i¢cin MLE asagidaki bicimde yazilabilir:

@,,®, = arg max(y ' H(H'H)"'H"y) (3.11.5)

o,0,
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Tez calismasinda, (3.11.5) ifadesini maksimum yapan o, ve ®, degerleri iki

boyutlu 1zgara arama ydntemiyle bulunmustur. Bu yontem hakkinda detayli bilgiyi

Boliim 3.5.4’te bulabilirsiniz. Frekans parametreleri @, ve o, kestirildikten sonra,

modele lineer bigimde bagli olan diger parametrelerin kestirimi oldukca kolaylagir.

Kestirilen frekans parametrelerinin degeri @, ve @, H matrisinde yerine

konulduktan sonra (A):[/:\1 Az 1", A ve A, parametreleri igin kestiricileri iceren

vektor, (3.5.10) ifadesinde verildigi gibi elde edilir:
0=(HH)'Hy (3.11.6)

Al ve Az kestirilmis degerleri elde edildikten sonra genlik parametreleri «,,a, ve faz

parametreleri ¢,, ¢, i¢in kestirici ifadeleri asagidaki gibi elde edilir:

@, = tan"'(imag(A, )/ real(A)) (3.11.7)
¢, = tan"'(imag(A,)/real(A,)) (3.11.8)
&, =+/(real(A,))* +(imag(A,))’ (3.11.9)
&, =/(real(A,))* + (imag(A, ))? (3.11.10)

3.11.3. MUSIC ile Frekans Kestirimi

(3.1.2) modelinde o, ve , frekans parametrelerinin kestiriminin MUSIC

yontemi ile yapilabilmesi i¢in modelin (3.6.1) modeli bi¢ciminde tekrar yazilabilmesi
gerekir.

(3.1.2) modeli tek bir deneyden elde edilen 6rneklerden olustugundan dolayr bu
orneklerin M adet deneyden elde edilmis Ornekler bigiminde tekrar diizenlenmesi
gerekir. Bu diizenleme gergeklestirilmez ise Bolim 3.6.1°de verilen A3 varsayimi
saglanmayacagindan, deney sayisinin sinyal sayisindan fazla olmasi varsayimi, MUSIC
yontemi uygulanamaz. (3.1.2) modeli asagidaki doniisiimler ile (3.6.1) bigiminde

diizenlenebilir.
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Dontistim ifadeleri asagidaki bigimde elde edilir:

Vo=l .. yk+m-Dla@=[1 e . ™ A@) =[a@w) aw,)]
X, =|aee a2l [ e, =[ek) .. e(k+m-1)],

k=1..,N-m+1, M =N-m+1 (3.11.11)

(3.11.11) ifadesinde wverilen doniisiimlerle (3.1.2) modelinin (3.6.1) bic¢iminde
diizenlenmis acik hali asagidaki gibidir:

y(k) 1 1 e(k)
ejw] e.lwz j‘Pl jwlk .
- A (3.11.12)
. . a2e1¢2elw2k .
y(k+m-—1)| |elmDa  glmbe. e(k+m-1)

burada m, 2p(2m(N +1 sartin1 saglayan bir tamsayidir. p veri modelindeki toplam
kompleks sinyal sayisidir (incelenen modelde p =2).

®, ve w, frekans parametrelerinin MUSIC kestiricileri @, ve @, nmn
performansi incelenirken m degeri olarak N /2 secilmigstir. Kestirim islemi asagidaki
adimlar ile gerceklestirilir:
Adim 1:Yeniden diizenlenen modelin otokorelasyon matrisi (3.6.12) ifadesi kullanilarak
elde edilir.
Adim 2: Bu matrise 6zdeger ayristirma yontemi uygulanarak (3.6.5) ifadesinde verilen
S ve G matrisleri olusturulur.

Adm 3: @, ve @, asagidaki sozde spektrum fonksiyonunun en yiiksek iki tepesinin

yeri olarak elde edilir.

1

f (6!) A A, >
a" (0)GG a(w)

we(0,27) (3.11.13)

Frekans parametreleri @, ve @, kestirildikten sonra, modele lineer bigimde bagl diger

parametreler (3.11.7)-(3.11.10) ifadeleriyle verildigi bicimde elde edilir.
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3.11.4. MLE ve MUSIC Kestiricilerin Performans Analizi

Iki kompleks soniimsiiz siniisiin frekans parametrelerinin kestirimine iliskin MLE
ve MUSIC kestiricilerin performansi, C-R smir1 performans kriteri secilerek, sayisal
yoldan karsilagtirmali olarak incelenmistir. (3.1.2) modelinde en koéti durum
@, — @, =(09),., ve en iyl durum ¢, —@, =(09),; senaryolar1 i¢in kestiricilerin
performansi sinyal giiriiltii orani, frekans farki ve toplam 6rnek sayisi degisirken
incelenmistir.

Her iki durum i¢in genlik parametresi o, = @, =1 secilmis ve giiriiltii bileseni
e(t) olarak sifir ortalamali kompleks beyaz Gauss giiriiltii kullanilmistir. MUSIC
kestiricisinde otokorelasyon matrisinin boyutu m= N/2 olarak secilmistir. Benzetim
sonuglar1 birinci sinilisiin frekans kestirimine iliskindir ve 500 Monte Carlo denemesi

icin agagida verilmistir.
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Sekil 3.11.1. N=10 ve 0w =0.5Q i¢cin MLE ve MUSIC Kkestiricilerin ortalama karesel
hatalarinin (MSE) sinyal giiriiltii oran1 (SNR ) ile degisimi
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Sekil 3.11.2. N=10 ve ow=1.5Q i¢cin MLE ve MUSIC kestiricilerin ortalama karesel

hatalarinin (MSE) sinyal giiriiltii oran1 (SNR ) ile degisimi
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Sekil 3.11.3. N =100 ve Jdw=0.5Q icin MLE ve MUSIC kestiricilerin ortalama karesel
hatalarinin (MSE) sinyal giiriiltii oran1 (SNR ) ile degisimi
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Sekil 3.11.4. N =100 ve dw=1.5Q i¢in MLE ve MUSIC kestiricilerin ortalama karesel
hatalarinin (MSE) sinyal giiriiltii oran1 (SNR ) ile degisimi
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Sekil 3.11.5. N =10 ve SNR =20dB i¢in MLE ve MUSIC Kkestiricilerin ortalama karesel
hatalarinin (MSE) oranlanmus frekans farki (ow/Q ) ile degisimi
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Sekil 3.11.6. N =10 ve SNR=40dB i¢in MLE ve MUSIC Kkestiricilerin ortalama karesel
hatalarinin (MSE) oranlanmuis frekans farki (ow/Q ) ile degisimi

— C-RSINRI
L — MLE
: — - MUSIC

=20

30FN .
A0k K A 4
1] NN . . i
£0} . - i

MSE, (dB)
/
i

ol P i

aok J

agl 4

100 N e N
10" 10" 10" 100

ol

Sekil 3.11.7. N =100 ve SNR =20dB i¢cin MLE ve MUSIC kestiricilerin ortalama karesel
hatalarinin (MSE) oranlanmus frekans farki (ow/Q ) ile degisimi
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Sekil 3.11.8. N =100 ve SNR =40dB i¢cin MLE ve MUSIC kestiricilerin ortalama karesel
hatalarinin (MSE) oranlanmus frekans (ow/Q ) ile degisimi
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Sekil 3.11.9. 5w/ =0.5 ve SNR =20dB i¢in MLE ve MUSIC kestiricilerin ortalama karesel
hatalarinin (MSE) toplam 6rnek sayisi ( N ) ile degisimi
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Sekil 3.11.10. 6w/Q=0.5 ve SNR=40dB i¢in MLE ve MUSIC Kkestiricilerin ortalama
karesel hatalarinin (MSE) toplam 6rnek sayis1 (N ) ile degisimi
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Sekil 3.11.11. 6w/Q =1.5 ve SNR =20dB i¢in MLE ve MUSIC Kkestiricilerin ortalama karesel
hatalarinin (MSE) toplam 6rnek sayist (N ) ile degisimi
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Sekil 3.11.12. 6w/Q =1.5 ve SNR =40dB i¢in MLE ve MUSIC kestiricilerin ortalama karesel
hatalarinin (MSE) toplam 6rnek sayisi (N ) ile degisimi

MLE, her iki C-R sinirmi1 (en ko6tii durum ve en iyi durum) toplam 6rnek sayisi
N =10 iken; 6w =0.5Q igin (10dB)-(20dB), 6w =1.5Q2 i¢in (0dB), N =100 iken;
ow =0.5Q i¢in (0dB)-(10dB), 6w =1.5Q2 i¢in (-10dB) civarindaki SNR degerlerinde
yakalamaktadir.

MUSIC, en kotii ve en iyi duruma karsilik gelen kritik faz degerlerinin her ikisi
icin de en kotii durum C-R smirmi toplam 6rnek sayist N =10 iken; ow = 0.5Q igin
(20dB)-(30dB), dw =1.5Q i¢in (5dB), N =100 iken; 6w =0.5Q i¢in (5dB)-(15dB),
ow=1.5Q ic¢in (-5dB) civarindaki SNR degerlerinde cok yakindan izlemeye
baslamaktadir.

MLE, her iki durum i¢in de, yeterince biiyiik toplam 6rnek sayilar i¢in yakin
frekans durumunda dahi diisiik SNR degerlerinde ilgili C-R sinirini1 yakalamaktadir.

MUSIC, her iki durum igin de, en kotii durum C-R sinirina yaklasmakta ve
yeterince bilyiik toplam 6rnek sayilari i¢in yakin frekans durumunda dahi diisiik SNR
degerlerinde en kotli durum C-R smirmi yakalamaktadir.

Her iki kestirici i¢in de SNR esik degeri frekans farki ve/veya toplam 6rnek sayisi

azaldikca artmaktadir.
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3.12. Bir Reel Soniimlii Siniisiin Frekans Parametresinin Kestirimi
3.12.1. Giris

(3.1.3) modeli ile verilen bir reel soniimli siniisiin frekans parametresinin
kestirimi MLE ve DMUSIC yéntemi kullanilarak gerceklestirilmistir. Ozellikle algak
frekans durumu igin (frekans farkinin Fourier limitinden kiiciik oldugu durum)
kestiricilerin en kotii ve en iyi durum performanslari karsilagtirmali olarak incelenmistir.
Performans kriteri olarak (3.8.18)-(3.8.19) ifadeleri ile verilen frekans parametresinin
kestirimine iligkin en kotii ve en iyi durum C-R sinirlart ve bu simirlara karsilik gelen
(3.8.20)-(3.8.21) ifadeleri ile verilen kritik faz degerleri kullanilmustir.

Kestiricilerin performansi, sinyal giiriiltii orani, frekans farki, sonlim katsayisi ve

toplam 6rnek sayis1 degisirken incelenmistir.
3.12.2. MLE ile Frekans Kestirimi

(3.1.3) modelini burada tekrar hatirlayalim:
y(t) = a,e " cos(w,t +¢,) +e(t), t=0,...,N -1

Frekans parametresi @, ve [, parametreleri disinda modele dogrusal bi¢imde bagl
olan genlik parametresi ¢, ve faz parametresi ¢,’1in kestirimine iliskin kestirici
ifadelerini basit bir bicimde verebilmek i¢in (3.1.3) modelini dogrusal model y = HO

bigiminde tekrar yazalim. Bu durumda y,H,0 terimleri asagidaki gibi elde edilir:

y=[y©0 .. yN-D], 0=[e, a,]
1 0

H=| ' (3.12.1)

e N cos(w, (N =1)) e MV sin(ew, (N - 1))
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burada «, = , cos(p,) ve a, = —a, sin(p,) dir.

y Ornek vektorii i¢in @, ve B, parametrelerine bagli PDF asagidaki gibidir:

B0y ) =~ exp—— (y-HO) (y-HO)  (3.122)
27o”) 20

®, ve p, parametrelerinin MLE’si @, ve ﬁ’o, (3.12.2) ifadesini maksimum yapan @,

ve B, degerleri olarak elde edilir:

@y B, = arg max(p(y; @y, 3,)) (3.12.3)

9.5

(3.12.3) ifadesinin maksimum olmasit negatif istsel fonksiyon icerisindeki
(y —HO)' (y — HO) ifadesinin minimum oldugu durumda gerceklesir. Bu ¢arpim ifadesi

asagidaki bicimde diizenlenebilir:
y I-HMHH)'H)y (3.12.4)

(3.12.4) ifadesinden kolayca goriilebilecegi gibi (y—HO)' (y—HO) ifadesinin
minimum olabilmesi y"'H(H'H)'H'y ifadesinin maksimum olmasma baghdir.

Boylece w, ve f, parametreleri i¢in MLE asagidaki bi¢imde yazilabilir:

@y, 3, = arg max(y "H(H"H) "H"y) (3.12.5)

@),/

Tez calismasinda, (3.12.5) ifadesini maksimum yapan @, ve f, degerleri iki
boyutlu 1zgara arama yontemiyle bulunmustur. Bu yontem hakkinda detayli bilgiyi
Bolim 3.5.4’te bulabilirsiniz. Frekans parametresi @, ve sonim katsayis1 f,

kestirildikten sonra, modele lineer bicimde baglh olan diger parametrelerin kestirimi

oldukga kolaylagir. Bu parametrelerin kestirimine iligkin Boliim 3.10.2°te elde edilen
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(3.10.6) ve (3.10.7) ifadeleri aynen gegerlidir, tek fark H matrisinin elemanlarinin

olugum big¢imidir.
3.12.3. DMUSIC ile Frekans Kestirimi

Frekans parametresi @, nin kestirimini DMUSIC yontemi ile yapabilmek igin

(3.1.3) modelinde yer alan reel sinyali iki kompleks siniisiin toplamindan olusan

esdegeri bigiminde yazalim:
y(t):%e’j%esll +%ej¢oe52t +e(t), tzo’l,.,,N

burada s, =-4, — jo, ve S, =—f, + jo, kompleks frekanslardir.

(3.1.3) modeli igin (3.7.3) ifadesi ile verilen A 6ngorii matrisi agagidaki bicimde

olusturulur:
1 1 a e(0) ... e(L-1
S; s Z0 g1 0 N s (L-1)
Ao e e 2 1 e" .. e el .. e(L)
. : 0 L im |1 €% . e® : .
gt gltohe 2 e(L-1) .. e(2L-2)

(3.7.8) ifadesinden V, matrisi elde edilir. @, ve f, parametrelerinin DMUSIC

kestiricisi @, ve ,@0 asagidaki sozde spektrum fonksiyonunu maksimum yapan S
kompleks frekans degeri olarak elde edilir. s kompleks frekansi, @, ve p,

parametrelerinin tanim araliklari Gzerinde iki boyutlu i1zgara arama yontemiyle elde

edilir.

&,, B, = argmax !
O F(S)V,'V."E(s)
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3.12.4. MLE ve DMUSIC Kestiricilerin Performans Analizi

Bir reel soniimlii siniisiin frekans parametresinin kestirimine iliskin MLE ve
DMUSIC kestiricilerin performansi, C-R smir1 performans kriteri segilerek, sayisal
yoldan karsilagtirmali olarak incelenmistir. (3.1.3) modelinde en koéti durum

@, = (@) V€ €n 1yl durum ¢, =(¢,),;, senaryolar: i¢in kestiricilerin performansi

sinyal giiriiltii orani, frekans farki, soniim katsayist ve toplam 6rnek sayisi degisirken
incelenmistir.

Her iki durum igin genlik parametresi o, =1 segilmis ve giiriiltii bileseni e(t)
olarak sifir ortalamali reel beyaz Gauss giiriiltii kullanilmistir. DMUSIC kestiricisinde

Ongorii matrisinin boyutu L = (N +2)/2 olarak secilmistir. Benzetim sonuglar1 500

Monte Carlo denemesi icin agagida verilmistir.

— C-R SINIRI

— MLE
— - DMUSIC

MSE, (dE)

SNR, (dE)

Sekil 3.12.1. N =10,0w =0.5Q2 ve NS, =0.01 i¢in MLE ve DMUSIC kestiricilerin ortalama
karesel hatalarinin (MSE) sinyal giiriiltii oran1 ( SNR ) ile degigimi
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Sekil 3.12.2. N =10,6w=0.5Q ve NS, =1 i¢cin MLE ve DMUSIC kestiricilerin ortalama
karesel hatalarinin (MSE) sinyal giiriiltii oran1 ( SNR ) ile degisimi
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Sekil 3.12.3. N =10,00=1.5Q ve NS, =0.01 icin MLE ve DMUSIC kestiricilerin ortalama
karesel hatalarinin (MSE) sinyal giiriiltii oran1 ( SNR ) ile degigimi
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Sekil 3.12.4. N =10,00=1.5Q ve NS, =1 i¢cin MLE ve DMUSIC kestiricilerin ortalama
karesel hatalarinin (MSE) sinyal giiriiltii oran1 (SNR ) ile degisimi
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Sekil 3.12.5. N =100, 0w =0.5Q ve NS, =0.01 i¢in MLE ve DMUSIC kestiricilerin ortalama
karesel hatalarinin (MSE) sinyal giiriiltii oran1 ( SNR ) ile degisimi
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Sekil 3.12.6. N =100,0w=0.5Q ve NS, =1 icin MLE ve DMUSIC kestiricilerin ortalama
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Sekil 3.12.7. N =100, 6w =1.5Q2 ve N, =0.01 i¢in MLE ve DMUSIC kestiricilerin ortalama
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karesel hatalarinin (MSE) sinyal giiriiltii oran1 (SNR ) ile degisimi
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Sekil 3.12.8. N =100,0w =1.5Q ve Nf, =1 i¢in MLE ve DMUSIC kestiricilerin ortalama
karesel hatalarinin (MSE) sinyal giiriiltii oran1 (SNR ) ile degisimi
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Sekil 3.12.9. N =10, SNR=20dB ve Ng,=0.01 icin MLE ve DMUSIC kestiricilerin
ortalama karesel hatalarinin (MSE) oranlanmis frekans farki (6w / Q) ile degisimi
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Sekil 3.12.10. N =10, SNR=20dB ve Ng, =1 i¢cin MLE ve DMUSIC kestiricilerin ortalama
karesel hatalarmin (MSE) oranlanmis frekans farki (6w/ Q) ile degisimi
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Sekil 3.12.11. N =10, SNR=40dB ve Ng, =0.01 icin MLE ve DMUSIC kestiricilerin
ortalama karesel hatalarinin (MSE) oranlanmis frekans farki (6w /Q ) ile degisimi
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Sekil 3.12.12. N =10, SNR=40dB ve Ng, =1 i¢cin MLE ve DMUSIC kestiricilerin ortalama
karesel hatalarmin (MSE) oranlanmis frekans farki (6w/ Q) ile degisimi
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Sekil 3.12.13. N =100, SNR=20dB ve Np, =0.01 icin MLE ve DMUSIC kestiricilerin
ortalama karesel hatalarinin (MSE) oranlanmis frekans farki (dw/ Q) ile degisimi
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Sekil 3.12.14. N =100, SNR=20dB ve Ng,=1 i¢cin MLE ve DMUSIC kestiricilerin
ortalama karesel hatalarinin (MSE) oranlanmis frekans farki (6w /Q ) ile degisimi
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Sekil 3.12.15. N =100, SNR=40dB ve Np, =0.01 icin MLE ve DMUSIC kestiricilerin
ortalama karesel hatalarinin (MSE) oranlanmis frekans farki (6w / Q) ile degisimi
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Sekil 3.12.16. N =100, SNR=40dB ve Ng,=1 i¢cin MLE ve DMUSIC kestiricilerin
ortalama karesel hatalarinin (MSE) oranlanmis frekans farki (6w /Q ) ile degisimi
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Sekil 3.12.17. N =10, 6w/Q=0.5 ve SNR=40dB i¢in MLE ve DMUSIC Kkestiricilerin
ortalama karesel hatalarinin (MSE) Npg, ile degisimi
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Sekil 3.12.18. N =10, ow/Q=1.5 ve SNR=40dB i¢in MLE ve DMUSIC Kkestiricilerin

ortalama karesel hatalarinin (MSE) Npg, ile degisimi
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Sekil 3.12.19. N =100, 6w/Q=0.5 ve SNR=40dB i¢in MLE ve DMUSIC Kkestiricilerin
ortalama karesel hatalarinin (MSE) NJg, ile degisimi



103

20 : :
— CRSINRI
— MLE
SUF L pMusic

Aot i

A0k

RO F

MSE, (dB)

80k

an

gl

ME,

Sekil 3.12.20. N =100, 6w/Q=1.5 ve SNR=40dB i¢in MLE ve DMUSIC Kkestiricilerin
ortalama karesel hatalarinin (MSE) Npg, ile degisimi
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Sekil 3.12.21. 6w/Q=0.5, SNR=20dB ve Ng, =1 i¢in MLE ve DMUSIC kestiricilerin
ortalama karesel hatalarinin (MSE) toplam 6rnek sayis1 ( N ) ile degisimi
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Sekil 3.12.22. 6w/Q=0.5, SNR=40dB ve Ng, =0.01 i¢cin MLE ve DMUSIC kestiricilerin

ortalama karesel hatalarinin (MSE) toplam 6rnek sayis1 ( N ) ile degisimi
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Sekil 3.12.23. 6w/Q=0.5, SNR=40dB ve Ng, =1 i¢in MLE ve DMUSIC Kkestiricilerin
ortalama karesel hatalarinin (MSE) toplam 6rnek sayis1 (N ) ile degisimi
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Sekil 3.12.24. dw/Q=1.5, SNR=20dB ve NS, =0.01 i¢in MLE ve DMUSIC kestiricilerin

ortalama karesel hatalarinin (MSE) toplam 6rnek sayis1 ( N ) ile degisimi
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Sekil 3.12.25. 6w/Q=1.5, SNR=20dB ve NS, =1 i¢cin MLE ve DMUSIC Kkestiricilerin
ortalama karesel hatalarinin (MSE) toplam 6rnek sayis1 (N ) ile degisimi
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Sekil 3.12.26. dw/Q=1.5, SNR=40dB ve NS, =0.01 i¢in MLE ve DMUSIC kestiricilerin
ortalama karesel hatalarinin (MSE) toplam 6rnek sayis1 ( N ) ile degisimi
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Sekil 3.12.27. 6w/Q=1.5, SNR=40dB ve NS, =1 i¢cin MLE ve DMUSIC Kkestiricilerin
ortalama karesel hatalarinin (MSE) toplam 6rnek sayis1 (N ) ile degisimi
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MLE her iki C-R simirmi (en kotii durum ve en iyi durum) toplam 6rnek sayisi
N =10 iken; dw=0.5Q ve NS, =0.01 i¢cin (30dB)-(50dB), dw =0.5Q ve NS, =1
icin (32dB)-(55dB), dw =1.5Q2 ve NS, =0.01 i¢in (5dB), dw =1.5Q ve Ng, =1 i¢in
(10dB) N =100 iken; 6w =0.5Q ve NS, =0.01 icin (20dB)-(35dB), 6w =0.5Q ve
NS, =1 icin (25dB)-(40dB), 6w =1.5Q ve Np, =0.01 i¢in (0dB), ow=1.5Q ve
NS, =1 i¢in (5dB) civarindaki SNR degerlerinde yakalamaktadir.

DMUSIC her iki C-R smirmi (en kotii durum ve en iyi durum) toplam 6rnek

sayist N =10 iken; dw=0.5Q ve NS, =0.01 i¢in (30dB)-(50dB), 6w =0.5Q ve
NS, =1 igin (32dB)-(55dB), 6w =1.5Q ve N, =0.01 i¢in (0dB)-(5dB), dw =1.5Q
ve Ng, =1 icin (5dB)-(10dB) N =100 iken; dw = 0.5Q ve N, =0.01 i¢in (20dB)-
(40dB), 0w =0.5Q ve Np, =1 i¢in (25dB)-(45dB), dw =1.5Q ve Nf, =0.01 igin
(0dB)-(5dB), 6w =1.5Q ve NS, =1 i¢in (5dB)-(10dB) civarindaki SNR degerlerinden

baslamak {izere yakindan izlemeye baslamaktadir.

MLE, her iki durum i¢in de, yeterince biiyiik toplam 6rnek sayilari i¢in al¢ak
frekans durumunda dahi diisiik SNR degerlerinde ilgili C-R siirmni1 yakalamaktadir.

DMUSIC, her iki durum ig¢in de, yeterince biiyiik toplam drnek sayilari icin algak
frekans durumunda dahi diisiik SNR degerlerinden baslamak tizere ilgili C-R smirin1
yakindan izlemektedir. En kotli durum performansi en iyi durum performansia gore
ilgili C-R sinirina daha yakin bir davranis sergilemektedir.

Her iki kestirici i¢in de SNR esik degeri, frekans farki ve/veya toplam 6rnek

sayis1 azalirken ve/veya soniim katsayis1 artarken artmaktadir.
3.13. iki Kompleks Soniimlii Siniisiin Frekans Parametrelerinin Kestirimi
3.13.1. Giris
(3.1.4) modeli ile verilen iki kompleks soniimlii siniisiin frekans parametrelerinin

kestirimi MLE ve DMUSIC yontemi kullanilarak gerceklestirilmistir. Ozellikle yakin

frekans durumu igin (frekans farkinin Fourier limitinden kii¢iik oldugu durum)
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kestiricilerin performanslar karsilastirilmistir. Performans kriteri olarak (3.9.4) ifadesi
ile verilen C-R sinir ifadesi kullanilmistir.
Kestiricilerin performansi, sinyal giiriiltii orani, frekans farki, soniim katsayis1 ve

toplam 6rnek sayis1 degisirken incelenmistir.
3.13.2. MLE ile Frekans Kestirimi

(3.1.4) modelini burada tekrar hatirlayalim:

2 .
y(t) =Y ae el h), t=0,1,.,N -1
i=l
Frekans parametreleri @, ve f; disinda modele dogrusal bicimde bagli olan genlik
parametreleri ¢; ve faz parametreleri ¢,, (i=12), i¢in Kestirici ifadelerinin basit bir

bicimde verilebilmesi i¢in (3.1.4) modelini dogrusal model y = HO bi¢iminde tekrar

yazalim. Bu durumda y, H,0 terimleri asagidaki gibi elde edilir:

y=[y©) .. yN-D[,0=[A AJ.H=| ' (3.13.1)
e(Jwr/fl)(N*l) e(iwrﬁz)(Nfl)
burada A =@’ ve A =a,e'” drr.

y ornek vektori i¢in w; ve f;, (i =1,2), parametrelerine baglh PDF asagidaki gibidir:

1

N
/e

D(Y: 0y 0. B2 ) = — exp(—%(y—Hm*(y—He» (3.13.2)

®; ve p, parametrelerinin MLE’leri @, ve ,Bi, (3.13.2) ifadesini maksimum yapan o,

ve f; degerleri olarak elde edillir:
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@y, 3,y = arg max(p(y; @, ,, B, ) (3.13.3)

(3.13.3) ifadesinin maksimum olmasit negatif iistsel fonksiyon icerisindeki
(y —HO)*(y — HO) ifadesinin minimum oldugu durumda gerceklesir. Bu ¢arpim ifadesi

asagidaki bicimde diizenlenebilir:
y'I-HHH)"'H")y (3.13.4)

(3.13.4) ifadesinden kolayca goriilebilecegi gibi (y—HO) (y —HO) ifadesinin
minimum olabilmesi y H(H'H)'H’y ifadesinin maksimum olmasina baghdir.

Boylece w, ve p; frekans parametreleri icin MLE asagidaki bi¢cimde yazilabilir:

&,,0,,B,,B, = arg max(y H(H'H)'H'y) (3.13.5)
@,0,,5,.5

Tez ¢alismasinda, (3.13.5) ifadesini maksimum yapan @, ve f; degerleri dort
boyutlu 1zgara arama yontemiyle bulunmustur. Bu yontem hakkinda detayli bilgiyi
Boéliim 3.5.4’te bulabilirsiniz. Frekans ve soniim katsayis1 parametreleri @, ve pf;’ler
kestirildikten sonra, modele lineer bicimde bagli olan diger parametrelerin kestirimi
oldukga kolaylasir. Bu parametrelerin kestirimine iligkin Boliim 3.11.2°de elde edilen
(3.11.7) ve (3.11.10) ifadeleri aynen gecgerlidir, tek fark H matrisi elemanlarinin

olusum big¢imidir.
3.13.3. DMUSIC ile Frekans Kestirimi

(3.1.4) modeli icin (3.7.3) ifadesinde verilen A Ongorii matrisi asagidaki bigcimde

olusturulur:
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1 e0) ..  eL-1)
e g% {ale”’l 0 }{1 es .. esi‘“)}r el .. e(L)

S (L-1)

eL-1) .. eC2L-2)

(3.7.8) ifadesinden V, matrisi elde edilir. @, ve p, parametrelerinin DMUSIC
kestiricisi @, ve Bi ’ler asagidaki sozde spektrum fonksiyonunun en biiyiik iki tepe
degerini veren s kompleks frekans degerleri olarak elde edilir. s kompleks frekansi, o,

ve [, parametrelerinin tanim araliklar1 tizerinde dort boyutlu 1zgara arama yontemiyle

elde edilir.

&, B, = argmax !
U F 5V, V. TF(5)

3.13.4. MLE ve DMUSIC Kestiricilerin Performans Analizi

Iki kompleks soniimlii siniisiin frekans parametrelerinin kestirimine iliskin MLE
ve DMUSIC kestiricilerin performansi, C-R sinir1 performans kriteri segilerek, sayisal
yoldan karsilagtirmali olarak incelenmistir. (3.1.4) modelinde kestiricilerin performansi
sinyal giiriiltii orani, frekans farki, soniim katsayilar1 ve toplam 6rnek sayis1 degisirken
incelenmistir.

Genlik parametreleri o, = a, =1 se¢ilmis ve giiriiltii bileseni e(t) olarak sifir
ortalamali kompleks beyaz Gauss giiriiltii kullanilmistir. DMUSIC kestiricisinde 6ngorii

matrisinin boyutu L =(N +2)/2 olarak secilmistir. Benzetim sonuglari birinci siniisiin

frekans kestirimine iligkindir ve 500 Monte Carlo denemesi i¢in asagida verilmistir.



111

R SINIRI
— MLE
op — . DMUSIC

MSE, (dE)

ank

A0 F

£0 1 1 1
-10 0 10 20 30 40 50

SNR, (dE)

Sekil 3.13.1. N =10, ow=0.5Q ve Npg =0.01, NS, =001 icin MLE ve DMUSIC
kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) sinyal giiriiltii oran1 (SNR ) ile degisimi

20 T T T T

— C-R SIMIRI

— MLE
10 — - DMUEIC
|:| L
S0k
)
=
ot
53]
=
30 F
ank
Aot ]
_ED 1 1 1 1 1
10 0 10 20 30 40 &0

SNR, (dE)

Sekil 3.13.2. N =10, o =0.5Q ve NS, =1, NS, =0.01 i¢cin MLE ve DMUSIC kestiricilerin
ortalama karesel hatalarinin (MSE) sinyal giiriilti oran1 (SNR)) ile degisimi



112

R SINIRI
- — MLE
-0k \ — . DMUSIC

20F

30k
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MSE, (dE)
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Sekil 3.13.3. N =10, dw=150Q ve Np =001, NS, =0.01 i¢cin MLE ve DMUSIC
kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) sinyal giiriiltii oran1 (SNR ) ile degisimi

T —— CRSINRI
A — MLE
=gl " — . DMUSIC

20F

30k

MSE, (dE)

B0 F
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-10 0 10 20 30 40 50
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Sekil 3.13.4. N =10, dw=1.5Q ve NS, =1, NS, =0.01 icin MLE ve DMUSIC kestiricilerin
ortalama karesel hatalarinin (MSE) sinyal giiriiltii oran1 (SNR ) ile degisimi
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Sekil 3.13.5. N =100, dw=0.5Q ve Np =0.01, NG, =0.01 icin MLE ve DMUSIC
kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) sinyal giiriiltii oran1 (SNR ) ile degisimi
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Sekil 3.13.6. N =100, 6w=0.5Q ve Ng =1, NS, =0.01 i¢gin MLE ve DMUSIC
kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) sinyal giiriiltii oran1 (SNR)) ile degigimi
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Sekil 3.13.7. N =100, dw=150Q ve Np =0.01, NS, =0.01 i¢in MLE ve DMUSIC
kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) sinyal giiriiltii oran1 (SNR ) ile degisimi
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Sekil 3.13.8. N =100, dw=150Q ve Ng =1, NS, =0.01 i¢in MLE ve DMUSIC
kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) sinyal giiriiltii oran1 (SNR ) ile degisimi
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Sekil 3.13.9. N =10, SNR=20dB ve Ng, =0.01, Ng, =0.01 igin MLE ve DMUSIC
kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) oranlanmis frekans farki (dew/ Q) ile degisimi
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Sekil 3.13.10. N =10, SNR=40dB ve Ng, =0.01, Ng, =0.01 icin MLE ve DMUSIC
kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) oranlanmis frekans farki (dew/ Q) ile degisimi
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Sekil 3.13.11. N =100, SNR=20dB ve Ng, =0.01, NS, =0.01 i¢in MLE ve DMUSIC
kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) oranlanmis frekans farki (dew/Q ) ile degisimi
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Sekil 3.13.12. N =100, SNR=40dB ve Ng, =0.01, Ng, =0.01 i¢in MLE ve DMUSIC
kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) oranlanmis frekans farki (dew/Q ) ile degisimi
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Sekil 3.13.13. N =10, dw/Q=0.5, SNR=40dB ve Ng, =0.01 igin MLE ve DMUSIC

kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) Ng, ile degisimi
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Sekil 3.13.14. N =10, dw/Q=0.5, SNR=40dB ve Ng, =1 i¢in MLE ve DMUSIC

kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) N, ile degisimi
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Sekil 3.13.15. N =10, ow/Q =15, SNR=40dB ve Ng, =0.01 icin MLE ve DMUSIC

kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) Ng, ile degisimi
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Sekil 3.13.16. N =10, 6w/Q=1.5, SNR=40dB ve Ng, =1 i¢cin MLE ve DMUSIC

kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) NJ, ile degisimi
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Sekil 3.13.17. N =100, dw/Q=0.5, SNR=40dB ve Ng, =0.01 icin MLE ve DMUSIC

kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) Ng, ile degisimi
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Sekil 3.13.18. N =100, dw/Q=0.5, SNR=40dB ve Ng, =1 i¢cin MLE ve DMUSIC

kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) N, ile degisimi
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Sekil 3.13.19. N =100, dw/Q=1.5, SNR=40dB ve Ng, =0.01

60

a5l
10

120

— C-R SIMIRI
— MLE
— - DMUSIC

ME,

icin MLE ve DMUSIC

kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) Ng, ile degisimi
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Sekil 3.13.20. N =100, dw/Q=1.5, SNR=40dB ve Ng, =1
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icin MLE ve DMUSIC

kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) N, ile degisimi
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Sekil 3.13.21. dw/Q=0.5, SNR=20dB, NS, =0.01 ve NS, =0.01 igin MLE ve DMUSIC
kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) toplam 6rnek sayisi (N ) ile degisimi
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Sekil 3.13.22. dw/Q=0.5, SNR=20dB, NS, =1 ve Ng, =0.01 i¢in MLE ve DMUSIC
kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) toplam 6rnek sayisi (N ) ile degisimi
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Sekil 3.13.23. 6w/Q=0.5, SNR=40dB, NS, =0.01 ve NS, =0.01 igin MLE ve DMUSIC
kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) toplam 6rnek sayisi (N ) ile degisimi
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Sekil 3.13.24. 6w/Q=0.5, SNR=40dB, NS, =1 ve N, =0.01 i¢in MLE ve DMUSIC
kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) toplam 6rnek sayis1 (N ) ile degisimi
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Sekil 3.13.25. ow/Q =15, SNR=20dB, NS, =0.01 ve NS, =0.01 i¢cin MLE ve DMUSIC
kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) toplam 6rnek sayisi (N ) ile degisimi
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Sekil 3.13.26. ow/Q=1.5, SNR=20dB, Ng, =1 ve NS, =0.01 icin MLE ve DMUSIC
kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) toplam 6rnek sayisi (N ) ile degisimi



124

-a0 T

— CREINRI
— MLE
-6 — . DMUSIC

OF

80k

MSE, (dB)

-100

-0k

S120

130 N —
10" 10° 10

Sekil 3.13.27. ow/Q =15, SNR=40dB, NS, =0.01 ve NS, =0.01 i¢cin MLE ve DMUSIC
kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) toplam 6rnek sayisi (N ) ile degisimi
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Sekil 3.13.28. ow/Q=1.5, SNR=40dB, Ng, =1 ve NS, =0.01 icin MLE ve DMUSIC
kestiricilerin ortalama karesel hatalarinin (MSE) toplam 6rnek sayisi (N ) ile degisimi
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MLE, C-R smirmi toplam ornek sayist N =10 iken; dw = 0.5Q2, NS, =0.01 ve
NS, =0.01 i¢in (15dB), 6w =0.5Q, NS, =1 ve NS, =0.01 i¢in (20dB), 6w =1.5Q2,
NS, =0.01 ve NB, =0.01 i¢in (-5dB), dw =1.5Q2, NS, =1 ve NS, =0.01 icin (0dB)
N =100 iken; 0w =0.5Q, NS, =0.01 ve NS, =0.01 i¢in (10dB), ow=0.5Q,
NS, =1 ve NB, =0.01 i¢in (15dB), dw =1.5Q, NS, =0.01 ve NS, =0.01 igin ((-
10dB), 6w =15Q, Np =1 ve Np,=0.01 i¢in ((-10dB) civarindaki SNR
degerlerinde yakalamaktadir.

DMUSIC, C-R smirmi toplam 6rmek sayist N =10 iken; ow=0.5Q,
NS, =0.01, ve N, =0.01 icin (15dB), 6w =0.5Q, NS, =1 ve N, =0.01 icin
(30dB), dw=1.5Q2, NS, =0.01 ve NS, =0.01 icin (0dB), dw=1.5Q2, NS, =1 ve
NS, =0.01 i¢in (2dB) N =100 iken; 6w =0.5Q, NS, =0.01 ve NS, =0.01 icin
(0dB), dw=0.5Q, NS, =1 ve NS, =0.01 igin (5dB), dw=1.5Q, NS, =0.01 ve
NS, =0.01 i¢in (-5dB), dw=1.5Q, NS, =1 ve Np, =0.01 icin (0dB) civarindaki
SNR degerlerinde yakindan izlemeye baglamaktadir.

MLE, yeterince biiyiik toplam 6rnek sayilari i¢in yakin frekans durumunda dahi
diisiik SNR degerlerinde C-R smirmi yakalamaktadir.

DMUSIC, yeterince biiyiik toplam 6rnek sayilart ig¢in yakin frekans durumunda
dahi diisiik SNR degerlerinden baglamak {izere C-R sinirin1 yakindan izlemektedir.

Her iki kestirici i¢in de SNR esik degeri, frekans farki ve/veya toplam 6rnek

sayis1 azalirken ve/veya soniim katsayisi artarken artmaktadir.
3.14. DMUSIC i¢in Birinci Derece Analizi
3.14.1.Giris
Bu béliimde biiylik toplam 6rnek sayisi, diisiik soniim katsayisi ve algak/yakin

frekans durumunda DMUSIC i¢in birinci derece analizi yapilarak teorik yan ve varyans

ifadeleri elde edilmistir.
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Bir reel soOniimlii sinlis ve iki kompleks sontimlii siniisten olusan veri
modellerinde frekans parametrelerinin kestirimi i¢in teorik ifadelerin performansi

incelenmigtir.

3.14.2. Birinci Derece Analizi

{®, ﬁ} , (3.7.12) ifadesinde verilen f(w, ) fonksiyonunun bir minimum noktasi olsun.

Bu durumda,

o (@, ) =1, (0,p)=0 (3.14.1)
oo 155

HF@PN - _ ¢ (o.py=0 (3.14.2)
P

f, (o, B) ve f 4 (@, B) fonksiyonlarinin {w*, 8*} ger¢ek degerlerinde, " e{w}l,

B e{pB}L,, birinci dereceden Taylor serisine agildiktan sonra (& —@”) ve (B- )

farklar1 agagidaki gibi diizenlenebilir:

[(“:’_a’x)} -~ A™h (3.14.3)
(B-P7)

(3.14.3) ifadesinden frekans parametresinin kestirimine iligkinin DMUSIC ’in yam ve

varyansi asagidaki gibi elde edilir:

bias(®) = E(&@— ") = E[(A"'h,, + Ah,,)]

var(@) = E[(#— »*)*] = E[(A"h,, + A"*h,,)?] (3.14.4)

Burada A" =(A'1)ij,(i,j =12) ve E beklenen deger islevidir. A matrisi ve h

vektori asagida verilmigtir:
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ERCY ) AT
ow 5

=0" aﬂ ="
A= N N (3.14.5)
of 5 (@, B) of 5 (@, )
0w o=w" aﬂ =w"
L B=p" B=p" |
h=[— f, (0", %) —fﬁ(co*,ﬁ”)]r (3.14.6)
A matrisi ve h vektoriiniin elemanlar asagida verilmistir:
d*a)x’ x"‘]Jr\'\]Td a)x, X
A, =2Rq b @AV V@) G147
+¥ (0", f)W,'V, d, (0", 5)
d*a)x’ x"\7+\’\7Td a)x’ X
A, =A, =2Re '*f ) " fT“( ) (3.14.8)
+F (wx,ﬁx)VnJrVn dm,[}(a)xaﬂx)
d, (@, fV, V, dy (@, 57)
A, =2Rel ' por (3.14.9)
+¥ (0", f)V, V, dy(0", 57)
h,, =—2Re[F (0", f)V, 'V, d, (0", 8°)] (3.14.10)
h,, = -2Re[f" (0", BV, V, d, (0", 8)) (3.14.11)

Bu ifadelerde * ve T sirasiyla kompleks eslenik ve devrik sembolleridir.
(3.14.7)-(3.14.11) ifadelerinde yer alan T¥(@*,5"), d, (0*,f"), d,(o",p"),
d, (0", 87), dy(@",p"), d,z(0",B") vektdrleri (3.14.12)-(3.14.22) ifadeleriyle

verilmistir:

r(a)X’ﬂX) — 1 e—ﬂx+ij . e(_ﬁx+ij)(L_l)]T (3‘14‘12)
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>y X x r(wxaﬂx)

)= e 3.14.13
r(o",p") Hr(a)x,,b’x) ( )
¥, p)=[F(",p) (3.14.14)
dm(a)x,ﬂx)=%F(a)x,ﬂ*) (3.14.15)
d, (@, 5) =, (@, B) (3.14.16)
d;,(a)x,ﬁx)=aidw(a)x,ﬂx) (3.14.17)

0]
dg(w*,ﬂ*)=;3?(a>*,ﬁx> (3.14.18)
d, (0", 5)=(d, (0", ) (3.14.19)
d;(w*,ﬁ*):aigdp(w*,ﬁ) (3.14.20)
dm,a(wiﬁ*):éd;(wﬂﬁ*) (3.14.21)

(3.14.15)-(3.14.21) ifadelerinde yer alan tiirev ifadeleri bir vektoriin bir skalere gore

eleman eleman turevidir:

]
O | o o (3.14.22)
06 |06 o6 00

DMUSIC yontemi i¢in elde edilen teorik ifadelerin performansi sayisal Ornekler

yardimiyla incelenmistir.
3.14.3. Birinci Derece Teorik Yan ifadesi icin Performans incelemesi

Boliim 3.14.2°de elde edilen birinci derece teorik yan ifadesinin performansi her
iki model i¢inde, (3.1.3) ve (3.1.4) modelleri, sayisal 6rnekler yardimiyla asagida

incelenmistir. Sayisal 6rnekler 500 Monte Carlo denemesi sonucudur.

Ornek 3.14.1: (3.1.3) modelinde faz parametresinin @, = (¢, ),.,, (en kotii durum) ve

@, = (®,) i (en 1yl durum) degerlerini aldig: her iki durum i¢in de genlik parametresini
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a, =1 ve toplam Ornek sayisint N =100 olarak segelim. Bu kosullar altinda $ekil
3.14.1’de 6w =0.5Q ve Np, =0.01, Sekil 3.14.2’de dw=0.5Q veNp, =1, Sekil
3.14.3’de dw=1.5Q veNpB, =0.01 ve Sekil 3.14.4’te dw/Q2=1.5 ve NS, =1 i¢in
frekans parametresi @,’1in kestirimine iliskin DMUSIC’in ger¢ek yani ve (3.14.4)

ifadesi ile verilen teorik yaninin SNR ile degisimleri verilmistir. En kotii ve en iyi

durum yan ifadeleri ayni sekilde birlikte verilmistir.

Ornek 3.14.2: (3.1.4) modelinde genlik parametrelerinin o, =, =1, faz
parametrelerinin ¢, = ¢, =0, frekans parametrelerinin @, =1 ve ®,=o +ow ve
toplam veri sayisinin N =100 oldugu durumu ele alalim. Sekil 3.14.5’de 6w =0.5Q2,
NS =0.01, NB,=0.01, Sekil 3.14.6’da 6w =0.5Q, NS =1, N, =0.01, Sekil
3.147°de ow=15Q, N =001, NS, =0.01 ve Sekil 3.14.8°te dw/Q=1.5,
NG =1, NpB,=0.01 i¢in birinci soniimlii sinilisiin frekans parametresi ®,’in
kestirimine ilisgkin DMUSIC’in gercek yan ve (3.14.4) ifadesi ile verilen teorik yaninin

SNR ile degisimleri verilmistir.

D15 T T T T T
— DMUSIC
— - TEORIK
01 B
005 B
1 e
A P
- Sy . N
¥ N L T T T e B e o
m Ea e
] T . -
Y
N - \ * i
0.05 : ;
-
Al llr
|
a1t o i
1 1 1 1 1
-10 0 10 20 30 40 &0

SNR, (dE)

Sekil 3.14.1. N =100, 0w =0.5Q ve N, =0.01 i¢in DMUSIC kestiricisinin gercek ve teorik
yaninin sinyal giiriiltii oran1 (SNR ) ile degisimi
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015 T T T T T
— DMUEIC
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Sekil 3.14.2. N =100, 6w =0.5Q ve NS, =1 i¢cin DMUSIC kestiricisinin gergek ve teorik
yaninin sinyal giiriiltii oran1 (SNR ) ile degisimi

0.15 T T T T T
— DMUSIC
— - TEORIK
01 B
3
0O5F .
|
—_ ¥
=) . .,
S [~
= (i == 4:;:1?:"“?"“"“’“'-‘ — —_—— .
]
005 B
01F B
1 1 1 1 1
-10 0 10 20 30 40 A0

SNR, (dE)

Sekil 3.14.3. N =100, dw=1.5Q2 ve NS, =0.01 icin DMUSIC kestiricisinin gergek ve teorik
yaninin sinyal giiriiltii oran1 (SNR ) ile degisimi



131

015

— DMUEIC
01fF — - TEORIK |H
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Sekil 3.14.4. N =100, ow=1.5Q ve N, =1 icin DMUSIC kestiricisinin gercek ve teorik
yaninin sinyal giiriiltii oran1 (SNR ) ile degisimi
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Sekil 3.14.5. N =100, 6w =0.5Q ve Ng, =0.01, NS, =0.01 icin DMUSIC kestiricisinin
gergek ve teorik yaninin sinyal giiriiltii oran1 (SNR)) ile degisimi
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Sekil 3.14.6. N =100, dw =0.5Q ve NS, =1, NS, =0.01 icin DMUSIC kestiricisinin gergek
ve teorik yaninin sinyal giiriiltii oran1 ( SNR) ile degisimi

015 T T T T

— DMUEIC
— - TEORIK
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Sekil 3.14.7. N =100, dw=1.5Q ve Ng, =0.01, NS, =0.01 icin DMUSIC kestiricisinin
gergek ve teorik yaninin sinyal giiriiltii oran1 (SNR)) ile degisimi
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Sekil 3.14.8. N =100, 6w=1.5Q ve Ng, =1, NS, =0.01 i¢in DMUSIC kestiricisinin gergek

ve teorik yaninin sinyal giiriiltii oran1 (SNR)) ile degisimi

3.14.4. Birinci Derece Teorik Varyans Ifadesi icin Performans Incelemesi

Boliim 3.14.2°de elde edilen birinci derece varyans ifadesinin performansi her iki
model i¢in de, (3.1.3) ve (3.1.4) modelleri, sayisal ornekler yardimiyla asagida

incelenmistir. Sayisal 6rnekler 500 Monte Carlo denemesi sonucudur.

Ornek 3.14.3: (3.1.3) modelinde faz parametresinin ¢, = (¢, ), (en kotii durum) ve
@, =(®,) ., (en 1yl durum) degerlerini aldig1 her iki durum icin genlik parametresini
a, =1 ve toplam Ornek sayisint N =100 olarak segelim. Bu kosullar altinda $ekil
3.14.9’da dw=0.5Q ve NS, =0.01, Sekil 3.14.10’da dw =0.5Q ve NS, =1, Sekil
3.14.11°de 6w =1.5Q ve NS, =0.01 ve Sekil 3.14.12°’de dw/Q =1.5 ve NS, =1 igin
bir reel soniimlii siniisiin frekans parametresi @, 1 kestirimine iliskin DMUSIC’in

gergcek varyans ve (3.14.4) ifadesi ile verilen teorik varyansinin SNR ile degisimleri

verilmistir. En k&tii ve en 1yi durum varyans ifadeleri ayn1 sekilde birlikte verilmistir.
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Ornek 3.14.4: (3.1.4) modelinde genlik parametrele «, = a, =1, faz parametrelerinin
@, =@, =0, frekans parametrelerinin @, =1 ve w, =@, + 0w, toplam veri sayisinin
N =100 ve ilk 6rnekleme indisinin N =0 oldugu durumu ele alalim. Sekil 3.14.13’de
ow=05Q, NpF =001, Npg, =001, Sekil 3.14.14’te Sw=0.5Q, Ng =1,
NS, =0.01, Sekil 3.14.15’te 6w =1.5Q, NS, =0.01, NS, =0.01 ve Sekil 3.14.16’da
ow/Q2=1.5, NB =1, NB,=0.01 durumlar igin birinci soniimlii siniisiin frekans
parametresi @, ’in kestirimine iliskin DMUSIC’in varyansmm ve DMUSIC igin (3.14.4)

ifadesi ile verilen teorik varyans ifadesinin SNR ile degisimleri verilmistir.
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-100 : ' :
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Sekil 3.14.9. N =100, dw =0.5Q ve NS, =0.01 icin DMUSIC kestiricisinin gergek ve teorik
varyansinin sinyal giiriiltii oran1 (SNR ) ile degisimi
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Sekil 3.14.10. N =100, dw=0.5Q ve Np, =1 i¢in DMUSIC kestiricisinin gergek ve teorik
varyansinin sinyal giiriiltii oran1 (SNR)) ile degisimi
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Sekil 3.14.11. N =100, dw=1.5Q ve Ng, =0.01 icin DMUSIC kestiricisinin gercek ve
teorik varyansinin sinyal giiriiltii oran1 ( SNR) ile degisimi
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Sekil 3.14.12. N =100, dw=1.5Q2 ve Ng, =1 i¢cin DMUSIC kestiricisinin ger¢ek ve teorik
varyansinin sinyal giiriiltii oran1 (SNR)) ile degisimi
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Sekil 3.14.13. N =100, dw=0.5Q ve NS, =0.01, NS, =0.01 i¢gin DMUSIC kestiricisinin
gercek ve teorik varyansinin sinyal giiriiltii oran1 ( SNR ) ile degisimi
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Sekil 3.14.14. N =100, 6w =0.5Q ve Ng, =1, NS, =0.01 i¢cin DMUSIC Kkestiricisinin
gercek ve teorik varyansinin sinyal giiriiltii oran1 ( SNR ) ile degisimi
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Sekil 3.14.15. N =100, ow=1.5Q ve Ng, =0.01, NS, =0.01 i¢cin DMUSIC kestiricisinin
gercek ve teorik varyansinin sinyal giiriiltii oran1 ( SNR ) ile degisimi
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Sekil 3.14.16. N =100, ow=15Q ve NB, =1, NB, =0.01 i¢in DMUSIC kestiricisinin
gercek ve teorik varyansinin sinyal giiriiltii oran1 ( SNR ) ile degisimi

DMUSIC’in teorik yan ve varyans degerleri gercek yan ve varyans degerlerini
frekans farkinin Fourier limitinin altinda oldugu durumda kabul edilebilir SNR
degerlerinden ((20dB)-(40dB) araliginda veri modeline ve soniim faktorlerine bagh
olarak), iizerindeki bolgede ise diisiik SNR degerlerinden ((0dB)-(10dB) araliginda veri
modeline ve sonim faktorlerine bagli olarak) baslamak iizere c¢ok yakindan

izlemektedir.
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4. ARASTIRMA SONUCLARI ve TARTISMA

4.1. Bir Reel Soniimsiiz Siniisten Olusan Zaman Serisi Veri Modeli

4.1.1. MLE ve MUSIC Kestiricilerin Performans Analizi

Reel beyaz Gauss giiriiltii i¢indeki bir reel soniimsiiz siniisten olusan zaman serisi
veri modelinde frekans parametresinin kestirimi MLE ve MUSIC yontemi kullanilarak
gerceklestirilmistir. Ozellikle, alcak frekans durumu igin kestiricilerin en kétii ve en iyi
durum performanslar1 sinyal giiriiltii orani, frekans farki ve toplam Ornek sayisi
degisirken karsilastirmali olarak incelenmistir. Performans 6lgiitli olarak frekans
parametresinin kestirimine iligskin en kotii ve en iyi durum C-R smnirlar1 kullanilmastir.
Sayisal ornekler yardimiyla her iki kestiricinin performanslari hakkinda asagidaki
sonuglara ulasilmistir:

MLE, her iki durum i¢in de, yeterince biiyiik toplam 6rnek sayilari i¢in algak
frekans durumunda dahi disik sinyal girilti oranlarinda ilgili C-R smirmi
yakalamaktadir.

MUSIC’in, her iki durum i¢in de, toplam 6rnek sayis1 artarken dahi ilgili C-R
sinirin1 yakalayamadig1 goriilmektedir. Bunun sebebi reel siniisiin iki kompleks siniisiin
toplami biciminde diisiinlilmiis olmasidir. Bu yaklagimin kabul edilebilir performans
kaybina sebep oldugu bilinmektedir.

MUSIC’in en koétii durum performanst MLE’ye ¢ok yakin bir davranis sergilerken
en iyl durum performansi incelenen degisken parametrelerin hepsi (sinyal giiriiltii oran,
siniisiin frekans1 ve toplam Ornek sayisi) i¢in daha yiiksek bir esik degere sahiptir.

Her iki kestirici i¢in de sinyal giiriiltii oran1 esik degeri, frekans farki ve/veya
toplam 6rnek sayis1 azalirken artmaktadir.

MUSIC’in performansi, her iki durum icin de, yeterince biiylik toplam Ornek
sayilar i¢in algak frekans durumunda dahi diisiik sinyal giiriiltii oranlarindan baslamak

tizere MLE nin ayn1 durum performansini yakindan izlemektedir.
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4.2. Tki Kompleks Soniimsiiz Siniisten Olusan Zaman Serisi Veri Modeli

4.2.1. MLE ve MUSIC Kestiricilerin Performans Analizi

Kompleks beyaz Gauss giiriiltli i¢indeki iki kompleks soniimsiiz siniisten olusan
zaman serisi veri modelinde frekans parametrelerinin kestirimi MLE ve MUSIC
yontemi kullanilarak gerceklestirilmistir. Ozellikle, yakin frekans durumu icin
kestiricilerin en kotii ve en iyi durum performanslari sinyal giiriiltii orani, frekans farki
ve toplam Ornek sayisi degisirken karsilastirmali olarak incelenmistir. Performans
Olcltii olarak frekans parametresinin kestirimine iliskin en kétii ve en iyi durum C-R
smirlart kullanilmistir. Sayisal ornekler yardimiyla her iki kestiricinin performanslar
hakkinda asagidaki sonuglara ulagilmistir:

MLE, her iki durum i¢in de, yeterince biiyiik toplam 6rnek sayilari i¢in yakin
frekans durumunda dahi diisiikk sinyal giriiltli oranlarinda ilgili C-R smirini
yakalamaktadir.

MUSIC, her iki durum igin de, en kotii durum C-R sinirina yaklagmakta ve
yeterince biiyiik toplam 6rnek sayilari i¢in yakin frekans durumunda dahi en kotii durum
C-R siirmi yakalamaktadir.

Her iki kestirici i¢in de sinyal giiriiltii oram esik degeri, frekans farki ve/veya
toplam 6rnek sayis1 azalirken artmaktadir.

MUSIC’in performansi, her iki durum icin de, yeterince biiylik toplam Ornek
sayilar1 i¢in yakin frekans durumunda dahi diisiik sinyal giiriiltii oranlarinda MLE’nin

en kotli durum performansini yakalamaktadir.
4.3. Bir Reel Soniimlii Siniisten Olusan Zaman Serisi Veri Modeli
4.3.1. Coziimsel C-R Simir ifadeleri
Reel beyaz Gauss giiriiltii igindeki bir reel soniimlii siniisten olugan zaman serisi
veri modeli i¢in genlik, faz, soniim katsayis1 ve frekans parametrelerine iliskin C-R

sinirlarinin matrissel olmayan ¢6ziimsel ifadeleri tiiretilmistir. Bu ifadeler sinirlarin

sinlisiin fazina olan bagliligin1 basit bir bigimde ortaya koymaktadir. Bunun bir sonucu
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olarak sinirlarin faz degisirken alacagi en biiyiik ve en kiigiik degerler ve bu degerler ile
iligkili kritik faz degerleri kolayca elde edilebilir. Sinirlar siniisiin frekansina sadece
frekans farki yoluyla baglhdir.

Genlik smirlarmin genliklerden bagimsiz oldugu; faz, sonlim katsayisi ve frekans
sinirlariin ilgili siniisiin sinyal giiriiltii oranmi ile ters orantili oldugu; genlik ve faz
sinirlarinin toplam 6rnek sayisinin birinci kuvveti bigiminde azaldigi; soniim katsayisi
ve frekans smirlarinin toplam ornek sayismin {igiincii kuvveti bigiminde azaldigi
goriilmektedir.

Soniim katsayis1 ve frekans parametrelerine iliskin C-R sinirlariin, en biiyiik
degerleri ve en kiiclik degerleri aynidir ve, aynt zamanda, sinirlardan biri en biiyiik
degerini aldiginda digeri en kiiciik degerini almaktadir, yani, bir sinira iliskin en koti
(en iyi) faz degeri diger sinira iligskin en iyi (en kotil) faz degeri olmaktadir. Ayni iliski,
genlik sinir1 genligin karesi ile boliinmek sartiyla, genlik ve faz parametrelerine iligkin
C-R smurlar1 arasinda da vardir.

Dolayisiyla, sadece genlik ve frekans parametrelerine iliskin en kotli ve en iyi
durum C-R sinirlarinin davraniglarinin incelenmesi yeterli olmustur.

Coziimsel ifadelerden C-R smirlarmin séniim katsayis1 ve siniisiin frekansina olan
baglilig1 acik bir bicimde goziikkmemektedir. Bu bagliliklar sayisal 6rnekler yardimiyla
incelenmistir.

Sayisal 6rnekler C-R smirlarinin siniisiin frekansinin Fourier limitinden daha
kiicitk olmasi halinde siniisiin fazina kuvvetli bir bicimde bagli oldugunu
gostermektedir. Bu bolgede en kétii ve en iyi durum C-R simirlar arasindaki fark
siniisiin frekans1 azaldikca artmaktadir. Belirli bir frekans degeri i¢in sinirlarin en biiyiik

ve en kiiciik degerleri arasindaki fark soniim katsayisinin artisi ile artmaktadir.

4.3.2. Al¢ak Frekans Durumu: En Kétii ve En Iyi Durum C-R Smirlar ve Kritik

Faz Degerleri icin Basit ifadeler

Sinirlarin algak frekans rejimindeki davranisini daha iyi anlamayabilmek i¢in en
kotii ve en iyi durum C-R sinirlart ve kritik faz degerleri i¢in basit yaklasik ifadeler elde

edilmistir.
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Yaklagik sinirlarin siniisiin frekansinin ters kuvvetlerine olan bagliliginin toplam
ornek sayis1 ve frekans farkinin ¢arpimi yoluyla olmasi, sinirlarin siniisiin frekansindan
daha ¢ok bu c¢arpimin kii¢iik olmasi halinde biiyiik olacagin1 gdstermektedir. Bu ise,
sinlisiin frekansinin kii¢ilk olmasi durumunda, toplam O&rnek sayisinin Onemini

gostermektedir.

4.3.3. Al¢ak Frekans Durumu: En Kétii ve En Iyi Durum C-R Smmrlan ile Kritik
Faz Degerleri icin Basit Kapali-Bicim ifadeler

En kotii ve en 1yi genlik ve frekans sinirlari ile bu sinirlara karsilik diisen kritik faz
ifadeleri siniisiin frekansinin kiiciik degerleri i¢in siniisiin sontimlenene kadar
orneklendigi, yani, toplam 6rnek sayisinin yeteri kadar fazla oldugu ve siniisiin séniim
katsayismmin kiiciik oldugu varsayimlar1 altinda sadelestirilerek basit kapali-bigcim
(asimtotik) ifadeler seklinde sunulmustur. Bu varsayimlarin temelinde hizla sénen
yiiksek soniim katsayili bir siniisiin parametre kestiricilerinin muhtemelen yanlh olacagi,
dolayisiyla, C-R smirlarinin uygulanamayacag diigiincesi yatmaktadir.

Asimtotik C-R smirlarinin ve bu sinirlar ile iligkili kritik faz ifadelerinin siniisiin
frekansma olan bagliligi siniisiin frekansinin soniim katsayisina orani araciligiyladir.
Smir degerleri siniisiin frekansindan daha ¢ok bu oran kiigiik oldugunda biiyiik
olacaktir. Bu, siniisiin frekansi kiiciik oldugunda kiigiik soniim katsayisina sahip
olmanin 6nemini gostermektedir.

Sayisal Ornekler basit kapali-bicim ifadelerin gergek C-R smir degerlerini
ilgilenilen frekans araligi (algak frekans) degerleri i¢in ¢ok yakindan izledigini

gostermektedir.

4.3.4. MLE ve DMUSIC Kestiricilerin Performans Analizi

Reel beyaz Gauss giiriiltii i¢indeki bir reel soniimlii siniisten olusan zaman serisi
veri modelinde frekans parametresinin kestirimi MLE ve DMUSIC yontemi
kullamlarak gerceklestirilmistir. Ozellikle, algak frekans durumu igin kestiricilerin en
kot ve en iyi durum performanslari sinyal giiriiltii orani, frekans farki, soniim katsayisi

ve toplam oOrnek sayisi degisirken karsilagtirmali olarak incelenmistir. Performans
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oOlgiitii olarak frekans parametresinin kestirimine iliskin en kotii ve en iyi durum C-R
siirlart kullanilmigstir. Sayisal 6rnekler yardimiyla her iki kestiricinin performanslari
hakkinda asagidaki sonuglara ulagilmisgtir:

MLE, her iki durum icin de, yeterince biiyiik toplam Ornek sayilari i¢in algak
frekans durumunda dahi diigiik sinyal giiriiltii oranlarinda ilgili C-R sinirlarim
yakalamaktadir.

DMUSIC, her iki durum i¢in de, yeterince biiyiik toplam 6rnek sayilar icin algak
frekans durumunda dahi diigiik sinyal giiriiltii oranlarindan baglamak {izere ilgili C-R
siirini yakindan izlemektedir. En kotii durum performansi en iyi durum performansina
gore ilgili C-R sinirina daha yakin bir davranis sergilemektedir.

Her iki kestirici i¢in de sinyal giiriiltii oran1 esik degeri, frekans farki ve/veya
toplam 6rnek sayis1 azalirken ve/veya soniim katsayisi artarken artmaktadir.

DMUSIC’in performansi yeterince biiyiik toplam 6rnek sayilari i¢in al¢cak frekans
durumunda dahi diisiik sinyal giiriiltii oranlarindan baglamak {izere MLE’nin

performansini yakindan izlemektedir.

4.4. iki Kompleks Soniimlii Siniisten Olusan Zaman Serisi Veri Modeli

4.4.1. Coziimsel C-R Simir ifadeleri

Kompleks beyaz gauss giiriiltii icindeki iki kompleks soniimlii siniisten olusan
zaman serisi veri modeli i¢in genlik, faz, soniim katsayisi ve frekans parametrelerine
iligkin C-R smirlarinin matrissel olmayan c¢oziimsel ifadeleri elde edilmistir. Bu
ifadelerden smirlarin siniislerin fazlarina baglhh olmadigi goriilmektedir. Sinirlar
sinlislerin frekanslarina sadece bu iki frekans degeri arasindaki fark yoluyla baghdir.

Genlik smirlarmin genliklerden bagimsiz oldugu; faz, soniim katsayisi ve frekans
sinirlarinin ilgili siniisiin sinyal giiriiltii oram ile ters orantili oldugu; genlik ve faz
sinirlarinin 6rnek sayis1 toplam 6rnek sayisinin birinci kuvveti bigiminde azaldig;
soniim katsayis1 ve frekans sinirlarinin toplam 6rnek sayisinin tiglincii kuvveti bi¢iminde

azaldig1 goriilmektedir.
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C-R smurlarinin  sintisler arasindaki frekans farkina ve siniislerin  soniim
katsayilarina olan bagliliklar1 agik bir bigimde gozitkmemektedir. Bu baghliklar sayisal
ornekler yardimiyla incelenmistir.

Smirlarin frekans farki sifira yaklasirken oldukga arttigi goriilmektedir. Sinirlar
frekans farki artarken genel olarak azalmakla beraber, bu azalma sadece Fourier
limitinin altindaki bolgede onemlidir; iizerindeki bolgede sinirlar hemen hemen sabit
kalmaktadir. Kiigiik frekans farklarinda, belirli bir frekans farki degeri icin, siirlar en

biiylik degerini siniislerin soniim katsayilarimin esit olmasi durumunda almaktadir.

4.4.2. Yakin Frekans Durumu: Basit Kapah-Bicim C-R Siir ifadeleri

C-R smir ifadeleri iki kompleks siniis arasindaki frekans farkinin kiigiik degerleri
icin siniislerin soniimlenene kadar 6rneklendigi, yani, toplam ornek sayisinin yeteri
kadar fazla oldugu ve siniislerin soniim katsayilarinin kii¢iik oldugu varsayimlar altinda
sadelestirilerek basit kapali-bi¢cim (asimtotik) ifadeler seklinde sunulmustur.

Kiigiik frekans farklarinda, C-R sinirlarinin kompleks siniislerin sontim katsayilari
esit iken gosterdigi davranis, soniim faktorii esit degilken gosterdigi davranmistan farkli
oldugu agikca goriilmektedir.

Kompleks siniislerin soniim katsayilar1 esit iken, asimtotik simirlarin frekans
farkina baglilig1 frekans farkinin ilgili siniisiin soniim katsayisina oraninin ters kuvveti
araciligiyladir. Sinirlar frekans farkinin kii¢iik olmasindan daha ¢ok bu oran kiigiik iken
biiyiik olacaktir. Bu, frekans farki kiiciik oldugunda kiigiik soniim katsayisina sahip
olmanin 6nemini gostermektedir.

C-R sinirlar igin elde edilen kapali bigim basit ifadeler kiiclik frekans farklari i¢in
tiiretilmis olmasina ragmen biiyiik frekans farki (frekans farkinin siniislerin séniim
katsayilarinin toplamindan biiyiik oldugu durum) sartinin bu ifadelerde yerine
konulmasi durumunda ayni1 zamanda genis frekans araliklari i¢inde gecerli olacaktir.

Sayisal 6rnekler kapali-bicim basit ifadelerin gergek C-R sinir degerlerini biitiin

frekans aralig1 degerleri i¢in ¢ok yakindan izledigini gostermektedir.
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4.4.3. MLE ve DMUSIC Kestiricilerin Performans Analizi

Kompleks beyaz Gauss giiriiltii igindeki iki kompleks sonlimlil siniisten olusan
zaman serisi veri modelinde frekans parametrelerinin kestirimi MLE ve DMUSIC
yontemi kullanilarak gerceklestirilmistir. Ozellikle, yakin frekans durumu icin
kestiricilerin performanslar1 sinyal giiriiltii oranmi, frekans farki, sontiim katsayisi ve
toplam 6rnek sayist degisirken karsilagtirmali olarak incelenmistir. Performans o6lgiitii
olarak frekans parametresinin kestirimine iliskin C-R smurt kullanilmistir. Sayisal
ornekler yardimiyla her iki kestiricinin performanslar1 hakkinda asagidaki sonuglara
ulagilmistir:

MLE, yeterince biiyiik toplam 6rnek sayilart i¢in yakin frekans durumunda dahi
diisiik sinyal giiriiltii oranlarinda C-R sinirin1 yakalamaktadir.

DMUSIC, yeterince biiylik toplam 6rnek sayilar i¢in yakin frekans durumunda
dahi distik sinyal giiriiltii oranlarindan baslamak iizere C-R smirmi yakindan
izlemektedir.

Her iki kestirici i¢in de sinyal giiriiltii oran1 esik degeri, frekans farki ve/veya
toplam 6rnek sayisi azalirken ve/veya soniim katsayisi artarken artmaktadir.

DMUSIC’in performansi yeterince biiyiik toplam 6rnek sayilari i¢in yakin frekans
durumunda dahi diisiik sinyal giriiltii oranlarindan baglamak {izere MLE’nin

performansini yakindan izlemektedir.

4.5. DMUSIC i¢in Birinci Derece Analizi

Biiyiik toplam 0Ornek sayisi, diisiik soniim katsayis1 ve alcak/yakin frekans
durumunda DMUSIC igin birinci derece analizi gergeklestirilmistir. Birinci derece
analizi sonucu frekans kestirimine iligkin teorik yan ve varyans ifadeleri elde edilmistir.
Teorik yan ve varyans ifadelerinin performansi her iki zaman serisi veri modeli i¢in
sayisal 6rnekler yardimiyla incelenmistir.

Sayisal drnekler DMUSIC’in teorik yan ve varyans degerlerinin gergek degerleri
frekans farkinin Fourier limitinin altinda oldugu durumda kabul edilebilir sinyal giiriilti
oranlarindan, {izerindeki bolgede ise diisiik sinyal giiriiltii oranlarindan baglamak {izere

cok yakindan izledigini gostermektedir.
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Ek-1
Bir Reel Soniimlii Siniis icin Coziimsel C-R Sinirlari

Matrissel olmayan C-R sinirlan elde edilirken Fisher bilgi matrisi i¢in Dilaveroglu
(2002) tarafindan tiiretilen yeni ifadesi kullamilmistir. Bu ifade, C-R sinin ile sinyal
parametreleri arasindaki bazi iliskilerin kolayca goriilebilecegi bi¢imdedir.

Gauss giiriiltii igerisindeki M adet reel sonlimlii siniisten olugsan zaman serisi veri

modeli asagidaki bicimdedir:

y(t) = x(t) +e(t)

M
yt) =Y aie M cos(mt +¢)+e(t),  t=0l..,N-1 (E.1.1)

i=1

Bilinmeyen parametre vektorii agsagidaki gibi tanimlanir:

Gz[al,(o],ﬂl,a)l,az, .......... , Oy ]T (E.1.2)

Eger giiriiltiin bileseni reel Gauss , N(0,C), PDF’e sahip olursa y 'nin PDF’i N(x,C)
olur, burada x =[x(0), x(1),...,x(N =D]".
6., 8 nimn i.elemanini gostermek tizere, Fisher bilgi matrisinin (i, j). elemani asagidaki

bigimde gosterilebilir:

@), = Re{(ﬁ% o jH C” (5)‘ 50 j} (E.1.3)

Burada 6(%& kismi turev ifadesidir.

J={J;,:1,j=12,.,M} olmak iizere boliintiilenebilir. Burada J J matrisinin

i,j?

4x4’lik [i, j]. blok matrisidir:
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Ji, :EDiQiWLjQzDJ. (E.1.4)

burada

Di = diag{l’ai,ai,ai}9 Qi ZlQi 0!]) Qil =|: CO'S(pi Sinwi :| ,

—sSme,; COSQ;
W, =RelZ,; +Z] ;]

L]

gi,i’o jéti,j,O éi,j,l j‘fi,j,l

_| iGi0 Sigo —IG S
. §i~i,2 j‘):i.j,z ‘fi,j,s jfi,j,s
-G, S —iSs Gis

&0 =v(n) C ()

& =)y cv(r)

&, =v'(@) ()
lon

égi,j,s :‘I’(Tu) l‘l’,(T,)

= [1,T,...,TN71]T , \II'(Z'): z‘d‘(ljl—(z-) ve Z-i — e’ﬂiJrjwi
T

éil,j,o jézil,j,o ézil,j,l jé:i,,j,l
jfi',j,o _fi',j,o jfi',j,l _§i’,j,1
éai,,j,z jéil,j,z gi',jj jé:il,j,a
jgi’,j,z _fi’,j,z jfi’,j,s _§i"j,3

z, =

&o=vwir)C 1\IJ(T,)
éiilﬁl - Tl TC v (TJ)

=V TC Ty Z'J)
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éi,,j,S = \I’,(Ti )T C_l‘l’l(fj )
J7'  matrisinin 4x4’liik [i, j].blok matrisi:
J" =2D/'Q;W" QD' (E.1.5)
burada W', W' matrisinin 4x4°liik [i, j]. blok matrisidir.
i. soniimlii reel siniisiin bilinmeyen parametrelerine ait C-R smrlart J™"’in i.
kosegen blok matrisinin kosegen elemanlarina esit olacaktir:
J" =2D;'Q,W"Q/D;’ (E.1.6)
M =1 ve giiriiltii bileseninin PDF’i N(0,0°I) olmast durumunda (tez
calismasinda incelenen reel beyaz Gauss giiriilti i¢indeki bir reel soniimlii siniis
durumu) Fisher bilgi matrisi yukarida anlatildig1 bicimde (6zel bir bi¢cimde) yazilarak

sinyal parametrelerinin kestirimine iligkin ¢6zlimsel C-R smirlar1 agagidaki bigimde

elde edilmistir:

r,o=e i  y(r)= [Le*ﬂoﬂwo ,___’e(fﬁmwo)(N—l)]T

v'(z,)=[o,e i (N =1 Arien

Ifadelerin basitlestirilmesi i¢in asagidaki tanimlamalar yapilirsa (@ = 2m,):

1
N r+l

N-1 1 N-I
dte? C, = D te? cos(Sar), S, =
t=0

r+l
N™ =

I, =

r+l

N-1
D te ™ sin(Swt)
t=0

1 1 1 1
51,1,0 =77 Nro 5 51,1,1 =" N 21—11 > 51,1,2 =" N 2F1 > 51,1,3 =" N 3F2
() (o2 () ()
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L i, I in,

l - jFo 1—10 - jrl Fl
B 0_3 L i L, in
-j, I, -, T,

D, =diag{LLN,N}, D, ={l,¢,,2,,2,}

' 1 H 4 1 i !
51,1,0 =" N(Co + JSO)> 51,1,1 = NZ(Cl + JSI)’ §1,1,2
(o2 (o2

, 1 .
51,1,3 =" N 2(Cz + JSz)
(o2

(Co+1iSy)  JCy+JSe)  (C+1]S))
N D j(Co+jSo) _(Co+jso) j(C1+j81)

7, =— . . . .
o o’ § (Cl + JSI) J(Cl + JS1) (Cz + Jsz)
JC+iS)  (C+]S)  J(C,+]S,)
r,+¢, -S, TI+Cl -5
- =lD -S, Ir,-C, -5, I-C,
Mg N +C, =S, TI,+C, -8,

_Sl rl_Cl _Sz rz_Cz

N
Wl,l = ?DN FCSDN

r,+¢, -s5, TI,+Cl -5
_So ro_Co _Sl rl_Cl

I +C, -S, I,+C, =S,
_Sl rl _Cl _Sz rz _Cz

I'CS =

2
W = %DQFCS*‘D;}

N

1 .
_2N2(C1 + JSI)’
(o2

J(C +18)

(C, +]S)

jC,+isy [ "
_(Cz + jsz)
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I'CS matrisinin tersi:

(l“CS11 ~-T'CS,,ICS,;TCS,, )71 ilgilenilmeyen
ilgilenilmeyen (rcs,, -rcs, rcs;'rcs,, )’

rcs =
X ve X'matrisleri:
X=TCS,, - l“CSlzl“ngzll"CS21 , X'=TCS,, -T'CS,,I'CS;/TCS,,

X ve X' matrislerinin elemanlar1:

(F2 _Cz)(r1 +C1)2 —2(F1 +C1)5182 +(F2 +Cz)812

Xy = +Cy) - r2_c2_g2
2 2 2

_ 2(C|C2 _rlrz)s1 +(r12 _C12 + 812)82

X12=_So 1_,22_022_822
X21:X12

(I, +C,)T, -C )2—2(F -C)S,S,+({I,-C )82
Xzzz(ro_co)_ 2 2 Uy 1 1 1)°21°2 2 2)91

r;-C;-$;

(T, —Cy )T, +C,)* = 2T, +C,)S,S, + (T, +C,)S}
Ty —Cy =S,

X1'1 :(Fz +Cz)_

2(T,T, —C,C,)S, - (I —C? +S2)S,
Iy —C; =S,
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Xéz =(r2 _Cz)_ (FO +C0)(F1 _C1)2 _2(rl _Cl)SOSl +(F0 _Co)Sl2

r;-C;-S;
X' ve X'™! matrislerinin elemanlari:
1 1 1
X') = X, = ,IXT), =
( )1] x X12X21 ( )12 x xllx22 ( )22 x x12x21
11 21 22
X22 x12 Xl]
1 1 1
X!—l — ’ —, r-1 _ . — r-1 _ ) )
( )ll X' _X12X21 ( )12 XI X11X22 ( )22 XI X12X21
11 ' 21 ’ 22 '
X22 X12 Xll

—1 —1 . . .
X" ve X'7 matrisleri yerine koyulursa:

B, = diag{2D;'Q,W"Q!D;'}
. 02 —1 -1 -1 AT -]
50 :dlag{zle QIDNFCS DNQI Dl }

e (X‘l) i gilenilmeyen
ilgilenilmeyen (x')

D-‘FCS—ID—IZI 10 (X_l) ilgilenilmeyen ' 10
" "0 W' ilgilenilmeyen (x'-l) 0 WI

(X“) i Igilenilmeyen
D\ ICS'D =|. . .
N N |ilgilenilmeyen %(X"l)
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Q 0 (X") ilgilenilmeyen [y
Q,D, TCS'D, Q] :[ } {

L 1 !
0 Q) |lilgilenilmeyen W(XH) 0

Q(Xx"')Q" ilgilenilmeyen
iIgilenilmeyen #Q{(X'I)Q;T

QD /TCS'DQ]

Bilinmeyen parametre vektoriine ait C-R sinir vektorii asagidadir:

207 . _ _ e _
. diag{D;'Q, D ICS "D Q[ D;'|

Eez

Her bir parametreye ait C-R sinir ifadeleri asagidaki gibi elde edilir:

2

5. -2 (6, +2espsing s

2
B, = = a%g{sinz 2o(X ), ~2c0s 9, sing, (X ), +cos o, (X 1),

N

2

"= 30_0:5 {cos2 ?, (X - )11 +2cos @, sin @, (X ! )12 +sin’ ¢)O(X o= )22}

v )
|

2

@ [\736 2 {Sin2 2 (X "~ )11 —2cos @, sin Cﬂo(x - )12 +cos’ Po (X . )22}
)

o
|

[fadeleri basitlestirmek icin asagidaki tanimlar yapilirsa:

0:|
a
1

_ x11+x22 K. =— X11_X22 _

CT2(X, X, - X2 (X, X, — X2 STOUX, X, - X2
( 11"\ 12) ( 1122 12) 22 12

r_ Xl,l +X£2 K' = XI’I _xéz K! = X1'2

0 C

_2(X1,1X;2_x1'22) _2(X1'1X£2_X1’22)
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C-R smur ifadeleri asagidaki gibi yazilabilir:

B, = 2‘;2 (K, + K, cos2¢, + K sin2¢,) (E.1.7)
B, ZSNI;-N (K, — K¢ cos2¢, — Kg sin2¢,) (E.1.8)
B,, :SNR—I-I\P(K(; — K¢ cos2¢p, — Kg sin2¢,) (E.1.9)
B, =m(Ké + K¢ cos2¢, + K¢ sin2¢,) (E.1.10)

Al¢ak Frekans Durumu: En Kétii ve En Iyi Durum C-R Smrlan ve Kritik Faz

Degerleri icin Basit ifadeler

(3.8.24)-(3.8.31) ifadelerinde goziken m,m’',M M’ p,p’ sabitlerinin tanimlari

asagida verilmistir.

1 N-1
T, Zt rg-2A

= r+l
N™ 15

M =288(I +T,I'2 + [T, —2I\I,T, + 2I,[,T,) (-T =22 + T, —T2T2
+ 2T, + T,T, +30,02T, + 20T + [T, — 22T, I, — 2T, I, T — 21,12 —
oI, I,I,[, +2I,,I,T, +T,I,I'2 -T,[,I,T,)

. r;-TI,T,
r; +I,I7+I7T, -2, -T,0LT,

o- I+ + T - 21,1, =TT
r; +I,I7 +I/T, -2, - T,I,T,

mr=M
4
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m’ = 2(r12 _rorz)
r;+T,[2 47T, -20L,1 -T,0L,T,

, T, -0y + L0, + T 20,1, - T, IL T
r; +I,07 +I/T, -2, - T,ILT,

Al¢ak Frekans Durumu: En Koétii ve En Iyi Durum C-R Simirlan ile Kritik Faz
Degerleri icin Basit Kapah-Bicim ifadeler

Algak frekans durumu igin elde edilen basit ifadelerde ki m,m',M ,M',p,p’
sabitlerinde yer alan T, 1=0,1,...,6 ifadeleri Bolim 3.8.5’te verilen Al varsayimi

altinda asagidaki gibi sadelestirilir:

B 1 B ezﬂn B ezﬁo +e4ﬂn _ezﬂn +4e4ﬁ0 +e6ﬁ0
Ne* -1)" ' N2@e»-1)?" > N3@%» -1’ N* @ —1)*

0 37

e 111e* +11e% +e8% e 1+ 26 + 666 1266 +!%

b= N° (e —1)° 1= N°(e* —1)°

e +57e* 13020 +302e* +57e'% e
N 7 (e2ﬂ0 _ 1)7

I, =

Daha sonra ifadeler S, =0 civarinda Taylor serisine agilarak asagidaki kapali-bigim

ifadeleri elde edilir:

Genlik kestirimi i¢in:

(B, ) = 3207 ﬂ{%) +0lw;*] (E.1.11)

0

(B, ) = 6075, + 0|0 | (E.1.12)
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T 1|, ’
(@0) max = 5‘2(;(}}

1| o, ’
(@) min = —Z(ﬂ—OJ

Frekans kestirimi i¢in

(B o = %(&j +0[w;?]

SNR | A,

(E.1.13)

(E.1.14)

(E.1.15)

(E.1.16)

(E.1.17)

(E.1.18)
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Ek-2
ki Kompleks Soniimlii Siniis i¢in Coziimsel C-R Simir Ifadeleri

Matrissel olmayan C-R sinirlar elde edilirken Fisher bilgi matrisinin Dilaveroglu
(2002) tarafindan tiiretilen yeni ifadesi kullamilmistir. Bu ifade, C-R sinin ile sinyal
parametreleri arasindaki bazi iliskilerin kolayca goriilebilecegi bi¢imdedir.

Gauss giirtiltii icerisindeki M adet kompleks soniimlii siniisten olusan zaman

serisi veri modeli asagidaki bicimdedir:

y(t) = x(t) +e(t)

M .
yt) =Y aeMel W tet),  t=0,...,N-1 (E2.1)

i=1

Bilinmeyen parametre vektorii agsagidaki gibi tanimlanir:

0= [al,(ol PLo, o, , Oy ]T (E2.2)

Eger giiriiltiin bileseni kompleks Gauss ,CN(0,C), PDF’e sahip olursa y ’nin PDF’i
CN(x,C) olur, burada x =[Xx(0), X(1),...,x(N =1)]" .
6., 8°nin i.elemanini gostermek tizere, Fisher bilgi matrisinin [i, j]. eleman1 asagidaki

bigimde gosterilebilir:

@), = 2Re{(6x 2 jH c (% 0, j} (E.2.3)

Burada 6(%& kismi turev ifadesidir.

J= {J Lj=12,.., M} olmak iizere boliuntilenebilir. Burada J.., J matrisinin

i,j ij?

4x4’lik [i, j]. blok matrisidir:
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Ji,j = 2DiQiXi,jQTjD,~

—sin @,

burada D; = diag{l’ai,ai,ai }> Q= [Qi Ol’ Qi, :{ ng

X, =RelZ, |

égi,j,() jé:i,j,o éi,j,l j('fi,j,l

_ - jéi,j,o éi,j,o - jfi,m éi,j,l

b é:i,j,z j‘fi,j,z ‘fi,j,3 jé:i,jj
- jfi,j,z éi,j,z - jfi,j,3 fi,js

V4

‘I’(T): [1’T,"'9TN_]]T ) \I”(T) = T—d‘(ljl(z-), Ti — e(*ﬂﬁr]‘a}l)
T

J™' matrisinin 4x4°liik [i, j].blok matrisi:

| .
1 =-D'QQ[X"D]

burada X", X' matrisinin 4x4liik [i, j]. blok matrisidir.

(E.2.4)

sin @,
coso, |’

(E.2.5)

i. sdniimlii kompleks siniisiin bilinmeyen parametrelerine ait C-R smirlar1 J™"’in i.

blok kdsegen matrisinin kosegen elemanlarina esit olacaktir:

J™'  matrisinin i.blok kdsegen matrisi:
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J" =-D;'X"D;’ (E.2.6)

M =2 (i,j=12) ve giiriiltii bileseninin PDF’i CN(0,c°I) olmas1 durumunda
(tez ¢alismasinda incelenen kompleks beyaz Gauss giiriiltii igindeki iki kompleks
soniimli sinlis durumu) Fisher bilgi matrisi yukarida anlatildigi bigimde (6zel bir
bicimde) yazilarak sinyal parametrelerinin kestirimine iligkin ¢6ziimsel C-R sinirlari

asagidaki bigcimde elde edilmistir:

-
0 :[a1a¢1nﬂ1,a)1aazn¢29ﬂz,a)2]

T] — e(*ﬂﬁrjwl) , z.z — e(*ﬁfr]{uz)

[fadelerin basitlestirilmesi i¢in asagidaki tanimlamalar yapilir:

1 N-1
2t . r a2/t
lr_NH—lzte 1’ r_NH-lzte 2,
t=0

1
C, = N Zt e A cos((w, — ),

S Zt e AP sin((w, — @)t),

r N r+l

1 1 1 1
‘fl,l,o =" NI, ‘51,1,1 =" N 21H1,1 ) 61,1,2 =72 N 21H1,1 > 921,1,3 =72 N 31H1,2
o o o o

1 . 1 . 1 .
51,2,0 =" N(Co + Jso)’ 51,2,1 :_QN(CI + JSI)’ ‘51,2,2 = _zN(Cl + Jsl)’
O (o2 (o2

1 .
51,2,3 =2 N(Cz + JSz)
o
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1 . 1 1 .
52,1,02?'\'((:0_]50)952,1,1:_ ( _JS) 521220__ (C1_181)>

65213 :L (C _JS )
0

1 1 1 1
52,2,0 =" er,o ) fz,z,l =" N 21—‘2,1 > fz,z,z = N 21—‘2!1 > 52!2,3 =— N 3F2!2
(2 (2 o (o3

[fadeler Z matrisinde yerine koyulduktan sonra X matrisi asagidaki gibi yazilir:

r, o r, o ¢C, -§ C, -5
0 F],o 0 F,l,] So Co S, C,
r, o r, o0 ¢C -5 C, -S§
XzﬁZDN o r, 0 I, S C S, C, b,
o G S C s L, 0 I, 0
-5, C, -5, C, 0 I,, 0 T,
¢, S ¢ §s, I, O TI,, O
__Sl Cl - Sz Cz r2,1 0 rz 2 |
burada D, = diag{l,l,N,N,LI,N,N}
'r, 0 I, 0O C, -S, C, -5,
0 rl,() 0 L So Co Sl C1
r, o r, 0 C -S C, -S,
[CS = 0 F1,1 0 rl,z S1 Cl Sz Cz
C, S C S I, 0 I, 0
-S, C, -S, C, 0 I,, 0 T,
c, S C S I, 0 I, 0
_Sl C1 _Sz Cz 0 r21 rzz
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2
L O

X'= N D,ICS'D}

X"’i elde etmek i¢in I'CS™ bulunur:

Ics, TICS,
I'CS =
rcs, TICS,,
i - -1 g
rcs- = (FCS“—FC512FCS2;FCSZI) ilgilenilmeyen ;
ilgilenilmeyen (rcs,, -ICs,,rcs;'rcs,,)
rcs _| S Cs, ICS,, = cs, ¢/ ICS, = B, T,
. CS, C§S, ’ 2 CSIT CSzT ’ ! g, TIB, ,
FCS :_FBZO FﬁZl
2 _FBm FBzz

T =(rcs,, —-Ics,,rcs,\rcs,, )

T matrisi elemanlar::

1 CS,I'g,,CS," —CS,I'B,,CS," —CS, B, CS,'
T, =TB,, - LT I ) T
2,01 2,2 —( 2,1) +CS.I'B,,CS,
1 CSOFBUCSIT _CSOFBMCSZT _CsernCSlT
T, =IP,, - LT T ) T
2olan — () +CS,I'B,,CS,
1 CS,I'g,,CS," —CS,I'B,,CS," —CS,I'B,,CS,
T, =TB, - 2 T
[0, ()" +CS,TB,,CS,
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1 CS,I'B,,CS," —CS,TB,,CS," —CS,I', CS,’
T22 = rBlz -

I (r2,1)2 + CSZFBZOCS;

+ _r | T,,(C} +82)-2I,(C,C, +5,8,)+ T, (C2 +82)Y1 0
! v rz,orz,z_(ru)z 0 1

N O ¥ (C2+52)-2r,,(C,C, +5,5,)+T,,(C? +5?2)
b v rz,orz,z _(rz,l)z

1 0 b b
T, = a1|:0 J: T, =T12T ,» Ty Z{_ tl)’l bl,Z}
12 P

T,,(CC +8,8) -, (C7 +87 +C,C, +8,8, )+ T, (C,C, +5,8,)
1—‘2,01—‘2,2 - (rz,l)z

bl,l = Fl,l

— 1—‘2,2 (COSI - SOCI)_FZ,I (Cosz - S‘ocz)+ r2,0 (C1sz - Slcz)
Fz,orz,z - (1—‘2,1)2

1,2

I,,(C7+S2)-2r,,(C,C, +5,S,)+T,,(C2 + s;)jr 0}

T, =T, -
” [1’2 1—‘2,01—‘2,2_(r‘2,1)2 0 1

~_[r L (C2+5s7)-2r,,(C.C, +5,5,)+T,,(C2 +52)
1 " 1—‘2,01—‘2,2 _(rz,l)z

v =(rcs,, -ICs, I'CS;'TCS,,)

V matrisi elemanlar:
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V,=TB,, —= 1 CSOTFB12CSO _CSOTFBMCSI _CSITFBMCSI
B 20 Lo, -, )2 + CSlTrBIOCSI

V, =T, —— 1 CSOTFBIZCSI _CSOTFBHCSZ _CSITFBUCSl
2 " Lols _(rl,l)z +CS]TFﬁ10CS2

V, =TB, —= 1 CSITFBIZCSO —CSITFB“CSI _CSZTFﬁIICSO
. . Lol _(1—‘1,1)2 +CS2Tl"[i10CS1

VvV, =IB,, —= 1 CS1TrBuC81 _CslTanCSz _CszTrBHCSl
2 2 Lol _(rl,l)2 +CSzTrB10CSZ

V. =|T _rl,z(cg +S()2)_2FI,I(COC1 +Sosl)+rl,0(C12 +Slz) 1o
11 2,0 r1,or1,2 —(T1,1)2 0 1

- _(r _Ls (C2+52)-2r,,(C,C, +5,8,)+T,,(C2 +S?)
P e FI,OFI,Z _(rl,1)2

1 0 b b
V, = a{o J , V), = VIZT ,V, = {_ S,l b2,2}
22 Ml

T,(CC,+8,8,)-T,(C} +87 +C,C, +8,8,)+ T, (C,C, +5,5,)
r1,01—‘1,2 - (rl,l )2

b2,1 =1

_ FI,Z (COSI - SOCI ) - rl,l (Cosz - Socz )+ FI,O (CISZ - Slcz)

b, =
- Fl,()rl,z - (FU )2
(C2+57)-2r,(C,C, +5,5,)+T,,(C2+S2)Y1 0
V. =T _rl,Z 1 9 11 12+12+1,0 , t9;
N > F1,0r1,2_(rl,1)2 0 1
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N (C?+s7)-2r,(C,C, +5,S,)+T,,(C2 +5?)
P 2 l—‘1,01—‘1,2 _(Fl,l)z

res - (T)" ilgilenilmeyen
ilgilenilmeyen v)"
T doilenil
(), nst emlmeyen ilgilenilmeyen
res- - ilgilenilmeyen (Ti )22
= V! ilgilenil
ilgilenilmeyen ( )” i 1meyell
ilgilenilmeyen (Vﬁ )22

I'CS ' elde edildikten sonra X' matrisi asagidaki gibi yazilabilir:



i (T’1 )11 ilgilenilmeyen
1
o ilgilenilmeyen N (T - )22
XN
ilgilenilmeyen

168

ilgilenilmeyen

(v,

ilgilenilmeyen NL (V - )22

2

ilgilenilmeyen

Her bir parametreye ait C-R sinir ifadeleri asagidaki gibi elde edilir:

B

@

7}

2

lo C,

2 N ¢, —(bf1+bf2)

_1lo C,
2 N c,a, (bj,1 +b22’2)
11 o’ C,

202 N ca (b + bfz)

110° c,

2 azz N c,a, _(b22,1 +b22,2)

110 a
2al N° ca, —(bf,1 +b1%2)

_1102 a,

202 N’ c,a, (b2 +b2,)

_110‘2 a,

202 N’ca —(bf1 +b2, )

110 3,
2a; N°c,a, —(bj,1 +b22’2)
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Birinci ve ikinci siniisiin bilinmeyen parametrelerinin kestirimine iligkin ¢dziimsel
C-R simir ifadeleri aralarindaki benzerlik ve sinyal giiriiltii oran1 tanimi kullanilarak sinir

ifadeleri asagidaki bicimde yazilabilir (1 =1,2):

o C.
=— ' E.2.7
“ TN 2(a,6,-b7, -b3,) (27
1 C.

B, = ' (E.2.8)

" SNR; - N 2(ac; _bi2,1 _biz,z)

1 a

B, = ' E2.9
/ SNR; - N’ 2(ac; _bi2,1 _biZ,z) ( )
1 % (E.2.10)

B =
" SNRi -N’ 2(aiCi _bi2,1 _biz,z)

Yakin Frekans Durumu: Basit Kapali-Bicim C-R Simir ifadeleri

Boliim 3.9.3te verilen Al varsayim altinda (E.2.7)-(E.2.10) ifadeleri asagidaki bigimde
basitlestirilebilir:

o’ (z} -1+ 127z - 27,2, cos(6w))

x{4—3zf +2) -77] +42] +19277;

+9z'7} 527} + 207 - 11277}

2 2 2 2,2
=27,2;(1+ 77)3 - 77 — z; +37Z}) cos(ow)

+222 2 (1+ 7} 25
B, - 2 i ')ZCOS( )] : (E.2.11)
' 2(z; +z; —2z;z; cos(ow))

5 _ 1 (27 -D)’(1+ 272} - 22,2, cos(6w))’
“ SNR,  2z](z] +1] - 27,2, cos(éw))’

! J

(E.2.12)

burada z, =e” dir.
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(E.2.11) ve (E.2.12) ifadelerindeki pay ve paydada yer alan terimler dw =0 civarinda

Taylor serisine acilirsa (kiigiik oo durumu):

_ O'z(pai,o + pai,25w2 + pai,4§a)4 + pai,6§a)6 +0(5w"))

Ba‘ 2 4 6 8
' 0,0 T4, .00 +q, 00" +0, o0 +0(dw")
B pa},,O + pwi,25w2 + pwi,45a)4 + O(5a)6)
* " SNR,(q, o +0, ,00" +0,, 60" +0(50°))

Burada p, ,.q, » m=02,4,6 ve p, ,.q,, N=0,24 katsayilar: sadece g, ve f,’ye
baghdir.

Daha sonra Bolim 3.9.3’te verilen A2 varsaymmi altinda biitiin p,q katsayilar
B, =0 ve B, =0 civarinda (diisiik soniim katsayist durumu) Taylor serisine agilip
yeteri sayida terimi ( p,, .0, » i¢in sirasiyla O(f; K p j' ), O(,[)’ik i) j') dereceden veya
daha kiigiik dereceden terimler i# j=12 ve k+l=6-m; p, ..q, , i¢in sirasiyla
3+k | k | o . - -
OB " B; ), O(B;" B; ) dereceden veya daha kiigiik dereceden terimler 1+ J=1,2 ve

k+1=4-n ) alindiktan sonra asagidaki basit kapali-bi¢im ifadeler elde edilir.

262ﬂi(§a)2+(ﬂi +ﬂj)2) ) 242
= Ot : )
T r gy AR o)
+4/Biﬂj(5a)2+(ﬂi+ﬂj)2)_16ﬂi2ﬂj(ﬂi_ﬂj)}

4B+ (B + )
“ T SNR (30 + (B, - B)°)

(E.2.14)
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