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Bu ¢aligmada sonlu cisimlerin 6zellikleri ele alinmig ve sonlu cisimlerin eliptik egriler
lizerine uygulamalar1 lizerinde durulmustur.

Birinci boliimiinde calismada kullanilacak olan bazi temel kavram ve teoremler
verilmigtir.

Ikinci boliimde sonlu cisimlerin cebirsel 6zellikleri ele alinmis, her p asal sayis1 ve her
n € N sayisi igin p" mertebeli bir sonlu cismin var oldugu ve Fp[X] halkasinda istenen
her dereceye sahip bir indirgenmez polinomun varhigi ele alinmistir. Daha sonra
indirgenemez polinomlarin kokleri ele alinarak sonlu cisimlerin Galois gruplari ele
alinmis ve sonlu cisimler i¢in iz, norm ve baz kavramlari ele alinarak ve bunlarla ilgili
bazi teoremler verilecektir. Birimin kokleri kavrami incelenerek ve sonlu cisimler
tizerinde tanimli dongiisel polinomlar ele alinmistir.

Uclincti bélimde sonlu cisimler Gzerinde polinomlar ele alinmistir. Bu polinomlarin
mertebeleri ve Ozellikleri lizerinde durulmus ve ilkel polinom kavrami ele alinmistir.
Daha sonra sonlu cisimler {izerinde tanimli monik indirgenemez polinomlarin sayisi
bazi 6zel fonksiyonlar yardimiyla ifade edilmistir.

Doérdiincii boliimde sonlu cisimlerin bir uygulamasi olarak sonlu cisimler iizerinde
eliptik egriler ele alinmig ve sonlu cisimler {izerinde tanimh eliptik egriler lizerindeki

noktalarin belirlenmesi {izerinde durulmustur.

Anahtar Kelimeler: Sonlu cisimler, sonlu cisimler {izerinde tanimli polinomlar, eliptik
egriler.

2017, vii + 82 sayfa.



ABSTRACT
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FINITE FIELDS and THEIR APPLICATIONS
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In this work, properties of finite fields and applications of finite fields over elliptic curves are
discussed.

In the first chapter, some fundamental definitions and theorems which will be used in the work
are given.

In the second chapter, the algebraic properties of the finite fields are discussed. It is proposed
that, for every prime p and n € N there is an irreducable polynomial over Fp[X]. Then, Galois

groups are discussed by analysing the roots of irreducable polynomials. Trace, norm and base
terms for finite fields are handled and some theorems are given about these terms. By analysing
the roots of unity, cyclotomic polynomials over finite fields are scrutinized.

In the third chapter, polynomials over finite fields are handled. The orders and properties of
these polynomials are elaborated and primitive polynomials are discussed. Then, the number of
monic irreducible polynomials over finite fields are expressed by the help of some special
functions.

In the last chapter, as an application of the finite fields, elliptic curves over finite fields are
handled and identification of the points of the elliptic curves over finite fields is emphasized.

Key words: Finite fields, polynomials over finite fields, elliptic curves.

2017, vii + 82 pages.
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Bu bélimde galismada kullanilacak olan bazi kavramlar ve teoremler ele alinacaktir.
Kisim 1.1. de gruplar ve halkalarla ilgili baz1 temel kavramlar ele alinacak, Kisim 1.2.
de ise cisim ve cisim genislemeleri kavramlari {izerinde durulacak ve bazi 6nemli

teoremler verilecektir.

1.1. Gruplar ve Halkalar

G bir grup olmak tizere bir a € G elemaninin tiim kuvvetlerinden olusan alt gruba a
eleman ile tiretilen devirli alt grup adi verilir ve bu alt grup (a) ile gosterilir. Eger (a) =
G ise G grubuna a elemanu ile tiretilen devirli grup denir. Devirli gruplarin alt gruplari
ve elemanlarin mertebelerini belirlemek olduk¢a kolaydir. Asagida devirli gruplarin alt

gruplarinin mertebeleri, elemanlari ve {iretegleri ilgili bir teorem verilmektedir.

1.1.1. Teorem. G, mertebesi m olan ve a € G ile Uretilen bir sonlu devirli grup olsun.
Bu durumda

i) G grubunun a* elemanmin iirettigi alt grubun mertebesi m/(k, m) dir.

i) k pozitif tamsayisi, m sayisinin bir béleni ise G grubunun indeksi k olan sadece bir
tek alt grubu vardir. m sayisinin herhangi bir pozitif | béleni icin G grubunun tam olarak
bir tane | mertebeli alt grubu vardir.

iv) k pozitif tamsayisi, m sayisinmn bir boleni ise G grubunun k mertebeli @(Kk) tane
elemani vardir. Burada ¢(k), Euler ¢ fonksiyonunu belirtmektedir.

v) G grubunun ¢(m) tane iireteci vardir ve bu tretegler (r, m) = 1 olmak Uzere a"

elemaninin kuvvetleridirler (Fraleigh 2003).

Grup teorisinde islem koruyan yapilar olduk¢a dnemli bir yere sahiptirler. Hatirlanacagi
gibi, G ve H iki grup olmak tizere f : G — H doniisiimii her a, b € G igin

f(ab) = f(a)f(b)
esitligini gercekliyor ise f doniisimiine G grubundan H grubuna bir homomorfizm adi
verilir. Eger f 0rten ise f homomorfizmine bir epimorfizm, H grubuna ise G grubunun bir

homomorfik gorintisi denir. Bir G grubundan kendi tzerine olan bir homomorfizme
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bir endomorfizm denir. Eger f birebir ve orten ise f homomorfizmine bir izomorfizm
denir, bu halde G ve H gruplar: izomortur denir ve G = H ile gosterilir. Bir G
grubundan kendi Uzerine bir izomorfizme bir otomorfizm denir. Bundan bagka e’, H
grubunun etkisiz eleman1 olmak {izere

{9 eG|f(g)=¢}
kiimesine f homomorfizminin ¢ekirdegi denir ve Ker(f) ile gosterilir.

Asagida grup teorisinin temel teoremlerinden birisi olan Homomorfizmin Temel

Teoremi olarak ta bilinen Birinci Izomorfizm Teoremi verilmektedir.

1.1.2. Teorem. G ve H iki grup ve f : G — H bir homomorfizm ise G/Ker(f) = f(G) dir
(Fraleigh 2003).

Simdi halkalar teorisi ile ilgili baz1 temel kavramlar ve teoremler ele alinacaktir. Bu
caligmada bir R halkasinin toplama islemine goére etkisiz elemani “0” ile ¢arpma
islemine gore etkisiz elemani ise “1” ile belirtilecektir. Ayrica R bir halka, r € R ve

n € N olmak lzere n - r carpimui

n-r=r+r+..+r
%/—/
ntane

oldugunu belirtmektedir.

Asagida her r € R igin n - r = 0 olacak bigimde bir n € N sayisinin varlig: ile

ilgilenilecektir.

1.1.3. Tammm. R bir halka olmak Uzere, her r € R icin, n - r = 0 olacak bicimde bir n
pozitif tamsayis1 varsa bu sekildeki pozitif tamsayilarin en kiigligline R halkasinin
karakteristigi denir. Bu sekilde bir pozitif tamsay1 yoksa R halkasinin karakteristigi O

olarak alinir.

Bu tanima gore, Z ve Q halkalariin karakteristigi 0, Zp halkasinin karakteristigi ise p

dir. Bu calismada bir R halkasinin karakteristigi kar(R) ile gosterilecektir.
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Asagidaki teoremde birim elemanli, sifir bolensiz ve karakteristigi bir n € N olan

halkalarin karakteristiginin bir asal say1 oldugu belirtilmektedir.

1.1.4. Teorem. R, sifir bolensiz birimli ve birimi 1 = 0 olan bir halka olmak zere R

halkasmin karakteristigi n > 1 olsun. Bu durumda n bir asal sayidir (Hungerford 1974).

Bu teoremin bir sonucu olarak her sonlu cismin karakteristiginin bir asal say1 oldugu

elde edilir.
1.1.5. Sonug. Sonlu bir cismin karakteristigi bir asal sayidir (Hungerford 1974).

Asagida karakteristigi bir asal say1 olan degismeli halkalarla ilgili olduk¢a 6nemli bir

teorem verilecektir.

1.1.6. Teorem. R, karakteristigi p asal sayist olan degismeli bir halka olsun. Bu

durumda hera, b € Rven e Nigin

(a+b)?" = aP" + p”"

dir (Hungerford 1974).

Halkalar, iki tane ikili isleme sahip olan cebirsel yapilardir ve halkalar teorisinde de
grup homomorfizmi gibi islem koruyan doniisiimler vardir. Halkalar icin iki tane ikili
islem tanimli oldugundan bu islemlerin ikisi de halka homomorfizmi altinda korunur.
Buna gore, R ve S iki halka olmak tizere f : R — S doniisiimii her a, b € R igin
f(a + b) =f(a) + f(b)
f(ab) = f(a)f(b)
esitliklerini gercekliyorsa f doniisiimiine bir halka homomorfizmi denir. Eger f orten bir
doniistim ise f homomorfizmine bir halka epimorfizmi, R halkasndan kendi Uzerine olan
bir homomorfizme bir halka endomorfizmi denir. Eger f, birebir ve orten ise f

homomorfizmine bir halka izomorfizmi denir. Bir R halkasindan kendi {izerine bir
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izomorfizme ise bir halka otomorfizmi denir. Ayrica, f : R — S bir halka homomorfizmi
olmak Uzere
{reR|f(r)=0}

kiimesine f homomorfizminin ¢ekirdegi denir ve Ker(f) ile gosterilir.

Daha 6nce gruplar igin verilen Birinci Izomorfizm Teoremi halkalar icin de verilebilir.

1.1.7. Teorem. R ve S iki halka ve f : R — S bir halka homomorfizm ise R/Ker(f) = f(R)
dir (Fraleigh 2003).

Asagidaki teoremde cisim teorisinde Onemli bir yere sahip olan adma Frobenius

otomorfizmi adi verilen 6zel bir otomorfizminin varligi belirtilmektedir.

1.1.8. Teorem. F, karakteristigi p olan bir sonlu cisim ve a € F olmak uzere
& F—>F, ¢@)=a

olarak tanimlanan ¢ doniisiimii bir otomorfizmdir (Fraleigh 2003).

Halkalar teorisinde 6zel bir alt halka olan idealler énemli bir yere sahiptir. Idealler
yardimiyla yeni halkalar elde edilebilir. Hatirlanacag: gibi, R bir halka ve I, R halkasinin
bos olmayan bir alt kiimesi olmak Uzere | kiimesi, heri,j e lver e Rigini—je l,ri

| ve ir e | kosullarini gergekliyor ise | kimesine R halkasinin bir ideali ad1 verilir.

Adlarna asal ve maksimal ideal denilen idealler yardimiyla elde edilen boliim halkalari
bir tamlik bolgesi veya bir cisim olabilir. R bir halka, | # R ve I, R halkasinin bir ideali
olsun. Eger a, b € R i¢in ab € | oldugunda a € | veya b € | oluyorsa | idealine R
halkasinin bir asal ideali denir. Eger R halkasinin | # R idealini bulunduran | ve R

ideallerinden bagska bir ideali yoksa | idealine R halkasinin maksimal ideali denir.

Asagidaki teoremde maksimal ve asal idealler yardimiyla sirasiyla bir halkadan cisim ve

tamlik bolgesi elde edilebilecegi goriilmektedir.
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1.1.9. Teorem. R birimli degismeli bir halka ve I, R halkasinin bir ideali olsun. Bu
durumda

i) I idealinin bir maksimal ideal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R/l halkasinin bir cisim
olmasidir,

i) | idealinin bir asal ideal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R/l halkasinin bir tamlik

bolgesi olmasidir (Gezer ve Bizim 2017).

Hatirlanacagi gibi, bir R tamlik bolgesinin her | ideali bir a € | eleman ile tiretiliyorsa,
yani R tamlik bélgesinin her | ideali i¢in

| =(@)={ra|r e R}
olacak bigimde bir a € | varsa R tamlik bolgesine temel ideal bélgesi adi verilir. F bir
cisim olmak tzere F[x] halkas: bir temel ideal bolgesidir, yani F[x] halkasinin her |
ideali icin 1 = (f(x)) olacak bicimde tek turll belirli bir monik f(x) € F[x] polinomu

vardir.

1.1.10. Teorem. F bir cisim olmak tizere F[x] halkasinin (f(x)) idealinin bir maksimal
ideal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f(x) polinomunun F cismi Uzerinde indirgenemez

olmasidir (Gezer ve Bizim 2017).

Bu teoreme dikkat edilirse, F bir cisim olmak Uzere F[x] halkasinda indirgenemez olan
bir f(x) polinomu ile Uretilen (f(x)) ideali yardimiyla bir cisim elde edilebilir. Ornegin,
x? — 2 e Q[X] polinomu Q cismi iizerinde indirgenemez oldugundan Q[X]/(x? — 2) bdlim

halkas1 bir cisimdir.

Bu kisimda son olarak bir polinomun bir kokiiniin katlilig1 kavramu ile ilgilenilecektir. F
bir cisim, f(x) € F[x] sabit olmayan bir polinom ve ¢ € F olmak uzere f(c) = 0 ise c
elemanina f(x) polinomunun bir kokii (sifirz) denir. Eger f(c) = 0 ve (x — ¢)¥ | f(x) ancak
(x — ) * 11 f(x) ise ¢ elemanina f(x) polinomunun bir k katli kokii denir. Bundan baska
k = 1 ise ¢ elemanina f(x) polinomunun bir basit koki, k > 1 ise ¢ elemanina f(X)

polinomunun bir katli kékiidar denir.
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1.1.11. Teorem. F bir cisim, f(x) € F[x] sabit olmayan bir polinom ve f '(x), f(x)
polinomunun formal tirevi olsun. Bu durumda

1) ¢ € F elemanmin f(X) € F[x] polinomunun bir koki olmasi igin gerek ve yeter kosul
(x — ) | f(x) olmasidir.

i) ¢ € F elemaninin f(x) € F[x] polinomunun bir katli kokii olmasi igin gerek ve yeter

kosul ¢ € F elemaninin f(x) ve f’'(x) polinomlariin kokii olmasidir (Herstein 1999).

1.2 Cisim Genislemeleri

Hatirlanacagi gibi, E bir cisim ve F < E olmak Uzere F, E cisminden indirgenen
islemlere gore bir cisim ise F cismine E cisminin bir alt cismi, E cismine ise F cisminin
bir cisim geniglemesi denir ve F < E ile gosterilir. Bundan baska E, F cisminin bir cisim
genislemesi ise E, F cismi tizerinde bir vektor uzayidir ve E cisminin F cismi tzerindeki
boyutuna E cisminin F cismi Uzerindeki derecesi denir, [E : F] ile gosterilir. Eger
[E : F] sonlu ise E cismine F cisminin bir sonlu cisim genislemesi, sonsuz ise bir sonsuz

cisim genislemesi denir.

Asagidaki teoremde E, F cisminin ve K, E cisminin birer sonlu genislemesi ise K

cisminin F cisminin bir sonlu genislemesi oldugu verilmektedir.

1.2.1. Teorem. E, F cisminin ve K, E cisminin birer sonlu genislemesi ise K, F cisminin
bir sonlu genislemesidir. Ustelik

[K:F]=[K:E][E:F]
dir (Gezer ve Bizim 2017).

F ve E, F < E 6zelliginde iki cisim olmak lzere E cisminin her eleman1 F Gzerinde bir
cebirsel eleman ise E cismine F cisminin bir cebirsel cisim genislemesi denir. Bundan

baska her sonlu cisim genislemesi bir cebirsel cisim genislemesidir.
Cisim genislemesi kavrami, polinomlarin koklerinin bulunmasi problemi ile ortaya

cikmistir. Kronecker Teoremi olarak bilinen asagidaki teoreme gore, sabit olmayan her

bir polinomun bir kdkiiniin bulundugu bir cisim genislemesi vardir.
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1.2.2. Teorem (Kronecker Teoremi). F bir cisim ve f(x) € F[x] sabit olmayan bir
polinom ise f(a) = 0 ve a € E olacak bicimde F cisminin bir E cisim geniglemesi vardir
(Gezer ve Bizim 2017).

1.2.3. Tanmm. F bir cisim ve E, F cisminin bir cisim genislemesi olmak lizere a € E, F
cismi Uzerinde bir cebirsel eleman olsun.

I = {f(x) € F[x] | f(a) = 0}
idealini Ureten tek turlt belirli monik f(x) € F[x] polinomuna o elemaninin F cismi
uzerindeki minimal polinomu (indirgenemez polinomuy), f(x) polinomunun derecesine de

o. elemaninin F cismi Uizerindeki derecesi denir.

Asagidaki teoremde bir cebirsel elemanin minimal polinomunun &zellikleri

belirtilmektedir.

1.2.4. Teorem. F bir cisim E, F cisminin bir cisim genislemesi ve o € E, F cismi
uzerinde bir cebirsel eleman olmak Ulzere o elemanmm F cismi Uzerindeki minimal
polinomu f(x) olsun. Bu durumda

i) f(x) polinomu F[x] halkasinda indirgenemezdir.

i) g(x) € F[x] polinomu icin g(«) = 0 ise f(x) | g(x) dir.

iii) f(x) polinomu F[x] halkasinda a elemanini kok olarak bulunduran en kiigiik dereceli

polinomdur (Hungerford 1974)

E, F cisminin bir cisim genislemesi olmak iizere belli bir « € E icin E = F() ise E
cismine F cisminin bir basit genislemesi ad1 verilir. Eger o € E, F cismi (izerinde bir
cebirsel eleman ise F(a) basit cisim genislemesinin elemanlar1, & elemaninin F cismi
Uzerindeki indirgenemez polinomunun derecesi kullanilarak ifade edilebilir. Buna gore
o elemanmin F cismi tzerindeki indirgenemez polinomunun derecesi n ise E = F(@)
cisminin her S elemani ¢i € F olmak (izere

B=Co+Cia+ ... +Cr1d" !

olarak ifade edilir.
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Cisim teorisinde bir f(x) € F[x] polinomunun lineer g¢arpanlarmna ayrildigi halkayi

belirlemek oldukga énemlidir.

1.2.5. Tammm. F bir cisim ve F < E olmak Gzere f(x) polinomu E[x] halkasinda lineer
carpanlarina ayrilabiliyorsa f(X) polinomu E[x] halkasinda (E cismi tzerinde) par¢alanir
denir. Eger f(x) polinomu E cismi Uzerinde pargalanir ve aa, ... , an € E, f(X) polinomu-
nun kokleri olmak tzere E = F(au, ... , on) ise E cismine f(x) polinomunun F cismi

Uzerindeki parcalanma cismi denir.

1.2.6. Uyann 1. Tanima dikkat edilirse, bir f(x) polinomunun parcalanma cismi bu

polinomun koklerini bulunduran minimal cisimdir. Ornegin, f(x) = x> — 2 e Q[X]
polinomunun kékleri +v2 ve —v/2 oldugundan f(x) polinomunun Q cismi tizerindeki

parcalanma cismi Q(~/2) dir.

2. Sabit olmayan her polinomun bir pargalanma cismi vardir ve istelik bir polinomun

pargalanma cismi izomorfizme bagl olarak bir tektir.
Cisim teorisinde, ayrilabilir ve ayrilamaz cisim genislemeleri de oldukca énemlidir.

1.2.7. Tammm. F bir cisim f(x) € F[x], F cismi Uzerinde indirgenemez polinom olmak
uzere f(x) polinomunun parcalanma cismindeki her koki bir basit kok ise f(x)
polinomuna F cismi Uzerinde bir ayrilabilir polinom, f(X) polinomu ayrilabilir degilse

f(x) polinomuna F cismi tzerinde bir ayrilamaz polinom denir.

F bir cisim, E, F cisminin bir cisim genislemesi ve « € E, F cismi tUzerinde bir cebirsel
eleman olmak Uzere a elemanmnin F cismi Uzerindeki minimal polinomu F cismi
Uzerinde bir ayrilabilir polinom (ayrilamaz polinom) ise & elemanina F cismi Uzerinde
bir ayrilabilir eleman (ayrilamaz eleman) denir. Eger E cisminin her eleman1 F cismi
lizerinde bir ayrilabilir eleman (ayrilamaz eleman) ise E cismine F cisminin bir

ayrilabilir genislemesi (ayrilamaz genislemesi) denir.
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Bu tanima gore, x> — 2 € Q[x] polinomu Q(+/2)[x] halkasinda (x + +/2)(x — +/2)
olarak yazilabildiginden x? — 2 bir ayrilabilir polinomdur ve Q(+/2) cismi Q cisminin

bir ayrilabilir genislemesidir.
Bu kisimda son olarak Galois genislemesi kavrami ele alinacaktir.

1.2.8. Tammm. F bir cisim, E, F cisminin bir cebirsel genislemesi olmak (zere E
cisminde bir kdki olan F[x] halkasindaki her indirgenemez polinom E cismi zerinde
pargalanirsa E cismine F cisminin bir normal cisim genislemesi denir. Eger E cismi F
cisminin bir sonlu ayrilabilir normal genislemesi ise E cismine F cisminin bir Galois

genislemesi ve G(E/F) grubuna da E cisminin F cismi tUzerindeki Galois grubu denir.

Ornegin, Q(~/2) cismi Q cisminin bir sonlu ayrilabilir normal genislemesi oldugundan

Q(+/2) cismi Q cisminin bir Galois genislemesidir.
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2. SONLU CIiSIMLERIN CEBIRSEL YAPISI

Bu boliimde sonlu cisimlerin cebirsel yapisi ve temel 6zellikleri ele alinacaktir. Kisim
2.1. de sonlu cisimlerin temel 6zellikleri ile ilgilenilecek ve her p asal sayisi ve her
n € N sayisi igin p" mertebeli bir sonlu cismin var oldugu goriilecektir. Bundan baska,
Fo[X] halkasinda istenen her dereceye sahip bir indirgenmez polinomun varligi ele

alinacaktir. Kisim 2.2. de indirgenemez polinomlarin kdokleri ele alinarak sonlu
cisimlerin Galois gruplar1 ele alinacak ve bu gruplarin devirli oldugu ve dogal (kanonik)
bir iiretecinin oldugu goriilecektir. Kisim 2.3. de sonlu cisimler icin iz, norm ve baz
kavramlar1 ele alinacak ve bunlarla ilgili baz1 teoremler verilecektir. Kisim 2.4. de
birimin kokleri kavrami incelenecek ve sonlu cisimler iizerinde tanimli dongiisel
polinomlar ele alinacaktir. Kisim 2.5. de sonlu cisimlerin elemanlarinin ¢ farkl

gosterimi belirlenecektir.

p bir asal say1 olmak tizere p moduliine gore tamsayilarin kiimesi Zp, bilinen en basit
sonlu cisimdir. Bununla birlikte Z, cisminin birgok 6zelligi keyfi sonlu cisimlere de
genigletilebilir. Daha 6nceki bolimde Zp sonlu cismi ile p mertebeli Fp Galois cismi
Ozdeslenmisti. Bu ¢alismada, p bir asal say1 olmak tizere p mertebeli bir sonlu cisim Fp

ve ( mertebeli bir sonlu cisim Fq ile gosterilecektir.

2.1 Sonlu Cisimlerin Temel Ozellikleri

Bu kisimda ilk olarak polinomlar yardimiyla sonlu cisimler olusturulacaktir.
Hatirlanacagi gibi, F bir cisim ve p(x) € F[x] olmak Ulzere p(x) polinomu F[x] halkasi
uzerinde monik indirgenemez bir polinom ise F[x]/(p(x)) b6lim halkas1 bir cisimdir. O

halde derecesi n olan p(x) € Fp[x] monik indirgenemez polinomu yardimiyla q = p"

mertebeli Fq sonlu cismi olusturulabilir ve tistelik

Fq = Fp[X]Kp(x))
dir.

19



Asagidaki teoremde p(xX) € Fp[X] derecesi n olan monik indirgenemez polinomu

yardimiyla olusturulan Fp[x]/{p(X)) cisminin q = p" mertebeli bir sonlu cisim oldugu

gorulmektedir.

2.1.1 Teorem. p bir asal say1, p(x) € Fp[x] derecesi n olan monik indirgenemez bir
polinom olsun. Bu durumda Fy[x]/{p(x)) bolim halkast g = p" mertebeli sonlu bir
cisimdir (Conrad 2013).

Ispat. F[x]/{p(X)) boliim halkasinin elemanlar1 Fy[X] de

“f(x) = 9(x) (mod (p(x))) < f(x) — g(x) € (mod (p(x)))”
ile tanimlanan denklik siniflaridir. Ayrica
“f(x) = g(x) (mod (p(x))) < f(x) ve g(x), p(x) ile boliindiigiinde kalanlar aynidir”
oldugundan Fp[x]/{p(x)) in her eleman1 derecesi p(x) den daha kucuk olan bir polinom
bulundurur, boylece ao, a1, ..., a1 € Fp olmak lzere Fp[x]/{p(x)) boliim halkasinin
farkli elemanlar1 kesin olarak
Ao+ aix+ ...+ a_x"" +{p(x))

bicimindedir. Ustelik her bir a; katsayis1 icin p farkli secim s6z konusu oldugundan bu
ozellikteki elemanlarin sayis1 p” dir. Diger yandan p(x) e Fp[X] monik indirgenemez bir

polinom oldugundan (p(x)) ideali maksimal idealdir ve bdylece Fp[x]/{p(x)) bir cisimdir.

Dolayiyla Fp[x]/{p(x)), p" mertebeli bir sonlu cisimdir.

2.1.2 Uyarn. Yukaridaki teoreme gore derecesi n olan p(x) € Fp[x] monik indirgenemez

polinomu yardimiyla g = p" mertebeli sonlu bir cisim olusturulabilir, daha sonra her
sonlu cismin belli bir p asal sayisi ve belli bir monik indirgenmez p(x) polinomu igin

Fo[X]/(p(X)) ye izomorf oldugu goriilecektir. Dolayisiyla bu izomorfizm yardimiyla

herhangi bir sonlu cisim yapist caligilabilir. Bununla birlikte her sonlu cismin
Fp[X]/{p(X)) biciminde olmadig1 da agiktir. Ornegin, Z[i]/(7) boliim halkas1 Z7[X]/(x? + 1)

cismine izomorf 49 elemanli bir cisimdir.
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2.1.3 Ornek. p(x) = x* + X + 1 € Z;[x] polinomu Z[x] halkas: tizerinde indirgenemez-
dir. Gergekten de p(0), p(1) # 0 dir. Boylece Zo[x]/(x* + x + 1) bolim halkas1 bir

cisimdir ve | = (x> + x + 1) olmak lizere

Zo[X)x2+ x+ 1) = {ao + arx + | | ap, a1 € Zo}
bicimindedir. O halde Zo[x]/(x*> + x + 1) in elemanlar1 I, 1 + I, x + I, 1 + x + | dir. Bu

cismin cisim tablolar1 agsagida gortilmektedir.

Cizelge 2.1. Zo[X]/{(x? + x + 1) cisminin islem tablosu

+ I 1+1 x+1 | 1+x+1
I I 1+1 x+1 | 1+x+]1
1+1 1+1 I 1+ x+l X+1
X+ 1 X+ |1+x+1 I 1+1
1+x+1[1+x+1| x+I 1+1 I
I 1+1 X+ 1 1+x+|1
I I I I I
1+1 I 1+1 X+ 1 X+1+1
X+ 1 I X+1 | x+1+1 1+1
1+x+1 I X+1+1| 1+1 X+ 1

Bu tabloya gore, 6rnegin,

X+D2=x2+1= X2+Xx+Xx+1+1+1=x+1+(X+x +1)+1=x+1+1
ve

X+HL+DX+ D =X+ x+1=x2+x +1+1+1=0C+x +1)+1+1=1+1
dir.

Bu kisimda ilk olarak her sonlu cismin mertebesinin bir asal sayinin kuvveti oldugu
goriilecektir. Hatirlanacagi gibi, F bir cisim ve kar(F) = n ise n = 0 veya p bir asal say1

olmak Uzere n = p dir. Diger yandan, kar(F) = 0 ise F cisminin Z halkasina izomorf bir
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alt halkas1 ve dolayistyla Q cismine izomorf bir alt cismi vardir. Eger kar(F) = p ise F
cisminin Fp cismine izomorf bir alt cismi vardir. Gergektende
¢:Z—>F, X)=x1F

olarak tanimlanan ¢ doniisiimii bir halka homomorfizmidir. Ustelik bu ddniisiimiin
¢ekirdegi, kar(F) = 0 ise

Ker(@) = {x € Z|#(x) = Or} = {0}
ve kar(F) = p ise

Ker(@) ={x € Z|¢(x) =0} ={x € Z| x-1r =0} ={x e Z| x=pt, t € Z} = pZ
dir. O halde Birinci Izomorfizm Teoremi geregi, sirasiyla
ZI{0} = HZ) ve Z/pZ= HZ)

dir. O halde kar(F) = 0 6zelligindeki cisimler Z ye izomorf bir alt halka ve dolayisiyla Q
cismine izomorf bir alt cisim, kar(F) = p 6zelligindeki cisimler ise Fp cismine izomorf
bir alt halka ve dolayisiyla Fp cismine izomorf bir alt cisim bulundurur. Dolayisiyla her

bir sonlu cisim, Fp cisminin bir cisim genislemesi olarak diistiniilebilir. Bu sonug ile

birlikte, her sonlu cismin mertebesinin bir asal saymin kuvveti oldugu goriilebilir.

2.1.4. Teorem. F bir sonlu cisim ve kar(F) = p ise F cisminin mertebesi belli birn € N

sayist i¢in g = p" dir (Fraleigh 2003).

Ispat. F bir sonlu cisim oldugundan F cisminin F, cismine izomorf bir K asal alt cismi

vardir. Ustelik F cismi sonlu oldugundan, F, K alt cismi tzerinde sonlu boyutlu bir

vektor uzayidir. O halde [F : K] = n olacak bicimde belli bir n € N sayis1 vardir. Eger F

cisminin bir K-baz1 {a1, oo, ..., an} ise Cy, Cz, ..., Ch € K 0lmak Uzere her § € F elemani
pP=Cion+ Coon+ ... + Crom

bigiminde tek tiirlii yazilabilir. Ayrica K cismi Fp cismine izomorf oldugundan K

cisminin p tane elemani vardir. Dolayisiyla 1 <i < n olmak Uzere her bir ci igin p farkli

se¢im oldugundan F nin eleman sayis1 p" dir.
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2.1.5. Teorem. Fq sonlu bir cisim ise Fq* = Fq\ {0} carpimsal grubu devirli bir gruptur

(Conrad 2013).

Ispat. m, F¢* abelyen grubundaki elemanlarin mertebelerinin en biiyiigii olsun. Bir sonlu

abelyen grupta tiim elemanlarin mertebesi en biiyiilk mertebeli elemanin mertebesini

boleceginden her t € Fg* igin t" = 1 dir. Boylece Fq* grubunun tiim elemanlari x™ — 1
polinomunun birer kékudur. Bir cisimde bir polinomun en fazla derecesi kadar koku var
oldugundan x™ — 1 polinomunun Fq cisminde g — 1 tane kokii vardir. Dolayisiyla m > q
— 1 dir. Diger yandan m, Fg* grubundaki bir elemanin mertebesi oldugundan m, Fg*
grubunun mertebesi olan q — 1 sayisim1 béler. O halde m < q — 1 dir. Boylece m=q — 1

oldugu sonucu elde edilir. Bu ise Fg* grubunda g — 1 mertebeli elemanlarin var

oldugunu gosterir, yani Fq* grubu devirlidir.

Sonlu cisimlerin bu 06zelligi 06zellikle sonlu cisimlerin uygulamalarinda oldukca

onemlidir. Asagida Fq*, devirli grubunun Uretecine 6zel bir isim verilecektir.

2.1.6. Tammm. Fq* devirli grubunu treten { € Fq* elemanina Fq sonlu cisminin bir ilkel

elemani denir.

{, Fq sonlu cisminin bir ilkel elemam olsun. Bu durumda ¢* € Fg* elemanmimn bir ilkel

eleman olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (k, g — 1) = 1 olmasidir. Dolayisiyla ¢, Euler

fonksiyonunu olmak (izere Fq cisminde ¢(q — 1) tane ilkel eleman vardir.

Teorem 2.1.5. in bir sonucu olarak, bir sonlu cismin her sonlu cisim genislemesinin bir

basit genisleme oldugu gortiilebilir.

2.1.7. Sonug. Bir sonlu cismin her sonlu genislemesi bir basit genislemedir (Asar ve
ark. 2009).
Ispat. F bir sonlu cisim E, F cisminin bir sonlu cisim genislemesi ise [E : F] = n olacak

bicimde belli bir n > 1 tamsayis1 vardir. F sonlu oldugun Teorem 2.1.4. geregi, |E| = |F|"
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dir. Dolayisiyla E cismi de sonludur. Diger yandan E* c¢arpimsal grubu devirli

oldugundan E* = ({) olacak sekilde bir { € E* ilkel elemani vardir. Dolayisiyla F({) c E
dir. Bundan baska, F({), 0 elemanin1 ve ¢ elemanlarinin tiim kuvvetlerini bulundurdu-
gundan E cisminin tiim elemanlarini bulundurur, yani,

E=E*u {0} cF(
dir. Dolayisiyla E = F({) dir. Bu ise E cisminin F cisminin bir basit cisim genislemesi

oldugunu gosterir.

Teorem 2.1.5. in bir diger 6nemli sonucu ise g elemanli sonlu F cismindeki her ¢ € F

elemani i¢in o = o olmasidir.

2.1.8. Sonug. F, g elemanli bir sonlu cisim ise her « € F elemani i¢in o = o dir (Lidl
ve Neiderreiter 1986).

Ispat. o = 0 igin esitlik gergeklenir. Diger yandan F* = F\{0} grubu, q — 1 mertebeli
devirli bir grup oldugundan her & € F* icin &~ ! = 1 dir. Bu esitligin her iki yan1 « ile

carpilirsa & = a oldugu elde edilir.

Asagidaki teorem, q = p" mertebeli bir sonlu cisim var ise, bu sonlu cisim p(x) € Fp[X]
derecesi n olan monik indirgenmez bir polinom olmak Uzere Fp[x]/(p(x)) halkasina

izomorf oldugunu gdstermektedir.

2.1.9. Teorem. Her sonlu cisim belli bir p asal sayis1 ve belli bir monik indirgenmez

p(x) polinomu igin Fp[x]/p(x)) halkasina izomorftur (Conrad 2013).
Ispat. F bir sonlu cisim olsun. Bu durumda F* devirli bir gruptur, bu grubun bir (ireteci
a € F* olsun. Her f(x) e Fp[x] ve her a € Fpigin
oo : Fpo[X] > F, ¢(a) = a ve ¢ga(f(x)) = ()
olarak tanimlanan deger homomorfizmi ortendir. Gergektende ¢@o(a) = a veya r > 0 igin

o € F alinirsa o = ¢a(X") olacak sekilde bir X" polinomu vardir, yani F cismindeki her

eleman ya 0 dir ya da a nin bir kuvvetidir. ¢, Orten oldugundan ¢«(Fp[X]) = F dir. O
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halde halkalar icin Birinci izomorfizm Teoremi geregi, Fp[X]/Ker(¢z) = F olur. Bu ise
Ker(¢ez) nin Fp[x] halkasinin maksimal ideali oldugunu gosterir. Fp[X] halkasinin bu

maksimal ideali ise belli bir monik indirgenmez p(x) polinomu ile dretilen (p(x))

idealidir, dolayisiyla Fp[x]/{p(x)) = F olur.

2.1.10. Uyar1. Yukaridaki teoremde gegen ¢o : Fp[X] & F deger homomorfizmi dikkate
alinirsa Fp[X]/Ker(ga) = @o(Fp[X]) V€ @ doniisimii 6rten oldugundan ¢a(Fp[X]) = Fp[ ] =
F oldugu elde edilir. Ustelik F bir cisim oldugundan Fp[a] halkasi da bir cisimdir ve
Fola] = Fp(@) dir. Diger yandan Ker(¢s), Fp[X] halkasinin maksimal ideali oldugundan
bu ideal p(«) = 0 olacak bigimdeki bir p(x) € Fp[x] monik indirgenemez polinomu ile

tiretilen idealdir. Dolayisiyla Fp[X]/{p(X)) = Fs( @) oldugu elde edilir.

Teorem 2.1.9. mertebesi bir asalin kuvveti olan tiim sonlu cisimlerin varligini, yani p bir

asal say1 ve n € N olmak Uzere p" mertebeli bir sonlu cismin her zaman var oldugunu
garanti etmez. Bu teorem, eger p" mertebeli bir sonlu cisim var ise, p(X) € Fp[x] derecesi
n olan monik indirgenmez bir polinom olmak (izere bu sonlu cismin Fp[x]/{p(x)) bolum

halkasina izomorf oldugunu belirtir.

Herhangi bir sonlu cisim, eleman sayisina bagli olarak bir polinomun parg¢alanma cismi

olarak ifade edilebilir.

2.1.11. Teorem. q = p" mertebeli herhangi bir sonlu cisim, x4 — x € Fp[x] polinomunun
Fp cismi Uzerindeki parcalanma cismidir (Conrad 2013).

Ispat. F, g = p" mertebeli sonlu bir cisim olsun. Bu durumda F cisminin Fy cismine
izomorf olan bir asal alt cismi vardir. F*, g — 1 mertebeli devirli bir grup oldugundan
her o € F* igin o~ =1 ve boylece o® = a olur. Bu F cisminin her elemanimin x% — x
polinomunun bir koki oldugunu gosterir. F bir cisim oldugundan bu polinomun en ¢ok

q tane kokii vardir. O halde F, x% — x polinomunun Fp tizerindeki parcalanma cismidir.
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Hatirlanacagi gibi, F bir cisim olmak Uzere F cisminin her sonlu genislemesi bir
ayrilabilir genisleme ise F cismine mikemmel cisim denir. Teorem 2.1.11. kullanilarak

her sonlu cismin bir miikemmel cisim oldugu goriilebilir.

2.1.12. Sonug. Her sonlu cisim mikemmeldir (Asar ve ark. 2009).

Ispat. F bir sonlu cisim ve kar(F) = p olmak iizere F, < F olsun. Bu durumda F

cisminin mertebesi q = p" olacak bicimde belli bir n > 1 tamsayis1 vardir. Eger E, F
cisminin sonlu bir cisim genislemesi ise [E : F] = r olacak bicimde belli bir r > 1

tamsayis1 vardir. O halde E cisminin mertebesi q" dir. Diger yandan Teorem 2.1.5.

geregi, E cisminin her elemani x4 —xe Fp[X] polinomunun bir sifiridir. Diger yandan
(x4 —x)y = q'x" —1=-1

oldugundan x4 —x polinomunun tiim koklerinin katliligi 1 dir ve dolayisiyla Fp

Uzerinde ayrilabilirdir. Boylece E cisminin her elemanmi F iizerinde ayrilabilir

oldugundan E, F cisminin bir ayrilabilir genislemesidir.

Asagidaki teoremde parcalanma cisimleri kullanilarak her p asal sayisi ve her n € N icgin

q = p" mertebeli sonlu cisimlerin var oldugu gosterilmektedir.

2.1.13. Teorem. Her p asal sayisi ve her n € N i¢in g = p" mertebeli bir sonlu cisim

vardir (Conrad 2013).

Ispat. p(x) =x"" —xe Fo[x] polinomunun parcalanma cismi F ve p(x) polinomunun F
cismindeki tim koklerinin kiimesi S = {a € F : a” = a} olsun. xP" —x ayrilabilirdir,
yani xP" —x polinomunun parcalanma cismindeki her kokl basit koktur. Gergektende
p'(x) = p"xP - 1= ~1, yani (p(x), p'(X)) = 1 dir. Dolayistyla | S | = p” dir. Simdi S

kiimesinin F cisminin bir alt cismi oldugunu gosterelim. Bunun igin, a, f € S olmak

uzere o + B, a-f, —a ve o # 0 olmak Uzere 1/a elemanlarinin S kiimesinde oldugunu

gostermek yeterlidir. a ve g, p(x) polinomunun kokleri oldugundan a” = a, ,Bpn = pve

ustelik Kar(F) = p oldugundan her n > 1 igin
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(@+B)" =a” +p" =a+peS ve (a-B) =a” -BP =afes
dir. (—a)”" = (<D " = (-1)"" - o, eger p tek bir asal say1 ise (<1)*" =—1vep=2
ise (—1)pn = 1 dir. Boylece her iki halde de (_a)pn = —a, yani —a € S dir. a # 0 olmak

lizere (1/ )" = Ua® =1 oldugundan 1/a € S dir. Bundan baska 0, 1 € S oldugu
aciktir. O halde S, p" mertebeli sonlu bir cisimdir. Ustelik S = F dir, gercekten Fp < S,

yani S, Fp izerinde p(x) polinomunun pargalanma cismidir ve dolayisiyla S = F dir.

Bu teoremin bir sonucu olarak Fp[x] halkasinda istenen her dereceye sahip bir

indirgenmez polinomun varligi ele alinacaktir. Daha sonra bu p(x) polinomunun bir tek

oldugu goriilecektir.

2.1.14. Sonu¢. Her q = p" asal kuvveti ve her n € N sayisi igin Fp[x] halkasinda

derecesi n olan bir monik indirgenmez p(x) polinomu vardir ve bu p(x) polinomu,

Fo[x]/{p(x)) halkasinin sifirdan farkli olan her bir elemani x in bir kuvvetine denk olacak
bicimde secilebilir (Conrad 2013).

Ispat. Teorem 2.1.13 geregi, g = p" mertebeli sonlu bir cisim vardir. O halde yukaridaki
teorem geregi, Fp[X] halkasinda derecesi n olan bir monik indirgenmez p(x) polinomu
vardir. Diger yandan Fp[X]/(p(X)) = Fp(@) izomorfizmi kullanilarak Fp[x]/(p(x)) halkasi-
nin X + (p(X)) elemani ile p(x) polinomunun F cismindeki kdki olan a elemani, yani F*
devirli bir grubunun {ireteci ile eslenir. O halde Fp[x]/{p(x)) halkasinin sifirdan farkli

olan her bir elemant X in bir kuvvetine denk olarak alinabilir.

2.1.15. Ornek. 9 elemanl bir cisim olusturmak icin F3[x] halkasinda derecesi 2 olan

monik indirgenemez polinomlar dikkate alinabilir. F3[x] halkasinda derecesi 2 olan
monik indirgenmez polinomlar

X2+ 1, X2+ x+2vex?+2x+2
polinomlar1 oldugundan

Fa[X]/(x? + 1), F3[X]/(x®+x+2), Fa[X]/(x%+2x+2)
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bolim halkalarmin her biri 9 mertebeli bir cisimdir.

2.1.16. Teorem. g = p" mertebeli her sonlu cisim x% — x polinomunun Fp cismi
uzerindeki parcalanma cismine izomorftur (Conrad 2013).

Ispat. F, g =p" elemanli sonlu bir cisim ise F cisminin karakteristigi p dir. Dolayisiyla
F cismi, Fp cismine izomorf bir asal alt cisim bulundurur. O halde Teorem 2.1.11.
geregi, F cismi x4 — x polinomunun Fp cismi {zerinde parcalanma cismidir. Ustelik

cisim teoriden, bir polinomun bir cisim Uzerindeki parcalanma cisimlerinin izomorf

oldugu bilinmektedir. Dolayistyla p" mertebeli her sonlu cisim, x% — x polinomunun F,

cismi Uzerindeki parcalanma cismine izomorftur.

2.1.17. Uyan 1. Teorem 2.1.16., q mertebeli her sonlu cismin x4 — x polinomunun F,

cismi Uzerindeki pargalanma cismine izomorf oldugunu ve dolayisiyla ayn1 mertebeye
sahip herhangi iki sonlu cismin birbirine izomorf oldugunu belirtmektedir. O halde

verilen bir mertebeye sahip sonlu bir cisim izomorfizme bagl olarak bir tektir.

2. Benzer bir sonug sonlu grup ve sonlu halkalar i¢in gegerli degildir, yani mertebeleri
ayni olan iki sonlu grup veya halka birbirlerine izomorf olmak zorunda degillerdir.
Ornegin 4 elemanli devirli bir grup ve 4 elemanli Klein-4 grubu izomorf degildir,

benzer sekilde Z, x Z2 ve Z4 halkalar1 da izomorf degildir.

2.1.18. Ornek. Fs[x] halkas1 iizerinde p(x) = x3 + x + 1, q(x) = x® + x* + 1 polinomlarm

dikkate alalim.

p(0)=1,p(1) =3, p(2)=1,p(3) =1,p(4) =4
ve

q(0)=1,0(1)=3,0a(2)=1,0(3)=1,q(4) =4
oldugundan p(x) ve q(x) polinomlarmin Fs cisminde bir sifir1 yoktur. Dolayisiyla p(x) ve

g(x) polinomlarmin birer lineer carpani yoktur. O halde p(x) ve q(x) polinomlar1 Fs[X]

halkasi iizerinde indirgenemezdir. Diger yandan p(x) ve q(x) polinomlarinin Fs cisminin
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birer genislemesindeki kokleri, sirasiyla, «, fve E = F3(«), F = F5(f) olmak Ulzere p(x)
ve q(X) polinomlari, Fs[X] halkasi tizerinde indirgenemez oldugundan [E : Fs] = [F : Fs]

= 3 ve dolayisiyla |E| = |F| =5 =125 dir ve Ustelik Teorem 2.1.16 geregi, E = F dir.

2.1.19. Teorem. Fq, q = p" mertebeli bir sonlu cisim ise Fq cisminin her alt cisminin

mertebesi, d | n olmak tizere p? dir. Ustelik bu zellikteki her bir d icin p® mertebeli bir
tek alt cisim vardir (Conrad 2013).

ispat. F, Fp < F < Fq= Fp" 6zelliginde bir sonlu cisim ve [F : Fp] = dise | F | = p? dir.

Diger yandan n = [Fp" : Fp] = [Fp" : F] - [F : Fp] oldugundan d|n olmalidir. Bundan bagka
F* carpimsal grubunun mertebesi p% — 1 oldugundan her t € F* igin tpd < =1 yani

t* = t olur ve iistelik bu son esitlik t = 0 icin de gerceklenir. xP* —x polinomunun Fy"
cisminde en fazla p? tane kokii vardir. Boylece F, p? tane farkli kokten olusan bir kiime
olur, yani
F={teF, | t*" =t}
dir. Bu ise Fp" cisminin en fazla p? mertebeli bir alt cismin oldugunu gdsterir. Her d | n
icin p? mertebeli bir alt cismin var oldugunu gostermek icin
{teF 1 t* =1}
kiimesini g6z 6niine alalim. Bu kiimenin bir cisim oldugu Teorem 2.1.13. {in ispatindaki

S kiimesinin bir cisim oldugunun gosterilmesine benzer bicimde goriilebilir. Simdi bu

N d e
kiimenin eleman sayismin p? oldugunu géstermek i¢in Fp" cisminde tP =1 esitligini
gergekleyen p? — 1 tane sifirdan farkli eleman oldugunu gostermek yeterlidir. 7 Fp"\ {0}

grubunun bir iireteci ise y elemaninin meretebesi p" — 1 dir. Ayrica d | n oldugundan (p¢
—1)| (p"—1) dir. Eger

n d
a =y "D

olarak alimirsa o min mertebesi p?— 1 olur. 0 < k < pd— 2 igin oX lar tP =1 esitligini

gercekler. Boylece F, p? mertebeli bir cisim olur.
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2.1.20. Ornek. Asagida Fp12 cisminin alt cisimleri verilmistir, burada d = 1, 2, 3, 4, 6,

O\,
NN
N,/

Sekil 2.1. Fy'2 cisminin alt cisimleri

2.2. Indirgenemez Polinomlarin Kékleri

Bu kisimda sonlu cisimleri elde ederken kullanilan indirgenemez polinomlarin kokleri

ve bu koklerin ozellikleri tizerinde durulacaktir. Sonug 2.1.14. geregi, her n € N sayisi
ve her q = p" asal kuvveti ve i¢in Fp[X] halkasinda derecesi n olan bir monik indirgen-

mez p(X) polinomu vardir ve Ustelik
Folx]/(p(X)) = Fp(c)
dir.

2.2.1. Ornek. p(x) = X2 + x + 1 € F2[x] polinomu F2[x] halkas: tizerinde indirgenemez-

dir. Kronecker Teoremi geregi, p(x) polinomunun bir « kdkind bulunduran F2 cisminin

bir cisim genislemesi vardir. ¢, p(X) polinomunun F> cisminin bir genislemesindeki bir

kokii olmak iizere o + a+ 1 =0 ve boylece o = —(1 + @) = 1 + adir. F2(e) cismi
{at+tbala,beFy}

bicimindedir ve bu cismin elemanlar1 0, 1, @ ve 1 + « dir. Bundan baska Fs, F2(a)

cismine izomorftur. Ustelik ¢, bu cismin bir ilkel eleman1 oldugundan
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d=a dd=1+ravedr=1

dir.
Cizelge 2.2. F2(«) cisminin islem tablolar1
+ 0 1 a 1+« 0 1 a 1+«
0 0 1 a 1+« 0 0 0 0 0
1 1 0 1+« a 1 0 1 o 1+«
a a 1+« 0 a 0 a 1+« 1
l+a| 1+« a 1 0 l+a 0 1+« 1 a

2.2.2. Ornek. p(x) = x2 + x + 2 € F3[x] polinomunun F3 cisminde kokii olmadigindan
F3[x] halkasinda indirgenemez bir polinomdur. Kronecker Teoremi geregi, p(X)
polinomunun bir « kdkund bulunduran F2 cisminin bir cisim genislemesi vardir. &, p(X)
polinomunun F3 cisminin bir genislemesindeki bir koki olmak Uzere
a’?+a+2=0
ve boylece
a’=—a-2=2a+1
dir. F3(e) cismi, F3 cismi tzerinde 2 boyutlu bir vektor uzayi oldugundan
Fs(a) ={a +ba|a, b € F3}
dir. Bundan bagka Fo, F3(@) cismine izomorftur. Bu cismin toplam ve ¢arpim tablolarini

olusturmak igin kii¢iik hesaplamalar yapilabilir. Ornegin,
20(0 +2) =202 + 4o =2(2a + 1) + 0 = 20 + 2

dir. Elde edilen garpim tablosu yardimiyla a elemanmin Fo* grubundaki mertebesinin 8

oldugu goriiliir. Dolayisiyla a, Fg cisminin ilkel bir elemanidir.

31



Cizelge 2.3. F3(a) cisminin islem tablolar1

+ 0 1 2 a a+tl | a+2 20, 20+ 1| 200+ 2
0 0 1 2 a a+tl | a+2 20, 20+ 1 | 200+ 2
1 1 2 0 a+l | a+2 a 20+ 1| 200+ 2 20
2 2 0 1 a+2 a o+l |2a0+2 20, 200+ 1
a a a+l | a+2 200 | 20+1 | 20+2 0 1 2
a+l | a+l | a+2 a 20+1 | 200+ 2 20, 1 2 1
a+2 | a+2 a o+l |2a+2 20, 200+ 1 2 0 0
20, 20, 20+1 | 20+ 2 0 1 2 a atl | a+2
20+1 | 20+1 | 200+2 20, 1 2 1 o+l | a+2 a
20+2 | 200+ 2 20, 200+1 2 0 0 o+2 a a+1l
0 1 2 a o+l | a+2 20, 20+ 1| 200+ 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 a atl | a+2 20, 20+ 1 | 200+ 2
2 0 2 1 20, 20+2 | 20+1 a a+2 | a+1l
a 0 a 200 | 2a+1 1 atl | a+t2 |2a+2 2
a+l 0 atl |2a+2 1 o+2 20, 2 a 200+ 1
a+2 0 oa+2 |2a0+1| a+1l 20, 2 200+ 2 1 a
20, 0 20, a a+2 2 2042 | 20+1 | a+l 1
200+ 1 0 20+1 | a+2 | 20+2 a 1 o+1 2 20,
200+ 2 0 20+2 | a+1l 2 200+1 a 1 20, a+2

Yukaridaki oOrneklerde ele alinan indirgenemez polinomun kokleri sonlu cisimler
teorisinde oldukca Onemlidir. Bu kisimda sonlu bir cisim fiizerinde tanimli olan

indirgenemez bir polinomun koklerinin kiimesi incelenecektir.
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2.2.3. Teorem. p(X) € Fq[x], Fq cismi Uzerinde bir indirgenemez polinom ve «a, p(X)
polinomunun Fq cisminin bir cisim genislemesindeki bir kokii olsun. Bu durumda bir
h(x) € Fq[X] polinomu icin h(x) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul p(x) polinomunun

h(x) polinomunu bélmesidir (Lidl ve Neiderreiter 1986).

Ispat. a € Fq, p(X) polinomunun baskatsayisi ve g(x) = a*p(x) olsun. Bu durumda g(x)
polinomu Fq[X] halkasinda monik indirgenemez bir polinomdur ve g(a) = 0 dir. Boylece
g(x) polinomu, & elemaninin Fq cismi tizerindeki minimal polinomudur. ispatin devanu

Teorem 1.2.4. den elde edilir.

2.2.4. Teorem. p(X) € Fq[x] polinomu derecesi m olan Fq cismi Uzerinde indirgenemez

bir polinom olsun. Bu durumda p(x) polinomunun x% — x polinomunu bélmesi icin

gerek ve yeter kosul m nin n yi bélmesidir (Lidl ve Neiderreiter 1986).
ispat. p(x) | x4 —x olsun. Eger a, p(X) polinomunun Fq cismi zerindeki parcalanma
cismindeki bir kokii ise a® = « ve dolayisiyla @ € Fq" dir. Bu ise Fq() cisminin Fg"
cisminin bir alt cismi oldugunu gosterir. O halde Fq < Fq(@) < Fg" dir. Dolayisiyla
Teorem 1.2.1. geregi,

[Fq": Fo] = [Fq" : Fo(@)] [Fa(@) : Fql
dir. Diger yandan [Fq(c) : Fp] =m ve [Fq" : Fq] = n oldugundan m | n dir.
Tersine m|n ise Teorem 2.1.19. geregi, Fq", Fq" cisminin bir alt cismidir. Eger @, p(X)
polinomunun Fq cismi Uzerindeki pargalanma cisminindeki bir koku ise [Fq(@) : Fg] =m
ve boylece Fq(c) = Fq™ olur. O halde o € Fq" ve dolayisiyla a® = « dir. Bu ise a min

x4 —xe Fq[X] polinomunun bir kokii oldugunu gosterir. Dolayistyla yukaridaki teorem
geregi, p(x) | x”" —x dir.

2.2.5. Ornek. F2[x] halkasinda X2 — x polinomunu, n =1, 2, 3, 4 i¢in indirgenmezlerin
carpimi bi¢iminde asagidaki gibi yazilabilir;

X2 —x=x(x-1),
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x*—x=x(x = 1)(x*+x + 1),
X —x=x(x =13+ x + 1)+ x% + 1),

X —x=x(x -1+ x+ DX+ x+1)*+ xS+ 1)+ 3+ X2+ x +1).

2.2.6. Teorem. p(x) € Fqg[X], Fq cismi Uzerinde m dereceli indirgenemez bir polinom
olsun. Bu durumda p(x) polinomunun Fq™ cisminde bir « kokii vardir. Ustelik p(X)

polinomunun tim kokleri basit koktir ve bu kokler, Fq™ cisminin birbirinden farkli olan

a o a¥ .., a¥ elemanlardir (Lidl ve Neiderreiter 1986).

Ispat. o, p(x) polinomunun Fq cismi tzerindeki pargalanma cismindeki bir kokii ise
[Fg(@) : Fq] = m ve dolayisiyla Fg(@) = Fq" dir. Buise & € Fq" oldugunu gosterir. Simdi
B € Fq™ eleman1 p(x) polinomunun bir koki ise % elemanimnin da p(x) polinomunun bir
kokii oldugunu gosterelim. 0 <i<migin ai € Fqolmak lzere

p(X) =amx™ + ... +aix + ao

polinomunu alalim. af= a; ve Fq cisminin karakteristigi p oldugundan

p(AY) =am 1" + ... + a1 f9 + ao
=alpim+ ..+ alpt +af
= (amf™ + ... + a1 + ao)¢
=p#)*=0
olur. Dolayisiyla a, o, aqz, - aqul elemanlar1 p(x) polinomunun kokleridir. Simdi
bu koklerin birbirinden farkli oldugunu gosterelim. Tersine j ve k, 0 <j<k<m—1

q

, K )
ozelliginde 1ki tamsay1 olmak {izere a® =a% olsun. Bu esitligin her iki yani qm_k ile

carpilirsa

m—k+ j m

q q" —

o -a o

- . m—k+] .
esitligi elde edilir. Dolayisiyla Teorem 2.2.3 geregi, p(x) | (x° J —X) olmalidir. Bu ise
m sayisinin m — kK + j sayisini bolmesiyle miimkiindiir, ancak 0 <m — k + j <m

oldugundan bu imkansizdir.
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2.2.7. Sonug. p(x) € Fq[x] derecesi m olan indirgenemez bir polinom ise p(x) polinomu-
nun Fqcismi Gzerindeki pargalanma cismi Fq™ cismidir (Lidl ve Neiderreiter 1986).
Ispat. Bir onceki teorem geregi p(x) polinomu Fq" cisminde pargalanir. Ustelik p(X)
polinomunun Fq™ cismindeki bir a koki igin

Fo(a, af, aqz, - aqm_l) = Fq(a) = Fq"

dir.

2.2.8. Sonug. Fg[x] halkasinda ayni dereceli herhangi iki indirgenemez polinomun

parcalanma cisimleri izomorftur (Lidl ve Neiderreiter 1986).

Simdi yukaridaki teoremde gegen p(x) indirgenemez polinomun kokleri olan «a, %,

2 m

q q

=i r .. . 4
a’ .., a' elemanlarina 6zel bir isim verilecektir.

2.2.9. Tammm. Fq bir sonlu cisim ve Fq", Fq cisminin bir cisim genislemesi olmak (zere

m

2 -1 . . -
a € F"olsun. o, a% a",.., a9 elemanlarina a elemamnin Fq cismine gore

eslenikleri denir,

2.2.10. Uyar1. ¢ € Fq" elemaninin Fq cismi Uzerindeki minimal polinomunun derecesi

. . . . . . 2 m=1 .
d = m ise a elemanmn Fq Cismine gore eslenikleri o, a%, a% , ..., % = birbirinden

farklidir. Eger m # d ise d, m nin bir has bolenidir ve her bir eslenik eleman m/d kez

tekrarlanir.

2.2.11. Teorem. o € Fg* elemanmin, Fq cisminin herhangi bir alt cismine gore
esleniklerinin Fg* grubundaki mertebeleri aynidir (Lidl ve Neiderreiter 1986).

Ispat. Fq* devirli bir grup oldugundan teoremin ispati Teorem 1.1.1 ve Fq cisminin
karakteristigi olan p asal sayisinin tiim kuvvetleri Fq* grubunun mertebesi olan g — 1 ile

aralarinda asal oldugu gercegi kullanilarak elde edilir.
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2.2.12. Sonug. «, Fq cisminin bir ilkel elemani ise a elemanimin tiim eslenikleri de Fq

cisminin herhangi bir alt cismine gore ilkel elemandir (Lidl ve Neiderreiter 1986).

2.2.13. Ornek 1. a € Fi, p(X) = x* + x + 1 € F2[x] polinomunun bir koki olsun. Bu

durumda «a elemaninin F2 cismine gore eslenikleri

a o, d=a+lve B=c~+1
bi¢imindedir ve bu esleniklerin her biri F1e cisminin ilkel elemanlaridir. « elemaninin F4

cismine gore eslenikleri ise ave o = a+ 1 dir.

2. a € Faz, p(x) = x} —x + 1 € F3[x] polinomunun bir kokii olsun. Bu durumda a

elemaninin F3 cismine gore eslenikleri

a, =a+?2 ve &= a+1

bi¢imindedir ve bu esleniklerin her biri F27 cisminin ilkel elemanlaridir.

2.2.14. Uyar. Bir sonlu cismin belli otomorfizmleri ve eslenik elemanlar arasinda yakin

bir iliski vardir. Fq", Fq cisminin bir cisim genislemesi olsun. Bundan sonra Fq™ cisminin
Fq cismi GUzerindeki bir otomorfizmi denildiginde & € Fq" elemanini Fq cismine gore
eslenigine resmeden ve Fq cisminin elemanlarini sabit birakan Fq™ cisminin bir

otomorfizmi anlagilacaktir.

2.2.15. Teorem. Fg™ cisminin Fqcismi tizerindeki farkli otomorfizmleri & € Fq™ ve 0 <

Jj <m—11i¢in gj(@) = ® olarak tanimlanan 00, 01, ..., om — 1 doniisimleridir (Lidl ve
Neiderreiter 1986).

Ispat. Her bir ¢j doniisimii ve her ¢, f € Fq" icin oj(af) = oj(@)aj(B) oldugu aciktir.
Diger yandan Fq" cisminin karakteristigi p oldugundan oj(a + f) = oj(@) + oj(f) dir.
Dolayistyla gj doniisiimii Fq" cisminin bir endomorfizmidir. Ayrica oj(¢) = 0 olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul = 0 olmasidir. Bu ise ¢j doniisiimiiniin birebir oldugunu gosterir.

Son olarak Fq™ cismi sonlu oldugundan oj bir epimorfizm ve dolayisiyla Fq™ cisminin bir
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otomorfizmdir. Ustelik Sonug 2.1.8. geregi, her a € Fq icin ¢j(a) = a oldugundan her o
dontisiimii, Fg™ cisminin Fq cismi Gzerinde bir otomorfizmidir.
Diger yandan oo, o1, ..., om - 1 doniisiimleri altinda Fq™ cisminin bir ilkel eleman1 farkli

degerler aldigindan bu doniisiimler birbirinden farklidir.

Simdi a, Fg" cisminin Fq cismi Uzerinde herhangi bir otomorfizmi olmak tzere g, Fq™
cisminin bir ilkel eleman: ve p(X) = X™ + a»-1X" 1 + ... + a € Fq[x] polinomu S
elemanin Fq cismi Uzerindeki minimal polinomu ise
0=0(f" +au 1"t +..+ao)
= o)™ + am1o(B)" L + ...+ ao
olarak yazilabileceginden o(f), p(x) polinomunun Fq™ cismindeki bir kokidir. O halde
Teorem 2.2.6. geregi, 0 <j <m — 1 dzelligindeki belli bir j sayisi igin o(f) = ﬁqj dir. o,

bir homomorfizm oldugundan her ¢ € Fq" icin o(a) = o dir.

2.2.16. Uyan 1. Fq" cisminin Fq cismi (zerindeki tum otomorfizmlerinin kimesi
fonksiyonlarin bileske islemine goére bir gruptur. Bu gruba Fq™ cisminin Fq cismi

lizerindeki Galois grubu adi verilir. Ustelik yukaridaki teorem geregi, bu grup o € Fq™
olmak Uzere
o1 . qu —> qu, o1 (0() = Qﬂ

Frobenius otomorfizmi ile dretilen m mertebeli devirli bir gruptur.

2. Fq cisminin elemanlar1 x% —x polinomunun tiim kékleri oldugundan Fq, Fp (izerinde
bu polinomun pargalanma cismidir. Diger yandan Fq, Fp cisminin sonlu bir genislemesi

oldugundan mitkkemmel ve dolayisiyla da ayrilabilirdir. O halde Fq, Fp cisminin bir

Galois genislemesidir.

Asagidaki teoremde sonlu cisimlerin Galois gruplarmin devirli oldugu ve dogal bir

tiretecinin oldugu goriilecektir.
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2.2.17. Teorem. Gal(Fq"/Fq) Galois grubu devirlidir ve bu grubun treteci
o :F" > Fq", o1(a) = o
Frobenius otomorfizmidir (Conrad 2013).

Ispat. Her o € Fqicin o1(@) = o = aoldugundan o1 doniisiimii Fq cismini sabit birakar.
Ayrica o1 doniisimii bir cisim homomorfizmidir ve birebirdir. Fq cismi sonlu
oldugundan o 6rtendir. Dolayisiyla o1 € Gal(Fq"/Fq) dir.

Diger yandan Gal(Fq"/Fq) grubunun mertebesi [Fq" : Fq] = m dir. o1 otomorfizminin
mertebesinin m oldugunu, yani bu grubun bir treteci oldugunu gésterelim. r>1 ve a €
Fq" icin o' (a) = o dir Dolayisiyla o' 6zdeslik doniigiim ise her & € Fg" igin % =«
ve boylece % — a=0 dir. x%' — x polinomunun derecesi g oldugundan bu polinomun
bir cisimde en fazla q" tane kokii vardir. O halde g™ < " ve bdylece m <r dir. Bu ise o1
dontistiminiin - Gal(Fq"/Fq) grubundaki mertebesinin en az m oldugunu gosterir.
Gal(Fq"/Fq) Galois grubunun mertebesi m oldugundan o1 otomorfizminin mertebesi m

olmak zorundadir, yani o1 bu grubun bir Uretecidir.

Galois teorisi geregi, Gal(Fq"/Fq) Galois grubunun alt grup diyagrami ile Fq™ cisminin
Fq Uzerindeki ara cisim diyagramlar1 birbirinin ters donmiis halidir. Buna gore Fq"
cisiminin Fq cismi Uzerindeki d dereceli tek alt cismi, Gal(Fq"/Fq) Galois grubunun

indeksi d olan tek alt grubuna karsilik gelir.

2.2.18. Ornek. Fq cisminin Fq? cisim genislemesinin derecesi [Fq'? : Fq] = 12 oldugun-
dan Fq'? cisminin Fq Gizerindeki Galois grubu Gal(F¢*2/Fq) = (o) = Z12 dir. Asagida
diyagramlarda Fq*? cisminin Fq Gzerindeki ara cisim cisimleri ve bunlara karsilik gelen

Gal(Fq?/Fq) grubunun alt gruplari iiretecleri yardimryla verilmistir.
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Sekil 2.2. Fq*? cisminin Fq Uzerindeki alt cisim diyagrami ve

Gal(F4*?/Fq) grubunun alt grup diyagrami

2.3. iz, Norm ve Baz

K = Fq bir sonlu cisim ve F = Fq", K cisminin bir sonlu genislemesi ise F, K cismi
Uzerinde m boyutlu bir vektor uzayidir. Eger {o1, oo, ..., am} klUmesi, F cisminin bir K
baziise 1 <j<migin ¢j e K olmak tizere her € F elemani

p=Cion+ ...+ Cmam

seklinde tek tiirlii yazilabilir.

Simdi bu 6zellikteki F ve K cisimleri i¢in F cisminden K cismine tanimli 6nemli bir

doniisiim verilecektir.

2.3.1. Tammm. K = Fq ve F = Fq" sonlu cisimler ve « € F olmak (izere

-1

Trew(@) = a+ A+ ... +a®
toplamina « elemaninin K cismi tzerindeki izi denir. Eger K, F cisminin asal cismi ise

Trek(a@) ya a elemaninin mutlak izi denir ve Tre(e) seklinde gosterilir.
Tanima dikkat edilirse,  elemaninin K cismi Uzerindeki izi, « elemaninin K cismine

gore esleniklerinin toplamidir. & elemaninin K cismi Gzerindeki izi tanimi su sekilde de

verilebilir: p(x) € K[x], & elemanimin K cismi (zerindeki minimal polinomu ise p(x)
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polinomunun derecesi d, m nin bir bolenidir. g(x) = p(x)™? e K[x] polinomuna «
elemaninin K cismi Gzerindeki karakteristik polinomu denir. Teorem 2.2.3. geregi, p(X)
polinomunun F cismindeki kokleri «, o4, ..., a® dir. Tamm 2.2.6. geregi, g(x)
polinomunun F cismindeki kokleri tam olarak « elemaninin K cismine gore

eslenikleridir. Dolayisiyla

m-1

gx) = X"+ am-1xX" 1+ . +ar= (X— @)(Xx—a) - (x— a® ) (2.1)
dir ve bu iki polinomun esitliginden
Trek(@) = —ama (2.2)

elde edilir. Boylece Trek(a) her zaman K cisminin bir elemanidir.

2.3.2. Teorem. K = Fq ve F = F¢" olsun. Bu durumda iz fonksiyonu Trrx asagidaki

oOzellikleri gercekler:
i) Her a, f € F icin Tre(a + f) = Tre(a) + Trex(p) dir.
i) Herc e Kve a € F igin Trex(ca) = cTrex(a) dir.
i) F ve K, K cismi Uzerinde birer vektor uzay: olarak alinirsa Trrk, F cisminden K
cismi Gzerine bir lineer doniisimdiir.
iv) Her a € K icin Trrx(a) = ma dur.
V) Her a € Figin Trek(a) = Trex(a) dir (Lidl ve Neiderreiter 1986).
Ispat. i) F cisminin karakteristigi p oldugundan ¢, 8 € F igin
Tren(a+p) = a+ f+(a+f)i+... +(a+p)"

=a+frd+f+ +al B

=a+di+.. ot FB++ L+

= Tre(a) + Trex(p)
i) ¢ € K olmak Uzere Sonug 2.1.8. geregi, her j > 0 sayis1 igin c? = c dir. Buradan her
a € Figin

m-1 m-1

Trex(ca) =ca+cldf + ...+ ¢ af

m-1

=ca+cd+..+cal

m-1

=cla+dl+..+a )

=CcTrex(a)
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iii) Her a € Fi¢in Trex(a) € K oldugundan (i) ve (ii) 6zellikleri geregi Trex doniistimi
F cisminden K cismi i¢ine bir lineer doniisiimdiir. Bu doniisiimiin iizerine oldugunu
gostermek igin Trek(a) # 0 olacak sekilde bir @ € F nin var oldugunu gostermek
yeterlidir. Trek(a) = 0 olmasi igin gerek ve yeter kosul & € F elemaninin

x? 4+ L+ XA+ x e K[X]
polinomunun bir kokii olmasidir. Bu polinomun F cisminde en fazla q”* tane kokii
oldugundan ve F cisminin q™ tane eleman1 oldugundan istenilen sekilde bir o elemani

vardir.

iv) Her a e K igin Sonug 2.1.8. geregi, a’ = a oldugundan iz fonksiyonunun tammi da

g0z Oniine alinirsa istenilen elde edilir.
V) Her « e F icin Sonug 2.1.8. gerei, % = o oldugundan

Trex(af) = d@+ % + ... +a¥ = Trex()
esitligi elde edilir.

F cisminden K cismi {izerine tanimli olan tek lineer doniisiim iz fonksiyonu degildir.
Ayrica iz fonksiyonu secilen bazdan bagimsiz oldugundan F cismi iizerindeki diger

lineer doniisiimlerin bulunmasinda kullanilabilir.

2.3.3. Teorem. K bir sonlu cisim ve F, K cisminin bir sonlu genislemesi, yani K ve F
cisimleri, K cismi tizerinde birer vektor uzayr olsun. Bu durumda F cisminden K cismi
icine tanimli lineer doniigiimler tam olarak f € F olmak (izere her o eF igin

Lp(a) = Tre(Be)
ozelligindeki L lineer déniisiimleridir. Ustelik g ve y, F cisminin birbirinden farkli
elemanlart ise Lp # L, dir (Lidl ve Neiderreiter 1986).
Ispat. Teorem 2.3.2. (iii) geregi, her bir L doniisiimii F cisminden K cismi icine tanimli
bir lineer doniisiimdiir. 5 # y olmak Uzere f, y € F ve 0 # a € F igin Trrk dontsiimii F
cisminden K cismi {izerine bir doniisiim oldugundan

La(a) — Ly(@) = Trex(Be) — Trek(ya) = Trex((B —7) @) #0

dir. Dolayisiyla Lg # L, dir.

K=Fq ve F =Fq" ise bu durumda Ls doniisiimleri, F cisminden K cismi i¢ine taniml

q™ tane farkli lineer doniisiim verir. Diger yandan F cisminden K cismi icine her lineer
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dontistim, F cisminin bir K bazindaki m tane elemaniyla belirlenir. Bu islem i¢in g™ tane
farkli se¢im yapilabileceginden Lg doniisiimii F cisminden K cismi igine olabilecek tim

lineer doniistimleri verir.

2.3.4. Teorem. F, K = Fq cisminin bir sonlu genislemesi olsun. Bu durumda « € F igin
Trex(@) = 0 olmast igin gerek ve yeter kosul belli bir f € F icin a = 9 — f olmasidir
(Lidl ve Neiderreiter 1986).

Ispat. Bir § € Figin o = 59 —p ise Teorem 2.3.2 nin (i), (ii) ve (v) siklar1 geregi,

Trex(@) = Trex(B9 — B) = Trex(BY) — Trex(b)
= Trex(B) — Trex(B) =0

oldugu goriiliir. Tersine Trrik(e) = 0 6zelliginde bir @ € F = Fg" alalim ve §, x4 —x — «
polinomunun F cisminin bir genislemesindeki koki olsun. Bu durumda % — f = « dir

ve

m-1

O0=Tre(a) = a+ d+ ..+ af
= (B =)+ (B P+ ..t (B -
=B =P+ (BT o+ (B BT
=p P
oldugundan S% = 8 ve béylece § € F dir.

Cisim genislemelerinin zinciri géz oniline alinirsa, iz fonksiyonlarinin bileskesi basit bir

kuralla bulunabilir.

2.3.5. Teorem. K bir sonlu cisim, F, K cisminin bir sonlu genislemesi ve E cismi de F

cisminin bir sonlu genislemesi yani K < F < E olsun. Bu durumda her « € E igin
Trex(@) = Trex(Trer(q))

dir (Lidl ve Neiderreiter 1986).

Ispat. K=Fg, [F: K]=mve [E:F] =n ise Teorem 1.2.1. geregi, [E : K] = mn dir. O

halde « € E igin
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Bir sonlu cisimden bu cismin alt cismine tanimlanan bir bagka fonksiyon, 0 cismin bir

elemaninin alt cismine gore esleniklerinin ¢arpimiyla asagidaki gibi elde edilir.

2.3.6. Tammm. K = Fgq ve F = F4" sonlu cisimler ve « € F olmak tizere

m-1 m-1
New(@) = add - a® = @ /@D

carpimina « elemaninin K cismi Gzerindeki normu denir (Lidl ve Neiderreiter 1986).

(2.1) esitligindeki sabit terimler dikkate alinirsa Nex(@), a elemanmin K cismi
uzerindeki karakteristik polinomu g(x) yardimiyla bulunabilir, yani
New(a) = (-1)"ao (2.3)

dir. Dolayisiyla Nrk(a) her zaman K cisminin bir elemanidir.

2.3.7. Teorem. K = Fq ve F = Fg" olsun. Bu durumda Nrxk norm fonksiyonu, asagidaki
oOzellikleri gercekler:

1) Her o, € Ficin Nrk(af) = Nrk(@)Nrk(B) dir.

i) Nrk dontistimii, F cismini K cismi lzerine ve F* grubunu K* grubuna resmeden bir
doniigiimdiir.

iii) Her a € K'icin Nrk(a) = a™ dir.

iv) Her « € Ficin Nek(a®) = Nrk(e) dir (Lidl ve Neiderreiter 1986).

Ispat. i) Norm tanimimndan
New(ap) = ap(ap)® -~ (ap)

= (a0® %) (BB ...ﬂqm'l)
= Nrk(@)Nrk(B)
olarak elde edilir.
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i) Nek dontisimi F cismini K cismine resmeden bir doniisiimdiir. Diger yandan
Nrk(a) = 0 olmast igin gerek ve yeter kosul @ = 0 olmasidir. Dolayisiyla Nex
doniistimii, F* grubunu K* grubu igine bir donilisimdiir. (i) deki bu islem koruma

ozelligiyle birlikte Npx doniislimii, bu c¢arpimsal gruplar arasinda tanimli bir

homomorfizmdir. Nex homomorfizminin ¢ekirdegi tam olarak @' DA _ 1 ¢ K[x]
polinomunun F cismindeki koklerinden olustugundan Ngx  homomorfizminin
¢ekirdeginin mertebesi d,

d<@-1)/(q-1)
esitsizligini gercekler. Nrk doniisiimiiniin goriintii kiimesinin mertebesi ise (™ —1)/d dir
ve (Q"—1)/d > q — 1 dir. O halde Nrx dontisiimii, F* grubundan K* grubuna tanimli bir
doniisimdiir.
iii) Bir a € K icin a elemaninin K cismine gore tiim eslenikleri kendisine esit
oldugundan norm fonksiyonun tanimi geregi Nek(a) = a™ dir.
IV) Nrk(@), K cisminin bir elemani oldugundan (i) 6zelligi geregi,

NF/K(th) — NF/K(a. "C{)

E/_J
gtane

= Nrrk(@) - New(@) = Ner(a)°
= Nrk(Q)
dir.

2.3.8. Teorem. K bir sonlu cisim, F, K cisminin bir sonlu genislemesi ve E cismi de F
cisminin bir sonlu genislemesi olsun. Bu durumda her « € F igin
Nek(@) = Nrk(Ner(@))
dir (Lidl ve Neiderreiter 1986).
Ispat. Bir o € E igin
Nex(Ner(a)) = NF/K(a(qmn_l)/(qm_l))

— (a(qm”—l)/(qm—1))(q'"—1)(q—1)
= @MDY

= Nexx(a)
dir.
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{, ..., om} kiimesi, F cisminin bir K baz1 ise bir @ € F eleman1 1 <j<micin¢j e K
olmak tizere

a=ci(a)a + ... + cm( @) am (2.4)
biciminde tek tiirlii yazilabilir. Bu esitlikteki ¢j katsayilar1 belirlenmek istenirse,
F cisminden K cismi i¢ine tanimli Cj : & > Cj() lineer doniisiimii dikkate alinabilir. Bu
doniistim bir lineer doniisiim oldugundan Teorem 2.3.3 geregi, her « € F igin

ci(@) = Trek(Bj)
olacak sekilde bir fj € F vardir. 1 <i < m olmak lzere a = & yazilirsa i = j igin
Trex(Bjoa) = 1 ve i #j icin Trex(Bijoi) = 0 oldugu goriiliir. Ustelik 1 <i<migindi € K
olmak tizere
difi+ ... +dwfm=0
ise bu esitligin her iki tarafi belli bir i € K ile carpilir ve iz fonksiyonu uygulanirsa

di = 0 olur. Dolayisiyla {1, ... , fm} kiimesi, F cisminin bir K bazi olur.

2.3.9. Tanmmm. K bir sonlu cisim ve F, K cisminin bir sonlu genislemesi olsun. Bu
durumda F cisminin iki K bazi {ex, ..., am} ve {f1, ..., fm} olmak iizere 1 <i, j <migin

0, 1#]

Tre(aif) = { ) J

1 1=

ise {a, ..., am} ve {B1, ..., fm} bazlarina dual bazlar denir (Lidl ve Neiderreiter 1986).

Buradan hareketle F cisminin K Uzerindeki her bir {1, ..., am} bazi i¢in {f1, ..., fm}
seklinde bir dual bazmin var oldugu sdylenebilir. (2.4) esitligindeki cj katsayilar1 her
a € Ficin ¢j(a) = Trex(Bja) esitligini gergeklediginden dual baz tek tiirlii tanimlidir ve

Teorem 2.3.3. geregi, fj elemani ¢j lineer doniistimiiyle tek tiirlii belirlidir.

2.3.10. Ornek. a € Fs, x® + x2 + 1e F2[x] indirgenemez polinomunun bir kokii olsun.
Bu durumda {a, &Z, 1 + a+ &}, Fs cisminin bir F2 bazidir. Bu bazin tek tiirlii tanimli

dual bazinin yine {a, ¢?, 1 + a+ ¢} oldugu kolayca goriilebilir. Bunun gibi dual baz1

kendisine esit olan baza kendi dual baz denir. & € Fg elemani, 1, C2, C3 € F2 olmak

Uzere

@ =cia+l +c3(l+ a+ &)
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seklindedir ve C1, C2 Ve c3 katsayilari
C=Tr e (@ @) =Tr g, (F) = &+ a2+ & = & + P + (P)?
=+ +dd =1+ + P+ d+ 1+ A =0,
2= Tre (R ) =Tr e ()= & + &M+ 2= d + () +(d)*=1,
G=Tre,(1+a+ ) =Tr g (@ +d® + )
=Tr ey () +Tr g () + Tr g ()
= +d? + P +0+1=+ P A+ (B +1=+P+a+1
=+ +l+ 1+t + 1= +PA+1+1=1
oldugundan
=dd+(1+a+d)
dir (Lidl ve Neiderreiter 1986).

Benzer sekilde hareket edilirse o° € Fgelemant, di, dz, d3s € F2 olmak lizere ¢f = diar +
d20? + d3(1 + a + &) bicimindedir. Burada ds, d, ds katsayilari,

di=Tre (@) =Tre, (&) =d + d*+ PP = + () + (') = 1,

B=Tre () =Tre ()=t +d?=a+d+d'=a+ P+ l+a

=+ 1+ =1,
ds=Tr e (L + a+ A))=Tr ¢, (& + ' + &)

=Tre () +Tre (o) +Tr e () =0+1+1=0
bi¢iminde oldugundan
d=a+ad=a+
dir.

F cisminin farkli K bazlarinin sayisi oldukga fazladir, ancak bunlardan iki tanesi 6zel bir
O6neme sahiptir. Bunlardan ilki F cisminin K cismi Uzerindeki bir « (Uretecinin
kuvvetlerinden olusan {1, @, @&, .., d™'} seklindeki polinom bazdir. @ eleman:
genellikle F cisminin bir ilkel elemani olarak alinir. Diger tip baz ise F cisminin uygun

bir elemani ile olusturulan normal bazdir.
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2.3.11. Tanim. K = Fq ve F = Fq" olmak uzere belli bir a € F elemani ve o elemaninin

. . .. . . m-1 an - - - - we -
K cismine gore esleniklerinden olusan {a, of, ...,a® } kimesine F cisminin K {izerinde

bir normal baz: denir (Lidl ve Neiderreiter 1986).

Ornek 2.3.10. g6z 6niine almirsa 1 + o + o = a* oldugundan {a, a?, 1 + a + o} kiimesi

Fg cisminin F2 tizerindeki normal bazidir.

2.3.12. Teorem (Artin Lemmasi1). F bir cisim ve yi, ..., ym bir G grubundan F*
carpimsal grubuna tamimli farkli homomorfizmler olmak tizere ai, ...., am, F cisminin
hepsi birden sifir olmayan elemanlar1 olsun. Bu durumda belli g € G elemani i¢in
awyi(g) + ... + amym(9) # 0

dir (Lidl ve Neiderreiter 1986).
Ispat. Bunu gostermek icin m iizerine tiimevarim uygulanirsa m = 1 igin ay1(g) # 0
oldugu agiktir. m > 1 olsun. m — 1 farkli homomorfizm teoremin hipotezini gergeklesin.
Teoremde belirtilen sekilde i, ..., ym homomorfizmleri ve ay, ..., an € F alalim. Eger
a1 = 0 icin teoremin hipotezi gerceklenir. O halde a1 # 0 ve her g € G icin
ary1(g) + ... + amym(g) =0 (2.5)
olsun. y1 # ym oldugundan ayyi(h) # amym(h) olacak sekilde bir h € G vardir. Bu
durumda (2.5) esitligindeki g yerine hg yazilirsa her g € G igin

awy1(h)ya(9) + ... + amym(h)ym(9) = 0
elde edilir. Esitligin her iki tarafi ym(h) ™ ile carpilirsa 1 <i<m—1ve her g € G igin
bi = aiyi(h) ym(h) olmak tizere

biy1(g) + ... + bm-1ym-1(9) + amym(g) =0

elde edilir. (2.5) esitliginden bu son esitlik ¢ikartilirsa 1 <i<m-—1ve her g € Gigin
Ci = ai — bj olmak Gzere

ciy1(g) + ... + Cmaym-1(g) =0
olur. Bu ise c1 = a1 — a1ya(h)ym(h) ™ # 0 olmastyla gelisir.

2.3.13. Tanmmm. V, herhangi bir K cismi iizerinde taniml1 sonlu boyutlu bir vektor uzay1

T, V iizerinde tanimli bir lineer doniisiim olmak tizere

f(x) =anx" + ... + aix + ao € K[X]
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olsun. | ve 0, V iizerinde sirasiyla 6zdeslik ve sifir doniisiim olmak Uzere T lineer
dontistimi

anT"+..+aT+al =0
esitligini gergekliyorsa f(x) polinomuna T doniisiimiinde sifirlanan polinom denir. Bu
Ozellige sahip olan en kiigiik dereceli monik polinom bir tektir ve bu polinoma T

dondisiimii i¢in minimal polinom denir.

Eger K[x] halkasinda T doniisiimiinii sifirlayan bir baska g(x) € K[x] polinomu var ise
g(x) | f(x) dir. Ozel olarak, Cayley-Hamilton Teoremi geregi, T doniisiimiiniin minimal
polinomu T doniisiimiiniin g(x) karakteristik polinomunu da béler. Burada g(x) = det(xI

— T) polinomudur ve bu polinom monik ve derecesi V vektor uzaymin derecesine esittir.

2.3.14. Tanmm. V, herhangi bir K cismi tizerinde tanimli sonlu boyutlu bir vektor uzayi

olmak Uzere T, V iizerinde tamimli bir lineer doniisiim olsun. k = 0, 1, ... icin Tka

vektorleri V uzaymi geriyorsa a € V vektorine T doniisiimii i¢in devirli vektor denir.

Lineer cebir teorisinden bundan sonraki ¢alismalarda kullanilacak asagidaki teoremi

hatirlatmakta fayda vardir.

2.3.15. Teorem. T, sonlu boyutlu bir V vektor uzayinda bir lineer doniisiim olsun. Bu
durumda T doéniigiimiiniin devirli bir vektdre sahip olmasi igin gerek ve yeter kosul T

donligimii igin karakteristik ve minimal polinomlarinin esit olmasidir (Lidl ve

Neiderreiter 1986).

2.3.16. Teorem (Normal Baz Teoremi). K, herhangi bir sonlu cisim ve F, K cisminin
herhangi bir sonlu genislemesi ise F cisminin K cismi {izerinde bir normal bazi vardir
(Neiderreiter 1986).

Ispat. m > 2 olmak iizere K = Fq ve F = Fq™ ise Teorem 2.2.15. ve Uyar1 2.2.16. geregi,
F cisminin K cismi tizerindeki farkli otomorfizmleri : 6zdeslik doniisim olmak Uzere «
e Fq"icin o(a) = af olarak tanimlanan ¢, o, @, ..., o™ doniisimleridir. a, peFvece
K'igin

o(a + f) = a(a) + a(B) ve o(ca) = o(C)o(a) = co(a)
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oldugundan F, K cismi lizerinde bir vektdr uzayi olarak alinirsa o doniisimii F cismi
tizerinde bir lineer doniisiim olarak diistiniilebilir. ¢" = 7 oldugundan x™ — 1 € K[X]
polinomu ¢ donlisimiinii sifirlar. Eger 1, o, ¢, ..., ™' doniisiimleri F* grubunun
endomorfizmleri olarak disiiniiliir ve Artin Lemmasi uygulanirsa K[x] halkasindaki
derecesi m den kiigiik ve sifirdan farkli hi¢bir polinom ¢ déniisiimiinii sifirlamaz. Sonug
olarak, x™ — 1 polinomu, ¢ doniisiimiiniin minimal polinomudur.

o doniistimiiniin karakteristik polinomu derecesi m olan ve ¢ doniisiimiiniin minimal
polinomu tarafindan béliinebilen bir monik polinom oldugundan x™ — 1 polinomu ayni
zamanda o doniisiimiiniin karakteristik polinomudur. Lemma 2.3.13 geregi, a, o(a),
az(a), ... F cismini gerecek sekilde bir o € F vardir. Tekrar eden elemanlar atilirsa «,
o(a), o(a), ..., o™ (o) doniisimleri F cismini gerer ve bdylece F cisminin bir K bazi
olur. Bu baz, a ve a nin K cismine gore esleniklerinden olustugundan F nin K

uzerindeki normal bazidir.

Simdi verilen bir kiimenin bir cisim genislemesi i¢in bir baz olup olmadiginin

belirlenmesi icin bir yontem verilecektir.

2.3.17. Tamim. K bir sonlu cisim ve F, K cisminin derecesi m olan bir cisim genislemesi

olsun. Bu durumda ai, ..., am € F elemanlarmin diskriminantt Ar(aa, ..., am) ile
gosterilir ve
Tre c(oay)  Tre(aay) - Tre c(agon)

e jk(may)  Trej(apay) o Tre g (op0n)
Ar(aa, ..., am) = : : :

Tre k(amay)  Tre g(omoy) o Tre (oo )

bicimindeki m mertebeli determinat olarak tanimlanir.
Tanima dikkat edilirse Ark(ay, ..., am) her zaman K cisminin bir elemanidir.
2.3.18. Teorem. K bir sonlu cisim, F, K cisminin derecesi m olan bir cisim genislemesi

Ve ai, ..., am € F olsun. Bu durumda {az, ..., am} kimesinin F cisminin bir K bazi olmas1

icin gerek ve yeter kosul Ark(ay, ..., am) # 0 olmasidir (Lidl ve Neiderreiter 1986)
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ispat. {o1, ..., am} klimesi F cisminin bir K bazi olsun. Arx (a1, ..., am) # 0 oldugunu
gostermek icin diskriminant tanimindaki satir vektorlerinin lineer bagimsiz oldugunu
gosterilmelidir. c1, ..., cm € K olmak iizere 1 <j<migin

CiTre(ara)) + ... + CmTrek(omag) =0
oldugunu varsayalim. Bu durumda

L =Cioar+ ... + Cmom
olmak uzere az, ..., am elemanlar1 F cismini gerdiginden 1 < j < m icin Trrk(Baj) = 0 dir.
Boylece her a € F icin Trex(fa) = 0 olur. Bu ise sadece = 0 olmasi ile miimkiin
oldugundan Cia1 + ...+ Cmam = 0 olmasi C1 = --- = Cm = 0 olmasin1 gerektirir.
Tersine Ark(aa, ..., om) # 0 ve belli €1, ..., Cm € K igin Cia1 + ... + Cmam = 0 oldugu
varsayalim. Bu durumda 1 <j <migin
Cio104%F ... + Cmomaj = 0

olur. Bu son esitlige iz fonksiyonu uygulanirsa 1 <j <m igin

CiTrek(oa0) + ... + CmTrek(omag) =0
esitligi elde edilir. Ancak diskriminant tanimindaki satir vektorleri lineer bagimsiz
oldugundan ¢1 = -+ = ¢m = 0 olmaldir. Dolayisiyla a1, ..., am elemanlari, K cismi Gzerinde

lineer bagimsizdir.

Ar(ay, ..., om) diskriminanti ile ayn1 islevi géren m mertebeli baska bir determinant ise
F cisminin bir genislemesinin elemanlari ile olusturulan determinanttir. g, K cisminin

gt
]

eleman sayisi olmak {izere, a1, ..., am € F i¢in A matrisi, i. satir ve j. sltunu «
seklinde olan mxm lik bir matris olsun. AT, A matrisinin transpozu ve B matrisi, i. satir
ve j. stitunu Trex(aieg) olan mxm lik bir matris olmak tizere ATA = B dir. Esitligin her iki

tarafinin determinanti alinirsa
Ari(aa, ..., am) = det(A)?
esitligi elde edilir.

Asagida Teorem 2.3.18. nin bir sonucu verilmektedir. Bu sonug¢ normal bazin

belirlenmesinde kolaylik saglar.
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2.3.19. Sonug. aa, ..., am € Fg" olsun. Bu durumda {a, ..., am} kiimesinin Fg™ cisminin

bir Fq bazi olmas igin gerek ve yeter kosul

al az oo am
q q q
2% 12%) A
. . . |#0
qm—l qm—l qm—l
%) a; o

olmasidir (Lidl ve Neiderreiter 1986) .

Simdi @ € Fq" igin {a, &, aqz, aqm_l} kiimesinin Fq™ cisminin Fq cismi zerindeki
bir normal bazi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul verilecektir. Bunun igin verilecek
teoremin ispatinda kullanilacak olan iki polinomun bileskesi kavramini hatirlayalim: F
bir cisim, f(x) = aox” + arx" "' + ... + an € K[x] ve g(x) = box™ + bax™ " + ... + bm € K[X]
dereceleri sirasiyla n ve m olan iki polinom olmak uzere f(x) ve g(x) polinomunlarimnin

bileskesi R(f, g) ile gosterilir ve

a a, 0 0
0 a, a a, 0 0 _
m satir
0 0 a5 & a,
R(f,g)=
(F 9=l p, b, 0 0 0
by, b b, 0 0 .
0 n nsatir
0 0 - 0 by b - b,
bicimindeki m + n mertebeli determinant olarak tanimlanir.
2.3.20. Teorem. a € Fq" olmak Uzere {¢, o, aqz, aqul} kiimesinin Fq™ cisminin

Fq Uzerindeki bir normal bazi olmasi igin gerek ve yeter kosul
1 2 m-2 m-1
X" —1e F"[x] ve ax™t+ax™2+ . +a% x+a® e Fd"[X]
polinomlarinin aralarinda asal olmasidir (Lidl ve Neiderreiter 1986).

Ispat. 1= a, a2 = oS, ..., om = o alinir ve Sonug 2.3.20. deki determinatin satirlart

yeniden diizenlenirse
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2 m-1

a at ot o
m-1 m-2

a® a a o
m-2 m-1 m-3

* |t a a o

2 3
o’ o o’ a

m-1

determinant1 elde edilir. f(x) = x™ — 1 ve g(x) = ax™! + o%™2 + .. + a® x +af
sirasiyla dereceleri m ve m — 1 olan polinomlar olmak iizere bu polinomlarin bileskesi
R(f, ), mertebesi 2m — 1 olan bir determinanttir. Bu determinanttaki (m + 1). sttun
birinci situna, (m + 2). stitun ikinci slituna eklenip bu sekilde devam edilir ve son olarak
(2m — 1). sttun (m — 1). sutuna eklenirse bileske determinant, yukaridaki determinantla
birlikte esas kosegeni —1 lerden olusan m — 1 mertebeli kosegen matrislere ayrilir.
Dolayisiyla R(f, g) determinanti isaretten bagimsiz olarak yukaridaki determinanta
esittir. Teoremin ispati Sonug 2.3.20. den ve "R(f, g) # 0 olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul f ve g polinomlarinin aralarinda asal olmasidir” gergegi kullanilarak tamamlanir.

Bir Onceki teoreme dayanarak normal baz teoreminin gelistirilmis hali ispatsiz

verilebilir.

2.3.21. Teorem. K, herhangi bir sonlu cisim ve F, K cisminin herhangi bir sonlu
genislemesi ise F cisminin K cismi Uzerinde F cisminin ilkel elemanlarindan olusan bir

normal bazi vardir (Lidl ve Neiderreiter 1986).
2.4. Birimin Kokleri ve Dongusel Polinomlar

Bu kisimda n, pozitif bir tamsay1 olmak tizere X" — 1 polinomunun herhangi bir K cismi
Uzerindeki pargalanma cismi incelenecek ve birimin kokleri kavrami genellestirilecektir.
K cisminin herhangi bir cisim olmasi durumunda birimin n. koklerinin temel 6zellikleri
incelenecektir. Bu nedenle teoremlerde karakteristigi p olan bir K cismi icin p = 0

olmast hali de s6z konusu olacaktir.
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2.4.1. Tanmm. n bir pozitif tamsayr ve K bir cisim olsun. p(x) = x" — 1 € K[X]
polinomunun K cismi Uzerindeki pargalanma cismine K cismi uzerinde n. dongusel

cisim (veya K cisminin n. dongiisel genislemesi) denir ve K™ ile gosterilir.

X" — 1 e K[x] polinomunun K™ cismindeki koklerine de K cismi tizerinde birimin n.

kokleri denir ve tim bu koklerin kiimesi de E™ ile gosterilir.

Asagidaki teoremde, E™  kiimesinin yapisi, n pozitif tamsayisi ile K cisminin
karakteristigi arasindaki iliski ile belirlenecek ve iistelik K™ cisminin K cisminin bir

Galois genislemesi oldugu gortilecektir.

2.4.2. Teorem. n bir pozitif tamsay1 ve K, karakteristigi p olan bir cisim olsun. Bu
durumda
i) kar(K))( n ise E™ kiimesi, K™ cisminden indirgenen garpma islemine gére mertebesi n
olan devirli bir gruptur.
i) kar(K) [ n ise m ve e birer pozitif tamsay1, p|m olmak (izere n = mp® olsun. Bu
durumda

KM = kKM e EM = gm)
dir ve x" — 1 polinomunun K™ cismindeki kokleri, E™ kiimesinin katliligi p® olan m
tane elemanlaridir.
iii) KM cismi, K cisminin bir Galois genislemesidir (Lidl ve Neiderreiter 1986).
Ispat. i) p(x) = x" — 1 olsun. Eger n =1 ise E® = {1} oldugundan teorem dogrudur. O
halde n > 1 olsun. Bu durumda p(x) = x" — 1 polinomunun tirevi olan p’(x) = nx"?
polinomunun K™ cismindeki tek kokii 0 oldugundan p(x) ve p'(x) polinomlarinin ortak
koki yoktur. Boylece Teorem 1.1.11. geregi, X" — 1 polinomunun katli kokii yoktur ve
dolaysiyla E™ kiimesinin n tane eleman1 vardir. Simdi 6, n € E™ olmak (izere

O =0"(" " =1

oldugundan Ayt € E®™ dir. Dolayistyla E®™ kiimesi, K™ cisminden indirgenen garpma

islemine gore n mertebeli bir carpimsal gruptur. n tamsayisinin asal ¢arpanlarina ayrimi

= pitp5? -+ pr
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olsun. Bu durumda 1 < i <t ozelligindeki her i icin x"P —1polinomunun bir kok
olmayan bir @i € E™ eleman: vardir. Boylece f; = o P" elemanlarmin mertebesi p
dir ve dolayisiyla E™, = i, - B Uretecli devirli bir gruptur.

i) px) = X" — 1 = x™ _ 1 =(x"-1)"" esitliginden ve (i) ozelliginden kolayca
gorulebilir.

iii) Tanim 2.4.1. geregi, K™ cismi p(x) polinomunun K cismi zerinde parcalanma
cismidir. Bundan baska, p(x) polinomu K cismi Uzerinde ayrilabilir bir polinom
oldugudan K™ cismi K cisminin bir ayrilabilir cisim genislemesidir. Dolayisiyla K™

cismi, K cisminin bir Galois genislemesidir.

2.4.3. Ornek. p(x) = x3 — 1 e Q[x] polinomunun Q cismi (izerindeki parcalanma cismi
Q® = Q(w) dir. Gergektende p(x) polinomu Q(w) cismi lizerinde
p(x) = (x - 1)(x - &)(x— &)

biciminde lineer garpanlarina ayrilabilir ve istelik Q(@) cismi p(x) polinomunun tum

sifirlarin1 ve Q cismini bulunduran Q cisminin en kiglk alt cisimdir. Benzer bicimde

q(x) = x*—1 e Q[x] polinomunun Q cismi iizerindeki pargalanma cismi Q® = Q(i) dir.

2.4.4. Uyari. Birimin n. kokleri diizlemde birim ¢ember tzerinde bulunurlar ve bir
kosesi 1 de bulunan n-kenarli diizgiin ¢okgen olustururlar. Asagidaki sekilde birimin
ticiincii koklerinin bir eskenar tiggen ve birimin dordincu koklerinin bir kare tGzerindeki

dagilimi goriilmektedir.

Sekil 2.3. Birimin tgunct ve dordunci kokleri.
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2.4.5. Tanmm. K karakteristigi p olan bir cisim ve n, p | n 6zelliginde bir tamsay1 olsun.

Bu durumda E™ devirli grubunun bir iretecine birimin K cismi (izerinde n. ilkel kokii

denir.

Yukaridaki tanima dikkat edilirse K cismi Uzerinde birimin farkli n. ilkel koklerinin
sayist tam olarak ¢(n) tane oldugu goriiliir. Eger ¢, birimin bir n. ilkel kokiiise 1 <k <n
ve (k, n) = 1 olmak {izere birimin tiim n. ilkel kokleri ¢¥ elemanlaridir, yani birimin tiim
n. ilkel koklerinin kimesi

{¢¥11<k<n, (k n)=1}
dir.

2.4.6. Ornek 1. K = Q cismi icin birimin 3. ilkel kokleri @ ve «f ve birimin 4. ilkel

kokleri i ve —i dir.

2. K = Z7 olarak alalim. Teorem 2.1.5. geregi, Z; grubu devirlidir ve bu grubun

mertebesi 6 dir. Dolayisiyla Lagrange Teoremi geregi, 5 € Z elemaninin mertebesi 6

sayisini boler. O halde 5 elemaninin mertebesi 2, 3 veya 6 olabilir. Bundan baska,
52=4, 5°=6
oldugundan 5 elemaninin mertebesi 2 ve 3 olamaz. O halde 5° = 1 oldugundan 5

eleman1 Z7 cisminde birimin 6. ilkel kokiidiir. Diger ilkel kokler ise (k, 6) = 1 olacak

sekildeki k tamsayilari i¢in 5 bigiminde oldugundan bu eleman 5° = 3 tir.

3. K = Z11 olarak alalm. Teorem 2.1.5. geregi, Z;, grubu devirlidir ve bu grubun

mertebesi 10 dur. Dolayisiyla, Lagrange Teoremi geregi, 2 € Z;; elemaninin mertebesi

10 sayisin1 boler. O halde 2 elemaninin mertebesi 2, 5 veya 10 olabilir. Diger yandan
22=4, 2*=5,2°=(2)(5)=10=-1

oldugundan 2 elemaninin mertebesi 2 ve 5 olamaz. Diger yandan 2% = 1 oldugundan 2

eleman1 Z11 cisminde birimin 10. ilkel kokiidiir. Diger ilkel kokler ise (k, 10) = 1 olacak

sekildeki k tamsayilar1 icin 2% bigiminde oldugundan bu elemanlar
21=2,23=8,2"=7, 2°=6
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dir (Fraleigh 2003).

2.4.7. Tammm. K karakteristigi p olan bir cisim, n, p | n 6zelliginde bir tamsay1 ve ¢, K
cismi Uzerinde birimin n. ilkel koki olmak Gzere
n
On(x) = ;—[l(x—g“k)
(k,n)=1

polinomuna K cismi tizerinde n. dongusel polinom denir.

2.4.8. Uyan1 1. Tanima dikkat edilirse, ®n(X) polinomu { elemanmin se¢iminden

bagimsizdir ve ®n(X) polinomunun derecesi ¢(n) dir.

2. ®n(X) polinomunun katsayilari, K cismi iizerinde n. déngiisel cisim yani, K™ cisminin
elemanlaridir. Asagidaki teoremde gergekte @n(X) polinomunun Katsayilarmin K

cisminin asal cisminin elemanlari oldugu goriilecektir.

3. Bundan sonra, n ve d birer pozitif tamsay1 olmak tizere d | n ozelligindeki tim d

sayilar1 alinarak yapilacak ¢carpimi gostermek icin [ [qn sembolii kullanilacaktir.

2.4.9. Teorem. K, karakteristigi p olan bir cisim ve n, p | n olacak sekilde bir tamsay1
olsun. Bu durumda;

i) x"-1 :Hd|ncl>d (x) dir.

i) ®n(x) polinomunun katsayilari, K cisminin asal cisminin elemanlaridir. Eger K
cisminin asal cismi Q ise ®n(X) polinomunun katsayilar1 Z halkasina aittir. (Lidl ve
Neiderreiter 1986)

Ispat i) K cismi Gizerindeki birimin her bir n. kokii, n sayismin tam olarak bir pozitif d

boleni icin K cismi Gizerinde birimin d. ilkel kokiidir. Eger ¢, K cismi Uzerinde birimin

n. ilkel kokii ve ¢, K cismi tizerinde birimin keyfi bir n. kokii ise d = % dir, yani d
,n

sayisi (¥ elemanmin E™ grubundaki mertebesidir.

X' - 1=[](x=¢")
k=1
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oldugundan ¢¥, K cismi lzerinde birimin d. ilkel kokii olmak tizere x — ¢* carpanlar

dizenlenerek

X'—1=x"=1=[]4,Pq(X)

esitligi elde edilir.
i) Bunu gostermek icin n sayisi iizerine tiimevarim uygulamak yeterlidir. Dikkat
edilirse @y(x) polinomu bir monik polinomdur. n = 1 i¢in ®1(X) = X — 1 oldugundan

iddia dogrudur. O halde n > 1 ve 1 <d < n olmak iizere 6nerme tiim ®4(X) polinomlari

i¢in dogru olsun. Bu durumda (i) zelliginden, p(x) = []®4(X) olmak tizere
din,d<n

x" -1
p(x)

tir. Timevarim hipotezi geregi, p(X) polinomunun katsayilart K cisminin asal cisminin

(Dn(X) =

elemanlar1 veya K = Q ise Z halkasinin elemanlaridir. O halde, x" — 1 polinomu p(x)

polinomu ile uzun bdlme islemi yapilirsa, ®n(X) polinomunun katsayilarinin sirastyla, K

cismine ait asal cisme veya Z halkasina ait oldugu goriilmiis olur.

2.4.10. Ornek 1. r bir asal say1 ve k e N olsun. Bu durumda

k k
x" =1 x" =1

0,00, (X) D () 1

CDrk (X)=

oldugundan Teorem 2.4.9 (i) geregi,
D (X)= N P (e
dir. O halde, k =1 igin
O X)=X"T+x"F 4 x+1
oldugu elde edilir. Dolayisiyla r =2, 3, 5 ve 7 i¢in ®¢(X) polinomlari sirasiyla,
D2(x) =x + 1,
D3(X) = X2 + X + 1,
Ds(x) =x*+x3+x2 + x + 1,
D7) =xC+ x>+ x+x3+x2+x+1

bicimindedir.
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2. r sayisiin asal olmadigr durumlarda ®r(X) polinomlar1 uzun bélme islemi yapilarak

bulunabilir. Dolayisiyla r =1, 4, 6, 9 ve 10 i¢in ®r(X) polinomlari sirasiyla,

D1(x) =x—1,
_ox*1
P oy T
x8 -1
Dg(X) = : =x2—Xx+1,
X=X+ (x“ +x+1)
8
Dg(x) = x"~1 — =x*+1,
(X=D(x+D(x“+1)
9
o= — XL =,
(x=D(x“+x+1)
Ve
x0 -1
D1o(X) = =xt-x¥+x2-x+1
1009 (x—1)(x+1)(x4+x3+x2+x+l)
bicimindedir.

2.4.11. Teorem. K™ cismi déngtisel cismi, K cisminin bir basit cebirsel genislemesidir.
Bundan baska, (q, n) = 1 olmak Uzere K = Fq ise ®n(x) dongisel polinomu K]x]
halkasinda @(n)/d sayida, dereceleri d olan farkli monik indirgenemez polinomlarin
carpimi seklinde yazilabilir. K™ cismi bu indirgenemez ¢arpanlarin K cismi tizerindeki
parcalanma cismidir. Ustelik d, g = 1 (mod n) olacak sekildeki en kiigiik pozitif
tamsay1 olmak iizere [K™: K] = d dir (Lidl ve Neiderreiter 1986).

Ispat. ¢, birimin K cismi iizerinde n.ilkel kokii olmak tizere K™ = K({) dir, yani K™
cismi K cisminin bir basit cebirsel genislemesidir.

1, Fq cismi Gizerinde birimin n. ilkel kokii olsun. Bu durumda # € Fq* olmast igin gerek
ve yeter kosul nqk =7 olmasidir. Bu ise g = 1 (mod n) oldugunu gosterir. Bu
ozellikteki en kiigiik pozitif tamsay1 k = d oldugundan # € Fq® dir. Bununla birlikte, 7,

Fq¢ cisminin hicbir has alt cisminde bulunmaz. Bundan dolay1 # elemaninm Fq cismi

uzerindeki minimal polinomunun derecesi d dir ve n, ®, polinomunun herhangi bir

kokii oldugundan istenen elde edilir.
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2.4.12. Ornek. K = F11 olmak iizere ®12(x) = x*— x> + 1 € Fu[X] polinomunu F11[X]

halkasinda indirgenemez polinomlarin ¢arpimi olarak
D12(X) = (X°+ 5x + 1)(x> — 5x + 1)

bigiminde carpanlarina ayrilabilir. Boylece, K& = F1,; dir.

Dongiisel polinomlar ve sonlu cisimler arasindaki bir bagka iliski asagidaki teoremde

verilmistir.

2.4.13. Teorem. Fq sonlu cismi, kendisinin herhangi bir alt cismi lzerinde (q — 1).
dongusel cismidir.

Ispat. Fq cisminin sifirdan farkli tiim elemanlar;, x4 — 1 polinomunun kokleri
oldugundan x%* — 1 polinomu Fq cismi iizerinde pargalanir. Ustelik bu polinom Fq
cisminin hi¢ bir has alt cismi iizerinde par¢alanmadigindan Fq cismi, x%! — 1
polinomunun kendisinin herhangi bir alt cismi Gzerindeki pargalanma cismidir. Fg*, q —
1 mertebeli devirli bir gruptur. O halde Teorem 1.1.1. geregi, n |(q — 1) olacak bigimdeki
n pozitif sayis1 icin F¢* grubunun n mertebeli bir {1, a, ..., "~ !} alt grubu vardir. Bu alt

grubun tiim elemanlar1 Fq cisminin herhangi bir alt cismi (izerinde birimin n. kokleridir

ve a Ureteci, Fq cisminin herhangi bir alt cismi tzerinde birimin n. ilkel koktdur.

2.4.14. Teorem. n, bir pozitif tamsay1 ve 1 <d < n olmak lzere d | n ise ®n(X) polinomu

x" -1

T, polinomunu boler (Lidl ve Neiderreiter 1986).
X J—

Ispat. Teorem 2.4.9. geregi, ®n(X) polinomu

x" -1

X" —1=(x9 -1 5
x- -1

polinomunu béler. d sayisi, n tamsayisinin bir has boleni oldugundan ®n(x) ve x¢ — 1

polinomlarinin ortak kokii yoktur, yani (®n(x), x¢ —1) = 1 dir. Dolayisiyla ®n(X)

x" -1

d

polinomu
x- =1

polinomunu boler.
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2.5. Sonlu Cisimlerin Elemanlarimin Gosterimi

Bu kisimda, Fq karakteristigi p olan ve g = p" elemanli sonlu bir cisim olmak {izere, Fq

cisminin elemanlarmin {i¢ farkli gésterimi belirlenecektir.

Sonug 2.1.7. geregi, Fq, Fp cisminin bir basit cebirsel genislemesidir. Gergekten de, f(X)
polinomu, Fp[X] halkasinda n. dereceden indirgenemez bir polinom ise Teorem 2.1.6.
geregi f(x) polinomunun bir a € Fq kokii vardir. Dolayisiyla Fq = Fp(a) tir. Boylece Fq
cisminin her gelemani 0 <i<nigin ci € Fp olmak lzere

[ =Co+ Ciat +... + Cpaa" L

bicimde tek tirll ifade edilebilir.

2.5.1. Ornek. f(x) = x> + 1 e F3[x], bir monik indirgenemez polinomdur. «, f(X)
polinomunun F3 cisminin bir cisim genislemesindeki bir kokii olmak {izere, Fo cismi, F3
cismine « elemanini katarak elde edilen F3(a) cismi olarak diisiiniilebilir. Diger yandan
Fg cismi, F3 cismi iizerinde 2 boyutlu bir vektor uzay1 ve f(a) = o + 1 = 0 oldugundan ve
Fgcisminin 9 elemani ao, a1 € Fzolmak Uzere ag + aia formundadir, yani
Fo={0,1,2,0,1+a,2+a,20 1+2a, 2+2a}

dir. Fg Cisminin igslem tablosu daha 6nce verilmisti.

Fq cisminin elemanlarinin baska bir gosterimi de dongiisel polinomlar yardimiyla elde
edilebilir. Fq, Fp cismi Gzerinde (q — 1). dongusel cisim oldugundan Fq cismi (q — 1).
dongisel polinom yani, ®q1 € Fp[x] polinomunun Fp[x] halkasinda ayni dereceli

indirgenemez polinomlarin ¢arpimi seklinde yazilmasiyla olusturulabilir. Bu durumda

indirgenemez carpanlardan herhangi birinin bir koki ayni1 zamanda Fp cismi zerinde
birimin (q — 1). ilkel kokii olacagindan Fq cisminin de bir ilkel eleman1 olur. Boylece Fq

cismi, 0 elemant ve bu ilkel elemanin uygun kuvvetlerinden olusur.

60



2.5.2. Ornek. Fg cismi, F3 cismi iizerinde 8. déngiisel cisim oldugundan Fg = Fés) olarak

yazilabilir. ®g = x* + 1 e F3[x] polinomu F3[x] halkasinda

Dg = (X2 + X+ 2)(X2+2x + 2)
biciminde indirgenemez polinomlarin ¢arpimi biciminde yazilabilir. Eger ¢, x> + X + 2
polinomunun bir koku ise ¢ Fs cismi Uzerinde birimin 8. ilkel kokidur. Boylece Fo

cisminin sifirdan farkli tim elemanlar1, ¢ elemaninin kuvvetleri seklinde yazilabilir.

Dolayistyla

Fo=1{0,( ¢% (% ¢% %57 ¢%)
dir. Ornek 2.5.1. deki gosterimle iliskilendirilecek olursa, X2 + X + 2 e F3[x] polinomu-
nun bir koki =1 + a elemanidir. Boylece Fg cisminin sifirdan farkli elemanlari, { ele-

maninin kuvvetlerine gore indeks tablosunda su sekilde gosterilebilir;

Cizelge 2.4. { elemaninin kuvvetlerine gore indeks tablosu

i 1 2 3 4 5 6 7 8
CHMl+al 2a |1+2a 2 2+2aq a 2+aq 1

Yukaridaki tabloya dikkat edilirse Ornek 2.5.1. deki ayn1 elemanlar elde edilmistir.

Fq cisminin elemanlarinin tiglincii bir gdsterimi de matrislerle elde edilir. Sabit olmayan
n dereceli monik bir f(x) = ag+ aix + ... + a,1x" * + x" polinomunun nxn lik es matrisi

000 - 0 -a
100 - 0 -ga
A=/0 1 0 - 0 -a

000 -1 -3,
bi¢imindedir. Bundan bagka A matrisi, I, n xn lik birim matris olmak tzere f(A) = 0
esitligini gercekler, yani,

agl+atA+ ... +an A" T+ A =0
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dir. Boylece, A, Fp cismi Uzerinde derecsi n olan monik indirgenemez bir polinomun es

matrisi ise f(A) = 0 dir. Burada A matrisi, f(x) polinomunun bir koki gibi hareket eder. A

matrisinin icindeki derecesi n sayisindan kii¢iik diger polinomlar, Fq cisminin

elemanlarinin gosterimlerini verir.
2.5.3. Ornek. f(x) =x? + 1 € F3[x] polinomunun es matrisi,
0 2
A:
10
dir. Boylece Fo cismi, Fo ={0, I, 2I, A, I + A 21 + A, 2A, | + 2A, 2l + 2A} biciminde

ifade edilebilir. Burada

0 0 10 2 0
0= , | = : 7] = ,
0 0 01 0 2
0 2 12 2 2
A= : [+A= , 21+ A= ,
10 11 1 2
01 11 2
2A = : I +2A = : 21+ 2A =
2 0 2 1 2

dir. Bu sekilde verilen Fg cisminde yapilacak matris islemleri genel matrislerle ayni

ozelliklere sahiptir. Ornegin,

(2I+A)(|+2A):G ;J@ 3:[(2) ;]:ZA

dir.

Ayni sekilde, ®q-1 dongusel polinomunun Fp[X] halkasinda g¢arpanlarina ayrilmasi

yontemi Fq cisminin elemanlarinin matrisler yadimiyla gosterimi i¢in de uygulanabilir.

2.5.4. Ornek. Hatirlanacag gibi p(x) = x> + x + 2 € F3[x] polinomu, ®s € F3[X]

polinomunun bir indirgenemez ¢arpanidir. Bundan baska p(X) polinomunun es matrisi

(2 3

dir. Boylece Fg cismi
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10, C, C?, C8, C* C5, C8, C7, C8)

biciminde ifade edilebilir. Burada
00 01 , (1 2
0= , C= , C°=
00 1 2 2 2
oo (2 2) e (2 0) os_[0 2
2 0) 0 2) 2 1
C6=21 C7=11 C8=10
1 1) 1 0) 01

dir. Buradaki matris islemleri, genel matris islemleri gibidir. Ornegin,

. 2 1) (0 1) (2 2)
11 1 2 2 0

dir.
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3. SONLU CiSIMLER UZERINDE POLINOMLAR

Bu bolimde sonlu cisimler iizerinde polinomlar ele alinacaktir. Kisim 3.1. de
polinomlarin mertebeleri ve ilkel polinom kavrami ele alinacaktir. Daha sonra bir
polinomun indirgenemezligi kavrami ve verilen bir polinomun bir cisim
genislemesindeki minimal polinomunun belirlenmesi zerinde durulacaktir. Kisim 3.2.
de sonlu cisimler {izerinde tanimli monik indirgenemez polinomlarin sayist bazi1 &zel

fonksiyonlar yardimiyla ifade edilecektir.

3.1. Polinomlarin Mertebeleri ve ilkel Polinomlar

Bu kisimda ilk olarak bir polinomun mertebesi kavrami ele alinacak daha sonra ilkel
elemanlarin minimal polinomlar1 ve verilen bir derece icin olabilecek en yiiksek
mertebeli polinomlar arasindaki iliskiler incelenecektir. Ayrica, bir polinomun
indirgenemezligi ve verilen bir polinomun bir cisim genislemesindeki minimal

polinomunun bulunmasi ele alinacaktir.

Sonlu bir cisim tzerinder sifirdan farkli bir polinomun mertebesini belirlemek oldukga

onemlidir. Bu sayinin belirlenmesi i¢in asagidaki teoreme ihtiyag vardir.

3.1.1. Teorem. p(x) € Fq[x], m > 1 dereceli bir polinom olmak (lizere p(0) # 0 olsun. Bu

durumda p(x) | (x¢ — 1) olacak bicimde bir e < q™ — 1 pozitif tamsayisi vardir (Lidl ve
Neiderreiter 1986).

Ispat. Fq[x]/(p(x)) béliim halkasinin elemanlar1 j = 0, 1, 2, ..., g" — 1 icin X + (p(X))
seklindeki sifirdan farkli ™ kalan siniflaridir. Dolayisiyla 0 <r <s<q™ — 1 olmak Uzere
x* = x" (mod p(x)) olacak sekilde r ve s tamsayilart vardir. X ve p(x) polinomlari
aralarinda asal oldugundan x* ~" = 1 (mod p(x)) tir. Boylece 0 <s — r < g™ — 1 olmak

tizere p(x) | (" — 1) dir. e = s — r alinrsa istenilen elde edilmis olur.

3.1.2. Tanmm. p(Xx) € Fq[X] sifirdan farkli bir polinom olsun. Eger p(0) # 0 ise
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p() | (¢ 1)
olacak sekildeki en kiicuk pozitif e tamsayisina p(x) polinomunun mertebesi denir ve
ord(p) veya ord(p(x)) seklinde gosterilir. Eger p(0) = 0 ise p(x) = x"r(x) ve r(0) # 0
olacak bicimde tek tlrli belirli h € N ve r(x) € Fg[x] vardir ve bu durumda ord(p) =

ord(r) dir.

Bir p(x) polinomunun mertebesine p(x) polinomunun periyodu veya eksponenti denir.

Asagidaki teoremde indirgenemez bir p(x) polinomunun mertebesi belirlenecektir.

3.1.3. Teorem. p(x) € Fq[x] polinomu Fq cismi lzerinde derecesi m olan indirgenemez
bir polinom ve p(0) # 0 olsun. Bu durumda p(x) polinomunun mertebesi polinomun

herhangi bir kokinin F;m carpimsal grubundaki mertebesine esittir (Lidl ve Neiderreiter

1986).

Ispat. Sonug 2.2.7. geregi, Fq™ cismi p(x) polinomunun Fq cismi iizerinde parcalanma
cismidir. Teorem 2.2.11. geregi, p(x) polinomunun koklerinin mertebeleri, bu koklerin

F;m grubundaki mertebeleri ile aymidir. o € F;m eleman1 p(x) polinomunun bir koki

olsun. Bu durumda Teorem 2.2.3. geregi, o° = 1 olmasi igin gerek ve yeter kosul

p(X) | (x¢ — 1) olmasidir. Boylece ord(p) ve o elemaninin F;m grubundaki mertebesi

tanimlarindan sonug elde edilir.

3.1.4. Sonug. p(x) € Fq[x] polinomu Fq cismi Uzerinde derecesi m olan indirgenemez bir

polinom ise ord(p) | (q™ — 1) dir (Lidl ve Neiderreiter 1986).

Ispat. ¢ € Fq* olmak (izere p(x) = cx seklinde ise ord(p) = 1 dir ve sonug agiktir. Diger

yandan bir dnceki teorem geregi, ord(p), p(x) polinomunun herhangi bir kokinun F;m

grubundaki mertebesine esittir. F;m grubunun mertebesi de g™ — 1 oldugundan

ord(p) | (™ — 1) dir.
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3.1.5. Ornek. p(x) = x3 + x2 + 1 € F,[x] polinomu icin g = 2 ve m = 3 tir. Bu durumda,
Teorem 3.1.4. geregi, ord(p) | (2% — 1) = 7 dir. Diger yandan F2[x] halkasinda
X'—1=0C+x+ D+ +x2+1)

seklinde yazilabildiginden mertebe tanim1 geregi ord(p) = 7 dir.

Indirgenebilir polinomlar i¢in yukaridaki sonu¢ her zaman dogru degildir. Ornegin;

p(x) = x1% + x° + x3 + x2 + 1 e F,[x] indirgenebilir polinomu igin ord(p) = 60 oldugu

gorilecektir, ancak 60/ 21° -1 dir.

Asagidaki teoremde, Teorem 3.1.3. kullanilarak verilen bir derece ve mertebeye sahip

monik indirgenemez polinomlarin sayisini veren bir formil elde edilecektir.

3.1.6. Teorem. Fg[x] halkasindaki m dereceli, e mertebeli monik indirgenemez

polinomlarin sayisi; e > 2 ve m, q sayisinin € modulline gore ¢arpimsal mertebesi ise ¢,

Euler fonksiyonu olmak uzere % dir, m=e =1 ise 2 dir ve diger durumlarda O dur.

Ozel olarak, Fq[x] halkasindaki e mertebeli bir indirgenemez polinomun derecesi g

sayisinin € moduliine gore carpimsal mertebesine esittir (Lidl ve Neiderreiter 1986).

Ispat. p(x) € Fq[x], p(0) # 0 6zelliginde bir indirgenemez polinom olsun. Bu durumda

Teorem 3.1.3 geregi, ord(p) = e olmasi igin gerek ve yeter kosul p(x) polinomunun tiim

koklerinin Fq cismi Uzerinde birimin e. ilkel kokii olmasidir. Diger bir ifade ile ord(p) =

e olmasi igin gerek ve yeter kosul p(X) | ®e olmasidir. Teorem 2.4.11. geregi, e
polinomunun herhangi bir monik indirgenemez g¢arpaninin derecesi q" = 1 (mod e)
olacak sekildeki en kiiguk pozitif m tamsayisi ile aynidir ve Ustelik bu ¢arpanlarin sayisi

#e)/m dir. m = e = 1 durumu p(x) = x alinarak elde edilir.

Hatirlanacagi gibi, pozitif dereceli her polinom indirgenemez polinomlarin ¢arpimi
bigiminde yazilabilir. Dolayisiyla indirgenemez bir polinomun bir kuvvetinin mertebesi
ve ikigerli aralarinda asal polinomlarin ¢arpimlarinin mertebesi belirlenerek her

polinomun mertebesi hesaplanabilir. Bunun i¢in asagidaki teoreme ihtiyag vardir.
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3.1.7. Teorem. c, bir pozitif tamsay1 olmak iizere p(x) € Fq[x] polinomu p(0) # 0 6zelli-

ginde bir polinom olsun. Bu durumda p(X) | (X — 1) olmast i¢in gerek ve yeter kosul
ord(p) | ¢ olmasidir (Lidl ve Neiderreiter 1986).

ispat. e = ord(p) | c ise p(x) | (x¢ — 1) ve (x¢ — 1) | (x® — 1) dir. Bu ise p(x) | (X = 1) oldu-
gunu gosterir. Tersine, p(x) | (x° — 1) olsun. Bu durumda c > e dirvem e N, 0 <r <e ol-
mak Uzere ¢ = me + r bigiminde yazilabilir. X* — 1 = (X™ — 1)x" + X" — 1 olarak diizenle-
nirse p(x) | (X" — 1) olmalidir. Bu ise ancak r = 0 olmasi durumunda miimkiindiir. O

halde e | ¢ dir.

3.1.8. Sonug. e1 ve ex pozitif tamsayilar olsun. Bu durumda d, e1 ve e sayilarinin en
biyik ortak boleni olmak lizere x*— 1 ve x®2— 1 polinomlarinin Fq[X] halkasindaki en
bliyik ortak bdleni x? — 1 polinomudur (Lidl ve Neiderreiter 1986).

Ispat. p(x) polinomu, x®— 1 ve x*2— 1 polinomlarmin monik en biiyiik ortak bdleni
olsun. i = 1, 2 icin x4 — 1 polinomu x% — 1 polinomlarmin bir ortak béleni oldugundan
(x4 = 1) | p(x) dir. Diger yandan i = 1, 2 icin p(x) polinomu x% — 1 polinomlarinin bir
ortak boleni oldugundan Teorem 3.1.7. geregi, ord(p), e: ve e sayilarini boler.

Dolayisiyla, ord(p) | d dir ve boylece Teorem 3.1.7. geregi, p(x) | (x* — 1) dir. O halde
p(x) = x4 — 1 dir.

3.1.9. Teorem. g(x) € Fq[x] polinomu g(0) # 0 ve ord(g) = e 6zelliginde bir polinom ve
b, f(x) = g(x)® 6zelliginde bir pozitif tamsay1 olsun. p, Fq cisminin karakteristigi olmak

lizere t, p' > b olacak sekildeki en kiiciik tamsay1 olsun. Bu durumda ord(f) = ep' dir
(Lidl ve Neiderreiter 1986).

ispat. ¢ = ord(f) olsun. Bu durumda f(x) | (x¢ — 1) oldugundan g(x) | (x° — 1) dir. Boy-
lece, Teorem 3.1.7 geregi, e | ¢ elde edilir. Ustelik, g(x) | (X — 1) ve dolayisiyla f(x) | (x®

~ DR dir. f(x) | (x® -1)P = X' _ 1 dir. Boylece Teorem 3.1.7. geregi, ¢ | ep' dir. O halde

0 <u <tolmak lzere c = ep" seklindedir. Sonug 3.1.4. geregi, p | e oldugundan, x°* — 1
polinomunun kékleri birer basit koktiir. Dolayistyla, X® — 1= (x* —1)" polinomunun

tiim koklerinin katlilig1 p* dur. Diger yandan g(x)® ve X 1 polinomlarmin kdklerinin
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kathiliklari karstlastirldiginda pU > b oldugundan g(x)° | (x®® — 1) dir. O halde u >t ve

boylece u =t ve ¢ = ep'dir.

3.1.10. Teorem. g1(X), ..., gk(X), Fq cismi tlizerinde ikiserli aralarinda asal sifirdan farkli

polinomlar olmak Gzere f(x) = g1(x) --- gk(X) olsun. Bu durumda
ord(f) = [ord(gy), ..., ord(gk)]

dir (Lidl ve Neiderreiter 1986).

Ispat. Bunu gostermek igin, 1 < i < k igin gi(0) # 0 olmas1 halini dikkate almak
yeterlidir. e = ord(f) ve 1 <1 <k icin e = ord(gi) olmak uzere ¢ = [e, ..., k] olsun. Bu
durumda 1 < i <k icin her bir gi(x) polinomu x% — 1 polinomunu béler. Boylece gi(x) | x¢
— 1 dir. g1(X), ... gk(x) polinomlari ikiserli aralarinda asal oldugundan f(x) | (X — 1) dir.
Boylece Teorem 3.1.7. geregi e | ¢ dir. Diger yandan, f(x) | (X — 1) oldugundan 1 < i<k
icin her bir gi polinomu, (x* — 1) polinomunu boler. Teorem 3.1.7. geregi, her 1 <i <Kk

icin ei | e dir. Dolaysiyla c | e dir. Béylece e = ¢ dir.

Yukaridaki teoremle birlikte, sonlu sayida sifirdan farkli polinomun en kiigiik ortak
katinin mertebesinin bu polinomlarin mertebelerinin en kiiglik ortak katina esit oldugu

soylenebilir.

3.1.11. Ornek 1. f(x) = (x* + x + 1)(x3 + x> + 1) € F2[x] polinomu igin gi(x) = x? + x + 1

ve g2(X) = x3 + x% + 1 dir. ord(g1) = 3 ve ord(gz) = 7 oldugundan ord(f) = 21 dir.

2.f(x) =x¥ +x® +x*+ x>+ 1 € F2[x] polinomu F2[x] halkasinda

fX) = (®+x+1)3x*+x+1)
bigiminde yazilabilir. ord(x? + x + 1) = 3 oldugundan Teorem 3.1.9 geregi, ord((x* + x +
1)®) = 3 - 22 = 12 dir, Gstelik ord(x* + x + 1) = 15 oldugundan Teorem 3.1.10 geregi,
ord(f) = [12, 15] = 60 dir (Lidl ve Neiderreiter 1986).

Teorem 3.1.10. asagidaki gibi genellestirilebilir.
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3.1.12. Teorem. Fq, karakteristigi p olan sonlu bir cisim ve f(x) € Fg[x] polinomu, f(0)
# 0 ozelliginde pozitif dereceli bir polinom olsun. a € Fq, by, ..., bk € N ve fi(x), ...,

fk(X) € Fq[x] farkli monik indirgenemez polinomlar olmak tzere f(x) polinomunun Fgq[x]

halkasindaki ¢arpanlamasi f(x) = af(x)--- f*(x) olsun. Bu durumda e = [ord(f), ...,

ord(fi)] ve t, p* > maks{by, ..., b} olacak bigimdeki en kiigiik tamsay1 olmak iizere ord(f)
= ep' dir (Lidl ve Neiderreiter 1986).

3.1.13. Tamim. a, # 0 olmak iizere f(X) = anx" + an—1X" "' + ... + a1x + ap € Fq[x] olsun.
Bu durumda f polinomunun kars1 (reciprocal) polinomu f * ile gosterilir ve
f*(x) = x"f(1/x) = aox" + arx" "' + ... + an_1X + an

olarak tanimlanir.

3.1.14. Teorem. f(X) e Fq[X] sifirdan farkl1 bir polinom ve f “(x), f(x) polinomunun kars:
polinomu olsun. Bu durumda ord(f) = ord(f *) dir (Lidl ve Neiderreiter 1986).

ispat. ilk olarak f(0) # 0 olsun. Bu durumda f(x) | (¢ — 1) olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul f “(x) | (X = 1) olmasidir. Bdylece istenilen elde edilir. f(0) = 0 olsun. Bu durumda
heN veg(x) e Fq[X], g(0) # 0 6zelliginde bir polinom olmak iizere f(x) = x"g(x) olarak

yazilirsa g (X) = f “(x) oldugundan ord(f) = ord(g) = ord(g”) = ord(f *) dur.

f(x) ve f(—x) polinomlarinin mertebeleri arasinda yakin bir iliski vardir. Karakteristigi 2
olan bir cisim icin f(x) = f(-—x) oldugundan karakteristigi tek say1 olan cisimler ele

almacaktir.

3.1.15. Teorem. q bir tek sayi, f(x) € Fg[x], f(0) # 0 6zelliginde pozitif dereceli bir
polinom olsun. Bu durumda e = ord(f(x)) ve E = ord(f(—x)) olmak (izere

i)e=4k, k € Z ise E=edir,

i) e, tek say1 ise E = 2e dir,

iii) e, bir tek saymnin 2 kat1 ve f(X) polinomunun tim indirgenemez ¢arpanlarinin merte-
besi ¢ift say1 ise E = /2 dir,

Iv) diger durumlarda E = e dir (Lidl ve Neiderreiter 1986).
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ispat. ord(f(x)) = e oldugundan f(x) | (x*® — 1) dir. Benzer bi¢imde f(—x) | (—x)% - 1) =
x%¢ — 1 dir. Béylece, Teorem 3.1.7. geregi, E | 2e dir. Benzer bicimde hareket edilirse
e | 2E oldugu sonucu elde edilir. O halde E sayisi 2e, e veya e/2 olabilir. k € Z olmak
lizere e = 4k ise e ve E sayilar cifttir. f(x) | (x® — 1) ve f(=x) | ((—x)® — 1) = x® — 1
oldugundan E | e dir. Benzer sekilde e | E oldugu elde edilir. Béylece E = e dir. Eger e,
tek say1 ise f(—x) | ((-x)¢ — 1) = — x® — 1 ve bdylece f(—x) | (x¢ + 1) dir. Ancak bu durumda
f(—x) | (x* — 1) dir. Boylece E = 2e olmalidur.

h, tek tamsay1 olmak iizere e = 2h ve f(x) polinomu Fg[x] halkasindaki bir indirgenemez

polinomun bir kuvveti olsun. Bu durumda ord(f) = 2h oldugundan f(x) | (x" — D)(x" + 1)

ve f(x) | (x" — 1) dir. Diger yandan x" — 1 ve X" + 1 polinomlar1 aralarinda asal oldugun-

dan f(x) | (x" + 1) dir. Sonug olarak, f(-x) polinomu, (-x)" + 1 = — x" + 1 polinomunu,
dolayistyla x" — 1 polinomunu béler. Boylece E = e/2 dir. Teorem 3.1.9. geregi, bir
indirgenemez polinomun kuvvetinin mertebesinin ¢ift olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
indirgenemez polinomun kendisinin ¢ift mertebeli olmasidir.

Her bir gi(x) bir indirgenemez polinomun kuvveti ve gi(X), ..., gk(x) ikiserli aralarinda
asal polinomlar olmak tizere f(x) = gi(x) .- gk(x) bigiminde bir polinom olsun. Teorem
3.1.10. geregi, 2h = [ord(gy), ..., ord(gk)] dir. 1 <i <k igin h; sayilar1 birer tek tamsayi
olmak tzere [hy, ..., hi] = h olsun. Simdi gi(x) carpan polinomlarini, 1 < i < m igin
ord(gi) = 2hive m + 1 < i <k i¢in ord(gi) = hi olacak bi¢cimde yeniden siraliyalim.
Boylece 1 < i < m igin ord(gi(-—x)) = hive m + 1 <i <k icin ord(gi(— X)) = 2h; olur.
Dolayistyla Teorem 3.1.10 geregi, E = [hy, ..., hm, 2hm+1, ..., 2] dirve m =k ise E=h

=e/2vem<kise E =2h=edir.

Hatirlanacagi gibi, Fq cismi Uzerinde m > 1 dereceli bir polinomun mertebesi en fazla

g™ — 1 dir. Mertebesi bu {ist smir, yani q™ — 1 olan polinomlar ilkel polinomlar olarak
adlandirilir. Simdi, Tanim 2.1.6. da bahsedilen ilkel eleman kavrami kullanilarak ilkel

polinom tanimi verilebilir.
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3.1.16. Tamm. f(X) € Fg[x], m > 1 dereceli bir polinom olsun. Eger f(x), Fq" cisminin bir

ilkel elemanmin Fq cismi Uzerindeki minimal polinomu ise f(x) polinomuna Fq cismi
uzerinde bir ilkel polinom denir (Lidl ve Neiderreiter 1986).

Fq cismi Uzerinde m dereceli bir ilkel polinom Fq cismi zerinde Fq" carpimsal grubunu
ureten bir a € Fg" elemanin1 kok kabul eden monik indirgenemez bir polinom olarak

tanimlanabilir. ilkel polinomlar asagidaki gibi karakterize edilebilirler.

3.1.17. Teorem. f(x) € Fq[Xx] polinomunun m > 1 dereceli bir ilkel polinom olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul f(x) polinomunun f(0) # 0 ve ord(f) = g™ — 1 6zelliginde bir monik
polinom olmasidir (Lidl ve Neiderreiter 1986).

Ispat. f(x) polinomu Fq cismi tizerinde bir ilkel polinom ise f(x) moniktir ve f(0) # 0 dur.
f(x) polinomu Fq cismi Uzerinde bir indirgenemez polinom oldugundan Teorem 3.1.3
geregi ve Ustelik f(x), Fq cisminin bir ilkel elemanmi kok olarak bulundurdugundan
ord(f) = g™ - 1 dir.

Tersine, ord(f) = g™ — 1 ise m > 1 dir. f(x) polinomu Fq cismi Gzerinde indirgenemezdir.
Tersine f(x) polinomu Fq cismi fiizerinde indirgebilir olsaydi f(x) polinomu ya
indirgenemez bir polinomun bir kuvveti ya da aralarinda asal pozitif dereceli iki
polinomun ¢arpim seklinde yazilabilirdi. ilk halde g(X) € Fq[X] polinomu Fq cismi
uzerinde indirgenemez g(0) # 0 6zelliginde bir polinom ve b > 2 olmak Uzere f(x) =
g°(x) dir. Bu durumda Teorem 3.1.9. geregi, ord(f), Fq cisminin karakteristigi ile
boltnir ancak g™ — 1 sayist ile bollinmez. Bu ise bir celiskidir. ikinci halde, gi(x), g2(x)
€ Fq[X] polinomlari pozitif m; ve my dereceli, aralarinda asal, monik polinomlar olmak
uzere f(x) = g1(x)g2(x) dir. i = 1, 2 icin ej = ord(gi) ise Teorem 3.1.10. geregi, ord(f) <

eie2 dir. Ustelik Teorem 3.1.1. geregi, i = 1, 2 i¢in ei < @™ — 1 oldugundan

+Mmy

ord(f) < (@™ -1(@™ -)< g —1=q" -1

dir. Bu ise ord(f) = g™ — 1 olmasi ile ¢eliskidir. Her iki halde de ¢eliski elde edildiginden

f(x) polinomu, Fq cismi Uzerinde indirgenemezdir ve bdylece Teorem 3.1.3. geregi, f(x),

Fq cismi tzerinde ilkel bir polinomdur.
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3.1.18. Teorem. f(x) € Fq[x], pozitif dereceli ve f(0) # 0 6zelliginde bir polinom ve r,
a € Fg* olmak uzere

X" =a (mod (f(x)))
olacak bigimdeki en kii¢iik pozitif tamsay1 olsun. Bu durumda h, a € Fg* elemaninin Fg*

devirli grubundaki mertebesi olmak tzere ord(f) = hr dir (Lidl ve Neiderreiter 1986).

Ispat. ord(f) = e olsun. x¢ = 1 (mod (f(x))) oldugundan e > r dir. Boylece s e N ve 0 <t

< r olmak Uzere e = sr + t biciminde yazilabilir. O halde

1=xt=x"*"t=a%! (mod (f(x)))
dir ve boylece x' = a~* (mod(f(x))) dir. r sayisinin tanimi geregi bu ancak t = 0 icin ger-
ceklenir. Bu durumda yukaridaki denklik @®> = 1 (mod(f(x))) halini alir. Béylece a° = 1
ve dolayisiyla s > h ve e > hr dir. Diger yandan x™ = a" = 1 (mod (f(x))) dir ve

dolayisiyla e = hr dir.

3.1.19. Teorem. m > 1 dereceli f(X) € Fq[x] monik polinomunun Fq tizerinde bir ilkel
polinom olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (—1)™f(0) nin Fq cisminin bir ilkel elemant
olmast ve X" nin f(x) modulline gbére Fq cisminin belli bir elemanma denk olacak
bicimdeki en kiguk pozitif r tamsayisinin r = (q™ — 1)/(q — 1) olmasidir. f(x) polinomu
Fq cismi Gzerinde bir ilkel polinom ise x" = (-1)™f(0) (mod f(x)) dir (Lidl ve Neiderreiter
1986).

Ispat. f(x) polinomu Fq cismi (izerinde bir ilkel polinom ise o € Fq™ bir ilkel eleman
olmak lzere a, f(x) polinomunun bir kdkudur. f(x) polinomunun o elemaninin Fq cismi

uzerindeki karakteristik polinomu oldugu dikkate alinir, norm tanimi ve (2.3) esitligi

kullamlarak N IFq (o) normu hesaplanirsa
q

(-1)™(0) = a(qm—l)/(q—l)
esitligi elde edilir. Boylece (—1)™(0) elemanmin Fq* grubundaki mertebesi q — 1 dir,
yani, (—1)™(0), Fq cisminin bir ilkel elemanidir. f(X) polinomu « elemaninin Fq cismi

uzerindeki minimal polinomu oldugundan yukaridaki esitlikten

x(@" DD = (1)) (mod (x))
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denkligi elde edilir. Boylece r < (™ — 1)/(q — 1) dir. Ancak, Teorem 3.1.17. ve Teorem
3.1.18. geregi, g™ — 1 = ord(f) < (q — 1)r dir. Dolaysiyla r = (Q™ — 1)/(q— 1) dir.
Tersine, teoremin kosullar1 gergeklensin. r = (™ — 1)/(q — 1) esitligi ve Teorem 3.1.18.

geregi, ord(f) ve g aralarinda asaldir. Bu durumda Teorem 3.1.12. geregi, fi(X)

polinomlari, Fq cismi {izerinde farkli monik indirgenemez polinomlar olmak Gzere f(x) =
fi(x) -+ fu(x) biciminde carpanlarina ayrilabilir. Eger m; = der(fi) olarak alinirsa 1 <i <Kk
icin ord(f) | (g™ — 1) dir. Béylece d = (g™ — 1) - (g™~ 1)/(q — 1)*~ ! olmak izere
(g™ — 1) | d dir. Dolayistyla 1 < i<k icin ord(f)) | d dir. Sonuc 3.1.4 geregi, 1 <i <k icin
fi(x) | (x4 — 1) ve boylece f(x) | (xd — 1) dir. Eger k > 2 ise
d<(q™™ "™ -DI[q-D=@"-DA(q-1=r

olur, bu ise r sayisinin tanimi ile ¢eligkidir. O halde k = 1 dir ve f(x) polinomu Fq cismi
uzerinde bir indirgenemez polinomdur.

Eger S € Fq™, f(x) polinomunun bir koku ise " = (— 1)™(0) dir ve bdylece x" = (-1)™f(0)
(mod f(x)) dir. (-1)™f(0) nin F¢* grubundaki mertebesi g — 1 oldugundan Teorem 3.1.18.
geregi, ord(f) = g™ — 1 dir ve dolayisiyla Teorem 3.1.17. geregi, f(X) polinomu Fq cismi

uzerinde bir ilkel polinomdur.

3.1.20 Ornek. f(x) = x* + X3 + x2 + 2x + 2 € F3[x] polinomu F3 cismi iizerinde bir

indirgenemez polinom oldugundan ord(f) = 80 = 3* — 1 dir. O halde Teorem 3.1.17.
geregi, f(x) polinomu F3 cismi tizerinde bir ilkel polinomdur. Ustelik x*° = 2 (mod f(x))

dir (Lidl ve Neiderreiter 1986).
3.2. indirgenemez Polinomlar

Bu kisimda sonlu cisimler {izerinde tanimli indirgenemez polinomlarin sayis1 baz1 6zel
fonksiyonlar yardimiyla ifade edilecektir. Hatirlanacagi gibi, pozitif dereceli bir f(x) e

Fq[X] polinomunun Fq[X] halkasindaki her ¢carpanlamasi bir sabit polinom iceriyorsa f(x)

polinomu Fq cismi Gizerinde bir indirgenemez polinomdur.
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3.2.1. Teorem. Her sonlu Fq cismi ve her n € N sayisi igin Fq cismi Uzerindeki

derecesi n sayisini bdlen tum monik indirgenemez polinomlarin ¢arpimi x4~ X
polinomuna esittir (Lidl ve Neiderreiter 1986).

Ispat. Teorem 2.2.4. geregi, Fq cismi (izerindeki monik indirgenemez polinomlar, g(x) =

x4~ x polinomunun Fg[x] halkasindaki dogal g¢arpanlamasindan elde edilen ve

dereceleri n sayisin1 bélen polinomlardir. g'(X) = — 1 oldugundan Teorem 1.1.11. geregi,

g(x) polinomunun Fq cismi iizerindeki pargalanma cisminde hi¢ katli koki yoktur.
Dolayisiyla Fq cismi Gzerindeki derecesi n sayisini bolen her bir monik indirgenemez

polinom g(x) polinomunun Fg[x] halkasindaki dogal ¢arpanlamasinda tam olarak bir

kez bulunur.

3.2.2. Sonug. Ng(d), Fg[x] halkasinda derecesi d olan monik indirgenemez polinomlarin

sayist olmak Gizere hern € N igin

q"= 2.dNy(d) 3.1)

din
dir. Bu toplam, n sayisinin tiim pozitif d bdlenlerine genisletilebilir (Lidl ve Neiderreiter
1986).

Ispat. (3.1) esitligi, Teorem 3.1.1 yardimiyla g(x) = x4~ x polinomunun derecesi ve

g(x) polinomunun dogal ¢arpanlamasindaki toplam derecesi karsilastirilarak elde edilir.

(3.1) esitligi ve sayilar teorisi kullanilarak, Fq[X] halkasindaki belli bir dereceye sahip

monik indirgenemez polinomlarin sayisi i¢in daha agik bir formiil verilebilir. Bunun

icin agagida verilecek olan Mobius fonksiyonu kullanilacaktir.

3.2.3. Tamim. Mdbius fonksiyonu g ile gosterilir ve n e N olmak Uzere

1, n=1ise
u(n) = J(=1)¥, n, k farkl asal sayinin carpimi ise
0, n, bir asal sayinin karesi ile bolunebiliyorsa

olarak tanimlanir.

74



Bundan sonra (3.1) esitligindeki gibi, n € N sayisinin tim pozitif d bolenleri
Uzerinden toplami igin Xdn sembolii kullanilacaktir. Benzer bir gosterim Ildn ¢arpim
sembolii i¢in de kullanilacaktir.
3.2.4. Teorem. Hern € N igin

>ud)=

1, n=1ise
din

0, n>1ise

dir (Lidl ve Neiderreiter 1986).

Ispat. n = 1 hali aciktir. n > 1 igin u(d) # 0 olacak bicimdeki n sayisinin pozitif d
bolenleri dikkate alinmalidir, yani d = 1 dir veya d sayis1 farkli asallarin garpimi olarak

alinmalidir. Boylece p1, p2, ..., Pk sayilar1 n sayisinin farkl asal bolenleri olmak iizere

Kk

2u(d) =@+ u(p)+ 2 w(piPi,)+-t p(PLPo--Py)

din i=1 1<iy <ip <k
- k k 2 k k
=1+ [J(—l) + [2](—1) +..+ (kJ(_l)
=(1+ (1) =0

elde edilir.

3.2.5. Teorem (Mdbius Inversiyon Formiilii).

i) Toplamsal durum: h ve H fonksiyonlari, N kiimesinden bir toplamsal G abelyen

grubuna tanimli iki fonksiyon olsun. Bu durumda hern € N sayisi igin

H(n) = 2 h(d) 3.2)

d|n

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul hern € N sayisi igin

h(n) = zu(ng(d) = zu(d)H[gj (3.3)
din din
olmasidir.

i) Carpimsal durum: h ve H fonksiyonlari, N kiimesinden bir ¢arpimsal G abelyen
grubuna tanimli iki fonksiyon olsun. Bu durumda hern € N sayisi igin

H(m = TTh(d) (3.4)

din

olmasi igin gerek ve yeter kosul hern € N sayisi igin
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u(d)
h(n) = [TH (d)“'® = HH(ﬂj (35)

din dn \d
olmasidir (Lidl ve Neiderreiter 1986).
Ispat. (3.2) esitligi dikkate almir ve Teorem 3.2.4. kullanilirsa her n € N sayisi i¢in

Zu(”jmd): zu(d)H(gj = Y u(d) Th(o)

dm \d dn dJn cin/d

=2, 2 u(d)h(c) = 2.h(c) > u(d)=h(n)

cjn djn/c c|n din/c
oldugu elde edilir. Benzer bir hesaplama ile énermenin tersi gosterilebilir. (ii) kisminin
ispati igin (i) kisminin ispatindaki toplamlar yerine ¢arpim, katlar yerine kuvvet alinirsa

istenilen elde edilmis olur.

3.2.6. Teorem. Ng(n), Fg[x] halkasinda derecesi n olan monik indirgenemez polinom-

larin sayis1 olmak iizere

Ng(n) = %Zﬂ(ﬂj q'= %Zu(d) q

am \d dn
dir (Lidl ve Neiderreiter 1986).

Ispat. Teoremin ispat: icin Mdbius inversiyon formiliinin toplamsal halini G = Z
grubuna uygulayalim. Her n € N sayisi i¢in h(n) = nNg(n) ve H(n) = q" olsun. Bu

durumda, (3.1) esitliginden (3.2) esitligi gerceklenir ve boylece (3.5) esitligi ile istenilen

formiil elde edilmis olur.

3.2.7. Ornek. Fq[x] halkasinda derecesi 20 olan monik indirgenemez polinomlarin

sayist
Nq(20) = 2% D)™+ 1(2)a™ + w4 + u(5)a* + 1(10)9” + (20)a)
N T S
=2 @ -97-q"+q)
dir.
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Teorem 3.2.6. dikkate alindiginda “her n € N sayisi ve her sonlu Fq cismi igin Fg[x]

halkasinda n dereceli bir indirgenemez polinom vardir” Ssonucu yeniden elde edilmis
olur. O halde u(1) =1ve herd € N icin u(d) > — 1 oldugu kullanilarak
1 4 e 1 q"-q
NgM)>=("-q"*-q"%2-..-q)==-(@Q"- ——)>0
(M= (@ -0 —q A= q_1)

oldugu elde edilir.

Asagida, Mobius inversiyon formillnidn bir diger uygulamasi olarak, n. déngisel

polinomu @, i¢in agik bir formul verilecektir.

3.2.8. Teorem. K, karakteristigi p olan bir cisim ve p | n olmak Uzere birn € N sayisi
icin K cismi tzerindeki n. dongusel polinom @,

@n(x) — g{(xd _1)y(n/d) — %—ll(xn/d _1)y(d)
n n

esitligini gercekler (Lidl ve Neiderreiter 1986).

Ispat. Teoremin ispat1 icin Mdbius inversiyon formiiliiniin ¢arpimsal halini G grubunu
K cismi tizerindeki sifirdan farkli rasyonel fonksiyonlarin ¢arpimsal grubu alarak
uygulayalim. Her n € N igin h(n) = ®x(x) ve H(n) = X" — 1 olsun. Bu durumda Teorem
2.4.9. (i) geregi, (3.4) esitligi gergeklenir ve boylece (3.3) esitligi ile istenilen sonug elde

edilmis olur.

Teoremde verilen formil donglsel polinomlarin temel ozelliklerini belirlemek igin

kullanilabilir.

3.2.9. Ornek. @1, polinomunun tanimli oldugu K cisimleri igin

) = [](¢2 -
dj2

= (X12 o 1);4(1)()(6 o 1);4(2)()(4 o 1);4(3)()(3 _ 1);4(4)()(2 o l)y(G)(X _ 1),u(12)

_ (7 -(x* -1 Cyh
(x® =1)(x* -1)

dir (Lidl ve Neiderreiter 1986).

X% —1
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Teorem 3.2.6.°da Fq[x] halkasinda belli dereceye sahip monik indirgenemez
polinomlarin sayist belirlenmisti. Simdi Fq[X] halkasinda belli dereceye sahip monik

indirgenemez polinomlarin ¢arpimi belirlenecektir.

3.2.10. Teorem. Fg[x] halkasinda derecesi n olan tum monik indirgenemez polinomlarin
carpimu I(q, n; X),

dln d|n

bicimindedir (Lidl ve Neiderreiter 1986).
Ispat. Teorem 3.2.1. geregi,

x4 —x = [T1(q,d;X)

din
dir. Teoremin ispati igin M6bius inversiyon formiiliiniin ¢arpimsal halini G grubunu Fq
cismi Uzerindeki sifirdan farkli rasyonel fonksiyonlarin ¢arpimsal grubu alarak

uygulamak yeterlidir. M6bius inversiyon formiiliiniin garpimsal halinde hern € N igin

h(n) = 1(q, n; x) ve H(n) = x%" — X olarak alinirsa istenilen formiil elde edilmis olur.

3.2.11. Ornek. g =2 ve n =4 icin
12, 4; x)

(X16 N X),u(l)(x4 o X)ﬂ(Z)(XZ o X)ﬂ(4)

X _x  x15_1

x*-x o x*-1

=x2+x0+x0+x3+1

dir (Lidl ve Neiderreiter 1986).

Fq[x] halkasinda derecesi n olan tim monik indirgenemez polinomlar I(g, n; X)

polinomunun carpanlamasiyla belirlenebilir. Bunun igin asagidaki sonu¢ kullanilarak

1(g, n; X) carpimini kismen ¢arpanlarina ayirmak daha kullanighidir.

3.2.12. Teorem. ®m(x), Fq cismi tzerinde n. donglsel polinom ve I(g,n; x) polinomu

Teorem 3.2.10 daki gibi olmak tizere her n > 1 igin
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1(@, n; x) =[P, (X) (3.6)

dir. Burada n sayist g nun m moduline gére mertebesi olmak lzere ¢carpim " — 1 nin
tim pozitif m boélenleri tizerinden alinmaktadir (Lidl ve Neiderreiter 1986).

Ispat. n > 1 icin S, Fq cismi (izerinde derecesi n olan Fq" cisminin elemanlarmin kiimesi
olsun. Bu durumda, her a € S elemaniin Fq cismi tUzerinde derecesi n olan bir minimal

polinomu vardir ve béylece a € S, (g, n; X) polinomunun bir kokudur. Diger yandan f,

I(g, n; x) polinomunun bir koku ise g, Fq[X] halkasinda n. dereceden belli bir monik

indirgenemez polinomun kokuddr ve béylece g € S dir. Dolayisiyla
I(,n;x) = [I(x—«)

aes

dir.

aeSisea e F;n dir, dolayisiyla o elemaninin bu ¢arpimsal gruptaki mertebesi, q" — 1

sayisinin bir bolenidir. Dikkat edilirse y € F;n elemaninin Fq" cisminin bir has alt cismi

. Al . .. d .
olan F¢f cisminin bir eleman1 olmasi icin gerek ve yeter kosul ¥ = y olmasidir, yani y

elemanmin mertebesinin q¢ — 1 sayismi bolmesidir. Boylece S kiimesinin bir «
elemaninin mertebesi olan m, q" = 1 (mod m) olacak bicimdeki en kiguk pozitif
tamsayidir, yani bu Ozellikteki n sayist q sayisinin m modiline gore carpimsal
mertebesidir. q" — 1 sayisinin bu 6zellikteki bir pozitif m béleni igin Sm, S kiimesindeki
mertebesi m olan elemanlarin kiimesi olsun. Bu durumda, S kiimesi, Sm alt kiimelerinin

ayrik birlesimi oldugundan

1@, n;x) =] [[(x-a)

m aeSy

olarak yazilabilir. Boylece Sm kiimesi tam olarak, F;n grubunun m mertebeli tim

elemanlarini bulundurur. Diger bir ifade ile Sm kiimesi, Fq cismi Uzerindeki birimin m.

ilkel koklerinin kiimesidir. DOngiisel polinomlarin tanim1 geregi,

[[(x=a) = Pm(x)

aeS,,

oldugundan (3.6) esitligi elde edilmis olur.
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3.2.13. Ornek. F2[x] halkasinda derecesi 4 olan tim monik indirgenemez polinomlar1
belirleyelim. (3.6) esitliginden

1(2, 4; X) = D5(X)D15(X)
dir. Teorem 2.4.11. (ii) ozelligi geregi, ®s(X) = x* + X3 + X2 + x + 1 polinomu F2[X]
halkasinda indirgenemezdir. Benzer sekilde ®15(x) polinomu F2[x] halkasinda dereceleri
4 olan iki indirgenemez polinomun ¢arpimi bi¢ciminde yazilabilir. ®s(x + 1) = x* + x3 + 1
polinomu F2[x] halkasinda indirgenemez oldugundan bu polinom ®i5(x) polinomunu

bolmelidir ve boylece
Dis(X) =8+ X + X0+ X+ +x+1=(x*+ 3+ D(x* +x + 1)
dir. Dolayisiyla F2[x] halkasinda derecesi 4 olan monik indirgenemez polinomlar
X+ +x+1L, x4+ +1lvext+x+1

bicimindedir (Lidl ve Neiderreiter 1986).

Indirgenemez polinomlar, ¢ogu kez bir cisim genislemesindeki elemanlarin minimal
polinomu olarak ortaya ¢ikarlar. Daha dnce minimal polinomlar ve temel 6zellikleri ele
alinmigti. Asagidaki teoremde de Sonlu cisimler kullanilarak minimal polinomlarla ilgili

bazi1 Ozellikler ele alinacaktir.

3.2.14. Teorem. a, Fq cisminin Fg™ cisim genislemesindeki bir elemani olmak Uzere o
elemaninin Fq cismi Gzerindeki derecesi d ve minimal polinomu g(x) € Fq[x] olsun. Bu

durumda

i) g(x) polinomu Fq cismi Gizerinde indirgenemezdir ve d | m dir.

i) f(x) € Fq[x] polinomunun f(a) = 0 esitligini gergeklemesi icin gerek ve yeter kosul
g(x) | f(x) olmasidir.

iii) f(x) polinomu Fg[x] halkasinda f(a) = 0 6zelliginde monik indirgenemez bir polinom
ise f(x) = g(x) dir.

iv) 09 | (¢ =) ve g(x) | (x*" —x) dir.

V) g(X) polinomunun kokleri a, a4, ..., o dirve g(x) polinomu tlim bu elemanlarin Fq

cismi tzerindeki minimal polinomudur.
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vi) o # 0 ise ord(Q), o elemaninin F;m carpimsal grubundaki mertebesine esittir.
vii) g(x) polinomunun Fq cismi Uzerinde bir ilkel polinom olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul o elemaninin F;m carpimsal grubunda g — 1 mertebeli bir eleman1 olmasidir (Lidl
ve Neiderreiter 1986).

Ispat. i) Teorem 1.2.4. (i) geregi, g(X) polinomu Fq cismi Gzerinde indirgenemezdir.
Diger yandan d | [Fq : Fq" ] = m oldugu agiktir.

ii) Teorem 1.2.4. (ii) yardimiyla elde edilir.

i) (i) 6zelliginin bir sonucudur.

Iv) (i) 6zelligi ve Teorem 2.2.4. yardimiyla gorulebilir.

v) Ispatin ilk kismi (i) den ve Teorem 2.2.6. yardimiyla, ikinci kismi (iii) den
gorulebilir.

Vi) a € F;d ve F;d, F;m grubunun bir alt grubu oldugundan Teorem 3.1.3. geregi,

istenilen elde edilmis olur.

vii) g(x), Fq cismi Gzerinde ilkel bir polinom ise ord(g) = g% — 1 dir ve bdylece (vi)

geregi, o elemant F;m carpimsal grubunun ¢ — 1 mertebeli bir elemanidir. Tersine a,
F;m carpimsal grubunun g — 1 mertebeli bir eleman: ise F;d grubunda da g% — 1

mertebelidir. Béylece a, Fq® cisminin bir ilkel elemanidir ve dolayisiyla Tamm 3.1.16

geregi, g(x) polinomu da Fq cismi tizerinde ilkel bir polinomdur.

Bu kisimda son olarak bir indirgenemez polinomun mertebesi veren bir algoritma

verilecektir.

3.2.15. Algoritma (Bir indirgenemez polinomun mertebesi).

Input. Katsayilar1 Fq cisminden alinan ve derecesi n olan f(x) polinomu ve q" — 1

sayisinin (;! ...qcK bigimindeki carpanlamasi.

Output. f(x) polinomunun mertebesi.
1l.fori=1tokdo

&

2. f(x) | (quel'“qi O —1) olacak bigimdeki en kiigiik negatif olmayan e sayisini bul.
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3. end for

4. return g;'...qe¢ . (Mullen ve Panario 2013).

4. SONLU CiSIMLER UZERINDE ELiPTiK EGRILER

Bu boliimde, sonlu cisimlerin bir uygulamasi olarak sonlu cisimler {izerinde eliptik
egriler ele alinacak ve sonlu cisimler iizerinde tanimli eliptik egriler iizerindeki
noktalarin belirlenmesi ile ilgili olarak bazi algoritmalar verilecektir. Bunun i¢in ilk
olarak Kisim 4.1. de eliptik egriler ile ilgili bazit 6nemli tanim ve teoremler ele
alinacaktir. Kisim 4.2. de ise sonlu cisimler iizerinde tanimli eliptik egriler ele

alinacaktir.
4.1. Eliptik Egriler

Eliptik egriler, sayilar teorisi, bilgisayar bilimleri gibi bir ¢ok alanda uygulamalara sahip
olan énemli bir aragtirma konusudur. Eliptik egriler 6zellikle Fermat’nin son teoreminin

ispatinda olduk¢a 6nemli bir rol oynamuglardir.

4.1.1. Tamim. F bir cisim ve ay, az, as, as, as € F olmak lzere
E:y?+aixy +agy = x3+ ax? + asX + ag
bicimindeki denkleme uzun Weierstrass normal form denir. Bu denklemin Tate

degerleri
b2 = al +4a;
bs = aiaz + 2a4
be = aZ + 4as
be = a’as—ai asas +4ay as + axa; — a;

Cs = by —24b,
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bicimindedir. Bundan baska diskriminanti
A(E) = — bZbs —8b; — 27bZ + 902 ba be

Ve j-degismezi

olarak tanimlanir.
Bir F cismi lizerinde tanimli uzun Weierstrass normal formda verilen ve diskriminanti
sifirdan farkli olan bir egriye lizerindeki O noktasiyla birlikte F cismi Uzerinde bir

eliptik egri denir.

Tanimda gecen O noktasi, sonsuzdaki nokta olarak adlandirilir ve {istelik bu nokta X-
eksenine dik olan tiim dogrularin kesistikleri noktadir. Bir eliptik egri lizerindeki
noktalarin kiimesi iizerinde tanimlanan 6zel bir toplama islemine gore bir grup
olusturur. Eliptik egri iizerinde oldugu varsayilan bu O noktas1 ise daha sonra da

goriilecegi gibi bu grubun etkisiz elemanidir.

Simdi eliptik egri lizerindeki noktalarin toplama islemini tanimlayalim: P ve Q, bir E
eliptik egrisi tizerinde farkli iki nokta ise P ve Q noktalarindan gegen | dogrusu E eliptik
egrisini, bu noktalardan farkli bir {igiincii noktada keser. Eger bu noktaya R’ denirse P
ve Q noktalarinin toplam1 R’ noktasinin X eksenine gore simetrigi olarak tanimlanir.
Eger P = Q ise, yani E eliptik egrisi tizerindeki bir nokta kendisi ile toplanmak istenirse

bu noktadan gecen teget dogru dikkate alinir.

P+ O

P+OQ+R=0

Sekil 4.1. Eliptik egri iizerindeki noktalarin toplama islemi.
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Eger E, F cismi iizerinde tanimli bir eliptik egri ise E tizerindeki noktalarin kiimesi E(F)
ile gosterilir ve E(F) kiimesi lizerinde yukarida tanimlanan toplama iglemine gore bir

gruptur.

4.1.2. Teorem. E, F cismi Uzerinde tanimli bir eliptik egri ise E(F) klimesi O noktasi ile
bir gruptur.

E:y?+aixy + asy = X3 + axx? + asx + ag olmak (izere belirtilen toplama islemi asagidaki
gibi ifade edilebilir:

i)HerP e E(F) icinP+ O =0 + P =P dir.

ii) P1 noktasinin tersi —Py ile gosterilir ve Py = (X1, y1) ise —P1 = (X1, —y1 — aix1 —ag) dir.
1) Py = (X1, y1), P2 = (2, y2) olmak Uzere xy = xovey1 +y> + aixo +az = 0ise Py + P2 =
O dur.

iv) P1 #—P2 olmak lizere x1 # X2 ise

— X5 — Yo X
1= 2 Y1’ e Yi¥, = Yo Loy — %
Ve X1 = Xo ise
A 3y7 +2a,%, +a, —a,Y, _—3x) +a,x +2a, — a5, . x
- I - - - 1
2y, +a; X +a, 2y, +a; X +a,

olsun. Bu durumda P1 + P2 = P3 = (X3, y3) olmak Uzere
xs=A2+adl-a— Xi—X Ve ya=—(A+a)xs—u—as
dir.

4.2. Sonlu Cisimler Uzerinde Eliptik Egriler

E, p bir asal say;, n € N ve g = p" olmak izere bir Fq sonlu cismi {izerinde tanimli bir
eliptik egri ise E(Fg) sonlu bir abelyen gruptur. Sonlu cisimler tizerindeki eliptik egriler

ile 1lgili olarak yapilan calismalarin ¢cogu bu egriler iizerindeki noktalarin sayilarinin
belirlenmesi ile ilgilidir.
4.2.1. Tammm. E, Fq sonlu cismi iizerinde tanimli bir eliptik egri olsun. Her (X, Yy)

e E(F,)icin
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o E(F)—E(Ry), ¢o(x y) = (x, y%) ve (0) =0
olarak tanimlanan ¢q endomorfizmine E eliptik egrisinin g-Frobenius endomorfizmi

denir.

4.2.2. Teorem. E, Fq sonlu cismi iizerinde tanimli bir eliptik egri ve ¢y, E eliptik

egrisinin g-Frobenius endomorfizmi olsun. Bu durumda asagidakiler gerceklenir:

1) P € E(Fq) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ¢q(P) = P olmasidir.
i) ¢q endomorfizmi tamamiyla ayrilamazdir.
i) der(¢yg) = q dur.
Iv) (pé —apq + q = 0 esitligini gercekleyen bir tek a tamsayisi vardir, diger bir ifade ile
her P € E(Fg) icin
95 (P) —agy(P) +qP =0
esitligini ger¢ekleyen bir tek a tamsayisi vardir (Schmitt ve Zimmer 2003).
Ispat. i) ¢ ,Eq sonlu cisminin g-Frobenius otomorfizmi olmak iizere “x € Fq olmasi
icin gerek ve yeter kosul ¢(X) € Fq olmasidir” gerceginden elde edilir.
i) Fq(E) fonksiyon cismi olmak Uzere g-Frobenius endomorfizmi yardimiyla bu
fonksiyon cismi iizerinde tanimlanan bir ¢g* endomorfizmi vardir. Simdi F/G € Fq4(E)

ise her x € Fqicin x4 = x oldugundan

*(E)_ F(X9,Y%  F(X,Y)"
T{G) G(X%YY G(X,Y)

dur. O halde ¢y*(Fq(E)) = Fq(E) ve boylece Fq(E) cisminin Fq(E)? cisim genislemesi
tamamiyla ayrilamaz bir cisim genislemesidir.

iii) Fq(E) cisminin Fq(E)Y cisim genislemesinin derecesinin ¢ oldugundan agiktir.

iv) ¢ Frobenius endomorfizminin duali

_ der(gy)

é)q : E(I_:q)_) E(I_:q)7 @q(xl y) - §0q(X/ y)

olmak tzere ¢q — 1 endomorfizmi dikkate alinirsa

der(p — 1) = (@~ 1) (9~ 1)

85



= @~ (g +@q) + 1

= der(pg) — (¢ + 9q) +1
dir. Diger yandan der(¢g) = q oldugundan

a=tr(py) =g+ 9=q+1—der(py—1)
dir. Simdi (pg —agpg + q = 0 esitligini gercekleyen bir tek a tamsayist var oldugunu
gorelim. g-Frobenius endomorfizminin izi tr(¢g) ve normu N(¢y), sirasiyla,
tr(pg) = @ + 9,
ve
N(¢0) = g9, = der(gy) = #Ker(gg) = g
oldugundan
0=(pu— @) —9q) =0 — (21 +Py) oo+ ;)= @ — tr( ) ey + N(¢a)

dir ve boylece (pé —a@q+q=0d.

4.2.3. Teorem. E, Fq sonlu cismi iizerinde tanimli bir eliptik egri ve ¢q, g-Frobenius
endomorfizminin izi a olmak tzere
#E(Fg)=q+l-a

dir (Schmitt ve Zimmer 2003).
Ispat. Teorem 4.2.2. nin ispatinda da goriildiigii gibi

der(gq — 1) = #(Ker(gpq — 1)) = #E(Fq)
dir. Boylece

a=tr(gy) = g+ ¢q=q+1—#E(F)

dir.
Frobenius endomorfizminin izi i¢in bir st sinir Hasse tarafindan ispat edilmistir:

4.2.4. Teorem (Hasse Teoremi). E, Fq sonlu cismi iizerinde tanimli bir eliptik egri
olsun. Bu durumda a, g-Frobenius endomorfizminin izi olmak tzere

#E(Fq)— (@ +1)=]a]<2./q
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dir (Silverman 2009).

4.3. Sonlu Cisimler Uzerinde Tamimh Eliptik Egriler Uzerindeki Noktalarin

Sayisinin Belirlenmesi

Bu kisimda sonlu bir Fq cismi tizerinde tanimli E eliptik egrisi iizerindeki noktalarinin
sayisini belirlemek igin bazi algoritmalar verilecek ve naive sayma, Legendre semboli
methodu ve Schoof’un algoritmalar1 dikkate alinacaktir.

Ilk olarak naive sayma igin algoritma verilecektir. Bunun igin verilen bir Fq sonlu cismi
icin bir Rq temsil sistemi bulunur ve bu temsil sisteminden alinan her bir elemanin
eliptik egri tizerindeki bir noktanin X-koordinati olup olmadigi belirlenir. Eger
belirlenen bu elemanin mertebesi 2 ise eliptik egri lizerinde bir nokta, mertebesi 2 den
biiyiik ise eliptik egri tizerinde iki farkli nokta oldugu dikkate alinir. Bununla ilgili
algoritma asagidaki gibi ifade edilir.

4.3.1. Algoritma (Naive Sayma)

Input: q sayis1 ve Fq cismi Gzerinde tanimli katsayilar a1, az, az, as ve as olan E eliptik
egrisi.

Output: #E(Fq) sayisi.

1.ne«1./0*

2. Fq cismi igin bir Rq temsil sistemi bul.

3. For herx e Rqdo:

4, If E :y? + aixy + asy = X3 + ax? + aux + ag olacak bicimde y € Rq bulunabilirse
then do:
5. Ify=-yi—aixi—asthenn<«n+1.

elsen«n+2.

6. Return n. (Schmitt ve Zimmer 2003).
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Fq sonlu cisminin karakteristiginin 2 den farkli olmasi durumunda asagidaki algoritma

dikkate almarak E : y? = x3 + axx? + asx + ag eliptik egrisi lizerindeki noktalarn sayisi

belirlenebilir. Dogal olarak bu halde Fq cismindeki kareler belirlenmelidir.

4.3.2. Algoritma (Naive Sayma, kar(Fg) # 2)

Input: q sayis1 ve Fq cismi lizerinde tanimli katsayilar1 @z, a4, as olan E eliptik egrisi.
Output: #E(Fq) sayisi.

N« 1./*0*

N -

. Fq cismi icin bir Rq temsil sistemi bul.
. Fq cismindeki karelerin kiimesini Sq al.

.Forherx e Rqdo:

If X3 + axx? + asx + as € Sq then do:
If X3+ ax? + asx +as =0thenn <« n + 1,
elsen«n+2.

. Return n. (Schmitt ve Zimmer 2003).

o N o o o~ W

Legendre semboliinii kullanarak bir sonlu cisim tizerinde tanimli eliptik egri tizerindeki

noktalarin sayis1 belirlenenilir.

4.3.3. Teorem. p > 2 olmak izere E : y? = x3 + axx® + asx + as, Fp sonlu cismi tizerinde

taniml1 bir eliptik egri olsun. Bu durumda

p-1( y3 2
#E(Fp):p+1+2(x +a,X +a4X+a6J
p

x=0
j simgesi Legendre semboluni belirtmektedir (Silverman 2009).

dir. Burada (
p

Yukaridaki teorem kullanilarak egri iizerindeki noktalarin sayisini belirleyen Legendre

algoritmasi verilecektir.

4.3.4. Algoritma (Legendre Semboll Methodu)
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Input: p asal sayis1 ve Fp cismi lizerinde tanimli katsayilart az, as, as olan E eliptik
egrisi.
Output: #E(Fp) sayisi.

lnep+1.

3 2
2.Forx=0top—1don<«n+ [X T 8X +a4x+a6].

p
3. Return n. (Schmitt ve Zimmer 2003).

Asagida Ozellikle eliptik egri kriptololojisinde uygulamalari bulunan Schoof’un
algoritmas1 verilecektir. Bu algoritmada Cinli Kalan Teoremi ve q-Frobenius

endomorfizmi kullanilmaktadir. Algoritmada gecen P kiumesi asal sayilarin kiimesini

belirtmektedir.

4.3.5. Algoritma (Schoof).

Input: g = p* asal kuvveti ve Fq cismi iizerinde tanimli E eliptik egrisi.
Output: a =q + 1 — #E(Fq) sayisi.

1. Imaks <~ min{p € P |I Prln > 4./q}.
eP,I<p

2. If 2| g then do:

3. If J(E) =0 then a2 «— 1, else a2 « 0,
4. else do:
5. If #E(Fq)[2] = 1 then a2 «— 1, else a2 «— 0.

6. For her | € P, 3 < < lmaks, do:
7. Keyfi bir P e E[I]\{O} noktasi al.
8. O<ai<l, qr=q(mod ) igin (/)(‘;Z (P) + qi P degerini hesapla.

9. Fort=0to I do:

10. toy(P) degerini hesapla.

11. If toy(P) = ¢ (P) + 1 P then do:
12. aj<«t.

13. 6. adimdaki bir sonraki asala git.
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14. Her | € P, 2 < | < Inaks icin |a] < 2,/qve a = ai (mod ) dzelligindeki a sayismi

belirmek igin Cinli Kalan Teoremini kullan.
15. Return a. (Schmitt ve Zimmer 2003).
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