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Bu ¢alisma dort boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde; tezin ilerleyen kisimlarinda kullanilacak olan bazi tamim ve teoremler
verilmistir. Ayrica bu boliimde g-kalkiiliis ve g-tiireve ait bazi 6zellikler verilmistir.

ikinci bolimde; [/ a¢ik birim diskinde normalize edilmis analitik ve yalinkat
fonksiyonlarin olusturdugu S smifi ve reel kismu pozitif fonksiyonlarm olusturdugu P
sinifinin temel 6zellikleri verilmistir.

Ugiincii boliimde; Analitik, yalinkat fonksiyonlarin g-diferansiyel operatérii kullanilarak
bazi 6zel alt smiflar1 tanimlanmis ve bu siiflarin katsay: sinirlar aragtirilmigtir. Ayrica

bu simiflara ait teoremler incelenmistir.

Dérdiincii boliimde; elde edilen tiim sonuglar degerlendirilmistir.
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This thesis consist of four chapters.
In the first chapter; some definitions and theorems about analytic functions which will
be used later are introduced. Furthermore, some properties related to q-calculus and g-

derivative are given.

In the second chapter; basic properties related to the classes analytic and univalent
functions in J are given.

In the third chapter; the some special subclasses of analytic univalent functions defined
by g-derivative operator are worked and coefficient estimates are given for functions in

these classes. In addition, theorems for these classes were examined.

In the fourth chapter; all obtained results are discussed.
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SIMGELER DIiZiNi
Aciklama

[J diskinde analitik ve normalizasyonu saglayan fonksiyonlarin sinifi
Kompleks sayilar kiimesi
[J diskinde analitik, yalinkat ve konvekse yakin olan fonksiyonlarin
sinifi
[J diskinde analitik, yalinkat ve @ mertebeli konvekse yakin olan
fonksiyonlarin sinifi

IJ diskinde analitik ve yalinkat olan g-konvekse yakin
fonksiyonlarin sinifi

[ diskinde analitik, yalinkat ve @ mertebeli q-konvekse yakin olan
fonksiyonlarin sinifi

Orjin merkezli r yarigaplh disk

z, merkezli r yarigcapl agik disk

z, merkezli r yarigapl kapali disk

z, merkezli r yarigaph delinmis agik disk
z, merkezli r yarigaph acik diskin sinir1

f fonksiyonunun g-tiirevi

[/ diskinin f fonksiyonu altindaki goriintiisii

f fonksiyonunun g fonksiyonuna sabordine olmasi

Koebe fonksiyonu

1] diskinde analitik, yalinkat ve konveks olan fonksiyonlarin sinifi
[J diskinde analitik, yalinkat ve a mertebeli konveks olan
fonksiyonlarin sinifi

1J diskinde analitik ve yalinkat olan g-konveks fonksiyonlarm sinifi
[J diskinde analitik, yalinkat ve @ mertebeli konveks olan
fonksiyonlarin sinifi
Dogal sayilar kiimesi

Reel kismi pozitif analitik fonksiyonlarin sinifi
Reel sayilar kiimesi

Re(f ’(z)) > 0,z € U esitsizligini saglayan f fonksiyonlarmin sinifi

1J diskinde analitik, yalinkat ve normalizasyonu saglayan

fonksiyonlarin sinifi
1] diskinde analitik, yalinkat ve yildizil olan fonksiyonlarin sinifi

[J diskinde analitik, yalinkat ve @ mertebeli y1ldizil olan
fonksiyonlarin sinifi

[J diskinde analitik ve yalinkat olan g-y1ldizil fonksiyonlarin sinifi
1] diskinde analitik, yalinkat ve @ mertebeli g-y1ldizil olan
fonksiyonlarin sinifi

Negatif katsayil analitik, yalinkat fonksiyonlarm siifi

[J diskinde analitik, negatif katsayil yalinkat ve yildizil olan
fonksiyonlarin sinif

{z € C:|z| < 1}, Agik birim disk
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GIRIS

Geometrik fonksiyonlar teorisindeki en giizel konulardan birisi yalinkat fonksiyonlar
teorisidir. Bu konunun temeli Koebe'nin 1907 de yayinladigi makalesi olup, bunu 1914
de Granwall'in alan teoreminin ispat1 ve 1916 da Bieberbach'in yalinkat fonksiyonlarin

ikinci dereceden katsayilari i¢in sonucu ve onun 6zellikleri izlemistir.

Kompleks diizlemin basit baglantili bir 6z alt kiimesini birim diske konform olarak
doniistiiren bir doniisiimiin varligi Riemann doniisiim teoremi olarak bilinir. Bu nedenle
keyfi basit baglantili bolgeler {izerinde tanimlanan yalinkat fonksiyonlarla galigmak
yerine birim diskte tanimlanan yalinkat fonksiyonlarla galismak ¢ogu kez kolaylik
saglar. Yalmkat fonksiyonlar {izerindeki ¢alismalar, U = {z € C: |z| < 1} birim
diskinde analitik, yalinkat ve f(0) = f'(0) —1 =0 normalizasyonunu saglayan f

fonksiyonlarin olusturdugu bir S sinifi tizerinde yogunlagmustir.

Geometrik fonksiyonlar teorisinde, analitik fonksiyonlarin gesitli alt simflari farkli bakig
acilartyla caligilmistir. Kesirsel qg-kalkiiliis, analitik fonksiyonlarin alt smiflarim
olusturmada 6nemli bir ara¢ olmustur. Ornegin; yalinkat fonksiyonlar teorisinin
genislemesi, g-kalkiiliis teori kullanilarak ifade edilebilir. Tarihsel olarak konusmak
gerekirse, aslinda Geometrik Fonksiyonlar Teorisinin kaynaginda, qg-kalkiiliis
kullaniminin saglam bir temeli bulunur ve basit (veya q-) hipergeometrik fonksiyonlar
ilk kez Srivastava (1989) tarafindan bir kitap boliimiinde Geometrik Fonksiyon Teoride
kullanildi. g-kalkiilis uygulamast Jackson (1908,1910) tarafindan calisilmaya
baslanmustir. g-tiirev ve g-integral ilk kez Jackson tarafindan gelistirilmistir. Aslinda,
yalinkat fonksiyonlar teorisi g-kalkiiliis teori kullanilarak ifade edilebilir. Dahasi;
kesirsel g-integral operatdr ve g-tiirev operatorleri gibi g-kalkiiliis operatorleri ile
analitik fonksiyonlarin birgok alt smifi olusturuldu. Son dénemlerdeki bir makalede,
Purohit ve Raina (2013) acik birim diskte analitik olan fonksiyonlarin yeni smiflarimi
tanimlamak icin kesirsel g-kalkiiliis operatorlerinin uygulamalarin inceledi. Daha sonra
Mohammed ve Darus (2013), kompakt diskte analitik fonksiyonlarin bazi alt

siiflarinda bu g-operatdrlerin geometrik 6zelliklerini ve yaklagimini ¢alisti.



1. ON BILGILER

Bu boliimde, sonraki boliimlerde kullanilacak temel tamim ve teoremler verilecektir.
Ayrica, g-kalkiiliis deki notasyonlar ve bazi temel tanimlar ile g-tiirev operatorii ve

ozellikleri verilecektir.
1.1. Temel Kavramlar

Bu boliimde verilecek temel tanimlar ve teoremler ile ilgili ayrintilar Pommerenke

(1975), Goodman (1983) ve Annaby ve Mansour (2012) de bulunabilir.
1.1.1. Tamm. C kompleks sayilar kiimesi, z, € C ve r > 0 olmak {lizere,
D(zy, 1) ={z € C: |z — 2| <7}
D(zy,1) ={z€C|z—2]| <71}
D*(zy,r) ={z€C:0< |z—2]| <T}
0D(zo, 1) = {z € C: |z — 25| = 71}

kiimelerine sirasiyla z, merkezli r yarigaplt agik disk, kapali disk, delinmis agik disk ve
cember denir. Bundan sonra D(0,7) agik diski D, ile ve D(0,1) birim diski U ile

gosterilecektir.

1.1.2. Tamm. AC C ve z, € A igin D(zy,7) € A olacak sekilde bir r > 0 sayist
varsa z, noktasina A kiimesinin bir i¢ noktas: denir. Eger A kiimesinin biitiin noktalar1
ic nokta ise A kiimesine a¢ik kiime ve timleyeni agik olan kiimeye de kapali kiime
denir. A kiimesini igeren kapali kiimelerin kesisimine A kiimesinin kapanisi denir ve A
ile gosterilir. A kiimesini igeren en genis agik kimeye veya A kiimesinin biitlin i¢

noktalarinin kiimesine A4 kiimesinin i¢i denir ve A° ile gosterilir.



1.1.3. Tanom. A c C ve z € C olsun. Her D(z,r) diski ile A ve A nin tiimleyeni olan
A? kiimesinin kesisimi bos kiimeden farkli ise z noktasina A kiimesinin s noktasi

denir.

1.1.4. Tammm. B, C nin bir alt kiimesi olsun. 4 € R bir sabit olmak tizere, z € B iken

Uz € B ise, B kiimesine u-geometrik kiime denir.

1.1.5. Tamm. A c C herhangi bir kiime, I/ ve V, C de ayrik agik iki kiime olsun. Eger
ANU#¢p, ANV =¢pveAcUUV ise 4 kiimesine baglantisizdir denir. Baglantisiz

olmayan kiimeye baglantilidir denir. Agik ve baglantili bir kiimeye bdlge denir.

1.1.6. Tamm. Bir X vektér uzaymda L[a,b]={c=ta+ (1 —-t)b:0<t <1}
kiimesine, « ve b noktalarini birlestiren dogru par¢ast denir. a ve b fonksiyonlarina
L[a,b] dogru pargasmin u¢ noktalar:, 0 <t < 1 i¢in ¢ noktasina da L[a, b] dogru
parcasinin i¢ noktas: denir. Bir C c X alt kiimesi verildiginde her a,b € C i¢in
L[a,b] c C oluyorsa C ye konveks kiime denir. Eger C konveks kiimesindeki bir a
noktast herhangi bir L[a, b] € C dogru pargasmin bir i¢ noktasi degilse a noktasma C
kiimesinin ekstrem noktast denir. C kiimesinin ekstrem noktalarmin kiimesi E(C) ile

gosterilir (Goodman 1983).

1.1.7. Tamm. [a, b] kapal araliginin z = @(t) siirekli fonksiyonu altindaki resmine C
de bir yol veya egri denir. Her t € [a, b] i¢in ¢'(t) mevcut ve @'(t) # 0 ise egriye
diizgiin egri, [a, b] araligmin sonlu sayida alt araliklarinda diizgiin olan egriye pargall
diizgiin egri denir. Kendi kendini kesmeyen egriye basit egri, ug noktalar1 bitisik bir
egriye kapali egri ve sadece ug¢ noktalarinda kesisen egriye de basit kapall egri veya
Jordan egrisi denir. B < C bélgesinde her basit kapali egrinin sinirladigi kiime sadece B

kiimesinin noktalarindan olusmus ise B bolgesine basit baglantili bélge denir.

1.1.8. Tamm. A c Colsun. Her z € 4 i¢in |z| £ M < oo olacak sekilde M > 0 sayisi
varsa A kiimesine sinirlidir denir. A kiimesinde alian her dizinin yigilma noktasi yine

A kiimesine ait ise A kiimesine kompakt veya dizisel kompakt denir.



1.1.9. Teorem. A c C kiimesinin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart kapali ve

sinirlt olmasidir.

1.1.10. Tammm. A c C olmak tizere f:A — C bir fonksiyon ve z, € A olsun. Her

€ > 0 sayist icin

fIA N D(zo,6)] € D(f(20), €)

seklinde bir § = §(¢,z,) > 0 sayis1 varsa f fonksiyonuna z, noktasinda siireklidir

denir. Eger her z € A noktasi i¢in

fIA N0 D(z,6)] = D(f(2),€)

seklinde bir § = §(¢) > 0 sayis1 varsa f fonksiyonuna A kiimesinde diizgiin siireklidir

fonksiyonuna z, noktasinda dizisel siireklidir denir. C kompleks sayilar kiimesinde

dizisel siireklilik ile siireklilik birbirini gerektirir.

1.1.11. Tamm. f bir B bolgesinde kompleks degiskenli bir fonksiyon ve z, € B olsun.
Eger

li f(2) - f(zo)
im ———

z-20 Z— Zg

limiti mevcut ise f fonksiyonuna z, noktasinda diferansiyellenebilir veya tiirevlenebilir
denir. Limit degerine de f fonksiyonunun z, noktasindaki zirevi adi verilir ve f'(z)
ile gosterilir. Eger f fonksiyonu z, noktasmnim belli bir komsulugunda bulunan biitiin

noktalarda diferansiyellenebilir ise f fonksiyonuna z, noktasinda analitiktir denir.

1.1.12. Teorem. Eger f fonksiyonu z, merkezli ve R yarigaph bir y cemberinin iginde

analitik ise, bu durumda y egrisinin iginde bulunan her z noktasinda



=Y ) gy @
n=0

dir. Buna f (z) fonksiyonunun z, noktasindaki Taylor acilimi ad1 verilir (Nehari 1952).

1.1.13. Tammm. f(z) fonksiyonu bir z, noktasinin D*(z,,r) delinmis komsulugunda

analitik ancak z, noktasinda analitik degilse f fonksiyonu i¢in z, noktasma ayrik(tekil)

nokta ad1 verilir.

1.1.14. Teorem. Eger z, noktasi f fonksiyonunun ayrik tekil noktas: ise f* fonksiyonu

D*(z,,7) delinmis diskinde

f@= ) al—2)=) an@-2)" Y G- 1D
n=-—co n=1 n=0

acilimiyla temsil edilir. Buna f(z) fonksiyonunun z, noktasmin delinmis

komsulugundaki Laurent agilimi denir (Nehari 1952).

1.1.15. Tamm. f(2) fonksiyonu (1.2) ifadesiyle verilsin. Burada eger sonlu sayida a_,
katsayisi sifirdan farkli, diger tim katsayilar sifir ise zy noktasina f (2) fonksiyonunun

kutup noktast denir.

1.1.16. Teorem (Maksimum Modiil Teoremi). f(z) fonksiyonu smirlt bir A
bolgesinde analitik ve kapanisinda siirekli ise |f (2)], A bdlgesinin sinirinda maksimum
degerini alir. Ayrica, f(z) fonksiyonu sabit ise |f (2)|, A bolgesinin bir i¢ noktasinda

maksimum degerini alir.

1.1.17. Teorem (Schwarz Lemma). f fonksiyonu U actk birim diskinde
£(0) =0 ve |f(2)| <1 obzelliginde analitik bir fonksiyon olsun. O halde U da
If (2)] < |z| ve |£(0)| < 1 dir. Esitlik f(2) = e'?z fonksiyonu i¢in gegerlidir.



1.1.18. Teorem (Schwarz-Pick Lemma). z € U olmak iizere |f(z)| < 1 olacak

sekilde f : U — C analitik fonksiyonu verilsin. Bu durumda z € U igin,

1-f@I°

@<

dir (Graham ve Varolin 1996).

1.1.19. Tammm. Kompleks diizlemin bir D bdlgesinde f:D — C siirekli doniistimii
verilsin. Eger bir z, € D noktasindan gecen ve aralarinda « agisi bulunan herhangi iki
diizgiin y, ve y, egrilerinin; f(y;) ve f(y,) resim egrilerinin de wy = f(2)
noktasinda aralarinda yén ve biiyiikliik bakimindan a agis1 varsa, f fonksiyonuna z,
noktasinda bir konform doniisiimdiir denir. Eger f fonksiyonu her z, € D noktasinda

konform ise f fonksiyonuna D bolgesinde konformdur denir.

1.1.20. Teorem (Riemann Déniisiim Teoremi). D, kompleks diizlemin basit baglantili
bir 6z alt kiimesi ve z, € D noktasi verilmis olsun. Bu taktirde f(z,) = 0, f'(z,) > 0
ozelliginde D yi U/ birim diski tizerine birebir olarak resmeden bir tek f analitik

fonksiyonu vardir (Riemann 1851).

Riemann Déniisiim Teoremi geregi basit baglantili bir bolgede yalinkatlikla ilgili

problemleri ¢ézmek igin bu bélge yerine I/ birim diskini almak daha uygundur.
1.2. g-Kalkiiliis de Notasyon ve Tamumlar

Bu kisimda, g-kalkiiliis kavramina ait bazi notasyon ve tanimlar verilecektir (Jackson

1908, Aral ve ark. 2013).

1.2.1. Tamm. g > 0 olmak iizere, n € N i¢in g-tamsayisi [n],,

n

1-q
[nlg=911-¢
n, g=1

, q+1



ile tanimlanir.

Herhangi A reel sayisi i¢in de bu tanim verilebilir. Bu durumda [4], bir g-reel olarak

adlandirilir.

1.2.2. Tamm. q > 0 olmak iizere, n € N igin g-faktoriyeli [n],!,

[n]q! = {[n]q[n B 1]‘2 T [1]q‘ n=12,..

1, n=20

ile tanimlanir.

1.2.3. Tamm. n, k € N i¢in g-binom katsayilari

[n]q [n],!

k 0<k<n

T [klg!In— Kkl .
ile tanimlanir.

g-binom katsayilar

[, - )

ve
W, =2, 1,
denklemlerini saglar.

1.2.4. Tamm. (1 + z)7 nin g-analogu

(1.3)

(1.4)

(1.5)



(142" = {(1 +2)1+qz)...(1+q"12), n=12,..
a 1, n=0

polinomudur.

Ayrica genel Pochhammer semboliiniin bir g-analogu

(z9)o=1(zqy = 1_[(1 - q'2),(Z Qo = n(l - q'z)
i=0 i=0

dir.

1.2.5. Tanim. Gauss Binom formiilii

n
(z+a)? = z [n] qi(j—l)/zajzn—j
q . j q

j=0
dir.
1.2.6. Tamim. Heine Binom formiilii

) ® n+1]q...[n+j—1]qzj
- Z)" ) 4!
dir.
Ayrica,
n

Z[}] (z = 1g

]_

esitligi 6nemli bir ozelliktir.



1.3. g-Tiirev

Bu kisimda g-tiirev tanimlanacak ve bazi ozelikleri verilecektir. ¢ = 1 durumunda

bilinen tiirev bagintilar elde edilir (Jackson 1908, Aral ve ark. 2013).

1.3.1. Tammm. Bir f fonksiyonunun g-tiirevi D, f,

f(@) - f(qz)

a0z , z# 0

(qu)(Z) =

ile tanimlanir ve f'(0) varsa (Dq f ) (0) = f'(0) dur.

f diferansiyellenebilir ise

. . f@)-f@) df2)
Zzl—rg Daf(2) = }Zl_rg (q—1Dz  dz

dir.

g-tiirev tanimindan asagidaki kurallar elde edilir:

dir.

(1.6)

(1.7)

Bir fonksiyonun g-tiirevinin bir lineer operatér oldugu agiktir. Yani, herhangi a ve b

sabitleri i¢in
D {af (2) + bg(2)} = aDy{f (2)} + bDs{g(2)}

dir.

(1.8)



Simdi, Tanim 1.3.1 kullanilarak z # 0 olmak tizere ¢arpimin g-tiirevi

f(qz)g(qz) — f(2)g(2)
(q—1)z
_f (q2)g(qz) — f(q2)g(2) + f(qz)g(2) — f(2)g(2)
(@q—1z
_f@n(9an) - 9@) , (fla2) - f@)g(@)
(@q—1z (q— 1z
= f(qz)Dag(2) + Dyf (2)g(2) (1.9)

D {f(2)9(2)} =

olarak bulunur.

f ile g yer degistirdiginde
D {g(@f (2)} = f(2)Dq9(2) + Dqf (2)9(q2)
elde edilir.

g-tiirev operatdrii i¢in Leibniz kurah

k
D(gn)(fg)(z) = Z U{l]q Dék)f(zqn—k)Dén—k)g(Z)

n=0
olarak tamimlanir.

f ile g nin boliimiine Tamm 1.3.1 uygulanirsa,

D {f(Z)}_ 1 {f(QZ)_ f(2) N f(2) _f(Z)}
Ng@| ~ (@-1Dzlglq2) gz gz 9@

1 {f (q2) — f (Z)} Lt {f (2)g9(2) —f (Z)g(QZ)}

" 9@ @-Dz (q—1Dz 9(qz)g(2)
_ 1 f2 (92— g(QZ)}
~ 9(q2) Daf(2) + g(CIZ)g(Z){ (q— 1Dz
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_9@)Dyf (@) — f(2)Dq9(2)
9(qz)g(2)

(1.10)

elde edilir.

Ayrica, (1.10) esitligi

D {f (Z)} _ 9(2)Def (2) — f(q2)Dag(2)
9@ 9(q2)g(2)

seklinde de yazilabilir.

g-tiirev igin genel bir zincir kurali yoktur. Ancak, a, 8 sabit ve u = u(z) = azP olmak
tizere, f (u(z)) formundaki fonksiyonlar igin bir zincir kurali verilebilir. Bu zincir

kurali i¢in

Da{f (w(2))} = Dy{f (az”)}
f(aqP2?) - f(azf)
- (g -1z
B flaqPzf) — f(azf) aqfzFf —azf
 aqPzf —azf T (@-1)z

_ f(qfu) - F(w) u(qz) —u(2)
~ qPu—-u T (q—-1)z

yazilir. Bunun sonucu olarak
Do{f ()} = (Dysf) @)Dy (u(2))
elde edilir.

1.3.2. Onerme. n > 1 igin,

11



D,(1+2)} = [n],(1 +q2)77%,

pft 1___[e
N1+ 27 1+t
dir.
Ispat. Tanim 1.3.1 geregi,

14492} - A +2)3
(q—1)z

{1+q"z— (1 +2)}
(q— Dz

D,(1+2) =

=1 +q2);™!

= [n],(1 + q2)§~*

dir. Diger yandan, (1.10) geregi,

D 1 B D,(1+2)3
a {(1 + z)g} T (A +q)t(+2)7

_ [n],
T (A+qr2)(+2)]

_ Inlg
T A+t

dir.

1.3.3. Uyar. n = 1vea,b,r,s € Rolsun. Bu takdirde
Dy(a+ bz)§j = [n]gb(a + bqz); ",
D,(az + b)} = [nlgalaz + b)g™

veE

12



(1 + r r—1 T
i c;gg — [r.a (1 + aq2)y 1+ az)j

771 + bq2); — blslg (1 + b2)5*!

dir.
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2. ANALITIK YALINKAT FONKSIYONLAR

Bu boliimde 7/ birim diski iizerinde tanimli analitik yalinkat fonksiyonlarin sinifi ve
bazi alt smiflarina ait fonksiyonlarin genel 6zellikleri verilecektir. Ayrica reel kismi

pozitif analitik fonksiyonlarin sinifi tanitilacaktir.

2.1. Analitik Yalinkat Fonksiyonlar ve Temel Ozellikleri

Bu kisimda birim diskte analitik, yalmkat ve normalize edilmis fonksiyonlarin S sinifi

verilecektir.

2.1.1. Tamm. D kompleks diizlemde bir bolge olsun. f: D — C fonksiyonu birebir ise f
fonksiyonuna D de yalmkat veya iinivalent fonksiyon denir. Diger bir deyisle her
2,,2, € D i¢in f(z;) = f(z,) iken z, = z, ise f fonksiyonuna D de yalinkattir denir.
Geometrik olarak, diizlemde f(D) goriintii bolgesinin katli bélge olmamasi seklinde

ifade edilir.
D bolgesinde yalinkat bir fonksiyon, D bélgesinin biitiin alt kiimelerinde de yalinkattir.

2.1.2. Tamim. UJ birim diskinde analitik ve f£(0) = f'(0) — 1 = 0 kosulunu saglayan
fonksiyonlarin siifi A ile gosterilir. Her f € A fonksiyonu,

f(z)=Z+a222+a3Z3+...+anZT’-+...=Z+Zanzn (2.1)
n=2

seklinde bir Taylor serisi ile ifade edilebilir.

2.1.3. Tamm. [/ birim diskinde analitik, yalinkat ve f(0) = f'(0) — 1 = 0 kosulunu
saglayan (2.1) formundaki fonksiyona normalize edilmis analitik yalinkat fonksiyon
denir. 7/ da analitik yalinkat normalize edilmis biitin fonksiyonlarin smift S ile

gosterilir. Buna gore;

14



S ={f: f:U - C, analitik ve yalinkat, f (0) = f'(0) — 1 = 0}
dir.
Asagida S sinifina ait bazi fonksiyon 6rnekleri verilmistir.

i. f(z2) = z dzdeslik fonksiyonu IJ yu kendi {izerine resmeder.

ii. k(z) = (—1_%)—2 =z + 2z% + 323 + --- fonksiyonu Koebe fonksiyonu olarak

adlandirilir. w = ﬁ denirse wz? — (2w + 1)z + w = 0 yazilir. z ye gore ikinci

dereceden bu ifadenin koklerinin varligi
A=1+4w >0, (w€eR)
olmasiyla miimkiin olacagindan w < —1/4 olamaz. O halde k(z) doniisiimii U yu —oo

dan -1/4 e kadar negatif reel ekseni ¢ikartilmis karmagik diizlem tizerine konform olarak

resmeder.

Sekil 2.1. k(U) goriintii bolgesi

iii. w=f(z)=2/(1-z) fonksiyonu [/ yu Re{w} > —1/2 yari diizlemine birebir

olarak resmeder.
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. 1, 1+ :
iv. f(2)= 510g1_—§ fonksiyonu I/ yu —E <Im(w) < E yatay seridi iizerine birebir

olarak resmeder.

v. f(z2)=2z— %zz fonksiyonu IJ yu bir kardioidin i¢i tizerine birebir olarak resmeder.

Yalmkat fonksiyonlar teorisinde énemli yeri olan Bieberbach Teoremi, S sinifina ait bir

f fonksiyonu i¢in a, katsayisinin hesaplanmasinda biiyiik rol oynar.

2.1.4. Teorem (Bieberbach Teoremi). S sinifindaki her f fonksiyonu i¢in |a,| < 2

esitsizligi saglanir. Esitlik hali, Y%, nz" = z + 2z* + --- seklinde Taylor seri agilimina

sahip k(z) = (1_22)2 Koebe fonksiyonu ve rotasyonlar: tarafindan saglanir (Bieberbach

1916).

2.1.5. Teorem (Koebe Dirtte Bir Teoremi). f €S ve f fonksiyonu y deZerini
almasmn. Yani f(z) = y denkleminin U da ¢dziimii olmasm. Bu durumda y = i diir.

Esitlik, Koebe fonksiyonu ve rotasyonlar: tarafindan saglanir (Koebe 1907).

Koebe Dortte Bir Teoremi, S smifina ait her f fonksiyonun f(U) goriintii bolgesinin

orijin merkezli 1/4 yarigaph agik bir diski kapsadigini gosterir.
2.1.6. Teorem (Bieberbach Tahmini). S smifina ait her f fonksiyonun = 2 olmak
iizere |a,| <n esitsizligini saglar. Esitlik ancak ve ancak Koebe fonksiyonu ve

rotasyonlari igin saglanir (Bieberbach 1916).

Asagidaki teorem S smifinin bazi elemanter doniisimler altinda degismez kaldigini

gosterir.

2.1.7. Teorem. z € U ve f € S ise agagida tammlanan g fonksiyonlar1 da S simifina

aittir.

(1) 9(2) = f(Z) = z + @zz% + @zz> + -+ eslenik doniiglimi.
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(i1) 0 € R olmak iizere, g(z) = e~ f(e¥) rotasyonu.

(ii1) 0<r<1igin g(z)= % f(rz) genislemesi.

. _ z+a ) _ fle@)-f@ .. ,
(iv) la] <1 ve @(2) = = olmak iizere g(z) = la @ disk otomorfizmi.

1

v)  nezticn g ="M =" <Z"))5 kok doniisiimil.

zn

(z

(vi)  f(z) # w olmak iizere g(z) = V:V_f—) atlanmis deger doniistimii.

f(2)

(vii) @, f fonksiyonunun deger kiimesi iizerinde yalinkat ve analitik bir fonksiyon

olmak iizere g(z) = (¢ ° f)(z) bileske doniisiimii.

2.1.8. Tamm. f,(2) =z + X5, a,2", f2(2) =z + X5, bpz" €A olsun.  Bu

fonksiyonlarin konvoliisyonu

L@+ fo@ =2+ ) anbyz"
n=2

ile tanimlanir.

2.1.9. Tanmm. f(2) =z — ¥, |a,|z" formundaki analitik ve yalinkat fonksiyonlarin

olusturdugu sif T smifi olarak adlandirilir. " smnifi, S nin bir alt sinifidir.
2.2. P Sinifi ve Temel Ozellikleri

Bu kisimda 7J birim diskinde analitik ve reel kismi pozitif olan fonksiyonlarn sinifi

tanimlanacak ve kompleks diizlemde sabordinasyon prensibi verilecektir.

2.2.1. Tamm. ©J birim diskinde analitik £(0) = 1 ve z € U i¢in Re{f(2)} > 0 olan

17



f@)=1+pz+pz?+-=1 +anz"
n=1

seklinde tanimli fonksiyonlara reel kismi pozitif analitik fonksiyon denir. UJ birim

diskinde reel kismi pozitif analitik fonksiyonlarin sinifi P ile gosterilir.

z € U igin,

1+z
1—2z

p(z) =
fonksiyonu P simifina ait onemli bir fonksiyondur. Bu fonksiyon 7/ birim diskini
H* = {w € C: Rew > 0} bolgesi iizerine konform olarak resmeder. Bir anlamda Koebe
fonksiyonunun S sinifinda oynadig: temel rolii, p fonksiyonu P sinifinda oynar.

P sinifina ait bir fonksiyon yalinkat olmak zorunda degildir. Ornegin, n > 2 tamsayist
icin f(z) =1+2z" fonksiyonu P simfina aittir fakat U/ birim diskinde yalinkat

degildir.

Asagidaki teorem P sinifina ait fonksiyonlarm belli islemler altinda degismez kaldigini

gosterir.

2.2.2. Teorem. f,f, ve f, fonksiyonlar1 P smifina ait ise asagida verilen g

fonksiyonlari da P sinifina aittir.

(i) a € R icin g(z) = f(e'“z).

(i) —1<t<1 icin g2 = [f(@]* veya g(z) = f(tz).

(i) 9@ =1/f(2).

(iv)  t,t, >0 ve t; +t; <1 icin g(2) = @] ()]
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M AU fM =a+ib ise g(z) =1[f(ZL)-p)].

(vi) bER igin g(z) = —fflz;(; :

2.2.3. Teorem. Eger reel kismi pozitif olan p(z) = 1 + p,z + p,z% + -~ fonksiyonu
I/ da analitik bir fonksiyon ise

lpol <2 meN={12..}

Ve
- *
)

|p2
<2 -
- 2

dir (Pommerenke 1975).

2.2.4.Lemma. p € P ise, |x| <1 ve |z| < 1 olmak iizere,

2c, = c? +x(4—cP)

2.2)
4oy =3 +2(8 — cBegx — (4 —cx? +2(4 — D)1 - |x|*)z
dir (Grenander ve Szegd 1958).
2.2.5. Lemma. p € P ise,
—4v + 2, v <0 ise
cz—vcf|_<_{ 2, 0<v<lise (2.3)
4v — 2, v =1 ise

dir (Ma ve Minda 1994).
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2.2.6. Teorem (Sabordinasyon Prensibi). f;(z) ve f,(z) fonksiyonlar1 I/ birim
diskinde tanimlanmis analitik iki fonksiyon olsun. ¢(z) fonksiyonu ©J da tanimli,
analitik ve ¢(0) =0, |¢p(2)| <1 kosullarini saglayan bir fonksiyon olmak iizere
filz) = fz(d)(z)) seklinde ifade edilebiliyorsa f;(z) fonksiyonu f,(z) fonksiyonuna
sabordinedir denir ve f;(z) < f,(z) ile gosterilir (Goodman 1983).

Sekil 2.2.

Sabordinasyon Prensibi Schwarz Lemmasinin genellestirilmis halidir. ¢(z) = z olarak

alindiginda Sabordinasyon Prensibi Schwarz Lemmasina doniistir.
Asagidaki teorem sabordinasyon prensibinin geometrik yorumunu verir.
2.2.7. Teorem. f;(z) ve f,(z) fonksiyonlar1 U/ birim diskinde tammli analitik iki

fonksiyon olsun. f,(z) fonksiyonu U/ birim diskinde yalinkat ise f; (z) fonksiyonunun

f>(z) fonksiyonuna sabordine olmas i¢in gerek ve yeter sart

f1(0) = £,(0) ve f,(U) f2U)

olmasidir (Goodman 1983).

2.2.8. Tamm. A ve B keyfi iki sabit say1 olsun. -1 < B <A <1 olmak tizere U/ da

analitik p(2) =1+ p,z + p,z* + -+ fonksiyonlarmnin ailesi P(A4, B) ile gosterilir.
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2.2.9. Teorem. Her z € U i¢in ¢p(0) =0, |¢p(2)| < 1 kosullarin1 saglayan ve I/ da
analitik olan ¢ (z) fonksiyonlarinin ailesi Q olsun. p(z) fonksiyonunun P (A4, B) smifina

ait olmasi icin gerek ve yeter sart her z € U ve ¢(z) € Q i¢in

1+ Ap(2)

P& =1 Bo

olmasidir (Janowski 1973).
2.3. Analitik Yalinkat Fonksiyonlarin Baz1 Alt Simflar:

Bu kisimda, birim diskte analitik yalinkat fonksiyonlarn goriintii bolgelerinin yildizil,

konveks ve konvekse yakin bolge olmasi durumunda olusan alt siniflar tanimlanacaktir.

2.3.1. Tamm. A c C olsun. Eger sabit bir wy € A noktasini her bir w € A noktasina
birlestiren dogru pargasi 4 iginde kaliyorsa, yani her t € [0,1] igin (1 — t)w, +tw € A
ise A kiimesine w, noktasma gore yildizil kiime denir. Eger biitin w,,w, € A
noktalarini birlestiren dogru pargasi A iginde kaliyorsa, yani her t € [0,1] i¢in
(1—t)w,+tw € A ise 4 kiimesine konveks kiime denir. Diger bir deyisle, konveks

kiime her bir noktasina gore yildizil olan kiimedir.

2.3.2. Tamm. r € [0,1], f € A(D,) ve z, € D, olsun. Eger f fonksiyonu D, de
yalinkat ve f(D,) bolgesi wy = f(2,) noktasina gore yildizil ise f fonksiyonuna D,
tizerinde z, noktasina gore yildizil fonksiyon denir. Orijine gore yildizil olan fonksiyona
yildizil fonksiyon adi verilir. Yildizil fonksiyonlarin sinift S* ile gosterilir. Ayrica f
fonksiyonu D, de yalintkat ve f(D,) bolgesi C de konveks ise f fonksiyonuna D,

tizerinde konveks fonksiyon denir. Konveks fonksiyonlarin sinifi K ile gosterilir.

2.3.3. Tamm. f € T ve f yalinkat olmak iizere 7" =7 N S” olarak tanimlanir.
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2.3.4. Tamm. F, S nin bos olmayan bir alt sinifi olsun. F sinifindaki her fonksiyon
Uy« diski tizerinde yildizil olacak sekilde en biylik pozitif say1 r*(F) olsun. Bu
saytya F nin yildizillik yari¢apt denir.

2.3.5. Tanmm. f(z) =z + Y-, a,z™ fonksiyonu UJ da analitik olsun. IJ da,

Re—=>0 (2.4)

f'(2)
¢'(2)

olacak sekilde yalinkat ve konveks bir ¢(z) fonksiyonu varsa f ye IJ da konvekse yakin
fonksiyon denir. Konvekse yakin fonksiyonlarm smifi C ile gosterilir.

Ayrica @(z) konveks ise h(z) = z¢@'(z) yildizil oldugundan (2.4) esitsizligi

zf'(z)
h(z)

arg _f’_(z_) < % (2.5)

e @' (2)

> 0 veya

seklinde de yazilabilir.

Tanimdan agiktir ki her konveks fonksiyon konvekse yakindir. Daha genel olarak her

yildizil fonksiyon konvekse yakindir. Béylece incelenen fonksiyon simiflart arasinda

KcS*ccC

bagmtisinin saglandig goriiliir.

2.3.6. Teorem. f € C ise, her n > 2 i¢in |a,| <n dir.

Asagidaki ilk iki teorem yildizil ve konveks fonksiyonlarm analitik ifadesini

vermektedir.
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2.3.7. Teorem. f:U — C analitik bir fonksiyon ve f(0) = 0 olsun. Bu takdirde, f

fonksiyonunun yildizil olmasi i¢in gerek ve yeter sart f'(0) # 0 ve her z € U igin

2f'@)
Re{ @ } >0
olmasidir (Goodman 1983).

2.3.8. Teorem. f:U — C analitik bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun konveks

olmasi i¢in gerek ve yeter sart f'(0) # 0 veher z € U i¢in

zf"(2)
Re{1+ f’(z)}>0

olmasidir (Goodman 1983).

2.3.9. Teorem. f(z) =z + Y-, a,z™ € K ise her bir pozitif n tamsayisi i¢in la,| <1
dir (Goodman 1983).

2.3.10. Tammm. f:U — C analitik bir fonksiyon olsun. 0 <a <1, f(0)=0 ve
f'(0) # 0 olmak iizere z € U igin

zf'(z)
Re{ @ } >

kosulunu saglayan f fonksiyonuna a — mertebeli yiuldizil fonksiyon denir. Bu

fonksiyonlarin sinifi S*() ile gosterilir. Ozellikle, IJ da yildizil fonksiyonlarin sinifi
icin $*(0) = S* dir.
S: sifi $*(«) smifiyla yakindan ilgilidir. f,

—1’<1—a (zeU) (2.6)
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esitsizligini saglarsa, f fonksiyonuna S, sinifina aittir denir.
2.3.11. Tanim. f € A olsun. Her z € U ve P(A, B) de olan p(z) fonksiyonlar1 i¢in

’;((ZZ)) = p(2)

V4

kosulunu saglayan f fonksiyonuna Janowski yildizil fonksiyon denir. Bu fonksiyonlarin

smifi S*(A4, B) ile gosterilir (Janowski 1973).

2.3.12. Tamm. f:U — C analitik bir fonksiyon olsun. 0 <a <1, f(0) =0 ve
f'(0) # 0 olmak tizere z € U i¢in

zf"(2)
Re{1+ [0) }> a

kosulunu saglayan f fonksiyonuna a — mertebeli konveks fonksiyon denir.

2.3.13. Tanmm.f (2) = z + Y-, a,z"fonksiyonu IJ da analitik olsun. IJ da,

f'(@)

Re——> «
¢’ (2)

olacak sekilde yalinkat konveks bir ¢(z) fonksiyonu varsa f fonksiyonuna

a — mertebeli konvekse yakin fonksiyon denir.
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3. ¢-TUREV OPERATORU KULLANILARAK TANIMLANAN BAZI ALT
SINIFLAR

Bu boliimde, g-tiirev operatorii kullanilarak birim diskte analitik fonksiyonlarin baz: alt
smiflar1 tanimlanacak ve bazi 6zellikleri verilecektir. Ayrica, bu siniflara ait katsayi

bagintilari, sabordinasyon ve distorsiyon teoremleri verilecektir.
3.1. g-Yildizil Fonksiyonlar ve Ozellikleri

Bu kisimda, g-y1ldizil fonksiyon tanimlanacak ve bu fonksiyonlarin bulundugu sinifa ait

baz1 6zellikler verilecektir (Polatoglu 2016).

3.1.1. Tamm. f(z), A nn bir elemani olsun.

Zqu(z)_ 1 IS
f(z) 1—q|  1—gq

, (Vz € U igin)

kosulunu saglayan f (z) fonksiyonuna UJ da g-yildizil fonksiyon denir. Bu fonksiyonlarin

smifi Sy ile gosterilir.
g — 17 iken, S; smifi S* smnifina denk olur.
3.1.2. Teorem. Bir f(z) fonksiyonunun S; smifina ait olmast igin gerek ve yeter sart

If(qZ) <1 (Vz € Uigin)

f(2)
olmasidir (Ronning 1993).

3.1.3. Teorem. f(z), A mn bir eleman: olsun. f(z) € S; olmasi i¢in gerek ve yeter

sart
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Zqu(z) - 1+z
f(2) 1—qz

olmasidir.

Ispat. f(2) € Sq olsun. Bu taktirde M = ﬁ, M > 1 olmak iizere

D,f(z2) 1 1 Dqf (2)
@ _1—qlsl—q‘i’ @ 'M’SM
dir. Dolayisiyla,
1 D,f(2)
Y(2) = 1,7 10 -1

fonksiyonunun 7/ birim diskinde modiilii en ¢ok 1 dir. Boylece

Dqf(2)
@9 w1 (1)

O o 1- (1) (B 1) G
olur. Bu taktirde, ¢(0) = 0, |¢(2)| < 1 ve Schwarz Lemmas: geregi
lp(2)| < |z (3.2)
dir. Diger yandan (3.1) ve (3.2) den,
Df@  1+@ _ 1+¢@) .

T T1- (1-5) @ 1-q¢(2)

elde edilir. (3.3) esitligi
D 1+
2 qf(Z) < z
f(z) 1-gqz
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olmasi1 demektir.

qu(Z)< 1+z

Tersine, z —
f(2) 1-qz

olsun. Bu taktirde

Dyf (2) 1+ ¢(2) Dof(2) 4+
@ 1—(1—%)(1)(2): f(@) M—M1+%¢(z)

dir. Diger taraftan,

-M
M1 S fonksiyonu birim ¢emberi kendi tiizerine resmeder.
—Q(Z
M

Dolayistyla,

, D,f(2) M’zM%W(z) v | D@ 1 .<11

<
f(2) 1+—=¢(2) F@ 1-¢q -q
dur.
3.1.4. Sonug. f(z) € S; olsun. Bu taktirde
1—r - qf(z)| 1+7r 3.4)

1+4qr f(z)| 1—gqr

dir.

2
Ispat. w(z) = f—;‘;—z lineer doniisiimii |z| = r ¢emberini merkezi C(r) = (f;f;—r;, 0)

ve yarngapt p(r) = ilzz)rz olan ¢embere doniistiiriir. Sabordinasyon prensibi

kullanilarak,

D,f(2) 1+ qr? <(1+q)r
@ 1-¢r?| T 1-g*r?

elde edilir ki bu da (3.4) esitsizligini verir.
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3.1.5. Teorem. f(z) € S; olsun. Bu taktirde

r—q (q2) r+
<[l _rta (3.5)
1—-rq f(2) 1+1rq
dur.
ispat.
flaz) _qz+a,q°z° + azq’°z° + -+
w(z) = =
f(2) z+ ayz% + azz3 + -
_q+ayq*z+azq’z + - = w(0) =
1+ a,z+azz®+ WS =a
oldugundan Teorem 3.1.2 geregi,
w(z)—w(0) ~ w(2)—q
¢(2) = = (3.6)

1 —w(0).w(2) 1—qw(2)

fonksiyonu her z € U igin ¢(0) =0 ve |¢p(z)| <1 kosullarim saglar. Dolayisiyla,

Schwarz Lemmas1 geregi

lp(2)| < |z| (3.7)
dir.
(3.6) ve (3.7) den,
_q+¢() _f(qz) q+tz
VO =T "D Te St

elde edilir.
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q+z
1+qz

Diger taraftan, w(z) = lineer doniisimii |z| =r ¢emberini merkezi

—g2 2
Cr)= (rl(_lrzqz), 0) ve yarigapt p(r) = %22 olan ¢embere doniistiiriir. Teorem

2.2.6 geregi,

flz) _rd—-q*)| _q -1
f(z) 1-r2q?|~ 1-1r2g?

yazilabilir ki bu da (3.5) esitsizligini verir.

3.1.6. Uyari. f(z) =z + a,z? + azz> + -+ bir g-geometrik B kiimesi iizerinde taniml
olsun. (1.7) kuralin1 kullanarak,

f(2) =z+ ayz? + azz® + -

D,f(z) = Dgz + ayDgz* + a3Dyz° + -+ + apDgz™ + -

1-q
= D,f(z) =1+a, 1= ¢
A2 1-— 3 1 __qn

1
Zqu(z)=z+a21_qzz+a31_q T=q

= DIf(2) = 2Dof (2) = 2 + Ty Oy 1 2"

—_nn
yazilabilir. Diger taraftan, f;(z) = é ise DIfi(2) =z+ Yn- 11_qq z™  olur.

Dolayisiyla, Tanim 2.1.8 kullanilarak

DIf(2) = 2Dy f (2)
[ee] 1 _ n
=z+2an 1_qq z"
n=2

= Dof (2) = f(2) = f(2) * Daf1(2)

yazilabilir.
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3.1.7. Teorem. f(z) € S olsun. Bu taktirde

k-1

— ak\*
(ql _"q) al? < A+ + ) (T0) A= g™anl’ (38)
n=2

dir.

Ispat. Y5 .., cxz" toplami IJ da yakinsak olmak iizere, Teorem 3.1.3 ve Uyar 3.1.6

kullanilarak,

Dif(z) 1+ ¢(@)
f@  1-q¢()

= Df(2) —qp(@)Df(2) = f(2) + p(2)f (2)

ve boylece

k n o k=1 n+1
Z ay (ql___qq )z" + z cpz™ = ¢p(2) < a, <q—1_jq61—) zn>

n=2 n=k+1

yazilabilir.

z = re'? olsun. |¢(2)| < 1 oldugundan,

k-1

k 2 n+1\ 2
q—q" q—q
D (=) =, (T—T> lan " 39

n=2 n=1

dir.

(3.9) dar — 1 iken limit aliirsa

2 k-1

k _.n o on+1\ 2
> (L) tanr < ) () Jl
1—-q 1—q

n=2 n=1

sonucuna ulagilir ve (3.8) elde edilir.
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3.1.8. Teorem (S, siifi i¢in Bieberbach-de Branges Teoremi). f € S ise, Vn = 2

icin

2
(1 14 ) (3.10)

dir.

Ispat. f € Sq olmasi igin gerek ve yeter sart Vz € U i¢in |f(q2)/f(z)| <1 olmasi

oldugundan

f@z) _
@

w(z)

olacak sekilde w:U — U déniisiimii vardir yani
vz € U igin f(qz) =w(2)f(2)

dir.
Diger yandan w(0) = q oldugu agiktir. Seri agilimindan ¢,, = X¢_; Wn_ @ = qan +

Y lw,_rax (a; =1 ve wy = q) olmak iizere,

(00} [ee] [ee] [00]
n=1 n=0 n=1 n=1

elde edilir. Bu esitlikte z™ in katsayilar1 karsilastirilarak Vn = 2 i¢in,

n-1
a,(@" —q) = Z Wy Qg
k=1

elde edilir. Boylece, Vn = 1igin [wy,| < 1 —|wp|* =1 - q? oldugundan, ¥n = 2 igin
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oldugu goriliir.
Dolayisiyla, n = 2 igin, |a,| < (1 —¢?)/(q —q*) ve n =3 igin, |a,_,| tahmini igin

de ayni1 teknik uygulanir ve

n-2

1—gq? 1—¢q*
|anlsq_qn<1+m > lad

k=1

elde edilir. Tekrar Vn > 3 igin,

1_q2 1_q2 1_q2 1_q2
la,| < (1+ 1+——)..[1+
YT g—-qn q—qt q—qn? q — q?

sonucuna ulasilir. Bu ispat1 tamamlar.

3.1.9. Uyari.. g — 1~ iken (3.10) esitsizliginin sag tarafinin n ye yaklastig kolaylikla
ispatlanabilir ki bu da yildizil fonksiyonlar i¢in Bieberbach-de Branges teoremini Verir.

Ayrica,

olmak itizere z + X%, A,z" serilerinin |z| < q/(q + 1 —q*) alt diskinde yakinsak

oldugu oran testi ile kolayca goriiliir.
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3.2. q-Konveks Fonksiyonlar ve Ozellikleri

Bu bolimde, Srivastava (1989) tarafindan tanimlanan K, smifina ait g-konveks

fonksiyonlarin Uzoamaka ve ark. (2015) tarafindan elde edilen baz1 o6zellikleri

verilecektir.

3.2.1. Tammm. Bir f € A fonksiyonu

, (0<g<1,z€el) (3.11)

ZDgf(Z)_ 1 |< 1
qu(z) 1-q| 1-g¢q

kosulunu sagliyorsa f fonksiyonuna U/ da g-konveks fonksiyon denir ve f € K, ile

gosterilir (Srivastava 1989).

3.2.2. Tamm. 7:U - U olmak iizere 1(0) = q olan 7 € A larin olusturdugu kiime B,
ile, t=j+ 1 ve t € N olmak iizere 9(q‘'z) # ﬁ(qu) olan ¥ € B, larin olusturdugu
kiime By ile gosterilir. Ozel olarak, 0 € g(U) olan g € B, larin olusturdugu kiime B]

ile gosterilir.

3.2.3. Lemma. 7 € B ise,

1)
k=0

{n(zqk)}
q

carpimi IJ nun kompakt alt kiimeleri iizerinde diizglin yakinsaktir.

: w f[o(za®)
3.2.4. Lemma. o € By ise, Hk:O{

} carptmi IJ nun kompakt alt kiimeleri tizerinde

A da sifirt olmayan ve sifirdan farkl bir fonksiyona diizgiin yakinsar. Ustelik

f(2) =

Z
Mz, {22
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f(a?z)-f(qz) dir

fonksiyonu K, ya aittir ve o =
yonu Kq ¥ Ve 0= o

3.2.5. Lemma. Bir f(z) fonksiyonunun K, smifina ait olmasi igin gerek ve yeter sart

|f(@*2) — f(q2)
| fg2) — f(2)

<q (f(qz) # f(2),z € U) (3.12)

olmasidir (Ezeafulukwe ve Darus 2015).

3.2.6. Lemma. f, U/ da analitik ve smirl1 ise

1-If@P?

IDq(f(Z))| = 1-— |Z|2

dir (Selvakumaran ve ark. 2014).

3.2.7. Teorem. 0 < g < 1 olmak iizere z € U olsun. Bu taktirde

K,

0<g<1

=K

dir.

: zD3f (2) . ; _ .
Ispat. w = o@D olsun. f € K, ise, 0 < g < 1 olmak lizere g — 1 iken,
q

1 |< 1
IW 1—ql 1-—9¢q

kapali diski sag yar1 diizleme doniislir ve Re {1 + Z; ,((ZZ))} > 0 dir. Dolaysiyla f € K

dir. Boylece,
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k2 () %,

0<g<1

dir.

Tersine, f € K ise, Teorem 3.2.7 nin hipotezi ile f(zq) analitik fonksiyonu K dadur.
Dolayisiyla, f(zq), IJ da sinirhidir ve ayrica

2 = f(zq) — f(zq*)
1-f(zq)f(zq)

0<g<1

I/ da smirhdir ve g(z), g = 1 i¢in sifir olur.

9@ (fGzq) - f(zq»)) - zzq%)
zq—zq?

L @a- 209 (1-TGadfG0)

h(z) =

_ { D.f@) (1 — 77q%) 13)

e D2f<z)} —
A=a)z ") (1-FGe?) f ()

fonksiyonu g = 1 ve ayrica I/ nun diger tiim noktalarinda analitiktir. Ustelik h(z), U/ da

siirhidir ve

zq — zq*

. < — 1 icin [P1Z29
|£l|r—{11|g(z)|_1 ve |z| =1 igin =222

dir. Dolayisiyla, Teorem 1.1.15 den M > 0 olmak iizere |z| < 1 diskinde |lh(2)| <M

2
dir. w = % olsun, (3.13) den

Dqf (2)

Z

1 1—|z|?
a-o -l (1 = If(Z)|2> =M
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olur. Lemma 3.2.6 geregi, |qu 2

(1i|_f|(zz‘;|2) < 1 oldugundan, Iﬁ — WI <M dir.

M = - olsun. Bu taktirde

K

0<g<1

=K

dir.
3.2.8. Teorem.
o(f) = f (qz?(q—z{ (q2) e (3.14)
ile tanimlanan
o: K, > Bt

déniistimii birebir 6rtendir.

ispat. Lemma 3.2.3 ve 3.2.4 geregi, ¢ doniisiimii ortendir. Simdi, ¢ nun birebir oldugu

gosterilmelidir.

p(z) = LUDRE ok aliirsa,

f2(qz)~12(2)

fi(a*z) — f1(q2) _ fo (¢*2) - f2(q2)
f1(qz)_f1(z) fz(qz)_fz(z)

iken

_ f1(qz) — fi(@) _ f1(qzz) - f1(qz)
£(q2) — f2(2)  f.(q%2) — f2(qz)

p(z) = p(qz)

olur. Béylece p(z) fonksiyonunun
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p(z) = p(zq™), (n€N, zeU)

bagintisini sagladigi goriiliir. Dolayisiyla, p(z) sabit olmalidir ve f{(z) = f,(z) = 1

oldugundan bu sabit 1 e esit olmalidir.

3.3. g-Konvekse Yakin Fonksiyonlar ve Ozellikleri

Bu kisimda, €, smifina ait g-konvekse yakin fonksiyonlarin bazi dzellikleri verilecektir

(Ugar 2016, Sahoo ve Sharma 2014).

3.3.1. Tamm. f € A olsun. Bu taktirde

ID"f(Z) ! |< ! (z € V) (3.15)

Z - )
g(z) 1-q| 1—¢q

olacak sekilde bir g(z) € S*(4,B) fonksiyonu varsa f fonksiyonuna C,(4,B)

sinifindadir denir.

3.3.2. Teorem. f(z) € A olsun. f(z) € C;(A,B) olmas: i¢in gerek ve yeter sart
g(z) € S*(A, B) olmak tizere

D,f(z) 1+z
‘ ;(Z) S1-gz

(3.16)

olmasidir.
ispat. f(2) € Cq(A, B) ise,

, Dqf(2)
g9(2)

|Zqu(z)_ 1 |S 1
9g(z) 1-q|  1—9q

1
—M‘SM,M=—>1 (3.17)
1—¢q

dir.
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qu(Z)

— 1 fonksiyonunun modiiliiniin
9(2)

Dolayisiyla, /' birim diskinde y(z) = i{—.z.

alabilecegi en buytik deger 1 dir. Boylece

qf(z)
@ -0 w1

$(2) = === — b7 (3.18)
1—1/)(0)1!)(Z) 1- (E_ 1) (Ezﬁ_ 1)
ve ¢(0) =0, |¢p(2)] < 1 dir. Dolayisiyla Schwarz Lemmasi geregi
lp(2)| < |z| (3.19)
dir. (3.18) ve (3.19) dan,
D,f(z)  1+¢(2) (3.20)

VA =
9@ 1-(1-3)6@)
elde edilir. (3.20) esitliginden

D,f(z) 14z
@ "1

oldugu goriiliir.

D z 1+ .
of (2) <—= ise
g9(2) 1-qz

Tersine, z

PS@ oy T PO

z =M. — =
g(z) 1+—=6(2)
N Se@ . iy e
dir. Diger taraftan, —4——— fonksiyonu birim ¢emberi kendi iizerine dontistiirdigi
+—0(2)

i¢in,
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,Zqu(Z) _Ml - M T+¢(z) <
9@ 1+=2¢(2)

olur. Boylece ispat tamamlanur.

3.3.3. Sonu¢. f(z) € C,;(A, B) olsun. Bu taktirde

1-r A-B 1+r A-B
Ty B leqf(z)Isl_qr(HBr)a. B #0
-AT < |p < Ar —

1+qre _qu(z)|_1_qre ' B=0
dir.
Ispat (ﬂ-) lineer doniisiimii |z| = r ¢emberini merkezi C(r) = Lra’r? ve yarigapi

: 1-qz s 9 1—q2r2 y (r‘ p

p(r) = 1—_2—:;—2 olan ¢ember iizerine doniistiirdiigii igin, Teorem 2.2.6 geregi

D,f(z) 1+ q*r? 2
@ 1tar| 24 (3.22)
gz 1—¢g?r*| = 1-q?r?
elde edilir. (3.22) ifadesi
1—7r - Zqu(Z) - 1+7r
1+qr g(2) 1—gqr
veya
lg@)| 1—7 lg2)] 1+7
<|D < —_— 3.23
r 1+qr_|qf(z)' r 1—gqr (323)
seklinde yazilabilir.

Diger taraftan, g(z) € S*(4, B) oldugundan
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A-B
F(r,A,B) = {T(l + Br) B, B+0
reAr, B=0

olmak tizere

F(r,—A,—B) <|g(2)| < F(r,A,B)

dir. Bu sinirlar kesindir:

-B

A
z(1+Be ®z) 5, B#0

—i6
zede 77, B=0

g (2) =

(3.23) esitsizliginde (3.24) kullanilarak (3.21) elde edilir.

3.3.4. Uyari. (3.21) esitsizlikleri kesindir, ¢iinkii ekstremal fonksiyon

1+z A-B
Zl—qz(1+Bz) , B+#0
f.(2) = 1+z
z e4?, B=0
1—gqz

dir.

3.3.5. Teorem. C, (4, B) smifinin yildizillik yarigapi

A—B

P(T)=1—(A+2)r+(—1‘71——(1—%))r2+(A__A_

polinomunun (0,1) araligindaki tek kokudiir.

ispat. Teorem 3.3.2 kullanilarak, ¢(z) € Q,q=1— % olmak tizere
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qf(z) 1+z Dif(z)  1+¢(2)

f(z) € C,(AB) < z = (3.25)
q g(2) 1—qz 9(2) 1_(1_%)(]5(2)
dir. Diger taraftan,
[} 1— n
Df(z) = 2D f(2) = 2 + ; an— _qq n (3.26)
dir. (3.25) de (3.26) kullanilarak,
Df (z) 1+ ¢(2)
= (3.27)
9@ 1-(1-3)¢@
bulunur. (3.27) de logaritmik tiirev alindiktan sonra basit hesaplamalarla
@) g@) _ (2-7)2¢'@
DIf@  "9@ 1+l¢@-(1-2)(s@)
elde edilir. Dolayisiyla,
2
9l < =120
esitsizliginden,
0y g@| (- 1- 9P 328)
D@ 9@ T 1 gl - (1-2) IeE
dir. Kolayca gosterilebilir ki
1—|p@)I? - 1-r? (3.29)

1-216@1 - (1-2) 1@~ 1-5r—(1-3)7

dir. Dolayisiyla, (3.28) esitsizligi (3.29) esitsizliginde kullanilirsa
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-3

LR@) 9@ _
e

Daf(z) g9(2)

(3.30)

elde edilir. Diger taraftan,

,DU@) 4@
Daf(z) 9(2)

1
(2 _E)r (3.31)

@) 9@
R“’<Z Dif@ @)

= 1 1
(-9
dir. g(z) € S*(4, B) oldugundan,
g'(2) 1—-Ar
> 32
Re(zg(z)>_1_3r (3.32)

dir. (3.31) ve (3.32) birlikte dikkate alinirsa,

Ny ( (qu(z))'> -G (2-(1- D)+ (-9

z
Dif(2) 1-(B+)r+ (52 -1)r
1
15
elde edilir.
Simdi p(r)=1-(A+2)r+ (A—[;B- - (1 - %)) r? + (A - %) r3 polinomu igin

p(0)=1>0,p(1) =~ (2 +%(B + 1)) < 0 dir. Bu yiizden p(r) = 0 denkleminin

en kiiciik 7, pozitif kokii 0 ve 1 arasindadir. Boylece

(07f (@)
Re (ZWE)_ >0
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esitsizligi |z| = r <1, igin saglanir. Dolayisiyla C,(A4, B) igin g-yildizilhik yarigapi 7,
dan daha kiictik degildir.

3.3.6. Teorem. f(z) € C,(A, B) olsun. Bu taktirde

i n (11_—

n=2 n=1

T o (3.33)

dir.

Ispat. Teorem 3.3.2 kullanilarak,

Dif(z) = zD,f(z2) =z + Z a, 11—_qq z"
n=2

vE

g2)=z+ Z b,z"
n=2

olmak tizere

DIF(Z)  1+¢()
gz  1-q¢(2)

yazilabilir.

Boylece, ¥ 41 Cn2™ toplamu U da yakinsak olmak tizere

DIf(2) - 9(2) =i[ = ) by 2"

+ Ltb,)|6@

5 (et

[qDf(2) + g(2)]d(2) =

HMS

ve boylece
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k )
1-q" 1—¢q
Z(an 1=¢ —bn>z"+ Z cnz"=(anq 1=q +bn)z”¢(z)

n=2 n=k+1

dir. z = re'® olsun. Dolayisiyla |¢(z)| < 1 dir. r — 1 iken limite gegildiginde,

anq + b,

gl
Q

sonucuna ulagilir.

3.3.7. Tamm. f € A olsun. Bu taktirde

l Dif(z) 1

1
< ,(zeU
9(2) 1—q| 1—q( )

olacak sekilde bir g € S* fonksiyonu varsa f fonksiyonuna C, smnifindadir denir.

q = 17 iken (D,f)(2) = f'(2) oldugundan, limit anlaminda |W - ——I < — kapah

f'@
9(2)

indirgenir. C, sinifindaki fonksiyonlara g-konvekse yakin fonksiyon denir. Her q € (0,1)

diski sag yar1 duzleme (Re( )> O) doniisiir ve bundan dolay: C, smifi C ye

icin, S; < C, oldugunu gérmek kolaydir. Buradan,
q a

ﬂ CqCCCS

0<gq<1
oldugu kolaylikla gortliir.

3.3.8. Teorem. Eger f(2) = z + Y2, a,z", S; smifina ait ise, her n i¢in |a,| < ¢,

dir. Esitlik f(2),
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C —2Inq
1- q"Z

n=1

k,(z) = zexp [

oo
n =z+chzn, zeU
n=2

fonksiyonunun bir rotasyonu oldugunda saglanir (Ismail ve ark. 1990).
k,(z) fonksiyonunun C, sifinda oynadigi rol ile Koebe fonksiyonu k(z) nin S* da
oynadig1 rol aymidir. Yukarida ifade edilen k,(2) nin tiirevi alinarak ve her iki tarafta

z"1 katsayilarinin karsilastirilmasiyla c¢,, elde edilir:

—2Ing —21

n-1
nq —2Ilng
Ve(n - 1)Cn = —ﬁ(n - 1) + z —?Cn+1—k(k - 1),7’1 >3
—-q 1-g¢q &1-q

q — 1~ ise, Teorem 3.3.8 in S*smifi i¢in (Bieberbach-de Branges Teoremi olarak
bilinen) Bieberbach’in meshur tahminine doniistiigii kolaylikla ispatlanabilir. Konvekse
yakin fonksiyonlar i¢in Bieberbach-de Branges teoreminin karsilastirilmasi ile Teorem
3.3.8 in g-konvekse yakin fonksiyonlar i¢in dogru olmasi beklenir. Ancak, bu hala agik
bir problemdir.

Simdi, C, da olan f(z) = z + ¥3_, A,z™ fonksiyonlari i¢in bazi ozellikler verilecektir.

C, smfindaki f(z) = z + X3, A,z" fonksiyonlari

f(2) = Z Az" (A, =0, A, =1) (3.34)
n=0

seklinde ifade edilebilir.

f(2), (3.34) formunda ise, basit bir hesaplama ile Vz € U i¢in

— A, (1—g"
(Daf)(2) =1+ Z——(l—Tq)-z"‘l

n=2

(3.35)
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elde edilir.

3.3.9. Lemma. f(z), (3.34) formunda ve B, = A,(1 —q™)/(1 —q) olmak iizere
Yne1lBn+1 — Byl < 1 olsun. Bu taktirde g(z) = z/(1 — z) olmak iizere f(z) € C, dur
(Raghavendar ve Swaminathan 2012).

Asagidaki teorem Lemma 3.3.9 un bir sonucudur.

3.3.10. Teorem. Vn =1 i¢in B, = A,(1 —q¢™)/(1 — q) olmak iizere A,, reel sayilar

dizisi ve

1>B,>By;>>B,>->0 veya 1<B,<B;<-+<B, < <2
olsun. O halde g(z) = z/(1 — z) olmak tizere f(z) = Xy, Apz™ € C, dur.
ispat.

o k
Zan+1 - Bnl = ;P_E?o Z'Bn+1 - BnI
n=1 n=1

oldugundan, 1 > B, > B; =+ > B, = --- > O ise
]
k

k
im > 1By = Bal = Jim (By — Birs) < By = 1
n=1

ve benzer sekilde 1 < B, < By < -+ < B, <+ <2 ise Yp=q|Bpyy — Byl <1 dir.

Dolayisiyla, Lemma 3.3.9 geregi teoremin ispati tamamlanir.

3.3.11. Ornek. Krillov (1995) tarafindan ¢alisilan Kuantum dilogaritm fonksiyonu,

Liy(z:q) = Zn(_1—_7) IzZl <1, 0<q<1
n=1 q
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ile tammlanir. Teorem 3.3.10 dan (1 — q)Li,(z; q) € C; oldugu goriiliir.

3.3.12. Teorem. f, (3.34) formunda ve

An+1(1 - qn+1) _ An(l - qn)
1—gq 1—¢q

ZIBn _Bn—1| <1, B, =
n=1

olsun. O halde g(z) = z/(1 — z)* olmak iizere f € C, dur.

Ispat. B, katsayisinin

|B| =

n e}
Z(Bk—Bk_1)+1 SZlBk—Bk—1|+1S2
k=1 k=1

ozelliginde oldugu goriiliir. Dolayisiyla Vn > 2 igin,

A,(1=qY)  Ana(1—q"H)
1—q 1—¢q

<2

olur. Simdi tekrar tiggen esitsizligi kullanilarak,

An(l—qn) _ An(l_qn)_An—l(l—qn_1)+An—1(1—qn—1)
1—-q | | 1-¢ 1-gq 1—gq
Ap_,(1—q™ 2 A,(1 — g2
— n-2(1—4q )+...+_L(_ﬂ_)_1+1
1—g¢q 1—gq

<2(n-1)+1=2n-1

elde edilir. Bu nedenle |4,]<@n—-1)/(1+q+--+q" ") dir. Kok testi

kullanilarak, ¥.%_, A,,z" serisinin yakinsaklik yarigapmmin 1 den daha kiigiik olmadig:
goriilebilir. O halde f € A dir.
f, (3.34) formunda oldugundan, (3.35) kullanilarak
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(1- z)Z(qu)(z) =1+ iq%jqq—z)z -2z

Z [ n(]- - n) 2An—1(1 - qn—l) + An—z(l - qn—Z) -1
£ 1-q 1-gq

bulunur. Hipotezde verilen B,, tanimindan,

(1= 2*(Def)(2) = 1+ By = Dz + ) (Buoy = Byp)z"™
n=3

olur. Dolayisiyla, Y g—5|Bp—1 — Bp_o| < 1ise
1 , 1 -
il CEDECHIOREE ESSILESIEDYLNEE L
n=3

dir. Bu, teoremin ispatini tamamlar.

Ant1(1-¢™D  An(1-g™)

3.3.13. Teorem. A, =0,4; =1 veB, == — 1-q

olmak iizere {A,}

reel sayilarin bir dizisi ve
1>B,2B,>>B,>>0veya 1<B <By <+ <B, < <2
olsun. Bu taktirde g(z) = z/(1 — z)? olmak iizere f(2) = z + Y-, Axz™ € (g dur.

3.3.14. Teorem. f(2) = z + Yoy App_12*" 1 ile tanimli ve

An(l - qn)

ZlBZn—l — Byl <1, By = 1-g

olsun. O halde, g(z) = z/(1 — z?) olmak tizere f € C; dur.
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Ispat. Ilk olarak, f(z) =z + ¥> , A,,_12°"" ' € A oldugu gosterilmelidir. Bunun
icin,

|B2ns1l = <2

n
Z(BZk—l - BZk+1) -1

k=1

oldugu kullanilirsa |4,| <2/(1+q+ -+ q" ) elde edilir. Kok testi kullanilarak,
f(z) seri agilmmimn yakinsaklik yarigapmmin 1 den daha kiigiik olmadigi goriiliir.

Dolayisiyla f € A dir. f(2) = z + X5-p Ayp_12°™ "1 oldugu igin, (1.6) dan

© Agn (1= 21 Agps (1 — g2n+1
(1_22)(qu)(z) — 1_2[ (1 q )__ ( q ) Zz2n

n=1

1—gq 1—gq

elde edilir. B,, = 4,,(1 — q™)/(1 — q) oldugundan, Y.57_1|By,—1 — Bony1] < 1iken

1 1 N
m— l(l —ZZ)(qu)(Z) —m| =>1- Z|an—1 —Bonal 20
n=1

dir. Bu, teoremin ispatini tamamlar.

3.3.15. Teorem. Vn>1 icin B, = A,(1 —q™)/(1 —q) olmak iizere {A,} reel

sayilarin bir dizisi ve
12B32B52"’232n_12"'20 Veya 1SB3S,35S"'SBZ.”_1S"‘SZ

olsun. O halde g(z) = z/(1 — z2) olmak iizere f(2) =z + Y=z Azn-12"""1 € (4

dur.

3.3.16. Lemma. f, (3.34) ile taniml1 ve

(1-qg")
ZIB —Bn,|<1, B,= "1_q
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olsun. O halde, g(z) =z/(1—2z?) olmak iizere f € C;, dur (Raghavendar ve
Swaminathan 2012).

Lemma 3.3.16 dan C, daki fonksiyonlar i¢in asagidaki kosullar elde edilir.

3.3.17. Teorem. Yn>1 icin A;=1ve B, = %_qqn) olmak fiizere {A,} reel

sayilarin bir dizisi ve
12B1+B22"'23n_1+B 2"'20
veya

1<B,+B, < <Byp +B, < <2

oldugu  kabul  edilsin. O  halde, g(z)=2z/(1-2?) olmak {izere
f(2) = z+ X, Apz™ € Cy dur,

ispat.

[o¢]

k
ZIBn - Bn—zl = l‘l:l—{?olen - Bn—ZI
n=2

n=2

oldugundan 1 >B; + B, >-=B,_; + B, =+ =0 ise,

k
lim Zan — Byl = lim(1 =By —B) S1+0=1
n=2

ve benzer sekilde 1 < B, + B, <+ < Bp_y + By < < 2ise Lpp|By — B2l <1

dir. Dolay1siyla, Lemma 3.3.16 dan ispat tamamlanur.

3.3.18. Teorem. a, = 1 ve Vn > 1 icin b, = na, olmak iizere {a, } reel sayilarm bir
dizisi ve
12b1+b2 2"'2bn_1+bn2°"20

veya
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1Sb1+b2S"’Sbn..1+bnS"' <2

olsun. O halde, g(z) = z/(1 — z?) olmak tizere f(2) = z + Y-y a,z" fonksiyonu

konvekse yakindir.

3.3.19. Lemma. f, (3.34) ile tanimli ve

An(l - qn)

ZIBn—l_Bn+Bn+1|SL B, = 1-g

n=1

olsun. O halde, g(z) = z/(1 — z + z*) olmak iizere f € C, dur.

Lemma 3.3.19 dan asagidaki teorem elde edilir.

3.3.20. Teorem. A, =1 ve Yn>1 i¢in B, = A—"%_:j olacak sekilde {A,} reel

sayilarin bir dizisi ve

OZBZ_BlngZBz+B4ZBz+B3+352"'
ZBZ +B3 +B4+"‘+Bn_1+Bn+121

veya

OSBZ_B1SB3SBz+B4SB2+B3+BSS"'
SBz+B3+B4+"'+Bn_1+Bn+1S1

olsun. Bu taktirde, g(z) = z/(1 — z + z?%) olmak lizere f(2) = z + Xn-, Anz™ € (g

dur.

Ispat.

© k
> 1Bucs = B+ Busal = Jim > 1By = By + B
n=1 n=1
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oldugundan,
0>B,—By>2B;>2B,+B, =B, +B;+B; > -
>B,+B;+B,++B,_ 1+B,;,1 =1
ise
k

111_{{)10 |Bp_1— Bp + Bpyal = }11_{210 —(B;+B3+By+ 4+ By +Bry1) <1

n=1
ve benzer sekilde,

OSBZ_BlSB3SBz+B4SBz+B3+Bss
SB2+B3+B4+"'+Bn_1+Bn+1Sl

ise Y% ,|By_1 — Bp + Bpyq| <1 dir. Dolayisiyla, Lemma 3.3.19 geredi ispat

tamamlanir.

Teorem 3.3.20 nin bir sonucu olarak, konvekse yakin ailedeki fonksiyonlar i¢in

asagidaki yeni kriter elde edilebilir.

3.3.21. Teorem. a, = 1 ve Vn > 1 i¢in b, = na, olacak sekilde {a,} reel sayilarin bir

dizisi ve

0>b,—b, = by >by+by b, +by+bg >+
>b,+bg+by+ - +by_q+bpy =—1
veya
0<by,—b, < by <by+by <b, +bsy+bg <
<b,+bs+by+-+by_q+byy <1

olsun. O halde, f(2) =z + 3%, a,z", g(z) = z/(1 — z + z*) fonksiyonuna gore

konvekse yakin ailededir.

3.3.22. Lemma. f € (, olmas i¢in gerek ve yeter sart
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lg(2) + f(q2) — f(2)|
lg(2)]

<1 (VzeUigin)

olacak sekilde g € S* fonksiyonunun mevcut olmasidir.

Ispat. Ispat, Tamim 3.3.7 deki (Dqf)(z) g-tiirev operatdrii ifadesinin yerine yazilmasi

ile hemen elde edilir.

Burada Lemma 3.3.22, C, smifindaki fonksiyonlarin seri temsilindeki Kkatsay1
sinirlarinin tahmini i¢in 6nemli sonuglardan biri olarak rol oynayacak. Diger bir deyisle,
g-konvekse yakin fonksiyonlarin sinifi i¢in Bieberbach-de Branges teoremi analiz
edilecek. Konvekse yakin fonksiyonlar i¢in Bieberbach tahmini Reade (1955)

tarafindan ispatlanmistir.

Simdi, g-konvekse yakin ailedeki fonksiyonlar i¢in Bieberbach-de Branges teoremi

ifade edilecek ve ispatlanacaktir.

3.3.23. Teorem (C, simfi icin Bieberbach-de Branges Teoremi). f € C, ise,

1-q" nn—1)
1—q|" T 2

lan| < (1+q) (Vn = 2 igin)

dir.
ispat. f € C, oldugundan, Lemma 3.3.22 geregi

9(@) + f(qz) — f(2) =w(2)g(2) (3.36)
olacak sekilde w:U — U doniisimii vardir. w(0) = q oldugu agiktir. a; =1 = b,

oldugu kabul edilirse

[oe]

o) oo n—-1
Z(bn +a,q" — an)zn = Z qb, z" + Z <Z Wn—k bk) z"
n=1 n=1 n=2 \k=1
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olur.n > 2 igin, z" in katsayilarinin esitlenmesi ile,

n—1
an(qn - 1) = bn(q - 1) + Z Wn—k bk
k=1

elde edilir. Teorem 1.1.18 den, Vn > 1 icin |w,| < 1 — |wy|? = 1 — ¢? oldugu goriiliir.

g(z) =z + Y-, b,z" € S* oldugundan,

1-gq
1—qg"

n-1
la,| < n+(1+q)2k] (Vn = 2 igin)
k=1

elde edilir. Bu, teoremin ispatini tamamlar.

3.3.24. Uyar.. q - 1~ iken, Teorem 3.3.23 konvekse yakin fonksiyonlar igin

Bieberbach tahmini problemini verir. Klasik oran testi kullanilarak, |z| < 1 igin

z+Z 1=4 [n+n(n2— 1)(1+q) z" (3.37)

serilerinin yakinsak oldugu kolaylikla goriiliir.

3.3.25. Sonu¢. Koebe fonksiyonu g(z) = z/(1 — z)? olmak iizere f € C, ise, Vn = 2

icin

dir.
g(z) = z olmak iizere f € C ise, Vn = 2 i¢in |a,| < 2/n oldugu biliniyor. Bunun bir

genellestirmesi olarak asagidaki sonug elde edilir.
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3.3.26. Sonug. g(z) =z olmak iizere f€C, ise, Vn>2 igin
lanl < (1= q*)/(1 - q™) dir.

g(z) =z/(1 —z) olmak iizere f € C ise, Vn =2 i¢in |a,| < (2n—1)/n oldugu

biliniyor. Asagidaki sonu¢ bu sonucun benzeridir.

3.3.27. Sonu¢. g(z) = z/(1 — z) olmak lizere f € C, ise, Vn = 2 igin

] < ~—L [0+ g(n—1)]

1-

dir.
g(2) = z/(1 — z?) olmak iizere f € C ise, Vm > 1 igin

1, n=2m-—1 ise
< J
|an| —{1, n=2m ise

oldugu biliniyor. Asagidaki sonu¢ bu sonucun benzeridir.

3.3.28. Sonu¢. g(z) = z/(1 — z?) olmak iizere f € C, ise, Ym = 1 i¢in

1-q (n 1 _
1_qn<§(1+Q)+E(1—Q)), n=2m-—1 ise

n=2m ise

dir.

Ispat. g(2) = =Y z?"1 oldugundan, (3.36) geregi

i(qn_l)anz -1 Z et +(z - 1> <§: ann>
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elde edilir. Bu

[oe]

i(q” - Dayz" = (q - 1)2
n=1

+ i (Z w k) Z2n=1 4 Z (Z Wi 1>z (3.38)

ifadesine esittir. |a,| in gerekli olan smrmi ispatlamak icin, z?"~! ve z?" in

katsayilarinin ayr ayr1 karsilastirilmas: gerekir. ilk olarak (3.38) de z2™~! katsayilari

karsilastirilir ve

(@2 = Dagno = (@ =D+ ) i
k=1
elde edilir. g € (0,1) ve Vk = 1 igin |w;| < 1 — g? oldugundan,
lazn—1] < H‘Tl)( q+(1+qn)
dir.

Ikinci olarak, n > 1 i¢in z2™ katsayilar1 karsilastirilarak

n
(qzn - Day, = z Wok-1
k=1

ve benzer sekilde

1
lazn| < W(l +q)n
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bulunur. Dolayisiyla, |a,| igin gerekli sinir ispatlanmis olur.

g(2) = z/(1 — z + z?) olmak iizere f € C ise, Vn > 2 igin

|an| < 5

(An + 1 )
3 n=3m-—1 ise
4 .

3 n = 3m ise

4n—1 )
3 n=3m+1 ise

oldugu biliniyor. Bunun bir genellestirmesi olarak asagidaki sonug elde edilir.

3.3.29. Sonug. g(2) = z/(1 — z + z*) olmak iizere f € C, ise, Ym = 1 i¢in

(1—¢q
1_ (
q"
1—qg~°2
g < { 12020
1—q™ 3
1-gq
\1—¢q
dir.
Ispat. g(2) =

z(1+2z)

9(2) = —— 1157

2n 1
n(g(l +q) +§(1—2q)>,

—q)+—(1+q)> n=3m-1 ise

n = 3m ise

n=3m+1 ise

z/(1 — z + z?) fonksiyonu yeniden yazilirsa,

Z( 1)n13n 2+Z( 1)n13n1

elde edilir. Dolayisiyla (3.36) ifadesi basitlestirilerek,

i(qn ~Da,z" = (g - 1) (i (D 1z3n? 4 i(—1)n-1z3n—1>

n=1
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+ i (i (—1)n_kW3k—2)Z3n_1 + i (i (_1)n_kW3k—1)Z3n

n=1 \k=1 n=1 1

+ Z (Z(_l)n—kw3k> Zz3n+1 4 Z (Z(_l)n_kwf‘k) Z3n-1

elde edilir. 1k olarak, (3.39) da Vn > 2 i¢in z3"~! katsayilar esitlenerek
n n
(@' = Dagyy = D" -1+ Z(—l)n_k W3-z t Z(—l)”‘kw3k
k=1 k=1

bulunur. g € (0,1) ve Vk > 1 i¢in |wy| < (1 — ¢?) oldugundan,

1—¢q
|a3n—1| S _ 3n—-1 (_q + 2(1 + q)n)
1-g3"1)

dir. Sonra, Vn > 1 i¢in, (3.39) da z3" ve z3"*! katsayilari kargilastirilirsa

2(1—-¢) Q-

las,| < =g I+ q@n ve |azgpl =< m(l +2(1+q)n)

katsay1 sinirlari elde edilir. Boylece, sonucun ispat: tamamlanir.
3.4. a-Mertebeli q-Yildiz1l Fonksiyonlar

Bu kisimda, Sp(a), Sgi(a) ve Sgs(a) smflarma ait a mertebeli  g-yildizil
fonksiyonlarin bazi &zellikleri verilecek (Agrawal ve Sahoo 2015, Wongsaijai ve

Sukantamala 2016).

3.4.1. Tamm. 0 < a < 1 olmak tizere,
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zDyf (2)
Re{—7%gy—}:>a (3.40)

kosulunu saglayan f € A fonksiyonuna / tipi @ mertebeli g-yildizil fonksiyon denir. Bu

fonksiyonlarm smifi Sg ; () ile gosterilir.
3.4.2. Tanm. 0 < a < 1 olmak iizere,

Z(qu)(Z)_a
f(2) I R
l1—«a 1—q| 1-9¢g

kosulunu saglayan f € A fonksiyonuna 2 tipi @ mertebeli g-yildizil fonksiyon denir. Bu

fonksiyonlarm smifi S; ,(a) ile gosterilir.

Asagidaki ifade Tanim 3.4.2 nin denk bir formudur:

z(D,f)(2) _1-aq| _1-a

f(2) 1-q| 1-q (341)

fES (a) &

g — 17 iken |w — (1 — @)™ < (1 — q)~* kapal diskinin sag yar1 diizlem oldugu ve
0 < a < 1 olmak iizere S, (a) simfinin §*(a) sinifina doniistiigi goriilir. Ozellikle,

a = 0 iken, S;(a) smifi S = S5(0) smifi ile gakigir ki bu ilk olarak Ismail ve ark.
(1990) tarafindan ispatlandi.

3.4.3. Tanmm. 0 < a < 1 olmak {izere,

Z (qu(Z))

i0) —-1l<1—-a (z€eU) (3.42)
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kosulunu saglayan f € A fonksiyonuna 3 tipi @ mertebeli g-yildizil fonksiyon denir. Bu

fonksiyonlarin smifi Sg ;(a) ile gosterilir.
3.44. Teorem. 0 < a < 1 igin,

Sqz(a) € Sg,(a) € S5, (a) (3.43)
dir.

Ispat. f € Sg,3(@) olsun, (3.42) ve tiggen esitsizligi kullanilarak

z(qu(Z))/f(Z)—Ol 1 | 1 |zDyf(2) 1-—«a
1-—a 1-gq| 1-a| f» _a_l—q
1 Zqu(Z) q q
1= F@ —1‘+—1_q31+—1_q
1
= (3.44)

elde edilir. O halde f € S; ,(@); yani Sg3(a) © Sg,(a) dir. Simdi, f € S, (a) olsun.

quf(Z)_l—aq l1-«a
f(2) 1-q| 1-g¢q

feS;, (@) e (3.45)

oldugundan zD,f(2)/f(z), (1 —aq)/(1—q) merkezli (1—a)/(1—q) yarigaph

cemberde kalir ve

l-aqg 1-a_ (3.46)
1-q 1-—¢q

oldugu goriiliir ki bunun anlami Re{qu f(2)/f(2)} > a olmasidir. Dolayisiyla,

f € S;1(a) dir; yani Sz, (a) © Sg 1 (a) dir. Bu ispati tamamlar.

60



Geometrik  olarak, f €S, (a) (k=1,23) icin zD,f(2)/f(z) farkh tanmim

kiimelerinde bulunur.

Q, ={weC: Rew > a},

1—-aq 1—a
Qz={w€(C:‘w— },

< .
| <14 (3.47)

Q={weC: lw—-1|<1-a},

sirastyla Sekil 3.1 de goriliir.

Sekil 3.1. Her bir bolgenin siniri

Bir sonraki sonu¢ Teorem 3.4.4 ve a mertebeli yildizil fonksiyonlar kullanilarak direkt

olarak elde edilir.

3.4.5. Sonu¢. S;;(a), S;,(a) ve Sg 3(a) smiflari agagidaki 6zellikleri saglar:
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(] six@= [ si@=5"@,

0<g<1 0<g<1
(3.48)
] six@= [ Siz@ e s*@.
0<g<1 0<g<1
3.4.6. Onerme. f € Sq,2(a) olsun. Bu taktirde,
Z(qu)(z) .
0 _#0a9)@ | f(42) —aaf () _ g(az) (3.49)
l1-a 9() (1-a) 9(2) '

olacak sekilde bir tek g € Sg , fonksiyonu vardir. Benzer sekilde, verilen bir g € Sg ,

icin yukaridaki bagintiy1 saglayan f € Sj ,(a) fonksiyonu vardir. Teklik agikardir.

Sq.2(a) smifindaki fonksiyonlarn basit bir karakterizasyonu verilecek. f € Sj ,(a) ise
f(z) =0, z= 0 olmasin1 gerektirir. Aksi takdirde, f(z) nin sifirdan farkli en kiigiik
modiillii bir sifirinda f(gz)/f (2) bir kutba sahip olurdu.

3.4.7. Teorem. f € A olsun. Bu taktirde f € S ,(a) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

f(az)
f(2)

aq’Sl—a, zeU

olmasidir.

Ispat. Ispat, Tanim 3.4.2 ve

2(Def)(@) _ ( 1 )(1 ~ f(CIZ))
f(@) 1-¢q f(2)

esitliginden kolaylikla elde edilir.
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3.4.8. Lemma. h € B, ise

H{((l — a)h(zq™) + aq)/q}

sonsuz ¢arpimi U nun kompakt alt kiimeleri iizerinde diizgiin yakinsaktir.

Ispat. (1 — a)h(z) + aq = g(2) almirsa, h € B, oldugundan, g € B, oldugu kolayca
goriiliir (Ismail ve ark. 1990).

3.4.9. Lemma. h € B ise, H;’f’zo{((l — a)h(zq™) + aq)/q} sonsuz ¢arpimi U nun
kompakt alt kiimeleri iizerinde U da analitik, sifirt olmayan ve sifirdan farkli bir

fonksiyona diizgiin yakinsar. Dahasi,

A
*_o{((1 = Dh(zg™) + aq)/q}

f@) =

fonksiyonu Sg , (a) ya aittir ve h(z) = (( flq2)/f(2) - aq) /(1 — ) dur.

Ispat. Sonsuz carpimin yakinsakligi Lemma 3.4.8 de ispatland1. h € Bg oldugundan, U
da h(z) # 0 dir ve sonsuz ¢arpim U da sifirdan farkli olur. Dolayisiyla, f € A

fonksiyonu ile h(z) fonksiyonu arasinda

f(qz)
_]—C—(; =1 -a)h(z) +aq
bagintisi ve buna denk olarak
f(qz)
——-a
f(i)— - — h(Z)
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bagintist bulunur. h € B,? oldugundan, f € S, ,(a) elde edilir ve lemmanin ispati

tamamlanir.

q
1-a(1-q)

3.4.10. Tanim. g:U - U bir doniisiim olmak iizere g(0) = olan g, U da

analitik, sifirn olmayan ve sifirdan farkli bir fonksiyon ise bu fonksiyonlarinin
olusturdugu kiime B,, ile gosterilir. Ozel olarak, 0 ¢& g(U) olan g € Byq

fonksiyonlarinin olusturdugu kiime B, ile gosterilir.

3.4.11. Lemma. g € B(?_a olmasi i¢in gerek ve yeter sart

g(z) =exp {(lni—_a(ql—_q))p(z)} (3.50)

olacak sekilde bir p(z) € P fonksiyonunun mevcut olmasidir.

L(z)
—'TEP

lnl—a(l-—q)

Ispat. g€ B? . i¢in, L(z) = Log g(z) fonksiyonu tanmimlansin. p(z) =

oldugu kolaylikla gosterilir ve p(z) fonksiyonu (3.50) yi saglar. Tersine, g, (3.50) ile

verilirse, g € B, oldugu asikardir.

3.4.12. Teorem.
f(qz)
—— —q
it
(@) =LE—

ile tanimli p: Sy ,(a) — By doniisiimii birebir drtendir.

Ispat. h € B? i¢in,

VA
wol (1 — h(zq™) + aq)/q}

o(h)(2) =
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ile bir o:B) > A doniisimii tanimlansin. Lemma 3.4.9 dan o(h) € Sg2(a) ve

(p o 0)(h) = h oldugu agiktir. ¢ o p bileske doniisiimii g6z oniine alindiginda

V4

VA
o F e ) af zq™}  2/f @)

(0°p)(f)2) = =f(2)

elde edilir. Dolayisiyla g o p ve p oo ozdeslik doniisiimiidiir ve g, p nin tersidir, yani
p(f) doniisiimii tersinirdir. Bunun sonucu olarak p(f) birebir ortendir. Bu, ispati

tamamlar.

3.4.13. Teorem. f € A fonksiyonunun katsayilari
Z([k]q —a)lal<1-a (3.51)

k=2

- esitsizligini saglarsa f(z), 3 tipi a mertebeli bir g-yildizil fonksiyondur; yani
f € Sgz(a) dur.

Ispat. (3.51) esitsizliginin dogru oldugu kabul edilsin. Bu taktirde

[ee]
Z+Zakz"

k=2

|zD,f(2) — f(2)]| — A — DIf ()] = —(1-a)

Z ([k]q - 1)a,z*
k=2

(K] = Dl = (1= ) (1 - Zw)

([kly = Dlagl — A = a) (3.52)

Ms

k=2

Il
Ms

=
U
N

elde edilir. Dolayisiyla, f € S 5(a) dur.

Simdi, negatif katsay1li g-y1ldizil fonksiyonlarin yeni alt siniflari tanitilacak.
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3.4.14. Tamm. Negatif katsayil, k-tipi @ mertebeli g-y1ldiz1l fonksiyonlarin sinifi
TSqr(@) =S (@nT, k=123 (3.53)
seklinde tanimlanir.
3.4.15. Teorem. 0 < a < 1 igin,
TSg1(a) =TS5,(a) =TS, 3(a) (3.54)
dir.

Ispat. Teorem 3.4.4 kullanilarak, T Sga(a) € TS, 3(@) oldugunu gostermek yeterlidir.
f € 75, (a) oldugu kabul edilsin. Bu taktirde

zD.f(2)) 1- Z,‘ﬁz[k]qlaklzk‘l}
Re {—f(z) } = Re{ T—37 a5 >a (3.55)

dir. zD,f (z)/f(2) nin reel olmasi igin z reel eksen iizerinde olmalidir. Reel dogru

tizerinde z — 1~ iken

1—Z[k]q|ak| > a(l—Zlakl) (3.56)
k=2 k=2

olur ki bu esitsizlik (3.51) i saglar. Teorem 3.4.13 geregi ispat tamamlanir.

Teorem 3.4.15 kullanilarak, g-yildizil fonksiyonlarin her tipinin tamamen ayni oldugu
goriiliir. Bu nedenle, k = 1,2 ve 3 olmak iizere g-yildizil fonksiyonlarin her bir sinifi

icin 7'Sg (@) = TS (a) notasyonu verilebilir. Teorem 3.4.13 kullanilarak,

0<e< (n(l —a)—[n], + a)/n ve [n]; —a <n(1—a—¢) olmak iizere,
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1 —_ —
fo(z) =z — W%Z" € TSq(a) (3.57)
q

oldugu kolayca goriiliir, fakat z, = [([n]q - a)/n(l -—a- s)]l/n(cos(an/n) +
isin(an/n)) € U oldugunda f;(z) = 0 dir. Yani, f,(z) € S ve iistelik fy(2) € S*(a)
dir. Bu yiizden, 'S, (@) smifinin yalinkatlik ve yildizillik yarigapii ¢alismak ilgingtir.

3.4.16. Lemma. f € T ise f, D, lizerinde yalinkat olmasi i¢in gerek ve yeter sart f nin

D,. tizerinde yildizil olmasidir.

3.4.17. Teorem. f € TS, ise

Kl — g M/%D
T, = min Lk, ] (3.58)

2sk=Mo k(1 — )

ve M, > e1+|l"((l'q)(l"“)/(q+(1_q)(1_a)))I olmak iizere f, |z| <1, da yalinkat ve

yildizildir.

Ispat. f € TSz olsun. D, = {z € C: |z| <y} iizerinde Re{f'(z)} > 0 olacak sekilde

0 <1y <1 ozelliginde bir 7, bulunmalidir. Yalinkathgi elde etmek igin,

Re {f(zl) - f(Zz)}

Z1 —Zy

f Re{f'(z, + t(z, — zy))} dt (3.59)
0

esitligi dikkate alinsin. Diger yandan her |z| < 1y i¢in,

Re{f'(z)} = Re {1 — Z klaklzk‘l} >1-— Z kla,| okt (3.60)
k=2 k=2

dir. Teorem 3.4.13 ve (3.60) in uygulanmasi ile,

67



[[k] —a 1/(k-1)
q

m (3.61)

1o = inf
k=22

olmak tizere Re{f’(z)} > 0 esitsizligi U, iizerinde saglanir.
Simdi, (3.58) esitligini saglayan My, € N yi bulmak gerekir. f:[2,00) > Rt olmak

uzere

B [x]g —

fx) = (=)

1/(x-1)
] (3.62)

ile tanimli bir fonksiyon olsun. (3.62) de her iki tarafin logaritmik tiirevi alindiginda,

A= (1-q)(1— a) olmak iizere

fr&x) =

(x —1)? q+A-qg* nq+A—q"_ x

elde edilir. (3.63) tin 2’nci teriminin pozitif oldugu kolaylikla goriiliir. Diger yandan

A A
supin el = [l
(3.64)
supx —1 =1
x22 X

oldugundan, (3.63) de 3’ncii ve son terim x yeterince biiylik oldugunda Inx ile

sinirlandirtlabilir. Bu M, > e*1m(4/@+)l glmak iizere, f nin [M,, ) iizerinde artan

bir fonksiyon olmasini gerektirir. Dolayisiyla, yalinkatlik yarigapi

_ -1)

[k]q —a 1/(k-1) [k]q —a 1/(k-1
_ |kl —a = min [T 3.65
] e R e 365
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olarak bulunur. Son olarak, yildizillk yarigapini bulmak i¢in Lemma 3.4.16

uygulanarak teoremin ispati tamamlanur.

3.4.18. Teorem. f € TS;(a) ise,

7, = min (3.66)

ZSkSMl

[k]q —a 1/(k-1)
[ k—q ]

ve M; > e1+|ln((1_q)/(1_“(1_q»), olmak tizere f,|z| < r; de @ mertebeli yildizildir.

Ispat. |zf'(z)/z— 1| <1 — a oldugu yani,

SO | [l Dl
f(2) 1 =Y lag |zt
(3.67)
o0 _ k-1
<Zk=2(k Dlayllz| cl—g
T 1-Ylagllzfr T
oldugu gosterilmelidir. Dolayisiyla,
Z(k —Dlagllztt <1 -a (3.68)
k=2
ise (3.67) dogrudur. Teorem 3.4.13 geregi
kl. —a 1/(k-1)
-]

olmak tizere esitsizlik D, iizerinde saglanir. Son olarak, Teorem 3.4.17 deki ayni

teknik kullanilarak, M, > e1+|m(a-0)/(1-aG-0)| olmak lizere
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K- . -
]1/( Y fonksiyonunun [M,, ) iizerinde artan oldugu

fC) = [(kl; —a)/(k — @)

bulunur. Bu, ispati1 tamamlar.

Simdi, Teorem 3.3.17 ve Teorem 3.3.18 ile bulunan yildizillik ve yalinkatlik yaricapini

dogrulamak i¢in bazi1 6rnekler verilecektir.

3.4.19. Ornek. q = 0.75 olmak iizere T'Sq g0z oniine alinsin. Teorem 3.3.17 den TS,
sinifinin yalinkatlik yarigcapi

= min
2<k<11

o = = 0.875 (3.70)

[k]o7sr/ ()

1/(k-1)
. [Kloss]"
2<k<ell+]n0.25]] k k

olarak elde edilir.

Simdi, n = 2 ve € = 0.001 olmak iizere (3.57) de tanimlanan f,(z) 6rnek fonksiyonu

icin

0.999
1.75

fol2) =z — z? (3.71)

dir. Agikga goriliir ki, f;(2), Dy g5 lizerinde yerel yalinkattir ¢linkii Dy g;5 acik diski
disindaki z, ~ 0.87587 noktasinda f'(z,) =0 dir. Teorem 3.4.17 geregi f,(z)

fonksiyonu D, g5 lizerinde yalinkattir.
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Sekil 3.2. (3.64) de tanimlanan f;(z) polinomu i¢in r = 0.875(a) ve r = 1(b) gevre
uzunluguna sahip dD, nin goriintiisii

Ustelik, Sekil 3.2, 7 = 0.875 ve r =1 ¢evre uzunluguna sahip dD, nin goriintiisiinii
verir. Sekil 3.2(a) gosterir ki f;(z) fonksiyonu D, g5 lizerinde yalinkat ve yildizil bir
fonksiyondur. Diger taraftan, f,(z), U lizerinde yalinkat bir fonksiyon degildir (Sekil
3.2(b) den goriiliir).

Diger bir 6rnek € = 0.001 ile n =5 oldugu durumdaki
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0.999

5
Blors (3.72)

foz) =z —

fonksiyonudur. |zo| = 0.88403 ... olmak lizere k=0,1,2,3 i¢in
Zo = [5]0.75/4.995*(cos(km/2) + isin(km)/2) de f nin yerel yalinkat olmadig

gorilir.

0.05

Im

-1 =03 0 a5 t 07 Q75 08
Re

Sekil 3.3. (3.65) de tanimlanan f;(z) polinomu altinda r = 0.884 ¢evre uzunluguna
sahip dD, nin goriintiisi

Sekil 3.3 gosterir ki (3.72) de tanimlanan f, fonksiyonu Dy gg4¢3 lizerinde yalinkat ve
yildizildir ki bu Teorem 3.4.17 den D, g,5 agik diskini kapsar. Yani; 6rnek, Teorem
3.4.17 de 1y yarigapmin sadece yalinkatlik ve yildizillik igin yeterli kosul oldugunu
gosterir, fakat (3.72) de tanimlanan f;, (z) fonksiyonundan dolay1 kosul gerekli degildir.

Bir sonraki 6rnek a mertebeli g-yildizil fonksiyonlarin sinifina aittir:

3.4.20. Ornek. g = 0.75 olmak iizere T'S; () siufi goz oniine almsin. & = 0.5 igin,

Teorem 3.4.17 geregi

Kl /=D
- [[ ]o.7s]
[1+]m(c-00-ayasa-oa-a))] |k

T0=
2<k=e
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(3.73)

i /=D
i [[ ]°'7SI ~ 0.94554

= min
2<k<19 k

dir. Ancak, n = 2 ve € = 0.001 i¢in (3.57) de tanimlanan f;,(z) fonksiyonu

fo(2) =z — 949 - (3.74)

1257
Dy 925 diskini kapsayan D, 55,5 diski tizerinde yerel yalinkattir. Sekil 3.4(a) ile f;,(2)
fonksiyonunun U flizerinde yalinkat ve yildizil oldugu gériiliir. Ayrica, n =2 ve

e = 0.001 i¢in (3.57) de tanimlanan

fo(2)=z—[ 049 s (3.75)

T —=-Z
5lo7s = 0.5

fonksiyonu D o055 Uzerinde yerel yalinkattir ve Sekil 3.4(b) de verilen f;(z)

fonksiyonunun U tizerinde yalinkat ve yildizil oldugu goriiliir.
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Sekil 3.4. Sirasiyla (3.67) ve (3.68) de tanimli f; (z) polinomu iizerinde
r = 1.2525(a) ve r = 1.005(b) ¢evre uzunluguna sahip dD, nin goriintiisii

3.4.21. Tanim. 0 < a < 1 olmak iizere

Dq(Zqu(Z))
T

ise f € A fonksiyonuna a mertebeli g-konveks fonksiyon denir ve f € K,(a) ile

gosterilir. Yani,
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D, (qu f(z))
D,f(2)

K,(a) ={f € A:Re >a,z€U

dir.

3.4.22. Uyarn.
f €K (a) © zD,f € Sg4(a)

dir ve K(a), U da a-mertebeli konveks sinif olmak iizere

D, (qu f (z))

D.f @) >a,zeU =K(a)

lim K,(a) ={f € A: lim Re
q-1" q-1"

dir.

Sgi(@) ile Kq(a) smiflari arasindaki bu ilgi ve S, (a) c K,(a) olmasi nedeniyle

K,(a) smift Sg (@) smifiigin elde edilen 6zelliklere benzer 6zelliklere sahiptir.

3.5. a-Mertebeli q-Konvekse Yakin Fonksiyonlar

Bu kisimda, UCC, (@) sinifinda olan g-konvekse yakin fonksiyonlara ait baz1 dzellikler

verilecektir (Engel ve Naicu 2016).
3.5.1. Tanim. 0 < a < 1ve g € T" olmak lizere

. quf(z) -

R
g(z)

kosulunu saglayan f € T fonksiyonuna a mertebeli g-konvekse yakin fonksiyon denir.

Bu fonksiyonlarin genellestirilmis sinifi UCC, (a) ile gosterilir.
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3.5.2. Uyar.. a = 0ise UCC,(0) = UCC, dur.

3.5.3. Tanim. 0 < a < 1 olmak iizere,

zD, f (2)
Re—@ 2

kosulunu saglayan f €T fonksiyonuna sabit bir g € T* fonksiyonuna gére
a mertebeli g-konvekse yakin fonksiyonlarin genellestirilmis sinifindadir denir ve

UCC,(g, @) ile gosterilir.
3.5.4. Tanim. g € T" olmak iizere,

Rew>

9@ "

kosulunu saglayan f € T fonksiyonuna UCC," sinifindadir denir.

3.55. Teorem. a;, >0, k€{23,..} olmak iizere f(2) =z—Yyr ,a,z" ve

0 <a<1lolsun. f € UCC,(a) ise,

[e9) 1— qk
Z T (ap —ab) <1l—-a (3.76)
k=2 1

olacak sekilde g(z) = z — X5, bpz® € T* vardir. Eger

Zl_qak<1—-a (3.77)

ise f € UCCy(a) dir.

Ozel olarak,
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1-—gk

1-g¢q

ag < bk' k € {2,3, }

olmasi durumunda (3.77) esitsizligi f nin UCC, () sinifina ait olmas i¢in gerekli ve

yeterli kosuldur.

Ispat. f € UCC4(a) olsun. Bu taktirde

. zD,f (z)

>a, z€U
9(z)

olacak sekilde g(z) = z — X5, biz* € T* fonksiyonu vardir. z € [0, 1) ise,

o 1_qk k
Z— k=2 1-q apz

z—= Zl?:z kak

> a (3.78)

bulunur. g € T* oldugundan Y, kb, <1 ve dolayisiyla da Y52, b, <1 dir. Bu
nedenle z € [0, 1) i¢in g(2) = z — X3, bz > 0 dir. Boylece (3.78) bagintisi

- (1- g _
Z(l—qak_abk>zk l<l-a

k=2

esitsizligini verir. (3.77) i¢in g(z) = z segilsin. a + |Dq f(z) - 1| < 1ise,

a—Re<ZDq—f(Z)—1><1
9(2)

dogrudur fakat

0 1_
a+|qu(z)—1|SZ 1-¢q

j:z j:2
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dir. Ozel durumu ispatlamak igin,

1—qk

1-gq

ag = bk' k € {2,3, }

oldugu kabul edilsin. Bu taktirde (3.76) esitsizliginin dogru oldugu kabul edilirse,

s} 1- o0 1-q
L k= by, 1—_q—ak |z]*~* _ +Zk=2(1_q A _bk)
a = — < a =
1= XY, by |z]*? 1= 22 b
(o] 1-
a+ Zk—Z (1_qq ai — abk) .
= <
1- Zk:z by

olur.

3.5.6. Teorem. a, b, >0, k€{23,..} olmak iizere f(z) =2z — X, az" ,

g(2)=z—-3¥7 b z¥ € T* vea € [0,1) olsun. f € UCC,(g, a) ise,

%) 1_qk
z<1_qak—abk)<1—a (3.79)

k=2

dir. Eger

<l-a (3.80)

o0 1_qk
Z 1_qak+(2—a)bk

k=2

ise f € UCC,4(g, @) dir. Ozel durumda,

1—qk

Ay < bk' k € {2,3, }

oldugunda (3.79), f € UCC,(g, «) olmasim gerektirir.
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2 2
3.5.7. Uyar. g,(z) =z— 27 €T* olmak iizere f,(z) =z— qu E UCC,(gy @)

oldugunda

zDyf,(2) g z(1-2) _ 2Re1 -z

‘T ez(l_g) 7=z "

olur. Ancak

il—qk Qb =142 %2221
LT-q ™ @0 = 2 "2

dir. Bu, (3.80) in sadece yeterli bir kosul oldugunu gosterir.

Asagidaki teorem yildizil bir fonksiyon ile konveks bir fonksiyonun konvoliisyonunun

yildizil oldugunu gosterir.

3.5.8. Teorem. ay, by, c, =0,k € {2,3,...} olmak iizere ¢(2) = z — Yoo, ¢, 2", U da

konveks olsun ve f(z) = z — Yy, axz®, g(2) = z — Yy, by z* olsun.
_qk
k €{23,..} i¢in %ak < by, olmak iizere f € UCC,(g,a) ise f * ¢ € UCC,(g, @)

dir.

Ispat.

[ee]

FrD@) =2-) a7

k=2

olsun. Tanim 3.5.3 den (f * ¢)(2) € UCCy(g,a) ise, (g*xp) ET" ve 0 <a <1

olmak tizere

zDo(f = ¢)(2)
“d
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dir. f € UCC4(g, @) oldugu kabul edilsin. Teorem 3.5.6 geregi

Z ay—ab | <1l—a«a (3.81)
1-gq
k=2
dir. Ispati tamamlamak igin,
o} 1— qk
Z 1—4q apcy —abgc | <1—a

k=2

oldugu gosterilmelidir. ¢ € T oldugundan, bir 6nceki esitsizlik

(o] 1_qk
Z|0k|[1 ap — aby
-q

k=2

ifadesine denktir. ¢ konveks oldugundan, Teorem 2.3.9 geregi k = 2,3, ... i¢in |¢; | < 1
dir. Dolayisiyla (3.82) den

<l—-a (3.82)

elde edilir ve ispat biter.

3.6. q-Tiirev Operatorii Kullamlarak Tanimlanan Analitik  Yalinkat

Fonksiyonlarmn Bir Simifi icin H3(1) Hankel Determinanti

Bu kisimda, R(q) smifi ve hankel determinant: tamimlandi. R(q) smifi igin, HY (1) ve
BZB (1) in alabilecegi optimum smurlar elde edildi ve Hz(1) Hankel determinanti

belirlenmistir.

3.6.1. Tamm. f(z) € A olmak lizere,
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Re(f'(z)) >0, z€eU
esitsizligini saglayan f fonksiyonlarinin smifi R ile gosterilir.

3.6.2. Tamm. Bir f € A fonksiyonu,
Re((DyNH(2)) >0, z€U
kosulunu sagliyorsa R(q) smifindadir denir.
lim R(q) = {f € A: lim R ((qu)(z)) >0, z€ U} =R
dir.

3.6.3. Tanim. A negatif olmayan bir reel say1 olsun. n > 1 ve t > 1 tamsayilari igin,

A parametreli Fekete-Szegé t dereceli Hankel determinantlari, yani H}(n),

n Apyp Apie—q
Apsq wee oo :
H@="" (3.83)
Apyt—1 = " An+2(t-1)

ile tanimlanir (Babalola 2013).

Unlii Hankel determinanti A = 1 durumundadir. Noonan ve Thomas (1976), H.(n)
Hankel determinantini tanimladi. Ayrica, diger benzer determinantlar da asagidaki gibi

tanimlandi.

3.6.4. Tamm. A negatif olmayan bir reel say1 olsun.n > 1 ve t > 1 tamsayilart igin,

B} (n) determinant
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an Ape1 " Antt-1
An+t Apyt—1 """ Ant2t-1
A
Bf(n) = | Qn+2t Apyge—1"" In+3t-1 (3.84)

Aniet-1) - Alpyezg
ile tanimlanir (Babalola 2013).

3.6.5. Tamm. i = 1,2,...,t olmak iizere, A;, negatif olmayan reel sayilar olsun. n > 1

ve t=>1 tamsayilar1 ic¢in, A; parametreli Fekete-Szeg6 t dereceli Hankel

y I )
b

determinantlari, yani H;

Alan Azan_l_l ' "Atan.+t—1
Htj'l’A'Z,.“‘lt(n) — an:+1 .;. . ; (3.85)

Apyt-1 o Ang2(t-1)
ile tanimlanir (Babalola 2013).

3.6.6. Tamm. j = 1,2, ...,n olmak iizere, A;, negatif olmayan reel sayilar olsun. n > 1

ve t =1 tamsayilari i¢in, Bf 1Az At (n) determinantlari

an Ansr " MAnyioa

P Antt  Qpyesr " A2nize-1
142,09t —_ cee
B, (n) = anert An2e+1" " A3Ane3e-1 (3.86)

Anst(t-1) - " ApQuirz_q

ile tanmimlanir (Babalola 2013).

,j =12,..,(t =1 (n—1)igin, Htl'l""’l"l"(n) ve Btl’l""’l"/ln(n) nin yerine sirastyla

H}(n) ve B} (n) yazlabilir ve y,a, B reel sayilari igin

1 vya,

H;(1)= a, das

_ 2
=das —ya;z,
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a aa
HED) =2 g,

| -_— a2a4 - (Za3
ve
1 a
Bﬁ 1) = 21 =a,a a
2( ) a3 ,8a4 2%3 B 4
olur. Ayrica, t =3, n=1ve 1 = 1i¢in,
|H3(1)| < laslla,a, — a32| + lagllazas — ayl + las|laz — a,* (3.87)

dir.

3.6.7. Teorem. f € R(q) olsun. y reel say1s1 i¢in,

|HY (1| < 2max {[3]q [2/2 [31]q }
dur (Karahiiseyin ve ark. 2017).
Ispat. f € R(q) ise,
a, =[%i—;a3 =[—;i—qa4 =[:—i’q (3.88)
dur. Dolayistyla, v = % olmak tizere
cy c?

|HY (V)| = las — ya3| =

Bl, 'R

= ——|c, — vc|
[3]q 2 1

o ke )



dir. Lemma 2.2.5 den,

(2 4y
e — <0
Bl, 12 !
2 [2]5
az —ya3| <= 0<y<—
l 3 Y ZI [3]q Y [3]q
4 2 p
_yz _——, ‘y 2 %
L[z]q [3]q [3]q
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
Teorem 3.6.7 de y = 1 alinirsa asagidaki sonug elde edilir.
3.6.8. Sonu¢. f € R(q) olsun.
2
|H,(D)| < —— (3.89)

~ Bl
dur (Karahiiseyin ve ark. 2017).

3.6.9. Teorem. f € R(q) olsun. f§ reel say1s1 i¢in,

2 b
[2]14[31; [4]q

B
|BY (1)| < 2max {[4]q,

}

dur (Karahiiseyin ve ark. 2017).

Ispat. (3.88) kullanilarak

€1C; C3

RENEAT)

|BZB(1)| = |aya; — fay| = I[z

elde edilir. Lemma 2.2.4 den, ¢, ve ¢ yerine yazildiginda,
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B — 1 _ B 3 €1 _3C1 2
MADLWQDhBL Mﬂj“*(ﬂﬂﬁnlzmhyﬂ X

B , B
g, oD% g

(4—cH - x|*)z

olur. p, q, a, b reel sayilar olmak iizere |[pa + pb| < |pllal + |pl|b]; (c +a) = (c — a)
ve |z| < 1 oldugu kullanilarak ve ayrica p = |x| < 1 i¢in, |¢;| = ¢ € [0,2] alinarak,

1 1

1 B

B B 34 = _ 2
|B(”+—2215h 2141, ¢ +Amhmh ]| 4
(3.90)
+—ﬁ—c(4—cz) 2+ (4-cHA-p?
4[4], P T 2l4, P
elde edilir. Ilk olarak; 8 < % ise, (3.90) ifadesi
1 B 1 1 B )
|B(”|—2Qn[ﬂq Mﬂ;%§+5QﬂAﬂq_Mh>m_c)w
B _ 2 2 ﬁ _ A2
4[4]q 4—-c*H(c—-2)p*+ 2141, (4—-c?) (3.91)
=F(p)

olur. f < ——— g oldugundan, F (p) nun ekstrem noktas1 p = ;Tc ([z]—mi— - 1) dir.

214314 olilal
Simdi,
1 1 ﬁ 3 _ '8 2 ZB
~ ~ 2 B
G(c)=F() = <[2]q[3]q [4]q> “
ve
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G3(c) =F(2ic<

[, 1)
21,31,

Z—LC3+< [4]q —_ 1 )C2+£
4[2]2[31%8 221313158 [214[3], (4],
dir.
Basit hesaplamalar il G < G,5(2 4[4] : =
plamalar ile  G5(c) < G3(2) = apps ~ gy, Ta,  ken
< < - _ 2B 5 (4lg . .
G,(c) < G,(c) £G,(2) = [z]q[3] . oldugu bulunur. Dolayisiyla, 8 < TP icin,
. . 4 []q ..
maksimum fonksiyonel 25, [4]q dur. Yani, 8 < o i¢cin
2B
B
B, (1)| <
| I (2], [3]q [4],
[4]q 2[4]g .
dur. Ikinci olarak; 2,130, <p e, ise,
1 B 1/ B 1 )
B 3 2
B, (V)| < c’+ = - 4—c?)c
HOE z([Z] B, zmq) z<[4]q 21,50,) ¢
B
4—c¥(c—-2)p*+ 4 — c?
4[4]‘1( )p 2[4]q( )
=F(p)
[4]q 2[4]q -
—_— F k
olur. 230, 2131, oldugundan, (p) nun  ekstrem  noktasi
_L _ [4']q
P=az (1 [Z]q[3]q5) dur
1 1 B B 2p
G,(c) =F(0 c3 - c?+ =
1(0) =F0) = ([21 B 2[4]) 26, A,
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B 1 B 3B 2
Go(e) = F(1) = - ’ -
(©) = F(1) ([z]q[slq z[uq)c +([41q [21q[31q>c’

ve
B c [4]
= (z — (1 - [z]q[;]qﬁ»
G ( 4, 1 )m 26
4[2],13148 2[2]4[3148 2141314 [4],
dur.
Dolayisiyla, [2][?[:](1 <B< [22124[]3"]11 icin, maksimum fonksiyonel [—i]% dur. Yani,
oo 28 4 214,
Eol<gn wLen <f <@,
dur.

2[4]q
[21q[3]q

Son olarak; f > ise, (3.91) den

B ﬁ _ 1 3 B _ 1 _C_ 2
|BZ(1)|S(4[4L, z[Z]q[3]q>C +([4]q [Z]q[slq)z(4 el

B(c—2) B
+ 4 —c?)p? + 4 —c?
= F(p)
o 2[4]q . _ _c_( [41q
elde edilir. § > 230, oldugundan, F (p) nun ekstrem noktasi p = -— 21,18
dir. Simdi,
B 1 ) B 2p
G CcC)= F O = — C3 —_ CZ + :
{O=FO (4[4]q 221,81,) 2141, (4,
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= (o1 s, (P 1
G2(€) = F(1) (4[4]q 2[2]q[3]q>c +<[4]q [][3]q> (4-c*)

Bc—2) g
4, (4—cz)+2[4]q(4—c )

Ve

(e [4lg
G3(c)=F (2 s ([z]q[3]qﬁ 1)>

- [4]q o1 p 3 4], 1 2, 2P
(4[2]3[3153 PNEA 2[4])6 +< W2LBEE - 21,03, > T,
dur. 8 > 2[[]3"] icin, maksimum fonksiyonel —‘*E_ [2]q[3] dur. Yani, § > [2]q[3]q icin
B 2p 4
|22 0] < G, ~ @,
dur. Dolayisiyla,
( 4 2B (4],
2,6, @, <1,
[BEl <\ zar, 21,61, =P < 2,0, 592
28 4 2[4],
| @, 2,8, P> @,
olur. Béylece ispat tamamlanir.
Teorem 3.6.9 da f = 1 alinarak, asagidaki sonug elde edilir.
3.6.10. Sonug. f € R(q) olsun.
(3.93)

IBy(1)] <
[,
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dur (Karahiiseyin ve ark. 2017).

3.6.11. Teorem. f € R(q) olsun.

|Hy(2)] < BE

dir (Karahtiseyin ve ark. 2017).

Ispat. (3.88) den,

()] = layay — a2 = |98 _ & (3.94)
21,14, B
olur. Lemma 2.2.4 ve (3.94) den,
B 1 _[Z]qmq) , ( _[2]q[4]q>cf(4—cf)x
@1 =g () ()
a(l— @ - Dz d@—chx®  [21[4], (4 - )2

2 4 BE 4

elde edilir. |¢;| = c alinirsa,

2], [4 _ 2 21 T4\ c2(4 — 2
|H(2)] < m{%(l - %S—]q_> c* +—C(4 > ) + (1 _ [ %g%é]q> c*( . )p
+ c(c—2)4 - C2)p2 [Z]q[4']q (4 — CZ)ZPZ}
4 [312 4
=F(c,p)
bulunur.
Diger yandan,
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oF _ 1 _Kl_mhmh)&m—c%+c@—zX4—&m
op ~ T2, 14, BE 2 Z

L a4, (4 c2>2p}
312 4

dir. Yani, F(c,p), [0,1] araliginda artandir ve bdylece F(c,p) < F(c,1) olur. Bu

nedenle,

F(c,1) = 1(1 _ [2]q[4]q>c4 .\ <3 - 4[2]q[4]q>c2 | 421,141, }

1
nmm%z [3]2 [312 [3]2
(3.95)
=G(c)

dir. Daha sonra, (3.95) kullanilarak basit hesaplamalar ile

N 42, 4], J%Mﬁﬂ
G@“mmJG (312 )G‘[m | <0

olur. ¢ € [0,2] i¢in G(c¢) < G(0) oldugundan, maksimum G(c) = G(0) dur.

(3.89), (3.93), Lemma 2.2.3 ve Teorem 3.6.11 den, Teorem 3.6.12 elde edilir.

3.6.12. Teorem. f(z) € R(q) ise,

H.(1 4‘+4
““'[][P[mmq

q

dur (Karahiiseyin ve ark. 2017).
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4. SONUC

Bu yiiksek lisans tezinde, analitik yalinkat fonksiyonlara g-tiirev operatorii uygulanarak

yeni bir alt sinif tanimlanmaistir.

Tezin tgiincii boliimi, analitik yalinkat fonksiyonlarin katsay: tahminleri {izerinedir. Bu
boliim alt1 alt basliktan olusmaktadir. Bu alt basliklarda ¢esitli yazarlar tarafindan
tanimlanan analitik yalinkat fonksiyonlarin bazi alt siniflart verilmistir. Bu boliimiin
altinc1 kisminda R(q) smifi ve Hankel determinanti tanimlamis, g-operator kullanilarak
Hankel determinantin bazi 6zel hallerinde alabilecegi maksimum degerler

hesaplanmistir.

Ik olarak; f € R(q) olmak iizere y reel sayisi i¢in,

v 1 |2y B 1
|H2 (1)| < 2max{[3]q,|[2]é 31,

}

dur (Karahiiseyin ve ark. 2017).

Ikinci olarak; f € R(q) olmak iizere,

|y (1)] < e
ap

dur (Karahiiseyin ve ark. 2017).
Uctincii olarak; f € R(q) olmak iizere f§ reel sayis1 igin,

2 P
[21,03]; [4]q

}

|BZB(1)| < 2max {[ﬁq,

dur (Karahiiseyin ve ark. 2017).

91



Dérdiincii olarak; f € R(q) olmak iizere,

IB,(1)] <
al,

dur (Karahiiseyin ve ark. 2017).

Besinci olarak; f € R(q) olmak lizere,

4
|Hy(2)] < @

dur (Karahtiseyin ve ark. 2017).
Altinci ve son olarak; f € R(q) olmak tizere,

8 N 4 N 4
317 [417  [Bl4[5],

|H;(1)] <

dur (Karahiiseyin ve ark. 2017).
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