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Bursa Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Damisman: Dog. Dr. Musa DEMIRCI

Birgok ¢aligmadan faydalanarak olusturulan bu tez toplam dort boliimdiir.
Giris bolimi olan ilk boliimde tezin bashiginda yer alan Lucas ve Tribonacci sayi
dizilerinin de bulundugu 06zel sayr dizileri ile ilgili genel bilgiler ve bu 06zel say1
dizilerinin terimleri kullanilarak elde edilen polinomlar ile ilgili tanim ve bilgiler

verilmistir.

Ikinci béliimde Lucas ve Tribonacci sayilarmin tekrarlama bagintilari ve bu sayilar
yardimiyla elde edilen 6zdesliklerden 6rnekler verilmistir.

Uciincii bolimde ise Lucas ve Tribonacci polinomlar1 ve bu polinomlarm iireteg
fonksiyonlar1 verilmistir.

Dordiincii boliim ise sonug bolimiidiir.

Anahtar Kelimeler: Lucas sayilari, Tribonacci sayilari, Tribonacci polinomlari,
Tribonacci dizisi.
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ABSTRACT
MSc Thesis

SOME IDENTITIES CONSTRUCTED BY MEANS OF THE GENERATING
FUNCTIONS OF TRIBONACCI AND LUCAS NUMBERS

Esra NAMLI

Bursa Uludag University
Graduate School of Natural And Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Musa DEMIRCI

This thesis, which has been written by means of a number of existing literature, consists
of four chapters.

In the first section, which is the introduction, general information about special number
sequences including Lucas and Tribonacci number sequences which appear in the title
of the thesis together with some definitions and information about the polynomials
obtained using the terms of these special number sequences are given.

In the second part, repetition relations of Lucas and Tribonacci numbers and examples
of identities obtained with the help of these numbers are given.

In the third chapter, Lucas and Tribonacci polynomials and their generating functions
are given.

The fourth part is the conclusion part.

Key words: Lucas numbers, Tribonacci numbers, Tribonacci polynomials, Tribonacci
sequences.
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1. GIRIS

Bu tezin ortaya konulmasindaki temel amag¢ okuyan herhangi birinin genelde tiim say1
dizileri daha 6zel olarak ise Lucas sayilar1 ve Tribonacci sayilar1 adi verilen say1 dizileri
hakkinda temel bilgi sahibi olmasidir. Cok sayida insan tarafindan bilinen temel say1
kiimelerinin ( Dogal sayilar, Tam sayilar, Rasyonel sayilar, Reel sayilar ) yani sira bu
say1 kiimelerinin altinda yer almakla birlikte kendine ait tekrarlama bagintilar1 olan 6zel
say1 dizileri de vardir. Dolayisiyla temel say1 kiimelerine gére daha az bilinmekle
birlikte oldukga ilging, gilizel 6zelliklere sahip ve yeni olarak kabul edilen Tribonacci
say1 dizisi hakkinda temel yeterlilikte bilgi verilmektedir. Bu say1 dizisinden yiizyillarca
once kesfedilmis olan ve literatiirde iizerinde c¢ok sayida calisma yapilmis olan
Fibonacci sayilar1 ve Lucas sayilar1 vardir. Daha sonra 20. yiizyilin ikinci yarisinda
kesfedilmis olan Tribonacci sayilarinin da Fibonacci ve Lucas sayilariyla oldukga
benzer ozelliklerinin oldugu goriilmektedir. Bununla birlikte Tribonacci sayilarina ait
tekrarlama bagintis1 Fibonacci ve Lucas sayilarinin tekrarlama bagintisindan daha farkl
olarak bir terimin kendisinden 6nceki ti¢ ardigik terimin toplami olarak ifade edilir.
Tribonacci sayilari diger bircok Ozel sayr dizilerine gore cok yeni bir kavram
oldugundan Tribonacci say1 dizileri hakkinda arastirma ve yazilar Fibonacci sayilarina
kiyasla daha az bulunmaktadir. Bu nedenle bu tez icinde Tribonacci dizilerinin
tekrarlama bagintisi, bu sayilarin ve polinomlarin bazi 6zellikleri, Tribonacci dizileri
icin 6zdeslikler ve tamamlanmamis Tribonacci sayilarinin lirete¢ fonksiyonu hakkinda

bilgi verilecektir.



2. LUCAS VE TRiBONACCI SAYILARI

2.1. Lucas Sayilari

Fransiz Edouard Anatole Lucas 1842 yilinda Fransa’nin Amiens kentinde dogmustur.
Say1 teorisine katkilarinin yani sira rekreasyonel (Ilgi cekici,eglenceli ve yasami
canlandiran) matematik tizerine dort ciltlik Klasik eseri ile taninmustir. Gelistirdigi
problemler arasinda en bilineni Brahma Kulesidir. Yiizyillar énce Leonardo Pisano
tarafindan ortaya atilan Fibonacci sayilarina benzerlik gosteren bir sayr dizisi
tanimlamistir. Edouard Lucas, baslangi¢ kosullart L; =1, L, =3 olmak {izere
L,=L, 1+L, 5, n>3 icin tekrarlama bagintisina sahip bir say1 dizisi ortaya
koymustur. Boylece bu say1 dizisinin adi Lucas dizisi olarak anilmaktadir (Koshy
2001).

[lk birka¢ Lucas sayilar1
1,3,4,7,11,18, 29,47, 76, ...

seklinde devam etmektedir. Lucas dizisindeki sayilar yardimi ile olusturulan dikdértgen
asagidaki sekilde verilmektedir. Bu sayilar karenin bir kosesinden kendine komsu
olmayan bir diger kosesine her defasinda adeta ¢eyrek ¢cember olusturuyormuscasina

meydana gelen egrilerin birlestirilmesiyle bir spiral olusturulur.

I
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Sekil 2.1. Lucas sayilarinin olusturdugu dikdoértgen (Anonim 2019)



Lucas say1 dizisindeki terimler, @ (phi, altin oran) sayisinin kuvvetleri ile elde edilen

degerlere yakinsadigindan

L(n) = [®"]

gosterimi kullanilir.
Bu sayilar bazen dogada ve bilimsel alanlarda gériilmektedir. Ornegin 123 sag sarmali
ve 76 sol sarmali olan Lucas aygicekleri oldugu bilinmektedir (Toy 2009). Bu da verilen

Lucas sayilariin dogada ¢ok farkli sekillerde karsimiza ¢ikmasina bir 6rnektir.

2.2.Tribonacci Sayilar

Tribonacci sayilari, ilk olarak 1963 yilinda Amerika’da daha heniiz 9. Sinif 6grencisi
iken Mark Feinberg tarafindan kesfedilmis olup kendisine Gen¢ Bilim Akademisi
Sampiyonlugunu kazandiran projenin i¢inde yer alan o6zel bir say1 dizisidir. Mark
Feinberg’in Bilim senligi i¢in hazirlamis oldugu ve gonderdigi bu ¢alisma Fibonacci
Quarterly dergisi tarafindan yayinlanmaya deger bulunmus ve kendisi gelecek vadeden

ogrenci ddiiliine layik goriilmiistiir.

Fibonacci ve Lucas sayilar1 goz Oniine alindiginda, her say1 kendisinden bir 6nceki
ardisgik iki saymin toplami olarak ifade edilir, yani ppiq =pp +pPno1, n=>1
seklindedir. Tribonacci sayilarmin dagilimi incelendiginde, belli bir terimden sonraki
her bir sayinin, kendisinden bir onceki ardigik ii¢ sayimnin toplami seklinde oldugu
goriilmektedir. Boylece bu yeni dizi gniq = qn + Gn-1 + qn-2, n =2 seklinde
tanimlanmistir. Dizinin baslangi¢ terimleri q; =1, q, = 1, g3 = 2 olarak verilmis
olup bu tanimlama Mark Feinberg tarafindan baslangicta gq, dizisi olarak
tamimlanmistir; ancak daha sonra bu sayilar Tribonacci dizisi olarak adlandirilmis ve

terimleri T,, ile gosterilmistir. Bu dizideki ilk birkag sayi;

1,1,2,4,7,13, 24, 44,81, 149, 274,504, ...
seklindedir.



Fibonacci ve Lucas dizilerine benzer olarak, Tribonacci dizisi de yakinsaktir. Fibonacci
sayilar1 arasindaki oranlar dikkate alindiginda p,,/pn4+; oran1 0.6180339... degerine
yakinsar ve p,,1/p, orani ise 1,6180339... Phi (®) degerine yakinsar. Tribonacci say1
dizisinde ardisik iki saymnin (g, /q,+1) oran1 0.54368901... degerine yakinsar.
(qn+1/qr) orani ise 1.83928675... irrasyonel degerine yakinsar. Bu deger Tri-Phi (P3)
olarak adlandirilmigtir (Feinberg 1963).
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Sekil.2.2. Altin dikdortgen ve giimiis dikdortgen (Feinberg 1963)

Dizilerin tekrarlama bagintisina uygun olarak elde edilen sayilar iinlii Fibonacci altin
dikdortgeninde gosterilir. Sekil 2.2. Tribonacci dizisindeki tekrarlama bagintisina uygun
olan sayilar ile bir dikdortgen olusturulabilir ancak bu dikdortgen altin dikdortgen kadar
diizgiin bir kurala sahip olmadigindan giimiis dikdortgen olarak adlandirilir. Uzun
kenar1 (q,41) Ve kisa kenar1 (q,,) olan giimiis dikdortgen, altin dikdortgene oranla daha
biiylik kenar uzunluklarina sahiptir. Glimiis dikdortgendeki kenar uzunluklan q, = 24
ve q,_1 = 13 olan Kareler ¢ikarilarak kenar uzunluklart (q,41 — qn) Ve (Qn — Qn-1)
ile (qn—1) Ve (qn_z) olan orijinal iki yeni dikdortgen goriiliir (golgeli alanlar). Bu
dikdortgenlerden birinin kenar uzunluklart q,,_; ve q,_, Tribonacci sayilar1 iken
digerinin kenar uzunluklari Tribonacci de bulunmayan sayilardir ancak bu kenar
uzunluklart (41 —qn) Ve (qn — qn-1) ardisik Tribonacci sayilarinin farki oldugu

goriiliir.

Bu dikdortgenin uzun kenari (q,41 — q,) Ve kisa kenar1 (q,, — q,_41) dir. Bu form her
bir Tribonacci sayisindan 6nceki saymin ¢ikarilmasiyla elde edilen birinci ara dizideki
sayilardan olusur. ikinci ara dizi ise birinci ara dizideki terimlerin ardisiklarindan

cikartilmasiyla elde edilir. Giimiis dikdortgeni daha da devam ettirerek yeni ara dizilerin



yeni sayilart da ortaya ¢ikar. Bu diger diziler, ilk iki ara diziyle ayni sekilde iiggenleme
yontemi ile olugturulur. Sekil 2.3. ilk iki ara diziyi gostermektedir.
1, 1, 1, 3, 5 9, 17, 31,..
0, 1, 2, 3, 6, 11, 20, 37, 68,...

1, 1, 2, 4, 7, 13, 24, 44, 81, 149,...

Sekil 2.3. Ikinci ara dizi, birinci ara dizi ve Tribonacci dizisi (Feinberg 1963).

Biitiin bu ara diziler Tri-Phi degerine yakinsar ve bu dizilerdeki her bir say1, onceki ii¢

terimin toplamudir. iki Fibonacci yakinsagi, yani herhangi bir Fibonacci sayismin
kendinden bir 6nceki sayiya orant (pp41/pn) » x =1 +i karesel denklemini gergekler.

Bu denklem ise dikddrtgenin uzun kenarinin kisa kenarina boliimiiyle yapilan islemlerin

birbirine esitlenmesiyle elde edilir. Sekil 2.4.

o +1

Sekil 2.4. Karesel denklemin bulunusu (Anonim 2019)

Dizideki herhangi bir sayinin bir oncekine boliimii, Tribonacci yakinsak degerini

(dn+1/9y) Vverir. Tribonacci yakinsaklart y = 1 + % + y—12 kiibik denklemini gergekler

(Feinberg 1963). Bu kiibik denkleminin koklerinin bulunusu alt boliim basligi olan (2.5)
te incelenecektir.



Tribonacci dizisinin (q,44). terimini veren formiil n > 2 igin,

dn+1 = qn + qn-1 T+ dn-2

olarak yazilir. Bu esitligin her iki tarafi q,_, ¢ boliinerek,

qn+1 — qn + 1 + qn—Z
dn-1  9n-1 Jn-1
elde edilir. Burada
qn+1:t . qn -t _qn—1:
A " Guer N T dpey V7

degisken degisimi yapilarak esitligin sol tarafi;

dn+1 _ 9n+1 QOn

dn-1 B Qn-1 .qn

Qn+1 dn
dn  Qqn-1

= ty.th1

olarak yazilir. Benzer degisken degistirme sag tarafa da uygulanirsa tiim esitlik t,

cinsinden;

t‘l’l'tn—l = tTl—l + 1 +

n-—2

olarak yazilir. Yine esitligin her iki tarafi t,,_, e boliinerek

1 1
t, =1+ +
tho1 tho1th

elde edilmis olur (Feinberg 1963).



Tim t, terimleri bir y degerine yakinsar. Dolayisiyla tim t,, ler yerine y yazilir.

Boylece

karakteristik denklemi elde edilir.

Yukaridaki benzer islemler Tribonacci dizisinin terimlerinin orani kullanilarak

dn+1

yapilirsa elde edilen say1 asagidaki kiibik denklemi saglar.
! 14+y+y?
- = yry
y

Fibonacci  yakinsagiin Pn_0,6180339... kutupsal  koordinatlarda kagida

Pn+1

yerlestirilmesiyle doganin her yerinde bulunan {inlii sarmalin tretildigi bilinmektedir.

Grafik ¢izilirse Tribonacci yakinsaginin —= 0,54368901... biraz daha siki bir spiral

dn+1

olusturdugu goriiliir.

Iyi bilinen bir Fibonacci uygulamasi varsayima dayanan bir agagtir. Her dal baska bir
dalin filizlenmesini saglamak i¢in bir sonraki yil dinlenmeye geger ve yeni olusan
dallarin sayis1 Fibonacci dizisinde toplam 1, 2, 3, 5, 8,... olur. Eger agacin her dali iki
yil boyunca filizlenip bir yil dinlenince, Tribonacci dizisinde olusan dallarin sayisi
toplam 1, 2, 4, 7, 13, ... olacaktir. Sekil 2.5.



Sekil.2.5. Soldaki Fibonacci agaci ve sagdaki Tribonacci agaci (Feinberg 1963)

2.3. Tribonacci Dizisi ve Polinomlari

2.3.1. Tanmm: Baslangi¢ sartlar1t Ty, =0, T; =T, = 1ve T3 = 2 olmak iizere n = 3

icin terimler agsagidaki gibi
Th=Th-1+Th2+Tys (2.1)
tekrarlama bagintisi ile ilerleyecektir ve boylece Tribonacci sayilart olan T, elde edilir.

Asagidaki tlicgenin artan kosegenleri iizerindeki sayilarin toplami Tribonacci sayi

dizisinin ardigik terimlerini verir.

Sekil 2.6. Tribonacci tiggeni (Koshy 2001)



Tribonacci polinomlart ve Tribonacci dizisinin katsayilar1 arasindaki iliski asagidaki

gibi verilmistir:

To(x) =0, Ty(x) =1,T,(x) = x?
Tn+2(¥) = x°Tpi1 () + xT () + Ty (), 1 2 2. (2.2)

Tribonacci polinomlari T, (x) ile tanimlanir (Hoggatt ve Bicknell 1973).
T,(1) =t, tim pozitif n tamsayilart i¢in n. Tribonacci sayisi olmak {iizere, birkag

Tribonacci polinomu

Ti(x) =1,

T,(x) = x?,

T3(x) = x* + x,

To(x) = x®+2x3 +1,

Ts(x) = x® + 3x° + 3x2,

Te(x) = x1° + 4x7 + 6x* + 2x,

T,(x) = x*2 + 5x°% + 10x° + 7x3 + 1,

Te(x) = x¥* + 6x' + 15x8 + 16x° + 6x2,

To(x) = x16 + 7x13 + 21x1° + 30x7 + 19x* + 3x,

Tio(x) = x18 + 8x15 + 28x12 + 50x° + 45x° + 16x3 + 1.

seklindedir. Sekil 2.6. daki Tribonacci liggeni ile benzer sekilde Tribonacci polinom

ticgeni asagidaki cizelgede tanimlanir.

Cizelge 2.1. Tribonacci polinom iiggeni (Ramirez ve Sirvent 2014)

0 1 2 3 4 5
01
1(x% |«x
2 [ x* | 2x3+1 x?
3 x® | 3x>+42x% | 3x*+2x x3
41 x8 | 4x7 +3x* | 6x° +6x3+1 4x> + 3x? x*
5| x| 5x% + 4x°® | 10x8 + 12x° + 3x2 | 10x7 + 12x* + 3x | 5x® + 4x3 | x°




Tribonacci dizisinin daha ileri ¢alismasi i¢in, bu sayilarin iirete¢ fonksiyonunu bilmek
faydali olacaktir. Urete¢ fonksiyonunu bulmak icin, dizinin terimlerinin sonsuz bir

polinom olan T(X) in katsayilar1 oldugunu kabul edelim.

T('x) = Tl + sz + T3x2 + T4x3 + T5x4' + .-

—xT(x) = —Tyx — Tox? — Tyx3 — Tyx* — -+
—x%T(x) = —Tyx? — Tox3 — Tyx* — -+
—x3T(x) = —T1x3 - T2X4 — e

T(x) —xT(x) —x?T(x) = x3T(x) =T, =1
TxX)(1—x—x*2-x3)=1

1
X —x2— 43

T(x) = T

Bu sekilde Tribonacci dizisinin iirete¢ fonksiyonu T(x) bulunur.
Tribonacci dizisi kendi {izerine katlanir olma 6zelliginden dolayi, bu sekilde de anilip
katlanabilir dizi olarak da incelenir. Bu dizinin birinci siitunu Cizelge 2.2. T(X) in

katsayilar1 olarak tanimlanir.
T(x) = T1 + sz + T3x2 + T4_x3 + vos + Tnxn—l + .

Ikinci ve sonraki siitunlar iki sekilde bulunur. ilk ydntem, dizinin kendi iizerine
katlanilmas ile bulunur. Tlk siitunun Tribonacci dizisi oldugu ve fonksiyon tarafindan
iiretildigi goz oniinde bulundurulursa, ikinci satir1 elde etmek i¢in, 2 numarali satirdaki
saymin Ustliinde bulunan iki say1 ve solunda bulunan bir saymin toplami seklinde
bulunur. Bu 6zellik tiim 2 numarali satirdaki sayilar i¢in gegerlidir. 2 numarali siitun ve
3 numarali satirin kesismesiyle olusan sayiy1 elde etmek i¢in, bu sayimnin iistiindeki ti¢
saylya, solundaki bir say1 eklenerek elde edildigi goriiliir. Bu 3. satir ve sonrasinda

devam eden 4, 5, ve 6. satirlar igin de tekrar ettigi goriiliir.
T (x) in sirali dogal say1 kuvvetleriyle olusturulan T™(x) dizisine T(x) in kuvvet dizisi

denir. Ikinci yontem kuvvet dizisi yardimiyla, ilk siitunun Tribonacci dizisi oldugu ve

fonksiyon tarafindan {iretildigi hatirlanirsa, ikinci siitunu tiiretmek igin, ilk siitundaki

10



iireteg fonksiyonunun Kkaresi alinir. Ugiincii siitun T3 (x) , dérdiincii siitun ise T*(x) ve

benzer sekilde devam eder. Bu nedenle dizi asagidaki gibi temsil edilir:

Cizelge 2.2. n. siitiin ve T"(x) polinomunun katsayilar1 arasindaki iligki (Scott ve ark.
1977)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

3|4 12| 25 | 44 | 70 | 104 | 147 | 200 | 264
417 26| 63 | 125|220

5113 |56 | 153 | 336 | 646

6

Aynmi diziyi tiiretmek i¢in kullanilan ikinci yontem, kendi {izerine katlanir dizisinin

neden bir kuvvet dizisi olarak da adlandirilabilecegini agikga gosterir.

1

1—x—x%2—x3

T(x) =

ilk siitunu retir,

A -

1—x—x%—x3

ikinci slitunu Uretir ve

AR

1—x—x%—x3
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liclincii siitunu iiretir ve bunu su sekilde yazabiliriz:

=)

1—x—x%2—x3

T™(x) asagidaki gibi yeniden yazilirsa:

T"(x) = (1 e —1x2 _ x3> (1 —x —1x2 — x3>n_
) = (fo ) T

olur. Bu denklemin iki tarafim1 (1 — x — x? — x3) ile carparak asagidaki denklemi elde

edecegiz

(a) T™(x) = xT™(x) + x2T"™(x) + x3T™(x) + T 1(x)

veya tim T™(x) li terimler bir araya getirilerek asagidaki denklemi elde edecegiz:

(b) T 1(x) = T™(x) — xT™(x) — x?T"(x) — x3T™(x).

Bu, n'inci siitunun, sirayla x, x? ve x3 ile ¢arpimmin kendisinden ¢ikarilmasiyla bir
onceki siitun bulunur. Bu 6zel dizi yukarida agiklanan iki yoldan biriyle bulunur ve
dogrulanir. Ayni diziyi bulmak igin igiincii daha basit bir yontem de Ornekten
faydalanarak istenilen formu elde etmektir. Bu formu bulmak i¢in kuvvet dizisi

hatirlanirsa, asagidaki denklemler elde edilir. n = 4 i¢in T*(x) i inceleyelim.

T"(x) =T*(x) = 1+ 4x + 14x? + 44x3 + 125x* + ..
T 1(x) =T3(x) =1+ 3x +9x? + 25x3 + 63x* + ...

boylece yukaridaki (b) denkleminde sirayla T#(x) yerine yazilirsa:

T*(x) — xT*(x) — x2T*(x) — x3T*(x) = T3(x)
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T*(x) =1+ 4x + 14x? + 44x3 + 125x* + -

—xT*(x) = —x—4x*— 14x3 — 44x* — -
—x2T*(x) = —x? — 4x® — 14x* — -
—x3T4(x) — —x3 — 4x* — ...

T*(x)(1 —x —x%? —x3) =1+ 3x +9x% + 25x3 + 63x* — -

bdylece kendinden bir dnceki siitun olan T3 (x) olarak bulunur.

T3(x)

T*(x) =
() =
Bununla birlikte burada elde edilmek istenen, bu yontemi tiim siitunlara gore, herhangi
bir siitun veya satirdaki belirli bir 6geye uygulamaktir. Herhangi bir siitundaki belirli bir
terimin yazimi agagidaki denklemde gosterildigi gibidir

T™(x) = xT™(x) + x2T™(x) + x3T"(x) + T" 1 (x)

(Scott ve ark 1977).

2.4. Tribonacci-Lucas Polinomlari

2.4.1 Tammm: Tribonacci-Lucas polinomunun tanimi su sekildedir n € N olmak {izere,

Kn+3(x) = 22Ky iz (%) + xKpp i1 () + K (%),
Ko(x) =3, K;(x) = x2, K, (x) = x* + 2x

dir (Yilmaz Taskara 2014). K,(1) = K,, birkag Tribonacci-Lucas polinomu asagida

verilmistir:
Ky(x) =3,
K (x) = x?,

K,(x) = x* + 2x,
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K3(x) = x° + 3x3 + 3,

Ki(x) = x® + 4x° + 6x2,

Ks(x) = x1° + 5x7 + 10x* + 5x,

Kg(x) = x12 + 6x° + 15x° + 14x3 + 3,
K,(x) = x™* + 7x11 + 21x8 + 28x> + 14x2.

Cizelge 2.3. Tribonacci - Lucas polinom tiggeni (Yilmaz Taskara 2014)

nTo |1 2 3 4 5
0 |3
1 |x? | 2x
2 |x* |3x3+3 2x?
3 | x® | 4x>+4x? | 5x* + 5x 2x3
4 | x® | 5x7 +5x* | 9x®+12x3 + 3 7x° + 7x? 2x*
5 | x| 6x°+ 6x° | 14x8 + 21x° + 7x? | 16x7 + 24x* +8x | 9x° 4+ 9x3 | 2x°

2.4.2. Teorem: Tribonacci polinomlari T,,(x) ve Tribonacci-Lucas polinomlart K, (x)

olmak tizere ikisi arasindaki iligki , n = 2 icin

Kn(x) = xZTn(x) + 2xT,_1 (%) + 3T, (x)

dir (Kose ve ark. 2014).

Ispat: Tiimevarim ispat yonteminden faydalanarak, n = 2 icin

K, (x) = x2T,(x) + 2xT, (x) + 3T, (%),

=x*+2x

oldugundan esitlik dogrudur. Varsayalim ki tiim pozitif m’ler i¢in
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Ky (%) = x2T (%) + 2xTy—1(x) + 3T—5 () (2.3)

denklemi dogru olsun. O halde n =m + 1 igin (2.3) denkleminin dogru oldugunu

gosterelim.
Km+1(x) = xZTm+1(x) + Zme(x) + 3Tm—1(x) (2.4)

denklemi seklinde yazilir. (2.4) esitliginin sol tarafi dikkate alinirsa, tekrarlama bagintisi

su sekilde agilir
Km+1(x) = szm(x) + me—l(x) + Km—z (X)
denklem (2.3) kullanilarak

K1) = %% (2T (%) + 2xTip—1 (%) + 3T (%)) +
X(2%Tin—1 (%) + 22T (%) + 3Ti_3(x)) + (**Trn—2(x) + 2xTy_3(x) + 3Trp_4(x))

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilarak
K1 (x) = x* T, (%) + 3x3T—1 (%) + 6x2T 5 (%) + 5xTpy_3(x) + 3T_4(x)
bulunur ve son olarak (2.2) denkleminden yararlanarak,
K1 () = 22T (%) + 2xT, (%) + 3T 1 (%)
sonucuna tiimevarim ile ulasilir. m

2.4.3. Sonug: Tribonacci sayilar1 T, ve Tribonacci-Lucas sayilar1 K, arasindaki iliski

n = 2 olmak tizere

K,=T,+ 2T,_1 + 3Ty,
dir (Kose ve ark. 2014).
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2.4.4. Teorem: Tribonacci-Lucas polinomlart igin tirete¢ fonksiyonu

3—2x2%z—xz?

G(z) = 22 2.5)
dir (Kose ve ark. 2014).
Ispat: G(2), {K,(x)},en+ polinomunun iireteg fonksiyonu olsun.
G(2) =Ky(x) + K;(x)z + K,(x)z? + ... + K,,(x)z™ + -+ (2.6)

(2.6) da verilen G(z) iirete¢ fonksiyonu sirastyla x%z, xz2 ve z3 ile garpildiktan sonra

x?2G(z) = x*Ko(x)z + x*K, (x) 2% + x*K,(x) 23 + ... + x*K,(x)z™ + ...
xz2G(2) = xKy(x)z? + xK; (x)z3 + xK,(x)z* + ... + xK,(x)z""% + ... (2.7)
723G (2) = Ko(x)Z3 + Ky (x)z* + xK,(x)z° + ... + K, (x)z"*3 + ...

elde edilir. Son olarak (2.7) denklemlerinin toplami (2.6) dan ¢ikarilirsa

Ko(x) + Z(K1(X) - szo(x)) + z* (Kz(x) — X2K1(X) — xKo(x))
1—x2z—xz%2—23

G(z) =

Tribonacci-Lucas polinomlari igin tirete¢ fonksiyonu elde edilir. m

2.5. Tribonacci Polinomunun Kokleri

n> 2 i¢in, Tribonacci dizisi {T,,} NEN tanimlanirken

Thy1 =Ty +Thq + T (To=0, T, =T,=1) (2.8)

n

tekrarlama bagmtis1 ile n. Tribonacci sayisinin a™, ™, y™ nin dogrusal Dbir

kombinasyonu oldugu goriiliir:
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n+1 n+1 n+1
a B 14

W= a— e G-0@-n  T-00-5

(Kose ve ark 2014). Burada o gergek kok, B ve y karmasik eslenik koklerdir.

x3-x2—-x—-1=0 (2.9)

a, B ve y (2.8) ve (2.9) karakteristik denkleminin kokleridir. a, f ve y (2.12)

denkleminden faydalanarak

_1+V19+3V33+V19-3V33

a

3
. 1+wv19 + 3v33 + w?V19 — 3v33
- 3

1+ w219 + 3v33 + w319 — 333
3

y =
bulunur. Burada

_—1+iV3

almmustir (Elia 2001).
Yukarida (2.9) denkleminin genellestirilmis hali asagidaki gibidir.
B+pxi+qgx+r=0 (2.10)

Verilen tigilincii dereceden denklemin (kiibik denklem) kokleri yerine koyma yontemi ile

bulunur. Acik bir ifadeyle (2.10) denkleminde
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yazilip
yi+ay+b=0 (2.11)

seklinde bir denklem elde ettikten sonra (2.11) denkleminde
1
=—(3g — p?
a=z03q-p%)
b = ! 2p3 —9pq + 27
=57 (2p”° —9pq r)

a ve b’yi yerlerine yerlestirip gerekli diizenlemeler yapildig: takdirde bu denklemin iig
kokii oldugu asagidaki gibi goriiliir:

i3

y2=—%(A+B)+T3(A—B)! (2.12)
1 i3 |

y3=—3@A+B)-—-(A-B))

i?2 = —1 olmak tizere

A ve B (2.12) denkleminde yerlerine yazildiginda ii¢ kok asagida dogrulanir:

-y -y)y—y3) =@ —-A-B)¥*+ (A+B)y+A*— AB + B?)
=y3 —34ABy — (A + B)(A* — AB + B?)
=y3—34By — A®> — B3
=y3+ay+b.
(Jia 2017).
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3. TRIBONACCI Dizisi ICIN LUCAS POLINOMLARINDAN
FAYDALANARAK OLUSTURULAN OZDESLIKLER -  URETEC
FONKSIYONU

S, genellestirilmis Tribonacci dizisi olarak da adlandirilan, genellestirilmis Lucas dizisi

olsun. S, ’in tekrarlama bagintisi
Snt1=Sn +Sp-1 + Sz, (3.1)
seklinde ve Sy =3, S; = 1veS, = 3 baslangi¢c kosullariyla birlikte S,, bir dizidir
(Sloane 2002). Hatirlanirsa {a, 8,v}, x3 — x? —x — 1 = 0 karakteristik polinomunun
kokleri idi. Koklerin degerleri
a = 1.8392286 ..., |B| = |y| = 0.737353 ... (3.2)
dir. S,, dizisi i¢in Binet formiiliinii kullanarak

Sp=a*+p"+y", (3.3

elde edilir (Elia 2001). A(x) tireteg fonksiyonu olmak tizere

seklinde ifade edilir (Catalani 2002). Tribomatrix olarak adlandirilan su matrisi

diistinelim,

A matrisinin bulunusu su sekildedir. Asagidaki (3.5) matrisinde n=1 alinirsa ve

hatirlanirsa, T, = Tp_q + Ty + Tp_z iken T, =0,T; = 1,T, = 1 sartlartyla
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Ty T To
A = T1 + TO TO + T—l T—l + T_z
T, T, T .

n:2iginT2:T1+T0+T_1, T_1:0,
n=1iginT1=T0+T_1+T_2, T_2:1,

dir. A matrisinin 6zdegerleri {a, 8,y} dir. Bu karakteristik denklemin ozdegerleri ve

katsayilar1 arasindaki iliskileri kullanarak,

a+pf+y=1
af+ay+ By = -1 (3.4)
afy =1

bulunur. (3.1) Karakteristik denklemi
Py(A) = det(Al — A)

yardimiyla

= det[ -1 A -1
-1 0 A

= (A - D(-D"I2 + (-2—1)
B -A2-2-1=0

A—-1 -1 O]

bulunur. Timevarim ile

Tn+1 Tn Tn—l
A =Ty +They Thoa+Thz Tpz + Ty (3.5)
Tn Tn—l Tn—z

(2.1) denkleminden faydalanarak ve (3.5) matrisinin asal (esas) kosegen iizerinde

bulunan elemanlarinin toplami seklinde
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iz(A™) = tr(A™) = S,
=Th1+Tp1+ T2 + Tz
= T‘I‘L + TTL—l + TTL—Z + Tn—l + ZTn_2
=T, + 2T,_1 + 3T,_,
yazilir, burada tr(-) iz operatoriidiir. (2.1) tekrarlama bagintisindan yararlanarak S,,
ayni zamanda
= T‘l’l + ZTTl—l + 3Tn_2
=Ty + 2Ty + 3(Tpy1 — T — Tv)
Sn = 3Tn41 — 2T — Ty
seklinde de ifade edilir (Catalani 2002).
Burada C,;:

Cn — an’Bn + anyn + ﬁnyn

seklinde tamimlanirsa, (3.5) denklemindeki A, matrisinin 2. mertebeden asal

mindrlerinin determinantlarinin toplami olarak

Cn = 2Tn41Tn—2 + Tn41Tn-1 — Tn2 — 2T Th-1 — Th-1Th-3 + Tr%—z (36)

yazilir. €, in bulunusu (2.1) denklemi yardimiyla asagidaki diizenlemeler ile birlikte

Thi1Th— = (Tn +Thq+ Tn—z)(Tn—Z)
= (ThTh—z2 + Tqo1Tp—p + Tg—z)

(3.6) denkleminde

Thy1Tho1 = (Tn + Ty 1+ Tn—Z)(Tn—l)

(3.6) denkleminde ve son olarak
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Ty 1Th—3 = (Tn—l)(Tn —Th1— Tn—z)
=TnTh-1— Tr%—l —Th-1Th—

denklemi (3.6) denkleminde yerine yazilirsa
Cp = =T, > + 2T 4+ 3T?_,—2T,Tp_1 + 2T, Ty + 4T, 1T,

elde edilir (Catalani 2002).

3.1. C,, ve C,, icin Tekrarlama Bagintilar:

Cyin tanim1 yardimiyla C,,_4, C,_, Ve Cy,_3 yerlerine yazilirsa

—Cp g —Cpy+ Cpg = —q""1pn~1 — gn-lyn=1 _ pn-1,n-1_,n-2gn-2 _
an—Zyn—Z _ ,8"_2)/”_2+a"_3ﬁ"_3 + a”_3y”_3 + ﬁn—3yn—3

— an—3ﬁn—3(1 —aff — azﬁz) + an—3yn—3(1 —ay — a2y2) +
B3y 3 (1 = By — By?)

elde edilen (3.4) denklemlerinde kokler arasindaki iliskileri kullanarak,

1—af —a?p? = afy — af — a?pB?
=ap(y—1-ap)

=af(y +af +ay + By —ap)
= af(y +ay + By)
=afy(l+a+p)
=1+1-vy

=2—y

bulunur. Elde edilen diger ¢arpimlar i¢in ayn1 hesaplamalari tekrarladiktan sonra,
_Cn—l - Cn—z + Cn—3 = an—3ﬁn—3(1 - aﬁ - aZBZ) + an—3yn—3(1 —ay — a2y2) +

B3y (1 = By — B*y?)
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="M —y) + @y R (2 - B) + By (2 — )

— 2an—3Bn—3 _ an—slgn—Sy + 2an—3yn—3 _ an—3yn—3ﬁ +
zﬁn—3yn—3 _ ﬁn—Syn—Sa

— 2(an—3’8n—3 + an—syn—s + Bn—3yn—3) _ (0("_3,3"_3)/ +
an—3yn—3’3 + ’Bn—3y‘n—3a

— 2(an—3’8n—3 + an—syn—s + Bn—3yn—3) _ aﬁy(a"“*ﬁ"“* +
an—4yn—4 +ﬁn—4yn—4)

=203 —Chy

Cpo1=—Chy —Ch3+Chy

elde edilir. Bu sekilde C, i¢in tekrarlama bagintisi

Cp=-Ch1—Ch+ (3 (3-5)

olmak iizere baslangi¢ sartlar

CO = 3, Cl = _1, Cz =-1

ile birlikte verilir. C, i¢in iireteg¢ fonksiyonu,

3 4 2x + 3x?
1+ x4+ 3x2—x3

Ax) = (3.6)

elde edilir (Catalani 2002).

C,, icin tekrarlama

(3.5) denkleminde n yerine 2n yazilirsa ve gerekli diizenlemeler yapildigi takdirde,

Con = —Capq — Cap—z + Con_3
=Cop—2+ Con3 — Con_s + Copn_3+ Cop_y — Cops — Cop_gy — Cops + Cong
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= Con-2 + 2Con-3 — (g4 — 205 + Con—s

= —Con-2 = 3Con—4 + Con6 + 2002 + 20503 + 2C3n—4 — 20op—s
= —Con2 = 3Cm-s*+ Con-6 + 2023 — 2(—Con-3 — Con-4 + C2ns)
= —Con—2 = 3Con—4 + Con-6 + 2Con—2 — 2Cop—

C,y, 1¢in tekrarlama bagintisi

Con = —Can—z — 304 + (o, (3.7)
CO = 3,C1 == _1,C4_ = _5

baslangi¢ kosullar1 ile birlikte verilir. C,,, i¢in iirete¢ fonksiyonu,

3 + 2x + 3x?
1+ x+3x2—2x3

Alx) =

seklindedir (Catalani 2002).
3.2. Genellestirilmis Tribonacci Dizisi ile lgili Ozdeslikler
n = m olmak tizere (3.2) denkleminden faydalanarak

SuSnm = (@™ + B +y™) (@ gy

— (a2n+m + @AM 4 gnyntm g gnimpgn '32n+m +
'Bnyn+m + an+myn + ﬁn+myn + y2n+m

= Sonam @B (@™ + ™) + "y (@™ +y™) +
By (BT Y™

= Sonem + @S — V™) + @Y (S — M) +
By (Sm—a™)

= Sonim + Sm(@"B™ + @™y + BMy™) —
QBT (QT BT - Ny M Ry oy

= Sontm T SmCn — Cpom. (3.8)
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bulunur. Diger yandan n < m olsun. Ugiincii toplamda bir araya getirilen a™f™y™ nin
sonraki satirindan son satirina kadar islemler ayni sekilde devam eder. Sonug su sekilde

verilir (Catalani 2002).

SnSn+m = San+m + SmCn — Sm-n- (3.9)

3.2.1. Sonug: C, ve C,, ileilgili (3.8) denkleminde eger n =n —1 ve m = 1 alinirsa
($:=1)

SnSn-1 = Son—1 + Gy — Gy
denklemi bulunur. Eger m = n alinirsa (S, = 3)

SnSon = S3p + 5,6, — 3

bulunur. Genellikle asagidaki denklem kullanilir. (3.8) denkleminde m = n(m — 1)

alinirsa

SnSnm = Sn(m+1) + Sn(m—l) Cn — Sn(m—z)
elde edilir. Eger m=0 alinirsa (S, = 3)

SZ=S5,,+3C, —C,
= Syn + 2C, (3.10)

bulunur. Kiip ic¢in (3.8) ve (3.9) denklemleri kullanilarak, ayni islemler tekrar
edildiginde

S3 = §25,
= (San + 2C) Sy
= SpSnin + 25,0y
= Son+n T SnCn — G + 25,65
= S5, + 35,C, — 3 (3.11)

oldugu sonucuna ulagilir (Catalani 2002).
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4. SONUC

Bu ¢alisma literatiirdeki 6zel say1 dizileri ile ilgili kaynaklarin bazilarindan faydalanarak
bir derleme bi¢ciminde olusturulmustur. Bu derleme yapilirken Fibonacci, Lucas gibi
say1 dizilerinden ¢ok daha sonra bulunan Tribonacci dizileri, Tribonacci Polinomlari ve
bu polinomlarin iirete¢ fonksiyonlari ile ilgili teoremler bir araya getirilmistir. Boylece
okuyucu igin bilgi sahibi olunabilecek ve kolay anlasilabilecek bir kaynak
olusturulmaya galisilmistir. Bu ¢aba sirasinda detayli bir literatiir taramasi yapilmis olup

konu ile ilgili ¢cok sayida makale ve kitap incelenmistir.
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