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OZET

Yiiksek Lisans Tezi
DENK SAYILAR ve ELIPTiK EGRILER
Nagihan KURNAZ

Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Osman BiZIM

Bu caligmada ¢o6ziimii {izerinde olduk¢a uzun zamandir ugrasildigi halde heniiz
cozililememis en eski sayilar teorisi problemlerinden birisi olan “denk say1 problemi” ele
alimmistir. Denk say1 problemi iizerine glinlimiize kadar yapilmis olan c¢aligsmalarin bir
kism1 bir araya getirilmeye c¢alisilmis ve denk say1 problemi ile eliptik egriler arasindaki
iliskiler ele alinmustir. ilk 6nceleri tamsayilar halkasi iizerinde olusturulan denk sayi
problemi once rasyonel sayilar cismine, daha sonra da rasyonel sayilar cisminden daha
genel say1 cisimleri lizerine tasinmistir. Daha sonra eliptik egriler ile denk say1 problemi
arasindaki iliski kesfedilmis ve denk say1 probleminin heniiz ispatlanamamis olan Birch
ve Swinnerton-Dyer konjektiiriiniin en 6nemli uygulamasi oldugu goriilmistiir. Eger
Birch ve Swinnerton-Dyer konjektiirii dogru ise bir tamsayinin bir denk sayi1 olup
olmadiginin belirlenmesi probleminin bir sonlu kiimenin kardinalitesinin belirlenmesi
problemine indirgendigi sonucu elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Denk say1 problemi, denk say1, eliptik egri, Birch ve Swinnerton-
Dyer konjektiirii.
2017, vi + 66 sayfa.



ABSTRACT

MSc Thesis

CONGRUENT NUMBERS and ELLIPTIC CURVES

Nagihan KURNAZ

Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Osman BiZIM (Uludag University)

In this work “the congruent number problem” which is the oldest problem of number
theory that has not yet been solved despite having studied on the solution for quite long
time is discussed. Some of the studies on the congruent number problem have been
done until these days is collected. The relation between the congruent number problem
and ellliptic curves is given. The congruent number problem was first consider on the
ring of integers then field of rational numbers and then the more general number fields
than the field of rational numbers. Then the relation between elliptic curves and the
congruent number problem is discovered and it is shown that the congruent number
problem is one of the important application of Birch and Swinnerton-Dyer Conjecture
which has been proved yet. If the Birch and Swinnerton-Dyer Conjecture is true it was
derived that the problem of determining whether an integer is a congruent number is
reduced to the problem of determining the cardinalty of some finite set.

Key Words: Congruent number problem, congruent number, elliptic curve, Birch and
Swinnerton-Dyer Conjecture.
2017, vi + 66 pages.
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1. GIRIS

Bu c¢aligmada, verilen bir dogal sayinin bir denk say1 olup olmadigini belirleyen bir
algoritmanin veya bir yontemin bulunmasi anlamina gelen ve sayilar teorisinin, hatta
matematigin en eski, en biiyilik ¢oziilememis problemi olan, “denk sayi problemi” olarak
adlandirilan problem ele alinacak ve bugiine kadar bu problem iizerine yapilmis olan
calismalarda elde edilmis sonuglarin sadece bir kismi bir araya getirilmeye

caligilacaktir.

Denk say1 problemi, antik ¢agin 200’1l yillarinda yasamis en biiylik matematikgilerin-
den biri olan Diophant tarafindan yazilmis ve 13 kitaptan olusan “Arithmetica” isimli

calismanin 3. Kitabindaki 19. Problem:

“Oyle dért say1 bulunuz ki bu sayilarin toplamlarmin karesi ile bu sayilardan sadece

birinin toplam1 veya farki herhangi bir sayinin karesi olsun, yani
(X1+X2+X3+X4)2iXiZD

olacak bigimde X1, X2, X3, X4 tamsayilar1 bulunuz.”

ve 5. Kitabindaki 7. Problem:

“Oyle ii¢ sayr bulunuz ki bu sayilardan herhangi birinin karesinden bu ii¢ saymin

toplamu ¢ikarildiginda veya toplandiginda herhangi bir sayinin karesi olsun, yani
Xi2 £ (X1 + X2 + X3) =[]
olacak bi¢cimde X1, X2, X3 tamsayilar1 bulunuz.”

olarak goriilmektedir, burada “I7” simgesi ile herhangi bir tamsaymin karesi gosteril-

mektedir.

Al-Kazin gibi Arap matematikgilerin bu problem {izerine yapmis olduklari arastirmalar-
dan ve g¢aligmalardan, bu problem iizerine yapilan ilk sistematik ¢aligmalarin 10. ylizyila
kadar uzandig1 goriildiigii halde muhtemelen ¢ok daha eski bir tarihe sahip oldugu
diisiiniilmektedir (L. E. Dickson 1920). 972 yilindan daha 6nce, kimler tarafindan yazil-

dig1 bilinmeyen Arap matematik yazilarinda denk sayi probleminin orijinal hali;



“Verilen bir N tamsayst icin X2 — N ve x? + N sayilar1 birer kare olacak bigimde bir x?
tamsayist bulunuz” bi¢giminde goriilmekte ve asagidaki 29 tamsayimnin birer denk sayi

oldugu belirtilmektedir;

5, 6, 14, 15, 21, 30, 34, 65, 70, 110, 154, 210, 221, 231, 286, 330, 390, 429, 546, 1155,
1254, 1785, 1995, 2730, 3570, 4290, 5610, 7854, 10374.

Daha sonra kim olduklar1 bilinmeyen Arap matematikgiler tarafindan 14 tanesi karesiz

olan denk sayilarin 52 tanesi listelenmistir.

Arap matematikg¢ilerden sonra bir¢ok matematik¢i de bu problem ile ilgilenmistir. Denk
say1 problemine esdeger oldugunu bilmedigi halde, Pisagor tgliileri lizerine ¢alismalar
yapmis olan Fibonacci, bu matematikg¢ilerden sadece biridir. “Bir kare tamsayinin bes
fazlas1 veya 5 eksigi de bir kare tamsay1 olabilir mi, yani y> — 5 = x?> ve y> + 5 = 72
olacak bicimde X, Yy, z tamsayilar1 bulunabilir mi?” sorusunu ortaya koymustur. Daha
sonra Fibonacci bu soruyu, 5 sayisi yerine herhangi bir tamsay1 alarak genellestirmis ve
bu soruyu “Liber Quadratorum” isimli calismasinda 14. Onerme olarak “y? — ¢ = x* ve
y2 + ¢ = 72 olacak bigimde X, Y, z tamsayilar1 bulunabilir mi?” bigiminde ifade etmistir.

Bundan bagka “denk say1” kavramindan da ilk kez bu ¢alismasinda s6z etmis,
X + Y garpani ¢ift ise Xy(X + y)(X — )

ve
X + Yy carpani tek ise 4xy(x + y)(x —y)

bicimindeki sayilara denk sayr adimi vermistir. Ustelik 14. Onermesinde, verilen
y2 — ¢ = x2 ve y? + ¢ = 72 esitliklerinin tamsay1 ¢dziimlerinin sadece C sayisinin bir denk
sayl olmasi halinde var oldugunu da gdstermistir. Fibonacci tarafindan y? — ¢, y? ve
y? + c sayilarma, Latincedeki “congruous” kelimesinin karsiligi olan ve “uygun,
uyusma” anlamima gelen “denk sayr” denmesinin nedeni, bu saymin ii¢ kare sayinin
ortak farki olmasidir. Fibonacci, higbir tam kare tamsayimnin bir denk say1 olamayacagi
gerceginden hareket ile 1 sayisinin da bir denk say1 olamayacagini ifade ettigi halde bu

sonucu ispat edememistir.

17. ylizy1lda Fermat, (lizerinde oldukg¢a yogun olarak calistig1 ve kitabin iizerine bir¢ok

notlar yazdigi bilinen) “Arithmetica” isimli caligmanin ekindeki 20. Problem, yani



“Alan1 verilen bir tamsayr olan, tamsay1 kenar uzunluklarina sahip bir dik tiggen
bulunabilir mi?” problemi ile ilgili ¢calismalar yapmis ve kendisinin gelistirdigi “sonsuz
azalma” yontemini kullanarak, 1 sayisinin bir denk say1r olmadigini ispat etmistir.
Fermat, daha sonra kenar uzunluklar1 rasyonel say1 olan bir dik {iggenin alaninin bir
kare say1 olamayacagini da ifade ve ispat etmistir. Ustelik 1 sayisiin denk sayi
olmamasimnm Xy # 0 olmak iizere x* + y* = 1 olacak bigimde X, y rasyonel sayilarmin
olamayacagini gerektirdigini de belirtmistir. Baz1 kaynaklar, ilk ispati A. Wiles tarafin-
dan 1994 yilinda verilen ve “Fermat’nin Son Teoremi” olarak adlandirilan, her n > 3
tamsayisi igin Xy # 0 olmak tizere X" + y" = 1 olacak bigimde X, y rasyonel sayilarinin
olamayacagimi ifade eden bu teoreme de Fermat’yr denk sayi probleminin yonlen-
dirdigini belirtmektedir (Coates 2012). Wiles tarafindan verilen ispat, 6zellikle 19. ve
20. yiizyil-larda dogan ve gelisen cebirsel sayilar teorisi ile otomorf formlar teorisinin

onemli bir uygulamasidir.

1922 yilinda Mordell, Fermat'nin 1 sayisinin bir denk say1 olmadigin1 gosteren ispatini
genellestirerek, rasyonel katsayilara sahip her eliptik egri icin, bu egri ilizerindeki
rasyonel koordinatlara sahip noktalarin grubunun bir sonlu iiretegli abelyen grup oldu-
gunu ispat etmis ve bu harika sonu¢ modern aritmetik geometrinin baslangi¢ noktasi

olmustur.

K. Heegner, 1952 yilinda yaymlamis oldugu makalesinde, n bir dogal say1 olmak iizere
p = 8n + 5 bigimindeki her p asal sayisinin bir denk say1 oldugunu ispatlamis ve boylece
sonsuz ¢oklukta denk say1 oldugunu gosteren ilk matematik¢i olmustur. Heegner’in bu
ispatinin ne kadar 6nemli oldugu ancak 19601 yillarin sonunda Birch ve Swinnerton-
Dyer konjektiiriiniin ifade edilmesi ile anlagilmistir. Heniiz ispatlanamamis olan bu
konjektiir, bir E eliptik egrisi tizerinde sonsuz ¢oklukta rasyonel koordinatlara sahip
nokta olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun E eliptik egrisinin L(E, s) serisinin s = 1
noktasinda sifir olmasi, oldugunu ifade eder. Eger L(E, s) serisi s = 1 noktasinda sifir
olmuyor ise E eliptik egrisi lizerinde sadece sonlu sayida rasyonel koordinatli nokta
vardir ve tistelik bu sonug, bircok denk olmayan sayimnin varliginin ispatlanmasinda da
kullanilmaktadir (iste bu nedenle denk sayi1 probleminin, Birch ve Swinnerton-Dyer
konjektiirlinlin en can alic1 uygulamasi oldugu da sdylenebilir). Konjektiir, eger dogru
isen=0,1,2,...i¢in 8n + 5, 8n + 6, 8n + 7 formundaki sayilarinin birer denk say1 (her

denk say1 bu formda olmasa da, 6rnegin 34 sayis1 bir denk say1 oldugu halde bu formda



degildir, bu formdaki sayilarin birer denk say1) olduklari 6ngoriisiinde bulunur. Bununla
birlikte, Y. Tian tarafindan 2012 yilinda yapilan calisma, bu formda oldukga fazla asal
olmayan denk say1 oldugunu belirtmekte, 6zellikle her bir k > 1 igin k farkli tek asal
carpana sahip olan 8n + 5, 8n + 6, 8n + 7 formunda sonsuz ¢oklukta karesiz denk say1

oldugunu ve tistelik bu denk sayilarin nasil olusturulacaklarini da gostermektedir.

Yukaridaki agiklamalar dikkate alindiginda denk sayi problemi ile eliptik egriler
arasinda oldukea siki bir iliski oldugu aciktir. Ozellikle “Fermat’nin Son Teoremi nin
ispatinda aldig1 rol ile son yillarda oldukga popiiler olan ve hatta bazi kaynaklarda denk
say1 probleminin ele alinmasiyla ortaya ¢ikmis oldugu belirtilen eliptik egriler teorisi,

denk say1 probleminin ¢6ziim yolunda biiyiik bir yol gdstericidir.



2. DENK SAYILAR VE ELIiPTIiK EGRILER

Bu boliimde denk sayilar ve eliptik egriler ile ilgili temel kavramlar verilecektir. Kisim
2.1’de denk say1 kavraminin nasil ortaya ciktifi {izerinde durulacak ve denk sayi
kavrami tanimlanacaktir. Kisim 2.2’de denk say1 problemi ile eliptik egriler arasinda
nasil bir iligki oldugu ele alinacaktir. Kisim 2.3’de En eliptik egrileri ile galigmalar
yapabilmek i¢in “sonsuzdaki nokta” olarak isimlendirilen 6zel noktaya ulasabilmek i¢in
kisaca projektif diizlemden bahsedilecektir. Kisim 2.4°te genel olarak eliptik egri
kavram1 ve bir cisim iizerinde tanimlanmis olan bir En eliptik egrisinin noktalarinin
olusturmus oldugu kiime {izerinde toplama islemi tanimlanacak, bu kiimenin toplama
islemi ile bir abelyen grup yapisina sahip oldugu gosterilecek ve eliptik egriler ile ilgili
baz1 6zellikler, temel sonuglar bir araya getirilecektir. Kisim 2.5°de sonlu mertebeli
nokta kavrami tanimlanacak, En eliptik egrisi tizerindeki sonlu mertebeli noktalar, yani
biikiim noktalar1 ele alinacak ve daha sonra iki mertebeli, daha genel olarak n mertebeli
noktalarin grup yapisi ve E(Q) gruplarinin E(Q)tors alt grubuna bagli olarak tam yapisini
ortaya koyan Mordell Teoremi ifade edilecektir. Kisim 2.6’da singiiler egriler, bir

eliptik egrinin indirgenmisi ve bunlarla ilgili bazi temel sonug ve teoremler verilecektir.

2.1. Denk Sayilar

Sayilar teorisini matematigin bircok dalindan ayiran en 6nemli 6zelliklerinden biri,
¢oztimleri (ispatlar1) oldukga zor olan problemlerinin birgogunun ifadelerinin oldukga
basit olmasidir. Bu ¢aligmada ele alinacak olan “denk say: problemi” de oldukga basit
bir ifadeye sahip oldugu halde heniiz ¢oziilemeyen en eski sayilar teorisi problemlerin-
den birisidir. Hangi dogal sayilarin birer denk say1 oldugunun belirlenmesi olarak ifade
edilebilecek olan denk say1 probleminin kolayca ¢6ziilebilecek bir problem olmadigi,
¢Oziimi {izerinde olduk¢a uzun zamandir birgok matematik¢i ugrastigi halde heniiz

¢Oziillememis olmasindan da agiktir.

6 tamsayisinin, tim kenar uzunluklari tamsay1 olan bir dik {iggenin alani olan en kiigiik
dogal say1 oldugu antik zamanlardan beri bilinmektedir. Bundan baska alan1 6 ve kenar

uzunluklar1 da birer dogal say1 olan tek dik liggen 3-4-5 dik ii¢genidir. Denk say1



problemi tizerine yapilan ¢alismalar, daha sonra iiggenin kenar uzunluklariin rasyonel
sayl olmasina genisletilmis ve Fibonacci tarafindan 1225 yilinda, alant 5 ve kenar
uzunluklar1 3/2, 20/3 ve 41/6 rasyonel sayilar1 olan dik iiggen bulunmustur. 5 sayis1 bir
dogal sayidir ve tistelik 6 sayisindan da kiigliktiir. Bu durum akillara, hemen “Acaba her
N dogal sayisi, kenar uzunluklar1 rasyonel sayilar olan bir dik iicgenin alan1 olarak ifade
edilebilir mi?” sorusunu getirmistir. Yaklasik 350 yil once, Fermat, N = 1, 2, 3, 4
sayilarina karsilik boyle dik tiggenlerin olmadigini, yani 1, 2, 3, 4 sayilarinin birer denk
say1 olmadigim ispatlamistir. Dolayisiyla kenar uzunluklari rasyonel say1 olan bir dik
ticgenin alan1 olan dogal say1 anlamina gelen, denk sayilarin en kiigiik olani, yani 5

denk sayis1 Fibonacci tarafindan ¢oktan bulunmustur.

Ik olarak tamsayilar halkasi iizerinde olusturulmus olan denk say1 problemi, rasyonel
sayilar cismine ve daha sonra rasyonel sayilar cisminden de daha genel say1 cisimleri
lizerine tasinmig, kenar uzunluklari belli bir say1 cismine ait olan dik {iggenler dikkate
alinmis ve denk say1 problemi daha genel olan bu sayi1 cisimleri iizerinde ele alinmistir.
Ornegin 1 sayis;, Q cismi iizerinde bir denk sayr olmadigi halde 1 sayisi, kenar
uzunluklart V2, V2 ve 2 olan dik tiggenin alan1 oldugundan Q(+/2) cismi iizerinde bir
denk sayidir. Bu c¢alismanin amaglarindan birisi de denk sayi probleminin m, 1
sayisindan farkli bir karesiz pozitif tamsay1 olmak {izere (@(\/ﬁ) say1 cismi iizerinde ele

alinmasiyla elde edilmis olan sonugclar1 bir araya getirmektir.

Verilen bir N dogal sayisinin bir denk say1 olup olmadigini belirlemek i¢in sonlu sayida
adimdan olusan kosulsuz bir algoritma heniiz ortaya konulamamistir. N sayisinin bir
denk say1 oldugunu géstermenin en dogal yolu, alan1 N olan bir rasyonel dik iiggen elde
etmek oldugu halde bu 6zellikteki bir dik liggenin bulunmasi da dyle ¢ok kolay degildir.
Ornegin, D. Zagier (Zagier 1987) alan1 157 olan dik iicgenin dik kenar uzunluklarmnin

_ 6803298487826435051217540 _ 411340519227716149383203
411340519227716149383203 ' 21666555693714761309610

oldugunu, olduk¢a uzun ¢aligmalar sonrasi gosterebilmistir. Alan1 157 olan bu {i¢genin,
yukarida belirtilen kenar uzunluklarinin, denemeler yapilarak kolayca bulunamayacagi

agiktir.

2.1.1. Tammm. Kenar uzunluklar rasyonel ve alan1t N dogal sayisina esit olan bir dik

tiggen varsa N dogal sayisina bir denk say: denir.



Yukarida verilmis olan denk say1 taniminin, eger N dogal sayis1 i¢in
a?+b?=c? ve %ab:N

olacak bi¢imde a, b, c € Q* = Q\{0} sayilar1 varsa N sayisina bir denk say: denir,
biciminde ifade edilebilecegi agiktir. Pisagor li¢liilerinin Euclid karakterizasyonu kulla-
nilarak, alan1 ve kenar uzunluklari tamsayilar olan bir dik tiggenin var olup olmadigina
karar vermek ¢ok kolay oldugu halde dik tiggenin kenar uzunluklarinin tamsay1

olmamasi halinde bu yontem kullanilamaz.

2.1.2. Ornek. N = 6, kenar uzunluklar1 3, 4, 5 ve alan1 6 olan dik iicgene karsilik gelen
bir denk sayidir. N = 5 sayis1 da kenar uzunluklari %, ? , 4?1 ve alan1 5 olan dik iiggene

karsilik gelen bir denk sayidir.

Iki iiggen benzer ise bu iiggenlerin kenarlar1 orantilidir ve iistelik eger bu orantr sabiti o
ise {iggenlerin alanlarinin oranin da o2 olacag aciktir. Bu nedenle denk say1 problemi, 1
sayisindan biiylik kare bulundurmayan (karesiz) dogal sayilara, yani tekrar eden asal
carpanlar1 olmayan sayilara indirgenebilir. Dolayisiyla 2 ve 3 sayilar1 birer denk say1
olmadiklarindan 4 = 22-1, 9 = 3%1 ve 8 = 222 sayilar1 da birer denk say1 olamaz. 10
sayisindan kii¢iik olan alt1 karesiz dogal say1 arasindan {i¢ tanesi (5, 6, 7 sayilari) birer
denk say1 oldugu halde diger {i¢ tanesi birer denk say1 degildir. Bu bilgi “N sayisi,
N = 5, 6, 7 (mod 8) olacak bigimdeki bir karesiz dogal say1 ise N, kenar uzunluklari
rasyonel olan bir dik iiggenin alamidir, yani bir denk sayidir” konjektiiriiniin ifade
edilmesine neden olmustur. Bu konjektiir dikkate alindiginda, 8 modiiliine gore 1, 2, 3
sayllarina denk olan karesiz sayilarin birer denk say1 olmadiklar1 tahmin edilebilir,

ancak bu tahminin yanlis oldugu goriilmiistiir.

Denk say1 problemi, denk say1 olabilecek olan tiim denk sayilarin belirlenmesidir, bu
nedenle baslangi¢ olarak kenar uzunluklari tamsay1 olan tiim dik tiggenler siniflandirila-

caktir.

2.1.3. Teorem. X, Y, Z tamsayilari, bir dik tiggenin obeb(X, Y, Z) = 1 6zelligindeki kenar
uzunluklar1 olsun. O halde X = 2mn, Y = m? — n? ve Z = m? + n? olacak bicimde m, n € N
vardir. Tersine, herhangi m, n € N i¢in obeb(X, Y, Z) = 1 ve kenar uzunluklar1 X = 2mn

Y =m? - n? ve Z =m? + n? olacak bicimde bir dik iicgen vardir (Brown 2003).



Ispat. Verilen herhangi m, n € N igin verilen formiiller kullanilarak kenar uzunluklari
tamsay1 olan bir dik liggen elde edilecegi agiktir. O halde obeb(X, Y, Z) = 1 olmak iizere
kenar uzunluklar1 X, Y, Z € Z olarak verilen bir dik iiggenden bdyle m ve n sayilarinin
elde edilebilecegini gosterelim. X2 + Y2 = Z2 oldugundan X ve Y tek say1 ise Z2 =2 (mod
4) olur. Ancak 4 modiiliine gore kare sayilarin 0 ve 1 olduklar1 dikkate alinirsa X ve Y

tamsayilarinin tek olmadigi sonucu elde edilir. Dolayisiyla X veya Y mutlaka gift

olmalidir. Genelligi bozmadan, X ¢ift say1 olarak alinirsa ii bir tamsay1 olur.

6 -6 -6 -G

esitligini dikkate alalim. Eger p, ii sayisini bolen bir asal sayi ise pzl( )‘ dir. p bir asal

say1 oldugundan pl(z:—Y) ya da pl(zt—yj dir. obeb(X, Y, Z) = 1 oldugundan p asal sayisi

I-¥

bu sayilarin her ikisini de bélmez, yani pzl( )‘ ya da pzl(zf—Y)‘ dir. ? sayisint bolen

-
&

, . z-¥
tiim asal sayilar dikkate alinarak, m ve n sayilari, sirasiyla, bu asal sayilardan — ve

¥ sayilarin1 bolenlerden olusmak iizere (i—e)‘: m2n? bigiminde yazilabilir. Genelligi

bozmadan, m > n olmak tizere X = 2mn, Y = m? — n? ve Z = m? + n? olarak alinabilir.m

Bu teorem, kenar uzunluklar1 tamsayr olan dik tli¢ggenlerden elde edilen tiim denk

sayilarin liretilmesine olanak verir. Asagida bu denk sayilardan bazilari yer almaktadir.

Cizelge 2.1. Pisagor Ugliilerinden Elde Edilen Denk Sayilar

X Y 4 N
4 3 5 6
6 8 10 | 24
12 5 13 | 30

8 15 | 17 | 60
24 7 25 | 84
16 | 12 | 20 | 96
10 | 24 | 26 | 120
40 9 41 | 180
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Dogal olarak sadece tamsay1 kenar uzunluklara sahip dik tiggenlerin ele alinmas1 yerine
rasyonel kenar uzunluklara sahip olan dik tiggenler de ele alinabilir. N bir denk say1
olmak iizere kenar uzunluklart X, Y, Z € Q olan bir dik {iggene sahip oldugumuzu
varsayalim. a, X ve Y sayilarinin paydalarinin en kiiciik ortak kati olmak iizere X ve Y
sayilarinin a sayisi ile ¢arpilmasiyla kenar uzunluklar1 tamsay1 olan bir dik iliggen ve
aN? denk sayisinin elde edilebilecegi goriilebilir. Dolayisiyla kenar uzunluklari rasyonel
olan bir dik liggenden, kenar uzunluklar1 tamsay1 olan bir dik liggen ve bir kare sayi ile
boliinebilen yeni bir denk say1 elde edilebilir. Tersine, kenar uzunluklart X, Y, Z € Z
olan bir dik iicgen ve N = a®No denk sayis1 verildiginde X ve Y, a ile boliinerek kenar
uzunluklar1 rasyonel olan bir dik tiggen ve bu dik iiggenden de No denk sayisi elde

edilir.
2.1.4. Ornek. m = 5 ve n = 4 olmak iizere kenar uzunluklar1 40, 9 ve 41 olan dik iiggeni

g6z dniine alalim. Bu {iggenin alan1 180 = 625 dir. Boylece 5 sayis1, kenar uzunluklar %,

23—0 ve % olan bir dik liggen ile elde edilen bir denk sayidir.

Cizelge 2.2. Rasyonel Dik Uggenlerden Elde Edilen Denk Sayilar

X Y 4 N
3/2 20/3 41/6 5
4/9 714 65/36 14

4 15/2 17/2 15
712 12 25/2 21

4 17/36 | 145/36 34

28/9 5 53/9 70

Bu yontem, kenar uzunluklar1 rasyonel olan dik tiggenlerden elde edilen denk sayilari
tiretmek icin Teorem 2.1.3. de verilen Pisagor ii¢liilerinin kullanilmasina olanak verir.
Gergekte denk sayilarin sayist sonsuz ¢oklukta oldugundan asil amag ¢ok sayida denk
say1 Uretmek degil verilen bir dogal saymin bir denk say1 olup olmadiginin belirlenmesi
veya belirlenmesinde kullanilacak bir algoritmanin olusturulmasidir. Yukarida verilmis
olan yontem kullanilarak, alan1 N olan bir dik iiggen bulunamaz ise N sayisinin bir denk

saylt olmadigi sonucu elde edilir. Bununla birlikte bdyle bir {iggenin olmadigini



gostermek zor degilmis gibi de goriinebilir. Ornegin, 157 bir denk say1 oldugu halde,

alani 157 olan en basit dik liggenin kenar uzunluklar

_ 6803298487826435051217540 _411340519227716149383203
411340519227716149383203 21666555693714761309610

dir. Dolayisiyla bu problemi ¢6zmek i¢in yeni bir yonteme ihtiya¢ oldugu agiktir. Bu
yonteme ge¢meden Once bdyle bir N sayisina neden bir denk sayr denildigini
aciklamaya Oncelik verelim. Asagidaki teorem bu soruya bir cevap olusturmaktadir,
eger N sayisi bir denk say1 ise N modiiliine gore birbirine denk olan ii¢ kare rasyonel

say1 elde edilebilir.

2.1.5. Teorem. N, bir karesiz pozitif tamsay1 ve X <Y < Z olmak iizere X, Y ve Z birer
pozitif rasyonel say1 olsun. Kenar uzunluklar1 X, Y, Z ve alan1 N olan dik tiggenler ile
her biri bir rasyonel saymin karesi olan X — N, X, X + N rasyonel sayilar1 arasinda bir

birebir esleme vardir. Bu esleme X, Y, Z sayilari igin
X = (Z/2)?

Ve X rasyonel sayisi i¢in

X=vVx+N-Vx—N,Y=Vx+N++Vx—N,Z=2Jx

bicimindedir. Ozel olarak, N sayisinn bir denk say1 olmasi icin gerek ve yeter kosul
X — N, x ve X + N sayilarinin her birisinin rasyonel sayilarin kareleri olacak bi¢gimde bir

X rasyonel sayisinin var olmasidir (Koblitz 1993, Brown 2003).

Ispat. ilk olarak X, Y ve Z sayilarinin istenilen 6zellikteki bir iiclii oldugunu varsayalim,
yani X2 + Y2 = 72 ve % = N olsun. Eger birinci esitlikten ikinci esitligin dort kati
cikarilir ya da birinci esitlige ikinci esitligin dort kat1 eklenirse (X + Y)? = Z% + 4N ve

2 2
daha sonra bu esitligin her iki tarafi dort ile boliiniirse (XTﬂ) = (;) + N esitligi elde

2

edilir. Boylece x = N sayilarinin (%) bigimindeki bir rasyonel sayinin karesi ve X
2

sayisinin da G) ozelligindeki kare sayilar olduklar1 sonucu elde edilmis olur.

Tersine istenilen o6zellikteki X sayisi verilmis olsun. Bu durumda X <Y < Z pozitif

rasyonel sayilar olmak {izere x ve N sayilar1 i¢in

10



X2+Y2= (Vx ¥+ N —Vx—N) + (Vx * N + Vx = N) = 4x = 22

XY=(x+N—-vVx—N)(Vx+N++vx—=N)=(x+N)—(x—N)=2N

esitliklerinin gerceklendigi aciktir. Son olarak X, Y, Z rasyonel sayilar1 ve X, N sayilari

arasinda bir birebir esleme oldugu da goriilebilir.m

Asagidaki teorem kullanilarak, denk say1 problemi, Diophant denklemler teorisinin bir
problemine doniistiiriilir. Bu teorem kullanilarak teoremin ifadesinde yer alan iki
Diophant denklemi ile tanimlanan uzay egrisinin y*> = x* — a’x diizlem egrisine esit

oldugu sonucu elde edilir.

2.1.6. Teorem. a dogal sayisinin bir denk say1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul dort

bilinmeyenli

X2 +ay? = 22

X2 —ay?=t? (2.1)
denklem sisteminin asikar olmayan tamsayi ¢oziimiine sahip olmasidir (Chahal 2006).

Ispat. Verilen denklem sisteminin asikar olmayan tamsay1 ¢dziimleri var ve y > 0
olmak iizere (2.1) esitliginin tamsay1 ¢ozlimlerinin X, Yy, z ve t oldugunu varsayalim.
Bundan bagka X, y, z ve t sayilarinin pozitif olduklar1 da varsayilabilir. Bu durumda z
sayisinin X, Y, Z ve t sayillarinin en biiyligli oldugu aciktir. Yukaridaki denklem

sisteminde ilk esitlikten ikinci esitlik ¢ikarildiginda
= 1(7t) (=t
2=:(5)(5)
olarak bulunur. Simdi r = ZTH ves = ZT_t sayilarinin bir dik tiggenin kenar uzunluklarim

temsil ettigi ve ayn1 zamanda hipoteniis uzunlugu olan h sayisinin da bir rasyonel say1

oldugunu gorelim. (2.1) ile verilen esitlikler taraf tarafa toplandiginda
22+ 12 =2x

elde edilir. Bu esitlik kullanilarak

st = (20 4 (20) S 2 ()
y y y? y

11



ve X, Yy € Q oldugundan h = Zy—x € Q oldugu sonucu elde edilir. Tersine r, s ve h pozitif

rasyonel sayilar olmak iizere
a= %rs, r2+s?>=h? (2.2)
ve h > r > s oldugunu varsayalim (v/2 rasyonel olmadigindan r = s olmas1 miimkiin
degildir). (2.2) esitligi kullanilarak
(r+s)?=r>+s?+2rs=h’+ 4a

veya

2 2
Ba-() e
esitlikleri elde edilir. (2.3) esitligindeki paydalar yok edildiginde y > 0 olmak iizere
(2.1) esitliginin bir tamsay1 ¢oziimii elde edilir. m
Fibonacci, yukaridaki (2.1) esitliginde x =41,y = 12, z = 49 ve t = 31 olarak alindiginda
412 + 5:12% = 492 ve 41%2 - 5:12% = 312,
dolayisiyla 5 sayisinin bir denk say1 oldugu sonucunu elde etmistir.

2.1.7. Teorem. Sekiz modiiliine gére her kabul edilebilir kalan sinifi sonsuz goklukta
denk say1 bulundurur (Chahal 2006).

Bu teoremin ispat1 asagidaki teoremler ifade edildikten sonra ele alinacaktir. Denk say1
problemi ile ilgili ¢alismalar yapilirken sadece karesiz sayilar dikkate alindigindan
a = 0 veya 4 (mod 8) ozelligindeki a tamsayilar1 kabul edilebilir sayilar olamaz. Ancak
a sayisinin 4 ile boliinebilen bir sayr olmasi halinde teoremdeki “kabul edilebilir”
kelimesi kaldirilabilir. Asagidaki teorem denk sayilar ve eliptik egriler arasindaki

iligkiyi ortaya koymaktadir.

2.1.8. Teorem. a > 0 olmak iizere a karesiz tamsayisinin bir denk say1 olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul

y2 = x3 — a’x (2.4)

12



esitligi ile tanimlanan E eliptik egrisinin sonsuz g¢oklukta rasyonel noktaya sahip
olmasidir (Chahal 2006).

Bu teoremin ispat1 da daha sonra 2.5 kisminda Lutz-Nagell teoremi ifade edildikten
sonra ele alinacaktir. Fermat’nin en bilinen sonuglarindan birisi, Fermat’nin Son

Teoreminin X* + Y= Z* haline karsilik gelen asagidaki teoremdir.
2.1.9. Teorem (Fermat). xt+yt=22 (2.5)

Diophant denkleminin tamsayilarda asikar olmayan (yani, Xyz # 0) ¢oziimii yoktur

(Chahal 2006).
d sifirdan farkli bir tamsay1 olmak {izere,
x*+ dy* = 72 (2.6)

esitligine (2.5) esitliginin bir kivrilmast (twist) denir. (2.6) esitliginin t > 0 olmak iizere

asikar olmayan s, t, U ¢6zlimiinden
y? = x3 + dx (2.7)
esitligi ile tanimlanan E eliptik egrisi tizerinde
X = s?/t?, y = su/t® (2.8)

olmak tizere bir rasyonel P = (X, y) noktasi elde edilir. 1878’de Fransiz matematik¢i

Desboves (Desboves 1879),
(y? + 2xy - X2)* + (2x3 + xy?)(2x + 2y)* = (x* + y* + 10x%y? + 4xy® + 12x%y)?  (2.9)

0zdesligini (Chahal 1984) kullanarak d sayisinin belli degerleri igin (2.6) esitliginin bir

asikar olmayan ¢oztimiiniin varligini ispatlamistir.
Eger (2.9) esitliginde X = 1 — 2A ve y = 4A olarak alinirsa

(1— 121 + 422)* + 8A(2A — 1)? (2(1 + 2A))* = (1 + 401 — 10422 + 160 A% +161%)?
ve d = d(A) = 8A(2A — 1)?i¢in

_ (1-22+42%)? _ (1-122+424%)(1+401-10422+160A3 +161%)

X=X =S Ve yEyW = 320

13



olmak tizere (2.8) esitligi ile verilen E eliptik egrisi iizerinde bir P = (X, y) rasyonel
noktasi elde edilir. Boylece ro(E), 2.5 Kisminda tanimlanacak olan, eliptik egrinin ranki
olmak tizere, yukarida ifadesi verilmis ve 2.5 Kisminda ele alinacak olan Lutz-Nagell

Teoremi geregi, asagidaki sonug elde edilir.

2.1.10. Teorem. A sifirdan farkl1 bir tamsay1 olmak iizere d = d(A) = 8A(2A — 1)?igin
E:y?=x3+dx

ise re(E) > 0 dir (Chahal 2006).

Boylece Lutz-Nagell Teoremi, Teorem 2.1.8. ve Teorem 2.1.10. birlikte ele alindiginda

asagidaki sonug elde edilir.

2.1.11. Sonug. Her bir m pozitif tamsayis1 icin @ = m(4m? + 1) tamsayis1 bir denk
sayidir (Chahal 2006).

Ispat. Teorem 2.1.10. da A = —2m? olarak alinirsa
d(d) = —(2°m(4m? + 1))?

dir. O halde Teorem 2.1.7. geregi, 2°m(4m? + 1) sayis1 bir denk sayidir. Bu sayidaki

kare garpan yok edildiginde m(4m? + 1) sayisinin da bir denk say1 oldugu goriiliir. m
Teorem 2.1.7.’nin ispati. Sonug 2.1.11. de m = 2s + t olarak alinirsa
a=m(4m? + 1) = (2s + t)-(4(2s + 1) + 1) = 463 + 25 + t (mod 8)

elde edilir. 0 < r < 8 6zelligindeki r sayilari icin t = 0 veya 1 olarak almirsa 4t3 + 2s +t

= r (mod 8) denkligini gercekleyen sonsuz ¢oklukta S sayisinin bulunacag agiktir. m
Yukaridaki tartisma herhangi m > 0 tamsayisi ve isaretin herhangi se¢imi igin
(1 + 24m? + 16m*)2 £ m(4m? + 1)(2(4m? — 1))?

sayisinin bir milkemmel kare say1 oldugunu da gosterir. a > 1 karesiz ve y = 2¢(4m? —

1) olmak iizere m(4m? + 1) = ac? olarak alinirsa, U ve v tamsayilari igin
(1 + 24m? + 16m*)? + ay? = u?

(1 + 24m? + 16m*)? — ay? = v? (2.10)

14



olarak ifade edilebilir. Bu iki esitlikten, kenar uzunluklari ”7“’ ve % olan dik ti¢genin

alami

=HE)(2)

ve hipoteniis uzunlugu da

= (5 (5)) e

olarak bulunur, h sayisinin bir rasyonel say1 oldugu agiktir.
2.1.12. Ornek 1. m = 1 icin (2.10) esitligi
41? + 5122 =492, 412 -5-122 =312
halini alir. Dolayisiyla, Fibonacci tarafindan bulunmus olan ve alan1 da 5 olan dik

ticgenin kenar uzunluklari

49+31 _ 20

49-31 3 2:41 41

12 3’ 12 2

bi¢imindedir.

2. m = 6 olarak alinirsa, dort farkli asal saymnin ¢arpimi olan a = 2:3:5-29 denk sayist
elde edilir. Alan1 a = 2:3:5-29 olan rasyonel dik liggenin kenar uzunluklar1 143/2,
3480/143 ve 21601/286 dur.

3. m = 236607 olsun. Bu durumda a =1 119 543 881 denk sayis1 bir asal sayidir. Alan1 a

olan rasyonel dik iiggenin kenar uzunluklari Sekil 2.1 de gosterildigi gibidir.

1571223279221065461325098884304640001
1984735347449038102045425480

1253484455117439999
1583374520

3545314510394624240
1253484455117439999

Sekil 2.1. Alant a =1 119 543 881 asal sayis1 olan bir rasyonel dik iicgen

15



2.2. Denk Sayilardan Eliptik Egrilere

Bu kisimda “Kenar uzunluklart X, Y, Z € Q ve alant N olacak bigimde bir dik iiggen

bulunabilir mi?” sorusu ele alinacak, baska bir deyisle
X2+Y2=72 ve —XY=N

esitliklerinden yola ¢ikarak, bu esitligi gercekleyen X, Y, Z € Q sayilarinin belirlenmesi
probleminin belli bir eliptik egri tizerindeki rasyonel koordinath noktalarin problemine

dondstiirtilebilecegi gosterilecektir.

N, kenar uzunluklar1 X, Y, Z € Q olan bir dik tiggen ile elde edilen bir denk say1 yani,
X2 +Y2=27? (2.11)

ve

XY =N (2.12)

olsun. (2.12) esitliginin her iki tarafi 4 ile ¢arpilir ve elde edilen yeni esitlik (2.11)

esitligi ile toplanir ve ¢ikarilirsa
(X+Y)?2=22+4N ve (X—Y)?>=7?-4N

esitlikleri ve dolayisiyla

(ﬂ)2 = (5)2 +N (2.13)

ve

(52 = @) - an

2 2

esitlikleri elde edilir. (2.13) ve (2.14) esitlikleri birlikte ¢arpildiginda

X2=y?\* ot
=(5) +N
() -6)

esitligi elde edilir. Dolayisiyla N denk sayisina karsilik gelen bir rasyonel dik tiggen,

v2 = u* —N? (2.15)
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esitligi icin U = (g) vev = (X ) bigciminde bir rasyonel ¢ozlim iiretir. (2.15) esitligi
u? ile garpilarak
(uv)? = u® — N2u?

Z(X?*-Y?

2
esitligi elde edilir. x = u? = (g) vey=uv-= ) olarak almirsa N denk sayisina

karsilik gelen bir rasyonel dik iiggenin
En:y?=x3—N% (2.16)

esitligi i¢in bir rasyonel ¢oziim iirettigi elde edilir. Bu egri, bir eliptik egri belirtir, bu
egriler daha detayli bir sekilde daha sonraki boliimlerde ele alinacak olmasina karsilik
bu siirecin tersine g¢evrilebilecegini ve N sayisinin bir denk say1 oldugunu gostermek

icin En eliptik egrileri lizerindeki noktalarin kullanilabilecegini belirtmekte fayda vardir.

2.2.1. Onerme. (Xo, Yo), En : y2 = x3 — N2x, eliptik egrisi iizerinde rasyonel koordi-

natl1 bir nokta ve Xo rasyonel sayisi,
I. Xo, bir rasyonel sayinin karesidir,
Ii. Xo sayisinin paydasi ¢ifttir,
iii. Xo sayisinin pay1 ile N aralarinda asaldir,

kosullarini gergeklesin. Bu durumda

X=yxg+N—/xo—N,Y=\/xg+ N+ /xo—NveZ=2/x,

olmak lizere kenar uzunluklar1 X, Y, Z € Q ve alan1 N olan bir dik iicgen vardir (Brown

2003).
Ispat. u € Q olmak iizere Xo = U? ve v = % olsun. Dolayisiyla

2 _ Y0¥ _ Xo’=N?%o

v =x% — N?

u? X
ve boylece

x2 = N2 + V2 (2.17)
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olur. u sayismin paydasi t olsun. u? = Xo ve varsayim geregi, Xo sayisinin paydasi ¢ift
oldugundan 2|t olmahdir. Ustelik N bir tamsay1 ve x,? = N2 + v oldugundan v? ve x3
sayilarinin paydalar1 aynidir ve t* dir. (2.17) esitligi t? ile carpilarak t°N, t?v, t’o € Z
olmak iizere t2N, t2v ve t?Xo bigiminde bir Pisagor iicliisii elde edilir. (iii) kosulu geregi,
Xo Ve N says1 aralarinda asal olduklarindan obeb(t?N, t?v, t°X) = 1 dir. Bdylece Teorem
2.1.3. geregi, 2N = 2mn, t2 = m? — n? ve to = m? + n? olacak bi¢cimde m ve n dogal

sayilar vardir. X = sz’ Y= ZTn, Z = 2u icliisiinii goz ontline alinirsa,
X2+ Y2 = S(m?+n%) = (o) = 4% = (2u)2 = 27,

yani bu ti¢lii bir dik tiggen belirtir ve bu iliggenin alan1

1 14mn _ 2mn
Xy =2 =20

2 t2 2

N

dir. Boylece iddia edildigi gibi, kenar uzunluklar1 rasyonel ve alant N olan bir dik

tiggenin var oldugu sonucu elde edilir. m

2.2.2. Uyar. A ve B kiimeleri
A:{(X’Y1Z)EQ3 |%XY:N’X2+Y2:22}

B={(x,y) € Q% Iy*=x*~ N,y #0}
bi¢iminde olmak iizere A ve B kiimeleri arasinda

NY 2N?2 N2 —x? 2xN N2+x2)

f(X,Y,Z):(—— —) veg(x,y):( S ,

X+Z’ X+Z y y

dontigiimleri ile verilen bir birebir ve 6rten doniisiim vardir (Brown 2003).

2.3. Projektif Diizlem

Bu kisimda, En eliptik egrileri ile ¢calismalar yapabilmek i¢in “sonsuzdaki nokta” olarak

isimlendirilen 6zel noktaya ulasabilmek i¢in kisaca projektif diizlemden bahsedilecektir.

X, ¥, Z € C olmak ftizere (X, Y, z) # (0, 0, 0) bigimindeki (X, Yy, z) siral {gliilerini géz
Oniine alalim. Belli A € C\{0} i¢cin x =21a, y =Ab ve z=2xc ise (X, Y, z) ve (a, b, ¢) siral

t¢liilerine denk ii¢liiler denir ve bu durum (x, y, z) ~ (a, b, c) ile gosterilir, yani
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(X,y,2) ~(a, b, c) = (X, ¥, 2) = (Aa, Ab, Ac), A € C\{0}

dir. “~* bagmtisinin bir denklik bagintist oldugu kolayca goriilebilir, (X, y, z) siral
ticliistiniin denklik smifi (X : y : z) ile gosterilir. Bu sekilde elde edilen sirali ti¢liilerin

denklik smiflarinin olusturdugu kiimeye projektif diizlem denir ve PZ ile gosterilir, yani

P2={(x:y:2)IXY,2EC, (XY, 2)#(0,0,0)}

dir. Projektif diizlemler C cisminden baska cisimler iizerine de kurulabilir. Ornegin, K
bir cisim olmak iizere P%, P ve IP%Q projektif diizlemleri de P2 projektif diizlemine

benzer sekilde tanimlanir.

z # 0 olmak iizere (X : y : z) € PZ denklik smifi (x/z : y/z : 1) bigiminde ifade edilir,
genellikle (x :y : z) = (X/z : y/z : 1) olarak alimir. Bu sekildeki noktalara, PZ projektif
diizlemindeki sonlu noktalar denir. z = 0 olmak tizere (X : y : 0) bicimindeki noktalara

da P2 projektif diizlemindeki sonsuzdaki noktalar denir.

Projektif diizlem iizerinde bilesen bilesene toplama ve carpma islemleri tanimlanabilir,

(X1:Y1:21), (X2 : Y2 : 22) € PZ olmak iizere, bu islemler, sirasiyla,
Xi:y1:z)+ (Xe:y2:2)=(Xa+ X2 Y1+ Y271+ 22)
ve
(X1 :y1:za) (X2 :y2:22) = (XerXo @ Y1'Y2 @ 71°22)

olarak tanimlanir. Bu islemlerin iyi tanimli, yani toplama ve carpma islemlerinin

denklik siniflarindan se¢ilen temsilcilerden bagimsiz olduklar: goriilebilir.

Projektif diizlem, alisilmis Xy-diizleminin bir genellemesinden baska bir sey degildir,
0zel olarak z = 1 olarak alinirsa, alisilmis Xy-diizlemindeki noktalara dontilmiis olur. Bu
durum z # 0 olmak iizere her denklik sinifinda z-! ile carpildiginda bir tek (x, y, 1)
noktasini veren (X, Y, z) noktasinin olmasi gerceginden ortaya ¢ikmaktadir. z = 0 olmasi
halinde elde edilen noktalar ise sonsuzdaki dogru {izerindeki noktalar olarak
adlandirilirlar. (0 : 1 : 0) noktas1 da bu dogru iizerindeki noktalardan birisidir ve listelik
(0 : 1 : 0) noktas1, En eliptik egrisi lizerindeki noktalardan bu dogru iizerinde bulunan

tek nokta olacaktir.
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Verilen herhangi f(x, y) = 0 egrisi, projektif diizlemdeki bir egri ile iliskilendirilebilir.
Bir x'y! monomunun derecesi i + j olmak iizere f(x, y) polinomunun derecesi, bu poli-
nomu olusturan monomlarin en yliksek dereceli olaninin derecesi olarak tanimlanir.
f(x, y) polinomunun derecesi n olmak iizere bu polinomun her bir x'y) monomunun
Z" "7/ ile ¢arpilmastyla elde edilen F(x, y, z) polinomuna n.dereceden homojen polinom
denir. Ornegin F(X, y, z) = 2x* — 5xy?z + 7y®z dordiincii dereceden bir homojen polinom-
dur. Bundan baska, n dereceli bir homojen F(x, y, z) polinomundan z = 1 alinarak bir

f(x, y) polinomu elde edilebilir. Ornegin F(X, y, z) = y*z — x* — Axz? — Bz iigiincii derece-
den bir homojen polinomdur ve F(x, y, z) = 2%f G,g) dir, eger z = 1 olarak alinirsa
F(x, y, 1) = f(x, y) olarak elde edilir. Ozel olarak f(x, y) = y? - x3 + N?x polinomundan

elde edilen homojen polinom da F(X, y, z) = y?z - x3 + N?xz? dir.

Homojen polinomlar, projektif diizlem iizerindeki fonksiyonlar olarak diigiiniilebilir.

Dikkat edilirse A # 0, 1 olmasi halinde (x : y : z) = (AX : Ay : Az) olmasina karsilik
FX, Ay, A2) = A"F(x, Y, 2) = F(X, Y, 2)

dir. Bununla birlikte F(x, y, z) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul F(Ax, Ay, Az) = 0
olmasidir, dolayisiyla F(X, y, z) = 0 bi¢imindeki egriler, projektif diizlemdeki egriler

olarak diisiiniilebilir.

2.3.1. Tammm. P = (Xo, Yo, Zo) olmak {izere F(Xo, Yo, Zo) = 0 ise P noktasina F(X, y, z) =0
egrisi iizerindeki bir nokta, Xo, Yo, Zo € Q olmak iizere P noktas: egri tizerindeki bir

nokta ise P noktasina F(X, y, z) = 0 egrisi lizerindeki bir rasyonel nokta denir.

F(X, Yy, z) = 0 egrisi C olmak {izere C egrisi lizerindeki tiim rasyonel noktalarin olustur-

dugu kiime C(Q) ile gosterilir.

2.3.2. Ornek. (0 : 0 : 1) ve (0 : 1 : 0) noktalar1, Ex : y?z - x3 + N%z2 = 0 egrisi iizerin-

deki rasyonel noktalardir.

2.4. Eliptik Egriler

Bu kisimda, genel olarak eliptik egri kavrami tanimlanacak, bir cisim {zerinde

tanimlanmis olan bir En eliptik egrisinin noktalarinin olusturmus oldugu kiime tizerinde

20



toplama islemi tanimlanacak ve bu kiimenin bir grup yapisina sahip oldugu
gosterilecek, eliptik egriler ile ilgili bazi Ozellikler ve temel sonuglar bir araya

getirilecektir.
2.4.1. Tamim. &, b € Z ve A = 4a® + 27b? # 0 olmak iizere
y’=x*+ax+b

bi¢imindeki bir kiibik esitlik ile tanimlanan bir E cebirsel egrisine bir eliptik egri ve A

sayisina da f(x) = x3 + ax + b kiibiginin diskriminant: denir.

Tanima dikkat edilirse A # 0 kosulu, f(x) kiibiginin C cisminde katl kokiiniin olmama-
sina denktir. y> = f(x) kiibiginin ya ii¢ gercel kokii ya da tek gercel kokii vardir. Buna
gore, gercel koordinatli bu egri lizerindeki noktalarin kiimesi Sekil 2.2. de gosterildigi

gibi ya tek bilesenlidir ya da iki bilesenlidir.

v

\J\ NN

(b)
Sekil 2.2. Eliptik egriler

0, diizlemde x eksenine dik olan her dik dogrunun iki ucunda da bulunan bir nokta

olarak kabul edilmek ilizere E(Q), E eliptik egrisi tizerindeki rasyonel noktalarin kiimesi

E(Q ={(x V) €EQxQ Iy =x+ax+b}u {0}

dir. Bir eliptik egri sonsuz ¢oklukta rasyonel noktaya sahip olabilecegi gibi olmayabilir
de. Hangi eliptik egrilerin sadece sonlu ¢oklukta rasyonel noktaya sahip oldugu, heniiz

cevaplanamamis bir sorudur.

Eliptik egriler ile 1ilgili calismalar yapilirken, 6zellikle uygulamalarda paket
yazilimlardan da faydalanili. SAGE ve MAGMA programlart en ¢ok kullanilan
yazilimlardir. Ornegin, y?z = x3 - N?xz? eliptik egrisi SAGE programinda
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sage: E = EllipticCurve([-N?, 0]); E
Elliptic Curve defined by y? = x3 — N?x over Rational Field.

bi¢iminde ve p asal sayi, a, b € Fp olmak iizere sonlu [y cismi {izerinde taniml

y2 = x3 + ax + b eliptik egrisi d¢e MAGMA programinda

E = EllipticCurve([a, b]);

EllipticCurve defined by y*2 = x*3 + a * x + b over [F,
bi¢iminde tanimlanir.

Eliptik egrileri 6zel yapan, herhangi P, Q € E(Q) noktalar1 i¢in P + Q € E(Q) olacak
bi¢imde E(Q) iizerinde bir “+” isleminin tanimlanabilir olmasidir. Gergekte, E eliptik
egrisinin rasyonel koordinatli noktalarinin olusturdugu E(Q) kiimesi iizerindeki bu
toplama islemi, E(Q) kiimesinin bir grup yapisina sahip oldugunu gosterir. Bu toplama

islemi, teget ve kesen yontemi ile geometrik olarak su sekilde tanimlanabilir:

Eliptik egri tizerindeki P1 = (X1, y1) ve P2 = (X2, ¥2) noktalarinin toplamini bulmak i¢in
bu noktalardan gegen L dogrusu ¢izilir (P1 = P2 = P olmasi halinde E egrisinin P nokta-
sindaki tegeti dikkate alinir) ve bu dogrunun eliptik egriyi kestigi ti¢lincii P3 = (X3, Y3)
noktasi belirlenir. P3 noktasinin X-eksenine gore simetrigi alinarak P1 + P2 = (X3, —Y3)
olarak bulunur. Eliptik egrinin bir dikey dogru {izerinde bulunan herhangi iki noktas1 O

noktasi ile dogrusal oldugundan, O noktas1 bu toplama igleminin etkisiz elemanidir.

Py, L
P2
P1

mr\

Sekil 2.3. E(Q) tizerinde toplama iglemi

v

Eliptik egri iizerindeki P1 ve P2 noktalarin koordinatlar1 kullanilarak P1 + P2 noktasi-
nin daha kolay hesaplanmasi i¢in bazi formiiller olusturulabilir. P + P2 noktasinin X ve

y koordinatlari, sirasiyla, X(P1 + P2) ve y(P1 + P») ile gosterilirse, P1 # P2 ise m =
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y(P)-y(P2)
x(P1)—x(P2)

ve P1=Pyise f(x) =x3+ax? + bx + ¢, m = % olmak iizere P1 ve P;

noktalarindan gegen dogru y = mx + n bigiminde yazilabilir. Bu durumda x(P1 + P>)

degeri,
f(x) — (mx + n)?

kiibiginin X(P1) ve x(P2) den farkli olan ti¢iincii kokiidiir. Bundan baska kiibigin kokleri

toplamui da kiibigin x? teriminin katsayisinin negatifine esit oldugundan
X(P1) + X(P2) + X(P1 + P2) = —(a—m?)

ve dolayisiyla
X(P1 + P2) = —x(P1) — x(P2) — a + m?

olarak bulunur. y(P1 + P2) degeri de egrinin dogru ile kesistigi ticiincli P3 noktasinin y

degerinin negatifidir, yani
y(P1 + P2) = m(x(P1) — x(Ps)) — y(P1)

dir. Bu toplama isleminin, diizlemdeki noktalarin bilinen, bilesen bilesene toplama

isleminden farkl bir islem oldugu acgiktir.

2.4.2. Ornek. y? = x3 — 36x kiibik egrisi verilsin. Egri iizerindeki P1 = (=3, 9) ve P, =
(0, 0) noktalarin1 toplayalim. Dikkat edilirse P1 ve P, noktalarindan gecen dogru

denklemi
y=—3X
dir. O halde bu dogru ile kiibik egrinin kesisiminden
x3 - 9x%-36x=0
esitligi elde edilir. Bu esitligin iki kokii X1 = —3 ve x2 = 0 oldugundan
(=3)+0+x3=9

X3 = 12 ve dolayisiyla y3 = —36 olarak bulunur. Bu durumda P3 = (x3, y3) = (12, —36)
dir ve bu noktanin X-eksenine gore simetrigi olan nokta, yani P1 + P2 noktasi
P1 + P2 = (x3, —y3) = (12, 36) olarak bulunur. Bu nokta yukaridaki formiiller kullanila-

rak da bulunabilir. Burada
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9-0

m= =-3,a=0, X(Pl) =-3, X(PZ) =0, Y(Pl) =9

oldugundan
X(P1+ P2)=—x(P1) —x(P2) —a+m?=3-0-0+9=12
y(P1 + P2) = m(x(P1) — X(P3)) — y(P1) = —3(=3 - 12) - 9= 36

dir. Boylece P1 + P> = (12, 36) olarak bulunur.

P1+Py"

P1
P>

v

Sekil 2.4. Eg egrisi tizerindeki P1 = (=3, 9), P2 = (0, 0) noktalarinin toplam1

2.4.3. Ornek. y? = x3 + 17 egrisi verilsin. ilk olarak bu egri iizerindeki P1 = (-1, 4)

noktasi ile kendisini toplayalim. P1 + P1 = 2P1 noktasini bulmak i¢in 6ncelikle egrinin

flaeD) _ e _ 3

P1 noktasindaki tegetinin denklemini bulalim. m = = oldugundan
2y(P1) 24 8
teget dogru denklemi y = 32%35 dir. Bu dogru ile egrinin kesisiminden
$B—2x2— .. =0
64

esitligi elde edilir. (—1) ¢ift kath kok oldugundan

(D + (D +x=,
. 137 2651 . 137 2651
yani xs = —- ve dolayistyla y3 = =Ty dir. Bu durumda Pz = (X3, y3) = (EE) ve
boylece Py + Py = 2Py = (=X, —220) olarak elde edilir. Simdi de bu eri iizerindeki

P1 = (=1, 4) ve P2 = (2, 5) noktalarin1 toplayalim. P1 ve P2 noktalarindan gecen dogru

denklemi

13

1
==X+
y 3 3
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dir. Bu dogru ile kiibik egrinin kesigiminden

1 26 16
S-S —==0
9 9 9

X

esitligi elde edilir. Bu esitligin iki kokii X1 = —1 ve x2 = 2 oldugundan

(-1 +2+x3=7,

yani X3 = —g ve dolayisiyla y3 = % olarak elde edilir. Bu durumda Pz = (x3, y3) =

8 109 . . .y .
(—5,?) ve bu noktanin X-eksenine gore simetrigi olan nokta, yani P1 + P2 noktasi
8 109
P1+P2=(X3 —Yy3) = (— 5 ?) olarak bulunur.

Yukarida SAGE yazilim programinda tanitilan eliptik egri iizerindeki noktalar, SAGE
ile belirlenebilir ve tekrar SAGE yazilim programi kullanilarak bu noktalarin toplamlari

hesaplanabilir. Bunun i¢in 6nce
sage: E.point_search(20)

komutu ile eliptik egri lizerinde 20 tane nokta aranir, dogal olarak bu eliptik egri
tizerinde heniiz kac¢ tane nokta oldugu bilinmemektedir, bu nedenle bu sayr egri
tizerindeki noktalarin sayisindan fazla olabilecegi gibi az da olabilir. Bununla birlikte
aranan nokta sayisinin arttirtlmasit halinde noktalarin belirlenmesi siiresinin de

uzayacagi agiktir.

Magma yazilimi kullanilarak da bir eliptik egri tizerindeki noktalar belirlenebilir.
Ornegin [F13 iizerinde tanimli E @ y? + xy = x® + x? + 10x + 9 eliptik egrisi iizerindeki

rasyonel noktalar
>E:=EllipticCurve([GF(13) | 1, 1, 0, 10, 9]);
>A:=RationalPoints;
>HE,
>HA;

komutlari ile bulunur.
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2.4.4. Ornek. Es : y?> = x3 — 36X eliptik egrisini gdz oniine alalim. Yukaridaki Sage
komutu kullanilarak egri iizerindeki P = (=2, 8), Q = (12, 36) noktalarinin belirlendigini

varsayalim. Buna gore, Sage kullanilarak

sage: P = E([-2, 8]); Q = E([12, 36])

sage: P+ Q

(-6:0:1)
yani P + Q = (=6, 0) olarak bulunur. Benzer sekilde, Sage yardimiyla P noktasinin
kendisiyle 5 defa toplami, yani (P + P + P + P + P) = 5P noktasi da

sage: 5P

1074902978 394955797978644
2015740609’ 90500706122273

komutu ile 5P = ( ) olarak bulunur (Brown 2003).

Belli n € Z igin nP = O olacak bi¢imdeki P € E(Q) noktalarinin hangi noktalar oldugu
ve bu noktalarin kag tane oldugu bilinmek istenir. Ornegin, yukaridaki egri iizerinde

olan R = (6, 0) noktas1 dikkate alindiginda 2R = O esitliginin gerceklendigi goriiliir.

2.5. Eliptik Egriler Uzerindeki Sonlu Mertebeli Noktalar

Bu kisimda, En eliptik egrisi tizerindeki sonlu mertebeli noktalar, yani biikiim noktalari
ele almacaktir. Oncelikle sonlu mertebeli nokta kavrami tanimlanacak ve daha sonra iki
mertebeli ve daha genel olarak n mertebeli noktalarin grup yapisi ve E(Q) gruplarinin
E(Q)wrs alt grubuna bagh olarak tam yapisini ortaya koyan Mordell Teoremi ifade

edilecektir.

2.5.1. Tanmm. E, bir K cismi iizerinde tanimli bir eliptik egri ve P noktasi eliptik egri

tizerinde bir nokta olmak tizere
NP=P+P+---+P=0

olacak bicimde bir n € N var ise P € E(K) noktasina sonlu mertebeli nokta veya
biikiim (torsiyon) noktast denir. Eger P noktas1 bir biikiim noktas1 degil ise bu nokta
sonsuz mertebeli nokta olarak adlandirilir. Tiim biikiim noktalarinin kiimesi E(K)tors ile

gosterilir. Eger P noktasi E eliptik egrisinin bir biikiim noktas1 ve tistelik her 1 <n’ <n
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tamsayisi i¢in n'P # O olmak iizere NP = O ise P noktasina n mertebeli nokta denir
(Silverman ve Tate 1992).

Belli bir n € N i¢in n-biikiim noktalarin kiimesi E(K)[n] ile gosterilir, yani
E(K)[n] ={P € E(K) | nP = 0}

dir ve tstelik E(K)[n] ve E(K)twrs kiimelerinin her ikisinin de E(IK) grubunun birer alt
grubu oldugu agiktir. Eger kar(K) # 2 ise

E(K)[2] = Z/2Z x ZI2Z.
ve kar(K) = 2 ise

E(K)[2] = {0} veya Z/2Z
oldugu kolayca goriilebilir. Daha genel olarak,
I. n bir pozitif tamsay1 olmak tizere kar(KK)tn veya 0 ise

E(K)[n] = Z/nZ x ZInZ,
ii. kar(IK) = p|n ise (p, n*) = 1 ve n = p'n* olmak tizere

E(K)[n] = Z/n*Z x ZIn*Z veya ZInZ x ZIn*Z

dir (Washington 2008).

K = Q olmasi hali oldukga ilgingtir, bu halde E(Q)twrs grubu i¢in sadece 15 ihtimal s6z

konusudur:
1 <n<10veyan=12ig¢in Z/InZ veya 1 <n <4 i¢in Z/27. x ZI2nZ

dir. Mazur (Mazur 1977, 1978) tarafindan verilmis olan bu sonu¢ olduk¢a 6nemlidir,

dikkat edilirse bu sonu¢ E(Q)tors grubunun sonlu bir grup oldugunu ortaya koymaktadir.

Mordell tarafindan verilen asagidaki sonug¢, E(Q) grubunun, E(Q)twrs alt grubuna bagh

olarak tam yapisin ortaya koyar.
2.5.2. Teorem (Mordell Teoremi). r bir pozitif tamsay1 olmak {izere
E(Q) = E(Q)ors @ Z'

dir (Silverman ve Tate 1992, Chahal 2006).
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Burada E(Q)wrs grubuna, E(Q) grubunun torsiyon alt grubu ve negatif olmayan
r = ro(E) tamsayisina da Q tizerinde E egrisinin (Mordell-Weil) rank: denir. ro(E) > 0
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul E egrisinin sonsuz c¢oklukta rasyonel noktaya sahip
olmasidir. Ozellikle a > 0 olmak iizere bir karesiz a tamsayisinin bir denk say1 olmas1
icin gerek ve yeter kosul (2.4) esitligi ile tanimlanmis olan eliptik egrinin bir pozitif

ranka sahip olmasidir.

ro(E) hakkindaki bilinenler tam olmasa da E(Q)wrs alt grubu iyi bilinmektedir ve
1937°de Lutz ve Nagell tarafindan bagimsiz olarak ifade edilen asagidaki teorem, keyfi

bir E eliptik egrisi i¢in E(Q)tors alt grubunun belirlenmesi i¢in bir algoritma vermektedir.

2.5.3. Teorem (Lutz-Nagell). a, b € Z ve A = 4a° + 27b? # 0 olmak iizere E eliptik
egrisi

y?=x3+ax+b
esitligi ile verilmis olsun. P = (X, y), E(Q)twrs alt grubunun O noktasindan farkli bir

noktasi ise X ve y tamsayidir. Ustelik y = 0 ya da y?|A dir (Silverman ve Tate 1992,
Chahal 2006).

Lutz-Nagell teoremi, y? = x3 — a? esitligi ile verilmis olan pozitif rankli eliptik egriler
ile kenar uzunluklar1 rasyonel ve alan1 N olan dik {iggenin varlig1 arasinda bir kopriidiir.
Bundan baska, eliptik egriler iizerindeki rasyonel noktalarin koordinatlarinin asagidaki

ozelliklerine de ihtiya¢ duyulacaktir.

2.5.4. Onerme. x ve y, y? = x3 + ax + b esitligi ile verilmis olan eliptik egri iizerindeki

noktanin sifirdan farkli rasyonel koordinatlar ise, en sade halde

_ S _u
=Y

bi¢imindedir (Chahal 2006).

Ispat. S, U > 1 ve obeb(s, S) = 1 olmak iizere X ve y rasyonel sayilarmi x = s/S ve

y = u/U olarak alalim. Bu durumda
u?s3 = U%s® + asU?s? + bus®
dir. Bu esitlikten S® ve U? sayilarmin birbirini boldiigii kolayca goriilebilir. Dolayistyla

S = U2 dir. Dolayistyla belli t > 1 igin S =t? ve U = t3 dir. m
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Simdi Kisim 2.1 de “a > 0 olmak {izere a karesiz tamsayisinin bir denk say1 olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul

2

y? = x3 — a%x

esitligi ile tamimlanan E eliptik egrisinin sonsuz c¢oklukta rasyonel noktaya sahip

olmasidir.” bi¢iminde ifade edilmis olan teoremin ispatin1 verelim.

Teorem 2.1.8.%in ispati. a sayisinn bir denk say1 oldugunu (yani, X, y, z ve t € N olmak
tizere (2.1) esitliginin bir X, Y, z ve t ¢oziimiine sahip oldugunu ve iistelik bu sayilarin
ikiser ikiser aralarinda asal oldugunu) varsayalim. y > 1 oldugu kolayca goriilebilir.
(2.1) esitliginde verilen iki esitlik ¢arpilir ve daha sonra elde edilen esitligin her iki

tarafi X?/y® carpani ile carpilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

6 -6) -6

esitligi elde edilir. X ve y aralarinda asal ve y > 1 oldugundan, Lutz-Nagell Teoremi
geregi P = (X%/y?, ztx/y®) noktas1 (2.4) esitligi ile tammlanmis olan E eliptik egrisi
tizerindeki sonsuz mertebeli bir noktadir. Dolayisiyla re(E) > 0 dir. Tersine P = (X, y)
noktasinin E egrisi lizerinde sonsuz mertebeli bir nokta oldugunu varsayalim. X # 0 ve
y # 0 oldugu aciktir. O halde obeb(s, t) = obeb(u, t) = 1 olmak iizere x = s/t? ve y = u/t?

ve dolayisiyla

dir. Bu ise
u?=s(s + at?)(s — at?)

oldugunu gosterir. Bdylece s, s + at® ve s — at? sayilarini ikiser ikiser aralarinda asal

oldugu gériiliir. Dolayistyla bu sayilarin her biri bir milkemmel kare sayidir. s = v? ise
Vi+at?=m? v - at?=n?
ve boylece y =t > 1 olacak bigimde (2.1) esitliginin bir ¢6ziimii elde edilmis olur. m

Dikkat edilirse, y? = x3 — a2x esitligi ile tanimlanmis olan eliptik egri {izerindeki her bir

rasyonel nokta (2.1) esitliginin bir asikar olmayan ¢oziimiinii verir ve bdylece alani a
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olan bir rasyonel dik liggenin kenar uzunluklar elde edilir. Bdylece asagidaki sonuca

ulasilmis olur.

2.5.5. Sonug. Her bir a denk sayisi igin, alan1 a olan sonsuz ¢oklukta (benzer olmayan)

rasyonel dik tiggen vardir (Chahal 2006).

Bu benzer olmayan dik iiggenler, y? = x® — ax esitligi ile tanimlanmus olan eliptik egri

tizerindeki rasyonel noktalarin toplanmasi ile elde edilen noktalar ile bulunurlar.

2.6. Singiiler Egriler ve Bir Eliptik Egrinin Indirgenmisi
Bu kisimda singiiler egri ve bir eliptik egrinin indirgenmesi kavramlar1 ele alinacaktir.

2.6.1. Tanmm. P = (Xo : Yo : Zo) noktast F(X, y, z) = 0 egrisi lizerindeki bir nokta ve
oF _ OF _ OF —
9 %0 Y0, 20) = 0, =2(X0, Yo, 20) = 0 Ve (o, Yo, 20) = 0

ise bir F(X, y, ) = 0 egrisine P noktasinda singiiler egri denir. P noktasi egri lizerindeki
bir nokta ancak egri P noktasinda singiiler degil ise F(X, y, z) = 0 egrisine P noktasinda
singiiler olmayan egri ve egri, lizerindeki tiim noktalarda singiiler olmayan bir egri ise

egriye singiiler olmayan egri denir.

Tanim dikkate alindiginda, egrinin bir noktada singiiler olmamasi, egrinin singiiler

olmayan noktada iyi tanimli bir tegetinin olmasina karsilik geldigi goriiliir.

2.6.2. Ornek. F(x, y, z) = y?z — x3 = 0 egrisini goz oniine alalim. Bu egrinin xy-diizle-

mindeki grafigi asagidaki gibidir.

Ay

v
>

Sekil 2.5. y? = x3 egrisi
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Bu egrinin (0 : 0 : 1) noktasinda iyi tanimli tegetinin olmadigi, dolayisiyla egrinin
(0 : 0 : 1) noktasinda bir singiiler egri ve egrinin diger tim noktalarinda bir singiiler

olmayan egri oldugu kolayca goriilebilir. Gergekten de,

0F _ 2 0F _
P 3x“ ve ay—Zyz

ve dolayistyla xy-diizleminde egri {izerinde kismi tiirevlerin her ikisinin de sifir oldugu
tek noktanin (0 : 0 : 1) noktast oldugu agiktir. Bundan baska z = 0 olmasi1 halinde xy-

diizlemindeki noktalarin hicbirisi egri ilizerinde degildir. Dolayisiyla egri tizerinde
sadece (0 : 1 : 0) projektif noktasi vardir ve bu durumda g—i = y? dir. O halde bu egri,

(0 : 1 : 0) noktasinda da singiiler olmayan bir egridir. Dolayisiyla F(x,y, z) =y2—-x3=0

egrisi (0 : 0 : 1) noktasindan baska her noktada singiiler olmayan egridir.

Simdi En(Q)tors grubunun yapisini tam olarak belirlemeye calisalim, bunun igin ilk

olarak asagidaki teorem ele alinacaktir.
2.6.3. Teorem. Herhangi N karesiz pozitif tamsayisi i¢in
EN(Q)tors={(0:1:0),(0:0:1),(=N:0:1)}
ve bundan baska
En(Q)tors = ZI27Z < ZI27.
dir (Brown 2003).

Bu teorem ve denk sayilar iizerindeki sonuclar, sadece Q iizerinde tanimli eliptik
egrileri degil, aynm1 zamanda [Fp cismi iizerinde tanimli eliptik egrilerin de dikkate
alinmasi gerektirir. Bunun icin, En eliptik egrisinin p modiiliine gore indirgenmisi

olan

En:y?=x3—N2?x
bicimindeki egri dikkate alinacaktir. Bu nedenle bu teoremin ispati bazi1 hazirliklar
yapildiktan sonra verilecektir.
2.6.4. Ornek. E7 eliptik egrisini gdz dniine alalim. Bu egri 3 modiiliine gore indirgendi-
ginde E7: y? = x3 — x eliptik egrisi elde edilir. 0 < i, j<2i¢in (1:j: 1) ve (1:]:0)

noktalarinin timi kontrol edilerek
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E;={(0:1:0),(0:0:1),(1:0:1),(2:0:1)}
olarak bulunur (Brown 2003).

Belli p asallan i¢in En eliptik egrisi singiiler noktalara sahip olabileceginden dikkatli
olunmalidir. Bununla birlikte En egrisinin singiiler olmayan bir egri olmas1 i¢in gerek

ve yeter kosulun p+2N oldugu da agiktir.

En eliptik egrisini, Fp cismi iizerinde tanimli bir eliptik egri olarak diisiinmek icin, En
egrisi iizerinde bir toplama islemi yapilabildiginden emin olunmasi gerekir. pt2N
ozelligindeki bir p asal sayst icin P = (X(P), y(P)) ve Q = (X(Q), y(Q)), En(F,) eliptik
egrisi lizerindeki noktalar olsun. P + Q = (X(P + Q), y(P + Q)) noktasi, Xx(P) # x(Q) i¢in

_ y(®P)-y(@

(Pr—2(Q) olmak iizere,

X(P + Q) =m? = x(P) — x(Q), y(P + Q) = m(x(P) - x(P + Q)) + y(P)
ve X(P) = x(Q) ise
P+Q=(0:1:0)
olarak elde edilir.

En(Q) grubunun yapismnin belirlenebilmesi igin, En(Fp) grubunu ele almak anlamsiz
goriilebilir. Ancak En(Q) grubundaki noktalarin sayist kolayca hesaplanamadigi halde
En(Fp) grubundaki noktalarin sayis1 kolayca hesaplanabilir. Dolayisiyla En(FFp) grubunu
incelemek daha kolaydir ve elde edilen bu bilgi, En(Q) grubu hakkindaki bilinenleri bir

araya getirmek icin pt2N 6zelligindeki asallar i¢in kullanilabilir.

x:y:z)€ [P(%Q olsun. Uygun bir tamsayi ile ¢arpilarak paydalar yok edilebilir ve bu
nokta X, y, z birer tamsay1 ve obeb(X, y, z) = 1 olacak bigimde yeniden diizenlenebilir,
dolayisiyla (X1 : y1: z1) = (X : y : z) ve obeb(xy, y1, 1) = 1 olacak bigimde X1, y1, Z1 € Z
vardir. Boylece € : IP’%Q — IP’Zp, (X:y:z)w— (x:y:Z) bigiminde tanimlanan € doniisii-
mii, obeb(X, y, z) = 1 oldugu i¢in X, ¥ ve Z degerlerinin hepsi birden 0 olamayacagindan
iyi tammlidir. Béylece En(Fp) grubu iizerinde yapilan toplama islemi € doniisiimiiniin

En(Q) — En(Fp) grup homorfizmine kisitlamasi olur. Genellikle € doniisiimii birebir
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degildir, asagida bu donilisim altinda hangi noktalarin ayni nokta ile eslendigi

belirtilmektedir.

2.6.5. Onerme. P = (x1 : y1: z1) ve Q = (X2 : Y2 : z2) olmak iizere P ve Q noktalarmin

IP’]ZFp de ayn1 noktaya karsilik gelmeleri icin gerek ve yeter kosul plXi1y2 — Xay1, plX2z1 —

X122 Ve ply1zo — y»z1 olmasidir (Brown 2003).

Ispat. ilk olarak P ve Q noktalarmnin [P’]%p de ayni noktaya karsilik geldigini, yani
P=0q:y:2)=(%:y; %) =0Q
oldugunu varsayalim. Bu durumda p asal sayisi X1, y1 Ve z1 sayilarint bélmez. Genelligi

bozmadan pix1 oldugu varsayilabilir. P = Q oldugundan ayni1 zamanda pix; dir. Bu

durumda

(17 XYz XZ) = (0 Y2 ) =Q=P=F:¥1:721) = (% %1 : X2 V1 X2 71)
dir. Bu esitligin X-koordinatlar1 esit oldugundan y ve z-koordinatlar1 da esit olmalidir. O
halde pl(x1y2 — x2y1) ve pl(x1z2 - x2z1) dir. plys ise pty2 dir, dolayisiyla pl(y1z2 — y2z1) dir.

pty: ise pl(y1z2 — y2z1) oldugunu elde etmek i¢in yukarida yapilanlarda x; ile y1 sayilari-

nin rollerini degistirmek yeterlidir.

Simdi de pl(Xwy2 — Xay1), pl(X2z1 — X122) Ve pl(y1z2 — y2z1) oldugunu varsayalim. px1 ise,

ornegin, X; y, = X, y; varsayimi kullanildiginda
Q=02:72:%) =0 X7 X1 V2 - X125) = (0 X1 X V1 - %p71) = P

dir. Simdi plX: oldugunu varsayalim. Bu durumda pty: veya p4z: olmalidir. Fakat

varsayim geregi X2z1 = 0 (mod p) ve x2y1 = 0 (mod p) dir. y1 veya z1, p modiiliine gére

sifirdan farkli oldugundan x2 = 0 (mod p) olmalidir. Genelligi bozmadan y1 # 0 (mod p)

oldugunu varsayalim. Bu durumda y; Z, =y, Z; oldugu kullanilarak
Q=0:7¥y:: 31 2)=0:y1¥;:¥;,22) =P
olarak elde edilir. m

Genelde, En(Q) — En(Fp) déniisiimiiniin bir 6rten déniisiim oldugu dogru degildir. Ex
eliptik egrisinin 5 modiiliine gore indirgenmisi dikkate alindiginda (2,4) € E21 oldugu
halde (2, 24) ¢ E21(Q) dir.
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p sayist pr2N 6zelliginde bir asal say1 olmak iizere En(IFp) grubundaki 2-biikiim noktalar
sadece (0:1:0),(0:0:1)ve (=N :0:1)noktalaridir.

p+2N icin ag, (p) Frobenius endomorfizminin izi olmak iizere,

agy(p) =p+ 1 —#EN(Fp)

dir. Asagidaki kurallar kullanilarak, bu tanim genisletilebilir. r = 2 ve pt2N 6zelliginde-

Ki bir p asali i¢in
gy (P) = agy (P~ Dag, (p) — Pag, (P"~*)
ve obeb(mn, 2N) = 1 olmak {izere aralarinda asal m ve n sayilari igin
agy,(mn) = ag, (Mag, (n)
dir.

2.6.6. Lemma. p sayis1 pt2N ve p = 3 (mod 4) 6zelligindeki bir asal say1 ise ag, (p) =0
dir (Brown 2003).

Ispat. Yukarida En(FFp) grubundaki 2-biikiim noktalarin sadece (0 : 1:0), (0:0: 1) ve
(=N : 0 : 1) noktalar1 oldugu belirtilmisti. pt2N oldugundan bu noktalarin her biri
birbirinden farklidir. Simdi X # 0, £N olmak iizere (X, y) € En(Fp) noktalarin1 belirleye-
lim. Dikkat edilirse En(Fp) grubunda z = 0 6zelligindeki tek nokta (0 : 1 : 0) noktasi-
dir. Dolayisiyla, X bileseni i¢in p - 3 tane ihtimal vardir. X bileseninin kalan ihtimallerini
{x, —x} bi¢iminde esleyelim. X # —x oldugunu gérelim. Eger X = —X olsayd1 2x = 0,
boylece X bir 2-biikiim noktas1 ve dolayistyla X # 0, =N olurdu. En(Fp) grubundaki 2-
biikiim noktalar1 dikkate alindiginda x = 0, £N oldugu sonucu elde edilir. Dolayistyla
her bir {x, —x} kiimesinin kardinalitesi ikidir. f(x) = x} — N°x olmak iizere f(x)

fonksiyonunun tek, yani her x i¢in f(—x) = —f(x) oldugu agiktir. p = 3 (mod 4) oldugun-

dan (_?1) = —1, yani —1 sayis1 p modiiliine gore bir ikinci dereceden kalan degildir. f(x)
fonksiyonunun p modiiliine gore ikinci dereceden kalan olmadigini, yani (%) =-1

oldugunu varsayalim. Dolayisiyla (#) = (_?1) (%) =1, yani —f(x) fonksiyonu p

modiiliine gore bir ikinci dereceden kalandir. Benzer sekilde f(x) fonksiyonu p

modiiliine gore bir ikinci dereceden kalan ise —f(x) fonksiyonunun p modiiliine gére bir
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ikinci dereceden kalan olmadigi da goriilebilir. Boylece her bir {X, —x} ¢ifti i¢in, f(x)

veya —f(x) fonksiyonunun p modiiliine gére bir ikinci dereceden kalan olup olmadigina

bagl olarak En(Fp) grubunda ya (x, +4/f(x)) veya (X, +i/—f(x)) noktas1 elde edilir.
Boylece X bileseninin p — 3 farkli degerine karsilik En(Fp) grubunda p — 3 tane farkli
nokta belirten (p — 3)/2 tane {X, —x} ¢ifti elde edilmis olur. Bu noktalar yukarida

belirlenmis olan dort biikiim noktasi ile bir araya getirilerek
apy(P)=(P+1)-(p+1)=0
oldugu sonucu elde edilir. =

Bu lemma ve Onerme 2.6.5., Teorem 2.6.3.’iin ispat1 i¢in temel iki bilesendir. Ayrica,
aritmetik dizilerdeki asal sayilar {izerinde Dirichlet Teoremi olarak bilinen asagidaki

teoreme de ihtiyacimiz vardir.

2.6.7. Teorem. obeb(a, b) = 1 olmak iizere a, b € Z olsun.
a,a+b,a+2b, ...

aritmetik dizisi sonsuz ¢oklukta asal say1 bulundurur (Brown 2003).

Simdi Teorem 2.6.3.’{in ispat1 verilebilir:

Teorem 2.6.3.%iin Ispati. P noktasi, En(Q)wrs grubunun (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1) ve
(N : 0 : 1) noktalarmdan farkl1 bir noktasi olsun. En(IFp) grubundaki 2-biikiim noktalar
sadece (0:1:0),(0:0:1)ve (N :0: 1) noktalar1 oldugundan P noktasinin mertebesi
2 olamaz. P noktasimin mertebesi m olsun. En(Q)wrs grubunun, ya tek mertebeli ya da
sekiz mertebeli bir alt gruba sahip oldugunu gorelim. ilk olarak, m tek ise (P) grubunun
En(Q)tors grubunun tek mertebeli bir alt grubu oldugu agiktir. Dolayisiyla m ¢ift olsun.
Eger m, ikinin bir kuvveti degil ise, a, b € Z, b tek say1 ve b > 1 olmak lizere m = 2%b
olarak yazilabilir. Bu durumda (aP) grubu, En(Q)twors grubunun b (yani tek) mertebeli bir
alt grubudur. Dolayisiyla, m sayisinin ikinin bir kuvveti oldugu varsayilabilir. P noktas1
iki mertebeli olmadigindan, j = 2 olmak iizere m = 2/ dir. P noktasmin mertebesi dort
veQ=(N:0:21)olsun. {(0:1:0),Q,P,2P,3P,P+0Q, 2P + Q, 3P + Q} kiimesinin
En(Q)tors grubunun sekiz mertebeli bir alt grubu oldugu goriilebilir. j > 3 ise, b > 1
olmak tizere m = 8b olarak yazilabilir. Bu durumda, (bP) grubunun En(Q)tors grubunun

sekiz mertebeli bir alt grubu oldugu goriiliir. Dolayisiyla tiim durumlar dikkate
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alindiginda, En(Q)tors grubunun ya tek mertebeli bir alt grup ya da sekiz mertebeli bir alt
grubu igerdigi sonucu elde edilir. Bu alt grubu § ile gosterelim ve bu grubu § = {Py, ...,
Pss} bigiminde ifade edelim. Simdi § kiimesinin, sonlu ¢oklukta p asal sayis1 harig, tim
asallar icin En(Fp) grubunun iginde kaldigimi gésterelim. (P) grubunun noktalari,
1 <i<#§i¢in Pi= (X :Vi: z) olarak yazilabilir. i # j olmak tizere (P) grubundaki P; ve
Pj noktalarini ele alalim. § kiimesinin ne zaman En(Fp) grubunun iginde kaldigini
belirlemek icin, ne zaman Pi = Pj oldugunun belirlenmesi gerekir. Onerme 2.6.5. geregi,
Pi = Pj olmasi i¢in gerek ve yeter kosul pIXiyj — Xjyi, pIXjzi - Xizj ve plyizj - yjzi dir. Pi ve P;
noktalarmin farkl noktalar olmas1 (bu noktalar R® de vektor olarak diisiiniiliirse), Pi ve
Pj noktalarinin orantili olmadiklarini gosterir. Dolayisiyla, bu vektorlerin vektorel
carpimi sifir vektorii degildir, yani (Xiyj — XjYi, XjZi — XiZj, Yizj — Yjzi) noktast sifir vektorii
degildir.
di,j = obeb(xiyj - Xiyi, Xjzi - Xizj, Yizj - YjzZi)

olsun. Dolayisiyla Pi = Pj olmasi igin gerek ve yeter kosul pldij olmasidir.
D = ekok(d; j) olarak alinirsa, p > D olmak iizere her i # j i¢in Pi # Pj dir. Bu ise, sonlu
coklukta asal say1 harig tiim asallar i¢in (yani, D sayisindan biiylik olan tiim asallar i¢in)
S kiimesinin En(Q)wors grubunun iginde kaldigini gostermektedir. Dolayisiyla, sonlu
coklukta asal say1 hari¢ tiim asallar icin #S1#EN(FFp) olmahdir. Simdi bir geliski elde

etmek i¢in bu 6zelligi kullanacagiz.

#SI1#EN(Fp) oldugu gergegi Lemma 2.6.6. ile birlikte diisiiniildiigiinde, sonlu sayida p
asal sayist hari¢ tiim asallar i¢in p = 3(mod 4) 6zelligindeki sonlu sayida p asali hari¢
tim asal sayilar i¢in p = —1(mod §) olmasimi gerektirir. #5 = 8 ise 3 + 8k formunda
sadece sonlu ¢oklukta asal say1 vardir, ki bu Teorem 2.6.7 ile gelisir. #5 tek ve 34#S ise
4(#S)k + 3 formunda sadece sonlu ¢oklukta asal say1 vardir, ki bu tekrar Teorem 2.6.7.
ile ¢elisir. Son olarak 3#S olmasi halinde de 12k + 7 formunda sadece sonlu ¢oklukta
asal say1 vardir ve bu da Teorem 2.6.7. ile gelisir. Olas1 tiim durumlarda bir celiski elde
edildiginden, belirtilen 6zellikte bir P noktasinin var olamayacagi sonucu elde edilmis

olur. m

Teorem 2.6.3. dikkate alindiginda verilen bir P € En(@Q)\{(0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1),

(N : 0: 1)} noktasmin sonsuz mertebeli oldugu sonucu elde edilir.
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2.6.8. Sonug. P € EN(Q)\{(0:1:0),(0:0:1),(=N:0: 1)} olmak iizere
(P)={nPIneZ}=7Z
dir (Brown 2003).

Ispat. ¢ : Z — (P), ¢(n) = nP bigiminde tanimlanan ¢ déniisiimiinii dikkate alalim.
(P) grubunun tanimi geregi ¢ doniisiimii ortendir. Eger ¢o(m) = ¢o(n) ise mP = nP yani
(m - n)P = O dir. P noktasi1 bir biikiim noktas1 olmadigindan m - n = 0 yani m = n dir.

Dolayisiyla ¢ doniistimii birebirdir. Bundan baska
@(m+n)=(mM+n)P=mP +nP = ¢(m) + ¢(h)
dir.m

Eger P ¢ En(Q)twrs Ozelliginde boyle bir P noktasi varsa, En(Q) grubunun rankinin
pozitif oldugu soylenir. Gergekte bir eliptik egrinin ranki, kag tane belirtilen 6zellikte
“bagimsiz” nokta oldugunu 6lger (eger Q noktasi Q & En(Q)tors Ve Q & (P) 6zelligindeki
baska bir nokta ise Q noktasina P noktasindan bagimsiz nokta denir). Dolayisiyla eliptik
egrinin ranki, En(Q)wrs grubunda olmayan bagimsiz noktalarin sayisidir. Rank, daha

cebirsel olarak, dnceden vermis olan Mordell-Weil Teoremi ile ifade edilmektedir.
Nihayet agagidaki teorem ile, bu teori denk sayilar ile iliskilendirilebilir.

2.6.9. Teorem. N bir karesiz pozitif tamsay1 olsun. Bu durumda N sayisinin bir denk

say1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul En egrisinin rankinin pozitif olmasidir (Brown

2003).

Ispat. N bir denk sayr olsun. Bu durumda N sayisi, En(Q) grubunda x-koordinati
sifirdan farkli bir kare say1 olan bir nokta, yani x(P) € (Qs¢)? olacak bigimde bir
P € En(Q) noktasi verir. N sayisi karesiz oldugundan x(P) # 0, £N dir. Dolayisiyla bu
sekilde elde edilen P noktast En(Q)wrs grubunda olamaz, yani P noktasi sonsuz

mertebelidir. Dolayisiyla En egrisinin ranki pozitiftir.

Tersine, En egrisinin ranki pozitif olsun. O halde y(P) # 0 olacak bigimde bir P €
En(Q) noktasi vardir. Bu ise P € {(X, y) € Q?1y? = x3 - N?, y # 0} ve dolayisiyla P

noktasinin alan1 N olan bir dik tiggene karsilik geldigini gosterir.m
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Bu teorem dikkate alinarak, verilen bir N sayisinin ne zaman bir denk sayi oldugu

problemi En eliptik egrisinin rankinin belirlenmesi problemine indirgenmis olur.
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3. SAYI CiSIMLERI UZERINDEKIi DENK SAYILAR

Cebirsel genislemeler iizerinde denk say1 problemini ¢alisma fikri, gergel kuadratik
cisimleri ele alan Tada’ya kadar uzanir (Tada 2001). Denk say1 problemine konu olan
dik tiggenin kenar uzunluklarinin bir cebirsel say1 cisminden secilmesi ile denk sayi
probleminin dogal bir genellemesi elde edilir. Bu bdliimde denk say1 problemi say1

cisimleri tizerinde ele alinacaktir.

m sayis1 1’den farkli bir karesiz pozitif tamsay1 olsun. N sayis1 bir pozitif tamsay1 olmak
lizere eger N sayis1 kenar uzunluklar1 Q(+/m) cismine ait olan bir dik iicgenin alan1 ise
N sayisina Q(v/m) cismi iizerinde bir denk sayidir denir. K = Q(v/m) olmak iizere
En(K), y? = x® — N2 esitligi ile tanimlanmus olan En eliptik egrisi iizerindeki IK-rasyonel
noktalarm olusturdugu grup olsun. Bu béliimde “m # 2 olmak iizere N sayisinin K cismi
tizerinde bir denk say1 olmasi igin gerek ve yeter kosul En(IK) grubunun bir pozitif ranka
sahip olmasidir.” oldugu sonucu elde edilecek ve ayrica alam1 N ve tiim kenar

uzunluklar1 K cismine ait olan dik tiggenler siniflandirilacaktir.

N sayisinin bir denk olmayan sayir olmasi halinde N sayisinin kenar uzunluklart bir
gercel kuadratik cisme ait olan bir dik ticgenin alanini verip vermedigi sorulabilir. Bu
bolimdeki amacimiz, gergel kuadratik cisimler {izerindeki denk sayilari dikkate almak-
tir. Karigiklig1 onlemek i¢in N sayis1 kenar uzunluklar1 rasyonel olan bir dik liggenin
alan1 oldugunda N sayisinin Q cismi {izerinde bir denk say1 oldugu belirtilecektir. Tada
(Tada 2001), A, B € Z olmak iizere E : y?> = Xx(x + A)(X +B) egrisinin torsiyon alt grupla-
rin1 siniflandirmigtir, Tada tarafindan verilen bu sonuglar kullanilarak En(IK) grubunun

torsiyon alt grubu belirlenebilir.

3.1. Say1 Cisimleri Uzerindeki Denk Sayilar

Denk say1 probleminin dogrudan eliptik egriler teorisinin bir problemine doniistiirtile-
bildigi daha once de gosterilmisti. N sayisinin bir denk sayr oldugunu kabul edelim.

a’+b?>=c?ve %ab = N esitliginden, x = c?/4 olmak iizere aralarmdaki fark N olan iic

kare sayinin olusturdugu X — N, X, X + N aritmetik dizisi i¢in (X — N)x(X + N) sayist da
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bir rasyonel kare sayidir. Baska bir deyisle, alan1 N ve rasyonel kenar uzunluklari a, b,

c olan bir dik liggen
En:Y?2=X3-N2X

eliptik egrisi tizerindeki (c?/4, c(a® + b?)/8) rasyonel noktaya karsilik gelir. Tersine,
y # 0 olacak bi¢imde En egrisi lizerinde verilen bir (X, ) rasyonel noktasi i¢in alan1 N ve

kenar uzunluklar1 @, b, ¢ olan bir dik iiggen elde etmek i¢in

x x2+y2
a:|z|, b:2N|—|, c =22
x y 4

3.1)

olarak alinabilir.

Daha 6nce belirtildigi gibi, N sayisinin bir denk say1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul En

eliptik egrisinin y # 0 olacak bi¢imde bir rasyonel noktaya sahip olmasidir.

3.1.1. Tammm. K bir say1 cismi ve N pozitif bir tamsay1 olsun. Eger a? + b? = ¢? ve

%ab = N esitligini gergekleyen a, b, ¢ € IK var ise N sayisina bir IK-denk say: denir.

Dikkat edilirse Q-denk sayilart alisilmis denk sayilardir. IK-denk say1 olan bir N sayisi,
alan1 N ve kenar uzunluklar1 K cisminin elemanlarindan olan bir dik {iggenin varliginm

gerektirir.

3.1.2. Tamim. E bir cisim ve F c E olsun. Eger F, E cisminin islemlerine gore bir cisim
ise F cismine E cisminin bir alt cismi denir ve F < E ile gosterilir. Eger F < E ise E

cismine F cisminin bir cisim geniglemesi denir.

Herhangi bir N pozitif tamsayisinin, Q cisminin belli kuadratik genislemesinde bir denk

say1 oldugunu gormek kolaydir. Ornegin a = b = v/2 olarak alinirsa alan1 N = 1 olan bir

dik tiggen elde edilir. Ancak (3.1) esitliginde x ve y degerleri a, b ve ¢ degerlerine bagh

olarak ¢oziildiigiinde elde edilen x = %a(a + ¢) ve y = ax esitlikleri, (1 + V2, V2 + 2)

noktalarmin E1 egrisi iizerinde oldugunu gésterir ve bu noktalar Q(+/2) cismi iizerindeki
tiim torsiyon noktalardir. Dolayisiyla bu noktalarla sonsuz ¢oklukta farkli dik iiggen

elde edilemez. Bu 6rnek bizi asagidaki tanima yonlendirir.
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3.1.3. Tanmm. N bir K-denk olan say1 olsun. Eger a® + b? = ¢ ve %ab = N esitliklerini
gercekleyen sonsuz ¢oklukta a, b, ¢ € K ¢6ziimii var ise N sayisina has K-denk sayt

denir.

Tim Q-denk sayilar birer has Q-denk say1 oldugundan K = Q olmas1 halinde yukarida
verilen tanim pek ilgi ¢ekici degildir. Ancak yukaridaki 6rnek, bu durumun farkli say1

cisimleri lizerinde degisebilecegini gostermektedir.

3.1.4. Teorem. Her N pozitif tamsayis1 belli bir gercel kuadratik K cismi {lizerinde has
K-denk sayidir (Girondo ve ark. 2009).
ispat. a, b, ¢ € K olmak tizere

{az + b? = ¢?
ab = 2N

sistemindeki ilk esitlikte a yerine % yazilirsa
4N? + b* = ¢?b?
esitligi elde edilir. Dolayisiyla,

_ V4NZ+p*
b

dir. b segilen herhangi bir rasyonel say1 ve m = 4n? + b* olmak iizere N sayis1 Q(v/m )
cismi iizerinde bir denk sayidir. Bdylece verilen bir (a, b, ¢) € Q(vm)? iigliisii i¢in
(2.19) esitligi kullanilarak En egrisi iizerindeki bir P Q(v/m)-rasyonel noktasi elde edilir.
En(Q(v/m )) grubunun torsiyon alt grubu, 2-torsiyon alt grubuna, yani (N, m) = (1, 2) ya
da (N,m) = (2, 2) durumlari hari¢ olmak tizere {0, (0, 0), (£N, 0)} grubuna indirgenir.
b € Q sayist m # 2 olacak bi¢imde segilebilir ve bu halde P noktasi bir torsiyon

olmayan nokta haline gelir. m

3.1.5. Uyan. Tada (Tada 2001), eger N sayist bir Q-denk say1 degil ise N sayisinin

Q(v/m) cismi iizerinde bir denk say1 olmast igin gerek ve yeter kosulun Nm sayisinin bir

Q-denk say1 olmast oldugunu gostermistir. Bu gercekten hareket ile asagidaki sonuglar

ifade edilebilir.
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1 ve 11 sayilarinin Q-denk sayilar olmadig: bilindigi icin 1 sayis1 Q(v'11)-denk say:
degildir. Yukaridaki ispata gore 4N? + b* = 4 + b* esitligi, segilen herhangi b € Q sayisi,

d € Q olmak iizere 11-d? bigiminde ifade edilemez, yani cinsi 1 olan

11y?=x*+4
egrisi Q iizerinde bir eliptik egri degildir. Dolayisiyla bu egri singiiler olmayan
Q-rasyonel noktaya sahip degildir.

Benzer sekilde yukarida verilen sonu¢ herhangi n, m € Z* ¢iftine uygulandiginda
asagidaki genellemeye ulasilir: Cinsi 1 olan Cn, m: my? = x* + 4 egrisini Cn, m ile gostere-
lim. Bu durumda Cn, m egrisinin bir Q-rasyonel noktaya sahip olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul n sayisinin bir Q(v/m )-denk say1 olmasidir, veya denk olarak Cn m egrisinin bir
Q-rasyonel noktaya sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul nm sayisinin bir Q-denk say1

olmasidir.

3.1.6. Teorem. Her N pozitif tamsayisi, belli gergel kiibik cisim iizerinde has denk

sayidir. Daha kesin olarak, bir N pozitif tamsayisi igin A = A (N) olmak tizere
32A3-32)2+ 81+ N2=0

kiibik esitliginin tek gercel ¢6ziimii olsun, bu durumda koordinatlar1 asagida (3.4) ve
(3.5) esitlikleri ile verilen Px = (x, y2) noktasi, Q(v2) iizerindeki Y? = X3 — N2X eliptik
egrisinin Mordell-Weil grubundaki sonsuz mertebeli noktadir (Girondo ve ark. 2009).

Ispat. Ispatta Chahal (Chahal 2006)’1n yéntemi takip edilecektir.
(Y2 +2XY — X2)* + (2X3Y + X?Y?) = (X* + Y* + 10X2Y?% + 4XY3 + 12X3Y)?,
esitliginde X =1 — 20A ve Y = 4 olarak alinirsa
(1 =121+ 42%)* + 81(22 — 1)? = (1 + 401 — 10442 + 16043 + 161%)?

esitligi elde edilir. Bu ise d = d(A) = 8A(2X — 1) olmak iizere y? = x® + dx eliptik egrisi

uzerinde koordinatlar

(1-124+412)2
4(1+22)2

x=x(\) = (3:2)

(1-122+421%)(1+401—1044%2+16013+161%)
8(1+21)2

y=y@)= (3.3)
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olan (x, y) noktasmni verir. N pozitif bir tamsay1 olmak tizere —N? = 8A(2A — 1)? esitligini

g6z oniine alalim. Bu esitligin, x = x(N) = ¥ —8 — 27N + 3V48NZ + 81N* olmak

uzere

1 1 1
/1=/1(N)=§+EK+§

ile verilen bir tek gercel ¢oziimii vardir. Buradaki x, tim N pozitif tamsayilar1 igin
negatif olacak bicimdeki tek gergel kiip kok olarak secilmistir. Gerekli hesaplamalarin

yapilmasi ile En(Q(A)) egrisi tizerinde koordinatlari

1

_ _ 2 4 _ 2 _ 4
x = X(1) = e (256 + 992ZN? + 65N + (1024 — 2688N° — 28N*)A +
(1024 + 1920N? + 4N*)A%} (3.4)
y=y(d) = m{—wsm + 72704N? + 80960N* + 2868N° — N® +
(196608 — 462848N2 — 145152N* — 1456N6)1 + (196608 +
421888N2 + 100608N* + 208N6)A2} (3.5)

olan bir Px = (X, ya) noktasi elde edilir. Bu degerler, asagidaki gibi el ile hesaplanarak
ya da bir cebir programm kullanilarak kontrol edilebilir. Oncelikle (3.2) ve (3.3) esitlik-
leri ile verilen koordinatlarin pay ve paydasi sirasiyla (1 + 2A)? ve (1 + 2A)* ifadelerinin
eslenikleri ile ¢arpildiginda bu koordinatlar A degiskenine bagli rasyonel polinomlar
olarak elde edilir. Q(A) bir cisim oldugundan, bu polinomlarin derecesi en fazla ikidir,
ki buradan (3.4) ve (3.5) esitlikleri elde edilir. Geriye Pa noktasinin En(Q(A)) egrisi
tizerinde bir sonlu mertebeli nokta oldugunu gostermek kalir. Dikkat edilirse (X, Y)
noktasini (—X, V—1y) noktasina génderen doniisiim En eliptik egrisi lizerinde bir endo-
morfizmdir. Dolayisiyla En eliptik egrisi Z[v—1] ile karmasik ¢arpim islemine sahiptir.

Bu sonuglar, Q(A) kiibik cismi tizerindeki En eliptik egrisine uygulandiginda,

“M, En(Q(A)) egrisinin bir torsiyon noktasinin mertebesi ise, bu durumda ¢, Euler ¢-

fonksiyonu olmak iizere ¢p(M) < 6”

sonucu elde edilir. Dolayisiyla M € B = {1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 14, 18} dir.
Dolayisiyla Pa noktasinin mertebesinin B kiimesinde olmadigini ispatlamak yeterlidir.

Bunun i¢in Ey eliptik egrisi ile iliskilendirilmis Wm(X) m-b6liim polinomu kullanilir. xa
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noktasinin, Q(A) tizerinde m € B i¢in Wn(X) polinomunun bir kokii olmadiginin kontrol
edilmesi yeterlidir. Px, m € Q[n], k=0, 1, 2 i¢in kokleri tamsay1 olmayan polinomlar ve

m € B olmak {iizere,
l'IJm(X/l) = PO, m(N) + Pl, m(N)}\ + PZ, m(N))\Z

dir. Dolayisiyla m € B ve herhangi N € Z igin Wn(x1) # 0 dir. Bu ise Pany noktasinin
sonsuz mertebeli ve dolayisiyla En(Q(A)) egrisinin Mordell-Weil grubunun rankinin

pozitif oldugunu ispatlar.

3.1.7. Ornek. o = § + % V=35 + 3v129 + - olmak iizere N = 1 tamsa-

1
V-35+3v129
yis1 Q(a) kiibik cismi iizerinde bir denk sayidir (Girondo ve ark. 2009).

Asagidaki sekil, alan1 1 ve kenar uzunluklari Q(ot) cisminin elemanlarindan olan bir dik

ticgeni gostermektedir.

15817675 4 5151011a 76896448a*
6642426 3321213 16606065

138048 4 151008a  380736a?
62195 62195 62195

779 1879a 3776c?
890 1335 | 1335

Sekil 3.1. Alani 1 ve kenar uzunluklar1 Q(a) cisminin elemanlarindan olan bir dik tiggen
Verilen bir K cismi i¢in, K cismi iizerindeki denk sayilar hangileridir?

Her N pozitif tamsayisi igin En, Q cismi iizerinde y? = X3 — N?X esitligi ile tanimlanan
eliptik egri ve K bir say1 cismi olmak tizere En(K), En eliptik egrisi tizerindeki k-rasyonel
noktalarin olusturdugu grup olmak iizere asagidaki teoremde N sayisinin En(Q) grubuna

bagli olarak bir denk say1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul belirtilmektedir.

3.1.8. Teorem. Bir N pozitif tamsayisinin bir denk say1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

En(Q) grubunun bir sonsuz mertebeli noktaya sahip olmasidir (Koblitz 1993).
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O noktasi, En eliptik egrisi tizerindeki grup yapisi ig¢in birim eleman olan En(Q)
grubunun sonsuzdaki noktasi olsun. Teorem 3.1.8.’in ispatinda, En(Q) grubunun
torsiyon alt grubunun 0O, (0, 0) ve 1 ya da 2 mertebeli (N, 0) elemanlarindan olustu-

gunun kullanildigina dikkat ediniz.

Herhangi N pozitif tamsayisi i¢in, N sayisinin bir denk say1 olup olmadiginin belirlen-
mesi problemi oldukga eski bir problemdir. Teorem 3.1.8. ile ilgili olarak bazi 6nemli
sonuglar bilinmektedir. J. Coates ve A. Wiles (Coates ve Wiles 1977) tarafindan yapilan
caligmalardan, karmasik carpim islemi ile Q cismi iizerindeki E eliptik egrileri i¢in
En(Q) grubunun ranki pozitif ise bu durumda L(En, s), Hasse-Weil L-fonksiyonu olmak
tizere L(En, 1) = 0 oldugu sonucu elde edilir. Zayif Birch and Swinnerton-Dyer (Birch
ve Swinnerton-Dyer 1963, 1965) konjektiiriiniin dogru oldugu varsayildiginda L(En, 1)
= 0 ise En(Q) grubunun ranki pozitiftir. F. R. Nemenzo (Nemenzo 1998), N < 42553
icin BSD konjektiiriiniin En eliptik egrisi i¢in ger¢eklendigini yani, En(Q) grubunun
rankiin pozitif olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun L(En, 1) = 0 olmasi gerektigini
gostermistir. Ustelik J. B. Tunnell (Tunnell 1983) tarafindan L(En, 1) = O olacak
bicimdeki N tamsayisi icin bir gerek ve yeter kosul vermistir. Bdylece Tunnell
tarafindan, zayif BSD konjektiiriiniin dogru oldugu kabul edilerek, N sayisinin bir denk

say1 olup olmadiginin belirlenmesi i¢in basit bir kriter elde edilmistir.

3.1.9. Teorem. N sayist bir pozitif tamsay1 olsun ve m # 2 oldugunu kabul edelim. Bu
durumda N sayisinin K = Q(v/m) cismi iizerinde bir denk say1 olmasi icin gerek ve

yeter kosul En(IK) grubunun bir sonsuz mertebeli noktaya sahip olmasidir (Tada 2001).

m = 2 olmasi halinde Teorem 3.1.9. ger¢eklenmez. Ornegin, m = 2 ve N = 1 olmasi
halinde kenar uzunluklart (v2, v/2, 2) ve alani 1 olan bir dik iiggen elde edilir. Ancak,
asagida ele almacak olan Teorem 3.1.14. kullanilarak, E1(Q(v/m)) grubunun rankinin

sifir oldugu goriilebilir. Teorem 3.1.9. ve Teorem 3.1.14. bir araya getirilerek asagidaki

sonu¢ elde edilir.

3.1.10. Sonug¢. N bir pozitif tamsayr olmak iizere m # 2 oldugunu kabul edelim. Bu
durumda N sayisinin K = Q(v/m) cismi iizerinde bir denk say1 olmasi igin gerek ve

yeter kosul N ya da Nm sayilarinin Q Gizerinde bir denk say1 olmasidir (Tada 2001).
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N sayisinin Q cismi iizerinde bir denk olmayan say1r oldugunu kabul edelim. Bu
boliimdeki bir bagska amag kenar uzunluklar1 KK cismine ait ve alan1 N olan dik iiggenleri
siiflandirmaktir. 2P € 2En(IK)\{ O} noktalarinin olusturdugu kiime ile alan1 N ve kenar
uzunluklar (X, Y, Z) € K olan dik iicgenlerin kiimesi arasindaki esleme ve o, Gal(K/Q)
grubunun lireteci olmak {izere P + o(P) noktalar1 dikkate alinarak, kenar uzunluklar1 K

cismine ait ve alan1 N olan dik tiggenler asagidaki gibi siniflandirilabilir.

3.1.11. Teorem. N sayis1 Q cismi iizerinde bir denk olmayan say1 olsun. Bu durumda,

1. X <Y < Z olmak iizere alam1 N ve kenar uzunluklar1 X, Y, Z € K = Q(vm) olan
herhangi dik {iggen asagida verilen tipteki dik tlggenlerden biridir: o, Gal(KK/Q)

grubunun iireteci olmak tiizere,
1. Tip. Xs/m, YA'm, ZVm € Q,
2.Tip. X, Y, ZVm € Q,
3.Tip. o(X) =Y, Z € Q olmak iizere X, Y € K\Q,
4. Tip. o(X) =Y, Z € Q olmak iizere X, Y € K\Q dir.

2. m=3, 6,7 (mod 8) veya m sayist = 3 (mod 4) bi¢iminde bir asal ¢arpana sahip ise,
2. tipte bir dik iiggen yoktur, listelik bu durumda 3. ve 4. tipte de bir dik iiggen yoktur.

3. m=3,5,6,10, 11, 13 (mod 16) veya m sayisi q = 3, 5 (mod 8) bigiminde bir asal
carpana sahip ise 3. ve 4. tipte bir dik ticgen yoktur (Tada 2001).

3.1.12. Uyari. m = 2 olsun. Belli ¢ € N igin N = ¢? ise, kenar uzunluklar1 X = Y = ¢v/2 ve

alan1 N olan 4. tip bir dik tiggen vardir. Belli ¢’ € N i¢in N = 2¢'? ise kenar uzunluklari

X =Y =2c¢' ve alan1 N olan bir 2.tip dik tiggen vardir (Tada 2001).

Buradaki bir diger amag, alan1 N ve kenar uzunluklar1 Q(v/m) cismine ait olan dik
ticgenlerin tipleri lizerine, N ve Nm sayilarimin @Q cismi {izerinde birer denk say1

olmasina denk olan bir kosul vermektir.

3.1.13. Teorem. Bir N pozitif tamsayisinin, X <Y < Z, Z & Q ve Zvm ¢ Q olacak
bigimde X, Y, Z € Q(v/m) kenar uzunluklarina sahip bir dik iiggenin alani olmas1 igin
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gerek ve yeter kosul N ve Nm sayilarinin Q cismi iizerinde birer denk say1 olmasidir

(Tada 2001).

Herhangi K gergel kuadratik cismi i¢in, Teorem 3.1.9., Teorem 3.1.11. ve Sonug

3.1.10.’un ispatlanmasi i¢in En(IK) grubunun rankinin bilinmesi gerekir.
3.1.14. Teorem. E, a, b, ¢ € k olmak {izere k say1 cismi iizerinde
E:y?=x3+ax®+bx+c

bigiminde tanimlanan bir eliptik egri ve D, k\{a? | a € k} kiimesinin bir eleman1 olsun.

Bu durumda EP, E egrisinin k(vD) cismi iizerinde
EP: y? = x3 + aDx? + bD?x + cD3
biciminde tanimlanan tivisti (kivrilmasi) olmak iizere
rank (E(k(+/D))) = rank (E(K)) + rank (EP(K))
dir (Tada 2001).
Asagidaki teorem 2En(IK) grubunun elemanlarinin taninmasina olanak verir.

3.1.15. Teorem. k, karakteristigi 2 ve 3’ten farkli bir cisim ve E, K cismi tlizerinde bir

eliptik egri olsun. ¢, 3, y € k olmak iizere E eliptik egrisinin

En:y?=(X—a)(X—B)x —7)

bigiminde tanimlandigin1 varsayalim. (Xo, Yo) noktasi, E\{O} kiimesinin bir k-rasyonel
noktast olsun. Bu durumda, E eliptik egrisinin 2(X1, Y1) = (Xo, Yo) olacak bi¢imde bir k-
rasyonel (xi, y1) noktasinin var olmasi igin gerek ve yeter kosul Xo — a, Xo— p ve Xo — y

sayilarinin k cisminde birer kare say1 olmasidir (Tada 2001).

Yukaridaki Teorem 3.1.9’un ispatin1 vermek igin ilk olarak asagidaki 6nermeyi kulla-

narak En(Q(~/m)) grubunun torsiyon alt grubunu belirleyelim.

3.1.16. Onerme. N, 1 veya karesiz pozitif tamsay1 olmak iizere T(En, k), k say1 cismi
tizerinde En(K) grubunun torsiyon alt grubu ve En[2], En grubunun 2-torsiyon alt grubu

olsun.

i.N=1 m=2ise

47



T(E1, QV2)) = {0, (0, 0), (1, 0), (1 + V2, :2 +V2)), (1 - V2,2 - V2))},
ii. N=2,m=2ise
T(E2, Q(V2)) ={0, (0, 0), (2, 0), (2 + 2v/2, £4(1 +V2)), (2 - 2v/2, +4(1 = V2))},
iii. Diger hallerde,

T(En, Q(Vm)) = En[2] = {0, (0, 0), (+N, 0)}
dir (Tada 2001).

Ispat. En grubunun 2-torsiyon alt grubu En[2], O, (0, 0) ve (N, 0) olmak iizere dort

noktadan olusur, yani
T(En, Q(Wm)) 2 En[2] = ZI2Z & ZI2Z.

dir. EI*, Q(v/m) iizerinde y? = x3 — (Nm)?x ile tanimlanan Ey egrisinin kivrilmas1 olmak
tizere EfJ' = Enm ve boylece T(EN', Q) = T(Enm, Q) = Z/2Z @ Z/2Z dir. T(En, Q) =
ZI27Z @ ZI27 oldugundan, Kwon’un (Kwon 1997) vermis oldugu sonu¢ kullanilarak

T(En, Q(Wm)) = ZI27Z. @ ZI27 veya T(En, Q(vVm)) = ZI27Z @ ZIAT.
elde edilir.

T(En, Q(Wm)) = ZI2Z @ ZJAZ oldugunu varsayalim. Bu durumda T(En, Q(+v/m)) gru-
bunda dort mertebeli bir P noktas1 vardir. Dolayisiyla, 2P = (0, 0) veya 2P = (N, 0)
olmalidir. Teorem 3.1.15. geregi, eger 2P = (0, 0) veya 2P = (—N, 0) ise —N sayisi
Q(v/m) cisminde bir kare sayidir, ki bu bir ¢eliskidir. Eger 2P = (N, 0) ise Teorem
3.1.15. geregi N ve 2N sayilar1 Q(v/m) de birer kare say1 olmalidir. N sayis1 bir karesiz
tamsay1 oldugundan, N =1, m = 2 ya da N = m = 2 oldugu sonucu elde edilir. Eliptik

egriler tizerindeki duplikasyon formiilii ile elde edilen denklemler ¢oziilerek T(En,

Q(v/m)) grubu tam olarak tanimlanabilir. Diger hallerde ise T(En, Q(vVm)) = Z/2Z @
ZI27 dir.m

Teorem 3.1.9.°un ispatl. k cismi, R cisminin bir alt cismi olmak iizere N pozitif

tamsayisi i¢in,

S={(X,Y,2) ek¥10< X <Y <Z X2+Y2=Z%ve XY = 2N}
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ve
T ={(u, v) € 2En()\{O} | v > 0}

olsun. Bu durumda (X, Y,Z) €Si¢ing :S—T,

oo a=(( 252

ve Teorem 3.1.15. geregi, (U,V) ETiginy : T — S,

wu, V) = Wu+n—+vu—n, Vu+n++vu—n, 2vu)

olarak tanimlanan ¢ ve y doniisiimleri dikkate alindiginda y doniisiimiiniin, ¢

doniigiimiiniin tersi oldugu kolayca goriilebilir.

Simdi S # @ olmas: icin gerek ve yeter kosulun En(K)\En[2] # @ oldugunu gorelim. ilk
olarak S # @ oldugunu varsayalim. (X, Y, Z) € S i¢in Q = ¢(X, Y, Z) olsun. Q noktas1 T
tizerinde oldugundan Q = 2P olacak bigimde bir P € En(K)\En[2] noktasi vardir, o halde
En(K)\En[2] # @ dir. Tersine En(k)\En[2] # @ oldugunu varsayalim. P € En(k)\En[2]
olmak tizere 2P = (Xo, Yo) olarak alalim. Teorem 3.1.15. geregi Xo— N, Xo Ve Xo + N sayi-
lar1 k cisminde birer kare sayidir. Dolayisiyla y doniisiimii kullanilarak kenar uzunluk-

lar1 k cismine ait olan bir dik tiggen elde edilir.

k cismini K = Q(v'm) kuadratik cismi olarak alahm ve m # 2 olsun. Bu durumda
Onerme 3.1.16. geregi T(En, K) = En[2] dir. Dolayisiyla En(IK) grubunun rankinin pozi-
tif olmasi igin gerek ve yeter kosul En(K)\En[2] # @ olmasidir. Boylece ispat tamam-

lanmis olur.m

Sonug 3.1.10.’un Ispati. Teorem 3.1.14. geregi, rank (En(K)) > 0 olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul rank (En(Q)) > 0 ya da rank (EN'(Q)) > 0 olmasidir. Burada Ef*, K cismi
lizerinde tanimli En : y2 = x3 — (Nm)?x eliptik egrisinin kivrilmasidir. Dolayisiyla
E' = Enm ve boylece rank (Ef'(Q)) > 0 olmasi igin gerek ve yeter kosul Nm sayisinin

bir denk say1 olmasidir.m

Simdi Teorem 3.1.11’in (1) sikkini ispatlayalim. N sayis1 K = Q(v/m) cismi iizerinde bir
denk say1ve 0 < X <Y < Z, X, Y, Z € K olmak tizere X, Y, Z sayilar1 alan1 N olan bir

dik ticgenin kenar uzunluklari olsun. Bu durumda, Teorem 3.1.9.°’un ispatinda
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goriildigi gibi w(2P) = (X, Y, Z) olacak bigimde bir P € En(IK)\En[2] noktas1 vardir.
En(R) tizerindeki grup isleminin geometrik yorumlanmasiyla, gerekli olmasi halinde P
= (X, ¥) noktasmin yerine, P + (0, 0), P + (N, 0) veya P + (=N, 0) noktalar1 alinarak
x = (1 + V2)N esitsizliginin gerceklendigi varsayilabilir. 2P = (u, v) ve ||, 1(v/m)
pozitif olacak bi¢cimde : : K © R gémme doniisiimiinden indirgenen alisilmis mutlak

deger olsun. Yukarida verilen duplikasyon formiilii ile

22492\ 2
u=(3)
2y

ve boylece,

x242Nx—N? x2—2Nx—N? x24N?
Ny g e L L gy v i Ly

2ly| 2|yl 2|yl
olarak bulunur. Dolayistyla, y doniisiimii kullanilarak,

_ 2Nx , _ x?-N? _ x2+N?2
1 Z =3

X==—Y=
4 [y [y

olarak elde edilir. o, Gal(IK/Q) grubunun iireteci ve o(P) = (o(X), o(y)) olsun. P + o(P),
En(Q) grubunun bir elemant ve N sayisi Q cismi lizerinde bir denk olmayan sayi

oldugundan
P+o(P) € T(En, Q) = {0, (0, 0), (=N, 0)}
dir. Dolayisiyla asagidaki durumlardan biri elde edilir:

1. Durum. P + o(P) = O dir. En(R) grubu iizerindeki toplama isleminin geometrik
yorumu ile o(X) = X ve o(y) = —y olarak bulunur. Dolayisiyla X ve yv/m sayilar1 birer

rasyonel sayidir. Dolayisiyla Xv/m, Yv/m ve Zv/m sayilar1 birer rasyonel sayidir ve
boylece 1.tip bir dik iicgen elde edilmis olur.

2. Durum. P + o(P) = (0, 0) dir. En(R) grubu iizerindeki toplama igleminin geometrik

0@ _ o) _

orumu ile === = «a olarak bulunur. O halde,
X

o(y)? = a®y? = a®® — a®Nx
ve o(P), En egrisi lizerindeki bir nokta oldugundan

o(y)? = o(x)® — N? 5(x) = a®x® — N2ax
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elde edilir. a # 0, 1 ve x # 0 oldugu kolayca goriilebilir, dolayisiyla bu esitliklerden

elde edilir. Bu esitlik yardimiyla
Y = x(X + o(X))/|y| ve Zv/m = x(x — o(X))\'m/|y|

olarak elde edilir. x/y = o(x/y) ve x = (1 + v2)N > 0 oldugundan x/|y| sayist
rasyoneldir. Dolayistyla, X = 2Nx/|y|, Y ve Zv/m sayilar1 birer rasyonel sayidir, boylece

dik kenar uzunluklar1 rasyonel olan 2.tip bir dik {iggen elde edilmis olur.

3. Durum. P + o(P) = (N, 0) dir. En(R) grubu tizerindeki toplama isleminin geometrik
yorumu ile 6(X — N)/(x — N) = o(y)/y = f elde edilir. z = x — N olsun. O halde

o(y)? = 2% + 3%2°N + 2%ZN?
ve o(P), En egrisi lizerinde bir nokta oldugundan,
o(y)? = 2% + 3%2°N + 2zN?
elde edilir. § # 0, 1 ve z # 0 oldugu kolayca goriilebilir, dolayisiyla bu iki esitlikten
pz? = 2N?
elde edilir. Bu esitlik ve X =z + N esitligi X, Y ve Z degerlerinde yerine yazildiginda
X=2(0(z) + 2N)/|y|, Y =z(z + 2N)/|y| ve Z = z(z + 2N + o(2))/|y|

olarak elde edilir. z/y = o(zly) ve z > 0 oldugundan, z/|y| rasyoneldir. Dolayisiyla Z
rasyonel ve o(X) = Y dir. Boylece iki kenar uzunlugu birbirinin eslenigi ve bir kenar

uzunlugu da rasyonel say1 olan 3.tip bir dik iiggen elde edilmis olur.

4. Durum. P + o(P) = (=N, 0) dir. w = X + N olarak alinirsa 3.tip bir dik iliggen elde

edilen durumda oldugu gibi wW/|y| ve Z sayilarinin birer rasyonel say1 ve
X =w(—ao(w) + 2N)/|y| ve Y = w(w — 2N)/|y]|

oldugu gosterilebilir, bu ise 6(X) = —Y olmasimi gerektirir. Boylece, 6(X) = —Y olmak
tizere iki kenar uzunlugu X, Y ve bir kenar uzunlugu da Z € Q bi¢imindeki 4.tip bir dik

ticgen elde edilmis olur.m
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Simdi de, Teorem 3.1.11.”in (3) i ispatlanacaktir. 3.tip (ve 4.tip) bir dik ii¢genin var
oldugunu kabul edelim ve a, b, ¢ sayilar1 pozitif rasyonel sayilar olmak {izere bu dik
ticgenin dik kenar uzunluklar1 a — by/m (ve —a + bv/m), a + bv/m ve hipoteniis uzunlu-

gu ¢ olsun. Bu durumda (x, Y, z) = (a, b, ¢),
2x2 + 2my? = 7

esitliginin sifirdan farkli bir ¢oziimiidiir. Hasse teoremi geregi, yukaridaki esitligin
rasyonel sayilarda bir ¢dziimiiniin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Qp, p-adic sayilarin
olusturdugu cisim olmak iizere bu esitligin her p asal sayisi i¢in Qp cisminde bir ¢éziime
sahip olmasidir. Hilbert sembolleri kullanilarak, bu esitligin Q2 cisminde bir ¢éziimiiniin
olmasi igin gerek ve yeter kosulunm =1, 2, 7, 9, 14, 15 (mod 16) oldugu ve m sayisinin
g # 2 asal garpani i¢in p = ¢ olmasi halinde yukaridaki esitligin Qp cisminde bir
¢cOzlimiiniin olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun 2 sayisinin q modiiliine gore bir ikinci

dereceden kalan yani, q = 1, 7 (mod 8) oldugu goriilebilir.

Son olarak Teorem 3.1.11.’in (2) si ispatlanacaktir. Tipki Teorem 3.1.11’in (3) duru-
munda oldugu gibi Hilbert sembolleri kullanilarak, m = 3, 6, 7 (mod 8) ya da m
sayisinin = 3 (mod 4) bigiminde bir asal ¢arpani varsa, bu durumda 2.tip dik {liggen
elde edilemez. Bundan baska {P + o(P)} kiimesi, En[2] grubunun bir alt grubu oldu-
gundan alan1 N olan farkli tipteki dik tliggenlerin sayisi ii¢ olamaz. Dolayisiyla, eger
2.tip dik ticgen yoksa, bu durumda 3.tip ya da 4.tip dik ticgenlerin olmadig1 sonucu elde

edilir. m

Yukarida verilen Teorem 3.1.13’iin ispatt icin N ve Nm sayilarinin Q tizerinde birer
denk say1 oldugunu kabul edelim. Denk sayr tanimi geregi, a? + b? = ¢2, ab = 2N ve
a < b < ¢ olacak bicimde a, b, ¢ rasyonel sayilar1 vardir. Benzer sekilde d? + e* = f 2,
de = 2mn ve d < e < f olacak bigimde d, e, f rasyonel sayilar1 vardir. Dolayisiyla n sayisi

ayn1 zamanda

d f
o)

bicimindeki bir dik {icgenin alani1 olur.

52



@:.:S—Tvey:T— S doniisiimleri yukarida belirtilmis olan doniisiimler olmak iizere
- — d e f
P=(u,V)=9¢(a,b,c)+ '/’(\/_m’ N \/_m) olsun. Bu durumda
F2(e? — d?)% + m3c2(b? — a?)? — (f2 + mc?)(f% — mc?)?
A4m(f? — mc?)?
cf (b? —a?)(e? —d?*)\Vm
2(f? —mc?)?

dir. Gerekli olmas1 halinde P noktasinin yerine —P noktas1 alinarak P = (u, V) noktasinin
v > 0 o6zelligindeki bir nokta oldugu varsayilabilir. (U, V) € T oldugundan w(u, v) € S dir.
(X, Y, Z), yukarida elde edilen alan1 N olan dik {iggenin ii¢ kenar uzunlugunun olus-

turdugu sistem olsun. Teorem 3.1.15. ve eliptik egri iizerindeki noktalar i¢in toplama

kurali kullanilarak X, Y, Z € Q(vm),Z & Qve Zvm ¢ Q oldugu goriilebilir.

Tersine, N veya Nm sayilar1 Q iizerinde denk olmayan sayr olsun. N sayismin Q
tizerinde bir denk olmayan say1 ve Nm sayisinin da Q tizerinde bir denk say1 oldugunu
varsayalim. Teorem 3.1.11. (1) geregi N sayis;, X <Y < Z, Z ¢ Q ve Zvm ¢ Q olacak
bigimde ii¢ kenar uzunlugu X, Y, Z € Q(v/m) olan bir dik iiggenin alan1 degildir. Simdi
de Nm sayisinin Q iizerinde bir denk olmayan say1 ve N sayisinin K = Q(v/m) iizerinde
bir denk say1 oldugunu varsayalim. (a, b, ¢) € K3, alam1 N olan dik iicgenlerin kenar
uzunluklarmin olusturdugu bir sistem olsun. Uggenin tiim kenar uzunluklar1 vm ile
carpilarak, alan1 Nm ve {i¢ kenar uzunlugu (avm, bv/m, cv/m) € K2 olan bir dik iiggen
elde edilir. Nm pozitif tamsayisi i¢in, ¢' doniisiimiinii ¢ doniisiimiine benzer sekilde
tanimlayalim. Bu durumda, bir P’ € Enm(K) noktasi igin 2P’ = ¢'((av'm, bvm, cvm))
olarak alinabilir. Gal(IK/Q) grubunun o tireteci igin, P'+ o(P') € Enm(Q) ve Nm sayis1 Q

tizerinde bir denk olmayan say1 oldugundan
P'+o(P") € T(Enm, Q) = {0, (0, 0), (xNm, 0)}

dir. O halde Teorem 3.1.11. (1) in ispatinda oldugu gibi asagidaki durumlardan birinin
gerceklestigi goriliir:

1.Durum.a,b,ceQ

2. Durum. avm, bym, ceQ
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3. Durum. o(a) = —b, cv/m € Q olmak iizere a, b € K\Q
4, Durum. o(a) = b, cv/m € Q olmak iizere a, b € K\Q.

Dolayisiyla N sayis1, Z € Q ve Zvm & Q olmak iizere Z = ¢ hipoteniis uzunluguna sahip
bir dik iicgenin alani degildir. Son olarak N ve Nm sayilarinin Q {izerinde birer denk
olmayan sayilar olduklarini varsayalim. m # 2 olmasi halinde Sonug 3.1.10. geregi, N
sayis1 K lizerinde bir denk say1 degildir. m = 2 ve N sayisinin K {izerinde bir denk say1
olmasi halinde, alan1 N olan dik iiggen dik kenar uzunluklar esit, yani X =Y 6zelliginde
bir dik iiggendir. Bylece N sayisinin, Z ¢ Q ve Zvm & Q olmak iizere Z hipoteniis

uzunluguna sahip bir dik tiggenin alan1 olmadig1 sonucu elde edilmis olur. m

3.1.17. Ornek. Burada bazi dik {iggen &rnekleri verilecektir. N bir pozitif tamsay1, m bir
karesiz pozitif tamsay1 ve X <Y < Z olmak iizere X, Y, Z € K = Q(v/m) saylar1, alan1 N

olan bir dik tiggenin kenar uzunluklar1 olsun. Yukarida ele alinmis olan ¢ doniistimii

kullanilarak Q = ¢(X, Y, Z) € 2En(K)\{O} olarak alalim.

1.N=2,m=17ig¢in 1., 2., 3.tip ve Teorem 3.1.11. (1) de verilen 4.tip dik ticgenleri ve
2EN(K)\{ O} kiimesine karsilik gelen noktalari olusturalim (Tada 2001).

1.Tip. 34 (= 2:17) sayis1 Q iizerinde bir denk sayidir ve rasyonel kenar uzunluklari
(15/2, 136/15, 353/30) ve alant 34 olan bir dik iiggen vardir. Bu iiggenin tiim kenar
uzunluklar1 V17 ile boliinerek

15V17 817 353\/17)
34 7 15’ 510

% Y.2)=(

bi¢imindeki dik liggen ve

0= (2118353 + 8245727@) € 2E2(Q(W17)){0}

1040400’ — 62424000

noktasi elde edilir.

2. Tip. Dik kenar uzunluklari rasyonel olan
X,Y,2)=(1,4,v17)

bi¢ciminde bir dik {icgen vardir ve bu iiggene karsilik
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Q=(2, +2Y) e 2670}

4 8
dir.

3.Tip. X, ¥, Z € Q\{0} olmak tizere X = x —yv17, Y = x + y¥17 ve Z = z olsun. Bu
durumda (x, y) noktas1 x? — 17y? = 4 esitligini gercekler. Ornegin, (13/2, 3/2) noktas1 bu
esitligin bir ¢éziimidiir. Yukaridaki ¢oziim kullanilarak, t € Q parametresine bagli ola-

rak tiim X ve y ¢oziimleri

_ 13-102t+221t? _ —3+26t-51t?
2(-1+17¢2) ' 2(-1+17t2)

olarak elde edilir. t = 1 olmasi halinde X ve y degerleri 2x? + 34y? ifadesinde yerine

yazildiginda 2x? + 34y? sayisinin Q cisminde bir kare say1 oldugu gériiliir. Boylece,

_ (33+7/17 33-74Y17 31
(X.Y,2)= ( 8 ' 8 ' T)
bicimindeki dik tiggen ve

961 7161V17

Q= (&, +7227) € 26(QWIT)NO}

noktasi elde edilir.

4. Tip. Benzer sekilde 3.tip dik tiggen elde etme durumuna benzer sekilde

—14+/17 1+\/ﬁ’ 3)

)

% Y.2)=(

bi¢imindeki dik iiggen ve

Q= (2 +27) e 2EQUT7)0}

4

noktasi elde edilir.

K = Q(v/17) olarak alinirsa E34(Q) grubunun rankinm ikiden daha kiigiik olmadig1 go-
riilebilir. o, Gal(IK/Q) grubunun iireteci ve P € Ex(IK) olmak iizere ¢ : E2(K) — E2(Q),
¢(P) = P + o(P) olarak tanimlanan ¢ homomorfizmini dikkate alalim. 2, Q tizerinde bir
denk olmayan say1 oldugundan, E>(Q) = E2[2] dir. Alani 2 olan dort tip dik liggenin var

oldugundan ¢ doniisiimii 6rtendir yani,
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E2(K)/Ker(p) = ZI27 @ ZI27Z.
dir.

Dikkat edilirse Ker(p) o 2Ex(K) dir. P1, P2 € Ex(K) noktalar1 2Py = (17/4, 15v17/8),
2P, = (961/64, 7161v/17/512) olacak big¢imde noktalar olsun. Bu durumda, Teorem
3.1.11. (1) in ispat1 geregi ¢(P1) = (0, 0), ¢(P2) = (2, 0) dir. Boylece, P1, P2 & 2E2(K) ve
P1 + P2 & 2E(K) dir. E2(KK) grubunun rankinin 1 oldugu varsayilirsa, P1 + P2 € 2E2(K)
dir, ki bu bir ¢eliskidir. O halde Teorem 3.1.14. geregi E34(Q) grubunun rankimin 1 den
biiytik oldugu sonucu elde edilir (ger¢ekte E34(Q) grubunun ranki 2 dir).

2. N =3, m = 7 olmak iizere 1.tip ve Teorem 3.1.11. (1) de verilen 4.tip dik liggen ve
2E>(K){O} grubuna karsilik gelen noktalar elde edilebilir. Teorem 3.1.11. (2) geregi,
2.tip ve 3.tip dik liggen elde edilemeyecegi agiktir (Tada 2001).

1. Tip. 21 (= 3-7) sayis1 Q iizerinde bir denk sayidir, dolayisiyla alan1 21 ve rasyonel
kenar uzunluklar (7/2, 12, 25/12) olan bir dik liggen vardir. Bu dik iiggenin tiim kenar

uzunluklar V7 ile boliinerek

xYv.2)=(3. 27 %)

7 ' 14

bi¢imindeki 1.tip dik liggen ve

Q= (4375 n 13175\/7) E 2E3(Q(\/7))\{0}

784’ — 3136

noktasi elde edilir.

4. Tip. Yukaridaki Ornek 1°de 3.tip dik iicgen elde edilisine benzer sekilde
(X,Y,2)=(-1++7,1++7,4)

dik liggeni ve

Q= (4,+2V7) € 2Es(Q(V7)){0}

noktasi elde edilir.
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3. N =2, m=3 olmak iizere Teorem 3.1.11 (1) de verilen 1.tip dik tiggen ve 2E>(IK)\{O}
grubuna karsilik gelen nokta elde edilebilir. Teorem 3.1.11. (2) ve Teorem 3.1.11. (3)
geregi, 2., 3. ve 4.tip dik iicgenlerin elde edilemeyecegi agiktir (Tada 2001).

1.Tip. 6 (= 2-3) say1s1 Q iizerinde bir denk sayidir, alan1 6 ve rasyonel kenar uzunluklari
(3, 4, 5) olan bir dik tiggen vardir. Bu dik iiggenin kenar uzunluklar V3 ile boliindii-
giinde

x.¥.2)=(V3, ﬂs—ﬁ)

3 3

biciminde dik iiggen ve

Q= (2, +28) e 26Q(WIAMO}

12’ — 72

elde edilir.

4. N =6, m =5 olmak lizere 6 sayis1 Q iizerinde bir denk sayidir. Alan1 6 ve rasyonel
kenar uzunluklar1 (3, 4, 5) olan bir dik iicgen vardir. Ustelik 30 (= 6-5) sayis1 da Q

tizerinde bir denk sayidir, alan1 30 ve rasyonel kenar uzunluklari (5, 12, 13) olan bir dik

{igen vardir. Bu dik iiggenin kenar uzunluklar1 /5 ile béliindiigiinde

: 12/5 135

dik tiggeni elde edilir. Teorem 3.1.13.”{in ispatindaki hesaplamalar ile alan1 6 olan

X,Y,2) = (33(13—5\/3)' 4(13+5\/§)’ 7(85—13\/3))

44 11 44

bicimindeki dik iiggen elde edilir (Tada 2001).
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4. BiR MILYON DOLARLIK PROBLEM

N sayisinin bir denk say1 olup olmadiginin belirlenmesi problemi En egrisinin rankinin
pozitif olup olmadiginin belirlenmesi problemine indirgendiginden En egrisinin
rankinin kolayca belirlenebilecegi bir yol bulmak gerekir. Ne yazik ki, bir eliptik egrinin
rankinin belirlenebilmesi sanildig1 kadar kolay bir problem degildir. Bunun i¢in ilk
olarak, En egrisinin ranki ile eliptik egrinin L-fonksiyonunun 1 noktasindaki degeri

arasinda nasil bir iligki oldugu ele alinacaktir.

4.1. Bir Milyon Dolarhik Problem

Hatirlanirsa, pt2N 6zelligindeki tiim p asallari i¢in,
ag,(p) =p + 1 — #En(Fy)

bi¢iminde tamimlanmisti. En egrisinin L-fonksiyonu ise s, gercel kismi uygun

biiyiikliikte olan bir karmasik say1 olmak iizere
L(s, En) = [Ipron(1 — ag, (p)p™° + pt~*)7t

bi¢iminde tanimlanir. Bu fonksiyon, karmasik diizlemin tamamina analitik olarak
devam ettirilebileceginden, dolayisiyla fonksiyonun hangi fonksiyona yakinsadigi
konusunda endigselenmeye gerek yoktur. L-fonksiyonuna olan ilgimiz, asagida verilecek
olan, Birch ve Swinnerton-Dyer konjektiiriinden gelmektedir. Bu konjektiir,
Amerika’daki Clay Matematik Enstitiisii’niin Milenyum problemlerinden birisidir, yani
enstitlii bu konjektiirii ispatlayabilecek ya da konjektiiriin aksini ispatlayabilecek olan

herkese bir milyon dolar teklif etmektedir (konjektiiriin dogru olduguna inanilmaktadir).

4.1.1. Birch ve Swinnerton-Dyer (BSD) Konjektiirii. En eliptik egrisi tizerinde sonsuz
coklukta rasyonel nokta olmasi i¢in gerek ve yeter kosul L(1, En) = 0 olmasidir (Birch
ve Swinnerton-Dyer 1963, 1965).

Bu konjektiir, daha sonra daha genel olarak ifade edilecegi halde bu hali ile s = 1

noktasinda L-fonksiyonu hakkinda daha fazla bilgi vermektedir ve iistelik konjektiiriin
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bu hali bizim i¢in yeterlidir. Yukarida verilen sonuclar dikkate alindiginda asagidaki

Onerme verilebilir.

4.1.2. Onerme (BSD konjektiirii varsayimi altinda). N tamsayisinin bir denk sayi
olmasi igin gerek ve yeter kosul L(1, En) = 0 olmasidir (Birch ve Swinnerton-Dyer
1963, 1965).

Baz1 kaynaklarda yapilan ¢alismalar dikkate alindiginda En eliptik egrisi igin r > 0
olmasi halinde L(1, En) = 0 oldugu goriilmektedir (ger¢ekte bu sonu¢ karmasik garpim
Ozelligine sahip olan herhangi eliptik egri icin de dogrudur). Bu ifadenin tersi, yani
“L(1, En) = 0 ise r > 0 oldugu” hala agik bir problemdir. L(1, En) = 0 olmasi halinde
problem kolay bir problem olmasa da L(1, En) = 0 olup olmadig1 hakkinda bir fikir elde

etmek icin en azindan bazi sayisal yaklasimlar yapilabilir.

Onceki béliimde oldugu gibi, ag,(n) sayisinin tanimi da asal olmayan tiim n degerlerini

kapsayacak sekilde genisletilebilir. pf2N ve r > 2 i¢in
a5y (p) = agy (" ~*) agy (P) — Pag, (p"~?)
ve obeb(mn, 2N) = 1 olmak {izere aralarinda asal m ve n sayilari igin
agy(mn) = ag, (Mag, (n)
dir.
Son esitlik, L(s, En) fonksiyonunun ¢arpim yerine,

LS En) =Y  n=0 ag,(mn—s
obeb(n,2N)=1

biciminde bir ile ifade edilebilmesine olanak verir. Boylece istenildigi kadar biiyiik
ag,,(n) degerleri, daha kiigiik olanlar kullanilarak hesaplanabilir ve boylece sonugta elde

edilen sonlu toplam kullanilarak, s = 1 i¢in L(1, En) degeri icin yaklasik bir deger elde
edilmis olur. Bu hesaplamalar SAGE programi kullanilarak yapilabilir. Eliptik egri E

olarak tamimlanmak iizere q asal sayis1 i¢in ag, (q) degeri

sage: E.ap(q)

komutu ile bulunur. Eger 2 ve 100 arasindaki asal sayilar igin, ag, (q) degerlerinin bir

listesi istenirse yukaridaki komut yerine,
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sage: for q in primes(2, 100):
print g, E.ap(q)
komutu kullanilir. ag, (n)™nin ilk 100 degeri i¢in komut,
sage: E.anlist(100)

bi¢imindedir. Bu komutlar, L(1, En) degerinin sonlu toplam yaklagimlarini olusturmak

i¢in kullanilabilecegi gibi SAGE programinda L(1, En) degeri dogrudan
sage: E.Lseries(1)
bi¢imindeki komut ile de bulunabilir.

4.1.3. Ornek. 56 sayis1 bir denk say1 midir? 56 sayis1 bir denk say ise kenar uzunluklar
rasyonel ve alani 56 olan bir dik tiggen bulunuz. Eger 56 sayis1 bir denk say1 degil ise,

bunu ispatlayiniz (BSD konjektiiriiniin dogru oldugu varsayilabilir).

Diophant-Pisagor yontemi kullanilarak 56 sayisinin bir denk say1 oldugunu gosterilebi-

lir. Kenar uzunluklar1 @, b, ¢ € Q ve alan1 56 olan dik tiggeni gz Oniine alalim. Bu

durumda az—b = 56 oldugundan
a?+b*=c?veab=112

dir. Simdi

(a—b)z_a2—2ab+b2_cz—224_(c2
2 B 4 -4

(a+b)2_a2+2ab+b2_cz+224_(c)2
2 B 4 T4

g . Cc 2
esitliklerinde X = (E) olarak alinirsa

_ f(a-b 2 _ fa+b 2
x-56= (%) vex+56=(*)
elde edilir. O halde problemin ¢6zlimii i¢in aritmetik farklar1 56 olan ardigik

X - 56, X, X + 56
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sayilarinin belirlenmesi gerekir. Dikkat edilirse bu sayilarin her biri birer kare sayidir,

dolayistyla bu sayilarin ¢arpimi olan
(X - 56)-x<(x + 56) = x3 - 3136x
sayist da bir kare sayidir. Dolayisiyla bu esitlik
y? = x3 - 3136x

biciminde yazilabilir. Dikkat edilirse bu esitlik bir eliptik egri belirtir. Bu esitligi
gercekleyen her bir rasyonel ¢oziime karsilik, istenen oOzellikte bir dik iiggen elde
edilemeyecegi aciktir. Bu nedenle bir rasyonel ¢oziimden baslanarak bu egri tizerindeki
yeni noktalar elde edilerek istenilen uzunluklara sahip olan dik ii¢gen elde edilir.
Yukaridaki esitliklerden

__ (a-b)c(at+b) _ (a®-b?)c
- 8 - 8

y:\/(x—56)-x-(x+56)

olarak elde edilir. (=56, 0), (0, 0), (56, 0) noktalar1 eliptik egri lizerindeki asikar nokta-
lardir fakat bu noktalar ile bir dik tiggen elde edilemez. (—7, 147) noktas1 da eliptik egri
tizerindeki bir noktadir ve bu durumda (=7, 147) noktas1 ve yukaridaki asikar noktalar
ile eliptik egri iizerinde yeni noktalar elde etmek miimkiin degildir. Bu nedenle, bu

nokta ve kendisinden gegen, yani bu noktada egriye teget olan dogruyu dikkate alalim.
2yy’=3x? — 3136
oldugundan

;L 3x% — 3136 2989

2y (“7.147) 294

y

ve dolayistyla eliptik egrinin (—7, 147) noktasindan gecen tegetinin denklemi

2089 22295
204 * T 04

y =
olarak bulunur. Bu dogru ile eliptik egrinin kesisimi dikkate alinirsa

2989 22295
(-5
294 294

)2: %3 — 3136x
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ve dolayisiyla

8934121
3 24 ... = 0
86436

esitligi elde edilir. Dogru eliptik egriye (—7, 147) noktasinda teget oldugundan x = —7

8934121
86436

noktas1 son esitligin c¢ift kathi kokiidiir. Son esitligin koklerinin toplaminin
oldugu hatirlanirsa

8934121
86436

(D + (D +x=

10144225 _ (3185

2
36436 > 94) olarak bulunur. Bu deger teget dogru

esitligi ve bu esitlikten de x =

2
denkleminde yerine yazilirsa y = _ Z83%99799° blarak bulunur, X = (5) oldugundan
25412184 2
_ 6370
c=—,ve dolayistyla
28393997905  (a®—b?)-c  6370(a® — b?)
25412184 2 8 2352
dir. Bu esitlikten de
2 |2 — _ 35659652
a"— b= 86436

o 6370
olarak bulunur. Diger yandan a* + b? = ¢ = (ﬁ

2 _ 614656 b2

2
) oldugundan a“ = 1605 =441 ve

boylece alan1 56 olan dik liggenin kenar uzunluklari

16 65
a=—b=2lvec=—
3 3

olarak bulunur. Dikkat edilirse bu tiggen (16, 63, 65) liggeninin her bir kenarinin 3 ile
boliinmesiyle elde edilmis olan tliggendir. Bundan bagka bu yontem kullanilarak

y2 = x3 - 3136x eliptik egrisi iizerinde sonsuz ¢oklukta ¢dziim bulunabilir.

Eliptik egrileri kullanmadan, verilen N sayisinin bir denk sayr olup olmadigini
belirleyebilmek icin bir yontem belirlemek, bir kritere sahip olmak istiyoruz. BSD
konjektiirtiniin gecerli oldugunu varsayarak, Tunnell (Tunnell 1983), N sayisinin bir
denk sayr olup olmadigmi belirleme problemini sonlu kiimelerin mertebelerini
karsilagtirma problemine doniistiirmiistiir. Bu teoremde, bu calismada yer almayacak

olan modiiler formlar1 kullanilmaktadir. Nispeten kiiciik ve sonlu kiimeler olmalar
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nedeniyle eliptik egriler ile hesaplama yapmanin ¢ok fazla zaman aldig1 durumlarda bu

kiimelerin mertebelerinin hesaplanmasi oldukca akillicadir.

4.1.4. Teorem. N, karesiz, tek (veya ¢ift) say1 ve bir rasyonel dik iiggenin alani ise,
#{X,y,ZET| N=2x2+2y2+3222}=%#{x,y,z€ZI N = 2x% + 2y? + 87°}
(veya #{X,y,Z € Z I%:4x2+y2+3222}:%#{x, y,ZEZ lg:4x2+y2+822})

dir (Tunnell 1983).

Eger BSD konjektiirii En eliptik egrisi i¢in dogru ise, bu durumda bu esitlik N sayisinin

bir denk say1 olmasini gerektirir.

BSD konjektiiriiniin dogru oldugu varsayilarak 2006 ve 2007 sayilarinin da birer denk

say1 olduklar1 belirlenebilir.

Boylece denk sayilar hakkindaki tartigmadaki dongii tamamlanmis oldu. Kenar
uzunluklar1 rasyonel olan {iggenlerin alanlar1 hakkindaki masum bir problemle
basladiktan sonra eliptik egrilerin, bu problemdeki yerini gérmiis olduk. Daha sonra bir
milyon dolarlik konjektiiriin aslinda denk sayilarin incelenmesinde ortaya ciktigini ve
eger bu milyon dolarlik konjektiir dogru ise bir saymnin denk sayr olup olmadigim
belirlenmesi  probleminin, sonlu bir kiimenin kardinalitesinin belirlenmesine

indirgendigi sonucunu elde etmis olduk.
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