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ÖZEL İKİ TAMSAYI DİZİSİ VE BU DİZİLERİN PELL VE BALANS SAYILARI 
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Danışman: Prof. Dr. Ahmet TEKCAN 

 
Bu çalışmada özel iki  ve  tamsayı dizisi tanımlanmış ve bu dizilere ait bazı cebir-
sel sonuçlar elde edilmiştir. Ayrıca  tamsayı dizisinin daha önceden bilinen Pell, Pell-
Lucas ve balans sayıları ile olan ilişkisi üzerinde durulmuştur.  

na nW

na

 
Tezin birinci bölümünde, tezin daha sonraki bölümlerde kullanılacak olan tamsayı dizi-
leri ile ilgili bazı temel kavramlara, notasyonlara ve teoremlere yer verilmiştir.  
 
Tezin ikinci bölümünde, Pell sayılarının ilk 14 +n  teriminin toplamının tam kare olması 
sonucundan yola çıkılarak tanımlanan  tamsayı dizisi ele alınmış ve bu dizi ile ilgili 
bazı cebirsel sonuçlar verilmiştir. Ayrıca bu dizinin Pell, Pell-Lucas ve balans sayıları 
ile olan ilişkisi üzerinde durulmuştur.  

na

 
Tezin son bölümünde ise  tamsayısı için  Pell denkleminin tüm 
pozitif tamsayı çözümleri farklı bir yoldan elde edilmiş ve bu Pell denklemine bağlı ola-
rak tanımlanan  tamsayı dizisi ile ilgili bazı cebirsel sonuçlar elde edilmiştir. 

2≥k 1)2( 222 =−− ykx

nW
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Anahtar Kelimeler: Tamsayı dizisi, Pell ve balans sayıları, Pell denklemleri 
2019, vi + 49 sayfa. 
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ABSTRACT 
 

MSc Thesis 
 

TWO SPECIAL INTEGER SEQUENCES AND THEIR RELATIONSHIP WITH  

PELL AND BALANCING NUMBERS  
 

Arzu AKIN 
 

 Bursa Uludağ University  
Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics 
 

Supervisor: Prof. Dr. Ahmet TEKCAN 
 

In this work, two special integer sequences  and  are defined and some algebraic 
relations on them are derived. Furthermore, the relationship between  and Pell, Pell-
Lucas also balancing numbers are studied.  

na nW

na

 
In the first section, some preliminary notations, definitions and theorems related to inte-
ger sequences which are to be used in later sections are given. 
 
In the second section, the integer sequence  which derived from the sum of first non-
zero  terms of Pell numbers is defined and obtained some algebraic relations on 
it. Later its relationship with Pell, Pell-Lucas and balancing numbers is considered.  

na
14 +n

 
 
In the last section, all positive integer solutions of the Pell equation  
for an integer  is obtained by a different method and defined a new integer se-
quence  derived from this Pell equation and obtained some algebraic relations on it.  

1)2( 222 =−− ykx
2≥k

nW
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1. GİRİŞ 

 

Tezin bu bölümde, tezin sonraki bölümlerinde kullanılacak olan bazı temel kavramlara, 

notasyonlara ve teoremlere yer verilecektir.  

 

1.1. Tamsayı Dizileri. 

 

Tamsayı dizileri içerisinde en bilineni-meşhuru Fibonacci tamsayı dizisidir. Bu tamsayı 

dizisinin terimleri  

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377,    ⋅⋅⋅

 
şeklindedir. Bu tamsayı dizisi ve altın oran sayılar teorisinde çok önemli bir yere sahip-

tir. Altın oran, Fibonacci tamsayı dizisinin ardışık terimlerinin oranı olan  

⋅⋅⋅=
+ 6180339887.1
2

51  

sayısıdır. Bu sayı tarih boyunca matematikçilerin ilgisini çekmiş ve birçok matematikçi 

tarafından araştırmaya konu olmuştur. Altın oran tarihte oyun kartlarından piramitlerin 

yapımına kadar birçok alanda kullanılmış ve doğada birçok varlıkta gözlemlenmiştir. 

Diziye adını veren Leonardo Fibonacci (1170-1250) orta çağda yaşamış olan ünlü bir 

matematikçidir. Fibonacci 1202 yılında Liber Abaci-The Book of Calculation isimli bir 

kitap yazmış, bu kitapta Fibonacci sayılarına ve altın orana yer vermiştir. 

 

Fibonacci tamsayı dizisi  ile gösterilirse, dizinin başlangıç terimleri ,nF 00 =F 11 =F o-

lup genel terimi için  2≥n

21 −− += nnn FFF  

dir. Fibonacci tamsayı dizisinin katsayılar (companion) matrisi  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

01
11

M   

olup  için 1≥n

         ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

−

+

1

1

nn

nnn

FF
FF

M

 1



   

dir. Bu son eşitliğin her iki tarafının determinantı alınırsa Cassini özdeşliği olarak bili-

nen 
n

nnn FFF )1(2
11 −=−+−  

bağıntısı elde edilir.  

 

Fibonacci sayı dizisine benzer diğer önemli bir tamsayı dizisi de Lucas tamsayı dizisi-

dir. Bu tamsayı dizisi de Eduard Lucas (1842-1891) tarafından tanımlanmıştır. Bu tam-

sayı dizisinin terimleri  

2, 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47, 76, ⋅⋅⋅   

 
dir. Bu tamsayı dizisi ile gösterilirse, dizinin başlangıç terimleri  ve nL 20 =L 11 =L olup 

genel terimi  için  2≥n

21 −− += nnn LLL  

dir. Fibonacci ve Lucas tamsayı dizileri arasında birçok cebirsel bağıntı olup bu bağıntı-

lardan en önemlisi  için  1≥n

11 +− += nnn FFL  

dir. Fibonacci ve Lucas tamsayı dizilerinin karakteristik denklemi  

012 =−− xx   

olup bu denklemin kökleri 

2
51

1
+

=x   ve  
2

51
2

−
=x  

dir. Burada dikkat edilirse , altın orana karşılık gelen köktür. Bu kökler yardımıyla bu 

tamsayı dizilerinin Binet formülleri  için sırasıyla  

1x

1≥n

      
21

21

xx
xxF

nn

n −
−

=    ve   nn
n xxL 21 +=

dir.  

 

Bu tamsayı dizilerinden başka önemli bir tamsayı dizisi de Pell (John Pell 1611–1685) 

tamsayı dizisidir. Bu tamsayı dizisinin terimleri  

0, 1, 2, 5, 12, 29, 70, 169, 408, 985, ⋅⋅⋅   

dir. Bu tamsayı dizisi  ile gösterilirse, dizinin başlangıç terimleri  ve  olup nP 00 =P 11 =P

 2



   

genel terimi  için  2≥n

212 −− += nnn PPP  

dir. Pell tamsayı dizisinden başka önemli bir tamsayı dizisi de Pell-Lucas tamsayı dizi-

sidir. Bu tamsayı dizisinin terimleri de 

2, 2, 6, 14, 34, 82, 198, 478, 1154, ⋅⋅⋅   

dir. Bu tamsayı dizisi  ile gösterilirse, dizinin başlangıç terimleri nQ 2 10 == QQ  olup 

genel terimi  için  2≥n

212 −− += nnn QQQ  

dir. Bu son iki tamsayı dizilerinin karakteristik denklemi 

0122 =−− xx  

olup bu denklemin kökleri 

21+=α   ve  21−=β   

dır. Bu diziler için Binet formülleri ise  için  1≥n

      
βα
βα

−
−

=
nn

nP   ve   nn
nQ βα +=

dir.  

 

Yukarıda bahsedilen bu dört tamsayı dizisi, özelliğindeki sıfırdan farklı p ve 

q tamsayıları için, başlangıç değerleri 

042 ≠− qp

1,0 10 == UU , pVV == 10 ,2  ve genel terimleri 

 için 2≥n

21),( −− −== nnnn qUpUqpUU   

ve   

21),( −− −== nnnn qVpVqpVV  

olarak tanımlanan  ve  tamsayı dizilerinde p ve q  nun özel tamsayı değerleridir. 

Gerçekten de 

nU nV

nnn FUU =−= )1,1( , nnn LVV =−= )1,1(  

iken  

  nnn PUU =−= )1,2(   ve  nnn QVV =−= )1,2(  

dir.   

 3



nU  ve  tamsayı dizilerinin karakteristik denklemi  nV

02 =+− qpxx  

olup bu denklemin kökleri 

2
42

1
qpp

x
−+

=   ve  
2

42

2
qpp

x
−−

=  

dir. Bu dizilerin Binet formülleri ise  için  1≥n

21

21

xx
xxU

nn

n −
−

=   ve   nn
n xxV 21 +=

dir. Bu dizilerinin katsayılar matrisi  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

01
qp

M   

olup  için 1≥n

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −

− 0
11

1

n

n

n M
U
U

   ve    ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −

− 2
1

1

p
M

V
V n

n

n

dir (Koshy 2001, Ribenboim 2000, Ogilvy ve Anderson 1988).   

 

 

1.2. Pell Denklemleri ve Balans Sayıları. 

 

d pozitif tam kare olmayan bir tamsayı ve n sıfırdan farklı herhangi bir tamsayı olmak 

üzere  

ndyx ±=− 22               (1.1) 

denklemine Pell (John Pell 1611-1676) denklemi denir.  denklemine pozitif 

Pell denklemi,  denklemine ise negatif Pell denklemi denir. Eğer ,  

 Pell denklemin pozitif bir tamsayı çözümü ise simetriden dolayı 

ndyx =− 22

ndyx −=− 22 ),( nn yx

ndyx ±=− 22

),(),,( nnnn yxyx −−−  ve ),( nn yx−  

de bu denklemin birer tamsayı çözümü olur. Ancak genel olarak Pell denklemlerinin 

pozitif tamsayı çözümleri dikkate alınır (Barbeau 2003, Flath 1989, Mollin 2008).   

 

(1.1) deki denklemde özel olarak 1=n  alınırsa  
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122 ±=− dyx  

denklemi elde edilir ki bu denkleme klasik Pell denklemi denir. Yukarıdaki Pell denk-

leminde olduğu gibi burada da  denklemine klasik pozitif Pell denklemi, 

 denklemine ise klasik negatif Pell denklemi denir. 

122 =− dyx

122 −=− dyx

 

122 =− dyx  klasik pozitif Pell denklemine dikkat edilirse her d için  bu denkle-

min bir tamsayı çözümüdür. Bu tamsayı çözümüne aşikar çözüm denir.  

klasik Pell denklemini gerçekleyen en küçük pozitif  tamsayı çözümüne denk-

lemin temel çözümü denir ki denklemin diğer tüm tamsayı çözümleri bu temel çözüm 

yardımıyla elde edilir.  klasik pozitif Pell denkleminin her d için temel çö-

zümü varken,  klasik negatif Pell denkleminin her d  için temel çözümü 

yoktur.  

)0,1(

122 ±=− dyx

),( 11 yx

122 =− dyx

122 −=− dyx

 

Teorem 1.2.1. d  nin basit sürekli kesirli devirli açılımı 

],,,,;[ 1210 ll aaaaad −⋅⋅⋅=  

olsun. 0,1,1,0 1212 ==== −−−− BBAA  olmak üzere  

21 −− += kkkk AAaA  ve 21 −− += kkkk BBaB   

tamsayı dizileri tanımlansın. Bu takdirde 

    (i)  klasik pozitif Pell denkleminin temel çözümü 122 =− dyx

⎩
⎨
⎧

=
−−

−−

ikentek),(
ikençift),(

),(
1212

11
11 lBA

lBA
yx

ll

ll  

dir.  

   (ii)  klasik negatif Pell denkleminin temel çözümü l çift iken yoktur, l 

tek iken bu denklemin temel çözümü 

122 −=− dyx

),(),( 1111 −−= ll BAyx  dir (Mollin 2008).  

 

Örneğin,  klasik Pell denklemi için 17 22 ±=− yx ]4,1,1,1;2[7 =  olup  dür. Bu-

na göre 

4=l

8,5,3,2 3210 ==== AAAA  ve 3,2,1,1 3210 ==== BBBB  
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olduğundan  klasik pozitif Pell denkleminin temel çözümü  17 22 =− yx

)3,8(),(),( 3311 == BAyx  

dür. l çift olduğundan  klasik negatif Pell denkleminin temel çözümü yok-

tur. 

17 22 −=− yx

 

122 ±=− dyx  klasik Pell denklemin temel çözümü belirlendikten sonra, denklemin di-

ğer tüm tamsayı çözümleri aşağıdaki gibi elde edilir. 

 

Teorem 1.2.2.  klasik pozitif Pell denkleminin temel çözümü ise, 

denklemin diğer tüm tamsayı çözümleri  için  

1),,( 22
11 =− dyxyx

1≥n
n

nn ydxydx )( 11 +=+  

olmak üzere  dir.  klasik negatif Pell denkleminin temel 

çözümü ise denklemin diğer tüm tamsayı çözümleri  için  

),( nn yx 1),,( 22
11 −=− dyxyx

1≥n
12

111212 )( −
−− +=+ n

nn ydxydx  

olmak üzere  dir (Mollin 2008). ),( 1212 −− nn yx

 

Örneğin yukarıda  klasik pozitif Pell denkleminin temel çözümünün  17 22 =− yx

)3,8(),( 11 =yx  

olduğu görüldü. Dolayısıyla denklemin diğer tüm tamsayı çözümleri  için 1≥n
n

nn yx )738(7 +=+  

olmak üzere  dir. Buna göre denklemin ilk birkaç tamsayı çözümü ),( nn yx

⋅⋅⋅==
===

),194307,514088(),(),12192,32257(),(
)765,2024(),(),48,127(),(),3,8(),(

5544

332211

yxyx
yxyxyx

 

dir.  

 

Teorem 1.2.2 de  klasik Pell denkleminin tamsayı çözümleri binom açılı-

mı yardımıyla verildi. Bu teoremden farklı olarak bu denklemin tamsayı çözümleri mat-

risler yardımıyla da aşağıdaki gibi verilebilir.  

122 ±=− dyx
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Teorem 1.2.3.  klasik pozitif Pell denkleminin temel çözümü  ise 

 için 

122 =− dyx ),( 11 yx

1≥n

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
0
1

11

11
n

n

n

xy
dyx

y
x

 

olmak üzere denklemin diğer tüm tamsayı çözümleri  dir. Eğer  

klasik negatif Pell denkleminin temel çözümü  ise  için  

),( nn yx 122 −=− dyx

),( 11 yx 1≥n

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−

−

0
112

11

11

12

12
n

n

n

xy
dyx

y
x

 

olmak üzere denklemin tüm tamsayı çözümleri  dir (Mollin 2008). ),( 1212 −− nn yx

 

Son zamanlarda yukarıda bahsedilen tamsayı dizilerinden başka önemli bir tamsayı di-

zisi de balans tamsayı dizisidir. Bu tamsayı dizisi ilk olarak Behera ve Panda (1999) ta-

rafından birinci dereceden 

 
)()2()1()1(21 rnnnn ++⋅⋅⋅++++=−+⋅⋅⋅++           (1.2) 

Diophantine denkleminin tamsayı çözümleri elde edilirken ortaya çıkmıştır. (1.2) eşitli-

ğini gerçekleyen pozitif n tamsayısına balans sayısı, eşitlikteki pozitif r tamsayısına ise 

balans sayısının dengeleyicisi (balancer) denir. Örneğin 6, 35, 204 birer balans sayısı 

iken bu balans sayılarının dengeleyicileri sırasıyla 2, 14, 84 dür.  

 

(1.2) eşitliği n ve r  ye göre çözülürse 

  

2
18812 2 ++++

=
rrrn   ve  

2
18)12( 2 +++−

=
nnr          (1.3) 

olduğu görülür. Buna göre (1.3) den  

“ n  bir balans sayısı  bir tam kare” 18 2 +⇔ n

olduğu görülür.  

 

Balans sayıları her ne kadar 2 den büyük ve eşit olmak zorunda olsa da  ve   

 birer tam kare olduğundan 0 ve 1 de birer balans sayısı olarak kabul edilir. Ba-

1)0(8 2 +

1)1(8 2 +
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lans sayıları ile gösterilirse bu sayıların başlangıç terimlerinB 6,1,0 210 === BBB  olup 

genel terimi  için  2≥n

11 6 −+ −= nnn BBB   

dir. bir balans sayısı iken  bir tam kare olduğundannB 18 2 +nB 18 2 +nB  bir tamsayı olup 

bu tamsayıya Lucas-balans sayısı denir ve  ile gösterilir. O halde nC

18 2 += nn BC  

dir. Örneğin, 3, 17, 99 birer Lucas-balans sayısıdır. Bu sayı dizisinin başlangıç terimleri 

olup genel terimi  için  17,3,1 210 === CCC 2≥n

11 6 −+ −= nnn CCC    

dir.  

 

Panda ve Ray (2005) ise, cobalans sayılarını tanımlamışlardır. Buna göre 

 
)()2()1(21 rnnnn ++⋅⋅⋅++++=+⋅⋅⋅++                       (1.4) 

Diophantine denklemini sağlayan pozitif n tamsayısına cobalans sayısı, eşitlikteki pozi-

tif r tamsayısına ise cobalans sayısının dengeleyicisi (cobalancer) denir. Örneğin 2, 14, 

84 birer cobalans sayısı iken bu sayıların dengeleyicileri sırasıyla 1, 6, 35 dir. 

 

(1.4) eşitliği n ve r  ye göre çözülürse  

 

2
1812 2 ++−

=
rrn   ve  

2
188)12( 2 ++++−

=
nnnr          (1.5) 

elde edilir. Buna göre (1.5) den  

“  bir cobalans sayısı  bir tam kare” n 188 2 ++⇔ nn

olduğu görülür.  

 

Balans sayılarına benzer şekilde, cobalans sayıları da her ne kadar 1 den büyük ve eşit 

olmak zorunda olsa da  bir tam kare olduğundan 0 da bir cobalans sayısı 1)0(8)0(8 2 ++
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olarak kabul edilir. Cobalans sayıları  ile gösterilirse bu sayıların başlangıç terimleri nb

2,0 210 === bbb  olup genel terimi  için  2≥n

   26 11 +−= −+ nnn bbb   

dir.  bir cobalans sayısı iken  bir tam kare olduğundan nb 188 2 ++ nn bb 188 2 ++ nn bb  bir 

tamsayı olup bu tamsayıya Lucas-cobalans sayısı denir ve  ile gösterilir. O halde nc

188 2 ++= nnn bbc  

dir. Örneğin, 1, 7, 41 birer Lucas-cobalans sayısıdır. Bu sayı dizisinin başlangıç terimle-

ri olup genel terimi  için  7,1 210 === ccc 2≥n

11 6 −+ −= nnn ccc  

dir. Aşağıdaki çizelgede tüm balans sayılarının ilk 10 terimi verilmiştir.  

 

    Çizelge 1.1. Tüm balans sayılarının ilk 10 terimi  

n nB  nb  nC  nc  

1 1 0 3 1 

2 6 2 17 7 

3 35 14 99 41 

4 204 84 577 239 

5 1189 492 3363 1393 

6 6930 2870 19601 8119 

7 40391 16730 114243 47321 

8 235416 97512 665857 275807 

9 1372105 568344 3880899 1607521 

10 7997214 3312554 22619537 9369319 

 

 

Balans ve cobalans sayılarına dikkat edilirse, balans sayılarının dengeleyicilerinin birer  

cobalans sayısı ve benzer şekilde cobalans sayılarının dengeleyicilerinin de birer balans 

sayısı olduğu görülür. Balans sayılarının dengeleyicisi  ve cobalans sayılarının den-

geleyicileri de  ile gösterilirse  için  

nR

nr 1≥n
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1+= nn rB   ve  nn bR =  

dir. Buna göre (1.3) den  

2
18)12( 2 +++−

= nn
n

BB
b   ve  

2
18812 2 ++++

= nnn
n

bbb
B  

dir. Şu halde balans ve cobalans sayıları arasında bir ilişki vardır.  

 

Balans sayılarının en önemli özelliği, bu sayıların yukarıda bahsedilen Pell sayıları ile 

olan ilişkisidir. Bu ilişki ilk olarak Ray (2009) tarafından ortaya çıkartılmıştır. Ray 

(2009), “ x  bir balans sayısı  bir tam kare” olduğu gerçeğini göz önüne alarak 

sıfırdan farklı herhangi bir y  tamsayısı için  

18 2 +⇔ x

1818 2222 =−⇔=+ xyyx  

Pell denklemini elde etmiştir. Bu denklemin temel çözümü  olup denk-

lemin diğer tüm tamsayı çözümleri Teorem 1.2.2 den  

)1,3(),( 11 =xy

n
nn xy )83(8 +=+  

olmak üzere  şeklindedir. Benzer şekilde ),( nn xy

n
nn xy )83(8 −=−  

olup bu son iki eşitlikten  

82
)83()83( nn

nx −−+
=             (1.6) 

elde edilir ki bu balans sayıları için Binet formülüdür. Diğer yandan Pell sayılarının ka-

rakteristik denkleminin kökleri olan 21+=α  ve 21−=β  sayıları için  

832 +=α  ve 832 −=β  

olduğundan (1.6) eşitliği  

24

22 nn

nB βα −
=              (1.7) 

olarak elde edilir. Böylece balans ve Pell sayıları arasında bir ilişki kurulmuş olur. Üste-

lik Pell sayılarının Binet formülünün  

22

nn

nP βα −
=                         (1.8) 

olduğu dikkate alınırsa (1.7) ve (1.8) eşitliklerinden balans sayılarının genel teriminin  

 10



2
2n

n
PB =  

olduğu görülür. Benzer şekilde cobalans, Lucas-balans ve Lucas-cobalans sayılarının 

Binet formülleri ise  için 1≥n

2
,

2
1

24

221212 nn

n

nn

n Cb βαβα +
=−

−
=

−−

 ve 
2

1212 −− +
=

nn

nc βα  

olup genel terimleri  için  1≥n

122
12 ,
2

1
−

− +=
−

= nnn
n

n PPCPb   ve 2212 −− += nnn PPc  

şeklindedir (Panda 2007, Panda 2009, Panda ve Ray 2011).  
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2.  TAMSAYI DİZİSİ  na

 

 

Bu kısımda özel bir tamsayı dizisi tanımlanacak ve bu tamsayı dizisinin Pell, Pell-Lucas 

ve balans sayıları ile olan ilişkisinden bahsedilecektir. Ayrıca bu tamsayı dizisi ile ilgili 

bazı cebirsel bağıntılar verilecektir.  

 

2.1  Tamsayı Dizisi ile İlgili Cebirsel Bağıntılar.  na

 

Bu alt bölümde ilk olarak Pell sayıların toplamlarına bağlı olarak elde edilen özel bir 

tamsayı dizisi tanımlanacak ve bu tamsayı dizisinin Pell, Pell-Lucas ve balans sayıları 

ile olan ilişkisinden bahsedilecektir.  

 

Santana ve Diaz-Barrero (2006), Pell sayılarının toplamlarını ele almışlar ve ilk 14 +n  

Pell sayısının toplamının bir tam kare, yani 

 
2

0

14

1
2

2
12

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
= ∑∑

=

+

=

i
n

i

n

i
i i

n
P              (2.1) 

 
olduğunu göstermişlerdir. Bu eşitliğin gerçeklendiğini göstermek için de özel bir tamsa-

yı dizisi tanımlamışlardır. Bu dizinin başlangıç terimleri 10 =a ,  ve genel terimi 

 için  

71 =a

1≥n

11 6 −+ −= nnn aaa  

dir. Bu dizinin Binet formülü ise  için  1≥n

2

1212 ++ +
=

nn

na βα               (2.2) 

dir. Bu dizi ile ilgili aşağıdaki teoremler verilebilir.  

 

Teorem 2.1.1.  tamsayı dizisi için  na

∑
=

+ −−
=

n

i

nn
i

aaa
0

1

4
2  
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dir. Üstelik  için tek indisli terimleri toplamı  2≥n

∑
=

−−
−

−−
=

n

i

nn
i

aaa
1

3212
12 32

833  

ve  için çift indisli terimleri toplamı  1≥n

∑
=

− −−
=

n

i

nn
i

aaa
0

222
2 32

833  

dir (Akın ve Tekcan 2017). 

İspat. (2.2) den dizinin Binet formülünün 
2

1212 ++ +
=

nn

na βα  olduğu dikkate alınırsa 

                           ∑
=

+++=
n

i
ni aaaa

0
10 L

4
2

4

2
22

4

2
2

)1()1(
4

2
2

)]21(2[)]21(2[
4

2
222

1

12123232

212212

1212

2222

121233

−−
=

−
+

−
+

=

−
−+−

=

−
−++

=

−+
=

+
++

+
+

+
=

+

++++

++

++

++

++

nn

nnnn

nn

nn

nn

nn

aa

βαβα

ββαα

βα

βα

βαβαβα
L

 

olduğu görülür. Diğer eşitlikler de benzer şekilde gösterilebilir.  

 

na  tamsayı dizisinin Pell, Pell-Lucas ve tüm balans sayıları ile olan ilişkisi aşağıdaki 

gibidir.  

 

Teorem 2.1.2. (1)  ve ).2( n ).12( +n  Pell sayılarının toplamı,  sayısına eşit, yani .n na

nnn aPP =+ +122  

dir. 
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(2)  ve  balans sayılarının toplamı,  sayısına eşit, yani ).1( +n .n .n na

nnn aBB =++1  

dir. 

(3)  ve  cobalans sayılarının farkının yarısı,  sayısına eşit, yani ).2( +n .n .n na

n
nn abb
=

−+

2
2  

dir. 

(4) ve  Lucas-balans sayılarının farkının yarısı,  sayısına eşit, yani ).1( +n .n .n na

n
nn aCC
=

−+

2
1  

dir. 

(5)  Lucas-cobalans sayısı,  sayısına eşit, yani ).1( +n .n na

nn ac =+1  

dir. 

(6)  Pell-Lucas sayısının yarısı,  sayısına eşit, yani ).12( +n .n na

n
n aQ

=+

2
12  

dir (Akın ve Tekcan 2017). 

İspat. (1)  ve  nin Binet formülleri kullanılırsa kolayca görüleceği üzere  na nP

                       
2222

121222

122

++

+
−

+
−

=+
nnnn

nn PP βαβα  

n

nn

nn

nn

nn

a=

+
=

−++
=

−−+
=

+−+
=

++

2

2
)21()21(

22
)12(2)21(2

22
)1()1(

1212

22

22

22

βα

βα

βα

ββαα

 

dir.  

(2) )21(2212 +=+α  ve )21(2212 −=−− β  olduğundan  
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n

nn

nn

nn

nnnn

nn

a

BB

=

+
=

−++
=

−−++
=

−
+

−
=+

++

++

+

2

2
)21()21(

24
)1()1(

2424

1212

22

2222

222222

1

βα

βα

ββαα

βαβα

 

elde edilir. Diğer eşitlikler de benzer şekilde gösterilebilir.  

 

Yukarıdaki teoremden farklı olarak aşağıdaki teorem verilebilir.  

 

Teorem 2.1.3. (1)  balans ve cobalans sayılarının toplamı,  sayısının kare-

si, yani 

).12( +n .n na

2
1212 nnn abB =+ ++  

dir. 

(2)  Lucas-balans ve Lucas-cobalans sayılarının toplamı, bir tam kare değildir, 

ancak yine de  

).12( +n

121212 4 +++ =+ nnnn PacC  

dir (Akın ve Tekcan 2017). 

İspat. (1) 
24

22 nn

nB βα −
=  ve 

2
1

24

1212
−

−
=

−− nn

nb βα  olduğundan  

2
21212

241224

2424

14142424

1212

2

4
)(2

24
22)()(

2
1

2424

n

nn

nnn

nn

nnnn

nn

a

bB

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=

++
=

−+−+
=

−
−

+
−

=+

++

+++

++++

++

βα

βαβα

βββααα

βαβα

 

sonucu elde edilir. Diğer eşitlik te benzer şekilde gösterilebilir.              
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Panda ve Ray (2011), Pell sayılarının toplamını dikkate almışlar ve ilk  Pell sayı-

sının toplamının n. balans ve n.cobalans sayılarının toplamına eşit, yani  

12 −n

∑
−

=

+=
12

1

n

i
nni bBP  

olduğunu göstermişlerdir. Daha sonra Gözeri ve ark. (2017) ise 0 dan  e kadar o-

lan Pell-Lucas sayılarının toplamının, n. Lucas-balans ve n. Lucas-cobalans sayılarının 

toplamına eşit, yani  

12 −n

∑
−

=

+=
12

0

n

i
nni cCQ  

olduğunu göstermişlerdir. Bu iki bağıntıya benzer şekilde aşağıdaki teorem verilebilir.  

 

Teorem 2.1.4. 0 dan n ye kadar  sayılarının toplamı, na ).1( +n balans ve cobalans sayı-

larının toplamına eşit, yani  

∑
=

++ +=
n

i
nni bBa

0
11  

dir (Akın ve Tekcan 2017). 

İspat. Teorem 2.1.1 gereği ∑
=

+ −−
=

n

i

nn
i

aaa
0

1

4
2  olduğundan  

                              ∑
=

+ −−
=

n

i

nn
i

aaa
0

1

4
2  

11

12122222

122122

1212

212212

12123232

2
1

2424

2
1

24
)1()1(
2
1

4
)21()21(

2
1

8
)1()1(

4

2
22

++

++++

−+−+

++

++

++++

+=

−
−

+
−

=

−
−−++

=

−
−++

=

−
−+−

=

−
+

−
+

=

nn

nnnn

nn

nn

nn

nnnn

bB

βαβα

ββαα

βα

ββαα

βαβα

 

elde edilir. 
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Teorem 2.1.4 e benzer şekilde aşağıdaki teorem verilebilir. İspatı benzer şekilde yapıla-

bilir.  

 

Teorem 2.1.5. Yukarıda tanımlanan tamsayı dizileri için  

∑

∑

∑

∑

∑

=
+++

+

=
++−

+

=
++

=
−

=
+

=

=

=

=

=

n

i
nnni

n

i
nnni

n

i
nnni

n

i
nni

n

i
nni

BaPB

Paaa

Paaa

Baa

Baa

2

0
121212

12

1
121212

12

1
12222

1
12

1
12

                

∑

∑

∑

∑

∑

=
−

=

+

=
++

=

=
+

−=

=

=

=

=

n

i
nnni

n

i n

n
i

n

i
nni

n

i
nni

n

i
nnnni

aaaQ

a
BQ

aPP

aBP

PCBaB

2

0
12

2

0

12

2

0
1212

2

1
2

2

1
122

)(

2

2

2

 

dir (Akın ve Tekcan 2017). 

 

Santana ve Diaz-Barrero (2006), Pell sayılarının ilk 14 +n terim toplamının  

∑ ∑
+

= =
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=

14

1

2

0
2

2
12n

i

n

i

i
i i

n
P  

şeklinde olduğunu göstermişlerdi. Esasında bu toplam,  sayısının karesine eşit, yani  nan.

∑
+

=

=
14

1

2
n

i
ni aP  

dir. Santana ve Diaz-Barrero (2006) nın bu  tamsayı dizisini tanımlamalarının sebebi 

budur. 

na

 

Tekcan ve Tayat (2014) ise ilk 12 +n  Pell sayılarının toplamının  

∑
+

=
++

++

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

≥
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −

≥⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +

=
12

1

211

211

isetek1
2
2

iseçift0
2n

i
nn

nn

i

n

n

P βα

βα

 

şeklinde olduğunu göstermişler ve bu eşitliği dikkate alarak  
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2

11 ++ +
=

nn

nX βα   ve 
2

11 ++ −
=

nn

nY βα  

tamsayı dizilerini tanımlamışlar ve daha sonra ise ilk 14 +n  Pell sayılarının toplamının 

bu tamsayı dizilerine bağlı olarak  

∑
+

=

+
− −+−=

14

1

21
1

2 ])1(22[
n

i

n
nnni YXXP  

şeklinde olduğunu göstermişlerdir. Bu bağıntıya benzer şekilde aşağıdaki teorem verile-

bilir.  

 

Teorem 2.1.6. (1) 0 dan 2n ye kadar  sayılarının toplamı bir tam kare ve na

∑
=

=
n

i
ni aa

2

0

2  

dir.    

(2) 0 dan 2n ye kadar olan tek indisli Pell-Lucas sayılarının toplamının yarısı bir tam ka-

re ve 

2

2

0
12

2 n

n

i
i

a
Q

=
∑
=

+

 

dir.    

(3)  tek olmak üzere 1 den n ye kadar  sayılarının toplamının 2 fazlası bir tam 

kare ve 

1≥n na

∑
=

+=+
n

i
i nCa

1

2

2
12  

dir.  çift olmak üzere 1 den n ye kadar  sayılarının toplamının 1 fazlası bir tam 

kare ve 

2≥n na

∑
=

+=+
n

i
i nca

1

2

2
21  

dır (Akın ve Tekcan 2017). 

İspat. (1)  dizisi için na ∑
=

+ −−
=

n

i

nn
i

aaa
0

1

4
2  olduğu dikkate alınırsa  

                                 ∑
=

+ −−
=

n

i

nn
i

aaa
2

0

212

4
2  
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2

2424

1414

214214

14143434

4
2
4

2)21()21(
4

2
2

)1()1(
4

2
22

n

nn

nn

nn

nnnn

a=

−+
=

−−++
=

−
−+−

=

−
+

−
+

=

++

++

++

++++

βα

βα

ββαα

βαβα

 

olduğu görülür. Diğer eşitlikler de benzer şekilde gösterilebilir. 

 

Santana ve Diaz Barrero (2006), Pell sayılarının ilk 14 +n terim toplamının tam kare 

olmasından farklı olarak,  Pell sayısının, 0 dan  ye kadar  Pell sayıla-

rının toplamını ve  Pell sayısının da 1 den  ye kadar  Pell sayılarının 

toplamını böldüğünü, yani  

12 +nP )2( n ).12( +i

nP2 )2( n ).12( −i

∑
=

++

n

i
in PP

2

0
1212  ve  ∑

=
−

n

i
in PP

2

1
122  

olduğunu göstermişlerdir. Esasında yukarıdaki toplamlar  

)( 12212

2

0
12 ++

=
+ +=∑ nnn

n

i
i PPPP   ve   )( 1222

2

1
12 −

=
− +=∑ nnn

n

i
i PPPP

şeklindedir. Diğer yandan  

nnn aPP =+ +122   ve  nnn CPP =+ −122  

olduğundan  

nn

n

i
i aPP 12

2

0
12 +

=
+ =∑   ve   nn

n

i
i CPP 2

2

1
12 =∑

=
−

dir. Buna göre  

∑
=

+

n

i
in Pa

2

0
12   ve ∑

=
−

n

i
in PC

2

1
12  

dir.  
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Teorem 2.1.7. Yukarıda tanımlanan tamsayı dizileri için  

     ∑∑∑∑∑∑∑
==

+
=

+

=
−

+

==
−

=

n

i
in

n

i
in

n

i
in

n

i
in

n

i
in

n

i
in

n

i
in QaBaBaaaaaaaaa

2

0
2

2

0
12

2

1
2

12

1
12

12

1
2

1
12

2

0

 

∑∑∑∑∑∑∑
==

+

=
−+

+

=
+

=
+

=
+

=

n

i
in

n

i
in

n

i
in

n

i
in

n

i
in

n

i
in

n

i
in aBBCaaaaaaPaPa

1
2

2

1
2

12

1
1212

12

1
222

1
21

2

0
12

2

1
2

 

    ∑∑∑∑∑∑∑
+

=
−+

+

=
+

=
+

=
++

===
−

12

1
1212

12

1
212

2

0
12

2

0
1212

2

1
2

2

1
2

1
12

n

i
in

n

i
in

n

i
in

n

i
in

n

i
in

n

i
in

n

i
in aPaPQBBBPBBBaB  

dir (Akın ve Tekcan 2017). 

İspat. Teorem 2.1.5 ve Teorem 2.1.6 dan görülür.  

 

Teorem 2.1.8. (1)  bir tam kare ve2
181 ++ nB nnn CaB +=+ + 281 2

1  dir. 

(2)  bir tam kare ve222
2

12 ++ + nnn PPP nnnn aPPP =+ ++ 222
2

12  dir. 
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1

22
12 4 nnnnn aBBaB =+ ++  dir. 
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olduğu görülür. Diğerleri de benzer şekilde gösterilebilir.  
 

 

2.2  Tamsayı Dizisinin Circulant Matrisi ve Spektral Normu. na

 

Bu alt bölümde ise  tamsayı dizisinin terimleri ile elde edilen circulant matrisin öz-

değerleri ve bu circulant matrisin spektral normu ele alınacaktır.  

na
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im  ler reel sayılar olmak üzere  
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şeklindeki matrislere circulant (döngüsel) matris denir. 1−=i  ve n
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circulant matrisinin özdeğerleri ve spektral normu için aşağıdaki teorem verilebilir.   

 

Teorem 2.2.1. 1,,1,0 −= nj L  için a circulant matrisinin özdeğerleri 
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ve spektral normu 
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aaa  dür (Akın ve Tekcan 2017). 
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dir. Buna göre a circulant matrisinin spektral normu  
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dır. Diğer yandan Teorem 2.1.1 gereği ∑
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0

1

4
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normu  
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Örnek 2.2.2.  için  sayılarının circulant matrisi  5=n na
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4
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4
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−−

=
aaa spec  dir. 

 

Teorem 2.2.1 den aşağıdaki sonuç verilebilir.  

 

Sonuç 2.2.3. a nın spektral normu bir tam kare ve  
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dir (Akın ve Tekcan 2017).  

İspat.  tamsayısı için 0≥k 12 += kn  olsun. Bu takdirde  
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dir. k nın çift olması durumu da benzer şekilde gösterilebilir.  
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3.  PELL DENKLEMİ VE BU DENKLEME KARŞILIK 

GELEN TAMSAYI DİZİSİ  

1)2( 222 =−− ykx

 

Bu bölümde ilk olarak  tamsayısı için  2≥k

1)2( 222 =−− ykx  

Pell denklemi ele alınacak ve bu denklemin tüm pozitif tamsayı çözümleri, farklı bir 

yoldan elde edilecektir. Daha sonra bu denklem yardımıyla bir  tamsayı dizisi tanım-

lanacak ve bu tamsayı dizisi ile ilgili bazı cebirsel sonuçlar verilecektir. 

nW

 

3.1. Pell Denklemi.  1)2( 222 =−− ykx

 

Bu alt bölümde  Pell denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri, 

belli bir matrisin n. kuvveti alınmak suretiyle elde edilecektir.  

1)2( 222 =−− ykx

 

Tekcan (2011), bazı özel D değerleri için  Pell denkleminin tamsayı çö-

zümlerini, 

122 =− Dyx

D  nin basit sürekli kesirli devirli açılımını kullanarak elde etmiş ve aşağı-

daki teoremi vermiştir.  

 

Teorem 3.1.1.  herhangi bir tamsayı olmak üzere  olsun. Bu takdirde  2≥k 22 −= kD

(1) D  nin basit sürekli kesirli devirli açılımı  

⎩
⎨
⎧

>−−−
=

=
ise2]22,1,2,1;1[
ise2]2,1[

kkkk
kD  

dır. 

(2)  denklemin temel çözümüdür ve  için ),1(),( 2
11 kkyx −= 2≥n
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⎢
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1,1,22,1,2,1,,22,1,2,1;1
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y
x
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n
444444 3444444 21

L  

olmak üzere denklemin tüm pozitif tamsayı çözümleri dir. ),( nn yx

(3) olmak üzere denklemin tamsayı çözümleri  1≥n
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nnn ykkxkx )2()1( 32
1 −+−=+  ve  nnn ykkxy )1( 2

1 −+=+

bağıntısı gerçekler. 

(4) için denklemin  tamsayı çözümleri 4≥n ),( nn yx
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indirgeme bağıntısını sağlar (Tekcan 2011). 

 

Bu alt bölümde ise  Pell denkleminin tüm tamsayı çözümleri, farklı 

bir yolla elde edilecektir. Ancak bunun için ilk olarak aşağıdaki teoreme ihtiyaç vardır.  

1)2( 222 =−− ykx
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ve tek için 1≥n
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olmak üzere H nın n. kuvveti  dir (Akın ve Tekcan 2017a).  ⎥
⎦
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⎢
⎣

⎡
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İspat. olsun. Bu takdirde  2=n

 26



14222

462142
242

22
32

21

352
12

242
11

+−=−=

+−=+−=

kkHkkH

kkkHkkH
 

olduğundan eşitlik  için doğrudur. Eşitliğin 2=n 2−n  için gerçeklendiği kabul edilsin. 
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elde edilir. Benzer şekilde  
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olduğu da gösterilebilir. O halde ispat tamamlanmış olur. n nin tek olması durumu da 

benzer şekilde gösterilebilir.  

 

Yukarıdaki teorem kullanılarak  Pell denkleminin tüm tamsayı çö-

zümleri için aşağıdaki teorem verilebilir.  
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Teorem 3.1.3.  tamsayısı için  2≥k
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olmak üzere,  denkleminin tüm tamsayı çözümleri  dir (Akın 

ve Tekcan 2017a).  

1)2( 222 =−− ykx ),( nn yx

İspat. Teorem 3.1.2 ye benzer şekilde tümevarımla yapılabilir. 

 

Örneğin,  için  Pell denkleminin ilk 10 tamsayı çözümü elde edilmek 

istenirse, Teorem 3.1.3 gereği 

3=k 17 22 =− yx

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≥⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

≥⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

=

∑

∑

=

−

=

−

4

0

210

5

0

210

isetek12138
2
10

iseçift22138
2
10

i

iii

i

iii

n

n
i

n
ix  

ve  
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⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≥⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

≥⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=

∑

∑

=

+−

=

+−

4

0

129

4

0

129

isetek12138
12

10

iseçift22138
12

10

i

iii

i

iii

n

n
i

n
iy  

olup  Pell denkleminin ilk 10 tamsayı çözümü aşağıdaki gibi elde edilir.  17 22 =− yx

 

                 Çizelge 3.1.  Pell denkleminin ilk 10 tamsayı çözümü 17 22 =− yx

 n           nx          ny

1 8 3

2 127 48

3 2024 765

4 32257 12192

5 514088 194307

6 8193151 3096720

7 130576328 49353213

8 20810228097 786554688

9 331655873224 12535521795

10 5285729433487 199781794032

  

 

3.2.  Tamsayı Dizisi. nW

 

Bu kısımda yukarıda ele alınan  Pell denklemi dikkate alınarak özel 

bir tamsayı dizisi tanımlanacak ve bu dizi ile ilgili bazı cebirsel sonuçlar verilecektir.  

1)2( 222 =−− ykx

 

1)2( 222 =−− ykx  Pell denklemi göz önüne alındığında,  ve  olmak ü-

zere, dizinin başlangıç terimleri 

22 −= kp 1=q

1,0 10 == WW  ve genel terimi  için 2≥n

21 −− −= nnn qWpWW  

olarak tanımlansın. Bu dizinin karakteristik denklemi 

01)2( 22 =+−− xkx  
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olup  olmak üzere kökleri  24 4kk −=∆

2
22 ∆+−

=
kα   ve 

2
22 ∆−−

=
kβ  

dir. Dolayısıyla  olmak üzere dizinin Binet formülü  için  2,0 ±≠k 1≥n

βα
βα

−
−

=
nn

nW  

dir. Bu dizi ile ilgili olarak aşağıdaki teoremler verilebilir.  

 

Teorem 3.2.1.  (i)  ise 0=k 212 −− −−= nnn WWW  olup  dir. nW n
n

1)1( +−=

(ii)  ise  olup  1±=k 21 −− −−= nnn WWW

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≡
≡−
≡

=
)3(mod00
)3(mod21
)3(mod11

n
n
n

Wn  

dır. 

(iii)  ise  olup buradan 2±=k 212 −− −= nnn WWW nWn =  dir (Akın ve Tekcan 2017a).  

İspat. Dizinin tanımından kolayca elde edilir.  

 

Teorem 3.2.2.  tamsayı dizisinin ilk n-terim toplamı nW

(1)  için,  çift ise0=k 2≥n ∑
=

−
=

n

i
i

nW
1 2

 ve  tek ise1≥n ∑
=

+
=

n

i
i

nW
1 2

1  dir. 

(2)  için,  ise  ve 1±=k )3(mod2,0≡n 0
1

=∑
=

n

i
iW )3(mod1≡n ise dir. 1

1
=∑

=

n

i
iW

(3)  için 2±=k
2

2

1

nnW
n

i
i

+
=∑

=

 dir. 

(4) 2≥k  için 
4

1
2

1

1 −
−−

= +

=
∑ k

WWW nn
n

i
i  dür (Akın ve Tekcan 2017a). 

İspat. (1) 0=k  olsun. Bu takdirde  olduğundan, dizinin ilk n-terim top-

lamı n çift iken 

nW n
n

1)1( +−=

2
n−  ve n tek iken 

2
1+n  dir.  

(2)  olsun. Bu takdirde 1±=k 21 −− −−= nnn WWW  olduğundan  için )3(mod1≡n 1=nW  
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)3(mod2≡n  için  ve 1−=nW )3(mod0≡n için 0=nW  dir. Dolayısıyla dizinin ilk n-

terim toplamı  için 0 ve )3(mod2,0≡n )3(mod1≡n için 1 dir. 

(3) olsun. Bu takdirde 2±=k 212 −− −= nnn WWW  ve böylece  olduğundan dizinin 

ilk n-terim toplamı 

nWn =

22
)1( 2 nnnn +
=

+  dir.  

(4) 2≥k olsun. Bu takdirde  olduğundan  nnnn WWWkW −+−= +++ 11
2

2 )3(

nnnn WWkWW −−=− +++ 1
2

12 )3(  

ve böylece                      

nnnn

nnnn

WWkWW

WWkWW

WWkWW

WWkWW

WWkWW

−−=−

−−=−

⋅⋅⋅
−−=−

−−=−

−−=−

+++

−+

1
2

12

1
2

1

23
2

34

12
2

23

01
2

12

)3(

)3(

)3(

)3(

)3(

 

elde edilir. Bu son eşitlik taraf tarafa toplanırsa  

1
2

021
2

12 )3())(4( ++ −+−+++−=− nnn WkWWWWkWW L  

olur.  ve  olduğu dikkate alınırsa yukarıdaki eşitlik 00 =W 11 =W

1
2

21
2

2 )3())(4(1 ++ −++++−=− nnn WkWWWkW L  

haline gelir. Bu son eşitlikte  olarak alınırsa nnn WWkW −−→ ++ 1
2

2 )2(

4
1

2
1

21 −
−−

=+++ +

k
WWWWW nn

nL  

olduğu görülür.  

 

Yukarıdaki teoreme benzer şekilde aşağıdaki teorem verilebilir.  

 

Teorem 3.2.3. 1 den n ye kadar tek indisli  sayılarının toplamı bir tam kare ve  nW

2

1
12 n

n

i
i WW =∑

=
−  

dir. Üstelik 
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=
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∑

∑

∑

∑

∑

∑

nnni

n

i
i

nnnni

n

i
i

nnnn

n

i
ii

nn

n

i
i

nnn

n

i
i

nnn

n

i
i

WWWWW

WWWWWW

WWWWWW

WWW

WWWW

WWWW

 

dir (Akın ve Tekcan 2017a). 

İspat. Teorem 3.2.2 ye benzer şekilde yapılabilir. 

 

1876 yılında Fransız matematikçi François Edouard Anatole Lucas, Fibonacci sayıları-

nın genel teriminin  

⎣ ⎦
∑
−

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−
=

2/)1(

0

1n

i
n i

in
F  

şeklinde ve benzer şekilde Lucas sayılarının genel teriminin de  

⎣ ⎦
∑
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

2/

0 1
1n

i
n i

in
i

in
L  

şeklinde olduğunu göstermiştir. Bu iki bağıntıya benzer şekilde  sayılarının genel te-

rimi için aşağıdaki teorem verilebilir.  

nW

 

Teorem 3.2.4.  olmak üzere  sayılarının genel terimi  1≥n nW

⎣ ⎦
in

n

i

i
n k

i
in

W 212
)2/)1(

0
)2(

1
)1( −−

−

=

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−
−= ∑  

dir (Akın ve Tekcan 2017a).  

İspat. Tümevarımla gösterilebilir.  

 

Dizinin terimleri arasında aşağıdaki gibi indirgeme bağıntıları vardır.  
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Teorem 3.2.5. (1)  ise 2,0 ±=k 42222 2 −− −= nnn WWW  ve  dür. 321212 2 −−+ −= nnn WWW

(2)  ise 1±=k 42222 −− −−= nnn WWW   ve 321212 −−+ −−= nnn WWW  dür. 

(3) 2>k  ise   ve    4222
24

2 )24( −− −+−= nnn WWkkW 3212
24

12 )24( −−+ −+−= nnn WWkkW

dür (Akın ve Tekcan 2017a).  

İspat. Burada sadece (3) ün ispatı verilecektir. Diğerleri de benzer şekilde gösterilebilir. 

2>k  için  olduğundan  4222
2

2 )2( −− −−= nnn WWkW

                    223222
22

2 ])2)[(2( −−− −−−−= nnnn WWWkkW

4222
24

52
222

42

52
2

42
2224

22

52
222
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5242
2224
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52
2

42
2224

22

5242
2224

22

)24(

)2(])2(1[

)2()2()24(

)2(])2(1[

])2)[(2()24(

)2()2()34(

])2)[(2()34(

−−

−−

−−−

−−

−−−

−−−

−−−

−+−=

−+−−−+

−−−++−=

−+−−−+

−−−++−=

−+−−+−=

−−−−+−=

nn

nn

nnn

nn

nnn

nnn

nnn

WWkk

WkkW

WkWkkkW

WkkW

WWkkkkW

WkWkkkW

WWkkkkW

 

elde edilir.  

 

Ayrıca dizinin terimleri arasında aşağıdaki gibi cebirsel bağıntılar vardır.  

 

Teorem 3.2.6. (1)  tamsayısı için 1≥n 1211 ))(( +++ =−+ nnnnn WWWWW  dir. 

(2) Pozitif n ve m tamsayıları için mnmnmn WWWWW +−+ =− 11  dir. 

(3)  özelliğindeki tamsayıları için nm ≤≤1 mnmnmnmn WWWWWW −+=−+ ))((  dir. 

(4) için  ve  sayılarının çarpımının 1 fazlası bir tam kare ve 1≥n ).1( +n ).1( −n nW

nnn WWW =+−+ 111  

 dir. Esasında 

∑
−

=
++=

1

1
121

n

i
in WW  

dır (Akın ve Tekcan 2017a).  

İspat. (1)  olsun. Bu takdirde 2,0 ±≠k
βα
βα

−
−

=
nn

nW  olduğundan 
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               22
111 ))(( nnnnnn WWWWWW −=−+ +++

                                                 

24

2222

2211

4
)1()1(
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nn

nnnn
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elde edilir. Diğer yandan  

2424

2

44
1

kkkk −
=

−
− αα   ve  

2424

2

44
1

kkkk −

−
=

−
− ββ  

olduğu dikkate alınırsa yukarıdaki eşitlik 
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4
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=
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−
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−
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=−+

n

nn

nn

nnnn
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kk
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WWWW
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haline gelir.  olsun. Bu takdirde  olup  0=k nW n
n

1)1( +−=

12
22

11 )12()1())(( +
+

++ =+−=−+ n
n

nnnn WnWWWW  

dir.  için  olup 2±=k nWn =

1211 12))(( +++ =+=−+ nnnnn WnWWWW  

dir. Diğerleri de benzer şekilde gösterilebilir. 

 

Yukarıdaki teoreme benzer şekilde aşağıdaki teorem verilebilir.  

 

Teorem 3.2.7. (1-a)  ise  için  dir. 0=k 0≥n 2)1( nnn −=+ βα

(1-b) ise için  ve 1±=k )3(mod0≡n 2=+ nn βα )3(mod2,1≡n için dir. 1−=+ nn βα

(1-c)  ise  için dir. 2±=k 0≥n 2=+ nn βα

(1-d) 2>k ise 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥−−
≥−−
≥−

=+

−

+

−+

için12)2(
için0)2(2
için1

1
2

2
1

11

nWWk
nWkW
nWW

nn

nn

nn
nn βα  

dir. 
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(2-a)  ise için  dir. 0=k 1≥n 2)1(11
n

nn WW −=− −+

(2-b) ise için 1±=k )3(mod0≡n ,211 =− −+ nn WW )3(mod2,1≡n  için 111 −=− −+ nn WW   

dir. 

(2-c)  ise için 2±=k 1≥n 211 =− −+ nn WW  dir. 

(2-d) 2>k  ise  çift için 2≥n

1
0

2422

11 2

)4()2(
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ve  tek için 1≥n

1
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11 2

)4()2(
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iin
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kkk
i

n

WW  

dir (Akın ve Tekcan 2017a).  

İspat. (1-a) 0=k  olsun. Bu durumda 1−== βα olacağından  dir. 2)1( nnn −=+ βα

(1-b)  ise 1±=k
2

31,
2

31 ii −−
=

+−
= βα  olup )3(mod0≡n  için  ve 

 için dir. 

2=+ nn βα

)3(mod2,1≡n 1−=+ nn βα

(1-c)  ise 2±=k 1== βα olacağından  dir. 2=+ nn βα

(1-d) 2>k  ise ∆=+−=−− αβ 2222 22 kk  olduğundan  
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elde edilir.              

(2-a)  için n çift ise  0=k

2)1(111 =−−+=− −+ nnWW nn   

ve n tek ise  
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2)1()1(11 −=−−+−=− −+ nnWW nn  

olup her iki durumda  dir. 2)1(11
n

nn WW −=− −+

(2-b)  olsun. Bu takdirde 1±=k )3(mod1≡n ise 11 −=+nW , )3(mod0≡n ise 11 =+nW  ve 

ise olup )3(mod2≡n 01 =+nW )3(mod0≡n ise 211 =− −+ nn WW  ve  ise )3(mod2,1≡n

111 −=− −+ nn WW  dir. 

(2-c)  için ve 2±=k 11 +=+ nWn 11 −=− nWn olup 2)1(111 =−−+=− −+ nnWW nn dir. 

(2-d) Binom seri açılımından tümevarımla kolayca gösterilebilir.  

 

nW  dizisinin terimlerinin obebleri ile ilgili olarak aşağıdaki teorem verilebilir. 

 

Teorem 3.2.8. (1) Ardışık herhangi iki  sayıları aralarında asal, yani nW 1),( 1 =−nn WW  

dir. 

(1-a)  ise 0=k

⎩
⎨
⎧

≥−
≥

= + iseçift2)1(
isetek1

),(
),(

1
),(

mW
mW

WW
mn

n
mn

mn  

 dir. 

 (1-b)  olsun.  ise 1±=k )3(mod2,1≡m 1),( =mn WW  ve )3(mod0≡m ise 

⎩
⎨
⎧

≡
≡

=
)3(mod2,11

)3(mod00
),(

n
n

WW mn  

dir. 

(1-c) 2>k  ise tamsayısı için 1≥m ),(),( mnmn WWW =  dir. 

(2)  tek ise 1≥m

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥−
≥

=+− isetek12
iseçift21

),( 211 nk
n

WW nmnm  

ve  çift ise 2≥m 1),( 11 =+− nmnm WW  dir. 

(3-a)  ise  asalı için 1±=k 3=p

⎩
⎨
⎧

≠
=

=+ ise31
ise30

),(
tn
tn

WW pnn  

iken  asalı için 5≥p ppnn WWW =+ ),(  dir. 
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(3-b) asalı ve  tamsayısı için 3≥p 1≥t

⎩
⎨
⎧

≠
=

=+ ise1
ise

),(
ptn
ptnW

WW p
pnn  

dir (Akın ve Tekcan 2017a).  

İspat. (1)  olduğu dikkate alınırsa 21
2 )2( −− −−= nnn WWkW

0)3(1)3(

)()3(

)()2()(

1)(
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nnnnn

nnnn

nnnnn

nnnn
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L

 

elde edilir.  ve  olduğundan 11 =W 00 =W 1),( 11 ==− WWW nn  olarak elde edilir. Diğer 

tüm eşitlikler de benzer şekilde gösterilebilir.  

 

Bölünebilme ile ilgili olarak aşağıdaki teorem verilebilir.  

Teorem 3.2.9. (1-a)  ise tek için 0=k 1≥m m
W
W

n

mn = ve  çift için 2≥m m
W
W n

n

mn )1(−=  

dir. 

(1-b)  olsun. için  1±=k )3(mod1≡m

⎩
⎨
⎧

≡∞
≡

=
)3(mod0
)3(mod2,11

n
n

W
W

n

mn  

)3(mod2≡m için  

⎩
⎨
⎧

≡∞
≡−

=
)3(mod0
)3(mod2,11

n
n

W
W

n

nm  

ve için  )3(mod0≡m ∞=
n

mn

W
W  dur. 

(1-c)  ise  tamsayısı için 2±=k 1≥m m
W

W

n

nm =  dir. 

(1-d) 2>k  ise tamsayısı için ir. 1≥m nmn WW |  d

 37



(2-a)  ise tek için 0=k 1≥m 1=
nm

nm

WW
W

 ve  çift için 2≥m 1)1( +−= n

nm

nm

WW
W

 dir. 

(2-b)  ise için  1±=k )3(mod2,1≡m

⎩
⎨
⎧

≡∞
≡

=
)3(mod0
)3(mod2,11

n
n

WW
W

nm

nm  

ve için )3(mod0≡m ∞=
nm

nm

WW
W

 dur. 

(2-c)   ise tamsayısı için 2±=k 1≥m 1=
nm

nm

WW
W

 dir. 

(2-d) 2>k  ise  tamsayısı için  dir (Akın ve Tekcan 2017a).  1≥m ),(| nmnmnm WWWW

İspat. Teorem 3.2.8 e benzer şekilde gösterilebilir. 

 

nW  dizisinin katsayılar matrisi  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−
=

01
122kM  

olup 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

01
122kN  ve ]01[=S  

olarak tanımlanan matrisler için aşağıdaki teorem verilebilir.  

 

Teorem 3.2.10. (1) için  dir. 1≥n ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
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nn

nnn

WW
WW

M

(2)  için  dir. 0≥n tn
n SSMW =+1

(3)  için  dir. 2≥n tn
n NSSMW 2−=

(4) için  ve dir (Akın ve Tekcan 2017a).  1≥n ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
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NM 1)det( 1 −=− NM n

İspat. (1) için 1=n
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olduğundan eşitlik  için doğrudur. Eşitliğin 1=n 1−n  için gerçeklendiği kabul edilsin.  
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(4) Son olarak 
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dir. Bu son eşitliğin her iki tarafının determinantı alınırsa sonuç görülür.  

 

nW  nin terimlerinin basit sürekli kesirli açılımları ile ilgili olarak aşağıdaki teorem veri-

lebilir.  
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Teorem 3.2.11. (1) k = 0 ise  
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ve  tek için 3≥n
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dir. Son olarak  çift için 2≥n
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dir (Akın ve Tekcan 2017a).  

İspat. (1)  olsun. Bu takdirde  olup kolayca görüleceği üzere  0=k nW n
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 ve benzer şekilde 
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elde edilir, yani eşitlik için doğrudur. Eşitliğin 2=n 2−n  için doğru olduğu kabul edil-

sin, yani 
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olsun. Bu takdirde 
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olduğundan eşitlik her n için doğru olur. Diğerleri de benzer şekilde gösterilebilir.  

 

Ardışık dört  terimlerinin çapraz oranı ile ilgili olarak aşağıdaki te-

orem verilebilir.  

321 ,,, +++ nnnn WWWW

 

Teorem 3.2.12.  dizisinin ardışık dört  teriminin çapraz oranı 

 olmak üzere 

nW 321 ,,, +++ nnnn WWWW

],;,[ 321 +++ nnnn WWWW

(1) ise 0=k
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dir (Akın ve Tekcan 2017a).  

İspat. Hatırlanacağı üzere dört farklı  reel sayılarının çapraz oranı  
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Teorem 3.2.13. W, dizisinin terimlerinin oluşturduğu circulant matris olmak üzere 

bu matrisin özdeğerleri 
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dür (Akın ve Tekcan 2017a).  
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4. SONUÇ 

 

Tezin ikinci bölümünde ilk olarak Pell sayılarının ilk 4n+1 terimlerinin toplamlarına 

bağlı olarak tanımlanan  tamsayı dizisi tanımlanmış ve bu tamsayı dizisinin bazı ce-

birsel özellikleri verilmiştir. Daha sonra ise bu tamsayı dizisinin daha önceden bilinen 

Pell, Pell-Lucas ve balans sayıları ile olan ilişkisi üzerinde durulmuştur. Benzer şekilde 

Pell-Lucas ve/veya balans sayılarının belli terim toplamları ile ilgili tamsayı dizileri ta-

nımlanabilir ve bu tamsayı dizilerinin diğer bilinen tamsayı dizileri ile olan ilişkisi ince-

lenebilir.  

na

  

Tezin üçüncü bölümünde ise  tamsayısı için  2≥k

1)2( 222 =−− ykx  

Pell denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri binom açılımı yardımıyla elde edilmiş 

ve bu denkleme bağlı olarak yeni bir tamsayı dizisi tanımlanmıştır ve bu tamsayı dizisi 

ile ilgili bazı cebirsel sonuçlar elde edilmiştir. Yine benzer işlemler, bazı özel 

1)( 222 =±− ykkx  

Pell denklemlerinin tamsayı çözümleri için de yapılabilir ve yine denklemlere bağlı 

tamsayı dizileri tanımlanarak, bu tamsayı dizilerinin bazı cebirsel özellikleri elde edile-

bilir. 
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