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OZET
Doktora Tezi
MODULLER VE LOKAL HALKALAR UZERINE GEOMETRI
Fatma OZEN ERDOGAN

Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstittsi
Matematik Anabilim Dali

Damsman: Prof. Dr. Siileyman CIFTCI

Bu ¢alismada ilk olarak, A-—reel plural cebir ve A—uzay kavramlari ele alinmis ve
A—reel plural cebrinin ve bu cebir {izerine kurulan modiillerin bazi ozellikleri
incelenmistir. K=M,__(R) reel plural cebiri iizerine bir modiil insaa edilerek bu

modiiliin bir bazi bulunmustur. Ayrica vektdr uzaylarinda gecerliligi iyi bilinen bazi
tanim ve teoremlerin, daha genel yapilar olan modiillerdeki ve A —uzaylardaki
karsiliklar1 aragtirilmigtir. Daha sonra projektif koordinat uzay kavrami ele alinmis ve
vektor uzaylart ilizerine kurulan projektif uzay kavrami, modiil iizerine bir uzay
kurulmasina genellestirilmistir. Kurulan bu uzay ile n-boyutlu projektif koordinat uzayi
arasinda bir izomorfizm kurulmustur. Ayrica sonlu projektif koordinat uzay ile ilgili
bazi sayisal sonuglar elde edilmistir. Son olarak ¢alisma boyunca yapilanlarin bir sentezi
olarak denklik siniflar1 yardimiyla yeni bir projektif koordinat uzay insaa edilmistir. iki
farkli 3-boyutlu projektif koordinat uzayi 6rnegi igin lizerinde olma matrisi ile temsil
edilen bir dogrusu iizerindeki tiim noktalar 6zel durumlar gbéz Oniine alinarak
belirlenmis ve tersine verilen iki noktadan gegen bir dogrunun matris temsili, Maple™
13 programi kullanilarak, bulunmustur.

Anahtar Kelimeler: Lokal Halka, Modiil, A—Reel Plural Cebir, A—uzay, Projektif
Uzay, Projektif Koordinat Uzay
2014, v + 126 sayfa.



ABSTRACT
PhD Thesis
GEOMETRIES OVER MODULES AND LOCAL RINGS
Fatma OZEN ERDOGAN

Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Siileyman CIFTCI

In this thesis, the concepts of real plural algebra which is denoted by A and A —spaces
are examined. Some properties of A and modules constructed over A are investigated.
Also a module is constructed over the linear algebra of matrix K =M (R and one of

its bases is found. Moreover some correspondings of well-known definitions and
propositions for vector spaces are investigated in modules and A —spaces. Then
projective coordinate spaces over a local ring R are studied and the concept of a
projective space over a vector space is generalized to a space over a module using
equivalence classes. An isomorphism between the space over a module and the n-
dimensional projective coordinate space is constructed. Also some combinatorial
results for finite projective coordinate spaces are given. Finally a new projective
coordinate space is constructed using equivalence classes. All points of a line which is
represented by incidence matrix are determined by considering some special cases and
also the matrix representation of a line passing through given two points is found by
using the programme Maple™ 13 for two different 3-dimensional projective coordinate
space.

Key words: Local Ring, Module, A—Real Plural Algebra, A-—space, Projective
Space, Projective Coordinate Space
2014, v + 126 pages.
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X = (X, Xy, X))

X ={Xg0 X0 Xy X}

SIMGELER DiZIiNi

Aciklama

Tamsayilar kiimesi
Reel sayilar kiimesi
Reel plural cebir

Girdileri R den alinan mxm tipindeki {ist liggensel
matrislerin kiimesi

Girdileri R den alinan mxn tipindeki matrislerin kiimesi
Birimli degismeli halka

Lokal halka

Lokal halkanin maksimal ideali

R\R, fark kiimesi

Serbest modul

M nin alt modiilii

M\ M, fark kiimesi
R/R, bolim halkast

M /M, bélim modiili
n-boyutlu Oklid uzay1
n-boyutlu Kartezyen uzayi
Projektif Koordinat uzay1

Komsuluk bagintisi
Vektor uzayi
X noktasinin denklik sinifi

Projektif uzay
Ideal dogru
m-boyutlu alt uzay
Projektif uzay

X noktasinin denklik sinifi
C, de bir noktanin gosterimi

P, de bir noktanin gosterimi



1. GIRIS

Geometri, belli bir doniisiim grubu altindaki degismezlerin teorisi olarak da tanimlanir.
Bu nedenle geometrileri dontistimlerle birlestirerek ele almak gerekmektedir. Bu fikir
ilk defa 1872 yilinda Felix Klein tarafindan ortaya konulmus ve geometriler
smiflandirilmistir.  Bir geometrik yapmin geometrik 6zellikleri ile noktalarinin
koordinatlarinin cebirsel oOzellikleri arasinda yakin bagintilar bulunmaktadir. Bir
projektif uzayin kurulusu ve incelenmesinde temel olarak analitik ve aksiyomatik olmak

tizere iki yol mevcuttur.

Cebirde ¢ok 1yi bilinen, islemlerinde bir ¢ok kolayliklar bulunan cisim yapist aslinda R
reel sayilar sisteminin genellestirilmisi olan bir kavramdir. Cisimdeki bazi 6zelliklerin
s6z konusu olmadig1 halka kavrami ise Z tamsayilar sisteminin bir genellestirilmesidir.
Mesela R de veya bir cisimde hem toplama hem de ¢arpma islemine gore tiim lineer
denklemler ¢oziime sahip iken, ters elemanin yoklugundan dolay1 Z de veya bir halkada
carpma islemine gore lineer denklemlerin genel ¢oziimleri yoktur. Bir cisim iizerine
kurulan vektor uzaymin incelenmesi elbette bir halka {izerine kurulan modiiliin
incelenmesine gore bir ¢ok kolayliga sahiptir. Ayrica bir cismin iizerine kurulan
geometrik yapilarda da cisim Ozellikleri islemleri basite indirgeme avantaji
saglamaktadir. Son zamanlarda daha az 6zellige sahip cebir yapilar1 ve onlar iizerine
kurulan geometrik yapilar da yogun olarak calisilmaktadir. Lokal halkalar bunlarin
onemli bir sinifin1 olusturmaktadir. Bu tezin amaci, esas olarak lokal halkalar ve bunlar

tizerine kurulan projektif uzaylarin 6rneklerle incelenmesidir.
Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir.

[k boliim giris boliimiidiir.
Tezde kullanilan temel kavramlarin incelendigi ikinci boliim iki kisimdan olugmaktadir.
Tezde kullanilacak olan temel tanimlar ve teoremler, cebirsel kavramlar ve geometrik

kavramlar halinde sirasiyla iki kisimda ele alinmstir.

Ucgiincii boliimde, vektdr uzaylar ile ilgili bilinen bazi tanim ve dnermelerin daha genel
yapilar olan modiillerdeki gegerliligi arastirilmistir. Bunun i¢in 6nce A— plural cebiri

ele alinmig ve baz1 6zellikleri incelenmistir. Bu bilgiler reel plural cebir lizerine kurulan



modiillerin bazi 6zelliklerinin tespitinde kullanilmistir. Daha sonra bir A —modiiliin
A—uzay olmasi durumu ele alinmig ve vektdr uzaylari icin iyi bilinen bazi tanim ve

onermelerin A — uzaylardaki gecerliligi tizerinde durulmustur.

Dordiincii boliimde, projektif koordinat uzay kavrami ele alimip kurulusu farkli
kaynaklardan arastirilmistir. Bunun i¢in 6nce Machala (1980) tarafindan ve daha sonra
da Jukl ve Snasel (2009) tarafindan yapilan ¢aligmalar ele alinmistir. Bu ¢alismalarda
verilen projektif koordinat uzay tanimi ve kurulusu karsilagtirmali olarak incelenmistir.
Burada Jukl ve Snasel (2009) tarafindan yapilan ¢alismada verilen n-boyutlu koordinat
projektif uzay taniminin Machala (1980) tarafindan yapilan ¢aligmada verilen tanimin
bir ¢esit uyarlamasi oldugu karsilastirilmali olarak gosterilmis ve Projektif Koordinat
uzay kavramina, ilki detayli olmak {izere, iki 6rnek verilmistir. Ayrica literatiirde iyi
bilinen vektor uzaylari lizerine kurulan projektif uzay kavrami Hirschfeld (1998)
tarafindan yapilan ¢alismadan incelenmis ve bu yapt modiil iizerine bir uzay
kurulmasia genellestirilmistir. Daha sonra kurulan bu uzay ile Jukl ve Snasel (2009)
tarafindan yapilan ¢aligmada verilen projektif koordinat uzay arasinda bir izomorfizm
kurulmustur. Bu béliimde son olarak sonlu projektif koordinat uzay ile ilgili baz1 sayisal

sonuclar elde edilmis ve bunlar 6rnekler {izerinde dogrulanmustir.

Besinci boliimde, projektif uzay kavraminin elde edilisi lizerinde durulmustur. Bu
boliimde projektif uzay kavraminin elde edilmesi i¢in aksiyomatik yol kullanilmistir. Bu
metot vektor uzayr kavramiyla baglar. Vektor uzayr kavrami kullanilarak Herman Weyl
tarafindan verilen aksiyomlar climlesi ile bir A afin uzay: tanimlanir. Buradan projektif

uzay1 elde etmek i¢in V\{0} kiimesinde bir denklik bagintis1 tanimlanir ve bu denklik

smiflariin kiimesi projektif uzay olarak alinir. Bu bolimde 6nce Hirschfeld (1998)
tarafindan yapilan calismada sonlu cisimler iizerine kurulan projektif uzay kavrami
sonsuz mertebeli cisim ilizerine kurulan projektif uzay kavramina genisletilmistir. Sonra
bu kurulan uzay ile Borsuk (1969) tarafindan yapilan ¢alismada aksiyomatik olarak
kurulmus projektif uzay karsilastirilmis ve denk olduklar1 gosterilmistir. Ayrica iki ve
ic boyutlu alt uzaylarin matrislerle temsilleri detayli olarak incelenmistir. Boliimiin son
kisminda ise dordiincli boliimde vektoér uzaylari iizerine kurulan projektif uzaylardan

genellestirilerek elde edilen modiil iizerine kurulan uzay Borsuk (1969) tarafindan



yapilan calismadaki yontem ile incelenmistir. Bu uzayin alt uzaylarinin matris ile

temsilleri aragtirilmistir.

Altinc1 bolimde, tiglincli ve dordiincii boliimde verilen bilgilerin bir sentezi olarak,
denklik simiflar1 yardimiyla yeni bir Projektif Koordinat uzay insaa edilmistir. Bu
uzayin nokta ve dogrular1 belirlendikten sonra, uzayin noktalar1 detayli olarak
incelenmistir. Ayrica m=2 ve n=3 ile m=3 ve n=3 o6zel hallerinde kurulan iki
farkli 3—boyutlu Projektif Koordinat uzay 6rnegi i¢in {izerinde olma matrisi ile temsil
edilen bir dogrusunun fiizerindeki tiim noktalari, 6zel durumlar géz Oniine alinarak
belirlenmis ve tersine verilen iki noktadan gecen bir dogrunun matris temsili, Maple™

13 programi da kullanilarak, bulunmustur.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde tezde kullanilan temel tanim ve kavramlar, cebirsel ve geometrik kavramlar

olmak tzere, farkli iki kisimda 6zet olarak verilecektir.

2.1. Cebirsel Kavramlar

Bu kisimda verilen temel kavramlar: literatiirdeki her cebir kitabinda bulmak
miimkiindiir. Burada temel olarak (Nomizu 1966, Hungerford 1974, McDonald 1976,
Jacobson 1985, Fraleigh 1989, Asar ve ark. 2009) kaynaklari esas alinmstir.

Tamm 2.1.1. G bir kiime ve *:GxG — G bir i¢ islem olsun. Eger,

G1) Her a,b,c G igin a*(b*c) = (a*b)=*c dir.

G2) Her aeG i¢in a*e=a=e*a olacak bicimde en az bir e € G vardir.

G3) Her aeG i¢in a**a=e=a=a " olacak bicimde en az bir a™ €G vardur.

sartlar1 saglaniyorsa (G,*) ikilisine grup denir ve bu grup, eger bir karisiklik soz

konusu olmayacaksa, kisaca G ile gosterilir. G1 sartina * islemi i¢in birlesme
(assosyatiflik) dzelligi, G2 sartin1 saglayan e elemanina * isleminin etkisiz elemani adi

verilir. G3 sartindaki a* elemanmna da a elemaninin * islemine gére tersi denir.

Tamm 2.1.2. (G,*) grubu icin
Va,beG i¢in a*xb=Db=*a
sart1 saglaniyorsa G ye degismeli (komiitatif) grup ya da Abel grubu denir.

Tamm 2.1.3. (G,*) bir grup ve G’, G nin bir alt kiimesi olsun. Eger G’', G nin

islemine gore bir grup ise o zaman G’ ye G nin bir alt grubu denir.

Tamm 2.1.4. (G,*) ve (G',*) iki grup ve ®:G — G’ bir doniisiim olsun. Eger her

a,beG igin



®(a*b) = d(a) ¥ d(b)

sart1 saglaniyorsa ® doniisimiine G den G’ ye bir homomorfizm denir. Birebir ve

orten bir ® homomorfizmine bir izomorfizm denir.

Tanim 2.1.5. ®:G — G’ bir homomorfizm olsun ve G’ niin etkisiz eleman1 €’ ile
gosterilsin. Bu durumda G nin goriintiisii €' olan elemanlarmm olusturdugu ®*({e'})

alt grubuna @ doniisiimiiniin ¢ekirdegi denir ve Ker(®) ile gosterilir.

Teorem 2.1.6 (Birinci izomorfizm Teoremi). G ve G’ iki grup, ®:G — G’ ¢ekirdegi

K olan bir homomorfizm ve y, :G — G/K kanonik homomorfizm olsun. Her xeG

icin O(X) =¥(y, (X)) olacak sekilde bir tek ¥ :G /K — ®(G) izomorfizmi vardir.

Tammm 2.1.7. R herhangi bir kiime ve + ile - bu kiime iizerinde tanimli herhangi iki

ikili iglem olsun. Eger

H1) (R,+) degismeli gruptur.

H2) - islemi birlesmelidir.

H3) Her a,b,ceR i¢in a-(b+c)=a-b+a-c ve (a+b)-c=a-c+b-c dir.

sartlart gergekleniyorsa (R,+,-) sistemine bir halka denir. Bazen kisalik olmasi

bakimindan (R,+,-) halkasi R ile gosterilir.

Bir (R,+,-) halkasinda birinci isleme genellikle toplama, ikinci isleme de ¢arpma islemi
adr verilir. Toplama islemine gore etkisiz eleman 0 ile, ¢carpma islemine gore etkisiz
eleman, varsa, 1 ile gosterilir. Carpma islemine gore etkisiz elemana ozdeslik adi verilir.
Eger R halkasinda 6zdeslik eleman: varsa R ye odzdeslikli halka, ¢arpma islemi

degismeli ise R ye degismeli(komiitatif) halka denir.

Tamim 2.1.8. R 06zdeslikli bir halka ve 0#aeR olsun. Eger ab=1 olacak bigimde
beR varsa b ye a nin sag tersi ve ca=1 olacak bigimde ce R varsa ¢ ye a nin sol
tersi denir. Eger d e R olmak tizere ad =da=1 ise d ye a nin bir tersi ve a ya da

birim(sel) eleman denir.



Tamm 2.1.9. R bir halka ve a,b<R olsun. Eger a,b=0 iken a-b=0 ise a ya sol

sifir boleni ve b ye sag sifir boleni denir. R halkasimin degismeli olmasi halinde

yalnizca sifir béleni ifadesi kullanilir.

Tamm 2.1.10. (R,+,-) bir halka olsun. Eger R nin bir R’ alt kiimesi R halkasinin

islemleri altinda bir halka olusturuyorsa R’ ye R nin bir alt halkas: denir.

Tamm 2.1.11. R nin her a elemani i¢in al = | ve lac | sartlarii saglayan bir |

alt halkasma R halkasinin bir ideali denir.

Tamim 2.1.12. R bir halka ve M =R, R nin bir ideali olsun. Eger M cl cR sartini

saglayan higbir | ideali yoksa M ye R nin maksimal ideali denir.

Tanmm 2.1.13. Asagida birbirine denk olarak verilen sartlardan bir tanesini saglayan

degismeli bir R halkasina lokal halka denir:

a) R nin bir tek maksimal ideali vardir.

b) R nin tiim birim olmayan (tersi olmayan) elemanlar1 bir tek has idealde kapsanur.
c) R nin birim olmayan (tersi olmayan) elemanlar1 bir has ideal olusturur.

d) VreR i¢inya r yada 1—r birimdir.

Tamm 2.1.14. (R,+,) ve (R,+,-) iki halka, ®:R — R’ bir doniigiim olsun. Eger her

a,beR icin

1) ®(a+b)=d(a)+ D(b)

2) ®(a-b)=o(a) ' ©(b)

sartlar1 saglaniyorsa @ doniisiimiine R den R’ ye bir homomorfizm denir.

Tamm 2.1.15. (R,+,-) ve (R,+,) iki halka olsun. ®:R — R’ birebir ve 6rten bir

homomorfizm ise ® doniisiimiine R den R’ ye bir izomorfizm denir.



Tamim 2.1.16. Eger (R, +,-) bir 6zdeslikli halka ve R —{0} 1n her elemaninin garpmaya
gore tersi varsa (R,+,-) halkasina boliimlii halka veya aykirt cisim denir. Carpma islemi

degismeli olan bir boliimlii halkaya cisim adi verilir.

Tanim 2.1.17. (F,+,-) bir cisim ve (V,®) bir abel grubu olsun. Eger o: FxV —V dis

islemi her x,y eV ve her a,beF igin;
V1) ao(x@y)=(acx)®(acy)

V2) (a+b)ox=(acx)®(box)

V3) (a-b)ox=ao(box)

V4) lox=X; 1le F 06zdeslik eleman

sartlart saglaniyorsa V ye F cismi iizerinde bir vektor uzayr denir ve eger bir karisiklik

olmayacaksa F cismi belirtilmeden kisaca V ile gosterilir.

Eger V nin bir W altkiimesi i¢in V vektor uzayinin islemleri ile birlikte W da bir

vektor uzayi oluyorsa, W ya V nin altvektor uzayr ya da kisaca altuzay: denir.

Tamm 2.1.18. F cismi lizerinde bir vektdr uzayr V' olsun. z,x,...z €V Ve

Ve €F igin Zn:cixi =0=Ve =0 ise z,m,,...,z, vektdrleri lineer bagimsizdr,
im1

aksi halde lineer bagimlidwr denir.

Tamm 2.1.19. Bir V' vektor uzayimin

B1) B lineer bagimsizdir.

B2) V = Sp(B) dir.

sartlarin1 saglayan bir B alt kiimesine V' nin bir baz: denir.

B2) aksiyomuna baz i¢in germe aksiyomu denir ki V2 € V' elemaninin B deki sonlu

sayida elemanin bir lineer birlesimi oldugunu ifade eder.



Tamim 2.1.20. Bir V' vektor uzayinin herhangi bir bazindaki eleman sayisina V' nin

boyutu denir. Eger V' nin boyutu sonlu ise V' sonlu boyutlu bir vektor uzayidir denir.

Tamm 2.1.21. V bir vektdr uzayi, W, ile W, de V nin herhangi iki alt uzay1 olsun.

Eger

V=W +W,

2) W, NW, = {0}

sartlar1 saglaniyorsa V' ye W, ile W, nin direkt toplami denir ve V- =W, & W, yazilr.

Iki alt uzay icin verilen direkt toplam tanimi asagidaki gibi genellestirilir:

Tamm 2.1.22. V' bir vektdr uzayi, W,,I¥,,...,WW, de V nin herhangi alt uzaylar

olsunlar. Eger

DV=W+W,+---+W_dir.

2) 1< j <k—1 bzelligindeki her j icin (W1 FW, 4+ Wj) nw,, ={o} d.
sartlar1 saglaniyorsa, V' uzayt W,,W,,...,W, alt uzaylarimin direkt toplanmidir denir ve
V=WoW,o oW, yazlr.

Tanmm 2.1.23. R, 1#0 6zdeslikli bir halka ve M toplamsal degismeli bir grup olsun.

YaeR ve VXxeM ig¢in (a,x) — ax olacak sekilde tanimli RxM — M dis islemi tiim
a,beR vetim X,y e M elemanlar: i¢in agagidaki sartlar1 sagliyorsa M kiimesine R

halkas1 tizerinde bir birimli modiil denir:
1) a(x+y)=ax+ay

2) (a+b)x=ax+bx

3) (ab)x =a(bx)

4) 1x =x dir.



Tamim 2.1.24. R 6zdeslikli ve degismeli bir halka ve M ise R halkasi iizerine kurulan
bir modiil olsun. M nin bir S alt kiimesi i¢in asagidaki iki 6zellik gegerli ise S ye M

nin bir alt modiilii denir.
1) VX,yeS i¢cin Xx+Yy, x—yeS dir.
2) VxeS ve VceR igin cxeS dir.

Tamm 2.1.25. R 6zdeslikli bir halka ve M ise R halkasi {izerine kurulan bir modiil
olsun. Eger M nin bos kiimeden farkli bir bazi var ise M ye bir serbest (free) modiil

denir.

Tamm 2.1.26. V , (F,+,) cismi lizerinde i¢ ve dis islemleri sirasiyla, @ ve o olan bir

vektor uzayi olsun. V iizerinde tanimlanan ikinci bir i¢ islem olan ® igin asagidaki
sartlar saglaniyorsa V ye F cismi iizerinde bir cebir denir. Her ce F ve her

X,y,z€V igin
Cl) (CoX)®Yy=x®(coy)=Co(x®Y)
C2) (x®Y)®2=(x®2)D(y®2)
C3) x®(y®2) = (x®Yy) ®(X®2)

Cogunlukla i¢ ve dis islemleri gosterirken kullanilan ® ve o simgeleri yerine islemler,

elemanlar yan yana yazilarak da kullanilabilir. Eger bir V cebirinde
V X, y,z€V icin  (xy)z=x(yz)

sart1 da saglaniyorsa V ye F cismi lizerinde birlesmeli cebir denir.

2.2. Geometrik Kavramlar

Bu kisimda verilecek kavramlar i¢in (Borsuk 1969, Stevenson 1972, Machala 1980,
Batten 1986, Keppens 1988, Kaya 2005, Hacisalihoglu 2010) c¢alismalar1 esas

alinmustir.



Tanmm 2.2.1. N elemanlarina nokta denilen bir kiime ve D ise elemanlarina dogru
denilen N nin altkiimelerinin bir kiimesi olsun. X € N ve d € D i¢in X noktasinin d
dogrusunun tizerinde oldugunu, yani d dogrusunun X noktasindan gectigini ifade

etmek lizere X od sembolii kullanilsin. Boyle olusturulan (N,D) sistemine bir
geometrik yapi denir. Bazen U =(N,D,o) yerine kisaca U =(N,D,o) yazilir ve

U = (N, D) uzay: olarak da isimlendirilir.

Tamim 2.2.2. Asagidaki aksiyomlar1 saglayan bir U = (N, D) uzayina bir lineer uzay

denir.
L1) Her dogru en az iki nokta kapsar.
L2) Farkli iki noktadan tam olarak bir dogru geger.

Tammm 2.2.3. Asagidaki aksiyomlar: gercekleyen bir U =(N,D) lineer uzayma
projektif diizlem denir.

PD1) Herhangi iki dogru kesisir.
PD2) Herhangi ti¢ii dogrudas olmayan dort nokta vardir.

Genellikle N noktalar kiimesinin elemanlari bilyiik harflerle, D dogrular kiimesinin
elemanlar1 kiigiik harflerle gosterilir. A ve B noktalarindan gegen dogru AUB ile
veya kisaca AB ile gosterilir. Benzer sekilde a ve b dogrularinin arakesiti anb ile

veya kisaca ab ile gosterilir. Bir projektif diizlem genellikle U =(N,D,o) yerine

P =(N, D,°) biciminde gosterilir.

Tanmm 2.2.4. N noktalar kiimesini, D dogrular kiimesini, o {izerinde olma bagintisini
ve ~ N ve D iizerinde komsuluk bagintisi adi verilen bir denklik bagintisini
gostermek iizere asagidaki sartlart saglayan bir M =(N,D,o,~) yapisina projektif

Klingenberg diizlemi (PK diizlemi) denir.

(PK1) Komsu olmayan herhangi iki A B e N noktasim birlestiren tam olarak bir

d € D dogrusu vardir,
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(PK2) Komsu olmayan herhangi iki ¢,d e D dogrusunun tam olarak bir Ae N ortak

noktasi vardir,

(PK3) M den bir M*=(N",D",0) projektif diizlemi iizerine her A, BeN ve ¢,d eDD
i¢in

Y(A)=¥Y(B)<= A~B ve ¥Y(c)=¥(d)<=c~d
sartlarini saglayacak bigimde bir ¥ epimorfizmi vardir.

Tamim 2.2.5. Asagidaki aksiyomlar1 saglayan (N,D) geometrik yapisina bir projektif

uzay denir:

PU 1) ki farkli X,Y noktas: tam olarak bir XY dogrusu iizerindedir.

PU2)A=zB#C=D=A ozelliginde dort nokta A/B,C,D olsun. AB ve CD

dogrularmin bir ortak noktasi varsa bu taktirde AD ve BC dogrularmin da bir ortak

noktasi vardir.
PU 3) Her dogru tizerinde en az ii¢ farkli nokta vardir.
PU 4) Hig ortak noktas1 olmayan en az iki dogru vardir.

Tamm 2.2.6. (N,D) bir geometrik yap1 olsun. P'=(N’,D’) bir projektif uzay ve @,
N kiimesinden N’ kiimesine bir doniisim olsun. Eger D nin her d dogrusu i¢in,

®(d) D’ niin bir dogrusu ise ® ye bir homomorfizm denir.

Tammm 2.2.7. P ve P’ herhangi iki projektif diizlem olsun. P den P’ ne birebir ve
orten bir homomorfizm varsa bu projektif diizlemler izomorftur denir, bu fonksiyona da
bir izomorfizm adi verilir. Bir projektif diizlemi kendisine doniistiiren izomorfizme

kolinasyon veya otomorfizm denir.

Tammm 2.2.8. P bir projektif uzay olsun. Vv P,QeU, PQ=PQcU sartim

saglayan bir U altkiimesine P nin bir alt uzay: denir.

Tamm 2.2.9. Bir P projektif uzaymin kendisini lireten bagimsiz bir alt kiimesine P

nin bir baz: denir.
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Teorem 2.2.10. Projektif uzaym her U = alt uzaymn bir bazi vardir. B, B, U alt
uzaymnin iki farkli bazi ise B, ve B, aym sayida elemana sahiptir yani

kardinalite B, = kardinalite B, dir.

Tamim 2.2.11. B, P nin U altuzayinin bir bazi olsun. Bu taktirde (kardinalite B) —1

sayisina U alt uzaymin boyutu denir.

Tamim 2.2.12. H, P nin bir alt uzay1 olsun. H de kapsanmayan bir P noktas1 i¢in

P=H U {P} ise H ye P nin bir hiperdiizlemi denir.

Tanmm 2.2.13. A= bir kiime ve V de F cismi lizerinde bir vektor uzay1 olsun. Eger

bir
¥Y:AxA->V

déniisiimii P,Q e A noktalart i¢in (P,Q) — PQ eV seklinde tanimlanmis ve asagidaki

iki aksiyomu sagliyor ise A kiimesine V ile birlestirilmis bir afin uzay denir.
1) VP,Q,Re A i¢cin PR=PQ+QR
2) VPeAve VaeV igin 56 = a olacak bi¢gimde bir tek Q € A noktas1 vardir.

Tamm 2.2.14. n—boyutlu bir reel i¢ carpim uzayr V olsun. V ile birlesen bir A afin

uzayina n— boyutlu Oklid uzay: denir ve E, ile gosterilir.

Tamm 2.2.15. E, Oklid uzay1 V X,Y € E, icin

40XV = (306 -y

seklinde tanimlanan metridi ile birlestirilsin. Bu taktirde (E,,d) metrik uzayma n-

boyutlu Kartezyen uzay denir ve kisaca C, ile gosterilir.
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3. LOKAL HALKALAR UZERINE KURULAN MODULLER

3.1. Giris

Bu bolimde vektor uzaylart ile ilgili bilinen bazi1 tanim ve 6nermelerin daha genel
yapilar olan modiillerdeki gegerliligi arastirilmistir. Bunun ig¢in 6nce A—reel plural
cebiri ele alinmis ve bazi1 6zellikleri incelenmistir. Bu bilgiler reel plural cebir {izerine
kurulan modiillerin bazi 6zelliklerinin tespitinde kullanilmistir. Daha sonra bir A-—
modiliin A—uzay olmasi durumu ele alinmig ve vektor uzaylari i¢in iyi bilinen bazi
tanim ve 6nermelerin A — uzaylardaki gegerliligi tizerinde durulmustur.

3.2. Temel Bilgiler

Bu kisimda A reel plural cebiri, A—modiil ve A-—uzay hakkinda baz1 temel bilgiler

verilecektir. Bunun igin Jukl (1993, 1995) tarafindan yapilan ¢aligmalar faydalanilacak

esas kaynaklar olarak alinmistir.

Tanmim 3.21. R dizerinde vektor uzayr olarak, 7™ =0 olmak {izere, bir

{1,77,772,773,...,77”“1} bazina sahip her A -lineer cebirine R iizerinde bir reel plural cebir

denir (Jukl 1993).

Tanmm 3.2.2. A dan R ye k=0,1,,...,m—1 olmak {izere p, izdiisiim sistemi

Ve A ﬁ=r_nzbi77i icin p,(B) =b,

seklinde tanimlanir (Jukl 1993).

Asagida verilen 6nermeler ispatlarina bazi agiklamalar eklenerek Jukl (1993) tarafindan

yapilan ¢alismadan alinmistir.
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Yardimer Teorem 3.2.3. £ € A elemaninin bir birim olmasi i¢in gerek ve yeter sart
P, (€) #0 olmasidir (Jukl 1993).

Ispat. (=) &€ A bir birim ve p,(¢) =0 oldugu kabul edilsin. p,(g)=0 ise 3 ue A
vardir Oyle ki &=nu dir. Bu durumda &, 7 parantezinde agik¢a yazilirsa
e=n(b +bp+---+b _n"?) olup u=b+bn+---+b, _n"?cA olur. & birim
oldugundan & mevcuttur. 1=gs igin 1=(nu)e™* =n(ue™) elde edilir. (Burada
g 1 i, & A ve A lineer cebiri birlesmelidir.) 1=7(ue™") esitliginin her iki yan
7" ile garpilirsa 7™ =0 elde edilir ki bu bir geliskidir. O zaman p,(¢) =0 kabulii

yanlistir. Yani & bir birimise p,(g) =0 dir.

m-1
(<) p,(e) =0 olsun. Bu taktirde g_l=2fin' tersinin var olmasi igin (sadece
i=0

m-1 om-1 .
8871:(2997')(2 f.n') =1 olmasi1 gergeginden hareketle) asagida verilen denklem

i=0 i=0

sisteminin ¢oziilebilir olmasi1 gerekmektedir.

g f, =1
ef +ef, =0
e f,+ef +e,f,=0

ef,+ef ,+--+e, T, =0

denklem sistemi ele alinirsa €, f, =1 i¢in p,(¢) =€, #0 oldugundan f; =0 olup

f, =g, olarak elde edilir. e,f, +e,f, =0 icin e,f, +ee," =0 olup f, =—e, e olarak
bulunur. e,f, +e f, +e,f, =0 igin e,f, —e, e’ +ee, =0 olup f,=—€,%e°—ee,”
dir. Bu sekilde devam edilerek tiim i ler i¢in 0 <i <m-—1 olmak tizere f, ler e, ler
cinsinden gekilebilir. O halde

et=fo+ftn+f++f " =e 7t + (-6, )+ (-6, % e, ) + -

seklinde olup mevcuttur, yani & bir birimdir. o
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Yardimer Teorem 3.2.4. o€ A bir birim olarak verilmis olsun. Bu taktirde f° =«

olacak sekilde bir S e A elemaninin var olmasi i¢in gerek yeter sart p,(«)>0

olmasidir (Jukl 1993).

m-1 m-1
Ispat. o = Zaknk olsun. g elemanm S = Zbin' olacak sekilde alinsin. Bu taktirde
k=0 i=0

m-1 o m-1 m-1 o
B = z bbn"*! dir. Bdylece o= f° < a = Zaknk =p*= Z bb,7"™ olup bu esitlik
k=0

i+j=0 i+j=0

acilirsa

a, =b,’
a = 2bob1
a, =2bb, +b’ (3.2.1)

an, = ZbObm—l + blbm—z et bm—zbl

denklem sistemi elde edilir.

(i) (<) a,>0 olsun. (3.2.1) denklem sistemindeki ilk denklemden b, =\/g olarak

&

2o

ve b degerleri liglincii denklemde yani a, degerinde yerine yazilip islemler

bulunur. Bu deger ikinci denklemde yerine yazilarak b, = elde edilir. Bulunan b,

olarak elde edilir. Bu sekilde devam edilerek

diizenlenirse b, = —2— 3’

* 2Ja, 8afa,
0<i<m-1 igin tim b, degerleri bulunur. Yani a,>0 oldugunda B°=a olacak
sekilde S € A elemaninin var oldugu gosterilmis olur.

(i) (=) p°=a olacak sekilde B A var olsun. (3.2.1) denklemlerinde a, =h,’

oldugundan a, > 0 oldugu aciktir. & birim oldugundan a, dolayisiyla bo2 #0 dir. o

Yardimei Teorem 3.2.5. A maksimal ideali 7A olan bir lokal halkadir. 1< j <m i¢in
A daki tiim idealler 7' A seklindedir (Jukl 1993).

Ispat. Once nA nin maksimal ideal oldugu gosterilecektir.

15



A={a,+an++a, " | R} icin nA={an+an’+-+a, 7" | R} olup
nA nm bir ideal oldugu agiktir. Ciinkii her a=an+an’ +---+a_,n" enA ve her
B=a, +an+---+a _'n""eAicin faenA dr.

Simdi

nAcJc A J=A (3.2.2)

olacak sekilde bir J ideali almsm. J #7A oldugu i¢in J de b, #0 olacak sekilde
y=b,+bn+bn*+---+b, """  elemam  vardir. Ayrica VaeA  igin
a=c,+cn+-+c, n"" igin bd,=c, olacak sekilde 3Id,eR vardir ve

7B =(by+bn+ b2772 oot bm—lnm_l)(do +dm+ d2772 Tt dm—177m_l) =C+Cn+ 02772 oot Cm—177m_l
olacak sekilde d, € R sayilar1 bulunabileceginden £ A mevcuttur. O halde Vy eJ

ve V/3 € A i¢in ideal tanimindan = By € J olup

Acl (3.2.3)

elde edilir. (3.2.2) ve (3.2.3) den J = A oldugu goriilir.

Simdi de A daki tiim ideallerin 7' A seklinde oldugu gosterilecektir. J = A, A da bir
ideal olsun. Ayrica V j i¢in 1< j<m olmak iizere J #7n'A oldugu kabul edilsin.

Béyle bir J ideali icin 3k, 1<k <m i¢in 7**AcJ ve J cn*A olsun. (J z 7*"'A

m-1
icin) aeJ ve aen™A almsm. el cn*A oldugundan a= Zaini yaziliminda
i=0

a,=a,=--=a_,=0 ve a #0 oldugu aciktir. Aksi taktirde a8, =0 olsa aen"A

geliskisi elde edilir. Bu sebeple a=an+a, 7"+ --+a, """ seklindedir.

m-1
_ jk s .1 _ m—
E= Zk:a 77" €A bir birim elemandir. Cinkii &=8a, +a, 7+ --+a, 7
J:

“1 olup

a #0 dir. a=en" oldugu agiktir. Eger £en*A ise bu taktirde 38 e A vardir ki
E=n*B seklindedir. =1 B=n"(cc™)f=""e)(e"p) =a(s"B) elemani bulunur ki
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ideal tammindan ae€J igin E=a(e?B)ed olur. Boylece n*AcJ olup n*A=1J

celiskisi elde edilir. Demek ki boyle bir J ideali yoktur. A daki tiim idealler 7' A

seklindedir ve 7A tek maksimal idealdir. o

Yardimc1 Teorem 3.2.6. A halkasi R [)%Xm . polinomlarin bolim halkas1 ile

izomorftur (Jukl 1993).
Ispat. f :R[x] > A bir doniisiimii

vV h(x)=a, +ax+a,x’+---+a_ X" +a x"+--- eRx]icin f(h(x))=h(z) olarak

tanimlansin.

R
R JFBV ..

f

A

fiR[X]> A, cekirdegi <x">={x"h(x)|h(x)eR[x} olan bir halka
homomorfizmidir. Ustelik f &rtendir, yani A= f(R[x]) dir. Birinci izomorfizm

teoremi geregi V f(h(x))e A i¢cin V F(f(h(x))=F(h(7)) =h(x)+<x™ > olarak

tanimlanan F: A — R[)%xm S fonksiyonu bir izomorfizmdir. o

Tamim 3.2.7. A lokal halkasi iizerine kurulmus bir modiile A—modiil denir (Jukl
1995).

Tanimm 3.2.8. A bir lokal halka ve M sonlu tiretilmis bir A—modiil olsun. Bu taktirde
eger M de asagidaki sartlar1 saglayan E,,E,,...,E, vektorleri var ise M ye sonlu
boyutlu A - uzay denir.

1) M=AE @ AE,®---® AE,
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i) 1<i<n i¢cin X—>XE, seklinde tanimli A— AE; doniisiimleri birer A-—

izomorfizmdir (Jukl 1995).
3.3. Reel Plural Cebir Uzerine Kurulan Modiiller

Bu kisimda bir A reel plural cebiri ilizerine kurulan modiillerin bazi 6zellikleri
incelenmistir. Once A reel plural cebrindeki birimler ve sifir bolenler arasindaki iliski
bir teorem olarak verilmistir. Sonra A ile K=M__ (R lineer cebiri arasindaki iliskinin
kisa bir ispat1 verilmistir. Son olarak K =M (R reel plural cebiri iizerine bir modiil

ingaa edilerek bu modiiliin bir baz1 incelenmistir. Bu kisimdaki bilgiler i¢in (Erdogan ve

ark. 2014) galismasi esas alinmistir.

Teorem 3.3.1. A da hig bir birim sifir bolen degildir, yani herhangi «, f € A;
m-1 ) m-1 .

a= Zain', a,#0ve f= Zbin' icin eger aff =0 veya Sa =0 ise f=0 dir. Ayrica
i=0 i=0

1<k <m-1ve a #0 olmak iizere & =a,n* +a, 7" +---+a_n"" icin eger aff =0

m—k+1

veya Ba =0 ise bu taktirde #=b_ 7" +b__ 7" " +---+b_n"" dir (Erdogan ve
ark. 2014).

Ispat. Eger o bir birim ise A da o' ters eleman: vardir ve A reel plural cebiri
birlesmeli oldugundan; af=0=a (ef)=a*-0= =0 dir. fa=0 icin B=0
oldugu benzer bigimde gosterilir.

Simdi 1<k <m-1ve a #0 i¢in

af=@n +a n"t+-+a_n"b,+bn+by’ +---+b _n"") =0 esitliginin

" tb, ™" olmasim gerektirdigi gosterilecektir.

B=b, " +by
Once k =1 oldugu kabul edilsin. Bu taktirde a, #0 olmak iizere
a=an+an’ +---+a, n"" seklindedir. Bu durumda
af=(@n+an +-+a_n") (b, +bn+bn* +---+b n"") ¢arpim sifira

esitlenirse
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a-f=0=(aby)n +(ab, + azbo)772 +(ab, +a,b, + a£<bo)773
+eet (b, +aby 5+ +a; b +a by )77m_1
+(@b,, +ab, , +---+a, b, +a, b)n"

m-+1

+(@b, ; +agb, , +-+a, b +a, b,y

+"'+(am—1bm—1)77
=07 +0-7° 4 407" 4 C " H g " A Gy,

2m-2

elde edilir. Burada 7" =5™" =---=n’"? =0 oldugundan c,,C,,,...,C,, , Katsayilari

m?~¥m+lr- e
stfir olmak zorunda degildir.

n nin katsayis1 sifira esitlenerek ab, =0 elde edilir. Burada a, # 0 oldugundan b, =0

bulunur.

n° nin Kkatsayisi sifira esitlenerek ab, +a,b, =0 elde edilir. b,=0 degeri bu

denklemde yerine konularak ve a, #0 oldugu kullanilarak b, =0 bulunur.

n° iin katsayist sifira esitlenerek ab, +a,b, +ajb, =0 elde edilir. b, =b, =0 degerleri
bu denklemde yerine konularak ve a, # 0 oldugu kullanilarak b, =0 bulunur.

Islemlere bu sekilde devam edilerek 0 <k <m—3 i¢in b, =0 bulunur.

Son olarak »™* in katsayis1 sifira esitlenerek ab , +ab, ,+---+a b +a b, =0
elde edilir. by=b, =---=b__, =0 degerleri bu denklemde yerine konularak ve a, #0
oldugu kullanilarak b, =0 bulunur.

Eger bulunan by=b =---=b, ,=Db,,=0 degerleri siradaki denklemde yerine
konulursa (a,b,,_,)7™ =0 elde edilir. Burada »™ =0 oldugundan b__, herhangi bir reel

say1 olabilir.

Boylece k =1 i¢in

af=(@n+an’ ++a, ") (g +bm+ by’ +-+b, ") =0= f=b, 7"
oldugu gosterilmis olur.

Simdi de k =2 olsun. Bu taktirde a, #0 olmak iizere o =a,n°+amn’+---+a, "
seklindedir. Bu durumda

aff=(@a,n* +ag’ +--+a, 7" ) (b, +bn+bn* +---+b, ") garpimi sifira

esitlenerek
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aff= 0= (a,0))n" + (8,0, +a,b,)7° + (a,b, +ab, +a,by)n’
oo (8,0, +agh, 5+ a b +ay, L)y
+(@,hy s +agh, 4+ +a, b+ am—lbo)ﬂm_1
(@b, + 30y 5+ 2, b, +a, b)n"

m+1

+(ab, , +agb, , +-+a, b +a, b,y

+e+ (@pabn1)7
=0-7+0-7° 4 407" c "+ Coy " A Gy T

2m-2

2

elde edilir.

Burada n" =n"™"=---=1*"? =0 oldugundan c,,C,.,,...,C,, , Katsayilari sifir olmak

m1Cmar-
zorunda degildir.

n° nin katsayisi sifira esitlenerek a,b, =0 elde edilir. Burada a, #0 oldugundan
b, =0 bulunur.

n® iin katsayisi sifira esitlenerek a,b, +a,b, =0 elde edilir.

b, =0 degeri bu denklemde yerine konulursa ve a,#0 oldugu kullanilirsa b, =0
bulunur.

n* iin katsayis1 sifira esitlenerek a,b, +a,b, +a,b, =0 denklemi elde edilir. by=b, =0
degerleri bu denklemde yerine konulursa ve a, # 0 oldugu kullanilirsa b, =0 bulunur.
Islemlere bu sekilde devam edilerek 0 <k <m-3 igin b, =0 elde edilir.

Eger bulunan by=b =---=b, ;=0 degerleri ™ 1i terimin katsayisinda yerine
konulursa (a,b,,_,)7™ =0 elde edilir. Burada ™ =0 oldugundan b _, herhangi bir reel
say1 olarak alinabilir.

Benzer sekilde bulunan b, =b, =---=b ,=0 ve b, €R degerleri ™" li terimin
katsayisinda yerine konulursa (a,b,,, +ab, ,)7™" =0 elde edilir. Burada »™" =0
oldugundan b, herhangi bir reel say1 olarak alinabilir.

Boylece k =2 igin

aff = (a2772 + a3773 teeet amflnmil)(bo +by+ b2772 teeet bmfmmfl) =0= = bmfzﬂw2 + bm7177Wl
oldugu gosterilmis olur.

Son olarak bu islemler k igin genellensin. a=a 7" +a,,n*"+---+a, ,n"", a #0
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olsun. Bu taktirde
af=(@n" +a,q" ++a, ") (b +by+by’ +-+b ") carpumi  sifira

esitlenerek

a-p=0= (akbo)ﬂk +(a.b, + ak+1bo)77k+1 + (@b, +a, 40, + ak+2bo)77k+2

m-1
+oot (@ADPy gy + ABn ki) T T A 400)7
m
+(akbm—k + ak+lbm—(k+l) teet amfzbz + am71b1)77
m+1
+(akbm—(k—1) +8y 30y T+ Ay by + 3, 4b,)7

teeet (am—lbm—l)n

=0-7+0-7° +- 407" 40 "+ Cpy " A Gy,

2m-2

elde edilir. Burada 7" =n™" =---=5*"? =0 oldugundan C_,C, ,,...,.C,, , Katsayilari

stfir olmak zorunda degildir.

7" nm katsayist sifira esitlenerek ab, =0 elde edilir. Burada a, #0 oldugundan
b, =0 bulunur.

7" 1n katsayis1 sifira esitlenerek a b, +a,,,b, =0 elde edilir. Burada b, =0 degeri bu
denklemde yerine konularak ve a, #0 oldugu kullanilarak b, =0 bulunur.

7? in Kkatsayist sifira esitlenerek ab, +a, b +a, b, =0 elde edilir. Burada
b, =P, =0 degerleri bu denklemde yerine konulursa ve a, #0 oldugu kullanilirsa
b, =0 bulunur.

Islemlere bu sekilde devam edilsin. 1%, 7,72, ...,n™" 1i terimler sifira esitlenerck
by =b, =---=b, ., =0 elde edilir. Simdi bulunan b, =b, =---=b, ., =0 degerleri
n™ li terimin katsayisinda yerine konulursa (a.b,,_,)7" =0 elde edilir. Burada ™ =0
oldugundan b, herhangi bir reel say1 olabilir.

Benzer sekilde bulunan by =b, =---=b_ ., =0 ve b, € R degerleri ™" li terimin
katsaysinda yerine konulursa (a b,,_y ;) +8,.b, )7™" =0 elde edilir. Burada 7™ =0

oldugundan bmf(kfl) herhangi bir reel say1 olabilir.

Islemlere bu sekilde devam edilerek yani n™ =n™" =-..=7*"? =0 oldugu kullanilarak
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B Bosyr B2y s+ 10y € R Katsayilarinin herhangi reel sayilar olarak

alinabilecegi goriiliir.

Boylece a=an*+a n"+--+a_n"" ve B=b,+bp+bn*+---+b _n™" icin

aff=0=p=b 7" “+b_, 7" " +---+b_n"" oldugu gosterilmis olur. o

A, Riizerinde bir baz1 ™ =0 igin {1,77,772,773,...,77”‘*1} olan bir reel plural cebir olsun.

Bu cebir a, e R, 0 <i <m -1 olmak iizere

0 1 Ay
0 0 am—2
0 a,

seklindeki tiim matrislerin olusturdugu K=M,__(R) cebrine izomorftur (Jukl 1993).
Once Jukl (1993) tarafindan yapilan galismada ispatsiz olarak verilen bu énermenin kisa

bir ispati1 verilecektir.

Yardimel Teorem 3.3.2. A halkasi

a0 al a2 m-2 am—l
O aO al m-3 am—z
0 O m-4 a‘m—3

.o
S

0 0 0 0 a g
0 0 0 0 0 a

formundaki matrislerin K lineer cebrine izomorftur (Jukl 1993).
m-1

fspat. f : A— K doniisiimii her =Y a77' €A igin

i—0
a; =0, j<i , .
f(x)= (ai. ) = . _.  seklinde tanimlansin. Bu taktirde
] i = aj_i, ] >
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0 Qh 4 o A,

f(a)=] 0 0 a, dir. Bu sekilde tanimlanan f : A—>K

m-3

0 0 0 - a
doniisiimiiniin 1-1 ve 6rten oldugu ayrica her

a=a,+an+an +--+a _n", B=b,+bn+bn’+---+b _n""cAveherceR
icin T (a+pf)="Tf(a)+ f(p) ve T (ca)=cf(a) sartlarini saglandig1 kolayca
goriilmektedir. Burada sadece ¢arpma igleminin korundugu gosterilecektir. Vo, S A

i¢in

af = (ah,) + (aghy, +aby)r7 + (agh, +ab, + a2bo)772 +oeet (Qghy, H Ay, ot amflbo)ﬂm_l

seklindedir. Bu taktirde

aobo aObl + albO t aObm—l + albm—Z teeet am—1b0
0 aobo o aobm—z + albm—3 teeet am—zbo
f(af)=| O 0 -.oab, ,+ab, ,+--+a, b, | icin matrislerdeki ¢arpma
0 0 ab,

islemi kullanilarak

Q & A o By bo b1 bz bm—l
O a‘O m-2 b0 bl bm—z

f(ef)=|0 0 a, - a _,|-{0 0 b b . |=f(a)-f(B) seklinde elde
0 0 0 a, JL0O 0 0 by

edilir.o
Simdi A cebirinin {1,77,772,773,...,77m‘1} bazi ve f : A— K izomorfizmi kullamlarak

K lineer cebirinin iliskin baz1 arastirilacaktir.

Herhangi bir
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a‘m—l
am—2

a2n®|.a0..
g © © -

c © o -

a,, 5 |€ K i¢in

A =

0

0

0

+ .-

+a,,|0

1

0

0

+a,/0 0 0

seklinde yazilabilir. Boylece

{

j

i

1,
0,

burada a;

0
1

0

0

(a,)=|0 0 1

o

mxm

=i+1
j#I+1

j

1,
0,

burada a; :{

1
0

0
0
1

0
(a,)=|0 0 O

m=

=i+2
J#EI+2

j

1,
0,

burada a; ={

0
1
0

0

0
(@)=|0 0 0

1, =

24



000 -1
000 -0 o
1, j=i+(m-1)
Mwa=(a;)=/0 0 0 "-. 0| burada a; = T ’
J : 0 0, j=i+(m-1)
000 -0

mxm

denilirse A=ayn, +am +a,n, +---+a, 7, , oldugu goriilir. Boylece K cebirinin
011 1y} seklinde  bir  bazi  elde edilir ki O<k<m-1 igin
{I S 7 7 % N 77m_1} bazinin genel bir 7, elemani, 0 <i, ] <m—1 olmak tizere

. 1, j=i+k o S .
e = (@) men 160 3 = 0 i seklinde ifade edilebilir. Burada 7, =1, birim
, J#EI+K

matris oldugu agiktir. Ayrica

010 -0
0 01 0
n=n=/0 0 0 "-. O] aliursa her ,, 1<k<m-1 igin 7, =77k oldugu goriiliir.
Lo
0 0O 0
Mesela
10 0 10 -0 0 0
0 1 0 01 -0 0 0
n® = 00 0 0 0 -. 0= 0 1i=n,
: 1 5 .1 : 0
0 0O 0)lo 00 -0 0 0O 0
0 01 0)(0 1 0
0 0 0|0 0 1 0
ven’=n>-n=/0 0 O 11-/0 O 0 |=mn, dir.
R of]: : : 1
0 0O 0){0 0 O 0

Simdi de bu mxm tipindeki tiim ist iggen matrislerin olusturdugu 6zel K lineer cebiri
tizerine bir M modiilii insaa edilerek onun bir bazi bulunacaktir. Sonra da Jukl'in
(1993) c¢alismasinda verilen asagidaki Onermenin bu modiile uygulanmasi

incelenecektir.
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Yardimcr Teorem 3.3.3. m—mertebeli A cebiri {izerinde N —boyutlu serbest bir

modiil M olsun. Bu taktirde M, R i{izerinde mn—boyutlu bir vektor uzayidir (Jukl

1993).

Teorem 3.3.4. M =R kiimesi K lineer cebiri iizerinde bir modiildiir ve

0 0 0O --- 0 0
0 0O 0 0O 00 --0 0 0O 0

El: ’EZZ . . 1 aEn:
1 00 0 010 0 0 0O 1

olmak tizere {E, E,,...,E,} kiimesi K—-modiil M =R nin bir bazidir (Erdogan ve

ark. 2014).

Ispat. M nin K lineer cebiri iizerinde bir modiil oldugu ve {E,,E,,...,E,} kiimesinin

lineer bagimsizligi agiktir. Her X € M igin

11 12 X3 Xin X X(m—l)l Xy o -0
X = X1 Xop  Xog X, _ 0 Xy X, |0 0 O 0
Xoi  Xm2  Xmz " Xom 0 - 0 x,)\1 00 -0
Xm2  Xm-1)2 » (0 0 0 - 0 Xon  Xmn 7 Xin 0O 00 ---0
0 Xy X O 0O O -~ O 0 Xon 0 X%, O 0O O -+ O
+H oL o ol o il
0 0 x,/\0 1 0 0 0 0 x,/\0 0 0 1

olarak yazilabildiginden {E E,,...E,} kimesi M modiliini gerer, yani
Sp{E,,E,,....E . }=M dir. O halde {EE,,.. E,} kimesi K-modil M nin bir

bazidir.o

Herhangi a,,a,,...,a, € Ri¢in
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o O O

aE +a,E,+---+aE, = olup M R iizerinde bir vektor uzayi

QD

a a, a; - n

olarak diisiiniiliirse {E,,E,,---,E,} kiimesi M nin

0 0 O 0

o 0 0 -~ 0 _ )
R=4. . . . 0 a, €R, 1<i<n; altuzaymn gerer, yani

8 a a - a,

Sp{E,.E,.....E.}=P, dir. Dolayisiyla {E,,E,,...,.E.} kiimesi R iizerinde bir vektdr

uzayi olan M nin bir baz1 olamaz.

Burada R tizerindeki M vektor uzayinin Yardimer Teorem 3.3.3 ¢ uygun bir bazinin
B={IE,, IE,,..., IE,,7E,,7E,,...nE,,7°E,, W’ E, ... 0’E ..., 1" By, p"E,,es " E, }
kiimesi oldugu dolayisiyla M nin R {izerinde mn-boyutlu bir vektdr uzayi oldugu

goriiliir. Gergekten R kiimesinin her

X X X o Xy,
X X X e X
X=| T T T
Xml Xm2 Xm3 an
matrisi i¢in
Xml X(m—l)l Xll Xm2 X(m—l)Z X12 an X(m—l)n Xln
0 X X 0 X X 0 X X
X= ] ml ] 21 E1+ ] m2 ] 22 E2+" + ] mn ] 2n En
0 - : 0 . : 0 .
0 0 x 0 0 x 0 0 x

seklinde yazilabildigi 6nceden goriilmiistii.
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matrisinin 7,,7,,7,,...,17,,_, matrislerinin lineer birlesimi olarak
X =Xl + Xk + "+ Xy 71, bigiminde yazilacag kullamlarak X asagidaki

sekilde de ifade edilebilir:

(X0 + Xmepph ot Xy 1) By + (X + Xmep2th o+ XioTn 1) Ep 4 (X + RKmgyn?h 0ot XoTn 1) B

Bu da R iizerinde bir vektor uzayi olan M nin B tarafindan gerildigini gosterir.

M =R kiimesi R cismi iizerinde bir vektor uzayidir. m=n ise R} de A, ve B,
matrisleri i¢in ¢arpim isleminden bahsedilemez. Ancak m=n ise M birimli bir
asosyatif cebirdir. Eger R cismi yerine bir degigmeli birimli R halkas1 kullanilirsa

M=R" R halkasi iizerinde bir modiil olup ¢arpma islemi tanimlanamaz. Ancak

M =R" halinde ¢arpma islemi tanimli olup asosyatif ve birimli bir islemdir.

3.4. Genel Modiiller ve A-uzaylar

Bu kisimda vektor uzaylarindaki gecerliligi iyi bilinen bazi tanim ve teoremlerin
modiillerdeki karsiliklari incelenmistir. A—modiil M , bir A—uzay olarak ele alinarak
vektor uzaylarinin bilinen bazi 6zellikleri A—uzaylarda da arastirilmistir. Ayrica bir
lokal halka iizerine insaa edilen bir modiildeki lineer bagimsiz vektorlerin incelendigi
bir teorem verilmistir. Son olarak da Jukl (1995) calismasinda verilen Uyar1 2 nin

detayli ispat1 verilmistir.

Yardimer Teorem 3.4.1.{E ,E,,---,E } kiimesinin M modiiliniin bir bazi olmast i¢in

gerek ve yeter sart her X e M vektoriinin X :ZCi E, seklinde tek tirli ifade

i=1
edilebilmesidir.
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ispat. Once E.E,,...E, vektorlerinin M modiiliiniin bir bazini olusturdugu farz
edilsin. Bu taktirde M nin her eleman1 EE,,...,E, vektorlerinin lineer birlesimi

seklinde tek tiirlii ifade edilebilir. Bu soyle gosterilebilir: Tersine bir X € M nin

X=EE =) 5E  seklinde iki tiirli yazildigi kabul edilsin. Buradan
i=1 i=1

Z(ﬁ, —0,)E; =0 elde edilir. E,E,,...,E, vektorleri lineer bagimsiz oldugundan her i

i-1
icin & — &, =0 olup buradan da & = ¢, bulunur.
Karsit olarak M nin her elemaninin E,E,,...,E, vektorlerinin lineer birlesimi seklinde

tek tirlii ifade edilebildigi kabul edilsin. Bu taktirde Sp{E E,,...,E.}=M oldugu

agiktir. {E,E,,...,E } kiimesinin lineer bagimsizligin1 géstermek icin X = ZCi E, =0

i=1

oldugu kabul edilsin. Sifir vektoriiniin O=ZO-Ei seklinde de yazilabilecegi

i=1

bilinmektedir. Boylece yazilimin tekligi geregi Zci E, =ZO- E, =0 esitliginden tim c

i=1 i=1
ler 0 olmahdir. Bu da E,E,,...,E, vektorlerinin lineer bagimsiz oldugunu gosterir.

Boylece {E,E,,---,E,} kiimesi M nin bir bazidir.o

Yardimci1 Teorem 3.4.2. A bir reel plural cebir ve M de A iizerinde sonlu boyutlu

bir serbest modiil olsun. M modiiliniin lineer bagimsiz bir {E ,E,,...,E } kiimesi
verilsin. Bu taktirde U ¢ Sp{E,,E,,...,E,} 0zelliginde lineer bagimsiz bir U vektorii
icin {U,E,E,,...,E } kiimesi de lineer bagimsizdur.

Ispat. a,b,b,,...,b, € A olmak iizere

au +bE +b,E,+---+b E =0 (3.4.1)

oldugu kabul edilsin. @ birim eleman olsun. Buradan U :—Za’lbiEi seklinde elde

i=1
edilir ki bu da U € Sp{E,,E,,...,E.} celiskisine yol acar. Bu taktirde a birim eleman
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degildir. Yani a=an+a,n’+---+a, 7" €A seklindedir. Eger a (3.4.1)

denkleminde yerine yazilirsa

aJ +a,7°U +--+a, ,n" U +bE +bE, +---+bE, =0

elde edilir. Bu denklemin her iki yam 7n™'#0eA ile carpilarak denklem
7" 'BE, +7"bE, +---+17""0,E,=0 sekline déniisiir. Burada hipotez geregi
{E,,E,....,E,} kiimesi lineer bagimsiz bir kiime oldugundan #"'b, =0, " *b, =0,...,
7"'b, =0 elde edilir. Ayrica ™", A reel plural cebrinde lineer bagimsiz bir eleman

oldugundan b, =0, b, =0,...,b, =0 olmak zorundadir. Bu bulunan degerler (3.4.1)

denkleminde yerine yazilirsa denklem aU =0 sekline doniisiir. Hipotez geregi U
lineer bagimsiz bir eleman oldugundan a =0 olmak zorundadir. Dolayisiyla (3.4.1)

denklemindeki tiim katsayilar 0 olarak elde edildiginden {U,E ,E,,---,E,} kiimesi

lineer bagimsiz bir kiimedir.o

Teorem 3.4.3. A maksimal ideali J olan bir lokal halka ve M = A" olsun. Bu taktirde
U, U,,...,u, € A\J ve X; € J i¢in asagidaki gibi tanimlanan

0t = (U, Xoq, Xgqoeees Xpp )y O = (X5, Upy Xgoyeos Xi10)s O = (Xygs Xogs Ugyeens X13)

perer O = (Kyyes Xo s Xagereees Ups Xy -+ 0 X ) vektorleri lineer bagimsizdir. Ayrica k=n
icin {&, @, ..., } kimesi M nin bir bazidir (Erdogan ve ark. 2014).

Ispat. Once k =1 olsun. Bu durumda sadece a; = (Uy, X,5, Xg3,-» X,y) € M vektorii ile
ilgilenilmektedir. a, € A i¢in a,;, =0 olsun. Bu durumda

ao =0=a,0; =(a,uy,a,X,1,& Xg9,-.,, X ) = (0,0,0,...,0) dur.

Birinci bilesenlerin esitliginden a,u, =0 ve buradan da u, birim oldugundan a, =0
elde edilir. Boylece ¢, vektorii lineer bagimsizdir.

Simdi k=2 olsun. Bu durumda o = (U}, X1, X1, Xy) V€ &y = (X5, Uy Xgp0eees X10)
vektorleri ile ilgilenilmektedir. a,a, € A i¢in a +a,, =0 olsun. Bu durumda
A (U, Xy, Xgyeees Xng) + 85, (X5, Uy s Xg04ees X0) = (0,0,0,...,0)  denkleminden ilk iki bilesen
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esitlenerek au, +a,x,=0 ve aXx,+au,=0 denklemleri elde edilir. Birinci

denklemden

& = _alezul_l (3.4.2)

bulunur. Bu deger ikinci denklemde yerine konulursa

a, (U, — XU, 'X,,) =0 (3.4.3)

denklemi elde edilir.

(3.4.3) denkleminde u, € A\J ve X,U,'X,, €J oldugundan U, —X,U;'X,, € A\J dir.
Boylece a, =0 bulunur. a, =0 degeri (3.4.2) denkleminde yerine yazilirsa a, =0
bulunur. Bu a, ve «a, vektorlerinin lineer bagimsiz oldugunu gésterir.

Isleyisi anlamak icin son olarak k=3 durumu incelenecektir. Bu durumda
o = (Uy, Xop, Xagreees Xng )y @y = (Xip0 Uyy Xapreens X))y O = (X3, Xo30Ugyees Xi3) € M vektorleri
ile ilgilenilmektedir.

a,a,,8, € A i¢in ao +a,a, +a,a; =0 olsun. Bu taktirde denklemin ilk {i¢ bileseni

esitlenerek

AU, +8,X, + 8%3 =0 (3.4.4)
X, +a,U, +a,X,, =0 (3.4.5)
8, Xq; +8,Xg, +83U; =0 (3.4.6)

denklemleri elde edilir. (3.4.4) denkleminden a, =—(a,X,, +a,X;)u, " bulunur. Bulunan

a, degeri (3.4.5) nolu denklemde kullanilarak

az (_X:I.Zul_lXZl + U2) + ae.(_xlsul_lle + Xzs) =0 (3-4-7)

denklemi elde edilir. Bu denklemde x,U, "%, €J ve u,eA\J oldugundan
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—X,U X, +U, € A\J dir. Boylece

a, = as(X13u£lX21 - X23)(_X12u{lX21 + uz)il (3.4.8)

elde edilir. Eger a, ve a, degerleri (3.4.6) denkleminde yerine konur ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa

-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
aa[(xzs — X3ty le)(uz = Xl X21) XUy Xgp = Xyglhy "X, + (X13U1 Xy — X23)(u2 = XU X21) X3 + U3] =0

denklemi elde edilir. Bu son denklemde

-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
(Xzs — X5l le)(uz = XU le) XUy "Xgy — Xygly Xy + (X13U1 Xy — X23)(u2 — XU X21) Xp +Uz € A\J

oldugundan a, =0 olarak elde edilir. a,=0 degeri sirasiyla (3.4.8) ve (3.4.4)
denklemlerinde kullanilarak a, =0 ve a, =0 bulunur.

Buradan o,,a, ve o, vektorlerinin lineer bagimsizligi elde edilir.

k herhangi bir pozitif tamsayr iken o = (U, Xyp Xgp0ees Xn1)s & = (Xip0 Uy, Xgoyeees Xoz)s

Ay = (Xy30 Xoz: Ugyenes Xg)seees O = (Xyps o Xaereees Uy Xeaqyiorees X)) vektorlerinin — lineer
k - - - - - . -

bagimsiz oldugu benzer yolla Y a,; =0 denkleminin ilk k bileseni esitlenip birinci
i=1

denklemden baslanarak bulunan a; degerleri bir sonraki denklemde yerine konulursa
son denklemden ¢, =0 elde edilir. Bu deger geriye dogru kullanilarak her i, 1<i<Kk
icin a, =0 elde edilir. Dolayisiyla {&,,,...,, } kiimesinin lineer bagimsiz oldugu
sonucuna ulagilir.o

Simdi de vektdr uzaylarinda gecerli olan bazi tanim ve Onermelerin A —uzaylardaki
karsiliklar1 incelenecektir. Bunun i¢in 6nce A—uzay M ig¢in direkt toplam tanimi
verilecektir.

Tanmim 3.4.4. M bir A—uzayolsun. K ve L de M nin A- altuzaylari olsun. Eger
M=K+L ve KNnL={0} sartlar1 saglaniyorsa M ye K ve L nin direkt toplani

denirve M =K @ L sekilde gosterilir.
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Yardimcr Teorem 3.45. K ve L bir M A-uzaymin A-altuzaylar1 olsun. Bu

taktirde M =K @ L olmasi igin gerek ve yeter sart her ¢ € M vektoriiniin o, € K ve
a, € L olmak lizere o = o +ar, seklinde tek tiirlii ifade edilebilmesidir.

Ispat. M = K & L olsun. Tanim geregi her o € M igin o = o, + v, olacak sekilde
a, € K ve o, € L elemanlan vardir. Aym zamanda G, € K ve (3, € L igin de
a=p + 06, oldugu kabul edilsin. O zaman o, +o, =03 + 3, esitliginden
o — 0B =83 —a bulunur ki o - €K ve [, —a,&€L dolaysiyla
o —pB,8,—a,c KNL={0} olur. Buradan « —3 =0, 3,—a, =0 Vyani

o, = (3, a, = 3, elde edilir. Bu da yazilimin tek oldugunu gésterir.

Karsit olarak her o € M vektoriiniin o, € K ve «, € L olmak lizere o = + a,

seklinde tek tiirlii yazilabildigi kabul edilsin. Bu M = K + L oldugunu ifade eder. O
halde K N L =1{0} oldugunu gostermek yeterlidir. Herhangi bir o€ KN L igin

0, € K ve 0, € L oldugundan 0+« = a4+ 0 =« € K + L yazilabilir. Yazilimin

tekligi kabuliinden o =0 elde edilir, yani K N L = {0} dir. O halde M =K & L

dir.o

Yukarida verilen direkt toplam tanim1 agagidaki gibi genellestirilebilir:

M bir A—uzay ve M,M,,...,M, de M nin A-altuzaylar olsunlar. Eger

) M=M+M, +---+ M,

2) 1< j <k —1 bzelligindeki her | icin (M, +M, +---+ M;)"M,,, ={0} dur.

sartlar1 saglaniyorsa, M A—uzayt M;,M,,..., M, A-—altuzaylarmm direkt toplamidir

denirve M =M, &M, @---® M, seklinde gosterilir.

Yardimci Teorem 3.4.6. M;,M,,...,M, bir A—uzay M nin A—altuzaylar olsun. Bu

taktirde M =M, ®M, @---® M, olmasi igin gerek ve yeter sart her ¢ € M vektoriiniin

k

o; € M, olmak lizere @ = Zai seklinde tek tiirlii ifade edilebilmesidir.
i=L
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Ispatt. M =M &M, &---dM, olsun. O zaman her o c M vektori icin
a=aq +a,+-+a olacak sekilde o, € M, vektorleri tanim geregi vardir. Ayni
zamanda (3 € M, olmak lizere o= 3 + 3, +---+ 3  oldugu kabul edilsin. Bu
durumda ata,++a_ +a =06 +6,++06_ +8, esitliginden
(al - 51) + <a2 - ﬂ2> + -t (ak_l — ﬁk_l) =, —«, elde edilir. Esitligin sol tarafi
M, + M, +---+ M,  uzaymin ve sag tarafi ise M _ uzaymin elemant oldugundan
(0, =8)+ (0, =B,)++ (= B,,) B, —0, €(M,+M,+...+M,_ )M,

olur. Tanimdan (3, —a, =0 Ve <ozl — ﬁl) +-+ (%-1 — ﬁk_l) =0 bulunur. Son

esitlikten  de <oz1 — ,31> + et (%,2 — ﬁk%) =p_,—qa_, ve  dolayisiyla
B., —a,, =0 bulunur. Islemlerine bdyle devam ederek Vi, 1<i<k igin

B, —a, =0 yani 8, = o, bulunur. Bu da yazilimin tek oldugunu gosterir.

k
Karsit olarak her o € M vektdriiniin o, € M, olmak lizere o = Zai seklinde tek

i=1

tirli yazilabildigi kabul edilsin. Bu M = M, + M, +---+ M, oldugunu ifade eder.
1<j7<k—1 olmak iizere herhangi bir o€ (]W1 +M,+--+ Mj) nM. vektori
icin - Q,ae M, +M,+---+ Mj ve 0O,ae€ MHl yazilabilir. O  zaman

a=0+a=a+0 ifadesi 0+0+---+0+a=a+0+0+---+0 seklinde de

yazabileceginden yazilim tekligi geregi « =0 olur. Dolayisiyla 1<7<k—1
ozelligindeki her j igin (M, + M, +--+M )N M ={0} olur. Bu da
V=M®&M,D > M, oldugunu gosterir.o

Son olarak Jukl (1995) tarafindan yapilan ¢alismada Uyar1 2 olarak verilen ifadenin bir

onerme olarak acik ispat verilecektir.

Yardimci Teorem 3.4.7. A lokal halkasi tizerindeki M modiiliiniin A—uzay olmasi

igin gerek ve yeter sart M nin sonlu boyutlu bir serbest modiil olmasidir (Erdogan ve

ark. 2014).
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ispat. M, A lokal halkasi iizerinde {E,,E,,...,E.} bazma sahip serbest bir modiil
olsun. Simdi A—modil M nin bir A—uzay oldugu gosterilecektir:

Her pfeM i¢cin pg=bE +---+bE € AE +---+AE, seklinde yazilabilir.

B €D AE N AE; olsun. Bu taktirde

i#]

E.

p=akE +---+a,E +a;,,E; ++3aE =3,

j+
seklinde yazilir. Bu esitlik

E.

aE +a,E,+---+a,,E,, —a,E, +a;,E; , +---+a E =0

j+l

seklinde diizenlenebilir. Bu denklemde E,,E,,...,E, vektorleri lineer bagimsiz

oldugundan 1 <7 <n i¢in tim katsayilar 0 olmak zorundadir. Béylece =0 elde
edilir. O halde

1) M= AE + AE, +---+ AE,

2) D AE, N AE, ={0}

i#]
sartlar saglandigindan M = AE, © AE, ©---® AE dir.
Simdi de 1<i<n i¢in f:A— AE fonksiyonlarinin izomorfizm oldugu

gosterilecektir. Her XY € A igin
JX+Y)=(X+Y)E = XE +YE = [(X)+ f(Y)
ve her X € A veher A € R i¢in

[(0X) = AX)E, = X(XE) = Af(X)

olur. Boylece f fonksiyonlari altinda toplama ve skalarla carpma islemleri korunur.
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Herhangi X,Y € A i¢in f(X) = f(Y) olsun. Buradan XE, =YE = (X —-Y)E =0
elde edilir. 1<i<n igin E vektorleri lineer bagimsiz oldugundan X —Y =0 ve
boylece X =Y elde edilir. Dolayisiyla V f 1-1dir.

Sonolarakda 1 <i <n i¢in f fonksiyonlarmin orten oldugu gosterilecektir:

Her XE € AE, igin f(X) = XE olacak sekilde X € A var oldugundan f Grtendir.

Tersine M nin A lokal halkasi iizerine sonlu boyutlu bir A—uzay oldugu kabul

edilsin. M sonlu boyutlu bir A—uzay oldugundan M de E,E,,...,E, vektorleri vardir

ve boylece M nin sonlu bir bazi olusturulabilir. Bu da M nin sonlu boyutlu bir serbest

modiil oldugunu gosterir.o
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4. LOKAL HALKALAR UZERINE KURULAN PROJEKTIF KOORDINAT
UZAYLAR

4.1. Giris

Bu boliimde projektif koordinat uzay kavrami ele alinip kurulusu farkli kaynaklardan
arastirilmistir. Bunun i¢in once Machala (1980) tarafindan yapilan c¢alisma ve daha
sonra da Jukl ve Snasel (2009) tarafindan yapilan c¢alisma ele alinmistir. Bu
calismalarda verilen projektif koordinat uzay tanimi ve kurulusu karsilastirmali olarak
incelenmistir. Burada Jukl ve Snasel (2009) tarafindan yapilan ¢alismada verilen n-
boyutlu projektif koordinat uzay taniminin Machala (1980) tarafindan yapilan ¢aligmada
verilen tanimin bir g¢esit uyarlamast oldugu karsilastirmali olarak gosterilmistir. Daha
sonra Machala (1980) tarafindan yapilan ¢alismada verilen projektif koordinat uzay

tanimina ilki detayli olmak tizere iki 6rnek verilmistir.

Bununla birlikte literatiirde de iyi bilinen vektor uzaylar lizerine kurulan projektif uzay
kavrami Hirschfeld (1998) tarafindan yapilan ¢alismadan incelenerek bu yapr modiil
tizerine bir uzay kurulmasina genellestirilmistir. Daha sonra kurulan bu uzay ile Jukl ve
Snasel (2009) tarafindan yapilan ¢aligmada verilen projektif koordinat uzaymn izomorf
oldugu gosterilmistir. Son olarak sonlu projektif koordinat uzay ile ilgili baz1 sayisal

sonuglar elde edilmis ve bunlar sonlu 6rnekler {izerinde dogrulanmaistir.

4.2. Temel Bilgiler

Burada boliimiin temel kavrami olan projektif koordinat uzay tanimina hazirlik igin
Machala (1980) tarafindan yapilan ¢alismadan alinan, gerekli bazi tanimlar ve bilgiler

verilecektir.
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Tanmm 4.2.1. (P,L) bir geometrik yap1, (P’,L") bir projektif uzay ve ® P den P’ ne
bir homomorfizm olsun. Herhangi X,Y € P igin ®(X)=®(Y) ise X ve Y noktalari
P-farklidir denir. j bir indis kiimesi olmak tizere P’ niin ®(B) ={CD(MV)|VE j} alt
kiimesi  bagimsiz, yani her Viej icin  j,=j\{v} olmak iizere
dM,) ¢ Sp{q)(M#)Lu € j,} sart1 saglaniyorsa, P nin B={M, |V € j} alt kiimesine P-
bagimsiz bir kiime denir (Machala 1980).

Tanmm 4.2.2. (P,L) bir geometrik yap1, (P’,L") bir projektif uzay ve ® P den P’ ne
bir homomorfizm olsun. Asagidaki aksiyomlar saglaniyorsa (P, P’,®) tigliisiine bir PK-

uzay (homomorfizm ile bir projektif uzay) denir (Machala 1980).

Aksiyom 1) P-farkli herhangi iki noktadan L nin tam olarak bir dogrusu geger.

Aksiyom 2) B={M, |V € j} P-bagimsiz bir kiime ve U = Sp{M, |V € j} ise

DU) = Sp{d(M,)|v e j} dir.

Aksiyom 3) d ve H, P nin ®(d) z ®(H) olacak sekildeki bir dogrusu ve bir hiper

diizlemi olsun. Bu taktirde d ve H tam olarak bir ortak noktaya sahiptir.

Aksiyom 4) P nin bir diizleminde bulunan ®(a) = ®(b) 6zelligindeki herhangi iki a,b

dogrusu bir ortak noktaya sahiptir.

R bir lokal halka ve R;,,R nin tersi olmayan elemanlarinin olusturdugu iki yanl

maksimal ideali olsun. R" ile R\R, fark kiimesi gosterilecektir.

M bir R lokal halkasi iizerinde birimli bir serbest modiil olsun. j= & indis kiimesi

olmak tizere M nin bir B={X, |Ve J} bazi vardir ve VXeM elemam X:Z“ozvxV

vej

formunda tek tiirlii yazilabilir. M, ile VYve j igin S, € R, olmak iizere u= Z BX,

Ve j

elemanlarindan olusan kiime gosterilecektir. Bu My ={>_ 8|8, € Ry, X, € B} kiimesi

vej
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M nin bir alt modiliidir. M* =M \M, olsun. M deki bir u=>"Ax, vektoriiniin

Ve j
sadece bir tane g, katsayisi bile R, da degilse u ¢ M, dolayisiyla ue M”™ olur. Burada
R'=R/R, ve M'=M/M, kurulsun. Bu taktirde tim qe R, X€M elemanlar i¢in

q+R,=q'eR" ve x+M,=x"e M’ dur.
Bu durumda V', 8’ e R’ igin

a'+ ' =(a+p) ve o'f =(ap)
seklinde tanimlanan toplama ve garpma islemleri altinda R’ kiimesi bir cisim olur.
Mesela (R’,+) grubunun etkisiz eleman1 0+R, =R, olup R"\{R,} kiimesinin herhangi
bir &' eleman: i¢in &' =a+R, olacak sekilde bir @ € R* eleman1 vardir. Dolayisiyla

Ja*teR" vardir. Bu durumda a‘l+R0 elemani o+R, =’ elemanmin tersi olur.

Cinkii (@+R)(@'+R))=aa*+R,=1+R, dir. Burada 1+R; elemaminin R’ deki

carpma isleminin etkisiz eleman1 oldugu kolayca goriiliir.

Ayrica VX, y'eM’ i¢cin X'+y =(x+Yy) seklinde tanimlanan toplama islemi altinda

(M',+) bir degismeli grup olur.
R'xM' kiimesinden M’ kiimesine Vq' e R’ ve VX'e M’ igin

g'x' =(gx)" seklinde tanimlanan doniistim iyi tanimlidir. Ciinkii &' =q’", y'= X" olacak
sekilde ',q' e R’, X', y' € M’ elemanlar1 alindiginda « =q+¢, y=x+a olacak
sekilde £ e R, ae M, elemanlar1 vardir.
ay=(Q+<&)(x+a)=gx+Ex+0a+fa=0gx+b icin b=Ex+0ga+Eae M, dir. Boylece
(ay) =(gx+b)+M, =(ax+M,) +(b+M,) =(gx+M,) + M, =gx+ M, ve dolayisiyla
(ay) =(gx)" dur.

Vg eR’ ve VX'e M’ i¢in (¢, x") — (gx)" seklinde tanimlanan R'xM’— M’ dis islemi

ile M" kiimesi R’ cismi tizerinde bir vektor uzayidir (Machala 1980).
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Tamm 4.2.3. R bir lokal halka, R, onun maksimal ideali ve M de R lokal halkasi

tizerine kurulan birimli serbest bir modiil olsun. M nin bos olmayan bir S alt kiimesi

verilsin. x;,X,,....X, €S Ve o, a,,...,a, €R igin
k
Zocixi eM,=Viigin ¢ eR,
i=1

sart1 saglaniyor ise S alt kiimesi R-bagimsizdir aksi halde R-bagimhidir denir (Machala
1980).

4.3. Projektif Koordinat Uzay

Bu kisimda bir lokal halka {izerine kurulan projektif koordinat uzay kavrami, sirasiyla,
Machala (1980) ve Jukl ve Snasel (2009) tarafindan yapilan ¢alismalardan
karsilagtirmali olarak tanitilmaktadir. Ayrica projektif koordinat uzay kavrami ilki

detayli olmak tizere iki 6rnek ile incelenmektedir.

1. Yapi. M bir R lokal halkasi {izerine kurulan serbest bir modiil olsun. xe M" olmak

tizere M nin her bir X =Rx alt modulii bir nokta belirtir. Biitiin noktalarin kiimesi

{Rx‘x € M} seklinde olup P(M) ile gosterilecektir.

M nin her bir bos olmayan U altkiimesi i¢cin U daki M" a ait X elemanlarinin

belirledigi Rx noktalarinin
{Rx|xeM" nU}
kiimesi U, ile gosterilsin.

P, R—bagimsiz iki eleman tarafindan iiretilen bir alt modiil olsun. Bu taktirde P, ye
P(M) nin bir dogrusu denir. R-bagimsiz X,yeM icin a,feR, ise

z=ax+pyeM, olup P=Sp{x,y} alt modiiliiniin elemanidir. P, ={RX‘X eM* P}
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dogrusu olusturulurken bu tiir elemanlar elenmektedir, yani Rz dogrunun noktasi olarak

alinmamaktadir.

P(M) de iizerinde olma bagintis1 asagidaki sekilde tanimlidir:

Ra noktasinin P, dogrusunun iizerinde olmasi igin gerek ve yeter sart Rac P

olmasidir.

Tanimlanan nokta, dogru ve tizerinde olma bagintisiyla P(M) bir geometrik yap1 olarak

disiiniilecektir.

P(M) de Rx, Ry noktalarmmin R—bagimsizligi x,y € M nin R—bagimsizligi olarak
tamimlanir. P(M) deki R—bagimsiz olan iki noktaya R —farklidir da denir. Aksi

taktirde bu noktalar R —estir denir.

M’ vektor uzaymmin yardimi ile P(M’') projektif koordinat uzayr asagidaki gibi

belirlenir:

P(M') uzaymin noktalar1 M’ niin I-boyutlu alt uzaylaridir. Bir x'eM’igin
X'=X+M,={X,x+m,x+m,,..} dir. xgM, ise xX'eM’ lineer bagimsiz olup
Sp{x}=R'x' ={0Ox,r,X,r,%,..} (r'eR’) seklindedir.

P(M’) uzaymin dogrulari ise P’, M’ niin 2-boyutlu bir alt uzay1 olmak tizere P,

noktalar kiimesidir.(Ayrintili bilgi i¢in Lenz (1965) ve Lingenberg (1969) tarafindan
yapilan ¢alismalara bakilabilir.) Burada x',y'e M’ i¢in X', ¥’ niin lineer bagimsizligi
ax' +by' =0eR =a' =b"=0"eR’ sart1 ile tanimlanur.

P'=Sp{x’, y} ve P, =Sp{RX,R'Y}\{R'M,} dir. Bunu

SP{R'X,RY}={R'7'|z' € Sp{X', y'}} ve P, ={RZ'|z' € P'\ M, } seklinde de ifade

edebiliriz.

Bir R'X" noktasimin P, dogrusunun iizerinde olmast igin gerek ve yeter sart R'X' < P’
olmasidir. K bir cisim ve V onun iizerinde bir vektor uzayr iken P(M') uzaymin

olusturulmasindaki metot ile olusturulacak P(V) uzay1 bir projektif uzaydir (Hirschfeld
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1998). Burada R’ bir cisim ve M’ onun tizerinde bir vektor uzayi oldugundan P(M")

bir projektif uzay olur.

®, P(M) den P(M") projektif uzayma ¥V Rx e P(M) igin ®(Rx) =R'X’ olacak sekilde
taniml1 bir homomorfizm olsun. Bu ® homomorfizmi altinda P(M) nin bostan farkli

her U, alt kiimesinin goriintiisii
O(Up) ={(x)[x €U,}

seklinde ifade edilmektedir.

Bu tanimlar altinda (P(M),P(M’),®) tg¢liisii homomorfizm ile projektif koordinat
uzay (veya kisaca bir PK-koordinat uzay) olusturur (Machala 1980).

Jukl ve Snasel, 2009 yilinda yaptiklar1 ¢alismada yukarida verilen PK-koordinat uzay

tanimini kendi ¢alismalarina asagidaki gibi uyarlamislardir:

2. Yap1r. R maksimal ideali | olan bir lokal halka olsun. M =R"™ kurulsun. IM = 1"

olmak iizere M =M /IM ve R=R/1 olarak tanimlansin.

f:M->M dogal homomorfizm olsun. Bu taktirde f(x), M nmn IM den farkli yani

X 1™ olacak sekilde bir elemani olmak sartiyla M nin her 1-boyutlu Sp{x} alt
modiiliine bir nokta denir. Noktalar kiimesi N ile gosterilmek iizere,

N ={Sp{x}|x & 1"} seklindedir.

Sp{f (x), f(y)} M nn 2-boyutlu bir alt uzayr olmak sartiyla M nin her 2-boyutlu

Sp{Xx, y} alt modiiliine bir dogru denir. Dogrular kiimesi D ile gosterilmek {izere
D ={Sp{x, y}| Sp{f (x), f(y)} M nin 2-boyutlu bir alt uzay1 }

seklindedir.

o lizerinde olma bagintist kapsanma olarak tanimlidir. Yani
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Sp{x}o Sp{u, v} < Sp{x} < Sp{u, v}
seklindedir.

Bu sekilde tanimlanan geometrik yapiya R lokal halkasi tizerine kurulan n-boyutlu

koordinat projektif Klingenberg uzay denir ve P, ile gosterilir (Jukl ve Snasel 2009).

Simdi farkli iki ¢aligmada verilen, 1. yap1 ve 2. yapi olarak tanitilan projektif koordinat
uzay Kkavrami ig¢in tanimlardaki ifadeler ve kullanilan semboller birbiri ile

karsilastirilacaktir.

Her iki yapida da bir R lokal halkas1 ve R nin bir maksimal ideali alinmigtir. Yapilarda

kullanilan maksimal idealler sirasiyla R, ve | sembolleri ile gosterilmistir. 1. yapida

M n+1 boyutlu bir serbest modiil olarak alinirsa her iki yapida R halkasi tizerine M
modiilii kurulmustur. Tiim bilesenleri maximal idealde olan elemanlarin olusturdugu

kiime i¢in sirastyla M, ve IM sembolleri kullanilmistir. R ile 1 ve M, ile IM nin
izomorf oldugu agik¢a goriiliir. Ayrica bunlar yardimi ile asagidaki gibi olusturulan
M'=M/M,, R"=R/R, ve M=M/IM, R=R/I yapilariigin M’ ile M, R’ ile R

nin izomorf oldugu kolayca goriiliir.

1. yapida xe M* olmak iizere her bir X =Rx alt modiiline bir nokta denilmistir.

I n+1

Burada verilen xeM® sartim1 2. yapida kullanilan f(X)=IM vyani Xx¢ sart1
karsilamaktadir. 1. yapida verilen X = Rx 1-boyutlu alt modiilii, 2. yapidaki Sp{x} 1-
boyutlu alt modiiline karsilik gelir. Yani 1. yapida biitiin noktalar kiimesi olan
P(M)={RX‘X€ M}  kiimesine karsihk 2. yapida {Sp{x}‘xe "™} kiimesi

kullanilmastir.

1. yapida P(M')={RX

X'e M"\{M}}={RX’

X'eM"”} olarak verilmistir. Buna
karsilik 2. yapida P(M) olusturulmamistir. Ancak {Sp{f(x)}|f(x)¢ IM} olarak

almabilir. P(M) de f(x)=IM vyani x ¢ 1™ olmak iizere Sp{f(x)} 1—boyutlu bir alt
uzay olup nokta olarak tanimlanabilir. O zaman Sp{f(X)} i¢in X'= f(x) yazilirsa
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Sp{f (x)}=RX’ olacag: gorilir. Burada V f(X)=x+IM, f(y)=y+IM €M igin
P"=Sp{f(x), f(y)} M nin 2—boyutlu bir alt uzay1 olmak iizere P, P(M) nin bir
dogrusu olarak tammlanirsa P; = P'\{IM} seklinde elde edilir. Uzerinde olma bagmntist
da kapsanma olarak tanimlanir. Burada V Sp{x}eP(M) i¢in W(Sp{x})=Sp{f (x)}
seklinde W:P(M)—>P(M) doniisimii tammlansin. O zaman 1. yapidaki

®:P(M)— P(M') homomorfizminin karsihg ¥ :P(M) — P(M) dur.

Sonu¢ olarak farkli iki yapida tanimlanan projektif koordinat uzay kavrami i¢in

tanimlardaki ifadelerin ve kullanilan sembollerin birbiri ile karsilastirilmasindan, 1.

yapida M olarak (n+1)—boyutlu R™ standart modiilii ve dolayisiyla M, olarak

R,"* alt modiiliiniin kullanilmas1 &zel halinde elde edilecek PK-uzaymnin 2. yapidaki

PK-uzayi ile ayni oldugu goriilmektedir.

Simdi yukarida verilen PK-koordinat uzayma iki 6rnek verilecektir. Bu orneklerde
halkanin mertebesi ve uzayin boyutu biiylidiikk¢e islemlerin elle kontroliiniin zorlugu
goriilecektir. 2-boyutlu uzay 6rnegi detayli olarak 3-boyutlu uzay 6rnegi ise kisa bazi

aciklamalarla tanitilacaktir.

Ornek 4.3.1. R=7, ={0,1,2,3} lokal halkasi alinsin. Burada R, ={0,2} oldugu
aciktir. n=2 alarak M = R*"* = R® serbest modiilii kurulsun. Buna gére

M = Zj:{x = (X, %5, X3)‘X1,X2, X; € Z,} igin

(0,0,0),(0,0,1),(0,0,2),(0,0,3),(0,1,0),(0,1,1),(0,1,2),(0,1,3),
(0,2,0),(0,2,1),(0,2,2),(0,2,3),(0,3,0),(0,3,1),(0,3,2),(0,3,3),
(1,0,0),(1,0,2),(10,2),(10,3),(11,0), (1L 11), (1,1,2),(L1,3),
(1,2,0),(1,2,2),(L2,2),(12,3),(L3,0),(L3,1),(L3,2),(L3,3),
(2,0,0),(2,0,1),(2,0,2),(2,0,3),(2,1,0),(2,1,1),(2,1,2),(2,1,3),
(2,2,0),(2,2,1),(2,2,2),(2,2,3),(2,3,0),(2,3,1),(2,3,2),(2,3,3),
(3,0,0),(3,0,1),(3,0,2),(3,0,3),(3,1,0),(3,11),(312),(3,13),
(3,2,0),(3,2,1),(3.2,2),(3,2,3),(3,3,0),(3,3,1),(3,3,2),(3,3,3)
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seklindedir.

oldugundan

Burada

seklinde ifade edilebilir.

xeM”™ olmak iizere M nin her bir X =Rx alt modiilii bir nokta belirttiginden ikiser

ikiser R-—es olacak sekildeki tiim noktalarm P(M) kiimesi asagidaki gibi

gosterilebilir:

P(M) =

R(0,0,1) = R(0,0,3),
R(0,1,2) = R(0,3,2),

R(1,0,0) = R(3,0,0),

R(1,0,3) = R(3,0,1),
R(L1,2) =R(33,2),

R(1,2,0) = R(3,2,0),
R(1,3,0) = R(3,1,0),

R(1,3,3) = R(3,1,1),

R(2,3,1) = R(2,1,3),

R(2,1,2) = R(2,3,2)

Burada |P(M)| =28 dir.

Mo :{XI — (Xlr’ XZ',X3') Xl,, le’ X3’ c RO}

(0,0,1),(0,0,3),(0,1,0),(0,1,1),(0,1,2),(0,1,3),(0,2,1),(0,2,3),
(0,3,0),(0,31),(0,3,2),(0,3,3),(1,0,0),(1,0,1),(1,0,2),(1,0,3),
1,1,0),(1,1,1),(1,1,2),(1,1,3),(1,2,0),(1,2,1),(1,2,2),(1,2,3),
1,3,0),(1,31),(1,32),(1,3,3),(2,0,1),(2,0,3),(2,1,0),(2,1,2),
(2,1,2),(2,1,3),(2,2,1),(2,2,3),(2,3,0),(2,3,1),(2,3,2),(2,3,3),
(3,0,0),(3,0,1),(3,0,2),(3,0,3),(3,1,0),(31,1),(3,1,2),(31,3),
(3,2,0),(3,2,1),(3,2,2),(3,2,3),(3,3,0),(3,31),(3,3,2),(3 3,3)

R(0,1,0) = R(0,3,0),
R(0,1,3) = R(0,3,1),
R(L,0,1) = R(3,0,3),
R(L,1,0) = R(3,3,0),
R(L,1,3) = R(3,3,1),

R(1,2,2) =R(3,2,2),

R(1,3,1) =R(3,1,3),

R(2,0,1) =R(2,0,3),

R(2,11) = R(2,3,3),
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i¢in

R(0,1,1) = R(0,3,3),
R(0,2,1) = R(0,2,3),
R(1,0,2) = R(3,0,2),
R(LL1) =R(333),
R(1,2,1) = R(3,2,3),
R(1,2,3) =R(3,2,1),
R(1,3,2) =R(3,1,2),
R(2,1,0) = R(2,3,0),
R(2,2,1) =R(2,2,3),

M*=M—M,




U, M nin R—bagimsiz iki eleman tarafindan tiretilen bir alt modiilii olmak iizere U, ,

P(M) nin bir dogrusudur. P(M) nin dogrularina asagidaki gibi 6rnekler verilebilir:

x=(1,0,0) ve y=(0,0,1) M nin R—bagimsiz iki elemanidir. Ciinkii
ax+ By =(a,0,p) e M, < a, f €R, dir. Dolayisiyla U, = Sp{X, y} kiimesi

U, ={ax+byla,be 7}
(0,0,0),(2,0,0),(2,0,0),(3,0,0),(0,0,2),(1,0,2),(2,0,1),(3,0,1),
{(0,0,2),(1,0,2),(2,0,2),(3,0,2),(0, 0,3),(1,0,3),(2,0,3),(3,0, 3)}

seklinde olup M nin 2-boyutlu bir alt moduliidiir.

U AM* = L0,0),(3,0,0),(0,0,1),(1,0,2),(2,0,1),(3,0,1),
' 4,0,2),(3,0,2),(0,0,3),(1,0,3),(2,0,3),(3,0,3)
oldugundan (U,), dogrusu iizerindeki R—es noktalar da belirtilerek, noktalar kiimesi

olarak, asagidaki gibi ifade edilebilir:

(U)e ={Rx|xeU,nM"}

R(1,0,0) = R(3,0,0), R(0,0,1) = R(0,0,3), R(1,0,1) = R(3,0,3),
{R(Z,O,l) =R(2,0,3),R(1,0,2) = R(3,0,2),R(1,0,3) = R(3, o,1)}

dir.

2.Yapida Sp{f(10,0), f(0,0,1)} M nmn 2—boyutlu bir alt uzayr oldugundan
Sp{(l,O,O),(0,0,1)}:{61(1,0,0)+b(0,1,0)|a,b~EZ4}:U1 bir dogrudur. Tabi ki (U,),

den farkli bir kiimedir.

z=(,01) ve t=(0L,0) ™M nin R-bagimsiz iki elemanidir. Ciinkii

yZ+ot=(y,0,y) e M, < 7,0 € R, dir. Dolayisiyla U, = Sp{z,t} kiimesi

U,={az+btla’,b' e}
(0,0,0),(1,0,2),(2,0,2),(3.0,3),(0,1,0), (1,1,1), (2,1,2),(3,1,3),
(0,2,0),(1,2,2),(2,:2,2),(3,2,3),(0,3,0), (1,3,1),(2,3,2),(3,3,3)

seklinde olup M nin 2-boyutlu bir alt moduliidiir.
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U, - [@0.0.(30.3).(0.1,0),(111),(21.2),(313),
2 _{(1,2,1),(3,2,3),(0,3,0),(1,3,1),(2,3,2),(3,3,3)}

oldugundan (U,), dogrusu iizerindeki R—es noktalar da belirtilerek, noktalar kiimesi

olarak, asagidaki gibi ifade edilebilir:

(U,)p ={Rx|xeU,nM"}

~ [R(,0,1) =R(3,0,3), R(0,1,0) =R(0,3,0), R(LL1) = R(3,3,3),
B {R(Z,l, 2)=R(2,3,2), R(1,3,1) =R(3,1,3), RL2,1) =R(3 2,3)}

P(M) deki iizerinde olma bagintisi;

Rx noktas1 U, dogrusunun lizerindedir < RXx < U seklinde tanimlanmistir. Boylece

R(1,0,0) € (U,), = Sp{R(1,0,0),R(0,0,1)} =
R(1,0,0) ={(0,0,0),(1,0,0),(2,0,0),(3,0,0)} = U, = Sp{(1,0,0),(0,0,1)}
(0,0,0),(1,0,0),(2,0,0),(3,0,0),(0,0,1),(1,0,1),(2,0,1),(3,0,1),
- {(0,0,2),(1, 0,2),(2,0,2),(3,0, 2),(0,0,3),(1,0,3),(2,0,3),(3,0,3)}

olur.

Simdi de P(M') uzay1 olusturulacaktir.

M, ={(0,0,0),(0,0,2),(0,2,0),(0,2,2),(2,0,0),(2,0,2),(2,2,0),(2,2,2)} i¢in

M'=M/M,={x+M, |X € M} olmak tizere M’ kiimesinin elemanlari asagidaki

sekilde olusturulabilir:

VvV XxeM, i¢in x+M, =M, oldugundan

(0,0,0)+ M, ={(0,0,0),(0,0,2),(0,2,0),(0,2,2),(2,0,0),(2,0,2),(2,2,0),(2,2,2)} =M,
dir. Diger denklik siniflar

(0,0,1)+ M, ={(0,0,1),(0,0,3),(0,2,1),(0,2,3),(2,0,2),(2,0,3),(2,2,1),(2,2,3)}

(0,1,0) + M, ={(0,1,0),(0,1,2),(0,3,0),(0,3,2),(2,1,0),(2,1,2),(2,3,0),(2,3,2)}
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0,1,1) +M, ={(0,1,1),(0,1,3),(0,3,1),(0,3,3),(2.1,1),(2.1,3),(2.3.1),(2.3,3)}
(1,0,0) + M, ={(1,0,0),(1,0,2),(1,2,0),(1,2,2),(3,0,0),(3,0,2),(3,2,0),(3,2,2)}
(1,0, +M, ={(1,0,1),(10,3),(1.2,1),(1.2,3),(3,0,1),(3,0,3),(3,2.1).,(3,2.3)}
(11,0)+M;={(110),(1,12),(1,3,0),(1,3,2),(310),(312),(3,3,0),(3,3,2)}

11D +M,={(111),(113),(1,31),(13,3),(311).(313).(331).(333)}

olarak elde edilir. Yani

.My, (0,0,1) + M, (0,1,0) + M, (0,1,1) + M,,
{(1,0,0)+ M,, (1,0,1)+M,, (1,1,0) + M, (L1L,1) + MO}

seklindedir.

R=7,={0,1,2,3} icin R, ={0,2} oldugundan R'=R/R,={0,1} dir. Boylece
X'=x+M;eM’ i¢cin Sp{x}=Sp{Xx+M}={My,x+M}={M,,x} seklinde 1-
boyutlu bir alt uzay elde edilir.

P(M’) niin noktalar1 M’ niin 1-boyutlu alt uzaylar1 oldugundan P(M’) noktalar

kiimesi olarak

{M,,(0,0,1) + M }.{M,,(0,1,0) + M}, {M,, (0,1,2) + M,},
P(M ’) = {Mo’(l’ 0,0) + Mo}v{Mo’(li 011) + Mo}’{Mov(lvl’O) + Mo},
{M;,(1,11) + Mg}

=7 dir.
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VX' =x+M,y=y+M,eM’ igin

Sp{x", y}=Sp{x+M,,y+ M}
={a'(x+M,)+b'(y+M,)|a’,b’'eR}
:{0+ MO’X+ Mo,y+M0;(X+ y)+ MO}

seklinde M' niin 2-boyutlu alt uzayidir.
P(M’) uzaymin dogrulart P, M’ niin 2-boyutlu bir alt uzay: olmak iizere P, noktalar

kiimesidir. Yani P(M") niin bir dogrusu

P, ={RX'|X" e P'AM "} seklinde ifade edilebilir.

P(M') niin tiim dogrularini1 belirlemek tizere 6nce M’ niin 2-boyutlu tiim alt uzaylar

belirlenecektir. Bunlar asagida goriildiigi gibi 21 tanedir.

P/ =Sp{(10,0) + M,,(0,0,1) + M}
P, =Sp{(1,0,0) + M,,(0,1,0) + M}
P; =Sp{(1,0,0) + M,,(1,0,1) + M}
P, =Sp{(1,0,0)+ M,,(0,1,1) + M}
P =Sp{(1,0,0) + M,,(1,1,0) + M}
P, =Sp{(10,0)+ M,,(1,1,1) + M}
P; =Sp{(0,0,1) + M,,(0,1,0) + M}
P, =Sp{(0,0,1) + M,,(1,0,1) + M}
Ps = Sp{(0,0,1) + M,,(0,1,1) + M}
P, =5Sp{(0,0,2) + M, (LL0) + M}
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P, =5p{(0,0,1) + M,,(1,1,1) + M}
P, =Sp{(0,1,0) + M,,(1,0,1) + M}
P =5p{(0,1,0) + M,(0,1,1) + M}
P, =Sp{(0,1,0) + M,,(1,1,0) + M}
P =Sp{(0,1,0)+M,,(LL1) + M}
P, =Sp{(1,0,1) + M,,(0,1,1) + M}
P, =Sp{(1,0,1) + M,,(1L10) + M}
P =Sp{(10,)+M,,(1,11)+ M}
P, =Sp{(0,11) + M,,(1,1,0) + M}
Py =5p{(0,1) +M,,(111) + M}

P, =5p{(1,1,0) + M,,(1L,1L1) + M}

Ancak bu alt uzaylarin hepsi farkli degildir. Bunlar tiger tiger ayn1 alt uzay1 gosterecek

sekilde 7 gruba ayrilabilir:

Sp{(0,0,1)+ M,,(0,1,0) + M }=Sp{(0,0,1) + M, (0,1,1) + M, }=Sp{(0,1,1) + M, (0,1,0) + M}

Sp{(0,0,2) + M,, (1,0,0) + M} = Sp{(0,0,1) + M,, (1, 0,2) + M} = Sp{(1,0,0) + M, (1,0,1) + M}

$p{(0,0,1) + My, (1L, 0) + M}=Sp{(0,0,) + M, (1,1 1) + M} = Sp{(1L L, 0) + M, L1 1) + M}
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Sp{(0,1,0) +M,, (L,0,0) + M }= Sp{(0,1,0) + M, (1,1,0) + M} = Sp{(1,0,0) + M,, (1,1,0) + M}
Sp{(0,1,0) + M, (1,0,1) + M }=Sp{(0,1,0) + M, (1,1, 1) + M }=Sp{(1,0,1) + M, (1, 1, 1) + M}
Sp{(0,1,)) + M,, (1,0,0) + M }= Sp{(0,1,1) + M, (1L1,2) + M} = Sp{(1,0,0) + M, (L1, 1) + M}

SPE(0.LD)+ Mo, (LL,0) + My}=Sp{(L1,0) + My, (L0, 1) + M} = Sp{(L,0,1) + M, (0.1 1) + M}

.| My, (0,0,1) + M,, (0,1,0) + M, (0,1,2) + M,,,
{(1,0,0)+ M,, (1,0,1) + M, (1,1,0) + M,, (LL1) + MO}

igin M, ={M_} ve

(0,0,1) + M,,(0,1,0) + M,,(0,1,2) + M, (1,0,0) + MO,}

M™=M'\M, =
° {(1,0,1) +M,,(1,1,0)+M,,(1,11) + M,

dir.
Simdi P(M') uzaymn biitiin dogrulart olusturulacaktir.

M’ niin 2-boyutlu herhangi bir alt uzayi igin P’ "M" =P'\{M_} oldugundan P(M")

uzayinin herhangi bir dogrusu
(P)e ={RX|X' e R \{M,}}

seklindedir. O halde P(M’) niin toplam 7 farkli dogrusu vardir. Bunlar asagida

goruldiigi gibidir:

(P)e = (P3)e = (F)p ={R((1,0,0) + M,),R'((0,0,1) + M), R'((1,0,1) + M)}
(P2)e = (Fo)p = (PL)e ={R'((1.0,0) + M), R'((0,1,0) + M), R'((1,1,0) + M)}

51



(P = (Fo)p = (Py)p ={R'((1.0,0) + M,), R'((0,1,1) + M,,), R'((1,1,1) + M,)}

(P = (F)e = (P5)r ={R'((0,0,1) + M,),R'((0,1,0) + M,), R'((0,1,1) + M)}
(Po)e = (F1)e = (Py)e ={R'((0,0,1) + M), R'((1,1,0) + M,), R'((1,1,1) + M,)}
(P2)e = (Pis)e = (Ps)e ={R'((0,1,0) + M), R'((1,0,1) + M,), R'(1,1,1) + M, )}

(Ps)e = (P7)p = (Pg)e =1{R'((1,0,1) + M), R'((0,1,1) + M), R'((1,1,0) + M,)}

Simdi de P(M) den P(M’) uzayima VRx € P(M) i¢in ®(Rx)=R'X" seklinde tanimli
® homomorfizmi altinda P(M) nin bir noktasinin P(M") niin bir noktasina ve P(M)
nin bir dogrusunun da P(M’) niin bir dogrusuna donistigii cesitli Orneklerle

incelenecektir.

R(1,0,0) € P(M) noktasi alinsin.

®(R(,0,0)) = R'((1,0,0) + M,) ={M,, (1,0,0) + M} olup bu {M,, (1,0,0) + M}

kiimesi P(M") uzaymin bir noktasidir.

P(M) nin (U,), ={R(,0,0),R(0,0,1),R(1,0,1), R(2,0,1), R(1,0,2),R(1,0,3)}

dogrusunun @ homomorfizmi altindaki goriintiisii

®((Y,),) ={®(R(1,0,0)), ®(R(0,0,1)), ®(R(1,0,1)), ®(R(2,0,1)), ®(R(1,0,2)), ®(R(10,3))}

M4, (1,0,0)+ M }{M,,(0,0,2) + Mo} {M,, (1.0,1) + M},
B {{Mo,(Z,O,l) +M}{M,,(1,0,2) + M} {M,,(1,0,3) + M} }

seklinde elde edilir. Burada (1,0,0) ile (1,0,2), (0,0,1) ile (2,0,1) ve (1,0,1) ile(1,0,3)

noktalar1 ayn1 denklik sinifina aittir. Boylece
o((U,),) = {{M,,(1,0,0) + M },{M,,(0,0,1) + M },{M,,(1,0,1) + MO}}

seklinde 3 noktal1 bir kiimedir ki bu da P(M’) uzaymin bir dogrusudur. Béylece
(P(M),P(M'),®) tigliisit homomorfizm ile bir projektif koordinat uzay olusturur.
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Bu 6rnekte n=2 alinmigti. Dolayisiyla P(M) ve P(M’) uzaylarinin boyutlar1 2 dir.
Ayrica P(M') projektif uzayinin toplam 7 nokta ve 7 dogrusunun var oldugu

gorilmektedir. Bu da mertebesinin 2 dolayisiyla kendisinin Fano diizlemi oldugunu

gosterir. Bu durumda P(M) bir Klingenberg projektif diizlemi olur. P(M) nin toplam
28 noktast vardir. ®:P(M)—P(M’) homomorfizmi VRxeP(M) igin
®(Rx) = Sp{x + M} olarak tanimlidir. Burada Sp{x+ M }={M,, x+ M} oldugundan

kolaylik i¢cin ®@(RX) = x+ M, alinabilir.

Ornek 4.3.2. Simdi de R=7%Z,={0,1,2,3} lokal halkast i¢in n=3 almarak M = R*

serbest modiilii kurulacaktir. Burada |M | =256, [M,| =16 ve ‘M :

=240 oldugu agiktir.
V X=(X, X%, X%, X, ) €M igin  X=(X,X,, X%, X%,) 1le 3x=(3x,3%,,3x%,,3x,) ayn
noktanin temsilcileridir, yani bunlarin temsil ettigi Rx ile R(3x) noktalar1 R—estir. O

halde sadece R - farkli noktalardan olusan P(M) kiimesi 120 elemanli olup asagidaki

gibidir:

PMM_{WLQQQ:RGﬁﬂﬁ)R@&Lmszﬁﬁﬁ)R@ﬁLD=Rmﬁ33)}

...................................... . R(2,2,1,3)=R(2,2,3,1), R(2,2,2,1) = R(2,2,2,3)

P(M) nin dogrularina agsagidaki gibi 6rnekler verilebilir:
x=(10,0,0), y=(0,0,0,1) M nin R-bagimsiz iki elemanidir. U, = Sp{X, y} kiimesi
i¢in

U . 1@0,0,0),(30,0,0),(0,0,0,1),(1,0,0,1),(2,0,0,1),(3,0,0,1),
' {(1, 0,0,2),(3,0,0,2),(0,0,0,3),(1,0,0,3),(2,0,0,3),(3,0,0, 3)}

seklinde olup

(U, ={Rx|[xeU;nM}

_ (R(1,0,0,0)=R(3,0,0,0),R(0,0,0,1) = R(0,0,0,3), R(1,0,0,1) = R(3,0,0,3),
~|R(2,0,0,2) = R(2,0,0,3), R(1,0,0,2) = R(3,0,0,2), R(1,0,0,3) = R(3,0,0,1)
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seklinde elde edilir.

R(1,0,0,0) noktas1 (Ul)p dogrusu tizerindedir. Yani

R(1,0,0,0) e (U,),
< R(1,0,0,0) ={(0,0,0,0),(L0,0,0),(2,0,0,0),(3,0,0,0} = U, = Sp{(1,0,0,0), (0,0,0,1)}
:¥QQQ®&LQQ@&ZQQ@&&QQmiQQQD&LQQD&ZQQD&&QQD}

(0,0,0,2),(1,0,0,2),(2,0,0,2)(3,0,0,2),(0,0,0,3),(1,0,0,3),(2,0,0,3),(3,0,0,3)
dir.

Simdi de P(M") uzay1 olusturulacaktir. M'=M /M, ={x+M, |X e M} igin 6nce M’

kiimesinin elemanlari belirlensin. M’ niin elemanlari

(0,0,0,0)+ M, =M,

(0.0,0,1)+ M, = {(0,0,0,1),(0,0,0,3),(0,0,2,1),(0,0,2,3),(O,2,0,1),(0,2,0,3),(0,2,2,1),(0,2,2,3) }

(2,0,0,1),(2,0,0,3),(2,0,2,1),(2,0,2,3),(2,2,0,1),(2,2,0,3),(2,2,2,1),(2,2,2,3)

(L111)+ M :{(1,1,1,1),(1,1,1,3),(1,1,3,1),(1,1,3,3),(1,3,1,1),(1,3,1,3),(1,3,3,1),(1,3,3,3) }

(3111),(3113),(3131),(3133),(3311),(3313),(3331),(3333)

seklinde olusturulur. Bu sekilde 16 tane denklik sinifi mevcuttur. Herbir denklik

sinifinda 16 eleman vardir. Bunlar ikiser ikiser R-estir.

Boylece

(0,0,0,0)+ M,, (0,0,0,1)+ M,, (0,0,1,0) + M,, (0,0,1,1) + M, (0,1,0,0) + M,,
(0,1,0,) + M,,(0,1,1,0) + M,, (0,1,1,1) + M,,(1,0,0,0) + M,, (1,0,0,1) + M,,
(1,0,1,0)+ M, (1,0,1,1) + M, (1,1,0,0) + M, (1,1,0,1) + M, (1,1,1,0) + M,
1L11,1)+M,

/

olarak elde edilir.

Simdi P(M') uzaynin noktalar1 belirlenecektir.
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VxeM;, x'=x+M, icin Sp{xF=Sp{x+M }=RX ={M,,x} M’ niin 1-boyutlu

bir alt uzay: oldugundan P(M") uzay1 noktalar kiimesi olarak asagidaki gibi elde edilir:

{M,,(0,0,0,1) + M} {M,,(0,0,1,0) + M} {M,,(0,0,1,1) + M},

{M,,(0,1,0,0) + M} {M,,(0,1,0,2) + M }.{M,,(0,1,1,0) + M},
{M,,(0,1,1,2) + M }.{M,, (1,0,0,0) + M }.{M,,(1,0,0,1) + M}
{M,,(1,0,1,0)+ M _}{M,,(1,0,1,1) + M }.{M,, (1L,1,0,0) + M, },
{M,,(1,1,0,2) + M }.{M,,(L11,0) + M, },{M,,(L,1,1,2) + M}

P(M’) =

Bu taktirde |P(M")

=15 dir.

Simdi de P(M') uzaymin dogrulari belirlenecektir. P" = Sp{x’,y} ve
Py =Sp{R'X',RY}\{R'M,} dir. Bunun Sp{R’X',R'y}={R'Z’

2’ e Sp{xX’,y'}} ve
P, ={R'Z

7' € P'\ M, } seklinde de ifade edilebilecegi bilinmektedir. M’ niin 105 tane

2-boyutlu alt uzayi vardir. Ornek olarak bunlardan birkag1 asagidaki gibi yazilabilir:

P/ = Sp{(1,0,0,0)+ M,,(0,0,0,1) + M}
P, = Sp{(1,0,0,0) + M,, (0,1,0,0) + M, }
P = Sp{(1,0,1,0) + M,,(0,0,1,0) + M}

Ancak bu 105 altuzayin hepsi farkli degillerdir. Bunlar 3'er 3'er ayni altuzayi
gostermektedir. Ornegin;

Sp{(1,0,0,0) + M,,(0,0,0,1) + M} ={M,, (1,0,0,0) + M,,(0,0,0,1) + M,, (1,0,0,2) + M}
Sp{(1,0,0,0) + M,,(1,0,0,2) + M,}={M,, (1,0,0,0) + M,, (1,0,0,1) + M,,(2,0,0,2) + M}
sp{(1,0,0,1) + M,,(0,0,0,2) + M,}={M,, (1,0,0,1) + M,, (0,0,0,1) + M,, (1,0,0,2) + M,}

seklindedir.
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Burada (2,0,0,1)+M, ile (0,0,0)+M, ve (10,0,2)+M, ile (10,0,0)+ M,

noktalar1 ayn1 denklik sinifina aittir. Yani ayni noktay1 gostermektedir. Boylece

Sp{(1,0,0,0) + M, (0,0,0,1) + M} = Sp{(1,0,0,0) + M,, (1,0,0,1) + M} = Sp{(1,0,0,1) + M, (0,0,0,1) + M}
dir.

M, =M, ve

(0,0,0,1) + M,, (0,0,1,0) + M,, (0,0,1,1) + M,, (0,1,0,0) + M,,(0,1,0,2) + M,,
M’* = (0,111,0)+ MO’(0)171’1)+ MO’(1’01010)+ M01(1!0’011)+ MO’(170’1’0)+ MO’
(1,0,1,1)+M,, (1L1,0,0) + M,,(1,1,0,1) + M,,(LL1,0) + M, (1L,LL1) + M,

igin P'AM"” =P’ \{M_} dir. O halde P(M’) niin bir dogrusu

(P), ={RX'|X" € P \{M_}} seklinde olup P(M") niin 35 tane dogrusu vardur.
Bunlardan birkac1 asagidaki gibidir:

P'=Sp{(1,0,0,0) + M,,(0,0,0,1) + M} i¢in

(P, ={R'((1,0,0,0) + M,),R’((0,0,0,1) + M,),R'((2,0,0,1) + M)} ve
Pj’ =5p{(1,0,0,1) + M,,(1,1,1,1) + M} i¢in

(P ={R'((1,0,0,1) + My),R'((1,1,1,1) + M,),R'((2,1,1,2) + M)} dur.

Simdi de P(M) den P(M’) uzayma VRx e P(M) i¢in ®(RX)=RX" seklinde tanimh
® homomorfizmi altinda P(M) nin bir noktasinin P(M’) niin bir noktasina ve P(M)
nin bir dogrusunun da P(M’) niin bir dogrusuna doniistigii cesitli Orneklerle

incelenecektir.

R(1,10,3) e P(M) noktas1 alinsin.
®(R(L10,3)) =R'((1L,1,0,3)+ M,) ={M,,(1,1,0,3) + M} olup bu {M,,(1,1,0,3) + M}

kiimesi P(M") uzaymin bir noktasidir.
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P(M) nin
(U)), ={R(1,0,0,0),R(0,0,0,1),R(1,0,0,1),R(2,0,0,1), R(1,0,0,2),R(1,0,0,3)}

dogrusunun @ homomorfizmi altindaki goriintiisii

(U, {(D(R(l,0,0,0)), ®(R(0,0,0,1)), CD(R(l,0,0,l)),}

P77 ©(R(2,0,0,1)), ©(R(L0,0,2)), ®(R(L0,0,3))
{M,,(1,0,0,0) + M }.{M,,(0,0,0,1) + M },{M,,(1,0,0,1) + M, },
{{MO,(Z,O,O,l) +M_}{M,,(1,0,0,2) + M,}.{M,, (1 0,0,3) + M} }
= {{M,,(1,0,0,0) + M}{M,,(0,0,0,1) + M },{M,,(1,0,0,1) + M}}

seklinde elde edilir ki bu da P(M') uzayinin bir dogrusudur. Boylece
(P(M),P(M’),®) itgliisii homomorfizm ile bir projektif koordinat uzay olusturur.

4.4. n-Boyutlu Uzay

Bu kisimda literatiirde de iyi bilinen vektér uzaylari tizerine kurulan projektif uzay
kavrami, Hirschfeld (1998) tarafindan yapilan ¢alismadan incelenmis ve bu yap1 modiil
lizerine bir uzay kurulmasina genellestirilmistir. Daha sonra kurulan bu uzay ile Jukl ve
Snasel (2009) tarafindan yapilan ¢aligmada verilen projektif koordinat uzay arasinda bir
izomorfizm kurulmustur. Burada ve 4.5. kisminda yapilanlar Erdogan ve Ciftgi (2013)

tarafindan bir makale olarak hazirlanmis ve incelenmesi i¢in bir dergiye sunulmustur.

3. Yapi. R maksimal ideali |1 olan bir lokal halka olsun. R {izerindeki (n+1)—boyutlu
R™ modiili M ve M nin I™ alt modiili M, ile gdsterilsin. M* =M \ M, kiimesi
tizerinde, denklik smiflar1 M nin M, ¢ikarilmis 1-boyutlu alt modiilleri olan bir
denklik bagmtisi tanimlansin. Boylece X =(X), y=(y;)eM" i¢in X in y ye denkligi,

teR =R\l olmak iizere, y=1tx olarak yani, her i igin y, =tx, olarak tamimlanmis
olur. Bu denklik siniflarinin kiimesi P(M) ile gosterilsin. P(M) kiimesinin

elemanlarina nokta ve kendisine n-boyutlu uzay denilecektir.
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Bir xe M”* vektdriiniin denklik sinifi X ile gosterilecektir. X e X noktastnin koordinat
vektorli veya temsilci vektorii denilecektir. te R olmak tizere tX vektorii de X

noktasinin bir temsilcisidir, yani tx = x dir. Burada
x={rx|reR}

oldugu goriilmektedir.

Tanim 4.4.1. X= (X, X, %X,), Y=o Yis--r ¥o) € M™ vektorleri

Vi, 1=0,1..,nicin X -y, €1

sartin1 sagliyorsa X ve 9 noktalar1 ayn1 komsuluktadir denir ve bu durum x~y ile

gosterilir.

Bu komsuluk bagintisinin bir denklik bagintist oldugu agiktir.

X, X,,..., X, noktalarinin lineer bagimsizligt X, X,,..., X, temsilcilerinin lineer

bagimsizlig olarak tanimlansin.

Ikiser ikiser komsu olmayan lineer bagimsiz E,Z,...,ﬂ gibi m+1 noktanin gerdigi

kiimeden M, 1 ¢ikarilmasi ile bulunan kiimeye P(M) uzaymin m-—boyutlu bir alt

uzay1 denir ve I1_ ile gosterilir. {Q,Z,,ﬂ} kiimesine ise Il alt uzaymin bir bazi

denir.

IT,: Bir )_(EP(M) noktast M deki 1-boyutlu Sp{x} alt modiilii kullanilarak

x = Sp{x}\ M, ile ifade edilir. Bdylece x ={tx te R} olur.

IT,: X ile y lineer bagimsiz iki vektor ve )_(/~Z ?l olmak iizere X Ve 9 noktalarindan

gegen dogru ?& = Sp{Xx, Y\ M, kiimesi ile temsil edilir. Boylece

xy ={ax+by

a,beRN\ax+byla b el}

={a"x+b'y[a",b" R’}
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olur.

I1,: X, 9,2 herhangi ikisi komsu olmayan lineer bagimsiz ii¢ nokta olsun.
Sp{x, y, ZAM, ={tx+sy +uz[3t,s,u R}

kiimesi, P(M) uzaymin bir bazi {)_(,)_/,E} olan bir diizlemi, yani 2—boyutlu bir alt

uzayidir.

P(M) uzaymin noktalar kiimesi N’ ve dogrular kiimesi D’ ile gosterilsin. Bir xeN’

noktasinin d ={au+bvja,be R\{a'u+b'v

a',b’e 1} olmak tizere bir d e D' dogrusu

tizerinde olmas1 Sp{x}c{au +bv|a,be R} olarak tanimlansin. Bu durumda (N’,D’)

geometrik yapist ile Jukl ve Snasel (2009) tarafindan yapilan ¢alismada verilen (N, D)

n—boyutlu Projektif Koordinat (Klingenberg) Uzay: arasindaki iligski asagidaki teorem

ile ifade edilebilir:

Teorem 4.4.2. (N,D) uzaymdan (N’,D’) uzayma sirasiyla VSp{x}eN i¢in

f(Sp{x}) =xe N’ ve V Sp{x,y}e D icin f(Sp{x, y})= >_<§/ e D’ seklinde tanimlanan

f:N—>N've f:D— D’ doniisiimii bir izomorfizmdir.

4.5. P(M) Uzayi ile Ilgili Baz1 Sayisal Ozellikler

Bu kisimda, 4.4. kisminda 3.Yap:1 olarak verilen P(M) projektif koordinat uzayinin,
0zel olarak mertebesi g olan bir R lokal halkasi lizerine kuruldugu ve R nin |

maksimal idealinin mertebesinin r oldugu kabul edilecektir. Bu sekilde kurulan sonlu

P(M) projektif koordinat uzayi ile ilgili baz1 sayisal sonuglar elde edilecektir.

Once kullanilacak bir arag olarak asagidaki teorem verilecektir:
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Teorem4.5.1. Vx,yeM" icin X= Yy < X ve Yy R-—bagimlidir.

Ispat. x~y olsun. O zaman Vi, i=0,12,.,n igin X -y el ve dolayisiyla

x—yel™ olur.Buda x ile y nin R—bagimli olmas: demektir.

Karsit olarak X ile 'y nin R-—bagimli oldugu kabul edilsin. O zaman

ax+ By =1zel™ olacak sekilde en az bir tanesi birim olan « ve S skalarlar1 vardir.

a skalar1 birim kabul edilirse
al(lax+py)=a'z=x+(@ fy=azel™

olur. Burada g <1 olamaz. Aksi halde x=a'z—(a*B)y e 1" celiskisi dogar. y ile

(—a™B)y ayni noktay gosterdiginden X+ (a 'f)y=x—(—a'B)y=azc 1" esitligi

X =Yy oldugunu gosterir. O

P(M)uzayi ile ilgili baz1 sayisal sonuglar asagidaki teoremler ile verilecektir:

Teorem 4.5.2. P(M) uzaymin toplam nokta sayist q"+q" " r+q"°r* +---+qr"* +r",
bir dogru iizerindeki nokta sayist q+r ve bir diizlem iizerindeki nokta sayisi
q® +qr+r? dir.

Ispat. [M|=r"" dir. Burada M*=M \ M, olmak iizere ‘M*‘ =|M\M,|=g"* —r"*
oldugu agiktir. M ™ da bir noktanin |R \1 | =(Q—Tr tane gosterimi vardir. Dolayisiyla

P(M) uzayinin toplam nokta sayisi

n+l .+l

IP(M)] =Qq—r=qn +q" g e gr

olarak elde edilir.

Sp{x, y}={tx+sy|t,s € R} icin [Sp{x, y}j =q° dir.

xy ={tx+sy|t,s € R}\{tx +s'y

t',s" e} igin
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‘;()_/‘ =° —r? dir. Bu taktirde P(M) de bir dogru iizerindeki nokta say1s1

2 2

qg —r
g-r

=q+r

olarak elde edilir.

Sp{x, y, 2} ={tx+sy +uz |t, s,u € R} kiimesinin eleman sayis1 g° tiir. X, 9,2 noktalarimin
gerdigi alt uzay [xyz] ile gdsterilirse

[xyz] ={tx+sy+uzlt,s,u e RI\{tx+s'y +uz

t',s’,u'el} ve ‘[?&E]‘ =g° —r° tiir. Bu
taktirde P(M) de bir diizlem tizerindeki nokta sayisi

3 3

q -r
qg-r

=g’ +qr+r?

olarak elde edilir.o

Teorem 4.5.3. P(M) uzayinda
a) Bir noktanin komsulugundaki nokta sayisi |I|n =r" dir.

b) Bir dogru iizerinde belli bir noktaya komsu olan nokta sayisi | I | =r dir.

c) Bir diizlem iizerinde belli bir noktaya komsu olan nokta sayisi || |2 =r? dir.

Ispat.

a) X R-—bagimsiz bir nokta olsun. O zaman X in i¢inde bulundugu M nin
{X, %, %,,...,X.} baz1 olusturulabilir. Bdylece M nin herhangi bir y eleman:
CX+C X, +C,X, +---+C X, seklinde ifade edilir. Burada X ile R—bagmli bir nokta
olusturmak i¢in c bileseni birim kabul edilebilir. Dolayisiyla
Y =X+CX +C,X, +-+C.X, denilebilir. C,Cy...,C, € iken

Y—X=CX +CX,+---+CX €l™ olur. Bu da y nin (c,c,,..c,) n-lisinin
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olusturulmasina bagli olarak her bilesen |I|:r farkli sekilde secilebileceginden,

n

r =|I|n farkl1 sekilde segilebilecegini gosterir. Yani P(M) de bir noktanin

komsulugunda |I|" =r" tane nokta vardir.

b) x ile y R—bagimsiz iki nokta ve ¢ €| olsun. Bu taktirde x ile X+cCy =2z noktasi
R —bagimli iki nokta olur. Ciinkii z—x=cyel"™ ve 1¢| dir. Burada c¢ | iken
X+Cy =Z noktas1 X ile R—bagimli yani komsu olamaz. Ciinkii z—x=cy e 1" olur.
O halde x ile R—bagimli olan nokta sayis1 C nin se¢imi ile yani | nin eleman sayisi
ile aynidir. O halde bir dogru iizerinde belli bir noktaya komsu olan nokta sayisi |I | =r

tanedir.

C) X,¥,z R—bagmmsiz ti¢ nokta ve c,,C, € | olsun. Bu taktirde x ile t=x+cy+c,z
noktast R —bagimli iki nokta olur. Ciinkii t—x=cy+c,ze 1™ ve 1¢ | dir. Burada c,
ve ¢, nin her ikisi de | nimn eleman: degil iken t=Xx+cCy+C,z noktast X ile R—

| n+1

bagimli olamaz. Cilinkii t—Xx ¢ olur. Dolayisiyla X ile R—bagimli olan nokta sayisi

c, ile ¢, nin secimine baghdir. O halde bir diizlem iizerinde belli bir noktaya komsu

2 .
olan nokta sayist |I|” =r? tanedir.o

Simdi de P(M) uzayindaki toplam dogru ve diizlem sayis1 hesaplanacaktir:

(qn+1 _ r.nJrl)(qn _ r.n)
@-r)(a+r)

IP(M)]-((P(M)|=[1]")-(P(M)|-[(a+r)r"™])
(@*+ar+r?)-(a®+qr)-[(@® +ar+r*) —(q+r)r]

Teorem 4.5.4. P(M) deki toplam dogru sayis1

ve toplam diizlem

sayisl

Ispat. Once P(M) uzayindaki toplam dogru sayis1 hesaplanacaktir. P(M) uzaymin
qn+1 _ rn+l
toplam nokta sayisi |P(M)|=— olup bir dogru olusturmak ftizere ilk nokta
q-r

|P(M )| tirli secilebilir. Ayn1 komsulukta olmayacak sekilde ikinci nokta ise
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n+1_ n+l
PV)|—|I ==
q—r

tirlii secilebilir. O halde P(M) de tim noktalardan dogru olusturacak sekilde iki

noktamin  genel segimi |P(M )|(|P(M)|—|I|n) olarak elde edilir. Bu bulunan sayi
icerisinde ayn1 dogruyu gosteren nokta ikilileri vardir. Bir dogru {izerinde q+1r tane
nokta vardir. O halde ilk nokta g+ tiirlii se¢ilmektedir. Dogru gostermesi i¢in segilen

ilk noktaya komsu olmayacak sekilde ikinci nokta; X in bulundugu dogru iizerinde X

ile komsu olan nokta sayist r oldugundan (+r—r=(q tirli secilmektedir. Yani
(q+r)(g+r—r)=(q+r)q tane ikili ayn1 dogruyu gostermektedir. Sonug olarak P(M)
deki dogru sayisi

[qnﬂ _ rn+1J(qn+l _ rn-f-l ~ rnj
PN | a—r JU a-r

(Q+r)q+r-r) (q+r)q
_@"-r")  (@"-r")q
(-r) (a-r(a+r)q
_ (@ =r")(@"~r")
(@-r(g+r)

olarak hesaplanir.

Simdi de P(M) deki toplam diizlem sayis1 hesaplanacaktir: Bir diizlem olusturacak {i¢
n+1 n+1

o -r
noktadan ilki |[P(M)|= 4 T i secilebilir. Ayn1 komsulukta olmayacak sekilde
q-r

n+l _ .n+l n_pn
ikinci nokta |P(M )|—|I |n S L S % tirlii secilebilir. Diizlem
q-r q-r

olusturmak igin segilen {i¢iincii nokta ilk iki noktanin belirledigi dogru {izerinde
olmayacak ve bu dogru iizerindeki tiim noktalarla da ayn1 komsulukta olmayacak

sekilde belirlenmelidir. Yani tiglincii nokta
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IP(M)[-[(a+n)r™]

tirlii segilebilir. O halde P(M) de tiim noktalardan diizlem olusturacak sekilde secilen

lic noktanin genel se¢imi

[P(M)[-(P(M)[=1]")- (P(M)|~[(a+1)r""])

olarak elde edilir. Bu bulunan say1 igerisinde ayni diizlemi gdsteren nokta Ugliileri
vardir.

Bir diizlem iizerinde ¢° +qr +r? tane nokta var oldugundan ilk nokta ¢® +qr +r? tiirlii
secilebilir. Bir diizlem iizerinde belli bir noktaya komsu olan nokta sayist |I|2 =r?
oldugundan ikinci nokta g +qr+r>—r?=q° +qr tiirlii secilebilir.

Diizlem olusturmak i¢in segilen ii¢lincli nokta ilk iki noktanin belirledigi dogru iizerinde

olmayacak sekilde ve dogru lizerindeki noktalarla da ayni komsulukta olmayacak
sekilde belirlenmelidir. O halde {i¢iincii nokta (q”>+qr+r?)—(q+r)r tiirlii secilebilir.

Yani

(@P+qgr+r?)-(®+an)-[(® +ar+r>)—(q+r)r]  tane igli aym  diizlemi

gostermektedir. Sonug olarak P(M) deki diizlem sayisi

IP(M)[-(P(M)[-1]") - (IP(M)|~[(a+r)r"™*])
(@ +ar+r?)-(a* +ar)-[(a* +ar+r*)—(q+r)r]

olarak hesaplanir.o

Simdi P(M) uzayi i¢in elde edilen sayisal sonuglara iligkin iki 6rnek verilecektir:

Ornek 4.5.5. R=17, ={0,1,2,3} lokal halkasi alinsin. Burada | ={0,2} olup n=2 igin

M =R*! =R® ={x= (X, X,, X3) | X;, X,, X; € Z,} elde edilir.
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IM =4 =64 tir. 17" ={X=(x/,% %)% % % el} igin [I°=2°=8 dir.
M*=M\1® igin [M"|=64-8=56 dir. M" da bir noktanin |Z,\l|=4-2=2 tane
. 64-8

gosterimi vardir. Dolayisiyla P(M) uzayinin nokta sayisi |P(M)|= — = 28 olarak

elde edilir.

P(M) de bir dogru lizerindeki (farkli) nokta sayis1 4+2 =6 tanedir.

P(M) de bir diizlem iizerindeki (farkli) nokta sayis1 4°+4-2+2° =28 tanedir, yani

P(M) deki toplam nokta sayisidir.

P(M) de bir noktanin komsulugunda | | |’=2? =4 tane nokta vardir.

P(M) de bir dogru iizerinde belli bir noktaya komsu olan nokta sayisi | | |=2 tanedir.
P(M) de bir diizlem iizerinde belli bir noktaya komsu olan nokta sayis1 | 1% |=2° =4
tanedir.

28-(28-4) 28.24
6-(6-2) 6.4

=28 tanedir.

P(M) de toplam (farkli) dogru sayisi

28-(28-4)-(28—6-2) 28-24.16

=1 tanedir,
28-(16+8)-(28—6-2) 28-24-16

P(M) de toplam (farkli) diizlem sayisi
yani P(M) nin kendisidir.
Ornek 4.5.6. R=7, ={0,1,2,3} lokal halkas1 alinsin. Burada | ={0,2} olup n=3 igin

M =R* = R* ={X = (X, X,, X5, X,) | X, X,, X3, X, € Z,} elde edilir.

IM 256 tiir.  1*={X=(x',% % %)% %, %, %, el} iin [1']=16 dir.
M*=M\1* igin [M” |=256—16 =240 dir. M~ da bir noktanin | Z,\ 1 |=4-2=2 tane

25616 =120 olarak elde edilir.

gosterimi vardir. Boylece |P(M) |=

P(M) de bir dogru tizerindeki (farkli) nokta sayis1 4+2 =6 tanedir.
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P(M) de bir diizlem iizerindeki (farkl1) nokta sayis1 4° +4-2+2* = 28 tanedir.

P(M) de bir noktanin komsulugunda | I = 2% =8 tane nokta vardir.

P(M) de bir dogru iizerinde belli bir noktaya komsu olan nokta sayisi1 | | |=2 dir.

P(M) de bir diizlem iizerinde belli bir noktaya komsu olan nokta sayis1 |1°|=2° =4

tur.

(4°—2%)-(4°-2%) 240-56

5 =560 tanedir.
4-2)°-(4+2) 4.6

P(M) de toplam (farkli) dogru sayisi

P(M) de toplam (farkl) diizlem sayis1

120-(120-2%)-(120-6-2%) 120-112-96
28-(28—4)-(28—6-2) 282416

=120 tanedir.
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5. PROJEKTIF UZAYLAR VE ALT UZAYLARI

5.1. Giris

Geometrik Ozelliklerle noktalarin koordinatlarinin cebirsel 6zellikleri arasindaki
bagintilar1 bulmak icin temel olarak analitik ve aksiyomatik olmak {iizere iki yol
mevcuttur. Bu boliimde projektif uzay kavrammin elde edilmesi igin aksiyomatik yol
ele alinmistir. Bu metot vektdr uzayr kavramiyla baglar. Vektér uzayr kavrami
kullanilarak Herman Weyl tarafindan verilen aksiyomlar ciimlesi ile bir A afin uzayi

tanimlanir. Buradan projektif uzayr elde etmek icin V {0} kiimesinde bir denklik

bagintis1 tanimlanir ve bu denklik siiflarinin kiimesi projektif uzay olarak alinir. Bu
boliimde once; Hirschfeld (1998) tarafindan yapilan ¢alismada sonlu cisimler iizerine
kurulan projektif uzay kavrami, sonsuz mertebeli cisim {izerine Kurulan projektif uzay
kavramina genisletilmistir. Sonra bu kurulan uzay ile Borsuk (1969) tarafindan yapilan
calismada aksiyomatik olarak kurulmus projektif uzay karsilastirilmis ve denk olduklari
gosterilmistir. Ayrica iki ve ii¢ boyutlu alt uzaylarin matrislerle temsilleri detayli olarak
incelenmistir. Boliimiin son kisminda ise 4. bolim 4. kisimda vektor uzaylar {izerine
kurulan projektif uzaylardan genellestirilerek elde edilen modiil tizerine kurulan yani 3.
yap1 olarak verilen uzay, Borsuk (1969) tarafindan hazirlanan ¢alismadaki yontem ile

incelenmistir. Bu uzayn alt uzaylarinin matris ile temsilleri bir 6rnek ile aragtirilmistir.

5.2. Projektif Uzaylar ve Altuzaylarinin Orneklerle incelenmesi

Borsuk (1969) tarafindan yapilan ¢alismada C, kartezyen uzaymdan P, projektif

uzayina gecis asagidaki gibi yapilmistir:

C, uzaymin tiim bilesenlerinin hepsi birden 0 olmayan her (x,X,,...,X,) noktasina

n

karsilik {1, %, X,,...,X.} (n+1)—lisi P, uzayinin bir noktas: olarak alinmistir. Ustelik

n
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VA1eR=R\{0} igin {1, Ax,....,AX.} ile {,x,...,x,} esit kabul edilmistir. Boylece P,

de {X;, X,y X, } V& {AX,, AX,,..., AX,} ayn1 noktanin iki temsili olarak alinmustir.

C, de keyfi bir noktas1 a=(a;,a,,...,a,) ve dogrultman vektori v=[v,,V,,...,v,] olan

bir L dogrusu

p(t)=a+tv=(a +tv,,a, +tv,,...,a, +tv,)

formundaki noktalarin kiimesidir. P de bu noktalara karsilik

n

{La +tv;,a, +tv,,...,a, +1tv } noktalar: gelecektir. Ayrica t # 0 olmak lizere bu noktalar

n

1 .
{-,ﬁw ﬁwz,...,%wn} scklinde de gosterilebili. P de t—»oo iken

{O,v,,v,,...,v,} noktas: elde edilir. v, lerin hepsi birden 0 olmamak sartiyla

{O,v,,Vv,,...,v, } sralt (n+1)-lisine P, uzaymnin bir ideal noktas1 denir.

Boylece C, uzayinda {(a +tv,a, +1v,,...,a,+tv,)[te R} kiimesindeki noktalarin

olusturdugu bir L dogrusunun karsilig1 P, de

{{La +tv,a, +tv,,...,a +tv Ht e R FU{O,v,V,,...,v. }

noktalarindan olusur. Burada L nin C_ deki her (a, +tv,,a, +tv,,...,a, +tv,) noktasina
karsihk P, uzaymm {la +tv;,a,+tv,,..,a +tv,} noktas: alinmis ve bunlara

{0,v,,V,,...,v,} ideal noktas1 eklenmistir. Bu sekildeki her dogruya bir projektif dogru

denir.

P, uzaymda a={a,a,..,a,} ve b={b,,b,...,b} gibi farkli iki noktay: birlestiren

n

projektif dogru,

A, ueR}IU{0,b -a,..b —a}

p(a,b) ={Aa, + ub,, Aa, + ub,..., Aa, + ub,
formundaki noktalarin kiimesidir.

P, uzayinda iki gesit nokta vardir:
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1) {4 %, X,,..., X,} seklinde yazilabilen normal(adi) noktalar
2) {0, y,,..., ¥, } seklinde yazilabilen ideal noktalar
P, uzayimndaki dogrularda ikiye ayrilmaktadir:

1) C, deki dogrulara, kabaca, bir ideal nokta eklenerek elde edilen projektif dogrular

(Bu dogrulara normal dogru denir.)
2) Tim ideal noktalarin kiimesi olan ideal dogru
Ayrica bu calismada hiperdiizlemlerle ilgili asagidaki teorem verilmistir.

Teorem 5.2.1. P, uzayinda (n—1)—boyutlu projektif hiperdizlemler a,,a,,...,a

n

sayilarinin hepsi birden sifir olmayacak sekilde
X, +aX +---+a X, =0
denklemini saglayan X ={X,, X;,..., X, } € P, noktalarinin kiimesidir (Borsuk 1969).

Simdi de Hirschfeld (1998) tarafindan yapilan g¢alismada verilen sonlu mertebeli
cisimler {izerine projektif uzaylarin kurulmasi ele alinacaktir. Ancak burada esas olarak
reel sayilar cismi Kullanilip sonsuz mertebeli cisimler iizerine benzer metotla projektif
uzay kurulacaktir. Sonra da bu kurulan projektif uzay ile Borsuk (1969) tarafindan

yapilan ¢alismada verilen projektif uzay karsilastirilacaktir.

V, R cismi iizerinde (n+1)-boyutlu, etkisiz eleman1 sifir olan bir vektér uzayr olsun.

V \{0} kiimesinin elemanlar1 iizerinde, denklik smiflart V nin sifir ¢ikarilmis bir
boyutlu alt uzaylari olan, bir denklik bagintist alinsin. Bu denklik siniflarinin kiimesi P,
ile gosterilip elemanlarina nokta denilsin. Bir X vektoriniin denklik smifi P(x) ile
gosterilir ve X e P(X)noktasiin koordinat vektorii ya da vektorel temsilcisi denir. t,

R *=R\{0} 1n eleman1 olmak tizere tx de P(x) in bir temsilcisidir, yani P(tx) = P(x)
dir.
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P, nin bir alt kiimesinin tiim temsilcilerine O vektorii katilarak olusturulan kiime V
vektor uzaymnin 2 —boyutlu bir alt uzayini olusturuyorsa bu noktalar kiimesine P, nin
bir dogrusu denir. Nokta ve dogrular1 bu sekilde tanimlanan P, kiimesine R {izerinde

n —boyutlu bir projektif uzay denir.

P, nin bir noktalar alt kiimesinin tiim temsilcilerine 0 vektorii de katilarak olusturulan
kiime V =V (n+1,R) vektor uzayinda (m+1) —boyutlu (m=-10,12,...,n) bir alt uzay
olusturuyorsa bu noktalar kiimesine P, projektif uzayimin m-boyutlu bir alt uzay: veya

bir m-uzay: denir ve I, ile gosterilir.

P, projektif uzayinda (—1)—boyutlu bir alt uzay bos kiimedir. Sifir boyutlu bir alt uzaya

nokta denir. Bir, iki ve ii¢ boyutlu alt uzaylara sirasi ile bir dogru, bir diizlem ve bir kat1
cisim veya ti¢ boyutlu cisim denir. (n—1)—boyutlu bir alt uzaya bir prime veya bir
hiperdiizlem denir. Boyutu n—r olan bir alt uzaya koboyutu r olan bir alt uzay da

denir.

Bu alt uzaylarin noktalarinin saglayacagi denklemler hakkinda kisaca su bilgiler

verilebilir:

Bir hiperdiizlem, U= (Uy,U,,...,U.) e R™\{(0,0,...,00} olmak iizere X=(X;,X,.»X,)

temsilci vektorleri

UgXy +U X +---+U. X =0

lineer denklemini saglayan P(x) noktalarinin kiimesidir.

m—boyutlu bir alt uzay hakkinda asagidaki ifadeler gecerlidir:

Mm—boyutlu bir alt uzaym P(X) noktalarinin X=(Xy,X,...,X,) temsilcileri, A

bilesenleri reel say1 ve ranki n—m olan bir (n+1)x(n—m) matris olmak iizere,
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XA =0 (5.2.1)

denklemini saglarlar (Hirschfeld 1998). Burada A= 0 olacagi agiktir.

Bu kisa tanitimdan sonra Borsuk (1969) tarafindan yapilan ¢alismada tanimlanan ile,
yukarida kurulusu verilen projektif uzay kavramlar karsilastirilip aralarindaki iliskiler

ve birinden digerine gegisin nasil yapilacag belirlenmeye ¢alisilacaktir.

Borsuk (1969) tarafindan yapilan ¢alismada verilen projektif uzay kavraminin kurulusu

yukarida verilen gibi denklik siniflar1 yardimiyla asagidaki gibi diizenlenebilir:

P, uzaymin noktalar1 C_, \{0} uzayinin sirali (n+1)—lileri ile temsil edilir. Bu yiizden

n+1

C,.; \{0} uzay1 ele alinip ve P, uzayindaki noktalar asagidaki gibi ikiye ayrilir:

{Xo» X,y X } siralt (n+1) —lisinde x, #0 ise X, * € R vardir. Dolayisiyla

L% 7%, X Xy e X X 3= L X %, 1, X} elde edilir. Bu formdaki noktalara normal

noktalar denir.

C, ., \{0} uzayinda bir denklik bagintisinin asagidaki sekilde tanimlandig: kabul edilsin:

V X ={Xy, Xy X, } V& Y ={Yq, Yis--» ¥, 3 €C,,, \{O0} icin X ile y nin denkligi AR "
olmak lizere y=AX yani y,=Ax (i=0,1...,n) esitliklerinin gegerliligidir. O halde

X, X X F={A, AX, AX,, s AX } Olup {4 X, X, X} 1le {4, AX, AX,,..., AX } ayn1

noktay1 gostermektedir.(ayn1 denklik sinifina aittir.)

Benzer sekilde yeR”™ i¢in {0,X,X,,...x.} ile {O,yx,7X,,...,¥X.} ayni noktayi

gostermektedir. Ik bileseni "0" olan bir noktanin denklik siifi ideal nokta olarak
adlandirilir. Boylece Borsuk (1969) tarafindan yapilan ¢alismada verilen ile Hirschfeld
(1998) tarafindan yapilan calismadaki metot Kullanilarak tanimlanan projektif uzay

kavramlari i¢in nokta kavramlarinin birbirine denk oldugu goriilmektedir.
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Ayrica kurulan bu uzaydaki dogru tanimi asagidaki gibi diizenlenirse Borsuk (1969)

tarafindan yapilan ¢alismada verilen tanimla denk oldugu gortiliir:

Tammm 5.2.2. P, nin bir noktalar alt kiimesinin tiim temsilcilerine O vektori de

katilarak olusturulan kiime C_,, de 2—boyutlu bir alt uzay olusturuyorsa bu noktalar

n+1

kiimesine P, uzaymin bir dogrusu denir.

Hirschfeld (1998) tarafindan yapilan c¢alismada bir hiperdiizlem asagidaki gibi

tanimlanmaktadir:
u=(Uy,U,,...,u,) € R™\{(0,0,...,0)} olmak iizere

X =(Xgs X,y X,) vektorleri uyX, +U X, +...+U X, =0 lineer denklemini saglayan P(X)

noktalariin kiimesidir (Hirschfeld 1998).

Borsuk (1969) tarafindan yapilan ¢alismada ise bir hiperdiizlem asagidaki sekilde

tanimlanmaktadir:

P, uzaymnda (n—1)—boyutlu hiperdiizlem a,a,,...,a, sayilarmm hepsi birden sifir

olmayacak sekilde a X, +a,X +---+a,X, =0 denklemini saglayan {X,,X,...,X,}€P,
noktalarinin kiimesidir. Ayrica eger & ={a,,a;,...&,} noktalart i=12,..,n olmak

lizere lineer bagimsiz bir sistem olusturuyorsa, bu taktirde bu noktalardan gegen

(n—1) —boyutlu projektif hiperdiizlemin denklemi

X X X

Qo Ay &, .
X S . 1=0
Ao @y - Ay

formuna sahiptir (Borsuk 1969).

Basit bir karsilastirma ile bu tanimlarin birbirine denk oldugu goriilmektedir.
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Asagida alt uzaylar i¢in (5.2.1) denklemindeki matrislerle aralarindaki iliskiyi

canlandiracak iki 6rnek verilecektir:

Ornek 5.2.3. n=2 icin V =(2+1LR) reel sayilar cismi iizerine kurulan 3— boyutlu bir
vektdr uzayr olsun. Simdi bunun ile iliskili P, projektif uzayr icin m=0,1,2 olmak

tizere 1, alt uzaylari incelenecektir.

m=0 icin IT, alt uzayr P(X) seklinde gosterilen noktadir ve uzayin 3x2 tipinde A

tizerinde olma matrisi verildiginde XA=0 denklemini saglar.
m =1 i¢in 1—boyutlu alt uzay yani dogru kavrami

aOO
I, ={P(X)‘XA=O, AcR} seklinde tanimlanir. Simdi tizerinde olma matrisi, a,
a20

bi¢imindeki bir dogrunun iizerinde bulunan noktalar degisik durumlar gbéz Oniine

alinarak tespit edilmeye caligilacaktir. Burada
a00
XA=[X, X %] &y, |=[0]= agX, +apX +a,X, =0
a‘20
denklemi elde edilir.

Bir dogrunun (d_ dogrusu hari¢) ideal noktasi bir tektir. Digerleri normal noktadir.

I. Durum. Burada {x,,X;,X,} noktas: icin X, =0 ise bu nokta {Lx,X,} seklinde

normal nokta haline getirilir.

Once dogrunun {L, x,, x,} formunda normal bir noktas: almsin. Bu durumda
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a00
XA=[1 X X,]| &y |=[0]= ag + X +8,%X, =0=>a, X +a,X, =—a,  denklemi
a20

elde edilir.

Burada 3 a,,a,, #0 olmalidir. Aksi halde yukarida elde edilen a, X +8a,X, =—a,
denkleminden a, =0 bulunur ki bu da matrisin tim bilesenlerinin sifir olmasi
demektir. Sifir matrisi bir tizerinde olma matrisi olamaz. O halde eger a, =0 ise
X, =—a, 8y, —a, ay,X, bulunur. Burada kisaca —a,,'‘a,, =acR ve —a, 'a,,=beR
denilerek {{1,a+bx2,X2}|X2 e R} seklindeki normal noktalar kiimesi elde edilir. Bu
noktalar kiimesi {1, a,0}+{{0,bx,,x,}|x, e R\{0}} scklinde de ifade edilebilir. Ozel

olarak {1,a,0} ve {0,b,1} noktalar1 secilip denklemi sagladiklar1 kolayca goriilebilir.
Boylece dogrunun bir normal ve bir de ideal noktasi belirlenmis olur. Dolayisiyla dogru
{La,0}{0,b,1} seklinde temsil edilebilir. a,, #0 alinarak {1,0,a} ve {0,1,b%}
tipindeki normal ve ideal noktalarina ulasilarak dogrunun {1,0,a}{0,1,b} seklinde
temsil edilmesi de miimkiindiir. Burada a,, # 0= a,, iken {0,b,1} ile {0,1,b} ayn1 ideal

noktay1 temsil etmektedir.

Il. Durum. Eger dogrunun {0, x, X,} 6zelligindeki ideal noktas1 denklemden bulunmak
istenirse
a'00

[0 x, x]|a,|=0 denklemi agilarak ax +a,X, =0 esitligi elde edilir. Burada
a‘20

3 a,,,a,, #0 olmalidir. Aksi halde dogrunun ideal noktas1 belirlenemez. Eger

Burada a,=0 ise X =-a,'a,X, bulunur ki kisaca b=-a,"a, denilerek
{{O,bxz,xz}|x2 e R {0}} ideal noktasi elde edilir ki bunun ilk adimda noktalar
kiimesinden elde edilen {0,b,1} ile ayn1 nokta oldugu goriilmektedir. Benzer sekilde
a,, =0 icin {{0, Xl,b'xl}|x1 € R{0}} ideal noktasinin yani Ozel olarak {0,1,b}

noktasinin elde edildigi agiktir.
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Bu 6rnekte m=1 i¢in elde edilen 1—-boyutlu alt uzay yani dogru kavrami1 P, projektif

uzayi i¢in bir hiperdiizlemdir.

Simdi de tersine verilen noktalardan gegen dogruyu (hiperdiizlemi) temsil eden tizerinde
olma matrisi belirlenecektir.
I. Durum. {1,a,0} ve {1,0,a’} farkli normal noktalar1 alinsin. (Burada 3 a,a’#0 dir.)

a00
Aranilan matris | a,, |e R} formundadir. Buradan

a20
8o 8o
[1 a 0] a,|=0=a,+aa,=0 ve [1 0 a']la,|=0=a,+aa,=0
a'20 a‘20

denklemleri elde edilir. Bu denklemler ortak ¢oziilirse a=0 icin a,=-a'a,, ve

!

—-a'a,, -a
a,, =a 'a'a,, degerleri bulunur. Béylece | a'a’a,, | matrisi ve a,, =1 alnarak | a™'a’
Ay 1
seklinde iizerinde olma matrisi elde edilir.
a‘OO
I1. Durum. {1, a,b} ve {1,c,d} normal noktalar1 almsm. Aramlan matris | a,, |e R}
a20
formundadir. Buradan
a
[1 a b]la, |=0=a,+aa,+ba,=0 ve
[
o,
[1 ¢ d]fa,|=0=>ay,+cCa,+da,=0 denklemleri elde edilir. Bu denklemler
[ 8 |

birlikte ¢oziilirse (a—c)a, =(d—b)a,, esitligi elde edilir. Burada a=c ve b=d

olamaz. O halde a=c oldugu kabul edilsin. O zaman a-c=0 olup
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a,=(@-c)*(d-b)a, ve a,=(a(a—c)*(b—d)-b)a, olarak elde edilir. Bdylece

a(a—c)'(b—-d)-b
a,, =1 kabul edilerek | (a—c)™(d —b) matrisi elde edilir.
1

I11. Durum. {1,a,0} normal ve {0,b,1} ideal noktalari1 ele alinsin. Aranilan matris

a‘OO
a,, |e R? formundadir. Buradan
a20
a00 a00
[1 a 0]ja,|=0=a,+aa,=0ve[0 b 1] a,|=0=ba,+a, =0 denklemleri
aZO a'20

elde edilir. Bu denklemler ortak ¢oziiliirse a,, = —aa,, ve a,, =—ba,, degerleri bulunur.

—aa,, -a
Boylece | a,, | matrisielde edilir. Yine a,, =1 alnarak | 1 | matrisine ulasilir.
_baio —b

IV. Durum. {1,0,a’} normal ve {0,1,b'} veya {0,b,1} ideal noktalar1 alinsm. Once

a
{0,1,b’} ideal noktas1 ile olan durum incelenecektir. Aranilan matris a:z eRf
a20
formundadir. Buradan
a‘OO aOO
[L 0 ala,|=0=a,+aa,=0 ve [0 1 b]la,|=0=a,+ba,=0
a20 a‘20

denklemleri elde edilir. Bu denklemler ortak coziilerek a,, =-a'a,, ve a,=-b'a,

!

—a'a,, —-a
degerleri bulunur. Boylece | -b'a,, | matrisi ve a,, =1 almarak | -b"| seklindeki
Ay, 1

tizerinde olma matrisi elde edilir. Son olarak {1,0,a} normal ve {0,b,1} ideal noktalar
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!

—a'a,, —-a
alinsin. Buradan b=0 i¢in | -b™a,, | matrisi ve a,, =1 almarak da | -b™ | seklindeki

Ay 1
0
tizerinde olma matrisi elde edilir. (Aksi halde b =0 ise | a,, | matrisi elde edilir.)
0

V. Durum. {0,b,1} ve {0,1,b%} ideal noktalar: almsmn. Eger b’=b™" ise iki nokta

aynidir. b’ =b™ olsun. Bu durumda

X

[0 b 1]|y|=0=by+z=0 (5.2.2)
z
X

[0 1 b]ly[=0=y+bz=0 (5.2.3)
z

denklemleri elde edilir.

Bu denklemler ortak ¢oziiliirse (5.2.3) denkleminden y=-b'z olarak elde edilir. Bu
deger (5.2.2) denkleminde yerine yazilirsa b(-b'z)+z=0=(1-bb")z=0 bulunur.
Burada b’ #b™ oldugundan bb’#1 yani 1—-bb’#0 dir. O halde z=0 elde edilir. Bu

X
deger (5.2.3) denkleminde yerine yazilirsa y =0 elde edilir. Béylece xe R igin |0
0

tizerinde olma matrisi elde edilir. Xx#0 oldugundan ideal dogrunun {iizerinde olma

1
matrisi | 0 | seklindedir. Bu tim {0,a,b} ideal noktalarinin tizerinde bulundugu ideal
0

dogrunun matrisidir.
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Ornek 5.2.4. n=3 icin V = (3+1R), reel sayilar cismi iizerine kurulan 4—boyutlu bir
vektor uzay: olsun. $imdi bunun ile iliskili P, projektif uzay: i¢in dogru ve diizlem alt

uzaylari incelenecektir.

Once m=1 durumu incelenecektir. Bu durumda 1—boyutlu alt uzay yani dogru

kavrami IT, ={P(X) ‘XA =0, Ae R} seklinde tanimlanr.

aOO a'01

Simdi tizerinde olma matrisi %o % e R} biciminde olan bir dogrunun iizerinde
a20 a21
8y 8y

bulunan noktalar 6zel durumlar g6z 6niine alinarak tespit edilecektir.

I, ={P(x)|xA=0, Ac R} igin

a00 aOl
A=[x % % %] 20 [0 0]

20 21

30 31

esitliginden

BpXo +8yoX; + 28X, + 855X, =0
By, Xp + 8% + 8 X, +85 % =0

denklemleri elde edilir.

I. Durum. Once dogrunun{d, x;, X,, X,} formunda normal bir noktas1 alinsin. O zaman

8y Ay
8, &,

1 =0

[ o XS] 8y 8y [ 0]
8 Ay

esitliginden
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Ao Xy + 85X, + 850X =8y
A X Ay X, + 85, X3 =—8,

denklemleri elde edilir.

aiO a20

=0 ise o, asli
1 a‘21

Bu Cramer olmayan bir lineer denklem sistemidir. o, =

determinant olarak seg¢ilebilir. Lineer denklem sistemi Cramer haline getirerek ¢6ziim

aranir. Boylece sistem

Ao X, + 850X, = =85 — 85X
A X T ay X, =—8y —a3 X%

seklinde bir Cramer lineer denklem sistemi olur. Buradan

‘_aoo —8X; Ay
X, = —8y Q3% Ay _ A8y — 8,8y + (azoam — azlaeo)xs
Ay — 818y A8y — 8,85
ve
Ay 85 —8yXs
X = d; 8y 85X _ —a58; T 8,8y + (anaeo - a10a31)x3
2
Q08 — 84,8, Q98 — 8,8,
bulunur. Burada kisaca 8001~ 8nB0 _ a'eR, B0y 788 _ b eR,

a10a21 - anazo awaﬂ - anazo

—808y + 84,8y —c'eR ve 8,83 — 8oy —d'eR
Qo8 — 8,8y A8y — a8,

{{La’+b'%;,c'+d%;, % }|x; e R} seklindeki normal noktalar kiimesi bulunur. X,

denilirse

sifirdan farkli iken bu noktalar kiimesi {l, a',C’,O}+{{O,b'X3,d'Xs,X3}|X3ER\{O}}

seklinde de ifade edilebilir. Ozel olarak {l,a’,c’,0} ve {0,b’,d’,1} noktalar1 segilirse
denklemi sagladiklari kolayca goriiliir. Béylece dogrunun bir normal ve bir ideal noktasi

belirlenmis olur. Dolayisiyla dogru {1,a’,c’,0}{0,b’,d’,1} seklinde temsil edilebilir.
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B Ay
8, Ay

normal ve ideal noktalarina ulasilarak dogruyu {L,€’,0,9}3 {0, f',1,h'} seklinde temsil

Benzer sekilde &, = =0 ise X, #0 icin ozel olarak {1,€,0,9} ve {0, f',1,h’}

a20 a30

etmekte miimkiin olur. Ayrica o, =
21 a31

#0 ise x, #0 icin 6zel olarak {1,0,k’,m’}

ve {0,1,1'n} normal ve ideal noktalarina ulasilir. Dolayisiyla dogruyu

{L,0,k’,m}uU{0,1,1',n} seklinde de temsil etmek de miimkiindiir.

Burada {{La’+b'x,,c’+d%,, x;}|x, e R } kiimesi ele alnsin. Bu kiime iizerinde olma

aOO aOl

matrisi %o A bi¢iminde olan bir dogrunun iizerindeki tim normal noktalarin
a20 aZl
a30 a‘31

kiimesidir. Bu kiime {1, a’,c’,0}+{{0, b'xs,d’>(3,x3}|x3 e RY{0}} seklinde ifade edilirse
dogrunun iizerindeki ideal noktanin {{0,b'x,, d’%;, X,}/X, e R\{0}} olarak bulunabildigi

yukarida sdylenmisti. Ayrica burada normal noktalar kiimesinden iki tane nokta alindig1
zaman bu iki noktanin lineer birlesimi olusturularak dogrunun ideal noktasin
belirlemek de miimkiindiir. Ornegin, {1,a’,¢’,0} ile {l,a’+b’,¢’+d’,1} normal noktalar:

alinsin. 4,y € Rigin

ALa’, ¢, 0p+ALa' +b',c'+d" \ GF={1+y,4a" + A", Ac'+ yd’, ¥} noktas1 elde edilir. Bu
iki noktayr birlestiren dogru iizerindeki ideal noktanin ilk bileseni O olmalidir.

Dolayisiyla A+ y =0 kabul edilsin. A+y =0= A4 =—y dir. Boylece nokta

{0, y(-a'+b’), y(-c'+d"), y}={0, —a'+b', —c'+d’, I} formunda diizenlenirse dogru

tizerindeki ideal nokta {0, —a’'+b’, —c’+d’, I} olarak elde edilir.

Il. Durum. Eger dogrunun {0, X, X,,X,} ozelligindeki noktas: denklemden bulunmak

a‘OO aOl

istenirse [0 X, X, X] :10 Z“ =[0 0] denklemi agilarak
20 21
83 8y
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QX + 350X, +850X; = 0
X tay X, +a3 X = 0

89 8y

esitlikleri elde edilir. Burada o, =
1 aZl

#0 ise 0, asli determinant olarak alimabilir.

Boylece Cramer kuralindan

‘_aeo X3 Ay Ay X
X, = X Ay _ (8083 — 83085 ) %, ve X, = A X _ (802, — 8983 ) %,
Q98 —ydy; A8y —Aydy; Qp8y —ydy; Qpy —Aydy;
bulunur ki M=b'eR ve M=d'eR denilerek

a10a21 - azoan a10a21 - aZOail
{{0, b'x3,d5(3,X3}|x3 € R\{0}} ideal noktas: elde edilir. Bu ideal noktanin ilk adimda
noktalar kiimesinden elde edilen {0,b’,d’,1} ile aym nokta oldugu gorilmektedir.

Benzer sekilde asli determinantin se¢imi yani dogrunun durumuna gore 6zel olarak

{0, ',1,h'} ve {0,1,1',n"} ideal noktalarina da ulasmak miimkiindiir.

Simdi de tersine verilen noktalardan gegen dogruyu temsil eden iizerinde olma
matrisinin nasil bulunacagi 6rnek iki nokta alinarak belirlenecektir. Ornek olarak;

{L,a',c',0}, {L¢€,0,9} noktalarindan gecen L dogrusunu temsil eden matris

bulunacaktir. Bu dogrunun ideal noktas1

ofl,a',c',0}+ p{L,e,0,9={a+ B, ad' + pe',ac’, g’} i¢cin a+ =0 olmak tizere

{0, p(-a'+¢"), p(-c), po3=p4{0, —a'+e',—c’, g} seklinde olup ¢ #0 igin
{0,b’,d", 1} seklinde alinabilir. Ayrica {l,a’,c’,0} normal ve {0,b’,d’,1} ideal

noktalarmin  lineer birlesimi  olan noktalar x,yeR x#0 olmak iizere

aOO a01

{La' +x'yb',c'+x'yd’, x 'y} seklindedir. L dogrusu %o A e R} bicimindeki bir
a20 a'21
A Ay

matristir. Alinan noktalar XxA=0 denklemini saglayacaktir. Buradan
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8y 9y

[l a’ ¢ O] a, 4y, :[O 0]:a00+a’a10+c’a20=0

8y ay ay +a'a,; +Ca, =0 ,
8y 8y
8y 8y
+e'a,+0ga,, =0
[l er 0 g!] aio all — [0 0] — aOO ,a10 g,a‘SO ,
8y 8y a, +e'a,+9a; =0
8y A
8y Ay
’ -1 ’ ! -1 r -1 _
|:1 a! + X—lybl Cr + X—lydr X—ly] alO a:ll =0= aOO + (a,+ Xilyb,)aio + (C, + Xilyd ’)a‘20 + (X71 y)a'SO =0
8y Ay ay, +(@'+x7yb)a, +(c'+x"yd")a, +(x"y)a, =0
8y 8y
ve
8y 8y
b'a,+da,,+a,,=0
[O b/ d ' 1] a10 ail — [0 O] — ’aIO , 20 aSO
8 Ay b'a, +d'a, +a; =0
8 Ay

denklemleri elde edilir. Bu denklemler ortak ¢oziiliirse

Ay = A8y, Ay =48,, &y =3y, &; =3y, 8y =y, 8y =yay degerleri bulunur.

Burada

2{ — _af(el _af _ glbl)*l(cf + gld ’) _CI , ﬁ — (el _ al _ glbl)*l(cl + gld I) Ve
y=(-b'(e'—a’ —gb)*(c'+g'd")—d’) seklinde bilinen sayilardir.

Aa,, Aa,
a a . .
Boylece o P matrisi elde edilir.
a‘ZO a21
Y8y Yy
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Simdi de m=2 durumu incelenecektir. Bu durumda 2-boyutlu alt uzay yani P,

uzayinin hiperdiizlemi kavrami
I, ={P(x)|[xA=0,Ac R{}

a'00
8y
a20
a30

seklinde tanimlanir. Burada tizerinde olma matrisi e R} bigimindeki bir diizlemin

noktalarinin nasil elde edilecegi 6zel durumlar gézoniine alinarak incelenecektir.

8o

By
XA=[X X X xs]a =0

20

a30

esitliginden
Ao Xp T QX + 8 X; + 850X, =0 (5.2.4)

denklemi elde edilir.

I. Durum. x,=1 olsun. Boylece {l x,X,,X%} formunda normal bir nokta segilmis
olsun. O zaman (5.2.4) denklemi a, X, +a,)X, +a,X; =—a,, sekline doniisiir. Burada
Ja,,, 8,8, #0 olmalidir. Aksi halde ay, =0 olur ki bu bir geliskidir. Ciinkii sifir
matrisi ~ bir  iizerinde olma matrisi  degildir. O halde a,#0 ise
X, =—8, By —a, BpX, —d, ApX, elde edilir. Burada kisaca -a, 'a,=a €R,
—a, 8, =b'eR ve —a,'a,=ceR denirse {{la'+bX,+C%y, %, X}X,, X, €}
seklindeki normal noktalar kiimesi bulunur. X, ve X, den en az biri sifirdan farkl iken

bu noktalar kiimesi {1,a’,0,0}+{{0,b’X, +¢'X;, X,, X;}[3%,, X, e R{0}} seklinde de ifade
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edilebilir. Ozel olarak X,,x, € R{0} i¢in {1,a’,0,0}, {0,b’,1,0} ve {0,c’,0,1} noktalar:

secilirse denklemi sagladiklar1 kolayca goriiliir. Boylece diizlemin bir normal ve iki
farkl ideal noktasi belirlenmis olur. Dolayisiyla diizlem
{1,a’,0,0}y{{0,b',1,0},{0,c’,0,1}} seklinde temsil edilebilir.

Benzer sekilde a,,#0 alinarak x,x, € R{0} icin {,0,d",0} normal ve
{{0,1,¢',0},{0,0, f',1}} ideal noktalarina ulagilir ve diizlemi
{1,0,d’,0}yu{{0,1,¢',0},{0,0, f",1}} seklinde temsil etmek de miimkiin olur. Ayrica
ay,, #0 alinarak x;,x, e R{0} icin {1,0,0,9} normal ve {{0,1,0,h’},{0,0,1,k}} ideal
noktalarina ulasilir ve bu durumda dizlemi {1,0,0,9}U{{0,1,0,h},{0,0,1,k}}

seklinde temsil etmek de miimkiindiir.

Burada {1,a’,0,0} ve {1,0,d’,0} normal noktalarindan gegen dogrunun ideal noktasinin
b',e’ #0 i¢in {0,b’,1,0}={0,1,¢’,0};

{L,a’,0,0}y ve {1,0,0,g} normal noktalarindan gegen dogrunun ideal noktasinin
c',h"#0 i¢in {0,c’,0,13={0,1,0,h’};

{1,0,d’,0} ve {,0,0,9'} normal noktalarindan gecen dogrunun ideal noktasinin
f',k"#0 icin {0,0, f',1}={0,0,1,k}

oldugu agiktir.

Il. Durum. Eger diizlemin {0, X, X,,X;} Ozelligindeki noktas1 denklemden bulunmak

8o
&y
aZO

83

istenirse [0 X, X, X] =0 denklemi agilip @)X, +a,X, + 5%, =0 esitligi elde
edilir. Burada a,, #0 ise X =-a, ‘a,,X, —a, a,X, bulunur ki —a,‘a,,=b"eR ve
a, 8, =CeR denilerek {{0,b'X, +C%y, X,, X;}FX,, X; e R{0}} ideal noktasi elde
edilir. x,,X;, #0 i¢in bunlarm ilk adimda noktalar kiimesinden &zel olarak elde edilen

{{0,b',1,0},{0,c¢',0,1}} ile aym ideal noktalar oldugu goriilmektedir. Benzer sekilde
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a, =0 icin x,X; #0 ve a, #0 i¢in X, X, =0 kabul edilerek 6zel olarak sirasiyla ilk
adimda bulunan {{0,1¢€’,0},{0,0, ', 3} ve {{0,1,0,h'},{0,0,1, k'}} ideal noktalar1 da

elde edilebilir.

Simdi de tersine verilen noktalardan gecen diizlemi temsil eden iizerinde olma
matrisinin istenilen 06zel sartlarda nasil olacagi incelenecektir. Bunun igin farkli

{L,a’,0,0} ve {1,0,d’,0} (burada 3 a’',d’#0 dir.) normal noktalar1 ve {0,c’,0,1} ideal

8o

By
a‘20

83

XA =0 denklemini saglayacaktir. Buradan

noktasi alinsin. Aranilan matris e R} bigiminde olacaktir ve alman bu noktalar

a‘00
' a10 _ i _
[1 & 0 0] =0=a,+aa,=0,
a20
83
8o 8o
’ a10 _ [/ _ ! a10 _ ! _
[1 0 d 0] =0=ay,+d4a,=0 ve [0 ¢ 0 1] =0=c'a, +a, =0
a20 a‘ZO
83 83
denklemleri elde edilir. Bu denklemler ortak c¢oziilerek a'=0 i¢in ay, =-da,,
—d'ay,
a'da .
a,=a"'da, ve a,=-ca' 'da, degerleri bulunur. Béylece | matrisi
a‘20
—c'a’'d'a,,
—d’
. : a"d’ .
elde edilir. Burada yine a,, =1 alinarak i matrisine ulagilir.
_Crar—ld/

85



5.3. n-boyutlu Uzay ve Altuzaylarin Matris Temsillerinin Orneklerle Incelenmesi

Boliimiin bu son kisminda ise 4. boliimde vektér uzaylari iizerine kurulan projektif
uzaylardan genellestirilerek elde edilen modiil {izerine kurulan uzay Borsuk (1969)
tarafindan yapilan calismadaki yontem ile incelenmistir. Bu uzaymn alt uzaylarinin

matris ile temsilleri bir 6rnek ile arastirilmastir.

4. bolimiin 4. kisminda R lokal halkasi {izerindeki (n+1)—boyutlu modiil iizerine n-

boyutlu P(M) uzay: insaa edilmisti. Simdi P(M) uzayindaki bir X noktasi Borsuk

(1969) tarafindan yapilan ¢alismadaki yontem ile {X,, X,,...,X,} seklinde gosterilsin. O

zaman P(M) nin x ={X,,X,,..., X,} noktasi igin iki durum s6z konusudur:
I. Durum. x, ¢ | ise X, € R mevcuttur. O halde

Ko Xps oo X F=LL X, 7%, X Xy, X, X} elde edilir. Bu noktalara P(M) uzayinin

normal noktalar1 denir.

II. Durum. x,el ise x,=iel i¢in {X;,%,.. X, }={i,X,%,,....X,} bi¢imindeki

noktalara P(M) uzayinin ideal noktalar1 denir.

Boylece P(M) uzayinin noktalari tizerindeki denklik bagintis1 asagidaki gibi tekrar

dizenlenebilir:

X={LX,....X.}e M\ 1™ ve 1R\l igin

L X, X0 X 3 ={A, AX, AKXy, AX F Olup {1 X, X, X} Ble {4, A%, AX,, ..., AX, } ayni

noktay1 gostermektedir(ayni denklik sinifina aittir).

Benzer  sekilde y€R\l icin {1, X, X%,,..., X, } ile  {, X, 7%, X}

{0, X, Xy 0o, X} =1, ¥ X, 7%, ..., X, } ayni noktayr gostermektedir.

P(M) uzayinin m—boyutlu alt uzayi tanimi asagidaki sekilde de verilebilir:
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IT,, uzayr {X,,X,X,,...,X,} temsilcileri; A bilesenleri birimli ve degismeli R lokal
halkasindan alinan ve ranki N—m ve en az bir eleman1 birim olan bir (n+1)x(n—m)

matris olmak tizere
xA=0
denklemini saglayan P(X) noktalarinin kiimesidir.

Asagida alt uzaylar i¢in verilen bu tanimi agiklayan bir 6rnek verilecektir:

Ornek 5.3.1. n=2 icin M =(2+1,R) R lokal halkas1 iizerine kurulan 3— boyutlu bir

modiil olsun. R nin maksimal ideali | olsun. Boylece M modiilii lizerine kurulan 2 —

boyutlu P(M) uzay1 i¢gin m=-1,0,1,2 olmak tizere IT, alt uzaylar1 incelenecektir:
m=-1 icin IT , bos kiimedir.

m=0 igin II, alt uzayr nokta olarak adlandirilir. P(M) de bir nokta bir tektir.

Dolayisiyla ya normal ya da ideal noktadir. Bu yiizden 0-boyutlu alt uzay i¢in matris

gosterimi gerekli degildir. Ciinkii noktalar ayn1 A, , matrisi ile irtibathdir.

m =1 durumu incelensin. Bu durumda 1—boyutlu alt uzay yani dogru kavrami

a‘OO
I, :{P(X)‘XAz 0, AR’} seklinde tanimlanir. Simdi de iizerinde olma matrisi a,

a20
bigiminde olan bir dogrunun iizerinde bulunan noktalar 6zel durumlar gozoniine

alinarak tespit edilecektir. Burada
a00
XA=[X, X %] &, |=[0]= auX, +apX +a,X, =0

a'20

denklemi elde edilir.

Bir dogrunun (d, dogrusu harig¢) ideal noktasi bir tektir. Digerleri normal noktadir.
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I. Durum. Burada {X,,X,X%}eM\1® noktasi igin X, | ise bu nokta {Ix,%,}

seklinde normal nokta haline getirilir.

Once dogrunun{l, x,, x,} formunda normal bir noktasi almnsmn.

aOO
XA=[1 X X,]| &y |=[0]= ag, + X + 8%, = 0= a,,X, +8,)X, = —ay, (5.3.1)
a20

denklemi elde edilir.

g0
Burada | a, |e R’ matrisinde 3a,, a, e R\l olmaldir. Eger a,, a, el olsaydi

aZO
(5.3.1) denkleminden a,, €1 olarak bulunurdu ki bdylece matrisin tiim bilesenleri

idealde olurdu. Tiim bilesenleri idealde olan bir matris ise iizerinde olma matrisi

degildir. O halde burada,

1) ag, 8y, ¢l

i) a el veay,el

i) a el ve ay,el

olmak tizere ii¢ durumun incelenmesi gerekmektedir.

1) &g, ay € | olsun.  Boylece a, ¢l icin  (5.3.1) denkleminden
X, =—8y, 8y, — &, a,X, bulunur. Burada kisaca —a,,'a, =acR ve —a,'a,=beR
denilerek {{La+bx,, X2}|x2 € R} seklindeki normal noktalar kiimesine ulagilir.
X, € R\l iken bu noktalar kiimesi {1,a,0}+{{0,bx,,%,}{x, € R\I} seklinde de ifade

edilebilir. Ozel olarak {1,a,0} ve {0,b,1} noktalar1 segilerek denklemi sagladig
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kolayca  goriilir. Benzer sekilde a, ¢ icin  (5.3.1)  denkleminden
X, =—8, 8y, —ay dy% bulunur. Kisaca -a, 'a,=a'e€R ve -a, a,=beR
denilirse {(1,)<1,a’+b'X1)|XleR} seklindeki normal noktalar kiimesini elde edilir.
X, € R\l iken bu noktalar kiimesi {1,0, a’}+{{0,x1,b'xl}|x1 e R\ 1} seklinde de ifade
edilebilir. Ozel olarak {1,0,a} ve {0,1,b’} noktalar1 secilerek denklemi sagladiklar:

kolayca goriiliir.

Burada b,b’e R\l oldugundan {0,b,1} ve {0,1,b} noktalar1 ayni ideal noktay: temsil

etmektedir.

i) a,1 ve a,el olsun. Boylece (5.3.1) denkleminden X =-a, ‘ay, —a, ‘aX,
olarak bulunur. Burada kisaca -a,'a,=CeR ve -a,'a,=deR denilirse
{{L,c+dx,, X2}|X2 € R} seklindeki normal noktalar kiimesi elde edilir. x, € R\l iken bu
noktalar kiimesi {1, ¢, 0}+{{0,dx,, X,}{X, € R\1} seklinde ifade edilebilir. Ozel olarak

{L,c,0} ve {0,d,1} noktalar: segilirse denklemi sagladiklari kolayca goriiliir.

iii) a,el ve a, &l olsun. Boylece (5.3.1) denkleminden X, =-a,, ‘a, —ay, a,%
olarak bulunur. Kisaca —a,, 'a, =€ Ve a, ‘a,="f denilirse {{l,x,e+ fx}/x eR}
seklindeki normal noktalar kiimesi elde edilir. X, € R\l iken bu noktalar kiimesi
{1,0,e}+{{0, x,, fX1}|xieR\I} seklinde de ifade edilebilir. Ozel olarak {1,0,e} ve
{0,1, f} noktalar elde edilir.

Burada ii) ve iii) durumlarinda elde edilen ideal noktalar karsilastirilirsa d, f el

oldugundan elde edilen {0,1, f} ve{0,d,1} noktalar1 farkli ideal noktalardir. O halde

a‘OO a‘00
agel, ay¢l vea,el, a,yel durumlan kisaca | 1 | ve | a, | seklindeki dogrular
a'20 J

olarak ele alinirsa, bu dogrular farkli olduklarindan onlar i¢in bulunacak ideal noktalarin

da farkli oldugu agiktir.
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Il. Durum. x, €l ise nokta, 3 x;,x, R\l olacak sekilde {i,x,x,} bigimindeki bir
ideal noktadir. Eger dogrunun {i,x,X,} 0zelligindeki ideal noktas1 denklemden
bulunmak istenirse

Ao
[i x x]|a, |=0 denklemi agilarak

a'20

QX 850X, :_iaoo (5-3-2)

esitligi elde edilir.

Burada da benzer sekilde 3 a,, a,, € R\l olmalidir. Aksi halde (5.3.2) denklemi
X =—lay, —a,X, seklinde diizenlenirse bu denklemde —ia,, —a,,x, =b denirse be
olur. a, €l oldugundan denklem a, X, =b seklinde ifade edilebilir. Ancak maksimal

ideali | olan bir R lokal halkasinda a,b el olmak iizere ax=b seklindeki bir lineer

denklemin genel olarak bir ¢6ziimii yoktur. Bu durum 6zel bir 6rnek ile agiklanabilir:

R=27,= {% € Q ebob(p,v) :1} sistemi bir lokal halkadir ve R nin maksimal ideali

| = pZ, , dir (Anderson ve Kent 1992, Beachy 1999).

(p)

Burada p=2 i¢in R=Z, = {% e () ebob(2,v) :1} ve | =2Z, olsun. a,bel igin;

a=2.z=ﬂel ve b=2.£=ge| olarak alinsin. ax=b:>—x=2:>x=i olur.
3 3 5 5 3 5 10

Ancak x ¢ R dir. Ciinkii ebob(2,10) =2 =1 dir.

Genel olarak keyfi p asali igin maksimal ideali 1=pZ, olan R=Z  lokal

halkasinda a,b €| olmak lizere ax =b denkleminin ¢oziimii yoktur.
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Tiim bilesenleri idealde olan bir matris iizerinde olma matrisi degildir. Bu durumda

g0
a,,8, €l iken | a, | iizerinde olma matrisi kullamilarak {i,x;,x,} seklinde bir ideal

aZO

nokta elde edilemez. Bu durum R cismi iizerine kurulan uzayda karsilik gelen durum

ile uyumlu bir sonug verir. Ciinkii R de idealin tek elemani olarak O sayisi alinir Ki

0
0| kolonunun bir dogru gostermeyecegi daha dnce ifade edilmisti. O halde tizerinde
0

olma matrisi i¢in

1) 2y, &y |

i) a,el veay,el

i) a,el vea,el

olmak iizere ti¢ farkli durumun incelenmesi gerekmektedir.

I) a,,a,¢!| olsun. Bu durumda (5.3.2) denkleminden x,x, <€l olmaldir. Bu

durumda {i, x;, X, } Ug¢liisii bir nokta gostermez.

i) a,¢#l a,el olsun. Béylece (5.3.2) denkleminden x =-a,, ‘ia, —a, a,X,
bulunur. Burada a,, € | oldugundan x, €| olur. Bu durumda {i, x, x,} sirali tigliisiiniin
bir noktay1 gostermesi i¢in X, € R\l olmalidir. O halde kisaca —am_liaOO =jel ve

—ay, 'a, =b denilerek {{i, j +bx,, X,}{X, € R\ I} ideal noktalar: elde edilir.

iii) a,el, a,el olsun. Boylece (5.3.2) denkleminden x,=-a, 'ia,, —a, a,X
bulunur. Burada a, el oldugundan x, el olur. Bu durumda {i,x,X,} siral
glisiinin  bir nokta goéstermesi i¢in X, € R\l olmahdir. O halde kisaca
—a,, 18y, = j'€ | ve —a, ‘a, =b’ denilerek {{i,x,, j’+b'%,}x, € R\ 1} ideal noktalar:

elde edilir.
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6. YENI BiR PROJEKTIF KOORDINAT UZAY ORNEGI

6.1. Giris

Bu bolimde once K=M_ (R) lokal halkasi iizerine (n+1)—boyutlu M=R [

n+l
modiilii kurulmustur. Daha sonra denklik siniflar1 yardimiyla n—boyutlu bir projektif
koordinat uzay:1 insaa edilmistir. Bu uzayin nokta ve dogrular1 belirlenerek, noktalar
simiflandirilmistir. Son olarak m=2 ve n=3 ile m=3 ve n=3 0&zel hallerinde
kurulan iki farkli 3—boyutlu Projektif Koordinat uzay 6rnegi i¢in iizerinde olma matrisi
ile temsil edilen bir dogrusunun fizerindeki tiim noktalar 6zel durumlar gdzoniine
alinarak belirlenmis ve tersine verilen iki noktadan gecen dogruyu temsil eden {lizerinde

olma matrisi, Maple™ 13 programi da kullamlarak, bulunmustur.

6. 2. Yeni Bir PK-Uzay Insaa Metodu

Elemanlar1 R cisminden almman mx(n+1) tipindeki tim matrislerin kiimesi olan

M=R

n+1

kiimesi, K=M_. (R) lokal halkas iizerinde (n+1)— boyutlu bir modiildiir.

Bu modiiliin bir bazi

0 0o -~ 0 0
0 0 0 0

Elz |E2: . K 1En+1_
100 0 010 0 0 0O 1

dir. K=M,_ (R) lokal halkasinin maksimal ideali 7K =J dir. J maksimal idealinin

herhangi bir eleman1 asagidaki gibi elde edilir:

010 0 a a 0 a, @ 2

001 0 ° m 0 0 a L
0 a

000 . 0 L "Pl =]0 0 0

1 0 a : a,

000 0 °/mm 1000 0 0 O




M modiiliiniin herhangi bir

Xll XlZ Xl3
X — Xa Xy Xy
Xml Xm2 Xm3
elemani {E,, E,,...,E,,, } bazina gore

Xml X(m—l)l Xll sz X(m—l)z X12
X = O Xml ) X21 E1+ 0 Xm2 ) X.ZZ
0 . : 0 o

0 0 X 0 0 X

seklinde ifade edilebilir.

n+l

Xl(n+1)
X2(n+l)
Xm(n+1)

Xm(n+l) X(m—l)(n+1) Xl(n+1)

0 X X
(n+1) 2(n+1)
E,++ . 0 . : E..
0 T 0 Xm(n+1)

Burada M nin M, = {ZAEi |A el }6261 alt kiimesi tanimlansin. Bu kiime M

i=1

nin bir alt modiilii olup, J deki elemanlarin 6zellikleri geregi, M, da kapsanan bir

matrisin son satirinin tiim elemanlarinin 0 yani

X1 X
M, =
X(m—l)l X(m—l)z
0 0

oldugu kolayca goriiliir.

X1(n+1)

X; eR
X ]
(m-1)(n+1)
0

M* =M\ M, olsun. M" kiimesi 1<i<n+1 veenaz bir X, #0 olmak iizere

Xll X12
X21 X22
Xml Xm2

seklinde elemanlardan olusur.
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Simdi M® kiimesi ilizerinde denklik smiflar, M nin M, ¢ikarilmis 1-boyutlu alt

modiilleri olan denklik bagmtis1 diisiiniilsiin. Boylece X,Y eM" ise X in Y ye

denkligi AeK"=K\J olmak iizere Y =AX olarak tanimlansin. Bu denklik
smiflarin kiimesi P(M) ile gosterilsin. P(M) ye n—boyutlu projektif koordinat uzay

ve P(M) nin elemanlarmma nokta denir. X vektoriiniin denklik sinifi P(X) ile
gosterilecektir. X e P(X) in bir temsilci vektorii denir. 2 € K* olmak {izere, AX de

P(X) in bir temsilcisidir, yani P(1X) = P(X) dir.

a a et Ay ) Xu Xt Xy
0 a -« a Xy X,y tee X ) o
P(X)=4| . > . vENEOE . Y la 20 Al<i<n+licin 3x, £0
0 0 - a, Xow  Xmo o Xm(n+1)
yani
m-1 m-1 m-1
q X(i+l)1 iX(i+1)2 o z q X(i+l)(n+1)
i=0 i=0 i=0
m-2 m-2 m-2
P(X) = Zaix(i+2)l & X(i2)2 Zaix(i+2)(n+l) a, #0, 3 Xy Xppseos Xy 20
i=0 i=0 i=0
A X A X2 aOXm(n+l)

seklinde ifade edilir. P(X) denklik smifinda her elemanin son satirinin en az bir

elemani 0 dan farkli oldugundan higbir eleman M, da degildir.

P(M) uzayinda (—1)—boyutlu bir alt uzay bos kiimedir. Sifir boyutlu alt uzaya nokta,

bir boyutlu alt uzaya dogru denir. iki boyutlu alt uzay ise diizlem olarak adlandirilir.
X eM" i¢in P(X)={AX|2 €K'} kiimesi P(M) uzaymn O—boyutlu alt uzay: ve
dolayisiyla bir noktas: kabul edilsin.

Simdi P(M) nin P(X) ve P(Y) gibi farkli iki noktasinin K —bagimsizlik sarti

incelenecektir:
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aQ @ m || X1 X Xy(n+1) by b o b Yu Yo ot Vi
0 a, A, || Xa X Xo(n+1) N 0 by = bl Ya Yo = Yonu _
0 0 ao Xml Xm2 Xm(n+l) 0 0 - bo yml ym2 o ym(n+1)
m-. m-1
Zal X(|+1)l + zb y(|+l)1 Zal X(|+1)2 + Zb y(|+1)2 o zal X(|+1)(n+l) + Zb y(|+1)(n+l)
=0 =0
_ m—2 _ _
a- Xiizon T Z b, Y v A Xis2)2 T Z b, Y22 Zai Xis2yne) T Zbi Yii+2)ns1)
i i=0 i=0 i=0
Xy + bo Ymi X, + bo Y2 o aOXm(n+1) + bo ym(n+1)

matrisinin M, 1 eleman1 olmasi

Xy + bo Y = 0
A Xy boymz =0

aOXm(nJrl) + boym(n+l) = 0
esitliklerini gerektirir.

Bu lineer denklem sisteminin katsayilar matrisi A ile gosterilirse rankA=2 ise
a, =b, =0 bulunur. Bu da

0 a1 ' m-1 0 bl ) bmfl
0 0 = B (|00 o by
0 0 0 0 0 0

matrislerinin J nin eleman1 oldugunu gésterir.

O halde temsilcileri sirasiyla X,Y e M olan P(X) ve P(Y) noktalarinin K —bagimsiz

olmasi i¢in gerek ve yeter sart
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Xm(n+l) ym(n+1)

katsayilar matrisinin rankimn 2 olmasidir.  Bu  X'=(X;, X000 Xpniyy) V€
Y= (Y1 Yimar-s Ymniny) Kolonlarmnin lineer bagimsizligi yani X ve Y matrislerinin m.

satir vektorlerinin lineer bagimsizligidir.

P(X),P(Y) e P(M) K —bagimsiz iki nokta olmak iizere

Sp{P(X),P(Y)}= {/1X + 7Y ‘EI Ay e K*} kiimesi P(M) uzayinin 1-boyutlu alt uzayi

kabul edilsin. Sp{P(X),P(Y)} alt kimesine P(M) uzaymin bir dogrusu denir.
Sp{P(X),P(Y)} kiimesi

& A [ X1 Xt X by b ) (Ya Yot Vi
0 a v AL | Xa Xpo o X n 0 bo o || Yoo Y22 0 Yoy
0 0o ... a, X Xp2 Xm(n+1) 0O 0 .. bo Yor Ym2 ot ym(n+1)

seklindeki, son satirinin en az bir eleman1 0 dan farkli olan, matrislerden olusur. Bunun

icin yukaridaki toplamda en az bir terim nokta gostermelidir. Birinci terim igin @, #0
ve 1<i<n+1i¢in 3 X, #0 ise nokta gosterdigi sdylenebilir ki ikincisi i¢in de benzer

durum gecerlidir.

P(M) uzayindaki noktalar asagidaki gibi ikiye ayirabilir:

V P(X) € P(M) noktasinin X € M" temsilcisi
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Xml X(m—l)l Xll 0 0 O O Xm2 X(m—l)2 X12 O 0 0 0
X = 0 X1 X, || O 0 0 N 0 Xo X, |0 O 0
: 0 R | I R ST : 0 .o :
0 - 0 x,)\1 00 -0 0 - 0 x,)lo 10 0
Xm(n+1) X(m—l)(n+1) T Xl(n+1) 000 -0
0 Xin(n+1) o Xy(nag 000 -0
+eeet . . . Ce e
0 R .o
0 0 Xy )lO 0 0 - 1
seklinde yazilabilir. Boylece X matrisi
Xop Xm0 Xu Xn2  Xm-pz 0 Xp Xy Xy 7 Xine
0 X e X 0 X e X 0 Xin(ns s Xos
X1: 5 01 . :21 ’ X2= ) Oz 22 ,...,X,Hl: : (01) . 2(. 1)
O o 0 Xml 0 o 0 Xm2 0 0 Xm(n+1)
n+1

olmak iizere X =) X,E; yada X =(X,,X,,.., X,,,) € K™ seklinde ifade edilebilir.

i=1

I. Durum. X temsilcisinin ilk bileseni olan X, € K matrisi i¢in X, #0 ise, yani
X,2J=nK ise, X, tersi var olan bir iist liggensel matristir. O halde X, eK

mevcuttur. Boylece esitligin her iki tarafi X, ile garpilarak X temsilcisi

X =(1,,X,,....X,,,) formuna getirilebilir.

Bu sekilde elde edilen, temsilcisi

0 Xgp o Xl(n+l)
X = 0 X.zz XZ(.n+1)
1 Xm2 Xm(n+l)

formunda olan noktalara P(M) uzayimin normal noktalari adi verilir.
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Xml X(m—l)l Xll

e e .. . . 0 Xm1 ot Xgl ..

Il. Durum. X temsilcisinin ilk bileseni olan X, =| . 0o e K matrisi
0 e 00 Xy,

icin X, =0 ise yani X, eJ =nKise X, ters matrisi mevcut degildir. O halde X in

bilesenleri sirasiyla

0 X(m—l)l Xy Xin2 X(m—1)2 X Xm(n+1) X(m—l)(n+1) o Xl(n+l)
0 0 Xy 0 Xin2 Xy 0 Xm(n+1) o X2(n+l)
: O . . . E ) E 0 . . . 5 b H 5 0 . .

0o .. 0 0 0 0 X, 0 0 Xpguay

bigiminde yazilabilir. Temsilcisinin matris gosterimi

Xjp o X o oo Xl(n+l)
Xop Xy ot X2(n+1)
O XmZ Xm(n+1)

seklinde olan P(X) noktalarina ideal nokta ad1 verilir.

Ayrica P(M) uzayinda s=-1,0,1,...,(n—1) olmak iizere s— boyutlu alt uzaylar

hakkinda asagidaki ifadeler gecerlidir:

Xjg X o oo Xl(n+1)
: Xa X2 0 Xy G
S —boyutlu bir alt uzayin P(X) noktalarmin X = . . . temsilcileri,
Xml Xm2 o Xm(n+1)

A bilesenleri K halkasinin elemanlari ve ranki n—s olan bir (n+1) x(n—s) matris

olmak tizere XA =0 denklemini saglarlar.
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6.3. 3-Boyutlu PK-Uzay Ornekleri

Bu kisimda, yukarida insaa edilen n—boyutlu projektif koordinat uzay1 i¢in verilen bir
dogru iizerindeki noktalart ve daha da Onemlisi verilen noktalardan gecen dogruyu
belirlemek i¢in yapilan islemlerin elle yapilamayacak kadar uzun ve zor oldugunu
gostermek amaciyla iki 6zel 6rnek verilecektir. n—boyutlu projektif koordinat uzayi
icin 6nce m=2 ve n=3 ve daha sonrada m=3 ve n=3 alindiginda olusan 3—

boyutlu iki farkli P(M) uzayi siradaki drnekler ile incelenecektir.

Ornek 6.3.1. m=2 ve n=3 secilerek olusturulan 3—boyutlu P(M) projektif

. . - Xll X12 X13 Xl4
koordinat uzayinda bir dogrunun P(X) noktalarmin X =
X21 X22 X23 X24

temsilcileri, A bilesenleri K halkasinin elemanlar1 ve ranki 3—1=2 olan bir 4x2

matris olmak {izere XA=0 denklemini saglarlar. O halde P(M) uzayinda dogru

kavrami {P(X ) ‘ XA=0,AcKj\J; } seklinde de tanimlanabilir.

Simdi {izerinde olma matrisi K3 \ J; kiimesinin

(52) (62
0 a, €,
by, b
¢ o)
0 Clj
d

o s

bigiminde bir elemani olan dogrunun iizerinde bulunan biitiin noktalar 6zel durumlar

o o T o
(@)

|l
|

0o Q = @D
o
(@]
S

o
o

S
N
7\
o
O:T Hj
N

L

gozoniine alimarak tespit edilecektir. Burada 3 a,, b,,c,,d,,&,, f,, 9N, #0 oldugu

agiktir.
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Aranilan P(X) noktalarinin temsilcilerinin sagladigt XA=0 denklemi acik yazilarak

536
0 a, 0 e
R
Exn an szz Xia | [ Xz X3 | [ Xaa X14j 0 b 0 f _((0 O [0 0
(0 X, )\ 0 xzzj(o xzj[o me ¢, G 9 O, _((o oj 0 OB
ool 53
d, d, h, h
o) o n)]

esitligi ve buradan da
X21 Xll aO a'.l. + X22 X12 bO bl + X23 X13 C0 Cl + X24 X14 d 0 dl — O 0
0 x4, /L0 a 0 X, /)\O Dby 0 x5 /{0 ¢ 0 X,/)L 0 d 00

ve

x

h, h

X21 Xll e0 el + X22 X12 1 + X23 X13 gO gl + X24 Xl4 1 — O O
0 x, /{0 e 0 x, L0 f 0 x3)L0 g 0 x, /{0 hy) (O O

esitlikleri elde edilir. Burada matris carpimlar1 yapilarak sekiz bilinmeyen bulunduran

asagidaki dort denklem yazilabilir:

X8 + Xzzbo + X55Co + X24do =0
Xo1@ + Xp38g + Xpoby + X1 + XpaC; + X5Co + X0 + X,,dy =0
X21€ + Xp2 fo + X300 + X24ho =0
Xp1€1 + X110 + Xop 1+ X5, B + X500, + X130 + X550, + X,,hy =0

I. Durum. X € M" temsilcisi i¢in X,, #0 yani P(X), temsilcisi X =(l,,X,, X;, X,)

formunda yazilabilen normal bir nokta ise XA =0 esitliginden elde edilen denklemler

8y + Xl + X,5C, + X,,d, =0

a+ Xzzb1 + X12b0 + Xa3Cp + X3Cp + X24d1 + X14do =0

€ + Xy fo + X0, + X24ho =0

€y + Xo, 1+ X5, o + X500, + X130 + Xp0hy + X0, =0
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sekline doniistir.

™

Bu denklem sisteminin ¢oziimleri Maple'™ 13 programinda ¢ozdiiriilerek asagidaki

sonuglar elde edilir:

2 2 2 2
{X12:(C0g1f0X24d0+CO glfO a0_1:0 CO X24 hl_fO CO X14 h0+f1 C0 X24 ho+go b1X24d0

2
+gofoCoal_gocoflao_goblcoeo_goclfoao_bogo X24d1+bogocoel

2
+bogocleo_bocogleo_bogo X14do+gofoCoX24d1_90C0f1X24d0+gofoCOX14do
9 fo X4 do —Y% bl Co X4 |f'o + bo 90 €1 X ho + bo 9 Co X2 h1 + bo 95 Co X14 ho

2 2 2 2 2
_bocoglxz4ho_foco e1+f1C0 € T 9% b1ao_bogo al)/(bogo_foco) 1 X3 =

2 2
_(_bo glxz4h0+boglfoa0+flcoboeo+foboCleo_fobogoal_clfo X24d0

2 2 2 2
+ngOb1a0_f0blcOeO+fO COX14dO+f0 C0X24dl+b0 g0X24hl—|_b0 gOXZL4hO

_bogoflao_focoboel_bogof1X24do_focoboX24h1_foC0boX14ho

+ bO gl fO X24 d0 + fl C0 bO X24 hO + fO g0 bl X24 d0 + fO b0 Cl X24 h0 N fO b0 gO X24 dl

2 2 2 2
_fobogoX14do_foblcoX24ho_bo g1e0+b0 gOel_leO ao+fo COal)/(

X :_gOaO—Con—COX24h0+gOX24dO’
e by 9y =1, S
X23:_boeo+fo);24do_boxz4ho+foao,X —x.}

0916 oo

2 2 2 2
b0 d, —21‘000b0g0+f0 C, ),xmzx

O halde bulunan ¢oziimlerdeki katsayilar kisaca a’,b’,c’,d’,e’, f’,g’,h’,k’,I’e R olarak

adlandirilirsa X temsilcisinin denklik sinifi

P(X):{(O a'+bx, +C%, d'+ex,+ %, X,

, %,, € R ¢ seklinde elde edilir.
1 g’ +h'x,, K'+1'%,, XJ'XM s }$e e e S

_— L Xy X, Xy X
. . e M’ icin =0,
I. Durum. Temsilcisi X e M" igin X,, =0, yani | '** " " ™| formunda olan
X22 X23 X24

bir P(X) ideal noktasi ele alinsin. X matrisinin
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X =(X1=(O Xll]’x2 :(XZZ XlZJ, X3 Z(XZS XlSj’X4 =()(24 X14J
0 0 0 X, 0 Xy 0 X,

seklinde temsil edilebildigi bilinmektedir. Burada 3 X,,,X,;, X,, #0 olmalidir. O halde
X,, #0 kabul edilirse X, eK" olup tersi olan bir iist {iggensel matristir. Boylece

esitligin her tarafi X, matrisi ile carpilarak X matrisi daha basitce

X — Xll O X13 X14 — X — 0 Xll I — 1 O X — X23 X13 X — X24 Xl4 c K4
0 1 Xy Xy Ploo0)2 o 1) Lo ox )t Lo X,
seklinde de temsil edilebilir. Boylece XA =0 esitliginden elde edilen denklemler

By + X,5C, + X,,d, =0
X118y + B + X5C, + X15C, + X,,d; +%,,d, =0
fy + X330, + X,,n, =0
XlleO + fl + X23gl + X13g0 + X24h1 + X14h0 = 0

sekline doniistir.

Bu denklem sisteminin ¢oziimleri Maple™ 13 programinda ¢ozdiiriilerek asagidaki

sonuclar elde edilir:

2 2
{X11 =X Xy = (Co h0 X118+ G ho bl —G h0 d0 X118~ % h0 d0 fl —G h0 dl f0

2
+c0d0hlf0—c1b0ho —hogodoxllaO+hodlgObOJrhodoglbojthocldof0

2 2 2 2
_hogodobl_dohlgobo_gldo fo+godo XlleO+gOd0 f1)/(Coho_godo 1 X1

2 2
€,+0,0d,Cy X%, € +9,C,hy %, a,—9, d,x,a,—¢, h,f +g,c h b

2
:(_COhOX 0°11°0 0 071170 071170 0071

11

001 000 07170
2 2 2 2 2
-g,¢,d, f,+d, g, bOJrgOcldofo)/(—ZgodocohoJrg0 d, +¢, hy ),
) :_hobo—dofo ) :—cofo+gobo}
2 Coho_godo 2 Coho_godo

2 2
+¢, h1f0+coh0g:;1b0—g0 d0b1+god c f —cohlgobo—gld c f —goh c. b
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Elde edilen sonuglardaki bilinen katsayilar kisaca a”b"c”,d"e" f"eR oOlarak

adlandirilirsa X temsilcisinin denklik sinifi

0 a"+b"%, c"+d%
P(X):{(Xal 1 e” 11 f” ll}| XlleR}

seklinde elde edilir.

Simdi de tersine verilen noktalardan gecen dogruyu temsil eden iizerinde olma

matrisinin nasil bulunacagi, 6rnek iki nokta alinarak belirlenecektir.

0 x X 0
I. Durum. Temsilcileri X =[ 2 X“‘J ve Y =[ Yo Vi y”] olmak
1 X22 X23 X24 1 y22 y23 y24

iizere P(X), P(Y) normal noktalar1 almsim. Aramlan matris K3\ J; kiimesinin

| a'0 a‘l eO el |
0 a, 0 &g
a e by B} (fo 1
b f 0 b) (O f
c g CO Cl gO gl
d h 0 ¢) \0 g
dO dl hO hl
Lo d,) (o h)

formundaki bir elemanidir.

x — 1 O X22 XlZ X23 X13 X24 X14
0 1)1 0 x,) 10 x,/10 x,

Alinan matrisler

ve

v _ [1 Oj (Y2z ylz] (Y23 ylsl (ym ym]
0 )00 y,) L0 ys) (0 vy
seklinde temsil edilirse
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XA=0 ve YA=0 esitliklerinden 16 bilinmeyenden olusan 8 denklemli asagidaki lineer

denklem sistemi elde edilir:

8y + Xpl, + X,5C, + X,,d, =0

&+ Xpoby + Xpoby + X5, + X13Co + Xou0ly + X,y =0
€y + Xy, Ty + X330, + XN, =0

€+ Xy, F, + X, Ty + X050, + X530, + X0, + %x,,h, =0
8 + Yool + Y2sCo + Y240y =0

&y + Yool + Yioby + Y3Cy + Vi€ + Y00y + Y10 = 0
€+ Yoo fo + V2300 + Vaully =0

€+ Yo, fi 4 Yoo fo + Vo301 + Viao + Voulh + Yiuhy =0

Bu denklem sistemi Maple™ 13 programinda ¢ozdiiriilerek asagidaki ¢oziimler elde

edilir:

{a __X22y24do+xzzyzsco_yzzxz3Co_y22X24do a = (x 2 d +x 2 d
0 -y, +X e 22 Y1401 Xy You Uy
2" "2

+ Xzzz YisCo * Xzz2 Ya3 €17 Y20 %20 Y04 d1 T X Y1 You do X Y15 % do Y20 %50 %54 d1
Y22 %5 %14 do T Yo 50 Xo3 C1 T Y X55 X153 Co T Y2 %55 Y13 Co T X2 Y12 %23 o
Y22 %50 Ya3 €1 T Yo X0 Y1a do T X Y12 Y3 Gt y222 X5 C yzz2 X3G yzz2 X0 dl

2
Y X4 do t Y9 %15 %54 do Yo %12 Yos do Y20 %15 Y23 Co T Y0 X1 X5 Co) /
Xo0 g = Yoq 0y = ¥,5 Cy %5 G b= (x..x. d —x d

Yoy + Xy 10y = (X Xy Ug = %12 ¥4 G

Y20 Ya3 C1 T Y55 X3 O ¥pp X153 G Y00 X5y d1 Y X4 do T Xy Xo3 € T X5 X3 G
R d1 Xy Xy do X Yoy G T X5 X3 G T Y15 Yoy do Y Y14 d0 XY G
Y2 Y136 T Y00 You d1 X5 Y14 do Y15 Yo3 Co T %50 Y13 G T %55 Yoy d1 Y1, %53 %

2
(_yzz + Xzz) ' bo -

2 2
Y%y do) / (Xzz Y ~2Yy X22)’ Co = Cor €, = Cy» do = do’ d1 = d1’
0 —_ X52 Y Mg %55 Va3 g = Yoo a3 95 = Y %o4 N e =—(x 2 Ly 2
0 -y, +X M1 22 Y1390 T X Y239y
2" 2

y. h v h h h h
T X Yia Mo T X0 You My = Yon Xon Xy Mg = Yon X0 Y14 Mo = Y22 X200 Y1390 = Yoo X0 You My
Y0 X0 Yo3 91 T X0 Yin Yos Yo T X0 Y1 Yoy ho =X Y12 % ho ~ X5 Y12 %39

Y00 X5 X391 T Y00 X0p X139 T ¥pp Xpp Xy h1 Yo X5 %54 ho =Y X5 Yo ho
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Y3 %15 Vs O+ Voo Xz Xog G+ Yo Xog Oy Yy Xig O+ Yo Yoy N+, Xy M)/
X4 ho Yo ho Y2390 T %59
Yo T Xy
T Y9 Y23 91 T Y50 X3 91 F Y0 X138 T Y5, Xy h1 Y Xy ho X %5301 T %5 %139,
R R hl Xy Xy h0 X Y2300 T X X3 9g T Y15 You ho Y Y14 ho XY 9,

Y Y139 7YYy hl X Y14 ho Y1 Y2390 T X Y1399 T %55 Yyy h1 Y12 %3 9%

2 2
Y12 % ho)/(xzz Yy —2y22x22),90=g0, 9,=9, hozho’ h1:h1}

2
(_yzz + Xzz) ' fo -

' f1 - (X12 X4 ho ~ X2 Yo ho

0 x X X
Il. Durum. Temsilcileri X :( 12 s “j ve Y :(y“ Yo Vi y“j olan
X22 X23 X24 O y22 y23 y24

P(X) normal ve P(Y) ideal noktalar1 ele alinsin. Burada P(Y) ideal noktasi i¢in

3Y,,, Yo3 You #0 olmalidir. O halde y,, # 0 kabul edilirse bu noktalarin temsilcileri

X — 1 O X22 X12 X23 Xl3 X24 X14
0 1)00 %,) L0 X3) 10 x

ve

Y = 0 yu 10 Yos Vi3 Yoo Yua
0 010 )10 yg) 0 v,
seklinde ifade edilebilir.

XA =0 ve YA=0 esitliklerinden 16 bilinmeyenden olusan 8 denklemli asagidaki lineer
denklem sistemi elde edilir:

8y + XDy + Xp5Co + X,,dg =0

@y + Xpoby + X1pb + Xp3C; + Xi5Co + X0y + X0y = 0
€y + Xy, fy + X550, + X540, =0

€5+ Xy fy X, fo 4 X550 + X0l + X150y =0

By + ¥25Co + Yaely =0

Y118 + By + Y5C; + V1€ + ¥audy + Y100 =0

fo+ Y2590 + Yauly =0

Yii€o + i+ V250: + Yis0o + Yaullh + Yiuhy =0
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Bu denklem sistemi Maple™ 13 programinda ¢ozdiiriilerek asagidaki ¢oziimler elde

edilir:

2
{ao = X50 Y23 Cp = X33 G~ Xy do T X Yo do’ 8= Y11 %0 Y3 Co = X5 Y11 X553 G T X3 Y13 Co
d d y. d d

T X Y3 O T X0 Y Uo = X5 Y1y Xog U T Y10 Xop You Uo T %50 Yo Uy X5 Y03 G = X5 Gy
~ X530 Xy d0 X Yo do — X dl’ bo = Y3 G~ Yo d0’ b1 =
Y11 %50 Yo3 G T Y11 %23 Co T Y13 Co T Y23 € T Vi do Y1 % do Y11 %50 Yo4 do Yo dl’
Co=Co €1 =Cy CI0 = do’ d1 = dl’ €0 = X2 Y2390 X399 = X4 ho T X0 Yo ho' €=

2
Y11 %00 Y2390 7 X0 Y11 %03 9o T X0 Y13 9g T %00 Yo 9y T X5, Yy ho =X Y11 %54 ho
?y. h h h h h

Y11 %50 You Mo T X2 You Mo X35 Y3 90 = %55 G = Xyg Ny + %15 Yoy Ny = X4 s
fo = Y39 Yo ho’ 1E1 -
Y11 %50 Y2390 T Y11 %0390 7 Y1390 Y23 91 T Y14 ho Y11 %54 ho Y11 %0 Yo ho Yo h1’

979 9,=9; ho = h0’ h1 = hl}

olmak tizere tim ideal

a
0 a 0 e 0 0 0

Son olarak a= , e= ,0= ve A=
00 00 00 0

0

o O O @

noktalarin XA =0 denklemini sagladig1 acgiktir. Bu esitlik ideal dogru i¢in matris
temsiline gerek olmadigini gosterir. O halde ideal dogrunun tiim ideal noktalarin kiimesi

olarak tanimlanmas: yeterlidir.

Simdi de m=3 ve n=3 alindiginda olusan 3—boyutlu farkli bir P(M) projektif

koordinat uzayi incelenecektir.

Ornek 6.3.2. m=3 ve n=3 secilerek olusturulan 3—boyutlu P(M) projektif

Xll X12 X13 Xl4
koordinat uzayinda bir dogrunun P(X) noktalarmmm X =| X, X,, X,3 Xy,
X31 X32 X33

>

34

temsilcileri, A bilesenleri K halkasinin elemanlar1 ve ranki 3—1=2 olan bir 4x2
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matris olmak {izere XA=0 denklemini saglarlar. O halde P(M) uzayinda dogru

kavrami {P(X ) ‘ XA=0,AcKj\J; } seklinde de tanimlanabilir.

Simdi de {izerinde olma matrisi K3\ J; kiimesinin

| ao aj az eo el ez W

0 a a 0 ¢ ¢

0 0 a 0 0 g

b0 bl bZ f0 fl f2

a e 0 b, b 0o f, f
b f 0 0 b 0 0 f,
¢ g CO Cl C2 gO gl gZ
d h G G| [0 g o
0 ¢ 0 0 g,

d0 dl d2 hO hl h2

0 d, d 0 h h
L0 0 d, 0 0 hy)

bigiminde bir elemani olan bir dogrunun iizerinde bulunan biitiin noktalar 6zel durumlar
gozoniine alimarak tespit edilecektir. Burada 3 a,, b,,c,,d,,&,, fy, 9,0, #0 oldugu

aciktir.

Aranilan P(X) noktalarinin temsilcilerinin sagladigi XA=0 denklemi agik yazilarak
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aO al aZ eO el e2

0 a a| [0 ¢ ¢

0 0 a 0 0 ¢

bD bl bZ f0 fl fZ

0 b, b 0o f, f
X31 X21 Xll X32 X22 X12 X33 XZS X13 X34 X24 X14 O O b() 0 O fo 0 0 O 0 O O
0 Xy Xy || 0 Xy Xy || O Xy X3 || O Xy Xy e e e ggg=000 0 00O
0 0 x3JLO0 0 X,JLO0 0 x,J)L0O0 0 X o o r e 0 00 (00O

0 0 c 0 0 g,

do dy dp) (hy h Iy

0 d, d; 0 hy h

0 0 d, 0 0 h

esitligi ve buradan da

X31 X21 Xll aO a:l a'2 X32 X22 X12 bO bl b2 X33 X23 X13 CO Cl CZ
= 0 X3l X21 0 a0 al + O X32 22 O bO bl + 0 33 X23 0 CO Cl
0 0 xy4)LO0 0 a4 0 0 x, /{0 0 b 0 0 x5z/)l0 0 g
X34 X24 X14 dO dl d2 O 0
+ 0 Xy Xy || O d, d [=]0 O O
0 0 x4)J)LO 0 d 000

esitlikleri elde edilir. Burada matris ¢arpimlar1 yapilarak oniki bilinmeyen bulunduran

asagidaki alt1 denklem yazilir:

X318y + Xgoly + X35Cy + X5,d, =0

Xa18) + Xo18g + XaoBy + Xp00y + Xa3C; + X5 + X300y + X, =0

Xa1@y + Xo1@ + X185 + Xgoby + Xoo0y + X500 + X35C, + XpsCy + Xi5Co + Xaud, + X0y + X, A =0
X318y + Xa, Ty + X530y + Xg4N =0

Xg18) + Xp1€0 + Xap f 4 Xy f + X330, + X550 + Xgehy + X510 =0

Xg1€, + X518 + X;1€) + Xap F, + Xop Fi 4 Xy, g + X530, + X550, + X130 + X, + X550, + X, =0
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I. Durum. X e M" temsilcisi i¢in x;; =0 yani P(X), temsilcisi X =(l,, X,, X5, X,)

formunda yazilabilen normal bir nokta ise XA =0 esitliginden elde edilen denklemler

8y + XgoDy + Xg5Cy + X5,dy =0

al + X32b1 + X22b0 + X33C1 + X23CO + X34dl + X24dO = 0

A, + Xgol, + X,,00 + X,y + X35C, + Xp5C; + X;5C, + Xg,dy, + X,,d; + X0, =0
€y + Xgp Ty + X330, + X3,n, =0

€ + X5y T} + Xy, T 4 X550, + X550, + Xgh, + X,,n, =0

eZ + X32 fZ + XZZ fl + X12 fO + X3392 + X23g1 + X13go + X34h2 + X24h1 + X14h0 = O

sekline doniisiir.

™

Bu denklem sisteminin ¢oziimleri Maple'™ 13 programinda ¢ozdiiriilerek asagidaki

sonuclar elde edilir:

2 2
X, = (1, G 9, 1,8, =9, Go by € Xy Ny + Dy €5 9, %, 0y =29, b, €, 9, %, d
~ 0% ©y Ty Ay Ty €y +05 9 €y 9, F, Xy, Ay +05,9, €, 9, Ty Xy, dy + 539564 9, T %y, G

- bo 9% 1:o Co G2 %34 ho - bo 9 ¢ 1:0 Co X34 hl N bo 9 ¢ 1:o Co X4 ho + bo 9,69, fo X34 do

+2by 0y, Ty €y Xy Ny +0595 b, €39, Xy, g+, 9 €4 9, Ty Xy, dy = by %5, €, 9, My T €

2 2
_bogoclfocoe1+bofoco g1X24ho_bocogl fox34d0—bocoglfoc1eo

2 2 2 2
+2b090 fOCOX24d1_b090 COf1X24d0_bogO X34b1C0h1+2bOgO fOCOX34dZ

2 2 2 2
- bo 9 G fo X34 do - bo 9% b1 Cy %34 ho - bo 9% do X3, Cy f1 - bo 9y X34.C fo dl

2 2 2 2
_bogo bZC hO-’-bOgOfZCO X34h0+b0g0f1C0 X34hl+bOfOCO g1X34hl

0 %34
+0709,¢,9, T8~ bo2 90 Co 9p Xss Mg~ bo2 9o Co 91 %4 Ny #0595 6, 9, T
+bogocoglfla0+bogocoglfoal—bogofococze0+b0g0012f0x34 h,
—2Dby9, 1, Co2 X34 Ny =D, go2 X,4 0, €5 Ny =D, g02 X50 € To dy =Dy g02 Co fy X3 0y
- b, go2 Co fy X34 0y +2b, g02 fo Co X1 do T05 95 T, C02 Xo4 Ny =20, 9, T Co2 X14 N
—2b, 9,1, Co2 X34 N, =2 b, g, g Co2 Xog 1+ 1y Co2 9, fy Xy by +%5, €, 9, foz dy S

+2902b c, fx,d —gozbfcx d —gozfcb X d0+2902x b.c fd

17107370 107072470 07072734 347170170
2 2 2
+ g0 fO CO C2 X34 dO + gO 1:0 C0 b2 X34 h0 N gO fO CO bl Cl e0 + g0 Cl f0 CO X24 dO
2 2 2 2
+ g0 Cl 1:O CO X34 d1 + gO bl CO 1:0 X34 hl + g0 bl C0 1:O X24 h0 -2 g0 bl CO fl X34 hO
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2 2 2
_2g0b1C0g1f0a0+gofOCO f2X34d0+gof0CO f1X'3>4dl+gOfOCO le24d0

2 2 2 3 2 3
_gocoflclfoao_bo gOC191X34hO—b0 gOC091X34h1+f0 Co e2""f1 C €

3 2 2 3 2 3 2 3 2 2 3
—9 aObl _bo 9% a2+f1 Co X34ho+fo C X14ho_fo C g2‘310_foco f260

2 2 3 2 3 2 3 3 2 2.2
_fo C glal_fOCO f161+fo C X34h2+f0 C X24h1_go d0)(34b1 +9 b1 Co o

2 2 2.2 2 2 2 3 2 3

_gofo Co 3796 fo ao_gofl C ao_bo 9% X24d1_b0 9% X34d2
2 3 2 2 2 2 2 2 2 2

_bo 9% X14do+bo 9% Coez+bo 9% e1C1+bo 9% C2eo+bo C9 &

3 3 2 2 2 2 2
erogo b2ao+bogo alb1+coglclf0 ao_fo Co g1)(34dl_fo C ng24d0

3 3 2 ) 3
_foco 1:1)(34hl_foco f1X24 h0+g1f0blco eo_fo C g2X34do_foco 1:2)(34ho

2 2. 2 2 2 2
+290 C0f1b1a0+go b1 Co)(sztho_go focob2a0—90 blfocoa1+290 blclanO

2 2 2 2 2 2 2 2

_gofo Co X34d2_gofo C X24d1_gofo Co X14d0+gofo Coczao“LgofoCo bzeo
2 2.2 2 2 2

+gOC1fO Cody =96 fo X34do+goblco foe1_290blco 1:1eo+gofoco fzao

2 2 2 2 2 2 2 2 2
+ gO fO C0 fl a'1 - gO 1:1 C0 X34 dO + bO gO hO X24 Cl * bO gO CO X24 hl + b0 gO CO X34 h2
2 2 2 2 2 2 2 2
+ bO gO CO X14 hO + bO gO C2 X34 hO + bO gO hl X34 Cl - bO gO Cl gl eO N bO gO CO gl e1

- bo2 99C 9,8+ bo2 S g12 Xy y= 20,0, 1, Co2 & bty C02 9,€,+ Dby T, Co2 9,8
— b, G, g12 foa,+Db, go3 d; X3, b, +by go3 dy X,, by +by go3 b, %3, dy + 2D, g02 foCoa,
B b0 go2 a, ¢ f1 B bo go2 % f2 4~ b0 g02 b1 o~ bo g02 ¢, fo a4~ bo goz bl ¢ &
- b, 902 c, f,a, —b, 902 b,c,e,— b, 902 c,f,a, +byg, C12 f,e,—2b,9,f, 002 e,
+b,9,f, cozeo+b0 g, f, 002 e, +X5, b, co2 g, h,f,+2b,g,c f c e
+ bo 9 bl €918~ go2 b1 fo Co X34 dl) / ((=2 fo % bo 9o+ bo2 g02+fo2 Coz)

2

3
(b9, —f,¢)) X, =—(-2b,9,f c f x,d —b,g,f b cx, h —f ¢, a

171°0°3470 171°0°34°°0 2

+ bo3 902 €+ b03 912 €~ C12 fo3 4, fo3 Co2 Xa4 dz N f03 Co2 Ko dl N fo3 Co2 X14 do

+ fo3 C,C,a,+ fo2 002 b,e,+¢ 1‘03 C,d, — 012 fo3 Xy, 0y + D0, C02 f02 e +b, C12 f02 €,
N fo g02 bl2 a,~ f0 bo2 go2 a,+ bo3 go2 X14 ho N bo2 g02 fz a,+ b03 go2 Xa4 hz

+ b03 go2 Xou h1 B bo3 9,9, 6~ bo2 go2 f1 a, + fo2 Co2 bo €+ b03 g12 X34 ho

N bo2 912 fo 4, bo3 9,98+ f12 Co2 bo €~ bo2 go2 fz X3 do -2 bo2 9% f0 % &

N bo3 99, X34 ho + bo2 9,9, fo a,+ bo2 9 fz Co €t bo2 % f1 €&+ bo go2 fl b1 4,
N bo2 go2 f1 X34 d1 N bo2 go2 f1 Ko do + fo2 Co2 bo X34 hz + fo2 C02 bo Xou h1
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) 2 2 2 2
+fo C b0X14ho_fo Cobogz"’lo_foco f2boeo+focobo g2eo_foco flbleo

2 2 3 3 2 2
_bo 9, 1E0X34do_bo g190)(34'11_b0 glgoxz4ho+b0 g1gof1ao+bo glfOCOel

2 2 2 2 2
_Zbo glflcOeO+2bOglclf0 ao_boglfo Coal_Zbo g1focleo+bo glngoal

2 2 2 2 2 2
+f1 CO bOX34hO_f1 CObOgOaO_flcO fObOeZI._{_flcobO gOel+ngobl COeO

2.2 2 2 2 2 2 2
_fogo b1 X34do+fobo Clgoel_fobo 9% X34d2_fobo 9% X14d0+fobo 95, €

2 2 2 2 2 2
_fObO gO X24d1+f0b090 b2a0+f0b090 b1a1+290blclf0 aO_gObl.I:O COal

3 2 2 2 2 3
+f0 COC2X34d0+fO CO b2x34h0_f0 COgObZaO_fO COblcleO+leO COX24dO

3 2,2 2,2 2 2
+c1f0 C0X34d1+b1co fO x34h1+b1c0 fO x24h0—b1coglf0 a0+2bogofO C,d,

2 2 2.2 2 2
_bogoczfo ao_bofo Coczeo“Lbocl 1:0 X34ho_boclfo COel_boclfO 93,

2
hy+b,g, f,b,x,d

2 2 2
_Zbo gofocoxl4h0+bo gongoX d +bo gofzc 17134 %0

3470 0 X34

+b02g0f ¢, X, h,—2b,9,f ¢ f,a,-b,g,f b c e, +b,g,f f c,a

1717340 171070 10071

2 2 2
_fO C0 b092x34d0_f000 f2 bOX34hO+fOCO b090f2a0+fOCO b0 g2X34h0

2 2
+fOCOf1bocleO+fOCOflgObla0_fOC0 f1b1X34h0+b0 g1gO.I:1X34dO

2 2 2 2
+b0 g1fOCOX34hl+bO g11:0(:0)(24ho_2b0 g11:1(-;0)(34hO_2b0 g11:0(:1)(34hO

2 2 2
+b0 g1ngOX34dl+bO glfogox24d0+2boglclf0 X34d0_bOglngoblaO

2 2 2
Jr2boglfoblcoeo_boglfo C0)(24do_b0(~311f0 C0)(34(11_f1 Cobogoxudo

2 2 2 2
- f1 Co fo bo X34 h1 - f1 Co fo bo X4 ho + fl Co bo 9o X34 h1 T f1 C bo 90 %24 ho

2 2
+f1Coboglfo"’lo_2bo gofocoX34hz_2bo gofoCoX24h1_fobogoblcleo

2 2 2
_fObOblcogoel+2g0blC1fO X34do_gob1fo C0X24do_gob1fo C0X34d1

2 2 2 2
_fo C % b2X34do_fo C b101X34ho_b1Coglfo X34do+2bogofo C0X24d1

2 2 2 2
+2bogofo C0X14do_bogoczfo X34do_bofo C0(32)(34ho_b001f0 COX34h1

2 2 2 2
_boclfo C0X24ho_boclfo gOX34d1—bOC1fO g0)(24do+2bogofo C0X34dz

2 2
h,+f,b, ¢, 9,%, h +f b, ¢ g ,x,h

2 2
+f0g0b1 C h0+1:0b0 gOC2X34 0 341 24°°0

0X34
2 2 2

+ fO bO g0 b2 X34 dO + fO b0 gO bl X34 dl + fO bO g0 bl X24 dO N 1:0 bO g0 b2 CO eO

+ bO gO fl fO CO X24 dO + bO gO f1 f0 C0 X34 dl + fO CO bO gO 1:2 X34 dO * fO CO fl g0 bl X34 d0

15 Co Ty Dy €, Xgy Ny =Dy 9, Ty 9y by X5, dy +2b, 9, Ty b, €%, 0y +1, ¢, by 9, T %, dy

- fo bo 9% bz Co X34 ho - f0 bo 9% bl C1 X34 ho N f0 bo b1 Co Y0 %34 h1 N 1Eo bo b1 Co Y0 %2 ho)
3 3 3 3 2 2 ) 2
/(bo 9o —To € —3by gy foCy+ 3T, €y ByGy) Xy, =Xy Xy, = (=€, €
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2 2 2 2 2 2
+f1Co €19 b1ao_bogo al_foco X34h1_foco X24h0+f100 X34ho+coglfoao

2
_goCoflao_goblcoeo_goC1f0a0+gofocoa1_bogo X34d1+bogocoe1
2 2
+bogocleo_bocogleo+go b1X34do_bogo X24do+bogoclxs4ho+bogocoxs4h1
+ bo 90 Co X2 ho o bo Co 91 % ho ~ 9,6 f1 X34 d0 —9 b1 Co X34 ho +9 fo Co X4 do

2 2
9 C1f0X34do+Co glf0X34do+gofo C0X34d1)/ (bogo_foco) ’X23=_(bo 9,8

2 2 2 2 2
_bo gleO_leO a0+f0 C0a1+b0 gOX34h1+bO g0)(24ho_bogoflao_focoboel

2 2
_bo g1X34ho+boglfo"’loﬂclcoboeo"'fobocleo_fobogo"’ll_clfo X34d0

2 2
Jrfogoblao_foblcoeoJrfo C0X24do+fo C0X34dl_bogoflx34do_focobOX34hl

—f c b x h0+boglfox34d0+flcob0x34h0+fog0b1x34d0+fob0c1x34h0

070 -0 "24
2 2 .2 2
_fobogoX34d1_fobogoxz4do_fob1CoX34ho)/(_Zfocobogo+bo 9% +fo % ),
X =% X =_goao_Coeo_coX34ho+goX34do
24~ "4 32 bogo_foco

_ —D, &) + 1, X3, dy — by Xy, Ny + 1, 8,

B bogo_foco

X ) Xgy =Xy}

O halde bulunan ¢6ziimlerdeki katsayilar kisaca
a,b,c,d e, f' g h Kk, I'mn,p,r,s,tu,veR olarak adlandirilirsa X temsilcisinin

denklik sinifi
’ !
0 a'+b'x,+cx,+dx, e+ fk,+9%,+hXx;, X,

_ ’ [ 4 ' 2 [2
P(X)=4/0 K'+1'%,, + M X, n'+ p'X,, + 1'%, Xog || Xigr Xoqr Xog €R

!
1 S +1'Xy, u'+v'x,, X34
seklinde elde edilir.

Xll X12 X13 X14
I1. Durum. Temsilcisi X e M" igin X;; =0, yani | X,, X, X, X,, | formunda olan
O X32 X33 X34

bir P(X) ideal noktasi alinsin. X matrisi

0 X5 11 X Xy Xp X3 23 13 X3y Xy 14
X = xl =10 0 X1 | Xz =10 Xy Xy | x3 = 0 X33 23 | x4 = 0 X34 24
00 0 0 0 x, 0 0 x, 0 0 x4



seklinde temsil edilebilir. Burada 3 X,,, X3, X5, #0 olmalidir. O halde X;, #0 kabul
edilirse X, e K™ olup tersi olan bir iist liggensel matristir. Bylece esitligin her tarafi

X, matrisi ile carpilarak X matrisi daha basitce

Xp 0 Xz X 0 X, Xy 100 Xs3 Xz Xz | [ Xas Xos Xy
Xg 0 Xpz Xy [=[10 0 Xy [, [0 1 Of | 0O Xz Xy |s| O Xy Xp||€ K*
0 1 Xy Xy 0O 0 O 0 01 0 0 X4 0 0 Xy

seklinde de temsil edilebilir. Boylece XA =0 esitliginden elde edilen denklemler

By + X35Co + X5,d, =0

Xp8y + 0, + X55C, + X,5C, + X5,0; +X,,d; =0

X8 + X1,85 + B, + X35C, + Xp0Cp + X,5C, + X5,d, + X,,d; +X,,d, =0
fo + X300 + X34ho =0

XZleO + fl + X3391 + XZBQO + X34h1 + X24h0 = 0

XZlel + XlleO + f2 + X3392 + X23gl + Xlng + X34h2 + X24h1 + X14h0 = O

sekline doniisiir.

Bu denklem sisteminin ¢oziimleri Maple™ 13 programinda ¢ozdiiriilerek asagidaki

sonuclar elde edilir:

2 2
{x11 1 Xig = —( —C, d0 fo—Cohod0h190X21ao+Ch cdf+2chgodO f2

2 2
-2c h0 g,d, b +coh0 b,d g, +¢,h, cldlfo+coh0 d g,b, +c,h, ?d » 900,

2 2 2
+c,d h1 g,b,—¢, 9,9, h,f,—c,h, g,d, f,+2c/h gld f,— ¢, h x21<:1a0

2 2
+cohO d,g9,b,+¢c,h, d,9,b,+c,h, ¢ d,f —hjc dO g,f,+2h,c dO g, f,

2 2 2
—hdgodb—hg ddb—hgod c,f,— ¢, h d0x21e1 ¢, h x21dle0

—ch “d x €t ¢, hdhf+c hdhf+c *h d h f - chdlgof

0110 070 20 0110 0011 o
_Cohogldo f1+91do 90 %21 € gldO h g0b0+h go d X 13 hlgocldo fo

2 2 2
_dohldlgo bo_2ho dOglclbO+h0 C190dob1_2ho C1dlgobo+ho godoczbo

2 2 2,2 2,2
_hoglgodo b1_hogodo g2bo+hogo do X1lao+hogo do X1 84
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2
_Cohodohzgobo_cohodohlglb0+cohodlgodof1+2Cohogodo X118

2 2
_Cohogldo X21eo_coh0dohlgob1+2Cohogodo X21el_200hod191d0f0

+¢,h,9,d,d,f,—c,h,d h g b

2
0dy —cohocldohlfo+h0 clgod X..a

0 02170

2 2 2

+hogodocld1fo_hocldo goleeo_hoglgodo leao_hodlgo doleao
2 2

+h0dogldlgobo+2hocldohlgobo+co h0d0h1x21e0—coh1g0d0 X1 &

2 2 2
+C0d0hlgOd1f0_2COh0 gOdO)(Zlal—i_COhO X21C1d0e0_2C0h0 godoxnao

G ho2 Ay 9, %y 8+ Gy ho2 Xy 01908, + Co2 ho3 X3 8 F Co2 ho3 Xo1 84 ~ Co2 ho2 d, f,
—¢, h, f d —c h S d,f,—c, d h f —c h’c,b,—c h b c —g, d x, e
~h,"¢,”d, f,
+hyg, d, b, +h g, d b, +h d g, b, +c,h d g d,x, e +c, h'b,

N g12 do3 f0 + bo C12 ho3 N g02 d03 fz) / ((C02 h02 ~24, do %% ho + go2 doz)

(Cyhg =9y dg)) %y, = (_Coz h,9,d,f—¢, ho2 9, ¢, by - Co2 hyh, 9,0, = Co2 hy9,dy T,

2h2
+CO 0 glx

2,2 3 2,3 2,2 3
*t9 do h2b0+godo ngo_go do X21e1+hlgo do b1+91d0 gOfl

2 2 2
21ao+2C0 hogodofz_zcohogo d0X21a1_goco d1hoX21eo

2
_gocoho C1X21a0+gocohOC1d1f0+90COh0C2d0f0+gOCOCldOh0f1

2 2 2
+gld0 gocoleeo_gldocohlgobo+hoclgo dOX21a0+COdlgO dOx2le0

2 2
+COdlgO hOX21aO_2COhOgo d0X11a0+2COhogldlgObO+C0hoglcldOf0

_Cohoglgodobl_godocohogzbo_godoglcodlfo_godoglhoclbo

2 2

-G hlgoholeao+coh190 doX21a0+Coh190hoclbo_2Cohlgocldofo
2 2 2 2

_gldOCO holeeojcho hogodoxlleo+2Co hogodoleel_co hlgod0X21e0

3, 2 3.2 2. 2 3 2. 2 2 .2

-G ho X1 8 = G ho X118 TG ho gzbo"'co hohzfo+co ho glbl_go do Cofz
3 2. 2 2 .2 3,2 3.2

G h1h0f1+co h1 gobo_gl do Cofo""go do X8, +t9, do X1 8

3 2,2 3 2 2 2 2 2 2
) dodzbo_go do CZfO_dlgO dob1_cldo 9% fl_COdl 9% fo+goho C bo
a,+9,¢,¢,d,h %, e —003h02f2—003h2f

2, 2
+gOCO hO bZ_COhOglgOdOX 0170 0°21°0 1 0

21
3.2 2 3 2 .2 2 2
+9, do b2+d1 9% bo_go do Co X118 T 9 docoh2b0+godo g2Cofo
2 2 .2 2 3 2
_godoco h2f0—90 d0 Coleel+god0 glclf0+co h1h0X21eo_Co hlgOhObl
2 2 2 2 2
- C, hlhoglbOJrcohlg0 dobl—c0 hlgodof1+2c0 hlgldofo+2c0 hlgodlfo

2 2 2 2 2
_2C0h1dlgO bo_gldoco h0f1+gl docohobongldo gocofl_gohocl dofo
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2. 2 2 2 2. 2 2
*t9,C ho X1 8179, G dlhofl_goco hodzfo"'goco ho X11ao_gocoho Clbl
2 2 2 2 2
_gocoho Czbo_Zhocldlgo bo"'hoclgo dob1+go d0h002b0+go docldlfo

3 2 2 2 2 2
_dlgo d0X21ao_Cldo 9% leeo"'cldohlgo bo_zcohogo dob2+cogo dodzfo

2 2 2
+¢,d, g, h b, +c h,d, g b, +c,d, g, dofl)/(
3,3 2. 2 2 2 3,3 2
=9, do -3¢, ho godo+3go do CohoH:o ho )’X21=X21'X23=_(C0h0 X1 8

2 2
+coh0 bl—cohodoxﬂeo—cohodofl—cohodlfo+cod0hlfo—clboho

2
_hogodoX21a0+hodlgob0+hocldofo_hogodob1+hodoglbo_gldo f0

2 2 2 2
_do h1g0b0+god0 f1+godo leeo)/(co ho_godo) 'X24:(_Co holeeo

2 2 2
Cy Xy, €10, Ny %, a8, -9, d; %, a —¢c, hf+g,c,h b +c; hf

+g0d 0 072170 0°21°0 0 071

0

2
+Cohoglbo_go dob1+godocof1_cohlgobo_gldocofo_gohoclbo_gocodlfo
hobo_dofo

2 2, 2 2 2
+d, 9, bo+gocldofo)/(co hy —29,d,¢,h,+9, d )’X33=_C0h0_godo'
__Cofo+gob0

Xpy= o o a t
* % ho — 9 d0
Elde edilen sonuglardaki bilinen katsayilar kisaca a”b”c”.d”e" f",g".h" k"1",m" eR
olarak adlandirilirsa X temsilcisinin denklik sinifi
X, 0 a"+b",+c"%, d"+e"x,+ %,

P(X)=4| %, O f"+9"%, h” +k ", |X11,X216R
O 1 I” m”

seklinde elde edilir.

Simdi de tersine verilen noktalardan gecen dogruyu temsil eden iizerinde olma

matrisinin nasil bulunacagi, 6rnek iki nokta alinarak belirlenecektir.

0 X12 X13 X14 0 y12 y13 yl4
I. Durum. Temsilcileri X =[0 X,, X3 X, | ve Y={0 VY, VY, VY, | olmak
1 X32 X33 X34 1 y32 y33 y34

iizere P(X), P(Y) normal noktalar1 almsim. Aramlan matris K3\ J; kiimesinin
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a0 al a'2 eO el eZ
0 a, & 0 e ¢
0 0 a 0 0 ¢
bO bl b2 fO fl f2
a e 0 b, b 0o f, f
b f 0 0 b 0O o0 f
A= _ 0 0
c g G & G 9% O 9
d h G G| |0 g 9
0 ¢ 0 0 g,
d, d, d, h, h h,
0 d, d 0 h h
| 0 0 d 0 0 h |
formundaki bir elemanidir.
Alinan matrisler
1 O 0 X32 X22 X12 X33 X23 X13 X34 X24 X14
X=[10 1 0] O X5 X[, O X5 Xy, O Xy Xy
0 01 0 0 Xy 0 0 X 0 0 X
ve
1 O 0 y32 y22 y12 y33 y23 y13 y34 y24 yl4
Y={{0 10 O Yo Yo | 0 Yz Yo |s 0 Yas  You |
0 0 1 0 0 v, 0 0 vy 0 0 v,

seklinde temsil edilirse XA=0 ve YA=0 esitliklerinden 24 bilinmeyenden olusan 12

denklemli asagidaki lineer denklem sistemi elde edilir:
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8y + Xgol0) + X55Cy + X5,y =0

A+ XDy + Xy + X35Cy + XpaCy + Xy + Xy =0

a, + X5l + X,10 + X105 + X55C, + Xp5Cp + X5C + X,,d, + X,,d; + %,d, =0
€y + Xg, Ty + X550, + X5,N, =0

€, + Xgp Ty + Xo, Ty + X350, + X530, + X5,0, + X0, =0

€ + Xy )+ X f 4+ Xy, fo + X530, + X550, + X130 + Xauh, + X550, + X0y =0
8 + Yapby + YaiCo + Yo =0

a + Y32b1 + yzzbo F YaaCy + YasCo + y34d1 + yz4do =0

&, + Vil + Yooy + Vi + Y3iCo + VosCy + YisCo + Vaud, + Y500, + Yy =0
€+ Yar fo + Yo + Yashy =0

€+ Yoo fi + Voo fo + Va3 01 + V2300 + Yashy + Yo,y =0

&+ Yo By + Yoo fi+ Voo fo + Vas0s + Y301 + YigOo + Yaahy + Youly + Y1, = 0

Bu denklem sistemi Maple™ 13 programinda ¢dzdiiriilerek asagidaki ¢oziimler elde

edilir:

{a __X32y33C0+X32y34do_y3zx33Co_y32X34do a = (x 2 C 4x 2 c
0 —y., +X P 22 Y33 C1 T Xy Yu G
32" 732

2 2
T X3 Yo d0 T Xy Yoy dl T Y32 %5 Yos d0 Y3 X35 X33 €1 Y35 X35 X553 Co T V32 X352 Y d1
= Y32 X35 Va3 Co ~ Yo Xa Va3 €1~ Xap Yoo Xag Cp = Yo Xap Xgq ) = Vg X35 X0 g
2 2 2
X3 Yo X3y do T X5 Y2 Y33 Co X35 Yoo ¥y do TY3 X33 G T Y3 X556 T Y5 X5y d1
’x d d d
Y3 Xoq Uo7 Y32 %50 Y33 Co 1 ¥3p X5p X33 Cp Va0 Xpp X34 Ug = Y35 %55 ¥y 0) (
5 2 2 B 2 2 q
Y Xy T Xy TYa ), a,=~ (_ysz X3p %12 Y33 Co ™ %52 Va2 X33 Co X5 Y22 X34 G
2 2 2 2 2
Y3 XY do TY3 X5 Y330 T Y5 X Y3 Cp Y5 X3 Y13 G0 TY3n X5 Y5 dz
2 d 2 q 2 2 2
T3 X5 ¥ou U1 T Y50 X5 Y1400 7Y Xgp X33Cp =¥ X5y Xy € = Yo Xy X153 G
2 2 2 2 2
Y3 X5 Xy dz Y3 X5 Xy d1 Y3 X5 Xy do -2 Yo %5 Y33C— 2 Y3 X5 Y23Cy
2 2 2 2 2
-2 Y32 %5 Y13C ~ 2 Y32 %50 Y34 dz -2 Y2 %50 You d1 -2 Y32 %5 Y14 do Y3 % Y336
2 2 q 2 q 2 2
Y3 X5 X33C0 TV Xy Xgu Ugt Vs Xon Yau O T %50 Y5 Yo € =X Y3 X33C
2 2 q 2 q 2 2 q
=X Y3p Xa3Co T X Voo Xga Uy =X Yoy Xy O %55 Yap Yo Co T X0 Y3 Y3 Uy
2 q 2 2 5 2 5 2
T X Y3 Yog Uo T X3 Yo Ya3 Cot¥ap X1p V3 Cot e Vg X3 X33 Gy 2 Y3y X35 X55C)

2y ° 2y ° d +2y.° d +2y.° d ?
+ y32 X32 X13 CO+ y32 X32 X34 2+ y32 X32 X24 1+ y32 X32 X14 0_y32 X12 X33 CO

2 d 3 q 3 q 3 3 3
Y3 X X5 Uo7 V3o Xgp Uy T Vg Xpu Oy 7 VY5 X330y =Ygy X556 =Yg X3 G
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d

3 3 3 3 3 3

a2 Y33 O T Xgy Yo Oy X5y Vg Got %55 Y5, dz X3 You d1 X3 Y14 Yo
Y3 X5 X5 Xy d0 Y3 X5 X1 Yau do T Y32 X35 Y15 Va3 Co T Y30 X35 Y12 %33 G

Y3 X35 Y15 X3y do Y3 X35 Y15 Y2y do H Y35 Xop X35 X3 Cp Y55 X5p X35 X553 G

Y3 %50 %55 X3y dl Y3 X550 X35 X5y do T Y3 %50 X35 Va3 C1 7 Y30 %55 Yoo Y33 G

T Va2 %50 X35 Y3 Co = Yp X0 X35 ¥as d1 Y3 %50 %50 You do Y35 %50 Y22 X35 G

Y30 %50 Y00 X3y do Y3 %0 Y55 Yau do F Y32 Y0 X35 X33 C1 Y55 Ypp X35 %55 G

Y3 Y00 X35 X3y dl Y3 Y00 X35 %24 do T Y32 Y20 X35 Va3 C1 7 Y30 Yap %52 Y3 G

Y32 Y20 X35 Yoy dl Y32 Y20 X35 You do T X33 X35 Yap Yag Co T %55 X35 Yoo X33 G

Xy X505 Y0 X3y do X X0 Y50 Yoy do F Y30 Xgp X5 X35 G T X5, yzz2 Y4 do + X322 Y12 Y33 G

d

3
Y3 X4 do X

2 2 2 2 2
T X3 Y12 X33 Co T X3 Y1 Xy do T X3 Vi Yo Uo7 Yo X3p X33 €1 =¥ X35 X3 G

2 2 2 2 2
Yo Xap X3 8y = Y50 Xgy Xou Gy Y50 Xgy Vag O Y50 Xgy Y3 Co Y50 Xg, Yau O
Yo X322 You do) / ((_y32 + X32) (-2 Yap X5 T X322 + y322))’

b —_ Y33 G T X5 G T Xy d0_y34 d0
° Yap T Xg

F Yoy Xgy Oy Yy Xoy Ay = Xy Xgy = Xgp Xog € = Xy Xgy A = X X, A = X, ¥, €,

24 70 3273371 3272370 32734 71 3272470

F Xpp X33 Co T %30 X34 do ~ X2 Y3y do T X3 Y33 € 7 Y5 Y3 Co ~ Y3 Yoy d1 Y3 Yo do

+ y22 y33 C0 * X32 y23 CO + X32 y34 dl + X32 y24 dO N y22 X33 C0 N y22 X34 dO + y22 y34 dO) / (

! bl = (_y32 y33 Cl + y32 X33 Cl + y32 X23 CO

2 2 2 2 2 2

-2 Yoo X3 T X5 Y5 ), bz = (y32 Y34 dz Y5 X3 dz Y5 %5 d1 “Yg X336
2 2 2 2 2 2 2

Y5 X3 Cr Y Yoa O Vg XigCot Yo Yas Gt Vs Vi3 G —Ys Xy do Y3 You d1
2 2 2 2 2 2 2

Y3 Yiu do T Xy X33 Gy Xy X3 Cp T Xy X3 Co Xy, Xy, dz X3 Xy d1 X5 Xy do

2 2 2 d 2 d 2 d 2
32 y23 Cl + X32 y13 CO + X32 y34 2 + X32 y24 1 * X32 yl4 0 + X22 y33 CO

2
+ X32 y33 C2 + X
2 2 d 2 q 2 2 2 d 2 q

T Xy Xa3Co T Xy X Ut Xy Yo OgFYsp YagCo= Yo X33C0 =Ya X3 UgtY,, YUy
T3 X Y3 Gt 2 Y3p X35 X35 G5 2 Y3 X3 X5 €1 T 2 Y3 X3 %13 G0 2 Y32 %30 X34 d2

+2 Y32 %32 %54 dl +2 Yar %30 X1y do Y3 X1 X33 G T V3 X1 Xy do T Y3 X0 Ya do

-2 Y3 X35 Y33 G, — 2 Y3 X32 Y3 G 2 Y32 %32 Y13 G0~ 2 Y32 %32 Y34 dz -2 Y32 %32 Y04 dl
-2 Y32 %32 Y14 do Y35 Y15 Y33 Co 1 Y30 Y12 X33 Co T Va2 Yia %oy d0 Y3 Y12 Ya do

N X32 X12 y33 CO + X32 X12 X33 CO + X32 X12 X34 d0 N X32 X12 y34 d0 + X32 y12 y33 CO

X3 Y12 X33 Co T X5 Y1p X5y do T X3 Y12 Ya do T X0 Y3y Y33 Cp — X5 Y3 X35 €y

X2 Yau %53 Co T Xy Yo Xay d1 =Xy Y3 %54 do F Xy Xgp X33 C) + %55 X35 X33 G
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F Xy X35 X34 d1 F Xp0 X35 %54 do T Xy X3 Y33 Cp X0 Yap Yog Co T X35 V3 Yoy d1
X0 Y3 You do -2 X2 Y22 Y33 Co = %50 X35 Y3 Cp = X35 X355 Yoy d1 Xy X3 You do
+2 Xp2 Y22 X33 G + 2 X02 Y22 %34 do -2 X2 Y22 Y34 do Y00 Y3 Y33 G Y5y ¥ap X33 €4
Y00 Y30 %03 Co + Y55 Yap X34 dl Y0 Y3 %54 do Y55 X3 X33 € TV X35 X33 G
Y X35 X3y d1 =Y X35 Xy do Y90 X35 Y33 €1 7 Y20 Y32 Y23 Co = Yoo V3o Yau d1
Y Yo You do Y90 X35 Y3 Co 1 Y20 X3 Yy d1 Y X3 Yoy do) / (
2 3 3 2
-3 Yo Xgp T Vg TXgp 3 Ya, X32)’ Co=Cp €, =€ G, =Cy do - do’ dl - dl’ dz - dz’
X35 Y3390 T %55 Y34 ho Y3 %3390 7 Y5 Xg4 ho

e, = e (x 2y h +Xx 2y h
0o~ _ 1917 T Uy Vg g T A3 Yautly
Yoo T X3,

2 2
Xy Vog O+ Xgp Vag 1 = Vg Xap Xag G5+ Xy Y Vag g = X5 ¥ Xy g =¥y X5, %, g
T Y32 %32 Y33 91 T Y32 X32 X239 T Va2 32 Xy h1 = Y35 X35 Yoy ho ~X32 Y22 %3390
T Y32 %32 Y2390 T Va2 %32 Yoy h, + Xa2 Y22 Y3390 = ¥a2 %52 Y33 Yo + Y32 X35 %33 9o

h ho+y,’ ? “x h 4y “x h
Y35 %50 X34 Mg = Y35 X0 Yau Mg +Yap Xg3.91 Y35 Xpa0g+Vay Xgu Ny 45, Xy, Ng) / (
5 2 2 B 3 3 S h 3
T Ygp Xy T Xy gy ), €,=- (_ygz %1390 7 Ya2 X339y 7 Yap Xpu My 7Yy X3 9y

3. h 3 3 3 3y h 3y h
Yoy Xia Mo T X3 Yaa Uy + Xgy Vo3 8y T Xy Yy Gpt X5y Yau My + X5 ¥ My

v ho—y. ’x. h h
s Y1 Mo ™ Y32 ey Ny = Yap Xgp X35 Ya3 Gg T Yap Xgp X1p X33 Yo T+ ¥ap X35 %15 X34 g
= Y32 X5 %15 Yaa Mg = Y X35 Y15 Y3 9o + Vap X35 Vo Xa3 Yo Yap X5 Yo Xaa g
= Y35 Xap V1o Yaa Mo Vg Xop Xap Xg3 91 F Y5 X X5 X5 g + Vg X X5 X3 Ny
F Y32 %50 X35 %24 ho T Y33 %00 X35 Y33 91 7 Va2 %50 Y0 Va3 9o — Y2 %50 %32 Y23 Y
= Y35 Xo0 X35 Yau M = Vg X5 Xa Yo Mg Y35 X5 Yo Xa3 9o + Vg %o Voo X34 N
= Y35 %50 Yoo Yaa Mo + Vg Yoo Xap Xa3 91 F Y35 Yo X35 X3 9o + Vo Yoo Xap X3 Ny
Y32 Yo Xap %4 Mo = Y Y20 X35 Vag 91 = Yap Yoo Xap Yoz 9o~ Yo Yoo X2 Yau Iy
= Y35 Y20 X35 Yau Mg = X5 X5 Y Y3 9 T Xap X5 Y Xa3 G + X5 X5 Yo Xas Mg

2 2 2 2
X3 %50 Yop Yoy ho Y3 X Xy ho T3 % Yau ho -2 Yar %32 Y4 h1 -2 Yar %32 Y14 ho
’ 2y, x. )’ 2y, x. )’ 2y, x. ' 2y, x.’y. h
Y32 X X300 T 4 s Xy Va3 U T4 Vg Xap Yo U1 T4 Yo Xy Vi3 Uo T S Vg Xgp Yo My
2 2 2 20 h 2¢ h
Y32 X3 X1300 T Vs Xap X339 T Ve Xap Ko U1 T Vpa Xgp Xgu My T ¥ Xgp KoMy
20 2 oy 2 oy 2 oy 2
e Xay Xia Mo T Y3 X0 YagGo 14 Yay X3p X330 T4 Y3p Xgp Xpa Uy 2 Y5, X35 X130,
2y, ° h+2y,° h +2y,° h +y, 2 ?
gy XXy Nyt Yo XgpXog Nyt &Yy Xap X1y Mot Y3 X35 Y3390 Y X12%33 Y

2 h 2 h 2 2 2

Y3 Xip ey Mot Yap X Yaa Mot ¥y X3 Ya3 9yt Y3 X35 Y2391 TYa X3 Y139,

2 2 2 2 2
+ y32 X32 y34 h2 + y32 X32 y24 hl * y32 X32 y14 hO + X22 y32 y33 g1 B X22 y32 X33 gl
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2 2 2 2 2
T X0 Y3 X390 T X Y3 Xy h1 X0 Y3 Xy ho T X0 Y3 Yos Yo T X0 Y3 Yoy h1
2 h 2 2 2 h 2 h
T X0 Y30 Yau Mo T X35 Y00 Y3390 = X5 Yon X3390 = X5 Yap X34 Mg T X35 ¥pn Y3 My
2 2 2 h 2 h 2
X3y Y12 Y3390 T Xgp V1o X3390 ™ Xap Yo Xay Mo T Xgp Vi Yaa Mo =Yoo X2 %3393
2 2 h 2 h 2 2
Y X3 X390 Yo Xgo XKaa My Yo Xgp Koy Mo Y50 X5p Va3 9y Yo X3 Y39,
2 2 2 2
T X3 Yoy hl TY X5 You ho) / ((_ysz + X32) (-2 Yo X3 T X3, +Y5, ),
fo_ Va3 9o X33 99 + X5y Ny = V5, Ny
0~ _
Yoo T %5
Yap Xgq Ny H Vg Xog g = X X5 9y = Xy Xy U = Xap Xy Ny = X5, Xy Ny =X, Y35 G
X X33 9o T X0 %oy ho ERCYREY ho X3 Y3391 Y3 Y39 7 ¥3p Yag h1 Y3 Yo ho

T Y Y3390 T X5 Y3 90+ %55 Y3y h1 T XYy ho Y2 %3390 7 Yar X34 ho Y Yoy ho) / (

! fl - (_y32 y33 gl + y32 X33 gl + y32 X23 g0

2 2 2 2 2 2
-2 Yoo X3 T X5 Y5 ), fz - (Xzz Y3390 7 Y32 X5 hz Y5 X139 Ys Y3 9y
2 2 2 2 2 2
X3 X390t Y Yy hz Y3 X539, 7Y Xy h1 X5 X539, Y5 Y139
2 2 2 2 2 2
s You h1 s Yia ho Y5 %5391 Y3 Xy ho TY5 Y339, 7 %5 X359y
2 2 2 2 2 2
X5 Xy hz X5 X5 hl X5 X ho T X5 Y339, X5 Y38, + X5 Y139,

hxzx xth+x h

2
0 X2 X3390 7%y Xy Mgt X5 Yy Ny

h 2
1 + X32 y14

2 2

X3 Y hz X3 You
2 2 2 2

Y Y3390 Y X3390 7 Yo X4 ho Y5 Ya ho +2 Yar X3p X359, F 2 Y35 %32 %55 93

+2 Yar X35 %1390 * 2 Yap %32 X34 hz +2 Y35 X35 %54 h1 +2 Y35 %32 %14 ho Y3 %1, Y3399

Y3 X1 X3390 T Ve Xio X ho Y3 X5 Yo ho -2 Y3, X3, Y339, 2 Y3 %32 Y23 93

-2 Yar X35 Y1390 ~ 2 Y33 %32 Y34 hz -2 Y3 %32 Y24 h1 -2 Yap %32 Y14 ho Y3 Y1, Y33 99

t Y32 Y15 %3390 1 Y32 Y10 X34 ho Y32 Y15 Y3y ho T X35 %15 Y33 9o+ X35 X35 X33 9

T Xy X%y ho Xy X Yg ho F X35 Y15 Y3390 ™ X352 Y12 X33 Y — X3 Y12 X4 ho

T X5 Y15 Ya ho F X0 Y30 Ya3 91 7 Xoo ¥p X33 91 = X5 Y3p X539 = X0 Y30 Xy h1

Xy Y3 %oy Iqo F Xog Xgp X33 Oy F Xop X5y Xo3 G + X5 X35 Xy h1 Xy X35 %oy ho

Xy X3 Y33 O1 X0 ¥ap Yog G T %55 Y3 Yoy h1 X5 Y3 You ho = 2% Yo Y3390

Xy X35 Yo3 9 T X0 X35 Yoy h1 X X35 You ho +2 X2 Y22 %3390 * - X2 Y20 X34 ho

-2 X2 Y20 Va4 ho Y0 Y30 Ya3 U1t Y00 Yo X33 U1 F Y0 Yap X553 U + Yo Yoo X4 h1

Yo Yo %54 ho T Yo K50 X33 91 T Yoo %55 %53 U T Vo X0 Xy hl Y X35 %oy h0

Y9 X35 Y3391 = Y2 Y30 Ya3 90 = Yoo Y32 Yaa h1 Y22 Y3, You h0 Y2 %5 Y2399

Y9 %50 Yas h1 Y2 %50 o4 ho) / (-3 Y3 X322 N y323 + X323 +3 y322 X32)’ 9,= 9y

9,9, 9,=9, Ny =hy, hy=h;,h,=h,}
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0 X, X3 Xy Yu Yo Vs Vi
II. Durum. Temsilcileri X ={0 X, X,; X5 | V&€ Y =|V, VY, VY Yy | Olan
l X32 X33 X34 O y32 y33 y34

P(X) normal ve P(Y) ideal noktalar1 ele alinsin. Burada P(Y) ideal noktasi igin

3 Y4, Va3, Yae #0 olmalidir. Burada y,, # 0 kabul edilirse bu noktalarin temsilcileri

10 0) (X Xy Xp|(Xsg Xog Xig) [ Xas Xou Xy
X=[10 1 00 0 Xy Xp il O Xy Xpg|s| O Xgy Xy
0 01 0 0 X, 0 0 Xy 0 0 X,

ve

1 O 0 y33 y23 y13 y34 y24 yl4
Y=10 0 yu[,|0O 1 0L O Yy VYisls| O VY3 Yo
0 01 0 0 Y 0 0 v,

seklinde ifade edilebilir.

XA =0 ve YA=0 esitliklerinden 24 bilinmeyenden olusan 12 denklemli asagidaki
lineer denklem sistemi elde edilir:

Ay + Xg,Dp + Xg5Cy + X5,dy =0

&y + Xgoly + X000 + X53C; + X,5Cy + X5, + X,,d, =0

&, + Xgol0, + X5, + X105 + X55C, + X5C; + X;5C, + Xg,0, + X,,d; +X,,d, =0
€t X5, 1:o + X530, X34h0 =0

el + X32 fl + X22 fO + X33gl + Xzng + X34h1 + X24h0 = O

e2 + X32 f2 + XZZ fl + X12 fO + Xsagz + Xzsgi + X1390 + X34h2 + X24h1 + Xl4h0 = 0
bo + ¥Y33Co + y34do =0

yZlaO + bl + y33C1 + y23C0 + y34d1 + y24d0 = 0

yZlal + yllaO + b2 + y33C2 + yZSCl + ylSCD + y34d2 + y24d1 + yl4d0 = O

fo *+ Y300 + y34ho =0

Y2r€o + fL+ ¥3a0s + V2300 + Yl + Ypshy =0

Y€y + Y€ + Fo+ V530 + Vau 01 + Y1500 + Yaullo + Vauhy + Yyl =0

Bu denklem sistemi Maple™ 13 programinda ¢ozdiiriilerek asagidaki ¢oziimler elde
edilir:
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2
{ao = X35 Y33 Cp = X33 Cp ~ X34 do T X3 Y3y do' 81 = Y51 X35 Y33 Co = X35 Yoy X33 Cp T X35 Y23 G
d d ?y. d d
X3 Ya3 €y T X5p You Uo = Xgp ¥og X34 U T Y01 Xgp Yau Ug T X355 Y Uy + %55 Y33 Cp = X5 Gy
22 Y34 do =Xy do X3 dl’ 8, = X33 C) = Xy3C = X3 Cp = Xy dz R dl
— Xy do +2 X2 ¥o1 %32 Y33 Co T X 15 Y33 G X5 gy do T X0 Y3 Co X5 Y33 € X, Yoy do

+ X22 y34 dl + X32 y13 CO + X32 y23 Cl + X32 y33 CZ + X32 yl4 d0 + X32 y24 dl + X32 y34 d2

—X33C1+X

2 2 2
X9 Vo1 Xy do Y51 %50 Va3 Co ™ Xaa Y11 %53 Co ™ Va1 Xz Xa3 Co ™ X3z Va1 %23 Co
2 2 3 2
TY1 %3 Va3 Co T Yo Xgp Yag Co Yo X3n Ya3 €1 = X5p Yor X33 G = X530 Y14 X5 do
2 3 d 2 q 2 2 q d 2 q
TYo1 Xgp Yau O Y01 Xgp You g = Yo1 Xgp X34 U = X35 Yoy X5 Ug Y11 X35 Y34 G
2
X3 Yo1 X3y d1 TYo X Yau d1 T X Yo X33 G 2 X2 Yo1 %32 Y34 do’ bo = Y336 " Y3 do’
b1 =
Y51 %30 Y33 Co T Y21 X33 Co T Y23 Cp T Y33 €1 Yoy d0 Yo X3 d0 Y1 X350 Y3y do Y34 dl’ bz
2
= Y01 X35 Y23 Co T Y11 X33 Co T ¥o1 Xgp X33 Co + Yoy X3 G = Y11 %32 Y33 G = Y13 G
2 2
Y01 X5 Y33 Co Va1 X3p Ya3Co T Vo1 Xan Vo O T Yo X33 G T Y53 € T Y 6 T Yy Xy do
2 2 2
Yo X3 Yoy do Y d0 Vo1 %50 Y4 do Yo X3 Xy do ~ Yo1 %50 Y3y d0 Y91 %4 do
Y11 %32 Y3 do Yy dl Yy Xy d1 Y01 %32 Y34 d1 Y dz' Co=Cp ¢ =CpC=Cy
2
do = do’ dl = d1’ dz = dz’ €0 = X3 Y3390 ~ X3390 — %54 ho X3 Y34 ho’ € = Yo% Y339
2
T X3 Yo1 X3390 T X5p Vo U T X35 Y3391 X5, Yy ho X3 Y1 Xy ho Y% Yau ho
Xy Yag Ny + %) Y33 g = Xpg O = Xg3 9y X5 Vg Mg =Xy Ny = X5, 1y €, = %5, 0,
~ X391 7 X390 7 %, hz =Xy h1 — Xy h0 +2 X020 Y1 %32 Y3390 + 2 X2 Y21 %35 Y34 ho
2 2 2
X5 Yo1 X3390 = X0 Vo1 X34 ho Yo X3 Vo3 9o X3 Y11 X3390 = Va1 X352 X339
2 2 3 2
T X3 Yo1 X3 90 T Y11 Xsp Ya3 90 Vo1 Xpo Va3 9o T Yo Xsp Y3391 — X5 Y51 X559,
h %%y, h y. h ?x.%x. h h
T X3 Y11 X3 Mot Yo1 Xgp Yag Mo T Y51 X3p You Mo ™ Yar Xap Xag Mo = %55 Yoy X4 My
y. h h y. h h
TY11 X5 Yag Mo 7 X3 Yo X3q My Y51 Xgp ¥ag Ny X5 Ya3 90 F X5 Y3y Ny +%5, Y539,
T X Y3391 T X Yoy ho RRCYR Y h1 T X3 Y1390 T X35 Y3 Oy T X5 Y339, + X5, ¥y ho
Xy You Ny + X5 Yoy N Ty = Y35 05 = Vg, N, Ty =

Y01 X530 Y3390 T Y21 X3390 T Y390 T Y3391 T Yo ho Yo X3y ho Yo X3 Yay ho ~Ya4 hl’ f2

2
= Y1 X5 Y23 Yo T Y11 X3390 T a1 X35 %3390 T Y01 X390 ~ Y11 %52 Y3390 Y13 9o
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2 2
Y01 X0 Y3390 7 Va1 X352 Ya390 7 Vo1 X5a Va3 U1 T Yo %3395 — Y39 — Y339, T Y Xy h0
’x.%y. h h h ? h h h
“Yo1 %32 Yaq Mo = Y14 Mo = Yo1 X5p You Mo+ Ya1 Xgp X34 Mo = ¥oq X5 Yau Mo + Y51 %54 N

Y11 %52 Y3, ho Yo hl Yo X3y h1 Y1 X3 Yoy h1 Yy hz’ 9=9%9,79,9,=9,
ho=ho’ h,=h,,h,=h,}

0 0 a 0 0 e 0 0O
Buradadaa={0 0 0|,e=|0 0 0|,0={0 O O] olmak iizere ideal dogrunun
0 0O 0 0O 0 0O
a €
. - 00 . -
matris temsilinin A= 0 0 seklinde oldugu aciktir.
0 0
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