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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

LOKAL HALKALAR UZERINE OCTONION DUZLEMLER

ilknur OZKAN CANDAN

Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Dog. Dr. Atilla AKPINAR

Bu tezde; R birimli, degismeli ve birlesmeli bir lokal halka olmak {izere girdileri bir O
octonion R-cebirden alinarak olusturulan 3x3 matris uzaymm H(O,,J.) ile gosterilen

simetrik elemanlarinin bir 6zel alt kiimesi ile ¢aligilmistir. H (OS,JF) kiibik R-cebiri

tizerinde iz form olarak bir matrisin izi ve norm form olarak bir matrisin determinanti
secilerek elde edilen bir kuadratik Jordan cebir smifinin elemanlar1 ile bir octonion
diizlemin nasil insa edildigi incelenmis ve bdylece bu octonion diizlemin iizerinde olma
bagintisi, komsuluk bagintis1 ve bir noktanin bir dogruya yakin olma bagintis1 farkl: bir
bicimde ifade edilebilmistir. Son olarak, elde edilen octonion diizlemin bir projektif
diizlem oldugu gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: lokal halkalar, exceptional Jordan cebirleri, octonion diizlemler,

projektif diizlemler
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ABSTRACT

Mse Thesis

OCTONION PLANES OVER LOCAL RINGS

ilknur OZKAN CANDAN

Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Atilla AKPINAR

In this thesis; the special subset which consists of symmetric elements of 3x 3 matrix
spaces denoted by H(O;,J;.), whose entries are taken from octonion R —algebra O
where R is a unital, commutative, associative local ring, is studied. It is examined that

how to construction of an octonion plane with the elements of a class of quadratic
Jordan algebras which is obtained by choosing trace of a matrix as the trace form and

determinant of a matrix as the norm form on the cubic R —algebra H(O,,J;.). So the

incidence relation, the neighbour relation and the relation to be near to a line of a point
can be expressed in different way on this plane. Finally, it is showed that the obtained
octonion plane is a projective plane.

Key Words: local rings, exceptional Jordan algebras, octonion planes, projective planes

2016, vi + 87 pages



TESEKKUR

Yiiksek lisans egitimim boyunca; tez c¢alismamin planlanmasinda, arastirilmasinda,
yiiriitiilmesinde ve olusumunda ilgi ve destegini esirgemeyen, bilgi ve tecriibelerinden
yararlandigim hocam Dog. Dr. Atilla AKPINAR' a sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.
Ayrica bilgi ve birikimleriyle bana bircok konuda yardimci olan hocalarim Prof. Dr.
Siileyman CIFTCI, Prof. Dr. Basri CELIK ve Ars. Gor. Dr. Fatma OZEN ERDOGAN' a

¢ok tesekkiir ederim.

Beni bu giinlere getiren ve bu siire¢te maddi ve manevi desteklerini her an yanimda
hissettigim kiymetli annem Beysah OZKAN ve babam Mehmet OZKAN' a, bu zor ve
uzun siiregte hissettirdigi sevgi ile her zorlugu asmami saglayan ¢ok degerli esim Teyfik

CANDAN' a sonsuz tesekkiirlerimi sunuyorum.

KUAP(F)-2014/50 numarali proje ile bu calismayr destekleyen U. U. Bilimsel

Arastirmalar Komisyonu’na tesekkiir ederim.

[lknur OZKAN CANDAN
27/06 /2016



ICINDEKILER

Sayfa
OZET oottt ettt ettt i
ABSTRACT ...ttt ettt ettt en et aan e i
ONSOZ ve TESEKKUR ....coooviuieeieiieceeecteeeseeeie e eseeeie st en s iii
ICINDEKILER .....ooovviiiiiiccicee ettt iv
L GIRIS oottt 1
2. ON BILGILER .......ooiititieececeeee et eeee e eneie e en st n s 4
3. OZDESLIKLI KUADRATIK JORDAN CEBIRI......c.ccoovvvviivirciecnneee, 22
4. BIR KUADRATIK JORDAN CEBIR SINIFI ve ONUNLA KOORDINAT-
LANAN OCTONION DUZLEMLER..........c.coomiiiiiieeieeieeeeeee e 43
KAYNAKLAR ...oooviiieiee ettt teeee et eresae st anesassnss s nessensnans s s, 82
OZGECMIS oottt en e 86



1. GIRIS

1946 da A.A. Albert tarafindan ismi verilen Jordan cebirleri, bir fizik¢i olan ve kuantum
mekaniginin cebirsel formulasyonunu elde etmeye g¢alisan P. Jordan tarafindan 1930
larin baglarinda calisilmistir. Bu yondeki calismalariyla, bu cebirler ile Lie gruplari

arasindaki iligkinin goriilmesine ve bazi geometrik kesiflere yol agmustir.

Faulkner’a (1970) gore, octonion diizlemlerle ilgili ilk ¢alisma Moufang (1933)
tarafindan yapilmistir. Moufang, Harmonik Nokta Teoremini saglayan Dezargsel
olmayan bir projektif diizlem 6rnegi olan bir projektif octonion diizlem kurmus ve bu

diizlemi octonion (Cayley-Dickson) boliimlii cebiri ile koordinatlamistir.

Girdileri bir O octonion R-cebirden almarak olusturulan 3x3 matris uzaymnm X > X'

involusyonu altinda simetrik kalan elemanlarin H (03) alt uzay1 iizerinde,

XY = %(XY +YX) ¢arpma (Jordan garpimi) islemi tammlanirsa H (O,) bir Jordan R-

cebiri yapisina sahip olur. Yine Faulkner’a (1970) gére H (03) cebirini bir octonion

diizlemi tanimlamakta ilk olarak Jordan (1949) kullanmistir. Jordan bu ¢alismasinda O

yu reel sayilar cismi {lizerinde tanimli bir reel octonion boliimlii cebiri olarak almis ve

bir projektif diizlemin nokta ve dogrularini temsil etmek i¢in H (03) deki primitive

idempotentleri kullanmistir. Freudenthal (1951), Jordan’in (1949) calismasindakine

benzer bir kurulus vermistir.

Springer  (1960), Freudenthal-Jordan tarafindan verilen projektif  diizlem
koordinatlamasinin O nun karakteristigi 2 ve 3 den farkli bir cisim iizerinde taniml1 bir

octonion boliimlii cebiri olmast durumunda da yapilabilecegi gostermistir.

Springer (1968), karakteristigi 2 ve 3 den farkli bir cisim {izerinde taniml split (yani
boliimlii olmayan) octonion cebirleri ile koordinatlanan diizlemler ile de ¢alisti. Farkl
iki dogrular1 birden fazla noktada kesisebildiginden bu diizlemler birer projektif diizlem
degildirler.



McCrimmon (1966) calismasinda bir kuadratik Jordan cebir notasyonu kullanildi ve bu
sayede Jacobson (1966)’da verilen yapisal teori; R nin birimli, degismeli ve birlesmeli
keyfi bir halka tizerinde tanimli kuadratik Jordan cebiri olmasi durumuna genisletilmis
oldu. McCrimmon (1969), tiim karakteristikler i¢in gecerli olan ve Freudenthal (1954,
1959), Springer (1962) ve Tits’in yayimlanmamis c¢aligmalarinda verilen tim
yaklagimlar1 iginde 6zel bir durum olarak barindiran bir genel yapiya ulasti. Faulkner
(1969) da bu genel yapiy1 kullanarak, karakteristigi 2 olan bir cisim iizerinde tanimli

kuadratik Jordan cebiri ile koordinatlanan octonion diizlemlerle calisti.

Faulkner (1970), makalesinde keyfi karakteristikli bir cisim tiizerinde tanimli bir

octonion cebiri yardimiyla kurulan octonion diizlemleri ele almistir.

Daha sonrasinda bu yapilar tizerine farkli ¢alismalar yapilmistir. Bunlara 6rnek olarak,
McCrimmon (1971), Springer (1973), Racine (1977), Faulkner (1988), Springer ve ark.
(2000), Pumpliin (2010) ¢alismalarini verebiliriz.

Jordan cebirleri ve onlarin uygulamalar1 hakkinda 1978 e kadar yapilan ¢aligmalarin iyi
bir derlemesi olarak McCrimmon’in (1978) calismasina bakilabilir. Bunlarin fizikteki
uygulamalar1 i¢in Okubo (1995) ve bilhassa pargacik fizigindeki uygulamasi ig¢in

Giirsoy (1996) calismalari incelenebilir.

Faulkner (1970)’da verilen octonion diizlem kurulusunun bir genellemesi Bix (1980)’de
verilmistir. Burada, R birimli, degismeli ve birlesmeli olan bir lokal halka olmak tizere

girdileri bir O octonion R-cebirden alinarak olusturulan 3x3 matris uzaymin

H (03, Jr) ile gosterilen simetrik elemanlarinin bir 6zel alt kiimesi ile ¢alisilmistir. Bu

kiime iizerinde bir norm form (determinant) ve bir iz form (bir matrisin izi) yardimiyla
bir (exceptional) kuadratik Jordan cebir yapist kurulmustur. Bu tezde, Bix (1980)’de
verilen octonion diizlem kurulusu ele alinmistir. Bu cebir hakkinda daha detayli bilgi
i¢cin Jacobson (1968), McCrimmon (2004) ve Faulkner (2014) calismalarini incelemeye

deger goriiyoruz.
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2. boliim, tez i¢in ihtiya¢ duyulan temel bilgilerin tanim ve teoremler olarak verildigi
béliimdiir. 3. bélimde H (O,,J;.) kimesinin bir kiibik R-cebir olduguna dair islemler
detayli bir sekilde incelenmistir ve nihayetinde bu cebirin literatiirde ¢ok iyi bilinenen
bir kuadratik Jordan cebiri sinifi oldugu gercegi ifade edilmistir. Son bdliimde,
H(O,;,J;) cebiri iizerinde iz form olarak bir matrisin izi ve norm form olarak bir
matrisin determinanti segilerek elde edilen kuadratik jordan cebirinin elemanlar ile bir
octonion diizlemin nasil insa edildigi incelenmis ve bdylece bu octonion diizlemin
tizerinde olma bagintisi, komsuluk bagintis1 ve bir noktanin bir dogruya yakinlig: farkl

bir bicimde ifade edilebilmistir. Elde edilen octonion diizlemin bir projektif diizlem

oldugu gosterilerek bu ¢alisma tamamlanmistir.
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2. ON BILGILER

Bu kisimda; bu c¢alismaya temel teskil edecek tanim, teorem ve gosterimlere yer
verilmistir. Genel bilgilerin bir araya getirilmesinde, alfabetik sirayla, Beachy (1999),
Blyth ve Robertson (2002), Cift¢i (2015), Elman ve ark. (2008), Faulkner (2014),
Fraleigh (1982), Hungerford (1974), Jacobson (1985), Malik ve ark. (1997), McDonald
(1976), Schafer (1996) calismalarindan faydalanilmistir. Ustelik, bu bélim iginde
verilen spesifik bilgiler i¢cin gerekli goriilen yerlerde ayrica bagka calismalar da referans
gosterilmistir.

(13 2

Tamm 2.1: (R,+) bir abel grubu ve (carpma) R {izerinde taniml1 bir i¢ islem

olsun. Eger her a,b,c € R igin

(a+b)c=ac+bc
ve

c(a+b)=ca+ch
sartlar1 saglaniyorsa (R,+,-) ticliistine bir halka denir. Kisalik olmasi bakimindan
(R,+,-) halkasi R ile gosterilir. Eger R de “-” islemi birlesmeli (asosyatif) ise
halkaya birlesmeli (asosyatif) halka, - isleminin etkisiz elemani varsa halkaya

ozdeslikli (birimli) halka, “-” islemi degismeli (komutatif) ise bu halkaya degismeli

(komutatif) halka denir.

n tane

- f—/% . . .
Tammm 2.2: R bir halka olsun. 1+1+1+...+1=0 esitligine uyan en kiiglik n>2

tamsayisina R halkasinin karakteristigi denir. Eger boyle (sonlu) bir n tamsayisi

yoksa R nin karakteristigi sifirdir denir.

Tanim 2.3: R 0Ozdeslikli bir halka ve 0#aeR olsun. Eger ab=1 olacak bi¢cimde
beR varsa b ye a nin sag tersi ve ca=1 olacak bi¢imde ce R varsa ¢ ye a nin sol
tersi denir. Eger d € R olmak iizere ad =da=1 ise d ye a nin bir tersi ve a ya da

birim(sel) eleman denir.
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Tammm 2.4: R bir halka olsun. Eger R nin bir R" alt kiimesi R halkasinin islemleri

altinda bir halka olusturuyorsa R’ ye R nin bir alt halkas: denir.

Tammm 2.5: R bir halka olsun. Z(R):{aeR| ab =ba, vbeR} kiimesine R nin

merkezi denir.

Z (R) kiimesi R halkasinin bir alt halkasidir. Eger R degismeli ise Z (R) =R olur.

Tamim 2.6: R nin her a elemani i¢in al — | ve lac | sartlarin1 saglayan bir | alt

halkasina R halkasmin bir ideali denir.

Tammm 2.7: R bir halka ve M =R, R nin bir ideali olsun. Eger M cl cR sartim

saglayan hi¢bir | ideali yoksa M ye R nin maksimal ideali denir.

Tanim 2.8: Asagida birbirine denk olarak verilen sartlardan bir tanesini saglayan bir R
halkasina lokal halka denir:

a) R nin bir tek maksimal ideali vardir.

b) R nin tiim birim olmayan (tersi olmayan) elemanlari bir tek has idealde kapsanir.

€) R nin birim olmayan (tersi olmayan) elemanlar1 bir has ideal olusturur.

d) VreR iginya r yada 1—r birimdir.

Tamim 2.9: Birlesmeli olmayan bir R halkasinda her a,b € R igin
a(ab)=(aa)b

ve
(ab)b=a(bb),

sirasiyla, sol ve sag alterne sartlar1 saglaniyorsa R ye alterne halka denir.

Teorem 2.10: R bir alterne halka olsun. Bu takdirde, Moufang 6zdeslikleri olarak da
isimlendirilen, asagidaki esitlikler gegerlidir (Pickert 1955, Faulkner 2014):

a) b((ac)a)=((ba)c)a
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b) (a(ca))b=a(c(ab))

c) (ab)(ca)=a(bc)a.

Tamm 2.11: (R,+,-) birlesmeli bir halka ve (M,®) degismeli bir grup olsun. Her
acR ve her xeM i¢in (a,x) > aox olacak sekilde tanimli RxM — M dis islemi
her a,beR ve her x,y e M i¢in asagidaki sartlart sagliyorsa (I\/I,@,o) sistemine R
halkasi tizerinde bir (sol) modiil, kisaca M ye bir (sol) R— modiil denir:

M1) ao(x®@y)=(acx)®(acy) dir.

M2) (a+b)ox=(aex)@(box) dir.

M3) (ab)ox=ao(box) dir.

R, 1#0 6zdeslikli bir halka ve her xe M igin

M4) 1o x =x dir,

sartin1 saglayan bir (sol) R— modiile ézdeslikli (birimli) bir (sol) R— modiil denir.

Her acR ve her xeM i¢in (X,a) > x*a olacak sekilde tanimli M xR —M dis
islemi her a,beR ve her x,y € M i¢in yukaridaki benzer sartlari sagliyorsa (M ,(—B,*)

sistemine R halkasi tizerinde bir (sag) modiil, kisaca M ye bir (sag) R— modiil denir.

R degismeli bir halka iken sol ve sag R — modiil arasinda higbir fark yoktur.

M hem bir sol R— modiil hem de bir sag R— modiil iken her r,r'eR ve her me M
igin (rem)=*r'=ro(m=r") sart1 (bu sart ile sag ve sol dis islemler arasinda bir uyum

saglanmistir) da saglanirsa M ye bir R —bimodiil ad1 verilir.
Tamm 2.12: M bir R—modiil olsun. Eger M nin bostan farkli bir M" alt kiimesi, M

nin R —modiil olmasini saglayan islemlerin M’ {izerine indirgenmisleri altinda bir R —

modiil olusturuyorsa M’ ye M nin bir alt modiilii (ya da alt uzayz) denir.

Tamm 2.13: M bir R—modiil olmak tizere, M nin M, ve M, ile gosterilen iki alt

modiilii (alt uzay1) verilsin. Eger,

14



1) M =M, +M, dir.
2) M,"M, ={0} dur.
sartlar1 saglaniyorsa M ye M, ve M, nin direkt toplami denir ve bu durumda

M =M, ®M, yazilir.

Tamm 2.14: R 6zdeslikli bir halka ve M bir R—modiil olsun. M nin kendisini iireten
(veya geren) lineer bagimsiz bir alt kiimesine M Dbir baz: denir. Eger M nin bir bazini

olugturan sonlu sayida i,1i,,...,I, elemanlar1 varsa M ye bir serbest (free) R—maodiil

denir.

Tammm 2.15: Bir MR- modiliin herhangi bir bazindaki eleman sayisina M nin

boyutu denir.

Tamm 2.16: M, M,,...M_ ve M’ R-modilleri verilsin. i, 1<i<n o&zelliginde
segilmis bir tamsay1, X,y € M,, 1< j<nve j=ii¢in a; € M, ve A1 €R olmak iizere
asagidaki sartlar1 saglayan bir f:M,xM,x---xM_ — M’ déniisiimiine bir n-lineer
doniistim denir:

NL1) (e, @y X+ Y, gy @) = T, s 0 X gy )+ T (0 0, Y Gy i )
dir.

NL2) f(e,...o  AX ety a,) = AT (0,0 X gy ) i

Burada sadece i. bilesen g6z 6niine alinirsa f nin bu bilesen igin lineer oldugu goriiliir.
N tane bilesen i¢in lineerlik sartlarmin saglanmasi istendiginden f ye n-lineer
doniisiim ad1 verilmektedir. Ozel olarak n=2 almirsa f ye 2-lineer (bilineer) doniisiim

denir.

Tanmm 2.17: M bir R—modiil olsun. M" =M xM x---xM olmak iizere f :M" >R
doniistimii n-lineer ise f ye M iizerinde n-lineer doniisiim ya da kisaca n-lineer form

ad1 verilir.
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Tamm 2.18: f, M iizerinde bir n-lineer doniisiim olsun. Eger her (e, ....,&,) sirali n-
lisi ve her i # j i¢in
f (al,...,ai,...,aj,...,an) =f (al,...,aj,...,ai,...,an)

ise f ye simetrik n-lineer doniisiim,

f(al,...,ai,...,aj,...,an) =—f(a,..ai, 0, )

jre

ise f ye anti-simetrik n-lineer doniisiim denir.

Tamm 2.19: M ve M' iki R— modiil olsun. Asagidaki sartlari saglayan bir

Q:M — M’ déniistimiine bir kuadratik doniisiim denir:
KU1) Her AeR ve her yeM i¢in Q(Ay)=2?Q(y) dir (yani Q 2 dereceden
homojen polinom fonksiyondur).

KU2) Her x,yeM igin Q(x,y)=%[Q(x+y)—Q(x)—Q(y)] ozelliginde M xM

den M’ ye bir simetrik ve 2-lineer doniisiim vardir (Linerizasyon ya da polarizasyon

szelligi).

M'=M iken Q kuadratik doniisiimiine M tizerinde bir kuadratik doniisiim denir.

M’'=R iken Q kuadratik doniistimiine bir kuadratik form, bu durumda Q(x, y) ye de

birlestirilmig 2-lineer form denir (Burada Q(x,x)=Q(x) olduguna dikkat ediniz.).

Tamm 2.20: M ve M’ iki R— modiil olsun. Asagidaki sartlari saglayan bir
N:M — M’ dénlisiimiine bir kiibik doniigiim denir:

KU1) Her 2eR ve her yeM i¢in N(Ay)=A°N(y) dir (yani N 3. dereceden

homojen polinom fonksiyondur).
KU2) Her x,y,zeM igin

N (x, y,z)=%[N (x+y+2)=N(x+y)=N(y+2)-N(x+2)+N(x)+N(y)+N(z)]

ozelliginde MxMxM den M’ ye bir simetrik ve 3-lineer doniisiim vardir

(Linerizasyon ya da polarizasyon 6zelligi).
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M’'=M iken N kiibik doniisiimiine M 1iizerinde bir kiibik doniisim denir. M'=R
iken N kiibik déniisiimiine bir kiibik form (Schafer 1959), bu durumda N (x,y,z) ye de

birlestirilmiyg 3-lineer form denir (Burada N (x,x,x)=N(x) olduguna dikkat ediniz.).

(Thomas 2014) yardimiyla Tanim 2.19 ve Tanim 2.20 nin genellemesi asagidaki
bicimde yapilabilir.

Tanmm 2.21: M ve M’ iki R—modiil olsun. n>1 bir tamsay1 olmak lizere asagidaki

sartlar1 saglayan bir f :M — M’ doniisiimiine bir n. dereceden déniisiim denir:
ND1) Her 2eR ve her yeM igin f(Ay)=A"f(y) dir (yani f n. dereceden

homojen polinom fonksiyondur).

ND2) Her X, X,,...X, €M ve H ={1,2,3,...,n} i¢in

n!B, (xi,xz,...,xn):kzn_ll(—l)"kH;k f(Sy), Sy ::;xi

ozelliginde M"=M xM x---xM den M’ ye bir B; simetrik ve n-lineer doniigiim

vardir (Linerizasyon ya da polarizasyon 6zelligi).

M'=M iken n. dereceden doniisime M iizerinde n. dereceden doniisiim denir.

M'=R iken n. dereceden doniisime bir n. dereceden form, bu durumda
B (X, %, X, ) Ye de birlestirilmis n-lineer form denir (Burada B, (X,X,...,x)= f(x)

olacagina dikkat ediniz.).
Ozel olarak; M iizerindeki bir 1. dereceden form bir lineer form olarak isimlendirilir.
n=2 i¢in Tanim 2.19 da kuadratik ve n=3 igin Tanim 2.20 de kiibik ifadeleri daha

once kullanilmagti.

Gosterim: M bir R— modiil iken M iizerindeki tim n. dereceden doniisiimlerin

kiimesi Hom, (M, M) ile gdsterilir.
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Tamm 2.22: (M,®,0) 6zdeslikli bir R—modiil olup M iizerinde bir ® (garpma) i¢
islemi tanimlansin. Eger M bu isleme gore her ae R ve her x,ye M igin
(Aex)®y=x®(acy)=ac(x®y)

sartmni saglayan bir halka (yani (M,®,®) bir halka) ise M ye R halkas: iizerinde bir
cebir, kisaca M ye bir R—cebir denir. M bir R— cebir iken her x,y,zeM igin

X®Y)®z=x®(Yy®2)
ya da buna denk olan

[X, Y, Z] =0 (asosyator)
sart1 saglaniyorsa M ye birlesmeli R — cebir,

X®Yy=y®X

ya da buna denk olan

[X,¥]=0 (komiitator)

sart1 saglaniyorsa M ye degismeli R — cebir denir.

Boylece daha 6nce verdigimiz alterne kurallar, asosyatdr yardimiyla [X, X, y]=0 ve
[y, x,x]=0 olarak ifade edilebilir. ~ Ustelik; bu sonuglar yardimiyla,

[x,z,y]+[z,x,y]=0 ve [y,x, z]+[y,2,x] =0 oldugu kolayca goriilebilir.

Tamm 2.23: M bir R—cebir olsun. Eger M nin bogtan farkli bir M alt kiimesi, M
nin R —cebir olmasini saglayan igslemlerin M’ iizerine indirgenmisleri altinda bir R—

cebir olugturuyorsa M’ ye M nin bir alt cebiri denir.

(Schafer 1996) dan, bir birlesmeli cebirden bir Lie cebiri veya bir Jordan cebirinin nasil

elde edildigi asagida verilecektir.

M bir birlesmeli R— cebir iken M {izerinde her X,y € M i¢in
X y=Xy—yx
biciminde yeni bir carpma (Lie ¢arpimi) islemi tanimlansin. Burada, X[ x=0 dir. Bu

yeni carpma islemi ile M den elde edilen cebir M~ ile gosterilsin. M~ deki ¢arpma
hem anti-komiitatiftir hem de Jakobi Ozdesligi olarak bilinen
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(x0 y)I z+(yD )0 x+(z0 x)J y=0

esitligini saglar. Bu sekilde elde edilen M~ ye bir Lie cebiri denir. Ustelik M~ nin bu

isleme gore kapali olan herhangi bir alt cebiri de Lie cebiri yapisina sahip olur.

M bir birlesmeli R— cebir iken M {izerinde her x,y e M i¢in

ny:%(nyr yX)

bi¢iminde yeni bir ¢arpma (Jordan ¢arpumi) islemi tanimlansin. Burada, XX = XX yani
x? =x? dir. Bu yeni ¢arpma islemi ile M den elde edilen cebir M* ile gosterilsin. M "

daki carpma hem degismelidir hem de Jordan Ozdesligi olarak bilinen

(<) =x] v (x7)]
esitligini saglar. Bu sekilde elde edilen M* ya bir Jordan cebiri denir. Ustelik M* nin

bu isleme gore kapali olan herhangi bir alt cebiri de Jordan cebiri yapisina sahip olur.
Boylece, (Jacobson 1968) den asagidaki tanimi verebiliriz.

Tamim 2.24: Herhangi bir cebir M* Jordan cebirinin herhangi bir alt cebirine izomorf
ise bu cebire 6zel Jordan cebiri ad1 verilir. Ozel olmayan Jordan cebirleri exceptional

Jordan cebirleri olarak adlandirilir.

Bundan sonra; carpma i¢ islemi ve skalarla ¢carpma dis islemlerini gosterirken kullanilan
®, o ve * sembolleri yerine islemler, elemanlar yan yana yazilarak kullanilacaktir ve

toplama i¢ islemini gosterirken kullanilan @ sembolii yerine de + alinacaktir.

Tamm 2.25 (Cayley halkasi-Octonion R— cebir): R ; birim olmayan elemanlarinin

kiimesi | ile gosterilen 6zdeslikli, birlesmeli ve degismeli bir lokal halka olsun.
O ={a, +aj, +a, + 8y, +a,i, +ai; +a; +a,i,|a R, 1=0,12,..,7}
kiimesi tanimlansim. O daki iki elemanin esitligi

ay +ayi, +---+a,i, =by +hji, +---+bji, < a =b (i=0,12,..,7)
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biciminde, O iizerindeki toplama i¢ islemi her Xx=a,+ai +---+al, ve
y=Db,+bji +---+bi, €O igin
X+y=(a,+by)+(a, +b)i,+--+(a, +b,)i,
olarak ve O tizerindeki dis islem her A € R ve her xe O igin
Ax=A(ay +a +---+ai, ) =(1a,)+(1a )i, +---+ (A% )i,
olarak tanimlanirsa (O, +, ) sistemi bir 6zdeslikli R —modiil olur.

O iizerinde ikinci bir islem olarak ¢arpma ig islemi, Tablo 2.1 yardimiyla ve asagidaki

dort 6zellikle birlikte tanimlansin:

a) j=k icin iji, =—(ii;) dir,

b) Her i;,i, ve i, i¢cin dagilma kurallar1 gegerlidir.

c) aeR igin ai, =i,a dir,

d) a,beR i¢in a(bi,)=(ab)i, dir. R nin karakteristiginin 2 den farkli olmasi

durumunda Tablo 2.1 deki c¢arpim tablosu ile birlikte O  nun

{io =1i,0,,0y =iy, iy, 1 =i, i, =1,i,,1, :(iliz)i4} bigciminde bir bazi vardir.
O nun sonlu sayida elemandan olusan bir baz1 var oldugundan O kiimesi bir serbest

R —modildiir.

C,,C,,C; € R—1 olmak ilizere bu ¢arpim tablosu asagidaki gibidir (Jacobson 1985):

i i iy i, i i i,

| Cly I ci, I Cl, -, —C,ig

I, C,l, —C,l, I I, C,l, C,l;

i3 _C1C2io i7 CliG _Czis _C1C2i4

I Csl, —C,, —C,l, —C,l,

I5 _Cl Ca'o C3'3 C103I2

I —C,C,i —C,C,i

l; C,C,Cly
Tablo 2.1
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O daki ¢arpma isleminin degismeli olmadigi yukaridaki a) dan agiktir, birlesmeli

olmayacagma dair bir rnek bulmak zor degildir (mesela, [i,,i,,i;]#0 dir.). Boylece

3114115
(O, +, ) sistemi degismeli ve birlesmeli olmayan 6zdeslikli bir halka (yani 6zdeslikli bir

R —cebir) olur. Bu halkaya Cayley halkas: veya octonion R —cebiri denir.

Baz1 kaynaklarda octonion R —cebiri yerine Cayley-Dickson cebiri de denilmektedir
(Stevenson 1972).

Teorem 2.26 (Bruck-Kleinfeld Teoremi): Bir alterne halka ya birlesmelidir ya da kendi
merkezi lizerinde Cayley-Dickson cebiridir (Stevenson 1972, Faulkner 2014).

Tammm 2.27: (R,+,-) ve (R',+,”) iki halka, ®:R — R’ bir doniisiim olsun. Eger her
a,beR icin

1) ®(a+b) =d(a)+ D(b)

2) ®(a-b) =d(a) ' ©(b)

sartlar1 saglaniyorsa ® doniisiimiine R den R’ ye bir homomorfizm denir. Eger 2) sarti
yerine

2) ®(a-b)=d(b)’ d(a)

sart1 almirsa @ doniisimiine R den R’ ye bir anti-homomorfizm adi verilir.

Tammm 2.28: (R,+,-) ve (R,+,”) iki halka olsun. ®:R — R’ birebir ve orten bir

homomorfizm (veya anti-homomorfizm) ise ® doniisiimine R den R’ ye bir
izomorfizm (veya anti-izomorfizm) denir. R nin kendisi iizerine bir izomorfizmine

(veya anti- izomorfizmine) R {izerinde bir otomorfizm (veya anti-otomorfizm) denir.

Tammm 2.29: R bir halka olsun. i, R iizerinde ozdeslik doniisimii olmak iizere
mertebesi (peryodu) 2 (yani f =i iken f®=i) olan bir f otomorfizmine (veya anti-

otomorfizmine) R nin bir involusyonu (veya anti-involusyonu) denir.
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Tammm 2.30: R bir halka ve f de R nin bir involusyonu (ya da anti-involusyonu)
olsun. R nin f involusyonu (ya da anti-involusyonu) altinda degismez kalan

elemanlarina R nin simetrik elemanlar: denir.

Bu boliimiin bundan sonraki kisiminda, O Cayley halkasi (veya octonion R —cebiri) ile
ilgili verilecek bilgiler i¢in Jacobson (1985), Schafer (1996), Celik (1995) ve Akpinar

(2007) caligsmalar1 esas alinmig ve bazi sonuglarin ispatlari agik olarak verilmistir.

Tamm 231 X=a,+ai +a,,+...+ai €0 olmak izere :0—>O0 igin
X—>X=a,—al—al,—..—al, bi¢ciminde tanimlanan doniisime eslenik alma

doniistimii denir.

Teorem 2.32: xeO igin X=X ve X,yeO igin E/:yi dir, yani eslenik alma

dontisimit O nun bir anti-involusyonudur.

Tammm 2.33: n:O —>R i¢in X—>n(x)=XY biciminde tanimlanan doniisiime norm

form, n(x) e de x in normu veya norm formu denir.

Bu tanima gore X =a,+a,i, +a,l, +...+a,i, €O i¢in
n(Xx)=XX =Xx=n(X)=a; —Ca; —C,a; +C,C,a; —C4a; +C,C;a +C,C;a; —C,C,C;ar

ve XeR igin n (X) = x* olur. Bu sonug bize asagidaki iki teoremi ifade etmemizi saglar.

Teorem 2.34: x € O olsun. Bu takdirde asagidaki dnermeler dogrudur.
i) n(x) birimdir <> x birimdir. Bu durumda x™*=xn(x)" olur.

ii) n(x) birim degildir < X birim degildir.

Teorem 2.35: O da birim olmayan elemanlarin olusturdugu kiime | ile gésterilirse
| ={x=2,+ai, +a,, +..+ai, | n(x)el}
dir.
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Bu durumda O daki birimlerin kiimesi U:=O-I ile gosterilebilir. Boylece asagidaki

teorem ifade edilebilir.

Teorem 2.36: (O,+,-) sistemi maksimal ideali | olan bir lokal alterne halkadir.

Teorem 2.26 geregi (O,+,~) kendi merkezi tizerinde bir Cayley-Dickson cebiridir.

Burada Z(O)=R olduguna dikkat ediniz.

Teorem 2.37: Her x,y,z €O igin asagidaki onermeler dogrudur.
i) [%X, y]=[X. % y]=[y.X.x]=[y,x,X]=0 dur.

i) [x+z,m, y]:O:{x,E, y]+[z,>_(, y]:o dir.

o X+X .. .
Tammm 2.38: t:0—>R i¢in X—)t(X):T bi¢ciminde tanimlanan doniisiime

iz — form, t(x) e de x in izi veya iz — formu denir.

Bu tanima gore X =8, +a,, +a,l, +...+a,i, €O i¢in

ve xeR igin t(x)=x olur,
Teorem 2.39: t iz formu lineerdir.
Teorem 2.40: Her x,y € O igin n(xy)=n(x)n(y) dir. (Norm form garpilabilirdir.)

Teorem 2.41: Her x €O igin x* —2t(x)x+n(x)=0 dur.

+X

Ispat: t(x)= X esitliginden x =2t(x)—x olup bunu n(x)=xx de yerine yazarsak

n(x)=x(2t(x)—x) ve bdylece x*—2t(x)x+n(x)=0 elde edilir.

23



n(x)=xX de x yerine x+ Ay yazarsak yani bu ifadeyi x e gore lineerlestirirsek;
n(x+ly):(x+ﬂ.y)(x+—iy):(x+/1y)(>_(+ﬂ,§)
= n(x)+/1(x§/+ y>_<)+/12n(y)
esitliginden /1(x§/+y>_<)=n(x+/1y)—n(x)—/12n(y) elde edilir. burada A yerine 1
almirsa Xy +yx=n(x+y)-n(x)-n(y) olur. Esitligin sol tarafi 2t(xy) ye esit
oldugundan bu esitlik 2t(xy)=n(x+y)—n(x)-n(y) seklinde yazilarak
() =5[n(x+y)-n(x)-n(y)]

sonucuna ulasilir.
Simdi asagidaki tanim verilebilir.

Tanim 2.42: OxO — R ye her x,y €O igin

n(x, y)=%[n(x+y)—n(x)—n(y)] (2.1)

bi¢iminde tanimlanan doniisiime birlestirilmis form denir.

Teorem 2.43: Birlestirilmis form i¢in asagidaki ifadeler gegerlidir:
i) n(x,y)=t(xy) dir. Ozel olarak, y =1 igin n(x,1)=t(x) olur,

ii) Birlestirilmis form simetrik ve 2-lineerdir.

Tamm 2.44: OxO —R ye her x,yeO igin t(x,y):=t(xy) olarak tanimlanan t ye

jenerik iz form ad1 verilir.

Her x €O igin t(x,1)=t(x), t(Ly)=t(y) ve t(11)=t(1)=1 olacag agiktir.

Teorem 2.45: t jenerik iz formu 2-lineerdir.

Ispat: t iz formu lineer oldugundan,
t(x+z,y)=t((x+2)y)=t(xy+2zy)=t(xy)+t(zy)=t(x,y)+t(z,y) ve
t(cx, y)=t((cx)y)=t(c(xy))=ct(xy)=ct(x,y)
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sartlar saglanir, yani t(x,y) 1. bilesene gore lineerdir.
t(x,y+2z)=t(x(y+2z))=t(xy+xz)=t(xy)+t(xz) =t(x,y)+t(xz) ve

t(xcy) =t(x(ey)) =t(c(v)) =ct(xy) =ct(x.y)

sartlar1 da saglanir, yani t(X,y) 2. bilesene gore de lineerdir. Dolayisiyla, t(X,Yy)

dontsimii 2-lineerdir.

Teorem 2.46: t(x, y):t(>_<,§/) dir.

=t(xy)

elde edilir.

Teorem 2.47: n(xy,zw)+n(zy,xw)=2n(x,z)n(y,w) dir.

ispat: n(xy)=n(x)n(y) esitliginde x yerine Xx+z yazihr ve N normunun

carpilabilirligi kullanilirsa n(xy +zy)=n(x+z)n(y) bulunur. n(x+y) yerine (2.1) den
n(x+y)=2n(x, y)+n(x)+n(y)

esitligi kullanilirsa

n(xy+zy)=2n(xy,zy)+n(xy)+n(zy)

n(xy+zy)=n(x+z)n(y)=[2n(x,z)+n(x)+n(z)]n(y)

esitlikleri elde edilir. Buradan
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2n(xy, zy)+n(xy)+n(zy)=[2n(x,z)+n(x)+n(z) |n(y)
yazilir. KarR # 2 oldugu kullanilarak gerekli kisaltmalar yapilirsa
n(xy,zy)=n(xz)n(y) (2.2)

sonucu elde edilir. Benzer sekilde, Yy yerine y +w yazilsaydi

n(x(y-+w))=n(x)n(y+w)
= n(3y-+0) = n(x)n(y +w)
= 2n(xy, xw)+ n(xy)+ n(xw) = n(x2n(y, w)+ n(y)+ n(w)]
On(y.w
(

= 2n(xy, xw) = 2n(
= n(xy,xw)=n(x)n

y, W)
elde edilirdi.

(2.2) ifadesinde y yerine y +w yazilirsa
n(x(y+w).z(y+w))=n(xz)n(y+w)

= n(xy +xw,zy +zw)=n(x,z)n(y +w)

= n(xy,zy)+n(xy, zw)+n(xw, zy)+n(xw, zw) =n(x,z)n(y+w)

= n(xy, zw)+ n(xw, zy) + n(xy, zy)+ n(xw, zw) = n(x, z)2n(y, w)+ n(y) + n(w)]

= n(xy, zw) + n(zy, xw) = 2n(x, z)n(y, w)

elde edilir.

Sonug 2.48: n(yx,wz)+n(wx,yz)=2n(y,w)n(x,z) dir.

Ispat: Teorem 2.47 de x ile y ve z ile W nun rolleri degistirilirse sonug agiktir.

Teorem 2.49: Jenerik iz form i¢in asagidaki 6zellikler gecerlidir.

1) t simetriktir, yani her x,yeO igin t(x,y)=t(y,x) dir. Bu sart, kisaca,

t([x,y])=0 olarak da ifade edilebilir.
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2) t asosyatiftir, yani her x,y,z €O igin t(Xy, Z) =t(x, yZ) dir. Bu sart, kisaca,

t([x,y,z]) =0 olarak da ifade edilebilir.

ispat: 1) t(x,y)=t(>_<,§) oldugundan t(xy)=t(>_<§/)=t(yx)=t(yx) yani
t(x,y)=t(y,x) olur,

2 tlx(y2)=nlx y2)=nlx zy) ve t((xy)2)=nlwy. )

oldugundan t(xy, Z) =t (X, yz) oldugunu ispat etmek i¢in n (X, ﬁ) =n (Xy, E) oldugunu

< |

gostermek  yeterlidir. t(y) =y% esitliginden §/: 2t(y)—y oldugunu ve
t(y)=n(y,1) den n(x, zy):n(x,z[Zn(y,l)—y]) yazabiliriz. Buradan her x,y,z O
i¢in
n(x, 29):n(x,2n(y,1)z)—n(x,zy)
=2n(y,1)n(x,z)—n(x,zy)

elde edilir. Teorem 2.47 de w=1 ahmursa 2n(y,1)n(x,z)=n(xy,z)+n(zy,x) olur ki

n(x, z§)=n(xy,z)+n(zy,x)—n(x,zy)
n(xy,z)

esitligi elde edilir. Bu esitlikte z yerine Z alinirsa n(xy, E)z n(x, 29): n(x,ﬁ) olur.

Sonug 2.50: t(x,y)=t(X,y) dir.

Ispat: t jenerik iz formun simetrikligi ve t(x) =t (K) oldugu gerceginden hareketle

t(x, y)=t(y,x)=t(yx)=t(y_x)=t(77)=t(7,y)

oldugu gortiliir.

Sonug 2.51: n(x,y)=n(X,y) dir.
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Ispat: Teorem 2.43 i) deki sonug, t(x)=t(X) oldugu, Teorem 2.32 ve t jenerik iz

formun simetrikligi bir arada diigiintiliirse
n(xy)=t(xy)=t(xy) =t(yx) =t(xy) =n(X,y)

sonucu elde edilir.

t(x,y)=t(xy) ve n(x,y)=t(xy) oldugundan t(x,y)+n(x,y)= t(xy)+t(xy)

yazabiliriz. t lineer ve y+y =2t(y) oldugundan

t(x,y)+n(xy)=t(xy+xy)
=t(x[y+v])
=t(x[21(y)])
=2t(x)t(y)
yani t(X, y)=2t(x)t(y)—n(x, y) elde edilir. Simdi bu sonucun alternatif bir ispatini

asagida veriyoruz.

Teorem 2.52: t(x,y)=2t(x)t(y)—n(x,y) dir.

. - 1
ispat: t(x, y):n(x, y):z[n(x+y)—n(x)—n(y)]
esitligindeki n(x) ifadeleri yerine Teorem 2.41 den n(x)=2t(x)x—x* degeri

kullanilirsa

n(x, y)=%[2t(x+ y)(x+y)—(x+y) —(Zt(x)x—xz)—(Zt(y)y—yz)}
:%[2(t(x)+t(y))x+2(t(x)+t(y))y—x2 —y? =Xy — yx—2t (X)X +X? —2t(y)y+y2J
esitliklerinden

n(x,y):%[Zt(y)x+2t(x)y—xy—yx] (2.3)

elde edilir. (2.3) de y yerine 9 yazarsak

n(x,f/) =t(x,y) =%[2t(§/)x+2t(x)§/—x§/—§/x] =t(y)x+t(x)§/—%(x§/+§/x) (2.4)
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ve (2.3) de x yerine x yazarsak da
n(>_<, y)=t(>_<,3_/):%[Zt(y);HZt()_()y—)_(y—y)_(}=t(y)§+t(x)y—%(>_<y+ y>_() (2.5)
esitligini elde ederiz. t(X, y)=t(>_<,§) oldugundan (2.4) ve (2.5) deki esitlikler taraf
tarafa toplanirsa

2t(x,y)= 2t(x)t(y)+2t(y)t(x)—t(x3_/)—t<§x)
ve t simetrik oldugundan

2t(x, y):4t(x)t(y)—2t(x§/)

olur. Burada, KarR =2 ve t(x,y) =n(x,y) oldugu kullanilirsa

t(x,y)=2t(x)t(y)-n(xy)

sonucuna ulasilir.
Sonug 2.53: n(x,y)= n(>_<,§/) dir.

ispat: t(x,y)=2t(x)t(y)-n(xy) ile birlikte t(x, y):t(i,y) ve t(x):t(i) oldugu

diisiiniiliirse n(x, y)=n(>_<,§/) bulunur.

Bu béliimde son olarak, (Kaya 2005) den projektif diizlem tanimi verilecektir.

Tamm 2.54: N ve D elemanlari, sirastyla, noktalar ve dogrular olan ayrik iki kiime ve

€ da NxD kiimesi lizerinde tanimli bir izerinde olma bagintisi1 olmak iizere agagidaki

aksiyomlar gergekleyen bir P =(N, D,e) sistemine bir projektif diizlem denir.

PD1) Farkl iki noktadan tam olarak bir dogru geger.
PD2) Farkli iki dogrunun tam olarak bir arakesit noktasi vardir.

PD3) Herhangi ti¢li dogrudas olmayan dort nokta vardir.
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3. OZDESLIKLi KUADRATIK JORDAN CEBIRLERI

Bu kisimda, calisacagimiz Jordan cebir siifi hakkindaki bilgiler bir araya getirilmistir.
Jordan cebirleri hakkinda daha detayli bilgi i¢in (Jacobson 1968), kuadratik Jordan
cebirleri hakkinda daha fazla bilgi i¢in (Jacobson 1969) calismalarina bakilabilir.

Jordan cebiri tanimi, L (sol ¢arpim) ve R (sag carpim) operatdrleri yardimiyla

asagidaki bigcimde de verilebilir.

Tamm 3.1: M bir R— cebir olsun. Eger,
1) L =R yani Xy =yX (komiitatiflik sart1),
2) L,L =LL, yani (xy){(x*)=x] y(x*)] (Jordan Ozdesligi)

sartlar1 saglaniyorsa M ye bir Jordan R — cebiri denir.

L, ve R, operatorleri yardimyla alterne kurallar, L, =(L, )2 ve R, =(R, )2 bigiminde

yazilir.

(McCrimmon 2004) deki calismanin 1. Kismin 4.1 nolu alt boéliimiinde Jordan
cebirlerinin klasik teorisinin daha iyi anlagilmasi igin Jacobson’un U, U — operatorleri

(Jacobson 1968) ve bu operatorlerin yardimci operatdorleri ile ondan linerizasyonla elde

edilen {x,y,z} Jordan ii¢lii ¢arpimini ve bunlarla ilgili olan U, , ,V, ,V, operatdrleri

xy T Uxy !

asagidaki bigimde verilmistir.

Ux:=2(|—x)2_|—x2’ Ux,z ::(Ux+z _UX_UZ)

V., (2)={xy.z}=U_,(y),

V. (y)={xy}={xLy}, V,=V.,=U, =V, =2L

Simdi {X, Y, Z} Jordan tiglii garpimini ve bu operatorleri daha yakindan inceleyelim:

{xy,2} =(Xy)z+(yz)X—(xZ)y olarak tammlanmistir. Buradan,
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{xy,2} = E(nyr yx)}[k J{%(yz + zy)}Eb(—B(xz + zx)}Dy
=1H%(xy+ yX)Z+ z%(xy+ yX)j:|+%|:%(yZ+ zy)x+x%(yz + zy)}

2

—%E(xz+zx)y+ y%(xz+zx)}

:%i%(xy)z+;(yx)z+%z(xy)+%z(yx)}
+%:;(yz)x+%(zy)x+%x(yz)+ }
_%: +%(zx)y+;y(xz)+;y(zx)}
:%(xy)z+%z(yx)+%(zy)x+%x(yz)
:%(xy)z+%z(yx)

esitliklerinden

Xy, z}:%[(xy)z +2(yx)]

oldugu goriiliir. Bir birlesmeli M cebirinden elde edilen M* Jordan cebirinde (bkz.
Tanim 2.23 ile Tanim 2.24 aras1) Jordan ¢arpimi birlesme 6zelligine sahip olmasa da
yukaridaki islemlerde ayni renkli terimler birlesmeli olan M cebirinin elemani

oldugundan sadelesmektedir ve bu 6zellik devaminda yapilan islemlerde de kullanarak

en sade sonug elde edilmistir. Benzer bi¢cimde,

{Z'y,x}%[(zy)x“(w)]

oldugu kolayca goriilebilir. Bu Jordan ii¢lii carpiminin X ve z de simetrik olmasi i¢in
yani {x,y,z}={z,y,x} olmasi i¢in yine birlesme 6zelliginin gegerli olmasi gerektigine

dikkat ediniz.

U,=2(R) -R,=2(L)- L, olarak tanimlanmaktadir ve bu durumda

31



U,(y)=[2R =R ](¥)
=2R’y-R_y
=2RRYy-R.Yy

= 2R, (yX)—y{(xX)

=2(yX)x— y[(%[xwr xx]]

2(%[yx+xy])[b<—%[yx2 +x2y]

ZE[%(yH Xy ) X+ X(%(ymxy)M—%yxz —%xzy

—lyx2 +lxyx+ixyx+lx2y—lyx2—lx2y
2 2 2 2 2 2

= XyX
esitliklerinden U, (y) = XyX oldugu goriiliir. {X, Y, X} = %[( xy) X+ X( yx)] = XyX oldugu

dikkate almarak U (y) = {X, Y, X} olarak da tanimlanabilirdi.

U, (y)={xy.z}={z,y,x} olarak tammli olup U,, operatériinin X ve z igin

simetrik olacagi agiktir.

V,,(2) :={X, Y, Z} =U,,(y) bigiminde tamimli oldugundan vay(z) operatorii de X ve z
igin simetriktir.

V (y)=V,y olarak tanimli olup {Lxy}={xy.1}={x1y}= %(Xy+ yX)

esitliklerinden V, (y)=V,,y=U,,y=V, y=U, 1= %(xy +yx) olarak yazabiliriz.

Sonolarak, U,,y=U, +U, +2U , oldugunu gérelim:

z
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U,..y={(x+2),y.(x+2)}
:(x+z) (x+z)
=(xy+zy)(x+2)
=(xy)x+(xy)z+(zy)x+(zy)z
= XyX+(xy)z+(zy)x+zyz

[U,+U,+20,, ](y)=U,y+U,y+2U .y
={xy,x}+{z,y, 2} +2{x,y, 7}

= xyx+zyz+2%(xy)z+2%z(yx)

= XyX+2zyz+(xy)z+z(yx)

sonuglarindan U, =U +U, +2U , olmasi i¢in yine birlesme 6zelliginin gecerli olmasi

z

gerektigine dikkat ediniz.

U, operatorii sol ve sag carpimin ayni anda uygulandigi bir dis ¢arpim gibi, V,

operat0rii de sol carpim ile sag carpimin toplami olarak diigiiniilebilir.

Burada genis izahlar ile verdigimiz bilgiler kullanilarak (McCrimmon 2004) de verilen

asagidaki sonuglar kolayca elde edilir:
U,y =xyx, {xy,z}=(xyz+2zyx), {X, ¥,1} ={X, ¥} = (xy+yx).

(McCrimmon 2004) de U — operatorlii ti¢ tane Jordan cebir 6rnegi asagidaki bigimde

verilmistir:

Herhangi bir 6zel Jordan cebirinde, U — operatorii ve onunla ilgili bagntilar asagidaki

bi¢imde ifade edilir:

U,y =xyx, V.y={Xy}=Xxy+yx,

V,,z=U,,y={XYy,z} = Xxyz+zyx.
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¢ baz noktali bir Q kuadratik formla belirlenen bir kuadratik Jordan cebirinde, U —

operatori agagidaki formda ifade edilir:

y=t(y)c—y olmak iizere nyzQ(x,y)x—Q(x)y.

C baz noktali ve bir N kiubik form ile belirlenen bir kiibik Jordan cebirinde U —

operatorii agagida formda ifade edilir:

* bir kuadratik doniisiim, x><y=%[(x+y)#—x#—y#} ve N(x,y,z):%T(XXz,y)

olmak iizere U,y =T (X, y)x—2(x"x y) dir.

R ; 6zdeslikli, degismeli ve birlesmeli bir halka ve M bir 6zdeslikli R - modiil olsun.

M iizerinde bir kuadratik gosterim, M den Hom,(M,M) iizerine U:x—U,

bigiminde tanimli bir kuadratik doniisiimdiir. Bu durumda, her X,y e M ve her ¢ eR
icin U, =a’U, ozelligi saglamir ve U, =U,  -U, -U_ &zelliginde 2-lineer olan bir
U, , doniisiimii vardir. Eger U , M iizerinde bir kuadratik gdsterim ise bu takdirde
(y)U,=yU,=U, (y)=U,y ozelliginde bir kiibik birlesim ile birlikte X ve z i¢in
simetrik olan yU,, =(y)U,, =U,,y=U,,(y)={xy,z} 6zelliginde bir ii¢ lineer

birlesim vardir. Ayrica, 2V, ={xy,z}=yU,, ozelliginde bir V,  operatorii de

tanimlanabilir.
Boylece, (Faulkner 1970) den asagidaki tanimi verebiliriz:

M iizerinde bir kuadratik gosterim U ve 1le M olmak iizere asagidaki ozellikleri

saglayan o =(M,U,1) igliisiine ozdeslikli bir kuadratik Jordan cebiri denir:

(KJ1) U, =1
(KJ2) UUU, =U,,,

(K‘] 3) UbVa,b :Vb,an :Uan,b
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(KJ4) R nin herhangi bir genislemesi altinda (KJ1)—(KJ3) sartlart gegerlidir.

(KJ 4) sart1, (KJ 2) ve (KJ 3) sartlariin asagidaki lineerizasyonlarinin gegerliligine

denktir:

(KI5)UUU, +U, U, = Usu, bu, .

(KJ6) U,U U, +UUU, +U, UU, =Uypu, pu, TYsu,,

(KI7) U U U, +U, UU,,+U UU, +U, UU,, =Upy, . bu,, Yy, pu,,
(KI8) V, Uy +V U, =U, V,, +UV,,

Bir kuadratik birlesim x*=1U_ olarak ve bir simetrik 2-lineer birlesim

xoy=1U, ={x1y} olarak ahnabilir. V, , V =V, 0zelliginde tammlanirsa

YW, =YoX olur. Asagidaki esitlikler (KJ 1)—(KJ 4) sartlarindan elde edilebilir

(McCrimmon 1966 ve Jacobson 1968):

a%,bu, .

by,

+U N + UbUalc,aoc =UVu.+uvu,+u, VU,
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Eger R karakteristigi 2 olan bir cisim ve G=(M,U,1) tcliisii de R iizerinde

ozdeslikli bir kuadratik Jordan cebiri ise bu takdirde M , R iizerinde X — X°
doniistimiiyle donatilmis, bir kisitli Lie cebiridir. Gergektende, KJ25 yardimiyla

XoX? = {X, X, X} = XXX+ XXX = 2XxXx = 2XU, =0 elde edilir ki bu ¢ok 6nemli bir 6zelliktir.

Bu tiir Lie cebirleri ile (Jonker 1968) de calisilmistir.
(Faulkner 1970) de 6zdeslikli kuadratik Jordan cebirinin iki kurulusu verilmistir:

Ilki; R degismeli ve birlesmeli bir halka, M bir R—modiil olmak iizere M iizerinde

bir n kuadratik form verilsin ve 1e M igin n(1)=1 olsun. M iizerinde simetrik ve 2-

lineer bir déniisim n(x y)=n(x+y)—-n(x)—n(y) olmak iizere, t(y)=n(y,1),

y=t(y)-y ve yU, =n(x,§/)x—n(x)§ olarak tanimlansin. Burada n(x)=xxeR ve

boylece n (x, 9) =Xy + 9 X olacagindan
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yU, :(xy+§/>_<)x—n(x)y
:(xy)x+(§/>_()x—n(x)§

= xyx+3_/(>_(x)—§/n(x)
= XyX

sonucu elde edilir. Bu takdirde, (M,U,1) igliisii 6zdeslikli bir kuadratik Jordan

cebiridir ki bu cebir 1 baz noktali n kuadratik formlu kuadratik Jordan cebiri olarak

bilinir. 2. bolumdeki O octonion R —cebiri bu 6zellikte bir Jordan cebiridir.

Simdi, Ozdeslikli kuadratik Jordan cebirinin ikinci kurulusunu verebiliriz. Bu tezin
sonuclari, bu kurulusu temel alarak, ifade edilecektir. Bu sebeple bu kurulus detayl

olarak incelenecektir.

Once kiibik cebir tamimi icinde ihtiyag duyulacak bazi kavramlar detayli olarak ele

alinacaktir.

(McCrimmon 2004) den bir kiibik doniisiimiin ilk ve tam linerizasyonu ile ilgili bilgiler

kullanilarak asagida sonuglar elde edilmistir.

M bir R—modiil olsun. Her X e M ve her ¢ eR igin M iizerinde bir N kiibik

doniisimii  verilsin. Bu durumda, X =AX+AX +..+AX olacak bigimde

A, A, ..., A, € R elemanlarinin var oldugu kabul edilsin. Boylece, N kiibik doniisiimii

N(X)=N(AX +AX, +..+ X))

n

:zﬂﬁsN(Xi)"'Zn:’llz/le (%% )+ Zn:il/ljﬂkN (%:%5:%,)

i=1 i#] i<j<k

bi¢iminde yazilarak R[Aj A ,ﬂ,n] polinom halkasina genisletilmis olur.

IEC YR

X=AX+AX +..+AX de 4 =1, L, =4 =.=4 =0 ve x =X olarak segilirse

N(X)=N(1x+0x, +...+0x,) = °’N (%) =2’N (x) = N (x) oldugu goriiliir.
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Simdi N(x+Ay) yi hesaplamak istiyoruz. AX +A4X, +..+A X, ifadesinde 4 =1,

A=A, A4, =.=1=0ve X =X, X, =Y olarak segilirse

2N (xi)+iz,f/1j|\| (x.%,)+0

MN

N(Xx+Ay+0x, +..+0x )=

Il
N

ﬂfN(xl)Ms (%) + AN (%, %)+ AN (X, %)
(X)+ AN (y)+AN (X, y)+A°N(y,
(%)

X)
X)+ AN (X, ¥)+A*N(y,x)+ AN (y)
(X)+ AN (X, y)+A*N(y,x)+A’N(y) ve boylece

i#]

N

N
olur. Buradan, N (x+y)=N
N (x+4y)—=N(x)=A[N(x,y)+AN(y,x)+2A’N(y)] yazilabilir. Son esitligin her iki

tarafi A ya boliinlir ve 4 — 0 iken her iki tarafin limiti alinirsa

N (X+ﬂi)_N (X) =IET[N(X’ y)+ﬂN (y,x)+ﬂzN (Y)]

=N(xy)

elde edilir. N(X, y) ye N nin X noktasinda y yoniindeki diferansiyeli (veya yonli

lim

2—0

tirevi) denir. Bu durumda, N(X, y):AZN =0,N, olarak ifade edilebilir. Ustelik,

N(x,y) x de kuadratik y de lineerdir. Bu ozellikteki N(x,y) ye N nin ilk

linerizasyonu adi verilir.

N(x+2y)=N(x)+AN(X,y)+A*N(y,x)+A’N(y) esitliginde 2 =1 alarak N(x,y)

terimi yalniz birakilirsa

N(X,y)=N(x+y)-N(y,x)-N(x)-N(y) (3.1)
bulunur. Buradan,
N(X,y¥)+N(y,x)=N(x+y)-N(x)-N(y) (3.2)

elde edilir. N(X, y) sadece N ye bagli olarak yazilmak istenseydi,

N(X,y) =2[N(xy)+N(y,x)] —%[ZN (%, ¥)+4N(y,x)] esitliginde (3.2) kullanilirsa

N (%) =2[N(x+y) =N () =N (y)]-2[ N (x.2y)+ N (2y,x)]
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olarak bulunur. Son esitligin sag tarafindaki ikinci terimde yine (3.2) kullanilirsa
1
N (% y)=2[N(x+y)=N(x)=N(y) |- 5[ N (x+2y)=N(x)-N(2y)]
1
=2[N(x+y)=N(x)=N(y)]-5[ N (x+2y)-N(x)-8N(y)]

sonucu elde edilirdi.

N(X, y) de y =X alinirsa,
N(x,x):Z[N(Zx)—N(x)—N(x)]—%[N(?,x)—N(x)—SN(x)]

=2[8N(x)-2N (x)]—%[Z?N (X)=9N(x)]

~12N(x)- 18N (x)

=12N (x)—-9N(x)
=3N(x)

olur.

* M fizerinde bir kuadratik doniisim ve T de M iizerinde tanimli bir simetrik ve 2-

lineer doniisim olmak iizere N:M xM — R doniisiimii her (X,y)eMxM igin
N(x,y)=T(x"y) olarak tammlansin. N; x de kuadratik y de lineer olan 2.
dereceden homojen bir polinom fonksiyondur. T(x,y):=T(xy) olmak iizere &zel

olarak y=1igin N(x,1)=T(x",1)=T(x") ve x=1 igin

N(Ly)=T(¥,y)=T(Ly)=T(y) olur. Bu durumda N(x+A1y) de x yerine —x ve

y yerine 1 alarak,
N (A1-x)=N(=x)+ AN (=x,1)+ A°’N (1, —x)+ A’N (1)
==N(x)+ AN (x,1)= A*N (1, x)+ 2°N (1)
=—N(X)+AT (x") = 27T (x)+ 24’1
elde edilir. N(A1-x):=p,(21)=2"-T(x)A*+T(x")A-N(x)1 olarak tanimlansm.
Bu polinoma jenerik minimum polinom adi verilir. Burada, N (0) =0 olacagindan her

X igin P, (X)=x=XT(x)+XT(x")=N(x)1=0 esitliginin saglanacagi agiktir.
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Buradan,  x*—XT (x)+xT(X")=N(x)1  ve (xz—xT(x)+T(x#))x:N(x)1
yazilabilir. Boylece, T (X#) =S(x) ve x":=x"—XT(X)+S(x) olarak tammlanirsa

X"x = xx" = N (x)1 olarak yazilmasi miimkiin olacaktir.

S(x) doniisiimii igin S(X, y):%[s(x+y)—5(x)—8(y)] ifadesine birlestirilmis form
denir. Burada S(Xx, x)=%[8(2x)—s(x)—s(x)]:%[4S(x)—28(x)]=S(x) dir.

xx X =X" ozelliginde M iizerinde 2-lineer ve simetrik olan bir x doniisimii M xM

den M ye her (x,y)e M xM igin

x><y:=%[(x+y)#—x’*—y#] (3.3)

olarak tanimlansin. Bu ¢arpimin bir baska ifadesi Freudenthal ¢arpim olarak ileride
(3.7) de verilmistir. (3.7) yardimiyla x isleminin + iglemi lizerine dagilma 6zelligine

sahip oldugu gercegini gérmek ¢ok kolaydir.

Asagidaki teorem S(X,y) nin bazi 6zelliklerini belirlemektedir.

Teorem 3.2: S (X, y) birlestirilmis form i¢in asagidaki énermeler dogrudur:

i) S(x,y)=T(xxy) dir. Bu durumda, S(x,1)=T (x)T(1)-T(x) ve S(x x)=S(x)
olur.

i) S(x,y) simetrik ve 2-lineerdir.
tspat ) S (x.y) =3 [0+ 9)') T ()T (y')
= [T(eeyy —x -]
=37 (200)

:T(Xx y)
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dir.

Eger, y =1 alinirsa

bulunur.

Ozel olarak, y =x igin
S(x, x):T(xxx):T(x#):S(x)
dir.

ii) xxy=yxx oldugundan i) den S(x,y)=S(y,x) yani S birlestirilmis formu
simetriktir. Boylece,
S(x+2,y)=T((x+2)xy)=T (xxy+zxy)=T(xxy)+T (zxy)=S(x,y)+S(z,y)
ve
S (ax, y)=T () ) =T (a(xxy)) =T (30xy) =sS (x,9)
elde edilir ki bu S birlestirilmis formunun 1. bilesene gore lineer oldugunu gosterir. S

nin simetrikligi ve 1. bilesene gore lineerliginden S nin 2. bilesene gore de lineer

oldugu yani S nin 2-lineer oldugu sonucuna varihr.
Simdi N(x+/1y+yz) yi hesaplamak istiyoruz.
AX +AX +..+A X ifadesinde 4 =1, L, =4, 4L=u, 4,=A4=..=4 =0 ve x =X,
X, =Y, X =2 alarak;
N(X+Ay+uz)
= AN (%) F EN () + AN (%) + AN (6,5 )+ A AN (%, %)+ ZAN (%, %)
25 25N (6,%) + AN (%, )+ AN (%, %, )+ A4 AN (X, X, X,)
ve boylece

N(X+Ay+uz)=N(x)+AN(y)+N(z)+ AN (X, ¥)+uN(x,2)+A’N(y,x)

+A2UN (Y, 2)+ 12N (2, X) + 12 AN (2, )+ AuN (X, Y, 2)
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elde ederiz. Son esitlikte A = =1 alarak N(X, Y, Z) terimi yalniz birakilirsa

N(xy.2)

= N(x+y+2)=N(x,y)=N(x,2)= N(y, )= N(y, 2) = N(z,x) = N(z, y) - N(x) - N(y) - N(z)

ve N (u,v) ile N (V, u) bi¢imindeki tiim terimleri yan yana getirerek

N(x,y,2)
= N(x+y+2)=[N(x y)+N(y, )]-[N(x, 2)+ N(z x)]-[N(y, 2)+ N(z, y)]- N(x) - N(y) - N(z)

buluruz. Bu son esitlikteki [N(
( ) yazilirsa

N(xy,2)=N(x+y+2)=[N(x+y)=N(x)— N(y)]- [N(x+2) - N(x) - N(2)]
=[Ny +2)-N(y)-N(z)] - N(x)-N(y)-N(z)

elde edilir. Gerekli kisaltmalar yapilarak N(X, Y, Z) yi N ye bagli olarak

u,v)+ N(v,u)] bigimindeki tiim terimler yerine (3.2) den

esiti olan N(u-+v)—N(u)—

N(X,y,2)=N(x+y+2z)=N(x+y)-N(x+2)-N(y+2z)+N(x)+ N(y)+N(z) (3.4)
yazilmis olur. Bu son ifadeye N nin tam linerizasyonu adi verilir. Asagidaki ifade de

N nin tam linerizasyonuna denktir:

N(x,¥,z)==N(x+2z,y)-N(x,y)-N(z,y) olarak tanimlansin. Burada, esitligin sol
tarafindaki her bir terim yerine (3.1) den esiti yazilirsa
N (% ,2)=[ N(x+z+Yy)=N(y,x+2)=N(x+2)-N(y)]
= [N(x+y)=N(y, x)= N(x)= N(y)] = [N(z + y) - N(y, 2) - N(z) = N(y)]

ve boylece
N(Xy,z2)=N(x+y+2z)-N(x+y)-N(x+2)-N(y+2z)+N(x)+N(y)+N(z)
elde edilir ki bu (3.4) deki sonugla aynidir. N(X, Y, Z) de y ve z yerine X alinirsa
N (X, %, x)=N(3x)—N(2x)—N(2x)—-N(2x)+3N(x)

= 27N (x)—8N (x)—8N (x)—8N (x)+3N (x)

=27N (x)—8N (x)—8N (x)—8N (x)+3N(x)

=30N (x)—24N(x)

=6N(x)

42



elde edilir. Ancak N(x, x, x) = N(x) olmasi istendiginden
N(x,y,z)= %[N(x+ y+2)-N(x+y)=N(x+2)=N(y+2z)+ N(x)+ N(y)+ N(z)]

olarak alinir. Her (X, Y, Z) eMxM xM igin

N (X, y,z):%[N (Xx+y+2)=N(x+y)=N(x+2)=N(y+2)+N(x)+N(y)+N(z)]

olarak tanimlanan N : M xM xM — R doniisiimiine birlestirilmis form denir.

Teorem 3.3: Birlestirilmis form i¢in asagidaki ifadeler gecerlidir:
i) N(x, y,z):%T(xx z,y) dir. Bu durumda 3N (X, y, x):T(x#, y): N (x,y) dir.

ii) N(x,y,z) birlestirilmis formu simetrik ve 3-lineerdir.
ispat: i) N(x, y,z)=%[N(x+z,y)—N(x, y)-N(z.y)]
1 # # #
:E[T((X+Z) ,y)—T(x Y)-T(z y)}
1 # # #
:E[T((X+Z) —x' -z y)}
=%T(2(xxz),y)

Z%T(XX Z,Y)

ve boylece
N (X, y,z):%T(xxz,y) (3.5)

olur. Burada ozel olarak z yerine X alinirsa N(X, y,X):%T(Xx X, y):%T (x’*,y) ve

bdylece 3N (x,y,X)=T (x*,y)=N(x,y) elde edilir.

ii) N(x,y,2) nin tanimindan simetrikligi agiktir. 3-lineerliligi, i) deki sonug yardimiyla

T doniistimiiniin lineerliligi kullanilarak kolayca goriilebilir.
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T(x",y)=N(x,y) dir. Ancak T(x,y) nedir? Simdi bu sorunun cevabim bulmak

istiyoruz. Tanim 3.5 deki kiibik cebir taniminda yxlzé[T(y)—y] olmasi

isteneceginden T(X,yxl):T[X,%(T(y)—y)j ve T nin 2. bilesene gore

lineerliginden

2T (% yx1) =T (xT(y))=T(xy)
=T(xT(y)-T(xy)
=T()T(¥)-T(xy)
yazilabilir. T nin ozellikleri geregi (simetrikligi, (3.5) ve T(xy)=T(xy) )
T (%, yx1)=T(xxy,1) ve T(xxy,1)=T(xxy) oldugundan
2T (xxy)=T(x)T(y)-T(x,y) yani
T(xy)=T(X)T(y)-2T (xxy) (3.6)

elde edilir. Bu sonug ile birlikte X" =x* = XT (x)+S(x)
S(y)=3[5(x+y)-S()-S(y)]  ve  S(uy)=T(xxy)  oldugu

XXy = %[(x + y)# —x" - y#] esitliginde kullanilirsa;

ey =] (09 = (09T (1 y) 8 () =X =XT ()4 (X))~ (3T (v)+5(1)
=100y ) (e T (04T (1) [ y) 40T ()5 (x) y° 3T (4)-S (1)
= 310002 ()T (y) =T ()3T (4) 5 (¥ XT (x)=S ()3T (4)-S(y)]
:%[(xy+ yX)=XT (y)= YT (x)+S(x+y)=S(x)=S(y)]

= 5009 =T (1) 59T (0[S e ) =5 (-5 (v)]

_ ny—%xT(y)—%yT(X)+%[S(X+ y)=S(x)=S(y)]

:ny——xT(y)—%yT(X)+%S(XaY)
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=Xy =2XT (¥) =2 YT ()+2(T (T (¥)-T (xY))

sonucuna ulasilir. Burada elde edilen

XXy = ny—%xT(y)—%yT(x)+%(T(x)T(y)—T(x,y))l (3.7)

esitligi literatiirde Freudenthal ¢arpum olarak bilinmektedir.

(3.1) ve (3.3) den elde edilecek N(x+Yy)=N(X)+T(x*, y)+T(x,y)+N(y) ve
(x+Y)" =x" +2(xxy)+y" esitlikleri kullanarak ispatlanacak asagidaki teoremin

benzeri (Faulkner 2014) de Lemma 11.15 olarak ifade edilmistir.

Teorem 3.4: M bir R— modil, N bir kiibik doniisim olmak iizere (M,N,1)
sisteminde (cebirinde) her x,y,z,we M igin asagidaki dnermeler gegerlidir:
a) (x") = N(x)x
b) 4[x# x (X x y)]: N(X)y +T(x*, y)x
c) 4[(x><y)#]+2(x#xy#):T(x#,y)y+T(y#,x)x
d) 8[(xx y)x(x><z)]+4[x#x(yxz)]:T(x#,y)z+T(x#,z)y+2T(y><z,x)x
€) 4[(xxy)x (Wx z)+(Wx y)x (Xx ) + (Xx W) x (yx Z)]
=T(XxW,¥)Z+T(XxW, z2)y+T(yxz,X)W+T (y xz,W)X

Ispat: a) daki 6nermenin ispati icin (Faulkner 2014) deki Lemma 11.13 b) ye
bakilabilir.

a) da s,teR olmak iizere X yerine sx+ty yazilarak her iki taraf acilirsa st li

terimlerin katsayilarmn esitliginden b) ve s’ li terimlerin katsayilarmin esitliginden c)

elde edilir. c) de y yerine sy+tz yazilir ve her iki taraf agilirsa St li terimlerin

katsayilarinin esitliginden d) elde edilir. d) de X yerine sx+tw yazilir ve her iki taraf

acilirsa St li terimlerin katsayilarinin esitliginden e) elde edilir.

a) da x yerine sx+ty yazarsak;
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((sx +ty)")* =[N(sx +ty)](sx +ty) olur. Once sol taraf agilirsa,

((sx+ty)")"
=[(sx)" +2(sxxty) + (ty)’ |

- ((sx)#)# + 2[(sx)# x(2(sxxty) + (ty)* )J +(2(sxxty) + (ty)" )#

=[N(sx)](sx) + 2[(sx)# X 2(sx><ty)} + 2[(sx)# X (ty)#} +[2(sx xty)]# + 2[2(sx><ty) x (ty)* ] + ((ty)#)#

=[N(x)x]s* +4[x# x (Xx y)]s3t + 2(x# X y#)szt2 +4(xx y)"st? +4((x>< y) x y“)st3 +[N(y)y]t*

elde edilir. Simdi [N (sx +ty)](sx +ty) ifadesini agik olarak yazalim. Boylece,

[N (sx+ty)](sx +ty) =[ N(5X) +T ()", ty) + T (s, (ty)") + N(ty) |(sx +1y)

=[NOOS® +T (x*, y)s’t+ T (x, y*)st® + N(y)t* |(sx+ty)

=[N)X]s* +T (X", y)xs’t +T (x, y*)xs’t? + N(y)xst® + N(x)ys’t + T (x*, y) ys’t* +
T(x, y")yst’ +[N(y)y]t*

olur.

Elde edilen iki esit ifadenin yukarida kirmizi renkle gosterilen s’ li terimlerin
katsayilarinin esitliginden b) deki sonucun gecerli oldugu goriiliir. st® lii terimlerin

katsayilarinin esitliginden 4[(X X y) x y#] =N(y)x+T(x,y*)y bulunurdu ki bu b) deki

sonugta X ile y nin rollerinin degismesine karsilik gelen sonucu verir. Eger bu esitlikte

yukarida mavi renk ile gosterilen st li terimlerin katsayilarin esitligi dikkate almirsa

¢) deki sonucun gecerli oldugu goriiliir.

c) de s,t e R olmak iizere y yerine sy +1tz yazarsak ve esitligin her iki tarafin1 acarsak;
4[xx (sy +tz)]# +2(x* x (sy +12)") =T (x*, sy + tz)(sy + tz) + T ((sy +1z)*, X)x
= 4[(x><sy)+(x><tz)]# +2(x#x[(sy)# +2(sy+tz)+(tz)#])
=[ T, sy) +T (X, 2) [(sy +12) + T ((sy)" + 2(sy +12) + (t2)", X X
:>4[(x>< sy)’ +2((X><Sy)X(XXtZ))+(XXtZ)#:|+2(X#X(Sy)#)+Z(X#X2(Sy+tZ))+2(X#X('[Z)#)
=T(x", y)ys® +T(x*, 2)yst + T(x*, y)zst + T (x*, z) zt° +[T(y#,x)s2 +2T(y><z,x)st+T(z#,x)t2Jx
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:>4(X><y)#52+8((X><y)X(XXZ))St+4(XXZ)#t2+2(X#><y#)SZ+4(X#X(y><Z))St-I-Z(X#XZ#)'[Z
:T(x#,y)ysZ+T(x#,z)yst+T(x#,y)zst+T(x#,z)zt2+[T(y#,x)sz+2T(yxz,x)st+T(z#,x)t2]x
elde edilir. Son esitlikte yukarida pembe renk ile gosterilen st i terimlerin

katsayilarinin esitliginden d) deki sonug elde edilir.

d) de s,t € R olmak tizere XYyerine SX+1tw yazarsak ve her iki tarafi agarsak;
B[ ((sX+1tw) x y) x (SX +tw) x z)]+4[(sx+tw)# x (Y x z)] =
T((sx+tw)*, y)z + T ((sx+tw)*, 2)y + 2T ((y x Z, SX + tw) (SX +tw)

elde edilir. Once sol taraf acilirsa,

B[ ((SX+tw) x y) x (SX +tw) X z)]+4[(sx+tw)# x (Y % z)]
=8 ((sxxy) + (twx y))x((sxx 2) + (twx z))]+4[((sx)# +2(sXxtw) + (tw) ) x (y z)}

=8[ ((sxx y) + (twx y) ) x (sxx 2) +((5Xx y) + (twx y) ) x (tw 2) |+

4[(sx)# x (yx z)+2[(sxxtw) x (Y x )+ (tw)* x (y x z)]

=8[(Sxx ¥) x (SX X Z) + (tWx Y) X (SXx Z) + (SX X Y) x (tWx Z) + (twx y) x (twx ) ] +
4[SZ(X#x(yxZ)+2$t[(XxW)><(y><Z)]+t2(W#x(yxZ))]

=85%[(xx y)x (xx 2)]+8st[(Wx y) x (xx 2) | +8st[ (X x y) x (Wx z) | +8t* [(Wx y) x (Wx 2) | +
45? (X" x (yx ) +8st[(xx W) x (y x 2) |+ 4t* (W* x (y x 2))

olur. Simdi sag taraf acik yazilirsa,

T((sx+twW)*, Y)Z +T((sx+tw)*, 2)y + 2T ((y x Z, SX +tw)(SX +tw)

=T ((sx)” +2(sxxtw) + (tw)*, y) 2 + T ((sX)” + 2(sx x tw) + (tw)*, 2) y + 2T (y x Z, SX)(SX +tw) +
2T (yx Z,tw)(sX +1tw)

=S T (X", y)z +2stT (xx W, y)z +t°T (W*, y)z + $°T (x*, 2) y + 2stT (xx W, 2) y + t*T (W*, 2) y +
2T (yxz,5X)sX+ 2T (yx z, sX)tw+ 2T (y x z,tw)sx + 2T (y x z, tw)tw

=S T(X*, Y)Z+ 25T (xxW, y)Z +t*T(W*, )2 +S°T (X", 2) y + 2s(T (xx W, 2) y + t*T(W*, 2) y +
28°T (Y x 2, X)X+ 25T (Y x 2, X)W+ 25T (yx Z, W)X + 2t°T (y x Z, W)W

bulunur. Bu esitligin yukarida turuncu renk ile gosterilen St li terimlerin katsayilarinin

esitliginden e) deki sonug goriiliir.

47



Simdi, (Bix 1980) den kiibik cebir tanimin1 vermek i¢in haziriz.

Tammm 3.5: M, 6zdeslikli bir R—modiil olsun. M iizerinde x — x* bi¢iminde bir
kuadratik doniisiim ve M {izerinde bir N kiibik form tanimlansin. Eger M tizerinde

asagidaki sartlar saglanirsa M ye bir kiibik R —cebir denir:
1) x™ =N(x)x dir.

2) N(1) =1 dir.
3) T(x",y)=N(x,y) dir.
4) 1* =1 dir.

5) Xxy=%[(x+y)#_x#_y#} ve T(y)=T(y,1) olmak iizere 1xy=%[T(y)1—y]

dir.
1-5) sartlarinin hepsi R nin tiim skalar genislemeleri altinda saglanir.

Tanim 3.5 in 3. sartinda N(X,y):=AJN =0 N, olarak ifade edilebilecegini daha Gnce

belirtmistik (bkz. s. 20). Bu durumda N doéniisiimii X de kuadratik y de lineer olan bir

doniisiim olarak tanimlanmisti.

Bir kiibik cebir U,y=T(xy)x-2(x*xy) esitligi altinda bir ozdeslikli kuadratik

Jordan cebiridir (McCrimmon 1969).

Uy=T (X, y) X— Z(X# X y) esitliginde x=1 olarak secilirse;

U,y=T(Ly)1-2(1"xy) =T (y)1-2(1xy) olur ve U,y =y olacagindan bu iki sonug

birlestirilirse T (y)1-2(1xy)=y yani 1xy:%[T(y)1— y] elde edilir. Bu sonucun

Tanim 3.5 in 5 nolu sartinda yer aldigina dikkat ediniz.

Uy=T (X, y) X— 2(X# X y) esitliginde y =1 olarak alinirsa;

U l=U, =x* =T (x1)x-2(x"x1)
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=X =T(X)x+2[x*x1]=0

= X —T(x)x+2(%[l’(x#)1— x#]j =0

= x> -T(X)x+T(x") =x"
= x> -T(X)x+S(x)=x*

ve boylece

elde edilir.

Uy=T (X, y) X— 2(X# X y) esitliginde y = x olarak segilirse;
U x = xxx = x> =T (X, X)x—2[x" x X] esitliginden (3.6) yardimiyla

X° =[T ()T (X) = 2T (xx X) | x—2[x* x X]

ve (3.3) yardimiyla

X =T (x)]2 X—2T (X" )x - 2[x* x X]

elde edilir. Son esitlikte X x X in esiti (3.7) den yazilirsa

X2 =T (X)x+x" —S(x)

(3.8)

X% = [T(x)]2 x—2T(x#)x—Z{X#x—%T(x#)x—%T(x)x# +%[I’(x#)T(x) ~T(x*, x)]}

olur ve son esitlikte X"X = N(X) oldugu kullanilirsa

X* =[T (O] x=2T (X )x=2N () +T (< )+ T ()x* =T ()T () +T (x", )

bulunur ki son esitlikte gerekli kisaltmalar yapilarak

X =[T (x)]2 X=T(X)Xx=2N(X)+T(X)Xx* =T (xX)T(x) + T (x*, )

sonucuna varilir. Burada T (X", X) = N(X,X) =3N(X) oldugundan, (3.9) dan

X =[T O] x=T (X*)x+N(x) +T (x)x* =T (x*)T (x)

yazabiliriz Ki
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X +T (X )x=N(x)=[T (x)]2 X+T )X =T (X)T(x)
=T)[TOx+x"-T(x) ]
=T()[T)x+x" =S(x)]
bulunur. Burada (3.8) kullanilirsa, x> =T (X)x* + T (x*)x—=N(x) =0 elde edilir. O halde
bir kuadratik Jordan cebirinde
X =T)X*+T (X )x=N(x)=0
bagintis1 gegerlidir. Ustelik, xx"=x"x=N(x) oldugundan bir X elemanmmn birim

olmast igin gerek ve yeter sart N (X) in birim olmasidir ve bu durumda x™ = N ( X)_1 X"

dir.

Uy=T(x y)x—z(x#xy) oldugunu kullanarak, U, =%[UX+Z ~U, -U, ] esitliginden
lezyzé[Umy—ny—Uzy] ve boylece
nyzyzé[T(x+z,y)(x+z)—2((x+z)#xy)—(T(x,y)x—2(x#xy))_('|'(Z,y)z_z(z#xy)ﬂ

yazabiliriz. Bu son esitlikte T nin lineerligi ve (X+Y)" =x" +2(xx y)+y" genislemesi

kullanilirsa,
U,y :%[T(x, y)(x+2)+T (z,y)(x+ z)—Z((x# +2(xxz)+12°)x y)}
—%T(x, y)x+(x* x y)—%T (z.y)z+(2"xy)
olur ve gerekli kisaltmalar yapilirsa,
UX’Zy:%T(x,y)z+%T(z,y)x—2(x><z)><y (3.10)
olarak bulunur. Ustelik, U, ,y =V, ,z olarak tanimli olup (3.10) dan

nyyz:%T(x,y)z+%T(z,y)x—2(sz)xy (3.11)

sonucuna varilir. (3.11) deki sonug, tezin son kisminda verilecek lemmanin ispatinda

onemli bir rol oynayacaktir.

Bu kuadratik Jordan cebirinde Teorem 3.4 deki onermeler saglanir. Bu onermelere

benzer daha fazla sonu¢ gormek i¢in (McCrimmon 1969) a bakilabilir.

50



4., BIR KUADRATIK JORDAN CEBIiR SINIFI VE ONUNLA
KOORDINATLANAN OCTONION DUZLEMLER

Gosterim: Girdileri O octonion R — cebirinden alinan tiim 3x3 matrislerin kiimesi

kisaca O, ile gosterilecektir.

O, kiimesi tizerinde + i¢ islemi olarak bildigimiz matris toplami ve RxO, — O, dis
islemi olarak skalarla bir matrisin ¢arpimi alinirsa (03,+,-) 0zdeslikli bir R —modiil
olur. O, iizerinde ikinci bir i¢ islem olarak alisageldigimiz matris ¢arpimi alinirsa
(03,+,~) sistemi birlesmeli ama degismeli olmayan 6zdeslikli bir halka yani 6zdeslikli

bir R —cebirdir.

(O;,+,-) cebirine R iizerinde 3x3 Cayley matris cebiri adini verecegiz ve kisaca O,

R —cebiri olarak ifade edecegiz.

7w 0 0
71,7273 NiN R nin birimleri olmak tizere T'=| 0 y, 0 | diyagonal matrisini ele
0 0
8, a, daj
alalm ve her X =|a, a, a,|€O, i¢in J.(X)=L 'X'T &zellifinde bir
8 8y Ay

J. 10, > O, doniisiimii tanimlayalim. Bu doniisim O, R-— cebiri iizerinde bir

8, 8, aj
involusyondur. Gergektende; her X =|a,, a,, a, |0, i¢in
83 83 Ay
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n 0 0 B _an 8, a3 ' _7/1 0 |
‘Jr(x)z 0 » O Ay ayp dy 0 7
0 0 |85 8y g _O 0 V3 |
_7fl 0 0 a; 8y ay —71 0 0]
=0 y O 8, 8 |0 7, 0
0 0 x'|[& & & 10 0 7

= 0 7;1 0 7[172a21 Ay, 7;172323

71_1 0 0 _7/1511 Y28y Y38y
= 0 72_1 0 || na, 78, 7,
0 0 73_1 | 71843 V28 V38

_7;171513 7;172523 7;173533 7;171513 7;172523

-1 T

7 0 0 ay, 71_172521 71_173531 n O
=10 y, O 72_171512 ay, 72_173532
0 0 y 7’3_17’1513 73_172523 a3

0
0
7/171 0 0 a, 7;171a12 73?171313 {71 0

0 0 7;1 7[173331 7;173a32 Ay,
VA R P o - W P o - YOl | I 2

0
= 72_171_1723-21 72_1a22 72_173_1723‘23 0 », O

TV Ve V3 Vadn Vsl |00

VYO VR 2 2 2o - W T v o 21 Wl I - M-

4 a1 Rt
=\ Y2 1 V28 V2V By V3V2 V3 Vo8 |=| Ay 8y

NV Vil Vo¥a V2 Vil Vala B CH

By 18 Vi Ve By N VB Vi Vel
= 7;171512 7;172522 7;173532 = 7;171512 ay, 7;173532

IS

dir. Boyle bir involusyona kanonik involusyon denir. Sayet bu involusyonda 6zel olarak

I' =1, birim matris olarak segilirse bu involusyona standart involusyon adi verilir

(Jacobson 1968 ya da McCrimmon 2004).

Ustelik; her X,Y €O, igin
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3 (XY) =T (XY) T =D (77XT)r =T (V7 (FT ) K71 = (T TT) (2X7T) = 3, (V) 3, (X)

oldugundan J. O, iizerinde bir anti-involusyondur.

Simdi, J; involusyonu yardimiyla O, uzaymn simetrik elemanlarini bulmak istiyoruz.

Simetrik elemanlarm olusturdugu kiime H(O;,J.) ile gosterilirse bu alt kiimenin

herhangi bir elemaninin; o, &r,,; € R olmak iizere

& )8 1,
X=\nay o 13
ay 7,8 O

formunda oldugu goriiliir. Gergektende;

T

-1

7w 0 O
JF(X)= 0O », O
0 0 p
7wt 0 0
=0 5" O
0 0 '
_751051 71717/133
= 7;17253 7§la2
_73_17332 Vs 7sBy
_717[1611 V28
=| 73
L 713y 728
dir.

& 78 Va4, 7nn 0 0

ey Q) 0 » O

nay, 7,8 o 0 0 p

& 8 7a, 7 0 0

V85 Q)8 0 », O

Va8, V8 O 0 0 7

7[17152 n O 0] 714% a, a, n 0 0
7£17231 0 7, O0|=| & 7£1a2 a 0 » O
73_10‘3 0 0 73 | a, a 73_10‘3 0 0
758, Q& V8 Vs,

i |=|hd & 73y =X

737;10‘3 78, 74 o

H (03,Jr) alt kiimesi O, R-— modiliinin bir alt modilii (yani alt uzayi) olur.

H (03,Jr) alt uzay: tizerinde ikinci bir i¢ iglem olan “U” islemi, her X,Y €O, i¢in

XY =%(XY +YX) Jordan carpimi olarak tanimlanirsa (H (03,JF),+,D) sistemi bir

Jordan R—cebiri olur. Burada XY ile O, R-—cebiri tizerindeki matris ¢arpimi kast
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edilmektedir. “U” islemi degismeli oldugundan (H(O,,J;),+[) Jordan R- cebiri

degismelidir.

(H (O, Jr),+,D) Jordan R —cebiri exceptional Jordan cebiridir (Jacobson 1968).

Simdi bu cebir lizerinde Jordan ¢arpimini biraz daha detayli inceleyelim:

Her X,Y e H(O;,J;) igin

xw%(xv +YX)

8 Va4, ﬁi 70 vy 'Bi V2L N2 V| IR - W -
ZE nay a7y || 7 ﬁz_ 7y | +| 7bs ﬂz_ 7| nd o 7R
na, 184 o ||nb, yb B nh, v B |na, A a
|| @hit V8 + 7 h, s+ Byy,as + @by ayyh, + .78 + 7,83,
:E B, +0‘271b3_+ ranab, nr.abta,p, +737231k11 71735_‘3t12 +a, Y + 78
_ﬂ171a2 +ynab oy, yab+ By,a vy, vy, + .8k +0£3,33_
By +7,7,0,3, +7/37/162‘3‘2 By,3s + 7,0, +7/37/25251 By, +;/2;/3b3a1+;/3a352
7o, + ﬂ271§3 +yrba,  yyobia+ ﬂzazj' Vv 08y, + /327321 + 75050
_71a1b2 +7.708& + Bid,  rybas b + B8 yiyba, +y,vba +ﬂ30!3_

le ZlZ Z13

=12y Ly Iy =Z

z3l Z32 233
esitliginden;

Z; =%(2a1ﬂ1 +7271(a353 +b3§3)+73}/1(§2b2 +62‘3l2))

=alﬁl+727/ln(a3’b3)+737/1n(a2’b2)=alﬂl+7/1(72n(a3’b3)+7/3n(a2’b2))’

1 _ — = -
In= 5 (151716‘3 +a, 110 + y5yiab, + yanbs + By, + yyibia, )

LR

1 o =_
Iy = 5(181713-2 + 701805 + oy, + b, +7,71baE +'B37/1a2)

L[5 8B (4 A e,
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Z, = %(alyzbs + Byt a8a + 737 3Dy + B2, + v,a0b, + 7,7,0,3,)
:%(;/3[;/2(5251+§251)}+7/2 [(B.+5)a, +(al+a2)b3]),

Zp, = 170(85.0,) + . B, + 7oy (8, b)) = o, B, + 7, (7an(a. ) + 730 (a3,h, ),

Zy, = %(7172a2b3 + By @ + b+ 71y,0,3, + 000 + Bya )

:%(71[72(a2b3+b2a3):|+72 [(ﬂZ +4,)a (e +a3)61]>,

1 _ _ _ _
Zj3= 5 (aﬁ/sbz + 7,580 + 12 s, + Pi1s@, + 1,730e8 + vaa3h, )

:%(72 [73(a3b1+bsai):|+73|:(ﬁ3+ﬂ1)52 +(a3+a1)52]),

1 = =
Zy3 = E(7173asb2 +a,yby + a3 + 1y E, + Borsd +]/3053b1)

T AE ARV TA Ty |

ve

Ly, :7173n(a2’b2)+7273n(a11b1)+asﬂs :0‘3:83+73(71n(az1b2)+72n(31’b1))

olarak elde edilir.

78 Vs
H (Oa,Jr) kiimesinin ~ herhangi  bir X =|ya «a, 73 elemaninin
na, 7,8 g
a 0 0 0 78 79
0 a, 0|=avex=|pna 0 pa |olmakizere
0 0 a na, 7.8 0

X =a+ X bi¢giminde de yazilabilecegine dikkat ediniz. Boylece H (03, Jr) kiimesini,

a 0 O
S=1|0 a, 0|l a,a,,a0eR;cH(0;J,)
0 0 o

ve
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0 73 7d
S =11 78, 0 758 || @,8,,8,€0 CH(O37‘]F)
78, 1,8 0

olmak tlizere S+S’ toplam uzayi olarak ele alabiliriz.

a 0 O
S=¢10 a, 0| o eR; kimesi lizerinde; +:SxS—>S ve -:SxS—S ikili
0 0 o

islemleri sirasiyla adi matris toplami ve c¢arpimi olarak her «,f€S igin

o+ p, 0 0 ap 0 0
a+p=| 0 a,+p, 0 ve a-f=| 0 ap O olarak
0 0 a, + 0 0 af

tanimlansin. Bu islemlerle birlikte (S,+,~) sistemi bir lokal halkadir. R 6zdeslikli bir

halka oldugundan S nin 6zdeslik elemani I, tir. R degismeli oldugundan S halkasi

da degismelidir. R birlesmeli oldugundan S halkasi da birlesmelidir. S nin birimleri;

n 00
V1,72, 73 R de birimler olmak iizere | 0 y, O | formundaki elemanlardir ve bu
0 0 7

v 0 01 [n* 0 o
durumda|0 p», O| =/ 0 y»* 0 |dir
0 0 vy, 0 0 y°

S kiimesi, yukarida tanimlanan + i¢ islemi ve -: RxS — S bi¢iminde tanimli skalarla

bir matrisin ¢arpimi dis islemi ile birlikte bir R —modiil olur.

0 74 73a_2
Simdi, S'={|7a, 0 74 |:a €O} kimesini ele alalm. S' kiimesi de adi matris
7, 725 0

toplami ve skalarla matrisin ¢arpimi i¢ ve dis islemleri altinda bir R —modiil olur.
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Boylece H(O;,J.) R- modilinin S ve S’ gibi iki alt R—modiilii (yani alt uzay1)
bulunmus olur. Ustelik S ile S’ alt uzaylariin arakesiti 3x3 sifir matrisidir.

Dolayisiyla, H(O;,J.) uzay1 S ile S’ alt uzaylarmmn direkt toplam uzayidir yani
H(O;,J.)=S®§' dir. Ustelik S@®S' kiimesi bir S—modiildiir. Bunun i¢in bu kiime

iizerinde +:(S@®S')x(S®S') >SBS' i¢ ve -:Sx(SDOS')>S@S’ (sol) dis islemi
her X,Y eS®S' ve seS igin

o 7,8 7/33-_2 B 7.bs 73@ o+ p 72(a3+b3) 7/3(a2+b2)

X+Y = 71% a  ra |t b B v |= 71(a_3+b_3) a, + p, 73(a1+b1)
ngy 7,8 g nb, v py 71(a2+b2) 7/2(3_1+E)

a;+
ve
ss 0 0 & 78 738, Si%  S17,8 S173d,
s X=sX=|0 s, 0|na a 7 |=S08 S0 SV
0 0 s N, 7,8 a SNy  S37,8 S04

seklinde tammlanir. Benzer bigimde -:(S@®S')xS —»S@S' (sag) dis islemi her seS
ve her X eS®S' igin

X-s=Xs=|na, a 7
N 7,8

, 0 |=|sna  Sa,  S3
S Sind,  S7,8 S04

a4 78 73 |ls, 0 0 SO $0,8  S3738,
S

0
0

o

olarak tanmimlanirsa S@® S’ kiimesi bir S —bimodiil olur.

Simdi S®S' iizerindeki Jordan ¢arpimina geri donelim. Her
X=a+xY=4+yeS®S i¢in
1
(a+x)(B+ y):z[(a+x)(ﬁ+ y)+(B+y)(a+x)]

olur. Buradan,

1
E[(a+x)(ﬂ+ y)]

e, 0 0) [0 73 7a)l(g 0 0) ([0 b b

1 _
D) 0 a 0 |+/na, 0 3 0 B, 0 |+/nb, 0 b

0 0 o 1, 72a_1 0 0 0 4 A 0
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N |~

0 0 a0

0 0  yby ysb,

@ 0 O0YA O 0) (o O
0 a, 00 & b, 0 b |+

0[+|0 a, O || xb
0 A 0 0 e AU

0
0 0 »a 7/3a_2 0 7by wb,

0 »a 73a_2 B 0
0 7sah || 710 0 730

e 0 ya |0 B, 0|+ na

nd, 7,8 0 0 0 4 78, 7,4 0 AV A 0
1 apf 0 0 0 b, ay 3@ 0 V.88, 7s a_zﬁs
E 0 apb 0 [+] ayyby 0 a,yb | +| napf 0 7585 |+
0 0 a3, asyb, asy,b 0 7B v.ap, 0

V372,01 ¥2Y 3850

1172850, + 757,8b, 1173850,
7’17aazbz +727/331b1

7’27/1a3b_3 + 7/371a_2b2
7371a1b2

N |-~

V. b, 717,8,0

0 0

ap+ (7271a3b_3 + 737/1a_2b2)
0

., +(7172a_3b3 +7372a1b_1) 0
0 a3ﬁ3+(71733-25+7273a_1b1)

0

0 a7 by + 7,858, + 157,80 ayysb, +y,8,8, + 7,78,
+ a0y + a8+ yanab, 0 oLy +y5a By + 1173850,
ayb, + 3,8 + by b +y,a8, +ry,ab, 0

0 0

o f +71(7za'3&+73a_2b2)
0 o, f, +7z(71ib3 +7aa151)
0 a3ﬂ3+73(71a2@+7zab1)

0

0

0
0 0‘273b1+73a1ﬁ3+71[73(ﬁ)

+ a271@+71£/31+73 [71(a1b2)]
0

ab, + 73,847, [71 (@)} 05372b_1+7zaﬂ2 th [72 (azba)J

olur ve benzer bi¢imde
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1
E[(,B+ y)(a+x)]

(B 1 (702, + 703, 0 0
=% 0 ot + 7, (7iha, + 71,2, 0
i 0 0 Bty + s (7,2, +7,ba,
0 Bt b+ 1 (2l st b+ (b)) |
+| Bndy+rbay +7,) 7 (03,)] 0 Brid+rbas+7, [n (@)}
Birdo+rban+ 1| 1(a) | Broac+ b+ 17 ()] 0

elde edilir. Boylece,
(a+X)(B+Y)

~L(asn)(py)+ (5 v)(ax)]

(@ (2 + 7, 0 0
== 0 @B, + 7, (rad +rsah 0
0 0 @B+ 75 (b, +7,8h
0 oy +7,2,8,+ 7, [72 (bﬁ)} ab, 4 1,3p,+ 1,1, (a)])
+ aby+raf ] n(ab,)] 0 ardy+ raf | 1) |
R A PA LN | AR AY STAPA LYY 0 |
ﬂla1+y1(y2 b3 +7,b,3, ) 0 0
+% 0 By + 1, (viva + ribiay ) 0
0 0 B+ 1o, + b,
0 Byt e+ 11 (aB)| A+ b+ [ (02)]|
+| Brag+ b+, 71 (b, )] 0 By + v+, [73 (;baﬂ
Birdo+ e+ 1| ()| Bard+ 1B, + 1 [, ()] 0
sonucuna ulasilir. Bulunan matris W ile gsterilsin, yani (a+X){(B+Yy)=W =[w, ]

olsun. Burada W matrisinin bilesenlerinin

59



Wiy :%(zalﬂf"?’l |:7/2 (a353 +b3§3)+7/3 (ézbz +52612 )])
:alﬂl+71[72n(a3'b3)+73n(a2’bZ):I’

W = %(ﬂmé@ + Dy + yariab, + rioub, + B8 + yoribia, )
— (@b, +ba) ]+ [(A+ £.)& + (e +a,)B, ),
W, = %( Biras + 7,005, + b, + vianh, + v,7,a0, + Bryia,)
:%71(% (2B +ba) [+[(A+ )2, +(a + )b, )
W, = %(oelyzb3 + B3+ 15708, + B3 + 1,000, + y57, 8, )
= e[ (BB B2 ) [+ + )+ (v ) ))
W, =%(2a2,82 +7,[ 75 (3B +ba )+ 1 (R0, +bia ) |
=, + 7, a0 (2, by ) + 70 (as, by ) |,
W, = %( Y1280 + By B + gy oy + y,y,0,8, + o0 + By, )
—~ ([ (@b +02) |+ (8 + ) A + (e + )5 ],
W, = %(0%62 775800+ 72, + By + 7yt + 720, )
L (b (U A8 (a5
W = %(7173@ ey + 7B + 118D+ By + vsah,)

:%73(71[(azb3 +bza'3)}+|:(ﬂ2 +ﬂ3)a1+(a2 +a3)bl:|)’

ve

Was =%(2a3ﬁ3 7 [71(3262 +b2§2)+7/2 (gibl +51a1)])
e rn(a,) ()]
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seklinde oldugu goriilir. Bu daha once elde edilen Z matrisi ile W matrisinin esit
oldugunu gosterir. (i, j,k)=(1,2,3) dairesel permiitasyonu olmak iizere
W, =af+7, [y/jn(ak,bk)ﬂ/kn(aj,bj )] (4.1)
ve
Wi,-=%7,—[7K(W)+(ﬁi+,Bj)ak+(ai+aj)bk} (4.2)
bi¢iminde yazilabilir. Burada w; nin esleneginin w;; olduguna dikkat ediniz. Boylece

XY Jordan ¢arpimi

XY =(a+x){B+Y)

~ Zeiiwii +Z(Wijeij +Wijeji>

(ijk) (ijk)
olarak da ifade edilebilir.

Simdi, J= (H (O, Jr),+,D) kiimesi iizerinde kuadratik doniisiim olarak adjoint (ek)
alma doniisiimii, iz form olarak T (X)=iz(X) ve kiibik form olarak da N (X )=det X

determinant fonksiyonu alinirsa Tanim 3.5 deki kiibik cebir sartlarinin saglandigini yani
J nin bir kiibik cebir oldugu gosterecegiz. Bu hedefe hazirlik olarak adjoint alma

doniistimii, iz form, norm form ve kiibik formla ilgili temel bilgileri veriyoruz.

& 78 738
J nin herhangi X =|pa, a, & | elemam i¢in a,a—p,7n(a)eR
nd 74 &

e, —7,1,n(a,) €R ve oy, —,7,n(8,) € R olmak iizere

a2a3_7273n(ai) 7273(a1a2)_72asas 7/372(61361)—;/36!28._2

X" =adj(X) =| 7175 (a2,) - naay  aoy—7nn(8,)  ren(@,a)-red, e

7172(asa1)_71a2a2 7/2}/1(61233)—]/26!13_1 o a, _ylj/Zn(aS)

olur.
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Burada kofaktorler hesaplanirken a,, a, ve a, elemanlarinin carpim sirast igin
(a,a,,8,) dairesel permiitasyonundaki sira; a, a, ve a_3 elemanlarimin ¢arpim sirasi
i¢in (a_s,a_z,a) dairesel permiitasyonundaki sira takip edilir. Kofaktorii isaretinden

bagimsiz olarak hesap etmek icin once esas kosegen lizerindeki elemanlarin dizilis yonii
pozitif yon ve tali kdsegen tlizerindeki elemanlarin dizilis yonii negatif yon olarak kabul
edilir. Sonra her iki yon i¢in bunlarin yukarisindan gegen ayni yonlii ikiser paraleller
belirlenir. Boylece Sekil 4.1 de diiz ¢izgiler ile belirtilen ii¢ pozitif yon ve kesik cizgiler
ile belirtilen ii¢ negatif yon belirlenmis olur. Herhangi iki elemanin ¢arpiminin isareti
tizerinde bulunduklar1 yoniin pozitif ya da negatif olusuna gore pozitif ya da negatif
olarak alinir, ¢carpimin sirasi ise bu yon lizerindeki elemanlarin bastan sona dogru giden
siras1 bir dairesel permiitasyon olarak alip bu permiitasyondaki sira takip edilerek

belirlenir.

Sekil 4.1. Kofaktor hesabi i¢in ¢carpma islemin yonti

a € R igin,

| a’ I:azas _727/3n(a1)] a’ [7273(313-2)_7/20‘333J a® [7372 (3331)_73azaz:|

((ZX)# =|a® [7173(313-2)_71“3%} o [0(30(1—7/37/1n(a2)] o |:7371(azae)_7305131}

_052 [7172(33511)_710‘26‘2] o’ [7271(61233)_720‘16‘_1} a’ [alaz _7172n(a3)]

:a2x#

dir. Yani, adjoint alma doniisiimii 2. dereceden homojen bir fonksiyondur. Ustelik J

o 7,8 V&, B by b,
nin herhangi X =|na, «a, & |veY=|yb, B, b | elemanlann i¢in J
Ny 7,8 oy nby v.b B
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iizerinde x ikili islemi Q(X,Y)=X xY :=%[(x +#Y)'=X"=Y"] olarak tanimlansin.

Burada, xXx=%[(2x)#—x#—x#}=%[4x#—2x#]=%[2x#]=x# olduguna

dikkat ediniz. X xY de X ve Y matrisleri yerine yazilirsa,

—#

—_ —# —#
B 1ty ya,+ s a4 7 V3d B b vb

11l = = _
XXY:E ntnby  a+B, yatyh | -na oo ya | -nb B ovh
rda b, ratnb e+ Ny 7,8 nb, nb B

P+ Py _72732n<a1’b1) 7273(a1b2 +b1a2)_72(a3b3 +ﬂ3a3) 7372(a3b1+b3a1>_73 (azb_z*'ﬂzg)

1 _ _
=3 7/1;/3(a1b2+bla2)—y1(a3b3+ﬂ3a3) o+ oo = 151,20 (8,1, yari(ag, +b,3) - 7 (el + By )
7172<a3b1+b3a1)_71(a2b2+152a2) 7271(a2b3+b2a3>_72 (0!151+ﬁ13_1) a1ﬂ2+ﬂ1a2_71722n(a3vb3)

oldugu goriiliir. Q(X,Y) nin J lizerinde simetrik ve 2-lineer bir doniisim oldugunu

gormek kolaydir. Boylece, asagidaki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 4.1: Adjoint alma dontistimii J iizerinde bir kuadratik dontistimdiir.

X xY matrisini bilesenleri cinsinden de ifade etmek miimkiindir. (i, j,k)=(1,2,3)

dairesel permiitasyonu gostermek sartiyla X xY matrisinin (i,i). bileseni,
(i.1) Z%[a,ﬂk +Be ~2r,yn(a.b) ] (4.3)
ve (i, j) . bilesent,
(i) =35 (r.[ 7(ab, +ba,) (@b, + Aa) ) (4.4)
bigiminde yazilabilir, burada (i, j) bileseninin esleneginin (j,i). bilesen oldugu

goriiliir.

Tamm 4.2: T:J—>R igin X ->T(X)=iz(X) bigiminde tamimlanan doniisiime iz

form, T(X) ede X matrisinin izi denir.
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o 7, )3,

Bu tanima gore, X =| 8, @, 7,8 |[€J i¢in T(X)=a +a, +a; olur.
Ny a4 o

Teorem 4.3: T iz formu lineerdir.

Tamm 4.4: N:J—>R i¢in X — N(X)=det(X) bigiminde tanimlanan doniisiime

norm form, N(X) ede X matrisinin determinant: denir.

Teorem 4.5: Her X,YeJ igin N(XXY)=N(X)N(Y) dir (Yani, norm form
carpilabilirdir.).
Ispat: N (XLY)=det(XDY)=det(X)det(Y)=N(X)N(Y) olur.

o 7,8 V3@,
Herhangi bir X =| na, a, 78 |€J icin
e 7,8 O

N (x):a1a2a3_a17/273n(a1)_a2737/1n(a2)_a37/17/2n(a3)+71727/32t((aia2)as)
= 040,04 +7/172732t((aia2)ae)_zai7j7kn(ai)

(iik)

olur. Burada, o e R igin N(aX)=a’N(X) olduguna dikkat ediniz. Bu sebeple, N

doniisiimii 3. dereceden homojen bir fonksiyondur. Ustelik, J nin herhangi X,Y ve Z

elemanlart i¢in JxJxJ den R ye

N(X,Y,Z)z%[N(X +Y +Z)=N(X+Y)=N(Y+Z)=N(X+Z)+N(X)+N(Y)+N(Z)]

olarak tanimlanan doniisiimiin J iizerinde simetrik bir doniisiim oldugu aciktir.

Burada
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o 7,8 )39, B v vb Hy 7G5 753G,
X=\na o ra|,Y= 71b3 B, 73b1 ve Z=|yC; , yC | yerine
Ny 7,8 04 nb, b B G 7.0 i

yazilirsa
6N (XY, Z)=(ay+ B+ ) (e, + B+ 11, ) (s + By + 145)

+7/1727/32t(|:(ai+b1+cl)(az +b, +C2):|(a3+b3+cz))_(z)(ai +5 +ﬂi)7j7/kn(ai +b+¢)

_(0‘1+ﬂ1)(a2 +ﬂ2)(a3+ﬂ3)_7172732t([(a1+b1)(a2 +b2):|(a3 +b3))

+(Z)(05i +ﬂi);/j;/kn(ai +h,)

_(181"'/'11)(ﬂ2 +ﬂ2)(ﬂ3+ﬂ3)_7/172732t([(b1+cl)(b2 +Cz)](ba +C3))

+(z)(/3| +,Ui)7j7kn(bi +Ci)

_(0‘1+IL‘1)(0‘2 +ﬂ2)(a3 +/U3)_7172732t([(ai +C1)(az +C2)](33 +C3))
+Z(ai +/ui)7j7/kn(ai +Ci)

(iik)

+oy,a; + 117,72t (83, ) 8 ) - Zw o

uk

+ﬂ1/82/83+717/27/32t( blb ) Zﬂy 7in

(ijk)

+/'11:u2:u3+7172732t( CC ) ZIUJ/ 7N

I]k
olur. Burada benzer terimler bir araya getirilirse

6N (XY, Z)=(ay+ B+ 1)+ o+ 11, ) (s + B+ 115) — (e, + B,) (2, + B, ) (s + B5)

~(Bo+ ) (Bt ) (By+ 1) —(on + ) (@t + 11 ) (003 + 113 ) + vty + B B, s + sy
+7/1;/27/32t( a,+b +c)(a,+b,+c )](a3+b3+c3))—71;/27/32t([(a1+b1)(a2+b2)](a3+b3))
—;/172;/32t( b, +¢,)(b, +¢,)](b,+¢ ))—yly2y32t([(a1+cl)(a2+c2)](a3+c3))+71y2y32t((a1a2)a3)
+7l;/27/32t((b1b )b )+;/172;/32t((cc )c ) Z(ozi + B+ 1)y (a +b +¢)

(ijk)

+(Z;(ai +ﬂi)7/j7/kn(ai +bi)+(Z;(ﬂi +ﬂi)7’j7kn(bi +Ci)+(Z:)(ai +:ui)7j7kn(ai "’Ci)

=Y ayrn(a)->. Brirn(b)=> wyyan(c

(ijk) (ijk) (ijk)

elde edilir. Bu son ifadede bazi carpma islemleri yapilarak gerekli diizenlemeler

yapilirsa
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6N (X,Y,Z)z[(al+ﬂl)(a2+,82) (a1+ﬂ1),u2+,ul(a2+ﬂ2)+,uly2](a3+,63)
+[(0¢l + )+ B,)+ (e + B) s, + 11y (e, + B, +Mﬂz]ﬂ3 (o + ) (e, + B, ) (a3 + B3)
~(BB + Bty + 1B, + tty) By = (BB, + Butty + 1055 + ity ) i
(0, + ity + 140, + 1, ) 0y — (000, + ity + IO, + 1y ) 1y + Q40,0 + B3y By + L 1
+17.7:2t((3,+b ) (3, +b,)+(a, +b )¢, +¢ (3, +b,) +cc, |(a, +b,)
+[(a,+b,)(a, +b,)+(a, +h)c, +¢,(a, +b, ) +cc, |c;)
—;/1;/27/32t([(a1+b1)(a2 +b2)}(a3 +b3))
—17.732t((bb, +bc, +cb, +cc, )b, +(bb, + b, +cb, +cc, )¢y )
—17.7:2t((a@, +ac, +ca, +¢c,)a, +(aa, +a,c, +Ca, +CC,)C, )
+7/1;/2;/32t((a1a )a3)+;/17/27/32t ((blb )b, )+7/17’2732t((clcz)c3)
> (@) 77 [n(a+b+c)-n(a+b)-n(a +c)+n(a)]

i
Ijk

(
—Z B)riv[n(a+b+c)—n(a+b)-n(b+c)+n(b)]
(

(ijk)

—Z NIZAL

uk

a+b+¢) (ai+ci)_n(bi+ci)+n(ci)}

bulunur ve gerekli sadelesmeler yapilirsa

6N (X,Y,Z)=[ontt, + Bty + p0ty + B, + ity |0t + [ty + Bupty, + 00, + 1,3, + pi ity | B
+ana, + B, + B, + By + ity + Bupty + 0ty + 1By + pitty | iy
~(BSo + Bty + 1B, + ) By = ( By + Putty + 1By + ity ) s
(0, + ity + 140, + 1, ) 0 — (000, + ity + P10, + Iy ) g + 040,00 + B3y By + 1
+y,.7:2t([ac, +bc, +ca, +cb, +cc, |a, +[ac, +bc, +ca, +cb, +c.c, b,
+[a,a, +ab, +ba, +bb, +ac, +bc, +ca, +cb, +cc,]c,)
—y7.7:2t((bb, +bc, +cb, +cc, )b, +(bb, + b, +cb, +cc,)cy)
—;/17/27/32t((a1a2 +a,C, +Ca, +CC, )a, +(a,a, +a,c, +¢,a, +clcz)c3)
+7,7,75 2t ((ala )a3)+ 7,755 2t ((blb2 )b, ) +7,7,752t ((Clc2 )CS)
—Z )7in[n(a+b+c)-n(a +b)-n(a+c)+n(a)]

Ijk

—(% Dy [n(a +b+¢)-n(a +b)-n(b +c)+n(b)]

2 ()7 [n(a+b o) -n(a+e)-n(b+o)+n(c,)]
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elde edilir. Yine gerekli sadelesmeler yapilirsa

6N(X,Y,Z)=[,31,uz+,LL1,32]0£3+[0£1,UZ+,L110€2]ﬂ3+[0£1ﬂ2+,31062],u3
+717/2732t([blc +cb, ]as+[a1c +C1a2]b3+[alb2+bla2]c3)
—Z )77 [ n(a +b+c)—n(a+b)-n(a+c)+n(a)]

(ijk)

> (B)rn[n(a+b+c)-n(a+b)-n(b+c)+n(h)]

(ijk)

> ()77 [n(a +b+¢)-n(a +c)-n(b +c)+n(c)]

(ijk)
sonucuna ulagir.  Simdi [ n(a +b +¢)-n(a +b)-n(a+c)+n(a)] terimini
inceleyelim. Burada a +b =X ve ¢, =, denirse

[n(a+b+c)—-n(a+b)-n(a+c)+n(a)]=[n(x+y)-n(x)-n(a+y)+n(a)]
ve son terime n(y;) ekleyip g:lkarlrsak
[(n(x+¥)=n(x%)=n(¥))+(n(y:)-n(a+y,)+n(a)) |=[2n(x. ;) -2n(a, ;) ]
elde edilir. n, 2-lineer bir doniisiim oldugundan
[2n(x.yi)-2n(a.y;)]=2n(x -4, ;)
olur ki burada x;, =&, +b. ile y, =C oldugu kullanilirsa
2n(x —a,y;)=2n(b,c;)
sonucuna varilir. Béylece,
[n(a+b+c)-n(a +b)-n(a +c)+n(a)]=2n(b.c)
oldugu gériiliir. Benzer bicimde,
[n(a+b+c)—n(a+b)-n(b+c)+n(b)]=2n(a,c)
ve
[n(a+b+c)—n(a+c)-n(b+c)+n(c)]=2n(a,b)

oldugu goriilebilir. Bu durumda,
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6N(X1Y’Z):[ﬂ1ﬂ2+Mﬂ2]a3+[a1,u2+,u10‘2]ﬂ3+[0‘1/82+ﬂ10‘2]ﬂ3
+;/17/2732t([blc +chb, Ja, +[ac, +ca,]b, +[ab, +ha,]c,)
_22 717’k bi’c z 7]7/k a,,c ZZ ,U. 7,7k (ai1bi)

(ijk) (ijk) (ijk)

olur.

Boylece N(X,Y,Z) nin J iizerinde 3-lineer bir déniisiim oldugunu gorebiliriz. Ozetle

asagidaki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 4.6: N (X Y, Z) J iizerinde bir kiibik formdur.

N(X,Y,Z) de Z yerine X alnirsa,

6N (X.Y,X)=[Ba, +ap,|o +[ona, + e, | By +[an By + B | ety
+m2732t([bla +aib ]as+[ala +ala] +[ab, +ba, ]a,)
23" () 7,70 22 )77 (ana) -2 (e)y7n(a.b)

IJk uk
=2[Ba, +a. B, )y + 2[051052],83

+7172732t( [ba, +ab, ]a3+2[a1a2]b)

_42 7/7k au!b 22 77/k

—2[,81052+a1ﬂ2]a3+2[a1a2],83
+7/172734t([b1a +a1b ]a3+[a1a2]b )

_42 7/7k ZZ 77’k

Ijk uk
olarak bulunur.

Tanm 4.7: X 5T (X)=izX lineer fonksiyonu yardimiyla
(X,)Y)>T(X,Y)=T (XD{) bi¢iminde tanimlanan doniisiime jenerik iz (2-lineer) form

ad1 verilir.
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Teorem 4.8: T(X,Y) jenerik iz formu asagidaki 6zelliklere sahiptir.

1) T simetriktir yani T(X,Y)=T(Y, X) dir.

i) T(XxY,Z)=T(X,YxZ) diryani T birlesmelidir.

i) T(X,Y) =B+, B, + o, B+ 27,750 (2, b ) + 2p,1n(a,,b, ) + 27,7,n(a,,b; ) dir.
Ispat: i) T(X,Y)=T(XY)=iz(XY)=iz(YIX)=T(YIX)=T(Y,X) olup T
simetriktir.

i) N (X,Y,Z) simetrik ve (3.5) den N (X,Y,Z):%T(X xZ,Y) oldugundan bu sonug
agiktir.

i) T(X,Y)=T(X0Y)=iz(XLY) olup XI¥ matrisinin izi (4.1) yardimiyla W, +W,, +
W,, toplamina esittir. Boylece,

T(X’Y):alﬁl+a2ﬂ2 +a3ﬂ3+27273n(ai’b1)+27371n(32’b2)+27172n(a31b3)

elde edilir.

iii) deki sonug (i, j,k)=(1,2,3) dairesel permiitasyonu yardimiyla kisaca
T(X,Y)=Y (a8 +277,n(a.b,)) (4.5)
(iik)
bi¢iminde de yazilabilir. (3.6) dan T (X,Y)=T (X )T (Y)—-2T (X xY) esitliginden

T(X,Y):(al+a2 +a3)(,6’1+ﬂ2 +43,)
_([azﬂs + poo |+ B+ B |+, +ﬁla2]—2(z;yjykn(ai,bi )]
=af+apf+apf,+2) yyn(a.b)
(ijk)

elde ederiz ki bu sonug (4.5) deki sonugla aynidir.

Boylece, (3.7) de Freudenthal ¢arpim olarak ifade ettigimiz ¢arpim, jenerik iz form
yardimiyla
1 1 1

XxY = XIY == XT (Y)—EYT(X)+E(T(X)T(Y)—T(XD{))I (4.6)
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olarak yazilir. Bu ¢arpim, Gilirsoy ve ark. (1996) tarafindan siiperpozisyon prensibini

Jordan formiilasyonunda ifade etmek i¢in kullanilmistir. Burada Y = X segilirse,

X x X = X[X —%T(X)X—%T(X)X +%[T(X)T(X)—T(XDX)]I

= X2-T(X)X +%[(T(X))2—T(X2)}I

=X*

olup * doniisiminin  bir kuadratik  doniisim  oldugu  goriilmektedir.

X*=X?2=T(X)X+T (X #) I, esitligi yukaridaki sonugla birlikte distinilirse

%[(T (X ))2 -T (X 2 )} =T (X #) olmalidir. Simdi bunu gérelim:

2 2
(T(X)) =(+a,+a,) =’ + @, +a’ + 2040, + 2,0, + 20,02, Ve

T(XZ)ZT(XDX):T(X1X):“laﬁ‘az% +0630!3+227/j7/kn(ai,ai) esitlileri  taraf
(iik)

tarafa gikarilirsa (T (X ))2 =T (X 2) =2aya, + 2001, + 20,0, -2y, 7N (a;,8,)  elde

(iik)

edilir. T (X#) = a,0, — 7,75 (a ) + e — 7570 (8, ) + e, — 7,7, (8;) oldugundan

%[(T(X))Z—T(xz)}T(x#) @4.7)

elde edilir.

T(X.Y)=aB+a,B,+aB,+2) y,7N(a,b) de X yerine X* alinirsa
(iik)

70



T(X"Y) =, -7,7:0(a)] B+ e, - 70 ()| B, + [, - 1.0 (1) ] B
+2(%y1ykn(% (aj_ak)—aiai,bi)

=[ e, -rrn(a) ] B+ @ - ryin(a,) ] B, +[@a, - rrn(a)] B,
+ 27@7@”(71 (@)—alal,bl)+ 2y.7n\7, (a3_a1)—a2a2,b2)+ 2;/1;/2n(;/3 (@)—%abe)

=[@.a,-r7n(a)] B+ aa - rrn(2,) ] B+ aa, - r7.0(2) |5,
+ Zylyzysn((a),bl)— 2a,7,7,n(a,b)+ 2y27371n((ﬁ),b2)
~2a,7,7.0(a,,b, )+ ZysylyZn((@),bs)—2a3;/172n(a3,b3)

=[ a0~ rrn(a) | B+ -rnn(a) ] B+ e, - rrn(a) |5
+27,7.74((28).B) 20770 (a.b) + 2777t (a) b,
~2a,y,7,0(2,,0,) + 2,77t ((@) , E) ~2a,7,7,n(ay,b,)

= -rrn(a) ] A+ e -rn(8,) ]| B, + e, ~ 170 (&) | A,
+27,7,7.4(8,3,b) - 2a,7,7,n(a,b)+ 27,77t (a2, b,)
-2a,y,7.n(a,,b,)+2r,7.7,t(aa,.h,)-20,7,7,n(a,,b,)

=la,a,-7,70(a) ] B+ aa - rn(a,) ] B, +[aa, - 1.0 (a) |
+ 27,7t (0a,.a)-2a,7,7,n(a,b )+ 27,77t (ab,.a,)
—2a,7,7.n(a,,b, )+ 27,77t (aa,.b,) - 20,7,7,n(a,,b,)

olarak  bulunur.  Bdylece  6N(X,Y,X)=2T(X"Y)  oldugu,  yani

T(X*Y)=3N(X,Y,X)=N(X,Y) esitligi elde edilmis olur. Bu sonug ile kiibik cebir

taniminin (yani Tanim 3.5 in) 3. sartinin saglandigim gérmiis oluruz. Ustelik,

T (X#’Y) = [0‘20‘3 _7273n(a1)]ﬂ1 +[0‘3051 _737/1n(az )]ﬂz +[0‘10‘2 _7172n(a3)]ﬁ3
+27,7,75t (085, 85) = 204 7,730 (8, B ) + 27,7571t (ab,, ;)
—2a273}/1n(a2,b2)+ 2}/3}/1}/2'[(&1&2,b3)—2053]/1}/2n(ag,b3)

esitliginde Y yerine X alinmis olsaydi,
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T (X X ) = [0{2053 —7,74N (31)] a, + [a3al — 77N (a, )] a, +[ala2 — 77,0 (as)]oc3
+27,7,7t(88,,85) — 207,708y, 8 ) + 27,7571t (818, 8y )
—20,7,7:0(8,,8, ) + 27,717t (8,8, 8, ) — 2057, 7,0 (8y, 8, )
=3a,a,0, — 7,70 (8,) - 7,70 (8, ) — 7,7, (ay)

+ 27,775t (@85, ) — 207,750 (8 ) + 27,7571t (842, &)

—=20a,y,y,N (a2 ) + 27,717t (a1a2 : ag)— 20,y,7,N (ag)

=3a,a,0, — 304,70 (8, ) —3a,7,7,n (8, ) —3e,7,n (8 ) + 677,75t (2,8, 8;)
= 3[a1a2a3 — 7,70 (a) — 2,y (8, ) —agyy,n(a;) + 277,74t (8,8, 8, )]
—3det X =3N (X)=3N (X, X,X)

bulunurdu. Dolaystyla, N(X,X,X)=N(X)=%T(X#,X)=%T(X><X,X) olurdu.

Bu sonug (3.5) deki genel sonugla uyumludur.

T (X#’Y) = [0‘2“3 _7273n(a1)]ﬂ1 +[0‘30‘1 _7371n(a2 )]:32 +[a1az _7172n(as)]:33
+ 27,7575t (085, 85) = 2047730 (8, B ) + 27,7571t (ab,, ;)
_2a27371n(a2’b2)+ 27/3}/1}/2'[(611&2,b3)—2a3}/1}/2n(as,b3)

esitliginde Y yerine 1 alinmis olsaydi,

T (X #,1) = [azas —7,75N (ai)]l+ [asal — 7.7 (a, ):|1+[ala2 —7.7,N (as)]l
+ 277,73t (0,8;) = 2e,7,75n (@, 0) + 27,757, (0, ;)
—2a,7,7,n(8,,0)+ 2y,7,7,t (a8,,0) — 2a,7,7,n(;,0)

= [a2a3 —7,74N (ai)] + [asal — 77N (a, )] + [alaz —r.n(a )]
=T(x*)
~3N(X,1X)

olurdu.

N(X,Y,Z) de Z yerine 1 alinirsa,
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6N (X,Y.1)=[B1+18, | oy +[a1+1er, | By +[en 5, + i, |1
71,724 ([b10+0b ]as+[310+082]b [aib +bla] )

_22 7/]/k bI’O z ]/yk Z 7/7/k |’|

(ijk) (ijk) (ijk)

=[,31+,32]0(3 [a1+052],83 [a1ﬂ2+ﬂ1az 227 7 N ,y,

uk

z[azﬂs"'ﬂzas] [a3ﬂl+ﬂ3al] [alﬁz"'ﬂlaz] 227 rdnia;, |)

(ijk)

olup bu sonu¢ X xY matrisinin (i,i) bilesenlerinin toplaminin iki katina yani

1

2T(X ><Y) ye esittir. O halde N (X,Y,l)z N (X,l,Y) :§T (X ><Y,1) dir.

Simdi, X[X* ¢arpimini hesaplayalim.

oy 7,9 7/33_2 a2a3_7273n(a1) 7273(316‘2)_72“3613 e (asai)_73a2az
XX = Ny & y3d 7/173(31&2)_710‘333 a3a1_}/37/1n(a2) }/3;/1(61233)—;/30{131
ey a4 7172(asa1)_71a2a2 }/27/1(8.233)—720{1&1 0510‘2_7/172”(33)

det(X) 0 0 100
=| 0 det(X) 0 |=det(X)/0 1 0|=det(X)I,
0 0 det(X) 001

oldugundan X[X*=X*[X =det(X)=N(X) yazabiliriz.

a2a3_727/3n(a1) ;/2;/3(8,1&2)—7/26!383 V3)2 (asa1)_7/3a2a_2
X#zadj()()z 7173(3132)_71a3a3 0‘3“1‘7371”(3-2) 7371(3-233)_73“16‘1
7172(3331)_710‘2512 7/271(azas)_7/20‘131 alaz_?/ﬁ/zn(ae)

olup bu matrisinin tekrar eki alinirsa bu durumda (X#)# matrisinin (i, j) bilesenleri ile
N(X)X  matrisinin (i, j). bilesenlerinin ayni oldugu yani (X#)# =N(X)X

oldugunu goriiliir. Bu ise kiibik cebir tanimin (yani Tanim 3.5 in) 1. sartinin gegerli

oldugunu gosterir. N (1)=1 ve 1 =1 oldugunu gérmek ¢ok kolaydir ki bunlar,

sirastyla, kiibik cebir taniminin 2 ve 4. sartlardir.
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Boylece J = (H (03, J, ) , +,D) nin bir kiibik cebir oldugunu gostermis olduk.

Bir kiibik cebirin U, Y =T(X,Y)X — 2( X*xY ) esitligi altinda bir 6zdeslikli kuadratik

Jordan cebiri oldugu 3. boliimde ifade edilmistir.

Gosterim: J cebirindeki tim girdileri | kiimesinin elemanlart olan matrislerin

olusturdugu kiime 1J ile gosterilecektir.

Simdi (Bix 1980, 1981) den asagidaki tanimi verebiliriz:

Tamm 4.9: (R, 1) bir lokal halka ve (O,l) bir octonion R- cebir olmak iizere
J=(H(04,3,),+) cebiri verilsin. TI={X|X €J\1JveX*=0} olsun. X eIl igin

<X>={aX|aeR\I} olmak {izere W’=ﬁ={<x>\x eH} kiimeleri tanimlansin.

2V~ noktalar ve .2 dogrular kiimesi olmak tizere agagida tanimlanan e iizerinde olma

bagmtist  ve U  denklik (komsuluk) bagmtist ile birlikte olusturulan

P (H) = (ﬂf, D, €, D) geometrik yapisina bir octonion diizlem denir.
1) Viy1=0<Y € X (Y noktast X dogrusu iizerindedir.)
i) T(X,Y)el ise X noktast Y dogrusuna yakindir denir ve bu durum X ~Y ile

gosterilir. Aksi durum, X +Y ile gosterilir.
i) X xY eld ise X noktast (dogrusu) Y noktast (dogrusu) ile komsudur denir ve bu

durum X ~Y ile gosterilir. Aksi hal, X #Y ile gosterilir.

Tanimda verilen II kiimesi {X| XeJ\IJveX xX =X = O} ile de gosterilebilir, yani

IT nin bir elemani indeksi 2 olan bir nilpotent elemandir.
Simdi, bu tanimi daha yakindan inceleyerek bu diizlemin £#~ noktalar ve .2 dogrular

kiimesini li¢ denklik sinifina ayirmak istiyoruz. Bu sayede, lizerinde olma bagintisini,

komsuluk bagintisin1 ve bir noktanin bir dogruya yakinligini yeniden yorumlayacagiz.
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Diizlemin {izerinde olma bagintisi
Viy i Z 5V Z={X,Y,Z} :%[(XY)Z +Z(YX)]

operatorlii yardimiyla tanimlanmigtir. Simdi, 3. bolimden bu operator ile ilgili bazi

bilgiler asagida hatirlatilacaktir.
{X,Y,Z} de, sirastyla X =1, Y =1 ve Z =1 segilirse;
{1,x,v}:%[(1x)v +Y(1X)]:%(XY +YX)
{x,1,v}:%[(x1)v +Y(1X)]:%(XY +YX)

1 1
{x,Y,1}=E[(xv)1+1(Yx )]:E(XY +YX)
yani,

{LX,Y} ={x,1,Y}={x,Y,1}=%(xv +YX )= XY

elde edilir. Buradan

Vo, 1= {X,Y,1} = XIY =YIX ={Y, X, 1} =V, , 1

bulunur ki V,, 1=V, ,1 esitliginden nokta yerine dogru ya da dogru yerine nokta

alabilecegimizi goriiyoruz. Dolayisiyla bu diizlemlerde dualite prensibi gegerlidir.

Hemen belirtelim ki tiim girdileri idealde olan bir eleman II de bulunmadigindan boyle

bir eleman hem nokta hem de dogru belirtmeyecektir.

& 7,85 V3@, A, A, A,
X=|na a 7@ |€J olsun. X*=|A, A, A,|=0 ecsitliginden elde
713, 725 a; Ay A, Ay

edilebilecek dokuz denklemden altisin1 yazmak yeterlidir. Burada sz A; oldugunu

biliyoruz. Boylece, asagidaki denklemler elde edilir:
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A, =a,a, - 7,70 (a) =0= a,a, = 7,750 (a,)
Ao = 1173 (248, ) = 7128, =0
A, = a0, — 7,70 (a,) = 0= aye, = 770 (a,)
Ay =771 (8,8) 7,048, =0
As =757 (88, ) = 7,05,8, = 0
A, =aa, —7172”(33) =0=a0a,= j/lj/zn(as)

(4.8)

X*=0 iken o, a, ve @, iin idealde oldugunu kabul edelim. Bu durumda, A, =0
esitliginde 7, ve y, lin birim oldugu dikkate alinirsa bu esitligin gecerli olmasi igin
n(a) idealde olmaldir, yani & idealde olmak zorundadir. A, =0 ve A, =0
esitliklerinden benzer bir inceleme ile a, ve a, iin de idealde olmas1 gerektigi kolayca

goriilebilir. Boylece X € 1J olur ki bu X ¢IT demektir. O halde X eIT 6zelligindeki

herhangi bir eleman i¢in o, @, Ve a, den en az biri birim olmak zorundadir.

X eIl olsun. &, &, ve a, den en az birinin birim oldugu ger¢egi kullanilirsa «;, «,
ve , un birim olup olmamasina gore yedi durum séz konusudur ve bu durumlarin her
birinin (4.8) deki denklemleri saglayacagini diisliniiliirse a;, a, ve a, icin asagidaki

onermeler elde edilir:

1.durum: o, €U, a, €U A, eU = a,a,,a,€U

2.durum: o, €U, a,eU Agzel = a,a,el A a,eU

.durum: o, €U A a,el A a;eU = a,a,el A a,eU

4. durum: g €U, a,el noyel = a,a,,a, €l

5.durum: o, eU ra el A a;eU = a,,a,el A g eU

6.durum: o, €U Apel A el = a,a8,,3, €l

7.durum: o, €U A el A a,el = a,a8,,8, €l
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Yukarida verilen yedi durumu (i, I, k): (1,2,3) dairesel permiitasyonu yardimiyla
asagidaki gibi ifade edebiliriz:

a,a;,a €U =a,a;,a U (L durum)

a,a,eU A el = a,a,el A a €U (2, 3ve5. durumlar)

o eU A aj,a, €l = a,a;,a €l (4,6ve7. durumlar)
Ayrica, a bir birim ve X eIT iken aX eIT olacagr aciktir Ciinkii, X* =0 olup
(aX)#:aZX#:aZO:O dir. TI kiimesinden, X noktasinin denklik smifi olarak
isimlendirilen (X)={aX|abirim} kiimesi ve benzer bicimde X dogrusunun denklik

sinifi olarak isimlendirilen [X]={aX|abirim} kimesi elde edilir. Bir denklik

simifinin herhangi bir elemani ayni nokta ya da dogruyu temsil edecektir. Simdi,
noktalar ve dogrular kiimesi, sirasiyla W:{(XHX eH} ve ﬁ:{[X”X eH}

bi¢iminde tanimlanabilir. Bu sonucu, X €IT igin ¢y, o, Ve a, den en az birinin birim

oldugu gercegi ile birlikte diisiiniirsek noktalar (ya da dogrular) kiimesinin asagidaki

bigimde bir parcalanigi elde edilir. Bu pargalanisin elemanlar;; ¢, birim ise

1 73 79 & 78 V38
7nd, o, 7. | tipindeki noktalarin kiimesi, a, birim ise | pa, 1 3
e, 78 0 e, 78 0

78 )38
tipindeki noktalarin kiimesi ve a, birim ise | y,a, «, 7,3, | tipindeki noktalarin
né, 7. 2% 1

kiimesidir. Bu ii¢ eleman, kisaca, 1 in bulundugu bilesene gore, sirasiyla, 1. tip, 2. tip ve
3. tip noktalar biciminde de ifade edilebilir.

& 7% 738,
Gésterim: Bir [X]e.2 dogrusu X =|7,8, @, 7,8 | biciminde -kdseli parantez
na, a4

ile- gosterilecektir. Bundan sonra, bir nokta ve bir dogru i¢in bu ayrima dikkat

edilecektir.

Yukaridaki inceleme ile birlikte octonion diizlemin £#~ noktalar ve .2 dogrular

kiimesi asagidaki bigimde verilebilir:

77



1 73 79
A =X = 71% a, 19 |‘a,eRaelna,ael,a,eOp (2 ve 4. durumlan
78 78 &

kapsar)

B by 73@

UsY=\nb B, b |1B.B, eRAbLD, D0 (1, 3, 5 ve 7. durumlarn

7b, b 1
kapsar.)
o 785 753G,

UiZ=|yc, 1 78 |im, el ac,C,C el (6. durumu kapsar.)
VG 7.0 U4

ve
1 7& 733'_2
D=X=|ypa, @ 78 |‘a,el,aecR} (3 ved. durumlarikapsar.)
na, 7,4 0

B 7aby 7ib,
UsY = ylb_3 1  yb |18, feR; (1,2, 5 ve 6. durumlari kapsar.)

no, v py
Mo 7C 736

USZ=|7C  ty  ¥sC |ty i, €1 (7. durumu Kapsar.).
71C, 72C_1 1
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Uzerinde Olma Bagintisi:

0‘1_ V283 73a_2 ﬁl_ 7205 74b, 1 0 0O
X=|na a ya|eY=|nb B 7 <:>§(XY+YX):O: 000
nd, 7% Qg b, v,b By 0 0O

lizerinde olma bagmntisim ele alalim. %(XY +YX) de X ile Y yerine yazilarsa bu
matrisin bilesenleri (i, j, k) =(1,2,3) dairesel permiitasyonu yardimiyla ifade edilebilir.
(4.1) den (i,i). bileseni (i,i)=0;f +, [;/jn(ak,bk)+ykn(aj,bj)] ve (4.2) den (i, j).
bileseni (i, j) = Eyj [;/k (aibj +ha, )+(,B. + 5 )ak +(0¢i +a; )bk} bi¢iminde yazilabilir.

Burada (i, j) nolu bileseninin esleneginin ( j,i) nolu bilesen olduguna dikkat ediniz.

1 78 7, 1 7b 7b
X = 71% a, ya | € ylb_3 p, b |=Y olup olmadigimi inceleyelim. Bu
ne, 7.8 nb, 7yl B,

durumda; o, eR, 2, el A a,a, el ve B, el, f,eR A b,b el olup %(XY +YX)
matrisinin (L1) nolu girdisi olan 1+yy,n(a,b,)+r%n(a,,b,) elemanmi dikkate
alalm. Burada y,y,n(a,,b,)el ve y,7n(a,,b,) el olacagindan (11) nolu terim birim
olur. Dolayisiyla %(XY +YX ) =0 bagmtis1 saglanmaz. Yani bu tip bir nokta bu tip bir

dogru iizerinde bulunmaz.

1 ya 78| | B b b

X = 71% a, ya |€ 7/1b_ 1 yb [=Y olup olmadigini kontrol edelim. Bu

na, 7.8 a vb, b B
1
durumda, E(XY +YX)=0 esitligini saglayacak a,,B,B,€R , a,el ve

b,b,,b,,a, €O bulunabilir.

21731
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1 78 7y J A R A

X = 71% a, ya | € 71b_3 B, 7b [=Y olup olmadigmi inceleyelim. Bu

ra, 7.8 a ) |rb ozb 1
durumda, %(XY +YX)=0 esitligini saglayacak «,, £, B, €l ve a,a,,b,b,b el

bulunabilir.

a 7,8 7,8, 1 wb b,

X = y@ 1 ya |< 71b_ B, v |=Y olup olmadigim kontrol edelim. Bu

na, 7,8 rb, b B
durumda, o,,,,5, €1, B, €R ve a,a,,a,b,b, el iken %(XY +YX)=0 esitliginin

saglanabilecegi aciktir.

a 78 7.4, B rb, 7ib,

X=|pa, 1 ya|el|lnb 1 b [=Y olup olmadigmi inceleyelim. Bu

ra, ra  a b, v.b B

durumda; o, €l, a,€l A a,a,a €l ve feR, f,=1, f,eR A b,b, €0 olup

%(XY +YX) matrisinin (2,2) nolu girdisi (2,2)=1+y,7,n(a,.b,)+7,7,n(a,b,) birim

olur. Dolayisiyla %(XY +YX ) =0 bagintis1 saglanmaz. Yani bu tip bir nokta bu tip bir

dogru lizerinde bulunmaz.

a, 78 7| | B vb b

X=|ya, 1 ya|e 71b_3 B, v |=Y olup olmadigim kontrol edelim. Bu

7a, 7,8 a vb, 71

durumda, vyani «,a,p,5,€l ve a,a,a,b,b,b el kosullart altinda

%( XY +YX ) =0 esitligin saglanabilecegi agiktur.
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a 7,8 7.4, 1 b, 7b,

X = 71% a, ya |€ 7/1b_3 B, 7b |=Y olup olmadigimi kontrol edelim. Bu

ra, 7,8 1 vb, b B

durumda, yani a,,a,, ,€R, Bl ve a,a,a, €0, b,b el kosullari altinda

%(XY +YX )=0 esitligin saglanabilecegi aciktir.

a7 18 B rb b,
X = 71% a, ya | € ylb_3 1 yb [=Y olup olmadigin inceleyelim. Bu
ra, 78 1 b, r.b B,

durumda, o,,,,3,5,€R ve a,a,,a,b,b,,b, €O kosullari altinda %(XY +YX)=0

esitligin saglanabilecegi aciktir.

a7 18 B rb b,
X=|na, a 7a|cl|nb B 7b |[=Y olup olmadigmi inceleyelim. Bu
ra, 7.8 1 A

durumda; @@, €R A a,a,a €0 ve B,4,cl A bbb el olup %(wix)
matrisinin  (3,3) nolu girdisi (3,3)=1+y,n(a,,b,)+77,n(a,b) birim olur.

1
Dolayisiyla E( XY +YX ) =0 bagntisi saglanmaz. Yani bu tip bir nokta bu tip bir dogru

uzerinde bulunmaz.

Sonu¢ 4.10: Tipleri ayn1 olan nokta ve dogrular birbiri lizerinde olamaz. Baska bir

ifadeyle, ayni girdileri 1 olan bir nokta ile bir dogru birbiri lizerinde olamaz.
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Komsuluk Bagintisi:

1 V285 V39, B rby 7b, Hy 7,C3 753G,
X=\rna a pa |, Y=\pb B, yb | ve Z=|yc, 1 756, | olmak
na, 1A a nb, v 1 7" 7,6 My

iizere; (4.3) den X xY matrisinin (2,2) nolu bileseni %[a3ﬂ1+,83a1—7/371n(a2,b2)]

olup
a,fel, fo,=1€U ve y7n(a,.b,)el
oldugundan .83, + B, —7,7:n(a,,b,) €U sonucu elde edilir. Bu yiizden X xY & 1J

dir. Yani X tipli bir nokta ile Y tipli bir nokta komsu degildir.

(4.3) yardimyla X x Z matrisinin (3,3) nolu bileseni

o, =1eU, pa, €l ve yy,n(a,c,)el
1 . .-
oldugundan E[alyz+,ula2—7/17/2n(a3,c3)]eU olup X xZ ¢1J dir. O halde X tipli

bir nokta ile Z tipli bir nokta komsu degildir.

(4.3) yardimiyla Y x Z matrisinin (1,1) nolu bileseni

B el, wp,=1eU ve 7/27/3n(al,cl)e I
oldugundan %[ﬂ2y3+y2,6’3—}/273n(a1,01)]eU olup Y xZ ¢I1J dir. Yani Y tipli bir

nokta ile Z tipli bir nokta komsgu degildir.

1 ya 7na 1 b, b,

X = 71% a, ya | veys= 7/1b_3 B, )b | bigiminde aym tipten iki nokta
ra, 7.8 a A A

alalm. Bu durumda, X eIT oldugundan o, e R,a, el A, a,€l,8,€0 (a, €U iken

a,eU ve a,el iken el ) dir ve YeIl oldugundan

B,eR B, el Ab,b,el,b,eO (B,€U iken b,eU ve S, €l iken b, €l ) oldugunu
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biliyoruz. Bu sartlar X xY matrisinin tiim (i, j) bilesenleri iizerinde tagmirsa (3,3)

nolu bileseni hari¢ tiim bilesenlerin idealde oldugu goriilir. X xY nin (3,3) nolu
bileseni %[alﬂz +Ba, - y,7,n(a,,b,)] icin asagidaki dért durum s6z konusudur:

Da, U, B, U

2) a, €U, pB, el
3 a,el,p, el
4 a,el,p, el

Simdi bu durumlarn sirasiyla incelersek; 1, 2 ve 3. durumlarda bu bilesen birim olup

sadece son durumda idealde olur. Yani sadece a, €l,f, €l iken X xY e1J oldugu

goriiliir. Dolayistyla bu tip iki noktanin komsu olmasi i¢in gerek ve yeter sart

1 ya 7ra

a,el,f, el olmasidir. Baska bir ifade ile X = 71€ a, 7.4 ile

71a2 7/2a1 aS

1 7/2b3 7/3b2

Y=|yb B, b |tipliiki noktanin komsu olmasiigin ( X LY ) gerek ve yeter sart
7b, 7b B

a,—f, €l olmasidir.

2

7,8, 7,4, B by b,

Benzer bir inceleme ile, | y,a, 1 ya |ile|yb, 1  pb, | tipli iki noktanmn

78, ra  a b, 7.b B

her zaman komsu olacagi kolaylikla goriilebilir.

a 72 78 B v 7b
Simdi X=|ya «a 7a |ileY=|yb B b | tipli iki noktann komsu
ra, 78 1 v, 7b 1

olma kosulunu bulmak istiyoruz. ilk nokta icin asagidaki dért durum géz &niine

alinmalidir:
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1) og,0,€eU = a,8,,a, €U
2)a,eU A a,el=>a,a,el a,eU
agyel Aa,eU =a,,a,el aeU
4) a,a,el =>a,a,,a, ¢l
Ikinci nokta i¢in de asagidaki dért durum séz konusudur:
1) B.,B, €U =b,b,,b, eV
2) f,eU A B,el =Db,byel b,eU
3 el A p,eU=b,bel beU

4 B,B, el =b,b,,b, el

Boylece toplam on alti durumdan sadece birinde X xY € 1J olup X [1Y olmaktadir, o

da oy, ¢, €l ve B, B, €l olmast durumudur.

a,  ),a, }/33._2 B 7zb3 Vs bz
Boylece, “| y,a, a, 7.3, |ile| b, B, b | tipli iki noktamin komsu olmasi
na, 7.8 1 yb, yb 1

icin gerek ve yeter sart o, — 3, ¢, — 3, € | olmasidir.” sonucuna varilir.

Iki noktanin komsu olmasi ile ilgili buldugumuz tiim sonuglar bir araya getirilerek

asagidaki sonug kolayca ifade edilir.

Sonug¢ 4.11:

a 7,8 7,8, B vb b,

X=\rna a 73 |0 ]/lb_S b 73b1 =Yoao-p.a-0,a-pFcl dir.

e, 7.4 a 7b, 7.b B

Dogrular kiimesi lizerinde benzer bir inceleme yapilirsa benzer sonuglar elde edilir.
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Bir Noktanmin Bir Dogruya Yakinhg:

Bir X noktasinin bir Y dogrusuna yakinligi; (4.5) yardimiyla
T(X,)Y)=apB +a,B,+a,B,+2r,7,n(a,b)+2y.7n(a,b,)+2y7,n(a,b,) elemanmmn
| da olup olmadigina bakilarak belirlenecektir. Sayet T(X,Y)el ise X 0Y (yani X

noktas1 Y dogrusuna yakin), aksi halde X (1Y dir (yani X noktas1 Y dogrusuna yakin
degildir) bi¢ciminde ifade edilecektir.

1 8 78 1 b 7b,

[lk olarak; X = y@ a, ya |U 71b_3 B, vb [=Y olup olmadigim

rd e o ) |rb nb A
incelemek istiyoruz. Bu durumda, X eIT oldugundan o, e R, €l Aqy,a,€l,8,€0
(a,eU iken a,eU ve a,el iken a;el ) dir ve Y eIl oldugundan
Boel,fieRAb,belb,eO (B €U iken b,eU ve S, el iken b, el ) oldugunu
biliyoruz. Boylece, o, f, =1€U, a,f,€l, a,f, €l, yy.n(a,b)el, yyn(a, b,)el
ve 7,7,n(a,,b,) el oldugundan T(X,Y)eU olur. Yani bu tip bir nokta ile bu tip bir

dogru yakin olamaz, bagka bir ifade ile bu tip bir dogru iizerinde olan ve bu tip noktaya

komsu bir nokta mevcut degildir.

1 78 na| | A 7b rnb
Simdi X = ;/1a_3 a, ya | ylb_ 1 yb |=Y olup olmadigm incelemek
rg 18 & rb, b B

istiyoruz. Bu durumda g, €R, a, €R, 8, €l, y,7n(a.b)el, yxn(a,b,)el ve
7.7,n(a;,b,)eR olup T(X,Y)el olma ihtimali mevcuttur yani bu tip bir nokta bu tip

bir dogruya yakin olabilir.
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1 ya 78| | B b wb

X=\yra a ya |U 71b_3 B, 7 |=Y olup olmadigin kontrol edelim. Bu

rd ne o | |rb b 1
durumda, B el , o€l , a,el , yyn(a.b)el , wyn(a,.b)el ve

77,n(a;,b,)el olup T(x,y)el olur. O halde, bu tip tiim noktalar bu tip bir dogruya

daima yakindir.

a 72 e 1 7b nb

X=|ya 1 yal| U |zxb B 7b |=Y olup olmadigina bakalm. Bu
7, 1A vb, 7.l B

durumda, o€l , Bel , aB el , yrn(a.b)el , wyn(a.b)el ve

7.7,n(a;,b,)el olup T(x,y) el olur. O halde bu tip tiim noktalar bu tip bir dogruya

daima yakindir.

7,3 7.4, B v.b, 7b,

X=|yga 1 ya |l 71b_3 1 b |=Y olup olmadigmi kontrol edelim. Bu

78, 7.4  a rb, 7,b B

durumda, e, €l , af,=1€U , af, el , yyn(a.b)el, yxn(a,.b)el ve

7.7,n(a;,b,) el olup T(x,y)eU dur yani bu tip bir nokta bu tip bir dogruya asla yakin

degildir.
a4 1R 753 B b vb,

X=lyza, 1 ya| U |ynb B yb |[=Y olup olmadigin1 goérelim. Bu
718‘2 }/251 a3 7/le 7/2b—1 1

durumda, afB el , f,el , a,el , yyn(a,b)el , rrn(a,.b)el ve

7.7,n(a;,b,)el olup T(x,y) el olur. O halde bu tip tiim noktalar bu tip bir dogruya

daima yakindir.
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a, 13 1 A A

X = ylg a, ya | LU 7/1b_3 B, 7b [=Y olup olmadigini inceleyelim. Bu

ylaZ }/Zal 1 7/le }/251 ﬂS
durumda, aeR , af, el , BeR, yyn(a.b)el , yxn(a.b)eR ve
7.7.n(a,b,) el olup T(X,Y)e I olma ihtimali mevcuttur yani bu tip bir nokta bu tip

bir dogruya yakin olabilir.

7,8 7,4, B vb 7ib,

X=|pa, a 7a&|U|xnb, 1 yb |=Y olup olmadigim kontrol edelim. Bu

rd, a1 ) |zb b B
durumda, o €R , a,eR , B,eR , yyn(a,b)eR , yyn(a,b)eR ve
7.7,n(a;,b,)e R olup T(X,Y)el olma ihtimali mevcuttur yani bu tip bir nokta bu tip

bir dogruya yakin olabilir.

7,3 7.4, B vb, 7b,

X=|ya a ya |U|lyb B, b |=Y olup olmadig: gorelim. Bu durumda,

7 a1 vb, b1
apel , apel , apf=1eU , yrn(a.b)el , rxn(a,b)el ve
7.7,n(a;,b,) el olup T(x,y)eU olur. O halde bu tip bir nokta bu tip bir dogruya asla

yakin degildir.

Sonug 4.12: Ayni tipten bir nokta ile dogru birbirine yakin degildir. Farkli tip nokta ve
dogrular birbirine yakindir.

Son olarak, (Bix 1980) de Lemma 2.2 olarak verilen sonucun ispatint (Faulkner 1970,

2014) deki benzer sonuglardan derlenerek asagida bicimde verebiliriz.
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Lemma 4.13: P(H) :(ﬂf, D, €, D) octonion diizleminde (A)m (B) ozelligindeki iki
noktadan gegen tek dogru [ Ax B] dogrusudur. Dual olarak, [A](/ [B] ézelligindeki iki
dogrunun tek arakesit noktas1 (Ax B) noktasidir.
Ispat: Once A"=B’=0 iken (Ax B)# =0 oldugunu gérelim. A*=B*=0 iken
Teorem 3.4c)de x=A ve y=DB alinirsa,

4] (AxB)" |+ 2(A"xB)=T(A",B)B+T(B*, A)A
esitliginden 4(AxB)* =0 yani (AxB)*=0 dir. Ustelik, AxBeJ—1J dir. Bu
sebeplerden dolay1 [Ax B] e dir. Simdi, (A)e[AxB] ve (B)e[AxB] oldugu
gorelim. (3.11) de x=A,y=AxB ve z= X olarak alinirsa

VanaX =%T(A,Ax B)X +%T(X,Ax B)A—2(AxX)x(AxB)

olur. Son esitlikte T nin simetrikligi kullanilirsa
V, o X =%T(A><A, B) X +%T(X,Ax B) A—2(Ax X )x(AxB)
ve Ax A= A" =0 oldugundan
vA,AXBx:%T(x,AxB)A_z(Axx)x(AxB) (4.9)

sonucuna varilir.

Teorem 3.4d)de x=A,y=X ve z=B alinirsa,
8[(Ax X)x (AxB)]+4[ A"x(X xB) | =T (A", X)B+T(A",B)X +2T (X x B, A)A

olur. Bu son esitlikte A” =0 oldugu dikkate alinirsa,
8[(A>< X)x (Ax B)] =2T (X xB,A)A

ve boylece
2[(A>< X)x (Ax B)] :%T(X xB,A)A
bulunur ve T nin simetrikliginden

2[(A>< X) x (Ax B)]:%T(X,Ax B)A (4.10)
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sonucuna varilir. (4.10) daki sonug (4.9) da kullanilirsa V,, , X =0 yani (A) e[AxB]

oldugu goriiliir. Benzer bicimde, (B) €[ AxB] oldugu da kolayca goriilebilir.

Son olarak, (A)[/ (B) dzelligindeki bu iki noktay: birlestiren dogrunun tek oldugunu
gostererek ispati tamamlayalim. Bu iki noktay1 birlestiren bir baska dogru [U] olsun.

Bu durumda, (A)e[U] olmas: bir 6nceki sonug ve &7 ile .2 nin gésterim farkiyla

esit oldugu disiiniiliirse A=U xP olacak bicimde bir P elemaninin varligi, benzer

bi¢imde (B)G[U] olmasinin B=U xW olacak bi¢gimde bir W elemaninin varligi

goriiliir. Buradan AxB=(U xP)x(UxW)e J—1J yazlabilir. (4.10) da A=U,X =P
ve B=W alinirsa, (UxP)x(UxW)= %T(P,U xW)U elde edilir. Son iki sonug

birlestirilirse, Ax B =%T(P,U xW)U yani [Ax B]=[U] buluruz ki bu dogrunun tek

oldugunu gosterir.

I standart invoulusyonu altinda, P(IT)= (ﬂf D, € D) octonion diizleminde herhangi

0 0 0O
0|, B={0 1 0],
0 0 0O

o O O

1
tcii dogrudas olmayan dort nokta olarak A=|0
0

@

Il
o o o
o o o
=)
<
1)
O
Il
o
PR e

1
1| alinabilir.
1

Sonu¢ 4.14: P(H) octonion diizleminin bir epimorfizm altindaki goriintiisii bir

projektif diizlemdir.
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