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Yiiksek Lisans Tezi
BALANS SAYILARI VE CEBIRSEL OZELLIKLERI
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Matematik Anabilim Dali
Damisman: Do¢. Dr. Ahmet TEKCAN
Bu ¢aligmada tamsay1 dizilerinde yeni bir kavram olan balans sayilari ele alinmis ve bu
sayilarin bazi cebirsel Ozellikleri verilmistir. Ayrica bu sayilarin Pell, Pell-Lucas ve

oblong sayilari ile olan iliskisi {izerinde durulmustur.

Birinci boliimde, daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel kavramlara ve
teoremlere yer verilmistir.

Ikinci béliimde, oblong sayilari ele alinmis ve bu sayilarin Pell formu ve Pell denklem-
lerinin tamsay1 ¢oziimleri ile olan iligkisi lizerinde durulmustur.

Ucgiincii boliimde ise, balans sayilar1 genis bir sekilde ele alinmis ve bu sayilarin bazi

cebirsel ozellikleri ile bu sayilarin Pell, Pell-Lucas ve t—balans sayilar ile olan iligkisi
tizerinde durulmustur.

Anahtar Kelimeler: Balans, Pell, Pell-Lucas ve oblong sayilar, Pell denklemleri.
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BALANCING NUMBERS AND ALGEBRAIC PROPERTIES
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Uludag University
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Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ahmet TEKCAN

In this work, some algebraic properties of balancing numbers and their relationships
with Pell, Pell-Lucas and oblong numbers are considered.

In the first section, the preliminary notations, definitions and theorems which are to be
used in later sections are given.

In the second section, oblong numbers are considered. Some properties of oblong num-
bers are derived. Also the connection with Pell form and integer solutions of some spe-
cific Pell equations is discussed.

In the third section, balancing numbers are considered widely. Some properties of bal-

ancing numbers are given. Further, the connection with oblong, Pell, Pell-Lucas and
t —balancing numbers are considered.

Key words: Balancing, Pell, Pell-Lucas and oblong numbers, Pell equations.
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1. GIRIS

Bu bolumde tezin daha sonraki bolimlerinde kullanilacak olan bazi temel kavramlara

ve teoremlere yer verilmistir.

Tamsayi dizileri denilince ilk akla gelen dizi Fibonacci dizisidir (A000045 OEIS). Bu
diziye ismini veren Leonardo Fibonacci (1170-1250) orta ¢agda yasamis olup bu dizi ile
ilgili ilk temel bagmtilar1 elde etmistir. Fibonacci dizisinin bu kadar meshur olmasi bel-
ki de bu dizinin dogada bir¢ok yerde karsimiza ¢ikmasidir. Ornegin, ayciceginin merke-
zinden disariya dogru sagdan sola ve soldan saga dogru taneler sayildiginda ¢ikan sayi-
lar Fibonacci dizisinin ardisik terimleridir, papatya ¢igeginde de aygiceginde oldugu gi-
bi bir Fibonacci dizisi mevcuttur. Omer Hayyam iiggenindeki tiim katsayilar veya terim-
ler yazilip ¢apraz toplamlar1 alindiginda Fibonacci dizisi ortaya ¢ikar. Tavsan ¢iftlerinin
yavrusunun sayis1 yine Fibonacci dizisi ile alakalidir. Ayrica tiitlin bitkisinin yapraklari-

nin dizilisinde de yine bir Fibonacci dizisi s6z konusudur.

Altin oran, matematik ve sanatta, bir biitiinlin pargalari arasinda gozlemlenen, uyum agi-
sindan en yetkin boyutlar1 verdigi sanilan geometrik ve sayisal bir oran olup bu oranin
da Fibonacci dizisi ile yakin bir iligkisi vardir. Altin oran, eski Misirlilar ve Yunanlilar

tarafindan kesfedilmis, mimaride ve sanatta kullanilmistir. Altin oran bir irraSyonel say1

1+\/§
2

olup 1,61803398874--- seklindedir. Bu saymin gercek degeri ise dir ve bu sayi,

Fibonacci dizisinin karakteristik denkleminin koklerinden birisidir.

Fibonacci dizisi, ilk iki terimi F, =0, F;, =1 olup diger tiim terimleri kendisinden once
gelen iki terimin toplami ile elde edilen bir dizidir. Buna gore dizinin genel terimi n>2
i¢cin

F,.=F_+F_
dir. Bu dizinin terimleri arasinda simdiye kadar bir¢cok cebirsel baginti bulunmus olup

bu bagintilardan bazilar1 agagidaki gibidir.



Fon = Fria = Fria = By (Fraa + Fo)
=F,(F,+2F,;)=3F,, >, —Fn4
Foni = Fra + Fy =3Fon1 —Fon g
Foa=FZ+F2,
Fon=Fo +F2—F2, =4F, ,+Fy ¢
Fn2+2 - Fn2+1 =F.Fo.s
F2i=4F, F +F2,
FoaFn +Fo Fog = Fan
Diger bir 6nemli tamsay dizisi Lucas dizisi (A000032 OEIS) olup bu dizide esasinda
Fibonacci dizisine benzemekle birlikte sadece baslangi¢ degerleri farklidir. Dizinin bas-
langic degerleri L, =2, L, =1 ve genel terimi n>2 igin
L,=L,,+L,,
seklindedir. Fibonacci ve Lucas dizilerinin terimleri arasindaki en 6nemli baginti
L,=F_+F.
olup diger bazi bagintilar asagidaki gibidir:
_ Fal, + L, F,

m-+n
2

F ’ FZI’] = FnLn’ Li _5Fn2 :4(_l)n

2(|:n4 + I:n‘:l + FnA:rZ) = (Fn2 + I:n2+1 + I:n2+2)2

Zn: F22_ — 3F22n+1 + 2F22n+2 B 6F2n I:2n+2 -2n-5
i
5
=1

1
(Ln +5F, ]m Ly +5F

2 2
L2m I-2n = I-r2n+n +5Fr§—n
FF ’ I:n3+2 = (_1) m I:n+1

n'ns3

L(2m+1)(4n+1) —Lopu = 5F2n(2m+1) F(2m+1)(2n+1)

Fibonacci ve Lucas dizilerinin genel terimleri ayn1 tipte oldugundan karakteristik denk-

lemleri de aynidir. Fibonacci dizisinin genel teriminin F, =F, ; + F,_, seklinde oldugu

dikkate alimirsa, F, = x" olmak iizere dizinin karakteristik denklemi

n

X" = X" X" o X% = X" (x+1) = x2 —x-1=0



olarak elde edilir. Bu denklemin kokleri

1+\/§ 1—\/5

dir. Bunlardan «; olani altin orana karsilik gelmektedir. Karakteristik denklemin bu

kokleri yardimiyla Fibonacci ve Lucas tamsayi dizilerinin genel terimleri

n
o —a,

olarak ifade edilir ki bu formiiller Binet (Jacques Phillipe Marie Binet, 1786-1856) for-

mili olarak bilinir.

Fibonacci ve Lucas tamsay1 dizisinden baska iki tamsay1 dizisi daha vardir. Bunlar Pell
(A000129 OEIS) ve Pell-Lucas (A122075 OEIS) tamsayi dizileridir. Bu dizilerin de ge-
nel terimleri birbirine benzemekle birlikte sadece baslangic degerleri farklidir. Bu dizi-

lerinin baslangig terimleri Py =0, P, =1,Q, =2, Q; = 20lup genel terimleri n>2 igin s1-
rastyla
Pi=2R1+F 5 V& Q,=2Q,,+Q,»
dir. Bu dizilerinin karakteristik denklemi x* —2x—1=0 olup bu denklemin kékleri
a=1+v2 ve p=1-42

dir. Bu diziler i¢in Binet formiilleri ise sirasiyla

n n
p-% =P e Q,=a"+p"
a-p

seklindedir.

Fibonacci ve Lucas tamsay: dizilerinin terimleri arasindaki bagintilara benzer sekilde
Pell ve Pell-Lucas tamsayi dizilerinin terimleri arasinda da birgok cebirsel bagint1 olup

bu bagntilardan bazilar1 agagidaki gibidir: (n>m)

Pan = Pn+m + (_1)m I:>n—m , I:>2n = PnQn’ I:>2n+1 = I::.n +Qn+1 + (_1)n’

P = Qn+l + Qn—l PZ _ QZn + (_1) n P _ I:)nQr1+1 + Qn I:)n+l
n=" o =" M= ’
8 8 2
_ 8Pn I:)n+1 + Qn Qn+l
2n+l — 2 .

10



Esasinda yukarida ele alinan tiim tamsay1 dizileri, p ve q, p?>—4q>0 6zelliginde iki
tamsay1 olmak iizere baslangi¢ degerleri U, =0, U, =1, V,=2,V, = p ve genel terim-
leri n>2 i¢in
Un=Un(p.a)=pU,;-qU,, ve V, =V, (p,a)=pVo1—qVyo
olarak tanimlanan U, veV, tamsay1 dizilerinin 6zel halleridir. Gergekten de
u,=U,4-)=F,, U,=U,2-)=R,,
V,=V,,-)=L,, V,=V,(2-)=0Q,
dir. Bu tamsayi dizilerin karakteristik denklemi
x*> —px+q=0

olup bu denklemin kokleri

_pxyp®-4q

X =
1,2 5
dir. Bu dizilerin Binet formiilleri ise sirasiyla

n n
X —X

U, =2—"2 ve V,=x'+X5
X=X,

dir. Bu dizilerin kompanion (katsayilar) matrisi

olup n>1 i¢in

dir.

Belli bir a, tamsay1 dizisinin iirete¢ fonksiyonu

o0
a(x)= > ax' =ag +aX+aX’ +--+a,X" +--
i=0

seklinde bir seri agilima sahiptir. Bu fonksiyon, a, dizisinin karakteristik denklemi yar-

dimuyla elde edilir. Ornegin, U, dizisinin karakteristik denklemi x?— px+q=0 oldu-

gundan bu dizinin iirete¢ fonksiyonu

11



(L- px+0x*) D Ux =1 px+0x°)Ug +Ux+U x>+ +U X" +--)
-0

=Ug+(U; = pUg)x+ (U, — pU; +qUg)x* +---
+(Un - pUn—l‘l'qUn—Z)Xn e
=X
dir. Diger yandan U, =0,U, =1 ve U, = pU,_; —qU, _, oldugundan yukaridaki esitlik-

ten

U()(p,a) Zm

elde edilir. Benzer sekilde V,, dizisinin iirete¢ fonksiyonu ise

2—px

V(x)(p,q) =m

dir (Ribenboim 2000).

Son yillarda tamsay1 dizilerinde yeni bir kavram olan balans sayilari, ilk defa Behera ve
Panda (1999) tarafindan birinci dereceden
1+2+--+(n=-D)=(n+D)+(n+2)+---+(n+T) (1.1)
Diophantine denkleminin tamsay1 ¢oztiimlerini elde ederken ortaya ¢ikmistir. Bu denk-
lemi gergekleyen pozitif n tamsayisina balans sayisi, denklemdeki pozitif r tamsayisina
ise cobalans sayis1 denir. Ornegin 6, 35, 204, 1189, 6930, cobalans sayilar1 sirasiyla 2,
14, 84, 492, 2870 olan birer balans sayilaridir.

(1.1) esitligi sirasiyla r ve n ye gore ¢oziiliirse

_—(@n +1)++/8n% +1 ve o 2+l V8r? +8r+1

2 2

(1.2)
elde edilir. (1.2) esitligine gére, “n bir balans sayis1 <> 8n? +1 bir tam kare” ve “r bir

cobalans sayisi <> 8r? +8r +1bir tam kare” oldugu goriiliir.

Balans sayilar1 B, ve cobalans sayilar1 b, ile gosterilirse bu dizilerin baglangig¢ terimle-
r B, =1 B, =6,b, =0, b, =2 olup genel terimleri n>3 igin sirasiyla

Bn+l = 6Bn - Bn—l = bn+1 = 6bn - bn—l +2

12



seklindedir. Balans sayilarinin karakteristik denklemi x? —6x+1=0 olup bu denklemin
kokleri

) —3+/8 ve Vo —3-.8
dir. Balans ve cobalans sayilari i¢in tireteg¢ fonksiyonlari ise sirasiyla

~ 2x?
T (1-X)(A-6x+x?)

X
B(X)=——~—— ve b(x
9 1—-6X+ X2 )

seklindedir.

B, balans ve b, cobalans sayilar olmak iizere, 8B +1 ve 8b? +8b, +1 tam kare oldu-
gundan

C, =+/8B} +1 ve ¢, =+/8b% +8b, +1

birer tamsayidir. Bu sayilara sirasiyla n. Lucas-balans ve n. Lucas-cobalans sayilar de-
nir. Bu dizilerin baglangi¢ terimleri C, =3, C, =17,c, =1, ¢, =7 olup genel terimleri
n>3 igin sirasiyla

C,1=6C,-C,, ve c,,,=6C,—C 4

dir. Ureteg fonksiyonlari ise sirastyla

dir.

Balans sayilarinin en 6nemli 6zelligi, bu sayilarin Pell sayilari ile olan iliskisidir. Bu
iliski ilk defa Ray (2009) tarafindan ortaya ¢ikartilmistir. Esasinda bu iliski, Pell denk-
lemine dayanir ki Pell denklemi, d tam kare olmayan pozitif bir tamsay1 ve n = 0tamsa-
y1s1 i¢in
x? —dy® =+n

seklindeki denklemdir. x?> —dy? =n denklemine pozitif, x> —dy® =-n denklemine ise
negatif Pell denklemi denir. (X, y,) bu denklemin bir ¢6ziimii ise (X, — Y, ), (=X, ¥,)
ve (=X, —Y,) de denklemin birer ¢dziimiidiir. Ancak Pell denklemlerinin sadece pozitif

tamsay1 ¢ozlimleri dikkate alinir.

13



Yukaridaki denklemin 6zel hali olan

x? —dy® =+1
denklemine ise klasik Pell denklemi denir. Klasik Pell denklemi gerg¢ekleyen en kiigiik
pozitif (x;,y;) tamsayi ikilisine, denklemin temel ¢dziimii denir ki denklemin diger tiim
tamsay1 ¢oziimleri bu temel ¢ozliime bagl olarak elde edilir. Bu nedenle denklemin te-
mel ¢oziimiiniin bulunmasi ¢ok énemlidir ki bu temel ¢6ziim J/d nin basit siirekli kesirli

acilimina bagl olarak elde edilir.

1.1 Teorem. d tam kare olmayan pozitif tamsay1 ve k =0,1,2,3,--- olmak {izere a i ler

1
ay=~d ve ay =|ay | gy =——
Q — 8y

olarak tanimlansin. Bu takdirde v/d = [ay;81,8,,+,8_1,28,] dir (Mollin 2008).

1.2 Teorem. +/d =[a,;a,,8,,--,8_1,285] olmak tizere A, =0,A; =1B ,=1,B ;=0

ve k >0 tamsayist i¢in A, =a, A4 + A_,, B, =a,B,_; + B,_, olarak tanimlanirsa

C. A AL AL

By aByi+By

dir (Mollin 2008).

Yukaridaki iki teoreme gore x? —dy? =+1 Pell denkleminin temel ¢oziimii asagidaki

gibidir.

1.3 Teorem. JE nin basit siirekli kesirli a(;lllml\/a =[ay;84,a,, -, 8_4,28,] olsun. Bu

takdirde x> —dy? =1 pozitif Pell denkleminin temel ¢éziimii

(A_1,B,) lciftise
(AZI—l' Bz|,1) | tek ise

dir. I ¢ift iken negatif Pell denkleminin ¢6ziimi yoktur. | tek iken negatif Pell denklemi-

(X1, Y1) ={

nin temel ¢ozimii (X, Y;) = (A_;, B,_;) dir (Mollin 2008).

14



x* —dy? =+1 Pell denkleminin temel ¢éziimii biliniyorsa denklemin diger tiim tamsay1

cozlimleri, bu temel ¢ézlime bagli olarak asagidaki gibi elde edilir.

1.4 Teorem. x? —dy? =1 pozitif Pell denkleminin temel ¢oziimii (X,,Y;) ise denklemin
diger tiim tamsayi ¢6ziimleri n>1 i¢in

Xy + yn\/a:(ler yl\/a)n
olmak iizere (X,,Y,) seklindedir. Eger (x,,y;), x?—dy® =—1 negatif Pell denkleminin
temel ¢6ziimii ise denklemin diger tiim pozitif tamsay1 ¢6ziimleri n>1 igin

Xon-1+ yzn—l\/a =(x + Y1\/a)2n71
olmak tizere (X,,_1,Yon) seklindedir (Mollin 2008).

Ornegin, d =13 olsun. Bu takdirde

J13=3+(+13-3) =3+ 1
1+

1
1

1+

1+ I
6+ (v13-23)
oldugundan 13 =[3;1,1,1,1,6] dir. Buna gore x?—13y%=1 pozitif Pell denkleminin
temel ¢ozimii (X, Y;) = (Ay, Bg) =(649,180) dir. Diger tiim tamsay1 ¢éziimleri ise n>1
i¢cin
X +Y, 13 = (649+180y13)"
olmak tizere (X,,,Y,)seklindedir. Buradan denklemin pozitif tamsay1 ¢oziimleri

(X,,Y,) = (842401, 233640)

(X3, V3) = (1093435849, 303264540)

(X4, Y.) = (1419278889601, 393637139280)

(Xs, Vs ) = (1842222905266249, 510940703520900)

olarak elde edilir. Benzer sekilde x® —13y? =—1 negatif Pell denkleminin temel ¢ozii-

mil (X, ;) =(A;,B,)=(18, 5) olup denklemin diger tiim tamsayi ¢dzlimleri n >1 igin

15



Xon-1t \/1_3y2n—1 = (18 + 5\/E)2n—1
olmak tizere (X,_1,Yon) seklindedir. Buradan denklemin pozitif tamsay1 ¢oziimleri

(Xa, ¥s) = (23382, 6485)

(X5, Vs) = (30349818, 8417525)

(X,,Y-) = (39394040382,10925940965)

(Xo, Vs) = (51133434066018, 14181862955045)

olarak elde edilir.

Ray (2009), balans sayilari i¢in

“X bir balans sayisidir <> 8x? +1 bir tam karedir”

ifadesini dikkate alarak, balans sayilarinin Pell sayilari ile olan iligkisini su sekilde orta-
ya ¢ikarmustir. Belli bir y # 0 i¢in 8x? +1=y? olsun. Bu takdirde

y? —8x%=1
pozitif Pell denklemi elde edilir. Bu denklemin temel ¢oziimii (y;,%;) = (3, 1) oldugun-

dan denklemin diger tiim tamsay1 ¢oztimleri

Yo, +X,7/8 = (3+/8)"
olmak tizere (Y,,X,) seklindedir. Benzer sekilde

Yo —X,7/8=(3=~/8)"
oldugu goriiliir. Bu son iki esitlikten

. _(3+V8)"~(3-V8)"
n 2\/5

elde edilir. Bu ise balans sayilari i¢in Binet formiiliidiir. Diger yandan Pell dizisinin ka-

rakteristik denkleminin kékleri olan & =1++/2 ve p=1- V2 sayilari igin o 2=3+ V8

2n _ p2n
ve B2 =3-48 oldugundan yukaridaki esitlik X, :u olarak elde edilir. O hal-

42

de balans sayilarinin Binet formiilii

8 :a2n_ﬂ2n

n 4\/5
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dir. Benzer sekilde cobalans, Lucas-balans ve Lucas-cobalans sayilarinin Binet formiil-

leri ise sirasiyla

aanl_ﬂanl 1 aZn +,32n a2n71 _{_ﬂanl
bp=——F7F——--,C,=—F— Vvec,=—F7"—
42 2 2 2

seklindedir. Boylece balans sayilari ile Pell sayilar1 arasinda bir iligki kurulmus olur.

Ayrica balans sayilarinin genel terimleri Pell sayilarina bagli olarak

_ P b _ Py -1
n 2 ' n 2

seklinde de verilebilir,

B ) Cn = I:)2n + I:)Zn—l Ve C, = I:)Zn—l + I:>2n—2

Oblong sayilari da sayilar teorisinde 6nemli bir yere sahip olup bu sayilarin balans, Pell
sayilar1 ve Pell denklemlerinin ¢dziimleri ile yakin bir iliskisi vardir. k >0 tamsayi ol-

mak tizere oblong sayilar1 (A002378 OEIS)

O, =k(k+1)
seklindeki sayilardir. Oblong sayilarinin yarisi bir tiggensel say1 (A00217 OEIS), yani
T, - k(k +1)
2

dir. Ustelik ardigik iki oblong sayismin ¢arpimi, yine bir oblong sayidir. Gergekten de

O,_; ve O, herhangi iki ardisik oblong sayis1 olmak iizere bu iki sayinin ¢arpimi

O 10y =[(k~DK]I [k(k +D]=(k* ~k*=0,, ,

dir. Oblong sayilarinin Pell formu ve Pell denklemlerinin ¢6ziimleri ile olan iliskisi bir
sonraki boliimde ele alinmistir. Oblong sayilarinin balans sayilari ile olan iliskisi ise 3.5

kisminda ele alinmustir.

17



2. OBLONG SAYILARI, PELL FORMU VE PELL DENKLEMIi

Bu boliimde oblong sayilari, bu sayilarin bazi cebirsel 6zellikleri, terimleri arasinda in-
dirgeme bagmtilari, iireteg fonksiyonu ele alinacak ve bu sayilarin Pell denklemlerinin

tamsay1 ¢ozlimleri ile olan iliskisi verilecektir.

2.1 Oblong ve Cooblong Sayilari

On bilgiler kisminda oblong sayilarmin k >0 tamsayist igin O, =k(k+1) seklindeki

sayilar oldugu belirtilmisti. Oblong sayilarinin iirete¢ fonksiyonunu bulmak i¢in dizinin
terimleri arasinda ikinci veya li¢lincli dereceden bir indirgeme bagintisina ihtiyag¢ vardir

ki bu bagint1 asagidaki teoremde verilmistir.

2.1.1 Teorem. Oblong say1 dizisinin genel terimi k > 3 i¢in

O, =30,,-30,_,+0, 5
seklindedir (Tekcan ve ark. 2013).
Ispat. k >1 tamsayis1 igin

k? +k=k*—k+2k
oldugundan dizinin terimleri arasinda
O, =0, +2k
seklinde bir bagint1 vardir. Buradan O,,; =0, +2(k +1) elde edilir. Dolayisiyla
O,,; -0, =0, -0, ; +2(k+1) -2k
ve boylece O,,, =20, —O,_; +2 olur. Buna gore O, =20, ; —O,_, + 2dir. Yukaridaki
son iki esitlikten
0,.,,-0,=20, -0, ,+2-20, ,+0, ,-2<0,; =30, =30, , +0, ,

ve boylece

O, =30,,-30,_,+0, 5

elde edilir.
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2.1.2 Teorem. Oblong sayilarinin tirete¢ fonksiyonu

2X
1-3x+3x% —x3

O(x) =

dir (Tekcan ve ark. 2013).
Ispat. Yukaridaki teoreme gore, oblong sayilarmin karakteristik denklemi
x® —3x* +3x-1=0
oldugundan dizinin {irete¢ fonksiyonu
O(X) =Y 0, X" =04 + O X+ 0,x* +-+-+ O X"+
n=0
dir. Buradan
(1-3x+3x? —x*)O(x) = 0, + (0, —30,)x

+(0, —30; +30,)x>

+(0, =30, +30, —0,)x®

+ cee

+(0, —30, 4, +30, , O, 3)x" +---
elde edilir. O, =0,0, =2,0, =6, O, =30,_; —30,_, + O, _;oldugundan yukaridaki esit-
lik (1-3x+3x? —x3)O(x) = 2x haline gelir. O halde

2X

O(x) =
9 1-3x+3x% —x3

dir.

Oblong sayilarmin genel terimi O, =k?+k oldugundan dizinin ilk k teriminin toplan

k K 3 2
Zoi =Z(i2+i)= k®+3k“+2k
i=1 i=1 3

dir. Bu toplam oblong sayilarina bagli olarak

Z":O Ck®+3k?+2k 2k +6k? +4k
= -

i—1 ! 3 6
Ck*+2k3 + k% —k? +k® +4k? 4k
6
(K2 +K)? = (K> —D)k2 +4(k?+k) Of =0, , +40,
6 6

seklinde de verilebilir.
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Oblong sayilarin terimleri arasindaki indirgeme bagmtisi ise asagidaki gibidir.

2.1.3 Teorem. Oblong sayilariin terimleri arasinda k > 3 tamsayisi i¢in

Oy =305 5 =304 + Oy ¢
Op11 =305 1 =30, 3+0y 5

seklinde indirgeme bagintis1 vardir (Tekcan ve ark. 2013).

Ispat. O,, =30, ; —30,, , +O,, 5 oldugu dikkate alinirsa

Oy =301 =30 + O3
=3(30,1_ =305+ O4_4) =30 + Oy 5
=90, =905_3 +30,_4 =304, + Oz 5
=605, =8(30,_4 =30, 5 + Oy 6) +305_4
=60, =210, 4 + 240, 5 —80, ¢
=60, =305, +30y_, =210y, _4 +240,,_5 =80y
=30, +3(30,_5 =30;_4 + Oz _5) =210, _4 + 240, _5 —80,, ¢
=302 =304 + O6

elde edilir. Diger esitlik de benzer sekilde gosterilebilir.

A ve B # 0 herhangi iki tamsay1 olmak tizere

acilimina basit siirekli kesirli agilim denir ve kisaca B =[ay;a,,8,,-+,8,] ile gosterilir.

Buradaki | sayisina peryot uzunlugu denir. Ornegin,

158 1
=9+
17 1

oldugundan %=[9;3,2,2] dir.
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Asagidaki teoremde /O, ve # nin basit siirekli kesirli agilimlar1 verilmistir.
k

2.1.4 Teorem. /O, nin basit siirekli kesirli devirli agilimi

J6_={ [L2] k=lise

[k;2,2k] k >Zise

0] o . .
ve —*L nin basit siirekli kesirli acilimi

k
k-1
L—,2] k=3tek
Ok+1:[’2’] ste

Oy [xg] k > 4 cift

dir (Tekcan ve ark. 2013).
Ispat. k =1 olsun. Bu takdirde O, =2 oldugundan /2 =[1; 2] dir.k > 1igin

1/Ok:k+(\/k2+k—k):k++:k+ !

VK2 +k +k
k?+k —k k
=k + ! =k + 1
5, VK +k =k oy 1
K k?+k +k

1

1
2+
2k + (Vk? +k —k)

oldugundan \/O—=[k;m] dir.

=k+

k tek tamsay1, yani t € Z™ igin k =2t +1 olsun. Bu takdirde

Ok+1:k+2_2t+3_1+ 1

O, k  2t+1 t+;

oldugundan

Ok+1 . k_l
—=[Lt,2]=[—.2
0, [Lt2]=[1—-2]

dir. k ¢ift, yani t € Z" i¢in k = 2t olsun. Bu takdirde
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Ok k+2 t+1
Oy k t

1+}
t
oldugundan

Ot =k
Ok—ﬂﬂ—ﬂﬂ

dir.

Oblong sayilariin genel teriminin O, =k(k +1) oldugu dikkate alinirsa

1+ /1+40
Ok:kw+D¢3k:—¥L?;——ﬁ

olur. Buna gore, “O, bir oblong sayisidir < 1440, tam kare” dir. Dolayisiyla

0, =/1+40,

bir tamsay1 olup bu sayiya cooblong sayisi denir. Bu say1 dizisi ile ilgili olarak asagida-

ki teoremler verilebilir.

2.1.5 Teorem. Cooblong sayilari, 0, =1, 0, =3,0, =5 ve k>3 i¢in
Ok = 3Ok_1 _30k—2 + Ok—3

indirgeme bagintisin1 gergekler (Tekcan ve ark. 2013).

2.1.6 Teorem. Cooblong sayilarin tirete¢ fonksiyonu

1-x2
1-3x+3x% —x3

o(x) =

dir (Tekcan ve ark. 2013).

Cooblong sayilarmin terimleri arasinda k > 3 i¢in

Oa =305, =304 + 0y
Ogy 1 = 3051 =305 3+ 0y 5

seklinde bir indirgeme bagintisi vardir. Ustelik k >1 igin

Ot _1:k,2]
Oy
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dir. Ancak \/a nin basit siirekli kesirli devirli agilimi K ya bagl olarak tek tiirlii ifade
edilemez. Ciinkii belli bir diizen yoktur. Ornegin,

Jos =[2L11,4], \Jo, =[4; 8], Jor, =[4;1,1,2,1,1,8] ve ,fo,; =[5; 5,10]
dir.

2.2 Pell Formu ve Oblong Sayilari

Bu bolimde Pell formu ve dolayisiyla bu forma karsilik gelen Pell denklemleri ile

oblong sayilar1 arasindaki iliski ele alinacaktir.

2.2.1 Tanim. a,b,c <P olmak lizere
ax? +bxy +cy?
seklindeki polinomlara kuadratik (ikinci dereceden) form denir ve kisaca F =(a, b, ¢)

ile gosterilir. Bu formun determinanti A= A(F) ile gosterilir ve A(F)=b? —4ac olarak

tanimlanir (Flath 1989).

Determinanti =1 ve katsayilar1 tamsayi olan 2x 2 lik matrislerin kiimesi
r s
GL(2,2) = {L } ‘rs,tueZ, ru—-st= J_rl}
u

ile gosterilirse bu kiime matrislerin ¢arpma islemine gore bir grup olusturur. Bu grup

yardimiyla F formunun g e GL(2,Z) doniisiimii altindaki resmi
gF (X, y)=(ar? +brs+cs?)x? + (2art + bru + bts + 2csu) xy
+(at? +btu +cu?)y?
olarak tanimlanir. Bu tanima dikkat edilirse
gF(x,y)=F(rx+ty,sx+uy)
dir. gF de bir kuadratik form olup F ile gF ayni determinantli, yani
A(F) =A(gF)
dir.
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F ve G herhangi iki kuadratik form olsun. gF = G olacak sekilde en az bir g e GL(2,Z)
varsa F ve G ye denk form denir. det(g) =1 ise bu formlara has denk, det(g) =-1 ise
bu formlara has olmayan denk denir. gF = F olacak sekildeki g € GL(2,Z) doniisiimii-

ne F nin bir otomorfizmi denir. det(g) =1ise g ye has otomorfizm, det(g) =-1 ise g ye
has olmayan otomorfizm denir. F nin has otomorfizmleri kiimesi Aut™ (F) ile, has ol-

mayan otomorfizmleri kiimesi ise Aut™ (F) ile gosterilir.

2.2.2 Tanim. A # 0 tam kare olmayan bir tamsay1 olmak tizere Pell formu
X2 —%yz A =0(mod 4)
x2+>Q/—1_TAy2 A =1(mod 4)

olarak tanimlanir (Flath 1989).

O, bir oblong say1s1 olmak tizere A, =40, olarak tanimlansin. Bu takdirde
Fy (X, Y) = X2 -0y y?
bir Pell form olup, bu form yardimiyla elde edilen
Fu (y)=x* =0, y* =1
denklemi ise bir Pell denklemidir. o, =,/1+40, oldugu dikkate alinirsa bu Pell denk-

leminin tamsay1 ¢oziimleri ile ilgili olarak asagidaki teorem verilebilir.

2.2.3 Teorem. F, (X,y)= x? =0, y? =1 denkleminin temel ¢dziimii (X,,Y;)=(0,,0;)
ve diger tim tamsay1 ¢ozliimleri, N > 2 i¢in
-1
Yn n-1 tane

olmak tizere (X,,Y,) seklindedir. Denklemin ¢6ziimleri arasinda n>2 igin

Xy =0 Xy +O,0, Y4
Yn =01X, 4 +0, Yn 4

seklinde bir bagint1 ve n > 4 i¢in
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Xy = (20k _1)(Xn—1 + Xn—z) ~Xn3
Yn =20 =D)(Yn-1+ Yn2) = Yns
seklinde bir indirgeme bagintis1 vardir (Tekcan ve ark. 2013).

Ispat. Teorem 2.1.4 geregi /O, =[k; 2,2k] oldugundan bu agilim

— |0—1
Ok =|:kT;Ol'Ok _1:l

olarak yeniden yazilabilir. Buna gore

0k2—1' A =0y, By =1, B =0

olup denklemin temel ¢éziimii (X, Y;)=(A,B;)=(0,,0;) dir. (X,4,Y,4) in bu denk-

A=

lemin bir ¢6ziimii, yani x2, —O, y2, =1 oldugu kabul edilsin. Bu takdirde

Xo _ O _1+ 1 :
Yn 2 O, + 1
0, -1+ 1
O, +
+0, —1+i
0O,
_ O _1+ 1 :
2 O, +
0y _1+ Xnq
2 yn—l

_ 0% g 0, Oy Yy
Oy Xy 1 +0y Y g

dir. Buradan
Xy =0, X1 +O,0, Y1 Ve ¥, =0O,X, 1 +0, Yy
oldugu agiktir. Diger yandan
Xa —O¢¥i =[0¢X, 1 + 010 Yo 1 I =O[O%, 4 +0, ¥y 41 = X7 1 —Oyym 1 =1
oldugundan (X,,Y,) de verilen denklemin bir ¢dzlimiidiir.

Benzer sekilde denklemin ¢6ziimleri arasinda ve n >4 igin
Xy = (20k _1)(Xn—l + Xn—z) ~Xn3
Yn = (20k _1)(yn—l + yn—Z) ~Yns

seklinde bir indirgeme bagintisi oldugu da gosterilebilir.
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Yukaridaki teoremde F,, (X, y) =1Pell denkleminin tiim tamsay1 ¢dziimlerinin n > 2igin

X0 _ o -1 ;0,,0, —1,0,
yn 2 \—ﬁ,__/
n-1 tane
olmak tizere (X,,Y,) seklinde oldugu gosterildi. Bu denklemin tiim tamsay1 ¢oziimleri
bu esitlikten farkli olarak, oblong ve cooblong sayilarina bagli olarak tanimlanan
M — 0, 0,0
O o

matrisinin n. kuvvetine bagli olarak da verilebilir. Matrisin n. kuvveti asagidaki teorem-

de verilmistir.
2.2.4 Teorem. n cift iken

C(n,2i)oy 2070} =M,

HZ
I
MN\:

L
o ©

(n 2|+1)0k—1 2I02I+1ol+1

MM\

n
IV|12

T U
NS
-

MJ, = C(n,2i +1)of 00,
i=0

ve n tek iken

n-1

M} _ZC(n 2i)of 2070, =M,

n-1

2. o
M, =Y C(n,2i +1)o; 200"
i=0
2
M3, :Z (n,2i +)of 2040,
olmak iizere M matrisinin n. kuvveti
M n — |:Mf1 M1n2:|
M2 My

dir (Burada C(n,i),n nin i-li kombinasyonudur) (Tekcan ve ark. 2013).
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Yukaridaki teorem dikkate alindiginda F, (X,y)=1 Pell denkleminin tiim tamsay1 ¢6-

ziimleri asagidaki gibi verilebilir.

2.2.5 Teorem. n> 2 tamsayisi i¢in

-

I
o

C(n,2i)of #070; n cift

X, =
n-1
> C(n,2i)o; *0'0; n tek
i=0
n-2
2 . . .
C(n,2i+1)oy #0700,  n gift
i=0
Yo =

[N

n—.

2 . . .
C(n,2i+1)of " ?07*"0, n tek
0

i=
olmak iizere, F,, (X, y) =1 Pell denkleminin tiim tamsay1 ¢ziimleri (X,,Y,) seklindedir

(Tekcan ve ark. 2013).

Yukaridaki matrisin transpozu kullamilarak F, (X,y) =1 denkleminin tiim tamsay1 ¢6-

zimleri ve F, Pell formunun has otomorfizmleri kiimesi de elde edilebilir. Buna gore,

ge =M = o, O
o 0,0, o

olarak tanimlanirsa asagidaki teorem verilebilir.

2.2.6 Teorem. FAk Pell formunun has otomorfizmleri kiimesi
Aut™(Fy, ) :{J_rggAk ‘neZ}

ve Fy, (X, y) =1 Pell denkleminin tiim tamsay1 ¢6ziimleri

1
D:}(gak ) M

olmak tizere (X,,Y,) seklindedir (Tekcan ve ark. 2013).
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Omnegin, k=3 olsun. Bu takdirde O, =12, 0;=7 olup F, (x,y)=x*-12y? =1 Pell

denkleminin temel ¢dzlimii (X;, ;) =(7,2) dir. Denklemin diger tamsay1 ¢oziimleri ise

X _3,2,6,21=

Yo 28

X3 _13,2,6,2,6,2] = 2

Y3 390

X _13,2,6,2,6,2,6,2] = 2oL/

Ya 5432

X5 _[3:2,6,2,6,2,6,2,6,2] = 2020

Ys 75658
3650401

X6 _[3,2,6,2,6,2,6,2,6,2,6,2] = 2222001
Ys 2107560

seklindedir. Diger yandan

[7 2
9 "l 2a 7

oldugundan F,_ iin has otomorfizmleri kiimesi
Aut’ (Fy,) ={J_rg,'lA3 ‘neZ}

dir. Benzer sekilde F, (X, y) = x? —12y? =1Pell denkleminin tamsay1 ¢ziimleri

X, ] 17 [97
SRCERANE 28}
L Y2 | |Vl L
‘x3':(ga )T'1'2'1351
ys| 0] | 390
'x4'=(g4 )T'1'='18817
y,| M’ o] | 5432
'xg,'z(gs )T'1‘='262087
ys| e’ 0] | 75658
_x6_:(ge )T_l_:_3650401
Ve| e’ |0] |2107560

seklindedir.
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3. BALANS SAYILARI

Bu boliimde balans sayilar1 ve bu sayilarin bazi temel 6zellikleri, bu sayilarin Pell ve
Pell-Lucas sayilar1 ve Pell denklemlerinin tamsay1 ¢éziimleri ile olan iligkisi tizerinde

durulacaktir.

3.1 Balans Sayilari

Balans sayilar1 ve bu sayilarin 6zelikle de Pell ve Pell-Lucas sayilari ile olan iligkisi son
yillarda bir¢ok kisi tarafindan g¢alisilmis ve halen de calisilmaya devam etmektedir.

Behera ve Panda (1999) balans sayilari i¢in agsagidaki 6zellikleri elde etmislerdir.

3.1.1 Teorem. B, balans say1s1 i¢in

lim 2o _ 34 g

N—o0
n

dir (Behera ve Panda 1999).

3.1.2 Teorem. Her bir n >1 tamsayisi igin
Bn+1Bn—l = (Bn +1)(Bn _1)
Bn = Bk Bn—k - Bk—an—k—l
BZn = Br? - Bril
B2n+1 = Bn (Bn+1 - Bn—l)

dir (Behera ve Panda 1999).
Daha sonra Panda (2009) asagidaki iki teoremi elde etmistir.

3.1.3 Teorem. mve k, k <m 6zelliginde dogal sayilar olmak tizere
(Bm +By )(Bm - Bk) = Bk Bk
dir (Panda 2009).
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3.1.4 Teorem. B, balans say1 i¢gin

B,+B,+--+B,, ;=B2
Bz+B4+'+ Bzm :BmBm+l
Bl+BZ+"'+BZm = Bm(BmBm+1)

dir (Panda 2009).

Ray (2012), balans sayilarina bagl olarak tanimladigi

ey o)

kompanion matrisini ele alarak bu matrisin n. kuvveti ile ilgili olarak asagidaki teoremi

vermistir.

3.1.5 Teorem. Mg matrisinin n. kuvveti

M g _ |:Bn+1 - Bn :|
Bn - anl

dir (Ray 2012).
Ustelik bu esitlik yardimiyla asagidaki sonucu elde etmistir.

3.1.6 Sonug. Her k,| >1 tamsayilari i¢in
B{ —By1Bc1 =1 ve By, =BB; — BB
dir (Ray 2012).

Ray (2012), balans sayilarinin terimleri arasinda asagidaki gibi bagintilar elde etmistir.

3.1.7 Teorem. k,m,n,s(m > 0) 6zelliginde tamsayilar olmak tizere

mm e .
Bsm Bimin = Z(J J(_l)m . BkJ Blin—sJBan
i=0
m m . . .
B;nckm+n = Z(J j(_l)m . BkJ Blin—slcjsm
j=0

dir (Ray 2012).
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3.1.8 Sonug¢. k > 1 >1 6zelligindeki her k ve | tamsayilari i¢in
Bk—n Bk+n = Bk2 - Br%! BZn = 2BnCn ve C2n :Cﬁ +88r$
dir (Ray 2012).

3.1.9 Teorem. Her n,k # 0 tamsayilar1 i¢in

By, _)2m+1(mod8B;) n=2m-+1lise
B, |2mC, (mod8BZ) n=2mise

dir (Ray 2012).

3.1.10 Teorem. Her m,n >1 tamsayisi igin
(N =i i o n-i
an = z I -1 Bm Bm—lBi =0(mod Bm)
i=0

dir (Ray 2012).

3.1.11 Tamm. p asal ve (a, p) =1 olmak tizere, Legendre semboli (Ej ile gosterilir ve
Y
x? = a(mod p) ¢dzimii var

1
(3} 0 pla
p

—-1 x?=a(mod p) ¢bzimii yok

olarak tanimlanir (Mollin 2008).
Legendre semboliinii kullanarak Ray (2012), asagidaki iki teoremi elde etmistir.

3.1.12 Teorem. Her p tek asal sayis1 igin
C, =3(mod p) ve B, E(EJ(mod P)

dir (Ray 2012).

3.1.13 Teorem. Her p tek asal sayis1 igin

Bp1= 3((%] —1](mod 9))

31



ve

B = 3((5) +1J(mod p)

dir (Ray 2012).

Ray (2012), herhangi iki B, B, balans sayilarinin obebini (B, B,) ile gdstermis ve

(Bm:By) =B

(m,n)
oldugunu ispatlamistir. Ustelik balans sayilar1 arasindaki boliinebilme 6zelliginin
B, |B, < m|n

seklinde oldugunu gostermistir.
Ayrica Ray (2013), asagidaki bagintilar1 elde etmistir.

3.1.14 Teorem. Her n>1 tamsayist i¢in

B —6=2B;,1Csna
Bana +1=2B5,,,Cy
Baniz ¥6=2B5,,,Cy,
Banis —1=2B5,,1Coniz
B,, =28B,C,

Bana —1=2B5,Cong
Banis +1=2By,,Cona
Banis +1=4B1C1Conn
Cann —3=16B;, By
Cann +3=2C5,Chpn
Canis +3=2C511Conp2
Cianes —3=16B,,,1B5.2
Cians —3=32B,,C.1Bon

dir (Ray 2013)

Ray (2013a), balans ve Lucas-balans sayilarinin negatiflerini
B,=6B,,-B,,=-B, veC,=6C_,,-C,,=C

n

olarak tanimlamis ve asagidaki teoremi elde etmistir.
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3.1.15 Teorem. B_, ve C_, negatif balans sayilari i¢in

—C™MT ] —6—2c0s]
B_(ny) =(-1) H{ 6 2cos( 1)}

ve

DA 7(2k -1)
C,= : H{ 6 2008(—2 ﬂ

k=1 n
dir (Ray 2013a)

Yukarida verilen teoremlerden farkli olarak Gozeri ve ark. (2013) ise balans sayilari ve

bu sayilarin Pell sayilari ile olan iliskisi tizerine asagidaki teoremi elde etmislerdir.

3.1.16 Teorem. Balans sayilari i¢in
(1) Balans sayilariin genel terimleri
B,=P?+PP,
b, :{ I;’nzl +P,P, nx1 te:k
P +PP_;-1 n>2gcift
dir.
(2) Ardisik iki balans ve cobalans sayilarinin toplami
B,+B,y =Py +P, N1
b, +b, 1 =Py +Popg—1n2>2
ve farki

B,—-B,,=P?+P%, n>1
b, —b, 4 =P, N21
dir.
(3) n>1 tek tamsayzsi i¢in n. balans ve cobalans sayilarinin toplami1 tam karedir ve
B, +b, =(P, +P,_y)?

dir. Farklari ise iki kare farkidir ve

Bn _bn = I:)nz - I:)nz—l
dir. n>2 ¢ift tamsayisi i¢in Nn. balans ve cobalans sayilarinin toplami tam karenin 1 ek-

sigidir ve
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B, +b,=(P,+P,)?-1
dir. Farklar ise iki kare farkinin 1 fazlasidir ve
B,-b,=P?—PZ?,+1

dir. Esasinda tiim n >1 igin n. balans ve cobalans sayilarinin toplami

B, +b, = Pon +Pon g =1
2
ve farki
Bn _bn — PZn P2n—1+1
2
dir.

(4) n. balans sayisinin cobalans sayisina orani

P n>3tek
I:)n—l
=n
bn
P, +P,
—n "L > 2ift
Pnfl + Pnfz
dir. Tim n>1 i¢in bu oran By :L dir.
n 2n-1 -1

(5) n>1 tamsayisi i¢in n. balans ve cobalans sayilarinin kareleri toplami
BZ +b? =5b7 + (B, +1)(B,; +4b, +1)
ve kareleri farki
B2 -b? =B, +2B.b, +b,
dir.
(6) n>1 tamsayisi igin n. Lucas-balans ve Lucas-cobalans sayilarinin genel terimleri
C,=2B,+2b, +1ve c,=2B,-2b, -1
dir.

(7) n>1 tamsayis1 ig¢in n. Lucas-balans ve Lucas-cobalans sayilarinin toplami ve
farki

C,+c,=4B, ve C, —c,=4b, +2
dir.
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(8) n>1 tamsayisi igin n. Lucas-balans ve Lucas-cobalans sayilarinin kareleri top-

lam1
CZ+c2=2C,(C,—c,)—2
ve kareleri farki
C2-c2=2C,c,+2
dir.
(9) Ardisik iki Pell sayisinin toplami

Bra +0, n>1tek

P, +P.=1+2 2 2
n n+1 BE_bLﬂ

2 2

-1 n>2gift

ve ardisik iki Pell sayisinin kareleri farki

Pn2 - Pn2_1 = {bn + anl +1 n= 1 tEk

b,+B,; n=2gcift

dir (Gozeri ve ark, 2013).

3.2 Balans ve Cobalans Fonksiyonlar:

Bu alt boliimde balans ve cobalans sayilarina bagli olarak tanimlanan fonksiyonlar ele

alinacaktir.

Behera ve Panda (1999) verilen herhangi bir x balans sayis1 i¢in

F(X) = 2xvV8x% +1, G(X) =3x+8x% +1 ve H(X)=17x+618x% +1
fonksiyonlarmi tanimlamislar ve bu fonksiyonlarla ilgili olarak asagidaki teoremi ver-

mislerdir.

3.2.1 Teorem. Verilen x balans sayisi i¢in F(x), G(x) ve H(x) degerleri de birer balans

sayisidir (Behera ve Panda 1999).

Ustelik X balans sayis1 icin F(X) daima g¢ifttir. Ancak x tek iken G(x) ¢ift ve X ¢ift iken
G(x) tektir.
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Behera ve Panda (1999), ayrica verilen herhangi iki x ve y balans sayist i¢in

f(X,Y) = Xy/8y? +1+ yV8x® +1

fonksiyonunu tanimlayarak asagidaki teoremi elde etmislerdir.

3.2.2 Teorem. Verilen herhangi iki x ve y balans sayis1 igin f (x,y) degeri de bir balans

sayisidir (Behera ve Panda 1999).

Benzer diisiince ile Ray (2009), verilen herhangi iki X ve y cobalans sayilari igin

F(X) =3x+8x2 +8x+1+1

g(x) =17x+GM+8

h(X) =8x% +8x +1+ (2x+1)v/8x2 +8x+1+1
2(2x+1)(2y +1) + (2x +1)/8y2 +8y +1

+(2y +1)V/8x2 +8x+1+8x? +8x+1,/8y2 +8y +1-1

t(xy) =2

fonksiyonlarimi tanimlamis ve agagidaki iki teoremi elde etmistir.

3.2.3 Teorem. Verilen herhangi iki X, y cobalans sayilar1 i¢in f (X),g(x),h(x) ve t(x,y)

degerleri de birer cobalans sayisidir (Ray 2009).

3.2.4 Teorem. Eger X bir cobalans sayisi ise, X den sonraki cobalans sayist f (x) ve x den

onceki cobalans sayis1

f(X)=3x—v8x2 +8x+1+1

dir (Ray 2009).

3.3 Balans, Pell ve Pell-Lucas Sayilarimin Toplamlar:

Bu alt boliimde balans, Pell ve Pell-Lucas sayilarinin toplamlari ele alinacak ve bu top-
lamlar arasinda bazi cebirsel bagintilar verilecektir. Ayrica bu bolimde Pell ve Pell-
Lucas sayilarinin baz1 toplamlarinin, balans sayilarina bagli olarak ifade edilebilecegi

gosterilecektir.
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Balans sayilarinin ilk n—terim toplamlari

n _ _ n _
ZBi _ 5B, -B,4 1’ Zbi _ B,—n
i=1 4 i=1 2
Z”:Ci :7Bn—Bn71—1' Z”:CI =?»Bn—BrH—l
i=1 2 i=1 2
dir. Benzer sekilde tek ve ¢ift terimleri toplamlar: ise
n 33B,, - B -6 0 33B,,,,—B,, 12
B.. = 2n 2n-2 B, .= 2n+1 2n-1
izll 2i 32 % 2i+1 32
=i 32 o 32
s 33C,,-C,, , 16 n 33C,. . —C
C.. = 2n 2n-2 C, .= 2n+1 2n-1
; 2i 32 ; 2i+1 32
: 33Cy, —Con_p =8 C 33C;n41 —Con1 —8
2_1: 2i 32 IZ(; 2i+1 32

dir.

Pell sayilarinin toplamui ile balans sayilari arasindaki belki de en 6nemli baginti, Panda

ve Ray (2011) tarafindan elde edilmis olup bu bagint1 asagidaki gibidir.

3.3.1 Teorem. ilk 2n—1Pell sayisinin toplami, n.balans ve n.cobalans sayilarmmn top-

lami, yani

2n-1

ZPI =B, +b,
i=1

dir (Panda ve Ray 2011).

Ustelik Panda ve Ray (2011), yukaridaki teoremden farkli olarak asagidaki bagintilar:

elde etmislerdir.

3.3.2 Teorem. P, Pell sayist olmak iizere,

(1) iik 2n Pell sayisinin toplamu, n. balans ve (n+1). cobalans sayilarinimn toplamu,

yani
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2n
ZPI = Bn +bn+l

i=1
dir.

(2) 1 den n ye kadar ¢ift Pell sayilarinin toplami (n-+1). cobalans sayisi, yani

n
Z P2i = bn+1
i=1

dir.

(3) 1 den n ye kadar tek Pell sayilarinin toplami n. balans sayisi, yani

n
Z Py =B,
i=1

dir (Panda ve Ray 2011).

Benzer sekilde, Gozeri ve ark. (2013) asagidaki iki teoremi elde etmislerdir.

3.3.3 Teorem. P, Pell say1s1 olmak iizere,
(1) 0 dan 2n ye kadar (2i+1). ve (2i+2). Pell sayilarinin toplami, (n+1). Lucas-
balans ve (n+1). Lucas-cobalans sayilarinin ¢arpimi, yani

2n
Z(P2i+l +Pyi42) =CpiaCri
i=0

dir.
(2) 0 dan 2n ye kadar (2i+1). Pell sayilarinin toplami, (n-+1). Lucas-cobalans ve
(2n+1). Pell sayilarinin ¢arpimi, yani

2n
z I:)2i+l = Cn+1|:)2n+1
i=0

dir.
(3) 1 den 2n ye kadar (2i). Pell sayilarinin toplaminin yarisi, n. balans sayist ile
(n+1). Lucas-cobalans sayilarinin ¢arpimi, yani

2n
2P

= -Bc
2 n¥n+l

dir.
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(4) 1 den 2n ye kadar (2i+1). Pell sayilarinin toplaminin yarisi, n. balans sayisi ile
(n+1). Lucas-balans sayilarinin ¢arpimi, yani

2n
Z F)2i+1
= -B.C

2 — “n¥n+l
dir.
(5) 1 den 2n ye kadar (2i —1). Pell sayilarmin toplaminin yarisi, n. balans sayisi ile

n. Lucas-balans sayilarinin ¢arpimi, yani

dir (Gozeri ve ark. 2013).

3.3.4 Teorem. B, balans sayis1 olmak iizere,

2n 2n+1

Z Bi = Bncn+1 Z Bi = Bn+1Cn+l

i-1 i=1

2n 2n

Z Bai =CnCni1PonPonu Z(Bi +B;,;)=8B,B

i=1 i=1

2n+1 2n

Z(Bi +Bi1) =Chi1Chin Z(Bzm +Byit2) = Cni1Coni2Ponus
i=1 i-0

dir (Gozeri ve ark, 2013).
3.3.1 Teoremine benzer sekilde asagidaki teorem verilebilir.

3.3.5 Teorem. ilk 2n—1 Pell-Lucas sayismin toplami, n.Lucas-balans ve n.Lucas-co-

balans sayilarimin toplami, yani
2n-1

> Q =C,+c,
i=1

dir (Gozeri ve ark. 2013).
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Yukaridaki teoreme ilave olarak Pell-Lucas sayilarinin toplamlar ile ilgili olarak asagi-

daki teorem verilebilir.

3.3.6 Teorem. Q, Pell-Lucas sayis1 olmak,
(1) 1 den 2n ye kadar Pell-Lucas sayilarinin toplami, (n +1). cobalans sayisinin dort

kati, yani
2n
ZQi = 4bn+1
i=1

dir.
(2) 1 den n ye kadar (2i—1). Pell-Lucas sayilarinin toplami, n. balans, n. cobalans

ve 1 den n ye kadar Lucas-cobalans sayilarinin toplami, yani

Zn:QZi_l =B, +b, +Zn:ci
i=1 i=L
dir.
(3) 1dennyekadar (2i). Pell-Lucas sayilarinin toplami, (n+1). balans, n. cobalans
ve 1 den (n—1) e kadar Lucas-balans sayilarinin toplami, yani

n n-1
ZQZi = Bn+1 +bn +Zci
i=1

i=1
dir.
(4) Ustelik

2n
ZQZi = SBn (2bn+1 +1)
i=1

2n+1

ZQi = 2(28n+1 -1)
i=1

dir (Gozeri ve ark. 2013).

Santana ve Diaz Barrero (2006), Pell sayilarinin toplamini ele almiglar ve ilk 4n+1 Pell

sayilarinin toplaminin bir tam kare, yani

Sa-(3(%)

oldugunu gostermislerdir. Bu bagintiya benzer sekilde asagidaki teorem verilebilir.
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3.3.7 Teorem. P, Pell, Q, Pell-Lucas ve B, balans sayilart olmak iizere,

(1) 1 den 4n -3 e kadar Pell sayilarinin toplami, n. Lucas-cobalans sayisinin karesi,

yani

4n-3
2R=c
i=1
dir.
(2) 1den 4n-1 e kadar Pell sayilarinin toplaminin 1 fazlasi, n. Lucas-balans sayi-

siin karesi, yani
4n-1
1+ > P =C}
i=1
dir.
(3) 1den 2n ye kadar (2i—1). Pell-Lucas sayilarinin toplami, n. balans sayisinin 4

katinin karesi, yani
2n )
ZQZi—l = (4Bn)
i=1

dir.
(4) 0 dan 2n ye kadar (2i+1). Pell-Lucas sayilarinin toplaminin yarisi, (n+1).
Lucas-cobalans sayisinin karesi, yani
2n
ZQZHl
i 2
=0 2 =Chu
dir.
(5) 1 den 2n ye kadar (2i—1). balans sayilarinin toplami, (2n). balans sayisinin ka-

resi, yani
2n )
Z Bi1 =By
i=1

dir.
(6) 0 dan 2n ye kadar (2i+1). balans sayilarinin toplami, (2n). ve (2n+1). Pell sa-

yilarinin toplaminin, (2n+1). Pell sayis1 ile carpiminin karesi, yani

2n
Z Bist =[Ponua (Pon + P2n+1)]2

i=0
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dir.
(7) 1 den 2n ye kadar (2i—1). balans sayilarinin toplami, n. Lucas-balans ve (2n).

Pell sayilarinin ¢arpiminin karesi, yani

2n )
Z BZi—l = (Cn PZn)

i=1

dir (Gozeri ve ark, 2013).

Santana ve Diaz Barrero (2006), ayrica Pell sayilarinin toplamlart ile ilgili olarak, P, .,
Pell sayisinin, 0 dan (2n) ye kadar (2i+1). Pell sayilarinin toplamini boldiigiini ve P,

Pell sayisinin da 1 den (2n) ye kadar (2i —1). Pell sayilarinin toplamini1 béldiigiinii, ya-

ni
2n 2n
Pons1 Z Pyg ve Py, Z Py
i=0 i=1

oldugunu gostermislerdir. Aslinda yukaridaki toplamlar daha agik bir sekilde yazilmak
istenirse
2n 2n
Z Poivs = Ponya (Pon + Ppyy) Ve ZPZi—l =Py (Pyn + Pyny)
i=0 i=1
oldugu goriiliir. Dolayisiyla da
2n 2n
(Pon + Ponit) z Py, Ve (P, +Popyy) z Poia
i=0 i=1
dir. Yukarida verilen teoremler dikkate alindiginda boliinebilme ile ilgili olarak asagi-

daki teorem verilebilir.

3.3.8 Teorem. P, Pell, Q, Pell-Lucas ve B, balans sayilar1 olmak iizere asagidaki ifa-

deler gerceklenir:

2n 4n-3 2n 2n+1
Bn Z BI Cn Z PI Cn+l Z BI Cn+l Z Bi
i=1 i=1 i=1 i=1
2n 2n 2n 2n
C, z B,i Chi1 Zsz Pon z B,i Poni Z B,i
i=1 i=0 i=1 i=1
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2n 2n 2n+1 2n
Ponu Z Pois1 Chi1 Z B,i Bri z Bi B, Z(Bi +Biy)
i=0 i-1 i=1 i=1
2n 2n 2n 2n
Cha Z Pisa B, Z Py B, Z Poia  Bna Z(Bi +Bj,1)
i-1 i-1 i=1 i=1
2n 2n 2n 2n
B, Z P Chia Z Py B ZQZi—l Cha Z(P2i+1 +Pyi,)
i=1 i=1 i=1 i=0
2n 2n 2n 2n
Chit Z Poiv  Pona Z P C, Z Pii  Chn Z(Bzm +Byitz)
i=0 i=0 ) i—0
2n 2n 2n 2n
B ZQi B, Zin C, Z By  Cou Z(P2i+1 +Pyi)
i=1 i=1 i=1 i=0
2n 2n 2n 2n
BZn Z B2i—1 P2n+1 Z B2i+1 F)2n Z B2i—1 I:)2n+l Z(BZiﬂ + BZi+2)
i-1 i=0 i=1 i=0
2n 2n 2n+1
P Z P Cont2 Z(Bzm +Byis2) Chi1 Z(Bi +Bj,)
i=0 i=0 i=1
(Gozeri ve ark, 2013).

3.4 Tam Kareler, Pisagor Ucliileri ve Kongruent Sayilar

Bu kisimda balans, Pell ve Pell-Lucas sayilari ile ilgili tam kareler ele alinacak ve ba-
lans sayilarina bagli olarak Pisagor tigliileri elde edilecektir. Elde edilen bu Pisagor tig-

lilleri yardimiyla balans sayilarina bagli olarak kongruent sayilari verilecektir.

3.4.1 Teorem. P, Pell ve b, cobalans sayilar olmak iizere,
(1) Her n>1 tek tamsayisi icin P2 +4b, tam karedir ve
P?+4b, =(P, +2P, )
dir.
(2) Her n> 2 ¢ift tamsayis1 ise P2 +4b_ +4 tam karedir ve
PZ+4b, +4=(P, +2P, ;)

dir (Gozeri ve ark, 2013).
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Ispat. (1) n=2k +1 olsun. Pell ve cobalans sayilarinin Binet formiilleri kullanilirsa

2kl p2k+l \? ak+l _ pak+l
P2 +4b, =(a p J +4[“ P —EJ

22 ) a2 2
_ o2 _Z(Qﬂ)2k+1+ﬂ4k+2 +a4k+1_ﬂ4k+1_2\/§
8 J2
™ (9-42) + g2 (9+442) 14
8

_l:a2k+1 _ﬂ2k+1 +2(a2k —ﬂz" HZ
| 242 242
= (Pn +2Pn—1)2

elde edilir. Diger esitlik de benzer sekilde gosterilebilir.

3.4.2 Teorem. B, balans, b, cobalans, C, Lucas-balans, c, Lucas-cobalans, P, Pell
ve Q, Pell-Lucas sayilar olmak iizere,
(1) Her n>1 tamsaysi icin bZ + B, +b, +2B b, tam karedir ve
bZ +B, +b, +2B,b, = B?
dir. Benzer sekilde BZ—B, —b, —2B, b, de tam karedir ve
BZ-B, b, —2B,b, =b?
dir.
(2) Her n>1 tamsaysi igin 2P/, +1 tam karedir ve
2P2 +1=C?
dir. Benzer sekilde 2Py, , —1 de tam karedir ve
2P, —1=c;
dir.
(3) Her n>0 tamsays1 igin P2, +P,P,., tam karedir ve

n+1 n

P2,+PP

nn+2 =

(Pn + Pn+1)2
dir.

4) n>1 tek tamsaysi icin 2(P2, +P.P,,, —1) tam karedir ve
Yy n+l

n' n+2
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2(F>n2+1 +R P -1)= (Pn+2 - Pn)2
dir.
(5) Her n>0 tamsaysi igin PS,,; + Py, Py, tam karedir ve
Pot + PanPanss = (By +Byy)’
dir.
(6) Her n>1 tamsayisi igin Q,,,, —2 tam karedir ve
4Qpp —2= (4Bn + 4bn+1 + 2)2
dir (Gozeri ve ark, 2013).

a,b,c pozitif tamsayilar olmak iizere

a’+b?=c?
ozelligindeki (a,b,c) tgliisiine Pisagor (Pythagorean) tigliisii denir. Tamsay1 dizileri ile
Pisagor iigliileri arasinda bir iligki vardir. Ornegin, P, Pell tamsayilari igin

(2P,P,,,,P2, —PZ P2

n'n+lr ' n+l n+1

+P7)

bir Pisagor ticliisiidiir.

g . ) " , . ab :
a,b,cbir dik iiggenin kenarlarin1 géstermek tizere, tiggenin alani olan > tamsay1 ise

bu tamsayya bir kongruent (OEIS A003273) say1 denir. Ornegin, kenar uzunluklari
20 3 41
ve —

3'2 6

olan dik iicgenin alan1 5 oldugundan 5 bir kongruent sayidir. Ustelik (a,b,c) bir Pisagor
ticliisii ise a?b bir kongruent sayidir. Pell tamsayilarinin yukaridaki Pisagor tigliilerine

benzer sekilde asagidaki teorem verilebilir.

3.4.3 Teorem. B, balans ve b, cobalans sayilar olmak iizere,

(1) Her n> 0 tamsayisi igin
(Bn+1 - bn+1’ Bn+1 - bn+1 -1 2bn+1 +1)

bir Pisagor ti¢liisiidiir.
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(2) Her n >1 tamsayisi igin
n n
x=4(-1)">(-)"B;, y= (—1)"{1+ 4% (1" Bi:|! 2=B,,-B,
i=1 i=1

olmak tizere (X,Y,z) bir Pisagor igliistidiir.

(3) Her n>1tek tamsayisi i¢in
a = (bn;r3 _bn+1)(bn+3 - 2bn7+1 +bE)

2 2 2 2 2
b, =3B7.; +2B,.1B,; —Bry
2 2 2 2
2
¢, =5B%, 2B, B, +BZ,
2 2 2 2

olmak tizere (a;,b;,c;) bir Pisagor ti¢liisii ve her n> 2 ¢ift tamsayisi i¢in

a, = (bn+2 _bn )(bn+4 _2bn+2 +bn)
2 2 2 2 2
b, =B2,,-2B,,,B, —3B3
2 2
2 2
c, =B, —2B,,,B, +5B;

n+e™n
2 2 2 2

n:2B
2

r\)\:

olmak tizere (a,,b,,C,) bir Pisagor ti¢liisiidiir (Gozeri ve ark. 2013).

Ispat. (1) Balans ve cobalans sayilarinin Binet formiillerinin

a2n+2 _ﬂ2n+2 a2n+l _ﬂ2n+1 1

B=——-~-—veb =——-—
n 4\/5 n 4\/5 2

seklinde oldugu dikkate alinirsa

= +
42 42 2
. 2% _ g2 _a2n+1_ﬂ2n+1 +l_ 2
42 42 2
[/ _2n+2 2n+142 2n+2 2n+1
_ _9 _
A A C )}16

_(ﬂ2n+2 _ﬂ2n+1) + (ﬂ2n+2 _ﬂ2n+1)2
32

B a2n+1 _ﬂ2n+1 _l 2
=i

= (an+l +1) ?

2
(B ) _b 1)2 +(B . b 1_1)2 B a2n+2 _’82n+2 ~ a2n+l —,an+1 1]
N+ n+ n+ I

oldugu goriiliir. Diger esitlikler de benzer sekilde gosterilebilir.
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Yukaridaki teoremden asagidaki sonug verilebilir.

3.4.4 Sonug. B, balans ve b, cobalans sayilar olmak iizere,

(1) Her n>0 tamsayisi igin

(Bn+1 B bn+1)(Bn+l B bn+1 _1)
2

ve

(2(—1)”%(—1)“Bi]((—l){lwi(—l)“Bi D
i=1 i=1

kongruent sayilardir.
(2) Her n>1 tek tamsayisi igin

2 2 2 2 2 2 2 2 2
2

ve her n> 2 ¢ift tamsayisi i¢in

[(0.2 —bn)(bnis — 2D, +b,)[BR,, — 2By, B, —3B7]

2 2 2 2 2 2 2 2 2
2

de birer kongruent sayidir (Gozeri ve ark 2013).

3.5 Balans Sayilarin Oblong Sayilar ile iliskisi

Bir onceki boliimde balans sayilarinin kendi aralarinda ve Pell, Pell-Lucas sayilar ile
olan iligkisi ele alindi. Bu kisimda ise balans sayilarinin oblong sayilari ile olan iliskisi

uzerinde durulacaktir.

3.5.1 Teorem. B, balans, b, cobalans, C, Lucas-balans ve c, Lucas-cobalans sayilar

olmak iizere, her n >1 tamsayisi i¢in

(1) (B, +b,). oblong sayisinin yarisi, n.balans sayinin karesi, yani

OBn +by,

2 =B,

dir.
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(2) (B,—b, —1). oblong sayisinin yarist, n. cobalans saymnin karesi ile kendisinin

toplami, yani
Og 4.
—B”Zb” L= bl +b,

dir.

3) (an—l} oblong sayisinin 4 katinin 1 fazlasi, n. Lucas-balans sayinin karesi,

yani
1+ 4OCn_1 = Cf%
2
dir.
4) (C”Z_lj. oblong sayisinin 4 katinin 1 fazlasi, n. Lucas-cobalans sayinin karesi,
yani
1+40, , =c?

dir (Gozeri ve ark. 2013).

Ispat. (1) O, oblong ve B, balans say1 olmak iizere

O
% -

esitliginin hangi k degeri i¢cin gergeklendiginin gosterilmesi gerekir. Oblong sayilarinin
O, =k(k +1) seklinde oldugu dikkate alinirsa yukaridaki esitlikten

—1++/1+8B?2
K2 +k-2B2 =0 k= ——V-T°5n

2

elde edilir. Diger yandan (1.2) esitligi geregi cobalans sayilarinin

- —(2B,, +1) ++/1+8B
) 2
seklinde olduguna dikkat edilirse

— (2B, +1) ++/1+8B? —1+41+8B2
= 5 =-B +—2 =-B, +k

elde edilir. Bu son esitlige gore, k = B, +Db, dir. O halde

b

n n

48



oBn +bp,

2 =B,

dir. Diger ifadeler de benzer sekilde gosterilebilir.

Yukaridaki teoremin (3) ve (4) siklarindaki k degerleri sirasiyla Lucas-balans ve Lucas-
cobalans sayilarina bagl olarak elde edilmistir. Ancak (1) ve (2) de bu durum s6z konu-
su degildir. Yine de asagida da goriilecegi iizere, balans ve cobalans sayilari i¢in Kk de-

gerleri sadece bu sayilara baglh olarak asagidaki gibi verilebilir:

@) (W) oblong sayisinin yarisi, N.balans sayinin karesi, yani,

O (3Bn—BnaLy
2 — BZ
2 n

dir.

1 bn+1_3b
@ s

-2 .. ..
L . oblong sayisinin yarisi, n.cobalans sayinin karesi ile kendisinin
g say y y
toplami, yani,

O byy-3,-2

dir.

3.6 Balans Sayilari ve Pell Denklemleri

Bu kisimda balans sayilar1 ve bu sayilarin Pell denklemlerinin tamsay1 ¢oziimlerindeki
onemi iizerinde durulacaktir. Pell denklemlerinin tamsay1 ¢oztimleri ile baz1 tamsayi di-

zilerinin terimleri arasinda yakin bir iliski vardir. Ornegin, Olajas (2010),
x? —5y? =+4

Pell denklemini ele almis ve bu denklemin tamsay1 ¢dziimleri ile Fibonacci ve Lucas di-

zileri arasinda asagidaki gibi bir iliskinin oldugunu géstermistir.
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3.6.1 Teorem. F, Fibonacci ve L, Lucas tamsay1 dizisi olmak iizere, x? —5y? = 4pozi-
tif Pell denkleminin tamsay1 ¢oziimleri (X,,Y,)=(L,,,F,,) ve x? —5y? =—4 negatif

Pell denkleminin tamsay1 ¢oziimlerinin (X, Y,) = (Ly,_1, Fon4) dir (Olajas 2010).

Liptai (2004) ise, baslangi¢ degerleri R,, R, ve genel terimi R, = AR, +BR,_, olan

R=R(A B,R,,R,) tamsay1 dizisini ele alarak asagidaki teoremi elde etmistir.

3.6.2 Teorem. Belli bir z tamsayisi igin, z* —8y? =1 Pell denkleminin tamsay1 ¢6ziim-

leri R(6,—1,1, 6) dizisinin terimleridir (Liptai 2004).

Yukaridaki teoremde Liptai (2004), z? —8y? =1 Pell denkleminin tamsay1 ¢oziimlerini

tam olarak belirleyememistir. Sadece denklemi saglayan y lerin R(6,—1,1,6) dizisinin

terimleri oldugunu, fakat denklemi saglayan z degerleri igin bir sey sdylememistir. B,

bir balans sayis1 olmak iizere 1+ 8B? bir tam kare ve iistelik 1+8B2 = C? oldugundan
C2-8B%=1

dir. O halde z®—8y? =1 denkleminin tamsay1 ¢oziimleri n>1 icin (z,,y,)=(C,.,B,)

seklindedir. Dolaysiyla z% —8y? =1denklemini gercekleyen z tamsayilari esasinda

Lucas-balans sayilaridir.

Gozeri ve ark. (2013) baz1 6zel Pell denklemlerinin tamsay1 ¢oziimlerini, balans ve Pell

sayilarina bagl olarak asagidaki gibi elde etmislerdir.

3.6.3 Teorem. (1) x? —2y? =1 pozitif Pell denkleminin tiim tamsay1 ¢Sziimleri

(Xniyn) :(Cm I:)Zn)

ve x? —2y? =1 negatif Pell denkleminin tiim tamsay1 ¢oziimleri

(Xn ) yn) = (Cnl PZn—l)
dir.
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(2) x*—2y? =2 pozitif Pell denkleminin tiim tamsay1 ¢oziimleri
(Xn 1 yn) = (4bn +2, B, + Bn—l)
ve x? —2y? =2 negatif Pell denkleminin tiim tamsay1 ¢oziimleri
(Xn 1 yn) = (Bn + Bn—l +Cn’ 3Bn - Bn—l)
dir.
(3) x*—2y? =4 pozitif Pell denkleminin tiim tamsay1 ¢éziimleri
(Xn | yn) = (an + 2bn+1 +2, 4Bn)

ve x? —2y? = —4 negatif Pell denkleminin tiim tamsay1 ¢Sziimleri

(Xn 1 yn) = (8Bn - 2Cn 1 4Bn71 + ZCnfl)
dir.
(4) x? —8y? =4 pozitif Pell denkleminin tiim tamsay1 ¢6ziimleri
(Xn J yn) = (Cn+1 —Cps 2bn+1 - 2bn - 2Bn)
ve x? —8y? = —4 negatif Pell denkleminin tiim tamsay1 ¢ziimleri
(Xn 1 yn) = (chl Bn - Bn—l)
dir.
(5) x?—32y? =4 pozitif Pell denkleminin tim tamsay1 ¢oziimleri
(Xn | yn) = (3Cn - 6bn - 2Bn—l -3, Chn— Bn+1)
dir (Gozeri ve ark. 2013).

3.7 Genellestirilmis Balans Sayilari

Balans sayilar1 ilk defa Behara ve Panda tarafindan tanimlandiktan sonra {izerinde bir-

cok calisma yapilmis ve bu sayilarin daha genel halleri ele alinarak benzer caligsmalar

yapilmaya devam edilmistir. Ornegin, Kovacs ve ark. (2010), balans sayilarini genisle-

terek (@,b)—balans sayilarin1 tanimlamislar ve bu sayilar ile ilgili bazi cebirsel baginti-

lar elde etmislerdir. a > 0ve b > 0 aralarinda asal sayilar olmak {izere, belli pozitif n ve r

tamsayilari i¢in
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(@a+b)+---+(@n-Y+b)=(@n+1)+b)+---+(a(n+r)+b)
esitliginin saglamasi halinde an+b toplamina bir (a,b) —balans sayis1, ar +b toplami-
na ise bir (a,b)—cobalans sayisi1 denir. (a,b)—balans sayilar1 Brga’b) ve (a,b)—cobalans
sayilari br(,a’b) ile gosterilir. a=1 ve b=0 i¢in B,gl’o) bilinen balans sayilari, yani

BrleO) =B,
dir. Kovacs ve ark. (2010) tanmimladiklar1 bu (a,b) —balans sayisi igin asagidaki sonugla-

r1 elde etmislerdir.

3.7.1 Teorem. Eger a®—4ab—4b%=1 ise B,Ea’b) balans sayis1 tam kare degildir

(Kovacs ve ark. 2010).

3.7.2 Teorem. Béa’b) balans sayis1 olmak tizere belli bir y tamsayis1 i¢in
y2 —8(B{*?)2 — a2 _ 4ab — 4b?
dir (Kovacs ve ark. 2010).

Daha sonra Dash ve ark. (2012), balans sayilarini, t —balans sayilarina genisletmisler ve
bu sayilar ile ilgili bazi cebirsel bagintilar elde etmislerdir. t >0 bir tamsay1 olmak {ize-
re belli bir pozitif r tamsayisi i¢in

1+2+--+n=N+1+t)+(N+2+t)+---+(N+r+1) (3.1)
esitligini gergekleyen pozitif n tamsayisina t —balans sayist denir. Bu durumda r ye ise
t —cobalans sayist denir. n. t—balans ve t—cobalans sayilari sirasiyla B! ve b ile gos-

terilir.

t —balans sayilar1 genel olarak t > 2tamsayisi icin ele alinir. Ciinkii 0—ve 1-balans

sayilari, daha once ele alinan balans sayilarina bagli olarak ifade edilebilir. Gergekten de

B =b

n n+1»

0 0 0
bn = Bn’ Cn =Cp1, Gy :Cn
ve

1 1 1 1
Bn = Bn+1 -1 bn = bn+l’ Cn :Cn+l’ Ch=Chn

dir.
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(3.1) esitligi r ve n ye gore yeniden diizenlenirse

. —(2n+2t+1) +8n% +8n(L+1) + (2t +1)2
- 2
ve

ne (2r 1) +/8r% +8rt+1

2

elde edilir. Buna gore

(i) “B. bir t—balans sayisidir <> 8(B,t1)2 +8B) (1+t)+ (2t +1)? bir tam kare”
(i) “b} bir t —cobalans sayisidir <> 8(by},)? +8th! +1bir tam kare”

dir. Dolayisiyla

Cl = /8(BY)? +8B}(1+1)+ (2t +1) ve c} =+/8(b})? +8th} +1 (3.2)
olarak tanimlanan sayilara sirasiyla n. Lucas t—balans ve n. Lucas t —cobalans sayilari

denir.

Dash ve ark. (2012), t —balans ve t —cobalans sayilarinin genel terimlerinin
B, =6B} , Bl ,+2(t+1) ve b’ ,=6b' b ,+2t

n n+2 —

seklinde oldugunu gdstermisler ve asagidaki sonuglari elde etmislerdir.

3.7.3 Teorem. B, t—balans sayilari
[B, — (t+DI* - Bp.,By_, = (2t +1)°

indirgeme bagintisin1 gercekler (Dash ve ark. 2012).

3.7.4 Teorem. Lucas t —balans sayilar1
Crt'1+2 = GC:] _Crt1—2

indirgeme bagintisin1 gergekler (Dash ve ark. 2012).

3.2.1 Teoreminde oldugu gibi Dash ve ark. (2012), verilen herhangi bir X, t —balans sa-

yis1 i¢in

£ (X) =3+ (t+1) +/8X2 +8X(L+1) + (2t +1)2
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ve

£(X) = 3%+ (t +1) —/8x2 +8X(L+1) + (2t +1)2
fonksiyonlarini tanimlamiglar ve bu fonksiyonlar ile ilgili asagidaki teoremleri elde et-

mislerdir.

3.7.5 Teorem. x bir t —balans sayisi ise f(X) degeri de bir t —balans sayisidir (Dash ve

ark. 2012).

3.7.6 Teorem. Eger X, n. t—balans sayist ise (N+2). t—balans sayist f(x), ve (n—2).

t —balans sayisi ise ?(X) degeridir (Dash ve ark. 2012).

Esasinda t—balans sayilarinin belirlenmesi baz1 6zel Diophantine denklemlerinin tim
tamsay1 ¢Oziimlerinin elde edilmesine baglhidir. Soyle ki, yukarida x in bir t —balans sa-
yisi olmast i¢in gerek ve yeter sartn 8x* +8x(1+t)+(2t+1)? ifadesinin bir tam kare
olmas1 gerektigi belirtilmistir. Buna gore belli bir y # 0 tamsayisi i¢in
8x2 +8x(1+1t)+ (2t +1)% = y?
denilirse
D':8x? —y? +8x(1+t)+(2t+1)* =0
Diophantine denklemi elde edilmis olur. Bu denklemde h ve k sabitleri igin
X=V+h, y=u+k

degisken degisimi yapilirsa denklem

D' :8(v+h)? —(u+k)? +8(v+h)(1+t) + (2t +1)2 =0
haline gelir. Bu son denkleme gore

k=0 ve h=_t*1
2

oldugundan denklem
D' :u?-8v? =2t>-1
Pell denklemine indirgenmis olur. Bu Pell denkleminin tamsay1 ¢éztiimlerini elde etmek

i¢in ilk olarak bazi tanimlara ve notasyonlara ihtiyag vardir.
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A pozitif tam kare olmayan bir tamsay1 olmak iizere
OWA) ={x+yJA:x,y O}
kiimesine kuadratik say1 cismi denir. Bu say1 cisminin herhangi bir a = x+ y\/K ele-

manin eslenigi =X — y\/Z ve normu N(a)=x? —Ay? dir. Bu A sayisi igin

\/é A =0(mod4) ise

1+\/X
2

Pa =

A =1(mod4) ise

olmak iizere O, ={X+Yp, : X,y € Z} olarak tanimlanan kiime, @(\/X) say1 cisminin

bir alt halkasidir. Bu O, halkasinin birimleri, normu £1 olan elemanlardir ve birimlerin
kiimesi O, ile gosterilir, yani O, ={a €O, : N(a)=+1} dir. O mn normu 1 olan bi-
rimlerinin kiimesi ise O,, ile gdsterilir. Buna gore O,, ={az €O, :N(a)=1 dir. O,

nin 1 den biiyiik en kiigiik birimine temel birim denir ve ¢, ile gosterilir.

F =(a,b,c) indefinite formu

{ b+/A ][ b-vA ]
ax + 5 y || ax+ 5 y

F(x.y)=
a
seklinde yazilabilir. Bu durumda
M. :{ax+b+2\/Ky:x,yeZ}
kiimesi lizerinde
b
u-—v av
x yl 2 X A = 0(mod 4)
-V U+—V
2
[X" yT= 3.3)
1-b
u-+ TV av
[x vl 1ep | A=Umodd)
—Ccv u+ Tv

olmak tlizere
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b++A , b+A
Zy:ax+2y

(u +VpA)(aX +

dir. Dolayisiyla w(X,y) =ax+ b+

y olarak tanimlanan doniisiim i¢in

y {(xy):F(xy)=m}t—>{y e Mg :N(y) =am}
dir, yani F(x,y) = ax? +bxy +cy? =m denklemini ¢ozmek demek, M nin normu am

olan elemanlarin1 bulmak demektir.

F(x,y) =ax?+bxy +cy? =m denklemi yeniden diizenlenirse
Ay? + 4am = (2ax + by)?
haline gelir. Buna gore,

gy N(gy)=1lise
Tr =
A7 e2 N(s,)=-lise

olmak tlzere

amr 12 T —1
A A am >0 ise
A TA
0<y<U-= (3.4)
amr 12 7, +1
A A am <0 ise
A T\

araligindaki y degerleri igin, Ay? +4am ifadesinin tam kare olup olmadigi kontrol edi-
lir. Eger tam kare ise yukaridaki esitlikten x degeri (veya degerleri) elde edilir. Su halde
F(x,y) =ax?+bxy +cy? =m denklemi igin bir {[ X y]} ¢6ziim smifi elde edilmis olur.
Bu ¢oziim smifi kullanilarak (3.3) esitliginden F (X, y) = ax?® +bxy +cy? =m denklemi-

nin tiim tamsay1 ¢éztimleri elde edilmis olur.

Bu aciklamalardan sonra

D':u?-8vi=2t2-1
Pell denkleminin tamsay1 ¢oziimleri ele alinabilir. Ancak burada bazi t degerleri i¢in bir,
baz1 t degerleri icin iki Ve bazi t degerleri icin ise li¢ veya daha fazla ¢oziim sinifi vardir.

Ornegin,
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(i) t =3 i¢in ¢oztim smifi {[£5 1]}
(if) t =9 i¢in ¢ozim simfi {[+13 1], [+17 4]}

(iii) t =89 icin ¢oziim stmfi {[+127 6], [+129 10], [+143 24], [+177 44]}

(iv) t =93 igin ¢oziim smifi {[+133 7], [£155 29], [+186 46]}

seklindedir. Dolayisiyla da, ¢6zlim sinifini ve bu sinifindaki elemanlari t ye bagli olarak

tek tiirlii ifade etmek miimkiin degildir. Bu nedende t iizerinde baz1 kisitlamalar yapil-

mas1 gerekir. Bunun igin, t, 2t —1 ifadesi bir asal say1 olacak sekilde tek tamsay1 ola-

rak secilirse, ¢oziim sinifi ve bu siniftaki elemanlar t ye bagl olarak tek tiirlii ifade edi-

lebilir. D' Pell denklemi igin &3, =3++/8 oldugundan 7,, =3++/8 dir. 0<y<U ara-

higinda 32y? +8t> —4 ifadesi sadece y =% degeri i¢in bir tam karedir ve y nin bu

degeri icin X =%(2t —1) dir. Su halde verilen Pell denklemi igin ¢6ziim sinifi

fras ]

ve ¢0zliim matrisi

dir. Buna gére n >0 olmak {izere

(1) [2t-1 %]M " denklemin (U,p,,1,Von,) ¢Oziimlerini iiretir,

(2) -2t 1%t]M " denklemin (—Uy,,;,—Vypn,;) ¢Oziimlerini iiretir,

(3) [2t-1 1%t]M " denklemin (Uyy,q,—Voney) SOziimlerini iiretir,

(4) 1-2t %]M " denklemin (—U,p,1,Von,) ¢Oziimlerini iiretir,

ve n >1 olmak tizere

(5) [2t-1 1—;]M " denklemin (U,,,V,,) ¢dziimlerini iiretir,

(6) [1—2t %]M " denklemin (-u,,,—V,,) ¢dziimlerini iiretir,
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(7) [2t-1 %]M " denklemin (u,,,—V,,) ¢dziimlerini iiretir,

(8) [1-2t 1%t]M " denklemin (—U,,,V,,) ¢Oziimlerini iiretir.

Su halde asagidaki teorem verilebilir.

3.7.7 Teorem. D':u?—8v? =2t? —1 Pell denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢oziimleri-

nin kiimesi,

t-1
[u2n+l V2n+1] =[2t-1 T]M ""'n>0

[Uy, Vy]=[2t-1 %]M " n>1

olmak iizere y(D") ={(Usns1,Vons1)s (U, Vo, ) Hdir. (Tekean, Tayat ve Ozbek 2014).

Bu teoreme gore denklemin tiim pozitif tamsay1 ¢oziimlerini belirlemek i¢in M matri-

sinin n. kuvvetinin bilinmesi gerekmektedir ki bu asagidaki teoremde verilmistir.

3.7.8 Teorem. M matrisinin n. kuvveti

dir (Tekcan, Tayat ve Ozbek 2014).

3.7.9 Teorem. D':u?—8v? =2t? —1 Pell denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢oziimleri-
nin kiimesi, N>0 igin
Uyny = (2t-1C, +4(t-1)B,

t-1
Vona = (Zt _1) Bn + Tcn

ve n>1 i¢in

Uy, = (2t—1)C, +4(1—1)B,

v, = (2t—1)B, + 1—;%”

olmak iizere y(D") ={(Uyp,1,Vons1)s (U, Vo, ) }dir (Tekcan, Tayat ve Ozbek 2014).
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D! Pell denkleminin tim pozitif tamsayr ¢oziimleri belirlendikten sonra D'
Diophantine denkleminin tiim tamsay1 ¢6ztimleri belirlenebilir.

t+1
x=v——5—vey:u

oldugundan yukaridaki teorem geregi n >0 i¢in

-1 t+1
Xon :(Zt _1) Bn 2 C - T
Yonu :(Zt _1)Cn + 4(t _1) Bn
ve n>1 igin
1- t+1
X2n :(Zt —1)Bn 2 C —T

n =(2t-1)C, +4(1-1)B,
olmak iizere (Xon,1,Yonsy) V€ (Xon, Yo, ), D' Diophantine denkleminin tamsay1 ¢oziimle-

ridir. Ayrica simetriden dolayl (X,,1,— Yonu) V€ (Xon,—Y,,) de, denkleminin tamsayi

¢oztimleridir. Diger yandan (2) den

t-1 t+1
:(1—2t)Bn+ > Cn—7, n>1
ve (6) dan
1-t t+1

X2n+1 :(1—2t)Bn + TCn —T, n>0

elde edilir. Y,, = Y, V& Y, = Yong i6in (X50,1,1Y50.1) Ve (X,,,1Y,,) de denklemin

tamsay1 ¢oziimleridir. O halde asagidaki teorem verilebilir.

3.7.10 Teorem. D' Diophantine denkleminin tiim tamsay ¢oziimlerinin kiimesi n>0

i¢cin
t-1 t+1
X =(2t-1)B,. + —C ———
2n+1 ( ) n 2 n 2
Yoni1 = (2t _1)Cn + 4(t _1)B
t+1
Xonn =(@1-2t)B, + 2 C _T
Yonu = Yonu
ve n>1 i¢in
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1-t t+1
Xy, = (2t—-1)B, + ~—C, ——~
2n ( )n 2 n 2
Yoo =(2t-1C, +4(1-1)B,

t-1 t+1
in:(l—zt)Bn-l-TCn—T

Y2n =Yon

olmak lzere

l//(Dt) :{(XZn’iyZn)’ ()(2n+1’i y2n+1)’ (X2n1iY2n)a (X2n+11iY2n+1)}
seklindedir. (Tekcan, Tayat ve Ozbek 2014).

Ornegin, t =3 igin
Xons €{—1,6,45,272,1595,--}
Vory €45,23,133,775,4517, -}
Xy €{-3,-10,—-49,-276,-1595, - -}
X,, €{0,11, 74,441, 2580,--}
Yon €{7,37,215,1253,7303,- -}
X, €{~4,~15,—78,— 445,— 2584, -}
oldugundan D*®:8x%—y?+32x+49=0 denkleminin tiim tamsay1 ¢éziimlerinin kiimesi
--+,(—2584,£7303),(—1599,+ 4517),(—445,+1253),(-276,£ 775),
(-78,%£ 215),(—49,£133),(-15,£ 37),(-10,£ 23),(— 4,1 7),

(=3, 5),(=1,+5),(0,£7),(6,+ 23), (L1, + 37), (45, +133),
(74,4 215),(272,+ 775), (441, +1253), (1595, + 4517), (2580, + 7303), -

w(D*) =

dir.

D' Diophantine denkleminin tiim tamsay1 ¢oziimlerini belirledikten sonra 3.7.10 Teo-

remi kullanilarak t —balans sayilarinin genel terimleri agsagidaki gibi verilebilir.

3.7.11 Teorem. t —balans sayilarinin genel terimleri n>1 igin
Bgn—l = (Bn + bn+1)t - (bn+1 +1)
bén—l = (Bn + bn - B,
CEn—l =(4b,,; +2)t—Cpyy
Cony = 4B, —C,

ve n>2 igin
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By, ., =(B,;+b,)t+D,
by, , =(B, 4 +b, Jt+B, 4
Cjnp = (4b, +2)t+c,
Conp =4tB,; +C 4
seklindedir (Tekcan, Tayat ve Ozbek 2014).
ispat. x =B oldugundan n>1 icin

t-1 t+1
Bén—l = (Zt _1) Bn + Tcn _T = (Bn + bn+l)t - (bn+l +1)

olarak elde edilir. Buna gore (3.2) esitliginden

an—l = \/8(B;n—1)2 + 8Bén—l (1+t) + (2t +1)2 = (4bn+1 + Z)t —Chu
olur. Dolayisiyla

—(2B! ,+2t+1)+C! _
b = — 22 5 )+*Cont _ (g 4, )t-B,

olacagindan

Gy =+/8(bS, ;) +8thl, , +1=4tB, —C,
elde edilir. Benzer sekilde n>2 igin
By, ., =(B,;+b,)t+D,
Csn o = (4b, +2)t+c,
b5, » =(B, 4 +b, Jt+B, 4
Conp =4tB,; +C 4

oldugu gosterilebilir.
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