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ÖZET 

 
Yüksek Lisans Tezi 

 
POZİTİF TANIMLI FORMLAR, BAZLAR, İNDEFİNİTE FORMLAR,  

KUADRATİK İDEALLER VE DİOPHANTİNE DENKLEMLERİ                                      
 

Şeyma KUTLU 
 

Uludağ Üniversitesi 
Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 
 

Danışman: Prof. Dr. Ahmet TEKCAN 
 

 
Bu çalışmada pozitif tanımlı formların taban noktaları,C  nin R bazı, indefinite formlar, 
kuadratik idealler ve Diophantine denklemlerinin tamsayı çözümleri ele alınmıştır.  
 
Birinci bölümde, tezin sonraki bölümlerinde kullanılacak olan pozitif tanımlı formlar, 
bu formların denklikleri, taban noktaları, bazlar, indefinite formlar, kuadratik idealler ve 
Diophantine denklemleri hakkında bazı temel kavramlara, notasyonlara ve teoremlere 
yer verilmiştir.  
 
İkinci bölümde, pozitif tanımlı formların taban noktaları ele alınmıştır. Bu bölümde ilk 

olarak 2≥m  tamsayısı için taban noktaları
m

x 1−
= doğrusu üzerinde olan pozitif tanımlı 

formlar, daha sonra 1≥m tamsayısı için taban noktaları 2
22 1:

m
yxC =+  çemberinin 

üst-yarı düzlemde kalan kısmı üzerinde pozitif tanımlı formlar ele alınmıştır. Tüm bu 
problemler ),2(GL Z grubu ve )2(H genişletilmiş Hecke grubu dikkate alınarak 
incelenmiştir.  
 
Tezin üçüncü bölümü orijinal olup bu bölümde, pozitif tanımlı formların taban noktala-
rı, C  nin R bazı ele alınmış ve bunlarla ilgili bazı yeni sonuçlar elde edilmiştir.  
 
Tezin dördüncü bölümü de orijinal olup bu bölümde ise indefinite formlar ve kuadratik 
idealler ele alınmış ve bunlarla ilgili bazı cebirsel sonuçlar elde edilmiştir. Bu bölümde 
son olarak ele alınan indefinite formlardan elde edilen bazı özel Diophantine denklemle-
rinin tüm tamsayı çözümleri kümesi elde edilmiştir. 
 
Anahtar Kelimeler: Pozitif tanımlı formlar, taban noktaları, bazlar, üst-yarı düzlem, 
indefinite formlar, kuadratik idealler ve Diophantine denklemleri. 
 
2017, vii + 85 sayfa. 
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ABSTRACT 
 

MSc Thesis 
 

POSITIVE DEFINITE FORMS, BASIS, INDEFINITE FORMS,  
QUADRATIC IDEALS AND DIOPHANTINE EQUATIONS  

 
Şeyma KUTLU  

 
Uludağ University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 
Department of Mathematics 

 
Supervisor: Prof. Dr. Ahmet TEKCAN 

 
In this thesis, base points of positive definite forms, R basis of C , indefinite forms, 
quadratic ideals and integer solutions of some specific Diophantine equations are con-
sidered.  
 
In the first section, some preliminary notations, definitions and theorems concerning 
positive definite forms, equivalence of forms, base points, indefinite forms, quadratic 
ideals and Diophantine equations are given.  
 
In the second section, base points of positive definite forms are considered. First we 

consider the positive definite form whose base points lie on the line 
m

x 1−
=

 
 for some 

integer 2≥m  and later we consider the positive definite form whose base points lie on 

the circle 2
22 1:

m
yxC =+  intersection with the upper-half plane. All problems have 

been considered by using the groups ),2(GL Z and the extended Hecke group )2(H . 
 
In the third section, this is the original part of the thesis; base points of positive definite 
forms and R  basis of C  are discussed. Some new theorems and relations are derived. 
  
In the last section, this is the original part of the thesis; indefinite quadratic forms, quad-
ratic ideals and the set of all integer solutions of some specific Diophantine equations 
derived from the indefinite forms are considered. 
 
Key words: Positive definite forms, base points, bases, upper-half plane, indefinite 
forms, quadratic ideals and Diophantine equations. 
 
 
2017, vii + 85 pages. 
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1. GİRİŞ 

 

Bu bölümde, tezin sonraki bölümlerinde kullanılacak olan bazı temel kavramlara ve teo-

remlere yer verilmiştir.  

 

 

1.1. Kuadratik Formlar.  

 

Bu kısımda kuadratik formlar ile ilgili bazı temel kavramlara, notasyonlara ve teoremle-

re yer verilecektir.  

 

1.1.1. Tanım. R∈cba ,, olmak üzere 

                        22),( cybxyaxyxF ++=           

şeklindeki ikinci dereceden polinomlara kuadratik form denir ve kısaca ),,( cbaF =  ile 

gösterilir (Flath 1989).  

 

Yukarıdaki formun diskriminantı )(F∆=∆  ile gösterilir ve  

acbF 4)( 2 −=∆  

olarak tanımlanır. Üstelik ),,( cbaF =  formu için  

i) F  tamdır  ⇔ Z∈cba ,,  dir.  

ii) F  pozitif tanımlıdır ⇔ 0,,0)( ><∆ caF  dır. 

iii) F  indefinitedir ⇔ 0)( >∆ F  dır. 

iv) F  ilkeldir ⇔ 1),,( =cbaobeb  dir. 

 

1.1.2. Not. 1) 0)( <∆ F  ve 0, >ca olması durumunda F formu 

22

4
)

2
(),( y

a
y

a
bxayxF ∆

−+=  

şeklinde yazılabilir. Burada dikkat edilirse )0,0(),( ≠yx  için 0),( >yxF  dır. Bu neden-

le F ye pozitif tanımlı form denilir.  
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2) R∈utsr ,,,  ve 1±=− stru olmak üzere 22×  lik ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
ut
sr

 şeklindeki matrislerin kü-

mesi, matrislerde çarpma işlemine göre bir grup oluşturur. Bu grup ),2(GL R  ile göste-

rilir. O halde  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

±=−∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= 1,,,,:),2(GL struutsr

ut
sr

RR  

dir. Benzer şekilde R∈utsr ,,,  ve 1=− stru olmak üzere 22×  lik ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
ut
sr

 şeklindeki 

matrislerin kümesi de matrislerde çarpma işlemine göre bir grup oluşturur ve bu grup da 

),2(SL R  ile gösterilir.  

 

1.1.3. Tanım. F  herhangi bir form ve ),2(GL R∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

ut
sr

g  olsun. Bu takdirde F 

formunun g matrisi altındaki resmi  

),( uysxtyrxFgF ++=  

olarak tanımlanır (Flath 1989). 

 

Yukarıdaki tanıma göre,  

222222

22

)()22()(
)())(()(),(

ycubtuatxycsubtsbruartxcsbrsar
uysxcuysxtyrxbtyrxayxgF

+++++++++=

++++++=
 

olduğu görülür. Buna göre gF  de bir kuadratik formdur. Üstelik F ve gF aynı özellikle-

re sahiptir, yani F pozitif tanımlı, indefinite veya ilkel ise gF de pozitif tanımlı, indefini-

te veya ilkeldir. Üstelik F ve gF aynı diskriminantlı, yani )()( gFF ∆=∆  dir. 

 

1.1.4. Tanım. F ve G herhangi iki form olmak üzere gF = G olacak şekilde en az bir 

),2(GL R∈g  varsa F ve G formlarına denk form denir. 1)det( =g ise bu formlara has 

denk, 1)det( −=g  ise bu formlara has olmayan denk form denir (Flath 1989). 

 

Örneğin, )4,1,2( −=F  ve )35,47,16(=G  formları ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

31
21

g  matrisi altında birbirine 

has denktir. Dikkat edilirse F ve G pozitif tanımlı olup 31)()( −=∆=∆ GF  dir. 
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1.1.5. Not. Yukarıda F ve G nin birbirine denk olması durumunda aynı diskriminantlı 

olduğu söylenmişti. Ancak bunun tersi doğru değildir, yani aynı diskriminantlı formla-

rın denk olması gerekmez. Örneğin )2,4,1(=F  ve )1,2,1( −=G formlarının diskrimi-

nantları 8 olmasına rağmen bu formlar birbirine denk değildir, yani GgF =  olacak şe-

kilde bir ),2(GL Z∈g  matrisi yoktur. 

 

1.1.6. Tanım. F formu için FgF = olacak şekilde en az bir ),2(GL R∈g  varsa g ye F 

nin bir otomorfizmi denir. 1)det( =g  ise has otomorfizm, 1)det( −=g  ise has olmayan 

otomorfizm denir. F nin has otomorfizmleri kümesi )(FAut +  ile, has olmayan otomor-

fizmleri kümesi ise )(FAut −  ile gösterilir (Flath 1989). 

 

Örneğin, )1,1,1(=F  formunun has otomorfizmleri kümesi 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

±⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
±⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
±=+

01
11

,
11
10

,
10
01

)(FAut  

iken )2,3,1( −=G  formunun has olmayan otomorfizmleri kümesi 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

±⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

±=−

95
169

,
13

01
)(GAut  

dir. 

 

1.1.7. Tanım. Pozitif tanımlı ),,( cbaF =  formu 

cab ≤≤||  

şartını sağlıyor ise bu forma indirgenebilir form denir. ),,( cbaF =  indefinite formu da  

∆<<−∆ ba |||2|  

şartını sağlıyor ise bu forma indirgenebilir form denir (Flath 1989). 

 

1.1.8. Tanım. ),,( cbaF =  pozitif tanımlı form olsun. Bu takdirde üst-yarı düzlemdeki 

herhangi bir z karmaşık sayısı için bu form  

))((),( yzxzyxayxF ++=           (1.1.1) 

şeklinde yazılabilir. Bu şekildeki z karmaşık sayısına F formunun taban noktası denir 

ve z(F) ile gösterilir (Tekcan ve Bizim 2003). 
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iqpz +=  olarak alınırsa (1.1.1) eşitliği 
222 ||2))((),( yzaapxyaxyzxzyxayxF ++=++=  

haline gelir. Buna göre czabap == 2||ve2 eşitliklerinden 

a
bp
2

=  ve 
a

F
q

2
)(∆−

=   

olarak elde edilir. q pozitif olduğundan 

U∈
∆−+

=
a

Fib
z

2
)(

 

dur. Tersine Tekcan ve Bizim (2003), üst-yarı düzlemdeki herhangi bir iqpz +=  kar-

maşık sayısı için 0
||

4)( 4

2

<
−

=∆
z

qF  diskriminantlı ve taban noktası z olan 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== 1,

||
2,

||
1),,( 22 z

p
z

cbaF  

pozitif tanımlı formunun olduğunu göstermişlerdir. Dolayısıyla )(: FzF →ϕ dönüşümü, 

sabit diskriminantlı pozitif tanımlı formlar ile üst-yarı düzlemin noktaları arasında bire-

bir bir dönüşümdür. 

 

Üstelik Tekcan (2007), herhangi bir ),,( cbaF =  indefinite formunun taban noktasını da 

a
bFzz

2
)( ∆+−
==  

olarak tanımlamış ve aşağıdaki teoremi elde etmiştir.  

 

1.1.9. Teorem. 1F  ve 2F  indefinite formlarının taban noktaları sırasıyla )( 1Fz  ve )( 2Fz  

olsun. Bu takdirde 1F  ve 2F  formlarının denk, yani belli bir ),2(GL Z∈g  için 21 FgF =  

olması için gerek ve yeter şart 

⎩
⎨
⎧

−=
=

=−

ise1)det()(
ise1)det()(

)()(
2

2
1

1

gFz
gFz

Fzg T  

olmasıdır (Tekcan 2007). 

 

İndirgenebilir indefinite tam formların devirleri ve has devirleri aşağıdaki teoremde ve-

rilmiştir.  
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1.1.10. Teorem. ),,( cbaF =  indirgenebilir indefinite tam form olsun. 0≥i  için  

⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢ ∆+
=

||2 i

i
i c

bs  

ve  

)|,|2|,(| 2
1 iiiiiiiiii scsbacsbcF −−−+−=+  

olmak üzere F nin devri, birbirine denk olan formların  

1210 ~~~~ −⋅⋅⋅ lFFFF  

bir dizisidir. ),,()( cbaF −−=τ  dönüşümü için F nin has devri ise birbirine has denk o-

lan formların bir dizisi olup bu dizi l çift iken  

)(~~~)(~~)(~ 123210 −−⋅⋅⋅ ll FFFFFF τττ  

ve l tek iken  

)(~~~)(~~)(~~)(~~)(~~)(~ 12210123210 −−−− ⋅⋅⋅⋅⋅⋅ llll FFFFFFFFFFF ττττττ  

dir (Buchmann ve Vollmer 2007). 

 

Örneğin, indirgenebilir )3,6,4( −=F  indefinite formunun devri 

)4,2,5(~)5,8,1(
~)1,8,5(~)5,2(4,~)4,6,3(~)3,6(4,

54

3210

−=−=
−=−=−=−=

FF
FFFF

 

dir. Buna göre has devri 

)4,2,5(~)5,8,1(
~)1,8,5(~)5,2(4,~)4,6,3(~)3,6(4,

54

3210

−=−=
−=−=−=−=

FF
FFFF

 

şeklindedir.  

 

1.1.11. Tanım. ),,( cbaF =  indefinite formunun sağ komşusu  

cA = , ),2(mod0 ABb ≡+ ∆<<−∆ BA ||2  ve ∆=− ACB 42  

şartlarını sağlayan ),,()( CBAFR =  formudur. ),,()( cbaF −−=τ  ve ),,()( abcF −−=χ  

için F nin sol komşusu ise ),,()( abcRFL χτ= olarak tanımlanır (Flath 1989).  

 

1.1.12. Not. 1) Yukarıdaki tanıma göre, cBb 2/)( +=δ  tamsayısı için F nin sağ kom-

şusu ),,(
1

10
)( cbaFR ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=
δ

dir. 
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2) Eğer F indirgenebilir ise sonlu bir adımda F nin sağ ve sol komşu dizileri tekrar F ye 

döner. Örneğin indirgenebilir )4,5,1( −=F  formunun sağ komşuları  

FFRFR

FRFRFRFR

FRFRFRFR

=−=−=

−=−=−=−=

−=−=−=−=

)4,5,1()(),1,5,4()(

)4,3,2()(),2,5,2()(),2,3,4()(),4,5,1()(

)1,5,4()(),4,3,2()(),2,5,2()(),2,3,4()(

109

8765

4321

 

dır. Burada dikkat edilirse FFR =)(10 dir, yani F nin dokuz tane sağ komşusu vardır. F 

nin sol komşuları ise  

FFLFL

FLFLFLFL

FLFLFLFL

=−=−=

−=−=−=−=

−=−=−=−=

)4,5,1()(),2,3,4()(

)2,5,2()(),4,3,2()(),1,5,4()(),4,5,1()(

)2,3,4()(),2,5,2()(),4,3,2()(),1,5,4()(

109

8765

4321

 

dir. Yine burada FFL =)(10  olduğundan F nin dokuz tane de sol komşusu vardır.   

3) F indirgenebilir değilse F nin sağ ve sol komşu dizileri tekrar F ye dönmez, dizi içe-

risindeki başka bir forma döner. Örneğin indirgenemeyen )10,0,1( −=F formunun sağ 

ve sol komşuları 

)()1,6,1()(),1,6,1()(),1,6,1()(),1,0,10()( 24321 FRFRFRFRFR =−=−=−=−=  

)()1,6,1()(),1,6,1()(),1,6,1()( 1321 FLFLFLFL =−=−=−=  

dır. Burada dikkat edilirse )()( 24 FRFR =  ve )()( 13 FLFL =  dir. Şu halde F nin üç sağ, 

iki de sol komşusu vardır. 

 

 

1.2. Kuadratik İdealler.  

 

Bu alt bölümde kuadratik irrasyonellerden, kuadratik ideallerden ve bunlarla ilgili bazı 

temel tanımlardan ve teoremlerden bahsedilecektir.  

 

1.2.1. Tanım. 0>δ  tam kare olmayan pozitif bir sayı olmak üzere P ve Q tamsayıları 

için ))((| δδ ++ PPQ  oluyorsa 
Q

P δγ +
=  ya bir kuadratik irrasyonel denir.γ  bir ku-

adratik irrasyonel iken ],[ δγ += PQI  bir kuadratik ideal ve ))(( yxyxQF γγγ ++=  ise 

bir indefinite formdur (Mollin 1996).  
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δ  nın izi t ve normu  n olmak üzere γF  indefinite formu 

2
2

2 )2(),( y
Q

PtPnxyPtQxyxF ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++
+++=γ  

şeklindedir. Bu formun diskriminantı ntF 4)( 2 −=∆  dir. 

 

1.2.2. Tanım. ],[ δγ += PQI  kuadratik ideali için 0>+ δP  ve 0<+<− δPQ  şartla-

rı sağlanıyorsa bu ideale indirgenebilir ideal denir (Mollin 1996). 

 

Örneğin, ]18110,9[ +=γI  ideali indirgenebilir bir ideal iken ]134,7[ +=γI  ideali 

indirgenebilir değildir.  

 

1.2.3. Teorem. ],[ δγ += PQI  ideali verilsin. 0≥i  için  

iiii
i

i
i PQmP

Q
Pm −=⎥

⎦

⎥
⎢
⎣

⎢ +
= +1,δ  ve 

i

i
i Q

PQ
2

1
2

1
+

+
−

=
δ  

tanımlansın. Bu takdirde γ  nın basit sürekli kesirli devirli açılımı 

],,,;[ 1210 −⋅⋅⋅= lmmmmγ  

ve ],[ δγ += PQI  idealinin devri  

1210
~~~~

−
⋅⋅⋅

l
IIII γγγγ  

dir (Mollin 1996). 

 

1.2.4. Not. 1) Eğer ideal indirgenebilir ise sonlu bir adımda devir yine ilk başta verilen 

ideale döner. Örneğin, ]14910,7[ +=γI  ideali indirgenebilirdir ve bu idealin devri i-

çin aşağıdaki çizelge elde edilir:  

                           Çizelge 1.1. ]14910,7[ +=γI  idealin devri 

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

iP  10 11 9 8 12 12 8 9 11 10 

iQ  7 4 17 5 1 5 17 4 7 7 

im  3 5 1 4 24 4 1 5 3 3 
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Bu çizelgeye göre 
09 γγ II =  olduğundan γI  idealinin devri 

]14911,7[

~]1499,4[~]1498,17[~]14912,5[~]14912,1[

~]1498,5[~]1499,17[~]14911,4[~]14910,7[

8

7654

3210

+=

+=+=+=+=

+=+=+=+=

γ

γγγγ

γγγγ

I

IIII

IIII

 

şeklindedir.  

2) Eğer ideal indirgenebilir değilse devir ilk başta verilen ideale değil, devri içerisindeki 

başka bir ideale döner. Örneğin, ]2119,20[ +=γI  ideali indirgenebilir değildir. Bu 

idealin devri için aşağıdaki çizelge elde edilir:  

                              Çizelge 1.2. ]2119,20[ +=γI  idealin devri 

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 

iP  19 1 4 1 3 3 1 4 4 

iQ  20 1 5 4 3 4 5 1 5 

im  1 5 1 1 2 1 1 8 1 

 

Buna göre γI  nın devri 

]214,1[~]211,5[~]213,4[~]213,3[

~]211,4[~]214,5[~]2111,1[~]2119,20[

7654

3210

+=+=+=+=

+=+=+=+=

γγγγ

γγγγ

IIII

IIII
 

şeklindedir.  

 

 

1.3. Bazlar. 

 

Tezin bu kısmında C  kompleks sayılar kümesinin R  bazı ele alınacak, bu baz ile ilgili 

bazı temel tanımlara ve notasyonlara yer verilecektir.  

 

1.3.1. Tanım. nmlk ,,, , 0≠− mlkn  özelliğindeki reel sayılar ve 12 −=i  olmak üzere  

),(),( inmilkB ++== βα  

ikilisine C  nin bir R bazı denir (Buchmann ve Vollmer 2007).   
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1.3.2. Not. 1) 0≠− mlkn  olması α  ve β  nın lineer bağımsız olmasını garanti eder. 

2) α  nın eşleniği α , izi )(αTr  ve normu )(αN  ile gösterilirse sırasıyla  

kTrilk 2)(, =+=−= αααα  ve 22)( lkN +=α  

dir. 

 

1.3.3. Tanım. ),( βα=B  bazının yönlendirmesi O(B) ile gösterilir ve  

)sgn()(
i

BO βαβα −
=  

olarak tanımlanır. Diskriminantı ise )(B∆ ile gösterilir ve  

2)()( βαβα −=∆ B  

olarak tanımlanır (Buchmann ve Vollmer 2007).   

 

1.3.4. Not. 1) ),(),( inmilkB ++== βα  bazında α  ve β  elemanlarının skalar ve 

vektörel çarpımları sırasıyla nlkm +=⋅ βα ve lmkn −=× βα  dır. Buna göre B nin 

yönlendirmesi   

⎩
⎨
⎧

<×−
>×

=×=−=
ise01
ise01

)sgn()sgn()(
βα
βα

βαmlknBO  

ve diskriminantı  
222 )(4)](2[)()( βαβαβα ×−=−=−=∆ mlkniB  

dır. 

2) Herhangi bir z karmaşık sayısının yönlendirmesi )(zO ile gösterilir ve ),1( zO  olarak  

tanımlanır. Diskriminantı ise )(z∆ ile gösterilir ve ),1( z∆  olarak tanımlanır. Buna göre 

herhangi bir iqpz +=  karmaşık sayısının yönlendirmesi ve diskriminantı sırasıyla 

)sgn()( qzO =  ve  24)( qz −=∆  

dir.  

3) ),2(GL R∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

ut
sr

g  ve ),( βα=B  bazı için  

][][ ustr
ut
sr

Bg βαβαβα ++=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=  

olmak üzere ),( ustrBg βαβα ++=  dur. 
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4) Eğer 21 BgB = olacak şekilde en az bir ),2(GL R∈g  varsa bu bazlara denk baz denir. 

1)det( =g  ise bazlara has denk, 1)det( −=g  ise bazlara has olmayan denk denir.  

5) zB,  ve )(Fz  nin eşlenikleri sırasıyla  

),( βα=B , iqpz −=  ve 
a

ibFz
2

)( ∆−−
=   

dır. 

 

1.3.5. Örnek. 1) )53,2( iiB +−−=  bazı için 1)( =BO  ve 196)( −=∆ B  dır. Benzer şe-

kilde 
7
5

3
2 iz −=  karmaşık sayısı için 1)( −=zO  ve 49/100)( −=∆ z  dur. 

2) )53,2(1 iiB +−−=  ve )94,229(2 iiB +−+−= bazları ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

25
13

g  matrisi altında bir-

birine has denk, yani 21 BgB =  iken, )3,47(3 iiB −+=  ve )833,523(4 iiB ++=  bazları 

da ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

43
32

h  matrisi altında birbirine has olmayan denk, yani 43 BhB =  dür.  

 

1.3.6. Tanım. ),( βα=B  bazına karşılık gelen form BF  ile gösterilir ve  

))(),(),()(( ββαα NTrNBOFB =  

olarak tanımlanır (Buchmann ve Vollmer 2007).    

 

1.3.7. Not. 1) Yukarıdaki tanıma göre, ),(),( inmilkB ++== βα  bazı için  

)(2)(,)( 22 nlkmTrlkN +=+= βαα  ve 22)( nmN +=β  

olduğundan bu baza karşılık gelen form 

)),(2,( 2222 nmnlkmlkFB +++±=  

dir.  

2) iqpz +=  kompleks sayısına karşılık gelen pozitif tanımlı form zF  ile gösterilir ve 

),1( zz FF =  olarak tanımlanır. pzTrNqzO 2)1(,1)1(),sgn(),1( ===  ve 22)( qpzN +=  

olduğundan z ye karşılık gelen form  

),2,1)(sgn( 22
),1( qppqFF zz +==  

dir. 
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3) Buna göre pozitif tanımlı F formunun )(Fz  taban noktasına karşılık gelen form 

a
bFzTrNFzO === ))(1(,1)1(,1))(,1(  ve 

a
cFzN =))((  

olduğundan 

),,1()( a
c

a
bF Fz =  

dır.   

 

Yukarıda ),( βα=B  bazına karşılık gelen formun BF  şeklinde olduğu belirtilmişti. 

Tersine pozitif tanımlı bir F formuna karşılık gelen baz ise aşağıdaki gibidir.  

 

1.3.8. Tanım. Pozitif tanımlı F formuna karşılık gelen baz  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∆−+
=

2
,)( ibaFB  

dir (Buchmann ve Vollmer 2007). 

 

 1.3.9. Not. 1) )(FB  bazı için a=α ve 
2

∆−+
=

ibβ  olarak alınırsa 

abTraNFBO === )(,)(,1))(( 2 βαα  ve acN =)(β  

olduğundan )(FB  bazına karşılık gelen form ),,( 2
)( acabaF FB =  dir. 

2) )(FB  bazının eşleniği ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∆−−
=

2
,)( ibaFB  dir.  

 

1.4. Pell ve Diophantine Denklemleri. 

 

Bu alt bölümde Pell ve Diophantine denklemleri ile ilgili bazı temel kavramlara ve teo-

remlere yer verilmiştir.  

 

Z∈cba ,,  olmak üzere  

cbyax =+             (1.4.1) 

şeklindeki denklemlere birinci dereceden Diophantine denklemi denir.  
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Bu tür denklemlerin tamsayı çözümlerinin olması için gerek ve yeter şart ),( bad =  için 

cd |  olmasıdır. Bu durumda denklemin sonsuz çoklukta tamsayı çözümü vardır. Eğer 

),( 00 yx bu denklemin bir özel çözümü ise denklemin diğer tüm çözümleri Z∈t için  

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+= t

d
ayt

d
bxyx 00 ,),(   

şeklindedir. Denklemin özel çözümü Öklid algoritması kullanılarak elde edilir. Örneğin, 

14252574 =+ yx  

lineer Diophantine denklemi için  

021428
1412842
2814270
42370252

702252574

+⋅=
+⋅=
+⋅=
+⋅=
+⋅=

 

olup 14)252,574( ==d  ve 14|d olduğundan denklemin tamsayı çözümleri vardır. Yu-

karıdaki eşitliklerden geriye doğru gidilirse  

)16(252)7(574
7574162527)2252574(2252

77022521702)370252(
1702421)14270(421284214

+−=
⋅−⋅=⋅⋅−−⋅=

⋅−⋅=⋅−⋅⋅−=
⋅−⋅=⋅⋅−−=⋅−=

 

elde edilir. Buna göre, denklemin bir özel çözümü )16,7(),( 00 −=yx  dir. Denklemin di-

ğer tüm tamsayı çözümleri Z∈t  için )4116,187(),( ttyx −+−=  şeklindedir. 

 

Z∈fedcba ,,,,,  olmak üzere (1.4.1) deki denklemin daha genel hali olan  

022 =+++++ feydxcybxyax          (1.4.2) 

denklemine ise ikinci dereceden Diophantine denklemi denir. Bu tür denklemlerin tam-

sayı çözümleri ilk olarak Fermat (1601-1665) daha sonraları ise Lagrange (1736-1813) 

tarafından ele alınmıştır.  

 

D pozitif tam kare olmayan bir tamsayı ve n sıfırdan farklı herhangi bir tamsayı olmak 

üzere, (1.4.2) deki denklemin özel bir hali olan  

nDyx ±=− 22             (1.4.3)  
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denklemine ise Pell denklemi denir. nDyx =− 22  denklemine pozitif Pell denklemi, 

nDyx −=− 22  denklemine is negatif Pell denklemi denir. (1.4.3) de özel olarak 1=n  

olarak alınırsa elde edilen 

122 ±=− Dyx            (1.4.4) 

denklemine ise klasik Pell denklemi denir. Bu denklemler de ilk olarak John Pell (1611-

1676) tarafından ele alınmış ve daha sonraları da birçok matematikçi tarafından bu 

denklemlerin tamsayı çözümleri incelenmiştir. 1),,( 22 ±=− Dyxyx nn  Pell denkleminin 

pozitif bir tamsayı çözümü ise ),(),,( nnnn yxyx −−−  ve ),( nn yx−  de bu denklemin birer 

tamsayı çözümüdür. Ancak Pell denklemlerin çözümleri incelenirken genelde pozitif 

tamsayı çözümleri dikkate alınır. Her D için 1),0,1( 22 =−± Dyx  Pell denkleminin bir 

tamsayı çözümüdür. Bu çözüme aşikar çözüm denir. 

 

1.4.1. Not. 1) nDyx ±=− 22  Pell denkleminde D nin tam kare olmaması gerekir. Aksi 

halde denklem lineer iki denklemin çarpımı şeklinde yazılabilir. Gerçekten de pozitif t 

tamsayısı için 2tD = ise denklem ntyxtyxDyx ±=+−=− ))((22  şeklinde yazılabilir. 

Dolayısıyla da n nin çarpanlarına göre denklemin sonlu sayıda tamsayı çözümü vardır 

veya yoktur. Örneğin 89 22 =− yx  Pell denklemi için, denklem 

8)3)(3(9 22 =+−=− yxyxyx  

şeklinde yazılabileceğinden, denklem için aşağıdaki çizelge elde edilir:  

            Çizelge 1.3. 89 22 =− yx  Pell denklemi  

 İhtimaller    Çözümler 

83
13
±=+
±=−

yx
yx

 )
6
7,

2
9(),( ±=yx  

43
23
±=+
±=−

yx
yx

 )
3
1,3(),( ±=yx  

23
43
±=+
±=−

yx
yx

 )
3
1,3(),( −±=yx  

13
83
±=+
±=−

yx
yx

 )
6
7,

2
9(),( −±=yx  

Bu çizelgeye göre verilen Pell denkleminin tamsayı çözümü yoktur.  
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2) D nin tam kare olmaması durumunda nDyx ±=− 22  denkleminin tamsayı çözümü 

varsa bu çözümlerin sayısı sonsuzdur veya tamsayı çözümü yoktur.  

3) 122 =− Dyx  pozitif Pell denkleminin, tam kare olmayan her pozitif D tamsayısı için 

tamsayı çözümleri varken, 122 −=− Dyx  negatif Pell denkleminin her D tamsayısı için 

tamsayı çözümü yoktur (1.4.3. Teoreminde de görüleceği üzere 122 −=− Dyx  negatif 

Pell denkleminin tamsayı çözümleri, D  nin basit sürekli kesirli devirli açılımının per-

yot uzunluğunun tek olmasına durumunda vardır). 

4) 122 ±=− Dyx  denklemini gerçekleyen en küçük pozitif ),( 11 yx  tamsayı ikilisine 

denklemin temel çözümü denir ki denklemin diğer tüm tamsayı çözümleri bu temel çö-

züme bağlı olarak aşağıdaki gibi elde edilir.  

 

1.4.2. Teorem. 1),,( 22
11 =− Dyxyx pozitif Pell denkleminin temel çözümü ise denkle-

min diğer tamsayı çözümleri 1≥n  için  
n

nn yDxyDx )( 11 +=+  

olmak üzere ),( nn yx  şeklindedir. Eğer 1),,( 22
11 −=− Dyxyx  negatif Pell denkleminin 

temel çözümü ise denklemin diğer tüm tamsayı çözümleri 1≥n  için  
12

111212 )( −
−− +=+ n

nn yDxyDx  

olmak üzere ),( 1212 −− nn yx  şeklindedir (Mollin 2008). 

 

Şu halde denklemin temel çözümünün bulunması, Pell denklemlerinin tamsayı çözüm-

lerinin elde edilmesinde önemli bir rol oynar. Bu temel çözüm D  nin basit sürekli ke-

sirli devirli açılımına bağlı aşağıdaki gibi elde edilir.  

 

1.4.3. Teorem. D  nin basit sürekli kesirli devirli açılımı 

],,,,;[ 1210 ll aaaaaD −⋅⋅⋅=  

olsun. 0,1,1,0 1212 ==== −−−− BBAA  ve  

21 −− += kkkk AAaA  ve 21 −− += kkkk BBaB  

tanımlansın. Bu takdirde 122 =− Dyx  pozitif Pell denkleminin temel çözümü 
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⎩
⎨
⎧

=
−−

−−

ikentek),(
ikençift),(

),(
1212

11
11 lBA

lBA
yx

ll

ll  

dir. l nin çift olması durumunda negatif Pell denkleminin tamsayı çözümü yoktur. l nin 

 tek olması durumunda negatif Pell denkleminin temel çözümü  

),(),( 1111 −−= ll BAyx  

dir (Mollin 2008). 

 

Yukarıdaki teoremde geçen l sayısına peryot uzunluğu denir. Örneğin, 113 22 ±=− yx  

Pell denklemi için ]6,1,1,1,1;3[13 =  olup  

649,393,256,137
,119,18,11,7,4,3

9876

543210

====
======

AAAA
AAAAAA

 

ve  

180,109,71
,38,33,5,3,2,1,1

987

6543210

===
=======

BBB
BBBBBBB

 

dir. Buna göre, 113 22 =− yx  denkleminin temel çözümü )180,649(),(),( 9911 == BAyx  

ve 113 22 −=− yx  denkleminin temel çözümü ise )5,18(),(),( 4411 == BAyx  olarak elde 

edilir. Dolayısıyla 1.4.2 Teoreminden 113 22 =− yx  denkleminin tüm tamsayı çözümleri 

1≥n  için n
nn yx )13180649(13 +=+ olmak üzere ),( nn yx  şeklinde, 113 22 −=− yx  

denkleminin tüm tamsayı çözümleri ise 1≥n  için 12
1212 )13518(13 −
−− +=+ n

nn yx  ol-

mak üzere ),( 1212 −− nn yx  şeklindedir.  

 

1.4.4. Teorem. 3≥n  olmak üzere 122 =− Dyx  pozitif Pell denkleminin tamsayı çö-

zümleri arasında  

2111

2111

))(12(
))(12(

−−+

−−+

−+−=
−+−=

nnnn

nnnn

yyyxy
xxxxx

 

ve 122 −=− Dyx  negatif Pell denkleminin tamsayı çözümleri arasında   

523212
2
112

523212
2
112

))(14(

))(14(

−−−+

−−−+

−++=

−++=

nnnn

nnnn

yyyxy

xxxxx
 

şeklinde indirgeme bağıntıları vardır (Mollin 2008). 
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1.4.2. Teoremine benzer şekilde 122 ±=− Dyx  Pell denkleminin tüm tamsayı çözümle-

ri matrislere bağlı olarak aşağıdaki gibi de verilebilir.  

 

1.4.5. Teorem. 122 =− Dyx  pozitif Pell denkleminin temel çözümü ),( 11 yx  olsun. Bu 

takdirde denklemin diğer tüm tamsayı çözümleri 1≥n  için 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
0
1

11

11
n

n

n

xy
Dyx

y
x

 

olmak üzere ),( nn yx  şeklindedir. Eğer ),( 11 yx , 122 −=− Dyx  negatif Pell denklemi-

nin temel çözümü ise denklemin diğer tüm tamsayı çözümleri 1≥n  için  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−

−

0
112

11

11

12

12
n

n

n

xy
Dyx

y
x

 

olmak üzere ),( 1212 −− nn yx  şeklindedir (Mollin 2008). 

 

1.4.6. Not. 1) (1.4.2) de verilen 022 =+++++ feydxcybxyax  Diophantine denklemi 

esasında bir konik denklemi olup acb 42 −=∆  olmak üzere  

1. 0<∆  iken bu konik bir elips belirtir ve bu durumda verilen denklemin sonlu 

sayıda tamsayı çözümü vardır. 

2. 0=∆  iken bir parabol belirtir.  

    i) 02 =− bdae  ise afddbyax 4)2( 22 −=++   

    ii) 02 ≠− bdae  ise dbyaxX ++= 2  ve 24)24( dafybdaeY −+−=    

olarak alınırsa her iki halde de verilen denklem  

02 =+YX  

denklemine indirgenmiş olur.  

3. 0>∆  iken bir hiperbol belirtir. Bu durumda denklemde gerekli düzenlemeler 

yapılırsa denklem ndYX =− 22  Pell denklemine indirgenmiş olur.  

2) 0>∆  olması durumundaki Diophantine denklemlerinin incelenmesi daha kayda de-

ğerdir. Çünkü bu durumda verilen denklemin tamsayı çözümleri varsa bunların sayısı 

sonsuzdur. Diğer durumlarda tamsayı çözümleri ya yoktur ya da varsa bunların sayısı 
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sonlu tanedir. Örneğin, 01362 22 =++− yxyx  denklemi için 012 >=∆  dır. Bu denk-

lemde gerekli düzenlemeler yapılırsa denklem  

1)(3 22 =−− xyx  

haline gelir. Bu son denklemde xyvxu −== ve  değişken değişimi yapılarak denklem 

13 22 =− vu  

pozitif Pell denklemine indirgenmiş olur. Bu denklemin temel çözümü )1,2(),( 11 =vu  

olup denklemin diğer tüm tamsayı çözümleri 1≥n için  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
0
1

21
32 n

n

n

v
u

 

olmak üzere ),( nn vu şeklindedir. Şu halde 01362 22 =++− yxyx  Diophantine denkle-

minin tamsayı çözümleri  

),(),( nnnnn vuuyx +=   

şeklindedir. Benzer şekilde 01105627 22 =−++− yxyx  Diophantine denklemi de  

1)4(7)1( 22 −=−−+ yx  

olarak yazılabileceğinden 4,1 −=+= yvxu  değişken değişimi yapılarak denklem  

17 22 −=− vu  

negatif Pell denklemine indirgenmiş olur. Ancak ]4,1,1,1;2[7 =  olduğundan bu denk-

lemin tamsayı çözümleri yoktur (Peryot uzunluğu çift olduğundan). Dolayısıyla denk-

leminin tamsayı çözümleri yoktur.  

 

 



 18

 

2. POZİTİF TANIMLI FORMLAR VE TABAN NOKTALARI 

 

 

Bu kısımda ilk olarak pozitif tanımlı formlar ve normal formlar ele alınacak ve araların-

daki ilişki üzerinde durulacaktır. Daha sonra ise pozitif tanımlı formların taban noktaları 

),2(GL Z  grubu ve )2(H  genişletilmiş Hecke grubu dikkate alınarak incelenecektir.  

 

 

2.1. Pozitif Tanımlı Formlar. 

 

Bu alt bölümde pozitif tanımlı formların indirgenebilirliği ve normal formlar ile olan i-

lişkisi, daha sonra ise diskriminantı ∆  olan tüm indirgenmiş pozitif tanımlı formların 

nasıl elde edileceği gösterilecektir. 1.1.7. Tanımında pozitif tanımlı ),,( cbaF =  for-

munun cab ≤≤||  şartını sağlaması durumunda bu forma indirgenebilir form denilmişti. 

Örneğin )9,2,7( −=F  pozitif tanımlı formu indirgenebilir iken )9,8,2(=G pozitif ta-

nımlı formu indirgenebilir değildir. İndirgenemeyen pozitif tanımlı bir form aşağıdaki 

indirgeme algoritması kullanılarak aynı diskriminantlı indirgenebilir bir forma dönüştü-

rülebilir. Bu son forma, indirgenemeyen formun indirgenmişi denir.  

 

2.1.1. Teorem. ),,( cbaF =  pozitif tanımlı formu indirgenebilir olmasın. 0≥i  için  

⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢ +
=

i

ii
i c

cbr
2

 

olmak üzere F nin indirgenmişi  

),2,()( 21
iiiiiiiii

i arbrcrcbcF +−+−=+ρ  

dir (Buchmann ve Vollmer 2007). 

 

2.1.2. Not. 1) Yukarıdaki teoreme dikkat edilirse  

),(
1

10
)( ryxyFF

r
F +−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=ρ  

olduğu görülür.  
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2) Bu algoritma indirgenebilir form elde edilinceye kadar bir önceki forma uygulanma-

ya devam edilir. Üstelik F formu, kendisinin indirgenmiş olan )(Fiρ  formuna, yukarı-

daki matrislerin tersten çarpılması suretiyle elde edilen matris yardımıyla resmedilebilir, 

yani F ile indirgenmişi olan )(Fiρ  formu has denktir.  

3) İndirgeme adımlarının sayısı en fazla 2
||

log +
⎥
⎥
⎦

⎥

⎢
⎢
⎣

⎢
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∆
a  dir. 

 

2.1.3. Örnek. 3−=∆ diskriminantlı )3,27,61( −=F  formu indirgenebilir değildir. Bu 

forma yukarıda belirtilen indirgeme algoritması uygulanırsa 40 −=r  olur. Buna göre 

)1,3,3()(1 =Fρ formu elde edilir. Bu form indirgenebilir olmadığından bir kez daha in-

dirgeme algoritması uygulanırsa 21 =r  ve )1,1,1()(2 =Fρ formu elde edilmiş olur. Bu 

son form indirgenebilir olduğundan F formunun indirgenmişi  

)1,1,1()(2 =Fρ   

dir. Burada dikkat edilirse 3))(( 2 −=∆ Fρ  tür. Üstelik 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
−−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
92
41

41
10

21
10

g  

dönüşümü için ),(2 FgF ρ= yani F ve )(2 Fρ  formları birbirine denktir. 

 

2.1.4. Tanım. Diskriminantı ∆  olan pozitif tanımlı indirgenmiş (temel) form RF  ile 

gösterilir ve  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≡∆
∆−

≡∆
∆−

=

)4(mod1)
4

1,1,1(

)4(mod0)
4

,0,1(

RF  

olarak tanımlanır (Flath 1989).  

 

2.1.5. Not. Eğer pozitif tanımlı bir F formu indirgenebilir değilse bu form ),2(GL Z  nin 

elemanı ile aynı diskriminantlı indirgenmiş RF formuna resmedilebilir. Örneğin, 3−=∆  

diskriminantlı )3,3,1(=F formu indirgenebilir değildir. Aynı diskriminantlı indirgenebi-
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lir form )1,1,1(=RF  olup ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=
01
12

g  için RFgF =  dir. Benzer şekilde 8−=∆  diskri-

minantlı )6,4,1(=F  formu da indirgenebilir değildir. Aynı diskriminantlı indirgenmiş 

form )2,0,1(=RF  olup ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
12
01

g  için RFgF =  dir.  

 

2.1.6. Teorem. Eğer ),,( cbaF =  formu indirgenebilir ise 3|| ∆≤a dür (Buchmann 

ve Vollmer 2007). 

İspat. F indirgenebilir ise cab ≤≤||  dir. Buna göre ac ≥  olduğundan 244 aac ≥  dir. 

Benzer şekilde ab ≤||  olduğundan 2222 abab −≥−⇔≤  elde edilir. O halde  

2222 344|| aaabac =−≥−=∆  

dir. Buradan 3|| ∆≤a  olduğu açıktır.  

 

2.1.7. Teorem. ∆  diskriminantlı sonlu sayıda indirgenebilir pozitif tanımlı tam form 

vardır (Buchmann ve Vollmer 2007). 

İspat. ),,( cbaF = , ∆  diskriminantlı pozitif tanımlı form olsun. Bu takdirde 2.1.6. Teo-

reminden dolayı 3|||| ∆≤≤ ab  dür. Şu halde verilen herhangi bir ∆  diskriminantı 

için sonlu sayıda b ve a değeri (veya değerleri) vardır. Diğer yandan acb 42 −=∆  ol-

duğundan 
a

bc
4

2 ∆−
=  dır. b ve a için sonlu sayıda değer olduğundan c için de sonlu sa-

yıda değer vardır. Dolayısıyla indirgenebilir formların sayısı sonludur. 

 

2.1.8. Teorem. Pozitif tanımlı formların her bir denklik sınıfı tam olarak bir tane indir-

genebilir form bulundurur ki bu form RF  formudur (Buchmann ve Vollmer 2007). 

 

2.1.9. Not. 2.1.7 ve 2.1.8 Teoremlerine göre, ∆  diskriminantlı indirgenebilir pozitif ta-

nımlı formlar şu şekilde belirlenir: ∆  nın tek veya çift olması b nin tek veya çift olma-

sına bağlı olduğundan )2(mod∆≡b  dir. Diğer yandan elde edilen formun indirgenebi-

lir olması istenildiğinden 2.1.7. Teoremi gereği 3|||| ∆≤≤ ab  şartının sağlanması 

gerekir. Şu halde b için  
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⎣ ⎦3||)2(mod ∆≤≤∆ b  

aralığı elde edilmiş olur. acb 42 −=∆  için 
a

bc
4

2 ∆−
=  olup a sayısı  

4

2 ∆−
=

bA  

tamsayısını böler. Üstelik cab ≤≤||  eşitsizliği göz önüne alınırsa 
a
Aca =≤  elde edilir. 

Şu halde Aa ≤2  dır. Ayrıca ba ≥  olacağından a için ⎣ ⎦Aab ≤≤  aralığı elde edilmiş 

olur. a ve b için elde edilen bu aralıklardaki her değer için 
a

bc
4

2 ∆−
=  nın tamsayı olup 

olmadığı kontrol edilir. Eğer c tamsayı ise indirgenmiş pozitif tanımlı ),,( cba  formu el-

de edilmiş olur. Bu form için ),,( cba − de indirgenmiş pozitif tanımlı bir formdur. c 

tamsayı değilse indirgenmiş pozitif tanımlı form yoktur.  

 

Örneğin, 191−=∆  diskriminantlı pozitif tanımlı indirgenmiş formlar için )2(mod1≡∆  

olduğundan  

⎣ ⎦ 713||)2(mod ≤≤⇔∆≤≤∆ bb   

dir. Buna göre 7,5,3,1=b  olmak zorundadır. Diğer yandan cab ≤≤||  olması gerekti-

ğinden her bir b değeri için ba ≥  olmalıdır. Buna göre 

  1) 1=b  için 48
4
1911

4

2

=
+

=
∆−

=
bA olup ⎣ ⎦ 6148 ≤≤⇔≤≤ aab  dır. 

  (i) 1=a  için 48
4

2

=
∆−

=
a

bc  olup indirgenmiş form )48,1,1(  dir.  

  (ii) 2=a  için 24
4

2

=
∆−

=
a

bc  olup indirgenmiş formlar )24,1,2(  ve )24,1,2( −  dir. 

  (iii) 3=a  için 16
4

2

=
∆−

=
a

bc  olup indirgenmiş formlar )16,1,3(  ve )16,1,3( −  dir. 

  (iv) 4=a  için 12
4

2

=
∆−

=
a

bc  olup indirgenmiş formlar )12,1,4(  ve )12,1,4( −  dir. 

  (v) 5=a  için Z∉
∆−

=
a

bc
4

2

  olduğundan indirgenmiş form yoktur. 
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  (vi) 6=a  için 8
4

2

=
∆−

=
a

bc  olup indirgenmiş formlar )8,1,6(  ve )8,1,6( −  dir. 

    2) 3=b  için 50
4
1919

4

2

=
+

=
∆−

=
bA olup ⎣ ⎦ 73503 ≤≤⇔≤≤ aa  dir. 

  (i) 3=a  için Z∉
∆−

=
a

bc
4

2

 olduğundan indirgenmiş form yoktur. 

  (ii) 4=a  için Z∉
∆−

=
a

bc
4

2

  olduğundan indirgenmiş form yoktur. 

  (iii) 5=a  için 10
4

2

=
∆−

=
a

bc  olup indirgenmiş formlar )10,3,5(  ve )10,3,5( −  dir. 

  (iv) 6=a  için Z∉
∆−

=
a

bc
4

2

  olduğundan indirgenmiş form yoktur. 

  (v) 7=a  için Z∉
∆−

=
a

bc
4

2

  olduğundan indirgenmiş form yoktur. 

  3) 5=b  için 54
4
19125

4

2

=
+

=
∆−

=
bA olup ⎣ ⎦ 75545 ≤≤⇔≤≤ aa dir. 

  (i) 5=a  için Z∉
∆−

=
a

bc
4

2

 olduğundan indirgenmiş form yoktur. 

  (ii) 6=a  için 9
4

2

=
∆−

=
a

bc   olup indirgenmiş formlar )9,5,6(  ve )9,5,6( −  dir. 

  (iii) 7=a  için Z∉
∆−

=
a

bc
4

2

  olduğundan indirgenmiş form yoktur. 

  4) 7=b  için 60
4
19149

4

2

=
+

=
∆−

=
bA olup ⎣ ⎦ 77607 ≤≤⇔≤≤ aa  dir.  

  (i) 7=a   için Z∉
∆−

=
a

bc
4

2

  olduğundan indirgenmiş form yoktur. 

O halde tüm indirgenmiş formlar 

)48,1,1( , )24,1,2( , )24,1,2( − , )16,1,3( , )16,1,3( − , )12,1,4( , )12,1,4( − , 

)8,1,6( , )8,1,6( − , )10,3,5( , )10,3,5( − , )9,5,6( , )9,5,6( −  

dır. Burada dikkat edilirse elde edilen tüm bu formların diskriminantları -191 dir. 

 

2.1.10. Normal Form. Pozitif tanımlı ),,( cbaF =  formu aba ≤<−  şartını sağlıyor ise 

F ye normal form denir (Buchmann ve Vollmer 2007). 
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2.1.11. Teorem. Eğer ),,( cbaF =  normal ve 
2

|| ∆
≤a ise F indirgenebilirdir (Buch-

mann ve Vollmer 2007). 

İspat. ),,( cbaF =  normal ise aba ≤<−  olup 
2

|| ∆
≤a  ise ||4||2 2 ∆≤⇔∆≤ aa  

dir. F pozitif tanımlı olduğundan 0<∆  dır. O halde  

a
a
a

aa
bcbac =≥

∆
≥

+∆
=⇔−=∆

4
4

4
||

4
||4||

22
2  

Ayrıca aba ≤<−  olduğundan cab ≤≤||  elde edilir. Dolayısıyla F indirgenebilirdir. 

 

2.1.12. Teorem. Eğer ),,( cbaF =  normal ve  || ∆≥a  ise 2ac ≤  dir (Buchmann ve 

Vollmer 2007). 

İspat. Eğer F normal ise aba ≤<−  dir. Buradan 22 ab ≤  elde edilir. Diğer yandan  

|| ∆≥a  olduğundan ||2 ∆≥a  ve böylece  

24
2

44
||4||

2222
2 a

a
a

a
aa

a
bcbac ==

+
≤

+∆
=⇔−=∆  

dir. 

 

2.1.13. Teorem. F normal fakat indirgenemeyen bir form olsun. || ∆<a  ise )(Fρ  

formu indirgenebilirdir (Buchmann ve Vollmer 2007). 

İspat. || ∆<a  olsun. F normal fakat indirgenebilir olmadığından ya ca >  dir ya da 

ca =  ve 0<b dır. İkinci halde )(Fρ nin indirgenebilir olduğu açıktır. ca >  hali dikkate 

alınsın. 2|| ∆<c  ise  )(Fρ  nin indirgenebilirdir. Bu nedenle 2|| ∆≥c  olsun. Bu 

takdirde ||4 2 ∆≥c  olup |||| ∆<≤ ab  olduğundan 1
4 2

2

≤
c

b  dir. Dolayısıyla 1|| ≤r  

dir. 0=r  ise ac <  olup ),,()( abcF −=ρ  indirgenebilirdir. 1|| =r  ise 1±=r  olup 

),2,()( cbacbcF +±−= mρ  

dir. Eğer || ba >  ise ccbacba >+−≥+ ||m  olacağından )(Fρ  indirgenebilirdir. Eğer 

ba =  ise 0>b  olduğundan 1=r  olup ),2,()( ccacF +−=ρ  dir. Diğer yandan 
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22
|| ac >

∆
≥  

olduğundan 02 >+− ca , yani ),2,()( ccacF +−=ρ indirgenebilirdir. 

 

2.1.14. Teorem. F normal fakat indirgenemeyen bir form ise rca ≥ dir (Buchmann ve 

Vollmer 2007). 

İspat. Eğer 1|| =r  ise F normal fakat indirgenemeyen bir form ise rca ≥  olduğu açıktır. 

Bu nedenle 1|| >r  olduğu kabul edilsin. Bu takdirde 042 <−=∆ acb  olduğundan  

2
1

22
1

22
−≥⇔⎥⎦

⎥
⎢⎣
⎢ +=⎥⎦

⎥
⎢⎣
⎢ +

= r
c

b
c

b
c
cbr  

dir. O halde 

crrcrrcrc
c

bc
c

b
c

ba >≥−>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −≥⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=>

+∆
= ||)1|(|||

2
1||

2
||

44
|| 2222

 

dır. Şu halde rca ≥  dir. 

 

Yukarıdaki teoremden aşağıdaki sonuç verilebilir. 

 

2.1.15. Sonuç. F normal ve 1|| ≤r  ise F, )(1 Fρ ve )(2 Fρ  formlarından birisi indirgene-

bilirdir (Buchmann ve Vollmer 2007). 

 

 

2.2. Pozitif Tanımlı Formların Taban Noktaları. 

 

Tekcan ve Bizim (2003), pozitif tanımlı bir ),,( cbaF =  formunun üst-yarı düzlemdeki 

bir z karmaşık sayısı için ))((),( yzxzyxayxF ++=  şeklinde yazılabildiğini, tersine 

verilen herhangi bir U∈+= iqpz sayısı için, bu sayıyı taban noktası kabul eden 

4

2

||
4
z

q−
=∆ diskriminantlı pozitif tanımlı bir 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== 1,

||
2,

||
1),,( 22 z

p
z

cbaF          (2.2.1) 

formunun olduğunu göstermişlerdi.  
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Bu kısımda ilk olarak 2≥m  tamsayısı için taban noktaları 
m

x 1−
=

 
doğrusu üzerinde o-

lan pozitif tanımlı formlar ele alınacak, bu formlardan kaç tanesinin tam form olduğu ve 

tam olmayan formların indirgenmiş formlara nasıl resmedilebileceği gösterilecektir. 

Daha sonra aynı problem 1≥m  tamsayısı için taban noktaları 2
22 1:

m
yxC =+  çem-

berinin üst-yarı düzlemde kalan yayı üzerinde olan pozitif tanımlı formlar için ele alına-

caktır. Tüm bu işlemlerde ),2(GL Z  grubu dikkate alınacaktır. Daha sonra benzer işlem-

ler ),2(GL Z  grubu yerine )2(H  genişletilmiş Hecke grubu alınarak incelenecektir.  

 

2.2.1. Teorem. 2≥m  olmak üzere 20 mD <<  olsun. Bu takdirde DF −=∆ )(  diskri-

minantlı ve taban noktası 
m

x 1−
=  doğrusu üzerinde olan pozitif tanımlı bir ),,( cbaF =  

formu vardır (Tekcan ve Bizim 2003).  

İspat. iyxz += olmak üzere 
m

x 1−
=  için D

|z|
y

−=
−

4

24  eşitliğinden 

Dm
Dmmy −+

=
2

 
elde edilir. Buna göre (2.2.1) eşitliğinden 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−+

−

−+
== 1,,

)(2
),,(

22 Dmm

D

Dmm

mDcbaF                                      (2.2.2) 

pozitif tanımlı formu elde edilmiş olur. Burada dikkat edilirse (2.2.2) de elde edilen po-

zitif tanımlı form tam form değildir. Bu formun tam olması için m nin tek veya çift olu-

şuna göre iki durum söz konusudur:  

1. Durum:  m tek olsun. Bu takdirde belli bir pozitif k tamsayısı için 12 += km  dir. Bu 

durumda D çift olup F nin tam olması için gerek ve yeter şart kl ≤≤1  özelliğindeki l 

tamsayıları için 22 )12( −−= lmD  olmasıdır. Gerçekten de F tam olsun. Bu takdirde m 

tek ve D çift olduğundan Dm −2  tektir. 1≥l  tamsayısı için 122 −=− lDm  deni-

lirse 22 )12( −=− lDm  ve böylece 22 )12( −−= lmD  elde edilir. D pozitif olduğundan 

))12())(12(()12( 22 −+−−=−− lmlmlm  
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pozitif olmak zorundadır. 1≥l  olduğundan 0)12( >−+ lm  ve böylece 0)12( >−− lm  

dır. Bu ise lk >+1  olması demektir. O halde kl ≤≤1 için 22 )12( −−= lmD  dir. 

Tersine kl ≤≤1  özelliğindeki l tamsayıları için 22 )12( −−= lmD  olsun. m tek ve D 

çift olduğundan )12( −− lm  çift olup  

( ) 2
))12((

)12(2
))12((

)(2

22

2

−−
=

−+
−−

=
−+

=
lmm

lm
lmm

Dmm
mDa  

tamsayı ve benzer şekilde  

)12(
)12(

))12(( 22

2
−+−=

−+
−−−

=
−+

−
= lm

lm
lm

Dmm
Db  

tamsayı olur, yani F formu tamdır.  

2. Durum: m çift olsun. Bu takdirde belli bir pozitif k tamsayısı için km 2=  dır. Bu du-

rumda da F nin tam olması için gerek ve yeter şart 11 −≤≤ mt  özelliğindeki t tamsayı-

ları için 22 tmD −=  olmasıdır. Gerçekten de F tam olsun. Bu takdirde 02 >− Dm  ol-

duğundan pozitif t tamsayısı için tDm =−2  denilirse 22 tmD −=  elde edilir. D po-

zitif olduğundan ))((22 tmtmtm +−=− çarpımı pozitif olmak zorundadır. m ve t pozi-

tif olduğundan tm +  pozitiftir. Dolayısıyla tm −  pozitif olmak zorundadır.  Bu ise 

tm >  olması demektir. Böylece 1−≤ mt  elde edilir. Diğer yandan t pozitif olduğundan 

11 −≤≤ mt  dir. O halde 22 tmD −=  dir. 

Tersine 11 −≤≤ mt  için 22 tmD −=  olsun. Bu takdirde m çift olduğundan  

2
)(

)(2
)(

)(2

22

2

tmm
tm
tmm

Dmm

mDa −
=

+
−

=
−+

=  

ve benzer şekilde  

tm
tm
tm

Dmm

Db +−=
+
−−

=
−+

−
=

)( 22

2
 

birer tamsayı olur, yani F formu tamdır.  

2.2.2. Sonuç. 12 += km  ise taban noktaları 
m

x 1−
=  doğrusu üzerinde olan k tane pozi-

tif tanımlı form vardır ve bu formlar  

kjjmjFj ≤≤−= 1,)1,2,(          (2.2.3) 
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şeklindedir. km 2=  ise yine taban noktaları 
m

x 1−
=  doğrusu üzerinde olan 1−m  tane 

pozitif tanımlı tam form vardır ve bu formlar   

11,)1,,( −≤≤−= mjjkjFj         (2.2.4) 

şeklindedir (Tekcan ve Bizim 2003).  

 

Yukarıda elde edilen tam formlara dikkat edilirse, bu formların indirgenebilir olmadığı 

görülür. Ancak indirgenemeyen herhangi bir pozitif tanımlı F formu, ),2(GL Z  nin belli 

bir elemanı ile F ile aynı diskriminantlı indirgenebilir bir forma resmedilebileceği bir 

önceki bölümde görüldü. O halde aşağıdaki teorem verilebilir.  

 

2.2.3. Teorem. (2.2.3) ve (2.2.4) de elde edilen pozitif tanımlı F tam formları, ),2(GL Z  

nin belli bir elemanı ile F ile aynı diskriminantlı indirgenebilir RF  formuna resmedile-

bilir (Tekcan ve Bizim 2003).  

İspat. 2.2.1. Teoreminin ispatına benzer şekilde m nin tek veya çift olmasına göre ispat 

iki durumda ele alınacaktır.  

1. Durum: 12 += km  olsun. Bu durumda (2.2.3) gereği kj ≤≤1 için pozitif tanımlı 

tam formlar )1,2,)12(( jjkFj −+= dir. Aynı diskriminantlı indirgenebilir pozitif ta-

nımlı form ),0,1( 2jmjF jR −=  olup ),2(GL Z∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

ut
sr

g  için  

222

22

2

02222
12

jmjujtumjt

sujtsjrumjrt
sjrsmjr

−=+−

=+−−
=+−

 

denklem sistemi elde edilir. Denklem sisteminin bir çözümü jutsr ==== ,1,1,0  dir. 

Şu halde ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

j
g

1
10

 için jRjj FFg =  dir, yani jF  ve jRF  formları birbirine denktir.  

2. Durum: km 2=  olsun. Bu takdirde (2.2.4) gereği 11 −≤≤ mj  için pozitif tanımlı 

tam formlar )1,,( jkjFj −= dir. Burada j nin tek veya çift olması durumuna göre iki 

hal söz konusudur.  

(i) j tek, yani belli bir 0≥h  tamsayısı için 12 += hj  olsun. Bu durumda (2.2.4) eşitli-

ğinden pozitif tanımlı tam formlar  
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)1),12(),12(( +−+= hhkFj  

olup bu forma  karşılık gelen aynı diskriminantlı indirgenmiş form 

)2,1,1( 2 kkhhhF jR ++−−=  

dir. Buna göre 

kkhhhutuhthk
sutshruhrthk

srshrhk

++−−=++−+

=++−+−+
=++−+

2)12()12(
12)12()12()12(2

1)12()12(

222

22

 

denklem sistemi elde edilir. Denklem sisteminin bir çözümü 1,1,1,0 +==== hutsr  

dir. O halde ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= +

2
11

10
jjg  için jRjj FFg =  dir.  

(ii) j çift, yani belli bir 0≥h  tamsayısı için hj 2=  olsun. Bu durumda (2.2.4) den pozi-

tif tanımlı form )1,2,2( hkhFj −= olup indirgenmiş form )2,0,1( 2 khhF jR +−=  dır. 

Buna göre  

khhuhtukht

suhtshrukhrt
shrskhr

222

02224
122

222

22

+−=+−

=+−−
=+−

 

denklem sisteminin bir çözümü hutsr ==−== ,1,1,0  olduğundan ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

21
10
jjg  için 

jRjj FFg =  dir.  

 

Örneğin, m = 5 için pozitif tanımlı formlar )1,2,5(1 −=F  ve )1,4,10(2 −=F  ve indir-

genebilir formlar )4,0,1(1 =RF ve )6,0,1(2 =RF  olup  

1111 için 
11
10

RFFgg =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=    ve  2222 için 

21
10

RFFgg =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=  

dir. Benzer şekilde 6=m  için pozitif tanımlı formlar 

)1,5,15(ve)1,4,12(),1,3,9(),1,2,6(),1,1,3( 54321 −=−=−=−=−= FFFFF  

ve indirgenebilir formlar  

)9,1,1(ve)8,0,1(),7,1,1(),5,0,1(),3,1,1( 54321 ===== RRRRR FFFFF  

olup  
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5555

4444

3333

2222

1111

için 
31
10

,için 
21
10

,için 
21
10

,için 
11
10

,için 
11
10

R

R

R

R

R

FFgg

FFgg

FFgg

FFgg

FFgg

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

 

dir. 

 

Şimdi yukarıda ele alınan problem, taban noktaları orijin merkezli çemberler üzerinde 

olan pozitif tanımlı kuadratik formlar için ele alınsın.  

 

2.2.4. Teorem. 1≥m  tamsayısı için 2
22 1:

m
yxC =+  ve ∩= CC~ U  olsun. Bu tak-

dirde 240 mD <<  için taban noktaları C~  da olan DGF −=∆=∆ )()(  diskriminantlı 

pozitif tanımlı ),,( cbaF −=  ve ),,( cbaG =  formları vardır (Tekcan ve Bizim 2003).  

İspat. Yine iyxz +=  için 
m

z 1|| =  olup 24

2

2||
4

m
DyD

z
y

=⇔−=
−  elde edilir. Bu son 

eşitliğe göre 2

2

2
4

m
Dmx −

±=  dir. Şu halde taban noktaları C~  çemberi üzerinde olan 

DGF −=∆=∆ )()(  diskriminantlı 

)1,4,( 22 DmmF −−=  ve  )1,4,( 22 DmmG −=       (2.2.5) 

pozitif tanımlı formları vardır. Yine burada dikkat edilirse (2.2.5) de elde edilen bu 

formlar tam değildir. Bu formlardan sadece F tam hale getirilsin. Benzer şekilde G için 

de yapılabilir. Dmb −= 24  olsun. Bu takdirde F nin tam olması için gerek ve yeter 

şart 121 −≤≤ mt  için 224 tmD −=  olmasıdır. F tam ise Dm −24 ∈Z  dir. Buna gö-

re 04 2 >− Dm  olduğundan pozitif t tamsayısı için tDm =−24  denilirse buradan  
2222 44 tmDtDm −=⇔=−  
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elde edilir. D pozitif olduğundan eşitliğin sağındaki ifadenin pozitif olması gerekir. m 

ve t pozitif olduğundan tm +2  pozitif olup tm −2  pozitif olmak zorundadır. Buradan 

mttm 202 <⇔>−  elde edilir. O halde 121 −≤≤ mt  dir. Buna göre, 121 −≤≤ mt  

için 224 tmD −=  dir. Tersine, 121 −≤≤ mt  için 224 tmD −=  olsun. Bu takdirde t 

tamsayı olduğundan tDmb =−= 24  tamsayıdır. 2ma =  ve 1=c  tamsayı olduğun-

dan F tamdır.  

 

2.2.5. Sonuç. 1≥m  olmak üzere taban noktaları C~  çemberi üzerinde olan 12 −m  tane 

pozitif tanımlı tam form vardır ve bu formlar 

)1,,( 2 jmFj −=  ve )1,,( 2 jmG j =        (2.2.6) 

şeklindedir (Tekcan ve Bizim 2003).  

 

2.2.6. Not. ),2(GL
10

01
Z∈⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=g  matrisi için ),,( cba  formu ),,( cba − formuna has 

olmayan denktir. (2.2.6) eşitliğine dikkat edilirse aynı g dönüşümü için jj GgF = dir, 

yani jF  ve jG  formları birbirine has olmayan denktir.  

 

2.2.7. Teorem. (2.2.6) da elde edilen indirgenemeyen formlar, ),2(GL Z  nin belli bir 

elemanı ile aynı diskriminantlı indirgenebilir formlara resmedilebilirler (Tekcan ve Bi-

zim 2003). 

İspat. 1. Durum: j tek, yani belli bir 0≥h  tamsayısı için 12 += hj  olsun. Bu durumda 

(2.2.6) dan pozitif tanımlı tam form )1,12,( 2 −−= hmFj olup bu forma karşılık gelen 

indirgenebilir form ),1,1( 22 mhhF jR +−−=  dir. Buna göre  

22222

2

222

)12(
12)12()12(2

1)12(

mhhutuhtm
sutshruhrtm

srshrm

+−−=++−

=++−+−

=++−

 

denklem sistemi elde edilir. Denklem sisteminin bir çözümü 1,1,1,0 +==== hutsr  

 olup ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= +

2
11

10
jjg   için jRjj FFg =  dir.  
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2. Durum: j çift, yani belli bir 0≥h  tamsayısı için hj 2=  denilirse )1,2,( 2 hmFj −=  

olup bu forma karşılık gelen indirgenmiş form ),0,1( 22 mhFRj +−=  dir. Buna göre 

22222

2

222

2

02222

12

mhuhtutm

suhtshrurtm

shrsrm

+−=+−

=+−−

=+−

 

denklem sistemi elde edilir. Denklem sisteminin bir çözümü hutsr ==−== ,1,1,0  

dır. O halde ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

21
10

jjg  için jRjj FFg =  dir. Benzer işlemler jG  için de yapılabilir.  

 

Örneğin, 5=m  için (2.2.6) dan indirgenemeyen pozitif tanımlı formlar  

)1,9,25(
),1,8,25(),1,7,25(),1,6,25(),1,5,25(
),1,4,25(),1,3,25(),1,2,25(),1,1,25(

9

8765

4321

−=
−=−=−=−=
−=−=−=−=

F
FFFF

FFFF
 

olup bu formlara karşılık gelen aynı diskriminantlı indirgenmiş formlar  

)5,1,1(),9,0,1(),13,1,1(),16,0,1(

),19,1,1(),21,0,1(),23,1,1(),24,0,1(),25,1,1(

9876

54321

====

=====

RRRR

RRRRR

FFFF

FFFFF
 

dır. Buna göre 

,için
41
10

,için
31
10

,için
31
10

,için
21
10

,için
21
10

,için
11
10

,için
11
10

7

6

5

4

3

2

1

777

666

555

444

333

222

111

R

R

R

R

R

R

R

FFgg

FFgg

FFgg

FFgg

FFgg

FFgg

FFgg

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=
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9

8

999

888

için
51
10

,için
41
10

R

R

FFgg

FFgg

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

 

dur.  

 

2.2.8. Not. Yukarıda ),2(GL
10

01
Z∈⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=g matrisi altında jF  ve jG  formlarının bir-

birine has olmayan denk olduğu söylendi. Yukarıdaki teoremde ise jF  formlarının ken-

disiyle aynı diskriminantlı jRF formlarına belli bir jg dönüşümü ile resmedilebileceği 

gösterildi. Şu halde 1−gg j dönüşümü de jG  formunu jRF  formuna resmeder, yani 

jRjj FGgg =−1  

dir. 

 

 
                                             

                                               Şekil 2.1. 1−gg j  dönüşümü 

 

Yukarıda ele alınan problem ),2(GL Z grubu yerine )2(H genişletilmiş Hecke grubu-

nu alınarak incelensin. Ancak ilk olarak modüler grup ve bu grubun temel bölgesi hak-

kında kısa bir bilgi verilsin. Z∈utsr ,,,  ve 1=− stru olmak üzere  

utz
srzz

+
+

→  

şeklindeki dönüşümlerin kümesi, fonksiyonlarda bileşke işlemine göre bir grup oluştu-

rur. Bu gruba modüler grup denir ve ),2(PSL Z=Γ  ile gösterilir. O halde  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ =−∈

+
+

== 1,,,,:),2PSL( struutsr
utz
srzz ZZ  
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dir. Modüler grup 
z

zT 1)( −=  ve 1)( += zzV  dönüşümleri ile üretilir ve 

1
1)()(
+

−==
z

zTVzU  

dönüşümü için bu grubun grup gösterimi 

〉==〈=Γ IUTUT 32|,  

dır. Bu grubun temel bölgesi 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ≤≥∈=Γ

2
1|)Re(|,1||:)( zzzX U  

olup bu küme aşağıdaki şekilde belirtilmiştir. 

 
                                   Şekil 2.2. Modüler grubun temel bölgesi 

 

Hecke (1936), λ  bir reel sayı olmak üzere  

z
zT 1)( −=   ve λλ += zzV )(  

dönüşümleri ile üretilen bir grup tanımlamış, bu gruba Hecke grubu adını vermiş ve bu 

grubu )(λH ile göstermiştir.  Ayrıca )(λH  grubunun ayrık grup olması için gerek ve ye-

ter şartın 3,,cos2 ≥∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== qq

qq Nπλλ  veya 2≥λ  olması gerektiğini göstermiştir. 

λλλ +
−==

z
zTVzU 1)()(  dönüşümü için )( qH λ  grubunun grup gösterimi 

〉==〈= IUTUTH q
q )(|,)( 2

λλλ  

dir. )( qH λ  grubu, mertebeleri sırasıyla 2 ve q  olan iki devirli grubun serbest çarpımına 

izomorftur, yani qq CCH ∗≅ 2)(λ  dur. Örneğin, 3=q  için )( 3λH , ),2(PSL Z grubudur 

ki bu esasında yukarıda bahsedilen Γ  modüler grubudur.  
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Hecke grubuna, 
z

zR 1)( =  yansıma dönüşümü eklenirse )(λH  ile gösterilen genişletil-

miş Hecke grubu elde edilir. Bu grubun grup gösterimi de 

〉=====〈= IRUTRRUTRUTH q
q

2222 )()()(|,,)( λλλλ  

dir. 

 

4=q  olarak alınırsa )2(H  genişletilmiş Hecke grubu elde edilir. Bu grubun temel 

bölgesi  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≥≤≤−∈= 1||,0)Re(
2
2:))2(( zzzHX U  

kümesi olup bu küme aşağıdaki şekilde belirtilmiştir.  

 

                Şekil 2.3. )2(H  Genişletilmiş Hecke grubunun temel bölgesi 

 

Bu kısımda, )2(H  genişletilmiş Hecke grubu ile ilgili olması bakımından katsayıları 

},:2{]2[ ZZ ∈+= vuvu  halkasında olan pozitif tanımlı formlar ele alınacaktır.  

 

2.2.9. Teorem. 3≥m  tamsayısı için 220 mD<<  olsun. Bu takdirde taban noktası 

m
x 2−
=  doğrusu üzerinde olan bir ]2[FF =  pozitif tanımlı formu vardır (Çıldır, 

Özden ve Tekcan 2016). 

İspat. 3≥m  tamsayısı için 
m

x 2−
=  olsun. Bu durumda  

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−+

−

−+
= 1,

2
2,

)2(2 22 Dmm
D

Dmm
mDF        (2.2.7) 
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pozitif tanımlı formu elde edilir. Bu forma dikkat edilirse bu form tam form değil, yani 

katsayıları ]2[Z  halkasında değildir. Bunun için iki durum söz konusudur. 

1. Durum: m tek, yani +∈Zk  için 12 += km  olsun. Bu takdirde (2.2.7) de elde edilen 

formun tam olması için gerek ve yeter şart kl <  özelliğindeki l tamsayıları için 

22 )12(2 −−= lmD  olmasıdır. Gerçekten de F tam olsun. Bu takdirde m  tek ve D  çift 

olduğundan Dm 22 −  ifadesi tek olmak zorundadır. +∈Zl için 1222 −=− lDm deni-

lirse 22 )12(2 −−= lmD  elde edilir. D  pozitif olduğundan eşitliğin sağındaki ifadenin 

pozitif olması gerekir. Buna göre 

0)12)(12(0)12(0 22 >−++−⇔>−−⇔> lmlmlmD  

dır. 12 += km  olduğundan 0)1)(( >+−+ lklk  dır. 0>l  ise  k da pozitif  olduğundan 

0>+ lk  dır. Dolayısıyla  01>+− lk  olmalıdır ki bu 1−> lk  olması demektir. 0<l  

ise 0<+ lk  ve böylece 01<+− lk  dır. Buradan lk <+1  elde edilir ki bu +∈Zk  ol-

ması ile çelişir. O halde 01>+k  dır. Buradan 01>+− lk  sonucu elde edilir. Yani 

lk ≤−  dir. O halde kl ≤  dır. Tersine kl ≤  için 22 )12(2 −−= lmD  olsun. Bu takdirde 

m tek olduğundan )12( −− lm  çift ve böylece )( lk −  tek olduğundan 

2
)1)(12(

)2(2 2

+−+
=

−+
=

lkk
Dmm

mDa  

ve benzer şekilde   

)1(2
2

2
2

−−=
−+

−
= kl

Dmm
Db  

olduğu kolayca görülebilir. Yani F tamdır. 

2. Durum: m çift, yani +∈Zk için  km 2= olsun. Bu takdirde F  nin tam olması için 

gerek ve yeter şart 1−≤mt  özelliğindeki t ler için 222 tmD −=  olmasıdır. Gerçekten 

de F tam olsun. Bu takdirde tDm =− 22  denilirse 222 tmD −= elde edilir. D  pozitif 

olduğundan 22 tm −  pozitif ve böylece 0))(( >+− tmtm  olmak zorundadır. m ve t po-

zitif olduğundan 0)( >+ tm  ve böylece 0)( >− tm olmak zorundadır. Buradan 

1−≤mt  olduğu sonucu elde edilir. Tersine 1−≤mt  için 222 tmD −=  olsun. Bu du-

rumda m ve t çift olduğundan tm − çift ve böylece  
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2
)(

)2(2 2

tmk
Dmm

mDa −
=

−+
=  

bir tamsayıdır. Benzer şekilde  

22

2
2

tm

Dmm

Db −
−=

−+

−
=  

olur, yani F tamdır.  

 

2.2.10. Sonuç. 12 += km  için taban noktaları 
m

x 2−
=  doğrusu üzerinde olan k tane 

pozitif tanımlı tam form vardır ve bu formlar 

)1,22,( jmjFj −= , kj ≤≤1         (2.2.8) 

şeklindedir. km 2=  ise taban noktaları 
m

x 2−
=  doğrusu üzerinde olan 1−m  tane po-

zitif tanımlı tam form vardır ve bu formlar 

)1,2,( jkjFj −= , 11 −≤≤ mj         (2.2.9) 

şeklindedir (Çıldır, Özden ve Tekcan 2016). 

 

2.1.4. Tanımında diskriminantı ∆  olan pozitif tanımlı indirgenmiş (temel) formun  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≡∆
∆−

≡∆
∆−

=

)4(mod1)
4

1,1,1(

)4(mod0)
4

,0,1(

RF  

şeklinde olduğu dikkate alınırsa, ]2[Z  halkasındaki diskriminantı ∆  olan indirgemiş 

form 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≡∆
∆−

−

≡∆
∆−

=
)4(mod2)

4
2,2,1(

)4(mod0)
4

,0,1(
RF                  (2.2.10) 

olarak elde edilir. (2.2.8) ve (2.2.9) da elde edilen pozitif tanımlı tam formlar indirgene-

bilir değildir. 2.2.3. Teoremine benzer şekilde bu formlar da aynı diskriminantlı indir-

genmiş formlara )2(H  genişletilmiş Hecke grubunun belli bir elemanı ile aşağıdaki 

gibi resmedilebilirler.  
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2.2.11. Teorem. (2.2.8) ve (2.2.9) da elde edilen ]2[Z  halkasındaki indirgenemeyen 

pozitif tanımlı tam formlar, )2(H  genişletilmiş Hecke grubunun belli bir elemanı ile 

(2.2.10) daki aynı diskriminantlı indirgenmiş forma resmedilebilirler, yani belli bir 

)2(Hg∈  için Rj FgF =  dir (Çıldır, Özden ve Tekcan 2016). 

İspat. m nin tek veya çift olmasına göre iki durumda ele alınacaktır. 

1. Durum: m  tek olsun. Bu durumda pozitif tanımlı tam form )1,22,( jmjFj −=  olup 

bu formun diskriminantı  

)4(mod0)2(44)22()( 2 ≡−=−−=∆ mjjmjjFj  

dır. Buna göre (2.2.10) dan aynı diskriminantlı indirgenmiş form )2,0,1( 2jmjF jR −=  

olup  )2(H
ut
sr

g j ∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=  matrisi için aşağıdaki denklem sistemi elde edilir.  

222

22

222

0222222

122

jmjujtumjt

sujtsjrumjrt

sjrsmjr

−=+−

=+−−

=+−

 

Denklem sisteminin bir çözümü jutsr 2,1,1,0 ====  dir. Buna göre 

)2(
21
10

H
j

g j ∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=  

için jRjj FFg =  dir. 

2. Durum: m çift olsun. Bu durumda pozitif tanımlı tam formlar )1,2,( jkjFj −=  dır. 

Bu formların diskriminantı kjjFj 42)( 2 −=∆  dır. Burada iki durum söz konusudur. 

(i) j tek, yani +∈Zh için 12 −= hj  olsun. Bu durumda )1),12(2),12(( −−−= hhkFj  

olup bu formun diskriminantı )4(mod248288 2 ≡+−+−=∆ kkhhh dır. Dolayısıyla bu 

forma karşılık gelen indirgenmiş form )222,2,1( 2 kkhhhFRj −++−−= olup 

kkhhhutuhthk

sutshruhrthk

srshrhk

−++−=+−−−

−=+−−−−−

=+−−−

222)12(2)12(

22)12(2)12(2)12(2

1)12(2)12(

222

22

 

denklem sisteminin bir çözümü 2,1,1,0 hutsr ==−==  dir, yani  
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)2(
2
11

10
Hjg j ∈

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+
−

=  

için jRjj FFg =  dir. 

(ii) j çift, yani +∈Zh  için hj 2=  olsun. Bu durumda )1,22,2( hhkFj −=  olup bu for-

mun diskriminantı )4(mod0)22(4)( 2 ≡−=∆ khhFj olduğundan bu forma karşılık gelen 

indirgenmiş form )22,0,1( 2hhkF jR −=  dır. Buna göre  

222

22

22222

0222224

1222

hhkutuhkt

sutshruhkrt

shrshkr

−=+−

=+−−

=+−

 

denklem sisteminin bir çözümü 2,1,1,0 hutsr ==== dir, yani 

)2(
2

1
10

Hjg j ∈
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=  

için jRjj FFg =  dir. 
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3. POZİTİF TANIMLI FORMLAR, TABAN NOKTALARI VE BAZLAR 

 

Tezin bu bölümünde, pozitif tanımlı formlar, bu formların taban noktaları ve C  nin R  

bazı ile ilgili bazı cebirsel sonuçlar verilecektir. Ayrıca bu üç kavramın birbiri ile olan 

ilişkisi üzerinde durulacaktır. 

 

 

3.1. Pozitif Tanımlı Formlar, Bu Formların Taban Noktaları ve Bazlar. 

 

Bu alt bölümde pozitif tanımlı formların taban noktaları ve C  nin R  bazı ile ilgili bazı 

yeni teoremler ve sonuçlar verilecektir.  

 

3.1.1. Teorem. ),2(GL R∈g  elemanı ve ),( βα=B  bazı için 

(1) )()det()( BOgBgO =  dir. 

      (2) )()( BBg ∆=∆  dir (Tekcan ve Kutlu 2017). 

İspat. (1) ),2(GL R∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

ut
sr

g ve ),( βα=B bazı için 

),( ustrBg βαβα ++=  

olduğundan 

)()det(

)sgn())sgn(det(

)))(())((sgn()(

BOg
i

g

i
ustrustrBgO

=

−
=

++−++
=

βαβα

βαβαβαβα

 

dir.  

   (2) Benzer şekilde  

)(
)())(det(

)])([(

)])(())([[()(

22

2

2

B
g

stru

ustrustrBg

∆=
−=

−−=

++−++=∆

βαβα

βαβα

βαβαβαβα

 

dir. 
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3.1.2. Teorem. B pozitif yönlendirilmiş ise BF  de pozitif tanımlıdır. Üst-yarı düzlemde-

ki her z karmaşık sayısı için zF  pozitif tanımlıdır (Tekcan ve Kutlu 2017).  

İspat. B pozitif yönlendirilmiş ise 1)( =BO  olup )),(2,( 2222 nmnlkmlkFB +++=  dir.  

Buna göre 022 >+ lk  ve 022 >+ nm  dır. Diğer yandan BF  nin diskriminantı  

0)(4))((4)](2[)( 222222 <−−=++−+=∆ mlknnmlknlkmFB  

olduğundan BF  pozitif tanımlıdır. iqpz +=  üst-yarı düzlemde ise 0>q olacağından 

),2,1( 22 qppFz +=  ve böylece  

04)(4)2()( 2222 <−=+−=∆ qqppFz  

olduğundan zF  pozitif tanımlıdır. 

 

3.1.3. Not. 1) B negatif yönlendirilmiş ise )),(2,( 2222 nmnlkmlkFB +++−=  olaca-

ğından 022 <−− lk  ve 022 <−− nm  olur, yani BF  pozitif tanımlı değildir. Benzer şe-

kilde z alt-yarı düzlemde ise 0<q  olacağından ),2,1( 22 qppFz +−=  pozitif tanımlı 

değildir. 

2) Pozitif tanımlı F formunun taban noktasına karşılık gelen ),,1()( a
c

a
bF Fz =  formu her 

zaman pozitif tanımlıdır. Çünkü F pozitif tanımlı olduğundan 0, >ca  ve böylece 0>
a
c  

dır. Diğer yandan bu formun diskriminantı  

0))(1(4)()( 2
2

)( <
∆

=−=∆
aa

c
a
bF Fz   

dır. 

 

3.1.4. Teorem. Pozitif tanımlı F formu, bu formun )(Fz taban noktası, z karmaşık sayı-

sı ve ),( βα=B , )(FB  bazları için  

      (1) )()( BFB ∆=∆  ve )()( zFz ∆=∆  dir. 

      (2) cFFaFFF
a

F FBFzFBFz === )()()()( ,,1  ve )()( )( FzFB FF
Fz

=  dir. 

      (3) BBFz F
a
cF =)(  ve )()()( FBFzFB F

c
aF =  dir. 
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      (4) BBOFB B α)()( =  dir. 

      (5) )()( )( BBFz FzFz = ve )()()()( )()()())(( FzFzFzFz FBFBFzFzFB === dir (Tekcan ve 

Kutlu 2017). 

İspat. (1) B bazına karşılık gelen form )),(2,( 2222 nmnlkmlkFB +++±= olup bu for-

mun diskriminantı  

)()(4))((4)](2[)( 222222 BmlknnmlknlkmFB ∆=−−=++−+=∆  

dir. iqpz += karmaşık sayısına karşılık gelen form ),2,1( 22 qppFz +±=  olup bu for-

mun diskriminantı da 

)(4)(4)2()( 2222 zqqppFz ∆=−=+−=∆  

dir.  

(2) ),,1()( a
c

a
bF Fz =  olduğu dikkate alınırsa  

F
a

cba
aa

c
a
bF Fz

1),,(1),,1()( ===  

olduğu görülür.  

)
2

,()( ∆−+
=

ibaFB  bazı için a=α  ve 
2

∆−+
=

ibβ  olarak alınırsa  

,)( 2aN =α abTr =)( βα  ve acN =)(β  

olduğundan bu baza karşılık gelen form ),,( 2
)( acabaF FB =  dir. Burada açıkça görüle-

ceği üzere  

aFcbaaacabaF FB === ),,(),,( 2
)(  

dir. 

a
ibFz
2

)( ∆−+
=  taban noktası ve )

2
,()( ∆−+

=
ibaFB  bazı için  

)
4

2,
2

()()(
2

a
ibbibFBFz ∆−+∆+∆−+

=  

dir. Burada 
2

∆−+
=

ibα  ve 
a
ibb

4
22 ∆−+∆+

=β  olarak alınırsa 

bcTracNFBFzO === )(,)(,1))()(( βαα  ve 2)( cN =β  

olduğundan ),,( 2
)()( cbcacF FBFz =  olarak elde edilir. O halde  
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cFcbaccbcacF FBFz === ),,(),,( 2
)()(  

dir. Son olarak ),,1()( a
c

a
bF Fz =  olduğu dikkate alınırsa )

2
,1()( )( a

ibFB Fz
∆−+

=  olup 

1=α  ve 
a

ib
2

∆−+
=β  olarak alınırsa  

a
bTrNFBO Fz === )(,1)(,1))(( )( βαα  ve 

a
cN =)(β  

olduğundan )( )(FzFB bazına karşılık gelen form ),,1()( )( a
c

a
bF

FzFB =  olur. Buna göre  

)()( ),,1(
)( FzFB F

a
c

a
bF

Fz
==  

dir. 

(3) 
a

ibFz
2

)( ∆−+
=  taban noktası ve ),( inmilkB ++=  bazı için  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∆−++∆−−∆−++∆−−
=

a
mbninbm

a
kblilbkBFz

2
)(,

2
)()(  

dir. Burada 
a

kblilbk
2

)( ∆−++∆−−
=γ  ve 

a
mbninbm

2
)( ∆−++∆−−

=δ olarak 

alınırsa 

a
cnlkmTr

a
clkNBOBFzO )(2)(,)()(),())((

22 +
=

+
== δγγ  ve 

a
cnmN )()(

22 +
=δ  

olduğundan BFz )(  ye karşılık gelen form 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +++
=

a
cnm

a
cnlkm

a
clkBOF BFz

)(,)(2,)()(
2222

)(  

olarak elde edilir. Bu son forma dikkat edilirse  

B

BFz

F
a
c

nmnlkmlkBO
a
c

a
cnm

a
cnlkm

a
clkBOF

=

+++=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +++
=

)),(2,)((

)(,)(2,)()(

2222

2222

)(

 

olduğu görülür. ),,( 2
)( acabaF FB =  ve ),,( 2

)()( cbcacF FBFz =  olduğu dikkate alınırsa  
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)()()( FBFzFB F
c
aF =  

 olduğu açıktır.  

(4) 1)( =BO  olsun. Bu durumda )),(2,( 2222 nmnlkmlkFB +++= olup bu forma kar-

şılık gelen baz 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −++
+=

2
)(4)(2

,)(
2

22 mlkninlkm
lkFB B  

dır. Burada gerekli düzenlemeler yapılırsa  

B

inmilkilk

inmilk
ilk

ilkilk
nliknimlkmlk

mlkninlkmlk

mlkninlkm
lkFB B

α=

++−=

++
+

−+
=

++−+=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++

+=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −++
+=

),)((

),())((
),(

2
||2)(2,

2
)(4)(2

,)(

22

22

2
22

 

olduğu görülür. 1)( −=BO  olması durumu da benzer şekilde gösterilebilir.  

(5) 1)( =BO  olsun. Bu takdirde )),(2,( 2222
)( nmnlkmlk

a
cF BFz +++= formunun disk-

riminantı 2
2

2

)( )(4)( mlkn
a

cF BFz −
−

=∆  olup taban noktası  

)()(
)(2

)(4)(2

)( 2222

2
2

2

)( BBFz Fz
lk

mlkninlkm

a
clk

mlkn
a
ci

a
cnlkm

Fz =
+

−++
=

+

−+
+

=  

dir. 1)( −=BO  olması durumu da benzer şekilde gösterilebilir.  

),,1()( )( a
c

a
bF

FzFB =  formunun diskriminantı 2)( )(
)( a

F
FzFB

∆
=∆  olup taban noktası 

)(
22

)(
2

)( )(
Fz

a
iba

i
a
b

Fz
FzFB =

∆−+
=

∆−
+

=  

dir. 
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),,( 2
)()( cbcacF FBFz =  formunun diskriminantı ∆=∆ 2

)()( )( cF FBFz  olup taban noktası  

)(
22

)(
2

)()( Fz
a

ib
ac

cibcFz FBFz =
∆−+

=
∆−+

=  

dir. Son olarak ),,( 2
)( acabaF FB =  formunun diskriminantı ∆=∆ 2

)( )( aF FB  olup taban 

noktası  

)(
22

)( 2

2

)( Fz
a

ib
a

aiabFz FB =
∆−+

=
∆−+

=  

dir. 

 

Yukarıda ele alınan karmaşık sayıların ve bazların eşlenikleri 

),(,
2

)(, βα=
∆−−

=−= B
a

ibFziqpz  ve )
2

,()(
a

ibaFB ∆−−
=  

olarak tanımlanırsa 3.1.4. Teoremine benzer şekilde aşağıdaki teorem verilebilir.  

 

3.1.5. Teorem. Pozitif tanımlı F formu, bu formun )(Fz taban noktası, z karmaşık sayı-

sı ve ),( βα=B , )(FB  bazları için  

       (1) )()( BOBO −=  ve )()( zOzO −=  dir. 

       (2) )()(),()(),()( zFBBzz z ∆=∆∆=∆∆=∆  ve )()( BFB ∆=∆  dir.       

    (3) cFFaFFF
a

F FBFzFBFz −=−=−= )()()()( ,,1  ve )()( )( FzFB FF
Fz

−=  dir. 

       (4) BBFz F
a
cF =)(  ve )()()( FBFzFB F

c
aF =  dir. 

       (5) BBOFB B α)()( =  dir. 

       (6) )()()(),()( )()()()( FzFzFzFzFz FBFzFBBBFz === ve )()( ))(( FzFz
FzFB = dir 

(Tekcan ve Kutlu 2017). 

 

3.2. Formların ve Bazların Denklikleri. 

 

Bu alt bölümde pozitif tanımlı formların ve bazların denklikleri ele alınacaktır. Ayrıca 

bu bölümde formların denk olması halinde bazların da denk olacakları ve bu formların 
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taban noktalarının da denk olacakları gösterilecektir. Bu bölümde ayrıca bazların ve 

formların çarpımları ele alınacak ve bunlarla ilgili bazı sonuçlar verilecektir.  

 

2.1.4. Tanımında diskriminantı ∆  olan pozitif tanımlı indirgenmiş (temel) form  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≡∆
∆−

≡∆
∆−

=

)4(mod1)
4

1,1,1(

)4(mod0)
4

,0,1(

RF  

olarak tanımlanmıştı. ),( inmilkB ++=  bazına karşılık gelen pozitif tanımlı formun 

)),(2,( 2222 nmnlkmlkFB +++±=  

olduğu dikkate alınırsa bu formun diskriminantının 2)(4)( mlknFB −−=∆  olduğu görü-

lür. Şu halde BF  ile aynı diskriminantlı indirgenmiş form 

))(,0,1( 2mlknFR −=  

dir. Bu takdirde aşağıdaki teorem verilebilir.  

 

3.2.1. Teorem. ),(),( inmilkB ++== βα  bazı ve katsayıları nmlk ,,,  ye bağlı belli bir 

),2(GL R∈g için  

  (i) 1=−mlkn  ise BF , )1,0,1(=RF formuna denktir. 

  (ii) 1−=−mlkn  ise BF , )1,0,1(−=− RF  formuna denktir (Tekcan ve Kutlu 2017).  

İspat. (i) 1=−mlkn  ise 1)( =BO  olduğundan )),(2,( 2222 nmnlkmlkFB +++=  dir. 

Bu takdirde ),2(GL R∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

ut
sr

g  dönüşümü için  

1)()(2)(

0)(2)(2)(2)(2

1)()(2)(

22222

2222

222222

=+++++

=+++++++

=+++++

unmtunlkmtlk

sunmtsnlkmrunlkmrtlk

snmrsnlkmrlk

 

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin bir çözümü  

luntksmr −==−== ,,,  veya luntksmr =−=−== ,,,  

dir. Şu halde ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=
ln
km

g  için BF , RF  ye has denk, ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

ln
km

g  için RF  ye has 

olmayan denktir. Şu halde her iki halde de BF , RF  ye denktir.   
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(ii) 1−=−mlkn  ise 1)( −=BO olduğundan )),(2,( 2222 nmnlkmlkFB +++−= dir. Bu 

takdirde ),2(GL R∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

ut
sr

g  dönüşümü için  

1)()(2)(

0)(2)(2)(2)(2

1)()(2)(

22222

2222

222222

−=+−+−+−

=+−+−+−+−

−=+−+−+−

unmtunlkmtlk

sunmtsnlkmrunlkmrtlk

snmrsnlkmrlk

 

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin bir çözümü  

luntksmr =−=−== ,,,  veya luntksmr −==−== ,,,  

dir. Şu halde ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

ln
km

g  için BF , RF−  ye has denk, ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=
ln
km

g  için RF−  ye 

has olmayan denktir. Şu halde her iki halde de BF , RF−  ye denktir.   

 

3.2.2. Teorem. 1B  ve C,2B  nin herhangi iki R  bazı olsun. Bu takdirde 1B  ve 2B  baz-

larının birbirine denk olması için gerek ve yeter şart  

21
)det( BB

T FgFg =  

olmasıdır (Tekcan ve Kutlu 2017). 

İspat. 1B  ve 2B  bazlarının birbirine denk olsun. ),( 11111 inmilkB ++=  bazına karşılık 

gelen form )),(2,)(( 2
1

2
11111

2
1

2
111

nmlnmklkBOFB +++=  dır. ),2(GL R∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

ut
sr

g  için  

))(),((),( 111111112212 nusliumsktnrlitmrkgBB ++++++=== βα  

dir. Buna göre )()det()( 12 BOgBO =  ve  

2
11

2
112

1111111122

2
11

2
112

)()()(

)])(())([(2)(

)()()(

unslumskN

unsltnrlumsktmrkTr

tnrltmrkN

+++=

+++++=

+++=

β

βα

α

 

olduğundan 2B  bazına karşılık gelen form 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+++

+++++
+++

=
2

11
2

11

11111111

2
11

2
11

2

)()(

)],)(())([(2
,)()(

)(
2

unslumsk

unsltnrlumsktmrk
tnrltmrk

BOFB  

olur. 1)( 1 =BO  ve 1)det( =g  olduğu kabul edilsin. Bu takdirde Tg  dönüşümü için 
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2

11

])()[(

)]])(())([(2[])()[(

)22(

)22222222(

)22(

))(())()((2))((

),(

2
11

2
11

2
11111111

2
11

2
11

2

22
1

22
11111

22
1

22
1

2

2
1

2
111111111

2
1

2
1

22
1

22
11111

22
1

22
1

2

22
1

2
11111

22
1

2
1

B

BB
T

F
unslumsky

unsltnrlumsktmrkxytnrltmrkx

unumsulnsumkslsky

tuntumstlnrulnstmkrumkrslrskxy

tntmrtlnrtmkrlrkx

uytxnmuytxsyrxlnmksyrxlk

uytxsyrxFFg

=
++++

+++++++++=

++++++

++++++++

+++++=

+++++++++=

++=

dir. 1)det( −=g  olması durumunda )()( 21 BOBO −=  olacağından 
21 BB

T FFg −=  olur. 

O halde her iki halde de 
21

)det( BB
T FgFg =  dir.  Tersi de benzer şekilde gösterilebilir. 

 

3.2.3. Örnek. )
8

21
7

12,
5
9

4
3(1

iiB +−=  ve )
48

431397,
140
137

28
41(2

iiB +
+=  bazları  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

18/773/2
4/57/3

g  

matrisi altında birbirine has denktir. Bu bazlara karşılık gelen formlar sırasıyla 

)
3136
30825,

140
963,

400
1521(

1

−
=BF  ve )

1152
171685,

210
8777,

9800
30397(

2
=BF  

olup 
21 BB

T FFg =  dir.  Benzer şekilde  

)
36
925,

210
8777,

9800
30397(1 =BF  ve )

7200
4878509,

1260
1182841,

882
286793(2 =BF  

formları da ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

40/2034/3
2/77/5Tg  matrisi altında birbirine has denk olup bu formlar sı-

rasıyla  

)
2
9

3
7,

45
2(1

iiB ++=  ve )
40

921
120

1457,
14

233
42

355(2
iiB ++=   

bazlarından elde edilmişlerdir ve 21 BgB =  dir, yani 1B  ve 2B  bazları birbirine denktir. 

3.2.4 .Teorem. 1F  ve 2F  pozitif tanımlı formlarının ),2(GL R∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

ut
sr

g  dönüşümü 

altında birbirine denk olması için gerek ve yeter şart ),2(GL R∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

rs
tu

h  dönüşümü 
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 için  

⎩
⎨
⎧

−=
=

=
ise1)det()(

ise1)det()(
)(

2

2
1 hFz

hFz
Fhz  

olmasıdır (Tekcan ve Kutlu 2017).  

İspat. ),,( 1111 cbaF = formu ve ),2(GL R∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

ut
sr

g  dönüşümü için  

),22,(),,( 2
11

2
11111

2
11

2
122221 uctubtasuctsbrubrtascrsbracbaFFg +++++++===  

dir. 1F  in taban noktası 
1

1
1 2
)(

a
ibFz ∆−+

=  ve 2F  nin taban noktası  

)(2
22)( 2

11
2

1

1111
2 scrsbra

isuctsbrubrtaFz
++

∆−++++
=  

dır. ),2(GL R∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

rs
tu

h  dönüşümü için  

)(2
)det(22

)(2
)(22

2
2

)
2

(

)
2

(
)(

2
11

2
1

1111

2
11

2
1

1111

11

11

1

1

1

1

1

scrsbra
hisuctsbrubrta

scrsbra
struisuctsbrubrta

issbra
iuubta

r
a
ibs

t
a
ibu

Fhz

++
∆−++++

=

++
∆−−++++

=

∆−++
∆−++

=
+

∆−+

+
∆−+

=

 

dir. Bu son eşitliğe göre, 1)det( =h  ise )()( 21 FzFhz = , 1)det( −=h  ise )()( 21 FzFhz =  

dir. Tersi de benzer şekilde gösterilebilir. 

 

3.2.5. Teorem. 1F  ve 2F  pozitif tanımlı formlarının ),2(GL R∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

ut
sr

g  dönüşümü 

altında birbirine denk olması için gerek ve yeter şart 
1

11

2
2

a
sisbraw ∆−−+

=  için 

⎩
⎨
⎧

−=
=

=
ise1)det()(

ise1)det()(
)(

2

2
1 gFB

gFB
gFwB T  

olmasıdır (Tekcan ve Kutlu 2017).  
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İspat. ),,( 1111 cbaF =  formu ve ),2(GL R∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

ut
sr

g  dönüşümü için 

),22,( 2
11

2
11111

2
11

2
121 uctubtasuctsbrubrtascrsbraFgF +++++++==  

dir. 1F  formuna karşılık gelen baz )
2

,()( 1
11

∆−+
=

ibaFB  ve 2F  formuna karşılık  

gelen baz  

)
2

22,()( 11112
11

2
12

∆−++++
++=

isuctsbrubrtascrsbraFB  

olup 
1

11

2
2

a
sisbraw ∆−−+

=  için   

)
2

)det(22,(

2
2,

2
2)

2
2(

)
2

,)(
2

2()(

11112
11

2
1

1111

1

11

1
1

1

11
1

∆−++++
++=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∆−++∆−++∆−−+
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡∆−+∆−−+
=

gisuctsbrubrtascrsbra

uiubtasisbra
a

sisbra

us
triba

a
sisbragFwB T

 

olur. Burada 1)det( =g  ise ),()( 21 FBgFwB T = 1)det( −=g ise )()( 21 FBgFwB T = oldu-

ğu açıktır. Tersi de benzer şekilde gösterilebilir. 

 

3.2.6. Örnek. (1) )
2

11,
5
2,

4
9(1 =F ve )

3240
333031,

2520
154153,

1568
14459(2 =F formları  

),2(GL
18/773/2
4/57/3

R∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=g  

matrisi altında birbirine has denktir. 1F  ve 2F  formlarının taban noktaları sırasıyla 

45
49344)( 1

iFz +
=   ve  

72295
4934392

650655
2158142)( 2

iFz +=  

olup ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

7/34/5
3/218/77

h  matrisi için  

)(
72295

4934392
650655
2158142

7
3)

45
49344(

4
5

3
2)

45
49344(

18
77

)( 21 Fzi
i

i

Fhz =+=
+

+

+
+

=  
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dir. Benzer şekilde )
6

13,
9
7,

2
19(1 =F  ve )

35574
628667,

1617
75622,

1323
42464(2 =F pozitif tanımlı 

formları da ),2(GL
2/5154/87
3/117/3

R∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=g  matrisi altında birbirine has olmayan denk-

tir. Bu formların taban noktaları  

171
165527)( 1

iFz +
=  ve  

42464
1655147

467104
340299)( 2

iFz +=  

olup ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

7/33/11
154/872/5

h  matrisi için  

)(
42464

1655147
467104
340299

7
3)

171
165527(

3
11

154
87)

171
165527(

2
5

)( 21 Fzi
i

i

Fhz =−=
+

+

+
+

=  

dir. 

(2) )
2

11,
5
2,

4
9(1 =F ve )

3240
333031,

2520
154153,

1568
14459(2 =F pozitif tanımlı formları 

),2(GL
18/773/2
4/57/3

R∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=g  

matrisi altında birbirine has denktir. Bu formlara karşılık gelen bazlar  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

20
4934

5
1,

4
9)( 1

iFB  ve ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

20
4934

5040
154153,

1568
14459)( 2

iFB  

olup 
20
4934

63
34 iw −=  için  

)(

20
4934

5040
154153,

1568
14459

360
493477

45
106,

16
4934

14
17

20
4934

63
34

18/774/5
3/27/3

20
4934

5
1,

4
9

20
4934

63
34)(

2

1

FB

i

iii

iigFwB T

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

 

dir. Benzer şekilde )
6

13,
9
7,

2
19(1 =F ve )

35574
628667,

1617
75622,

1323
42464(2 =F pozitif tanımlı 
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 formları da ),2(GL
2/5154/87
3/117/3

R∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=g  matrisi altında birbirine has olmayan 

denk olup bu formlara karşılık gelen bazlar sırasıyla 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

9
1655

18
7,

2
19)( 1

iFB  ve ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

9
1655

1617
37811,

1323
42464)( 2

iFB  

dir. Buna göre 
513

165522
3591
2078 iw −=  için  

)(

9
1655

1617
37811,

1323
42464

18
16555

693
4393,

27
165511

189
1039

513
165522

3591
2078

2/53/11
154/2877/3

9
1655

18
7,

2
19

513
165522

3591
2078)(

2

1

FB

i

iii

iigFwB T

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

 

dir. 

 

3.2.7. Teorem. ),,( 1111 cbaF = ve ),,( 2222 cbaF = formları birbirine denk, yani belli bir 

),2(GL R∈g  için 21 FFg =  olsun.  

  (1) 21 aa =  ise  

       i) )( 1FBF ve )( 2FBF  formları da aynı g dönüşümü altında birbirine denktir.  

       ii) )( 1FzF ve )( 2FzF  formları da aynı g dönüşümü altında birbirine denktir.  

 (2) 21 cc =  ise )()( 11 FBFzF  ve )()( 22 FBFzF  formları da aynı g dönüşümü altında birbirine 

denktir (Tekcan ve Kutlu 2017).  

İspat. (1-i) ),2(GL R∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

ut
sr

g  için 1F  ve 2F formları denk olsun. Bu takdirde  

),22,(

),,(
2

11
2

11111
2

11
2

1

22221

uctubtasuctsbrubrtascrsbra

cbaFFg

+++++++=

==
 

dir. 1F  ve 2F  formları için  

),,( 1111
2
1)( 1

cabaaF FB =  ve ),,( 2222
2
2)( 2

cabaaF FB =  

olup )()( 1
2
1)( 1

FaF FB ∆=∆  ve )()( 2
2
2)( 2

FaF FB ∆=∆  dir. Buna göre  
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21)()( )()(
21

aaFF FBFB =⇔∆=∆  

dir. 21 aa =  olsun. Bu takdirde aynı g dönüşümü için  

)(

2222

2221

22
11

2
11

11111
22

11
2

11

2
1111

2
1

)()(

2

11

),,(
),,(

)(

)22()(

)())(()(

),(

FB

FBFB

F
cbaa
cbaa

yuctubtaa

xysuctsbrubrtaaxscrsbraa

uysxcauysxtyrxbatyrxa

uysxtyrxFFg

=
=
=

+++

++++++=

++++++=

++=

 

dir. Şu halde )( 1FBF ve )( 2FBF  formları da birbirine denktir.  

(1-ii) Benzer şekilde 1F  ve 2F  formları için ),,1(
1

1

1

1
)( 1 a

c
a
bF Fz =  ve ),,1(

2

2

2

2
)( 2 a

c
a
bF Fz =  

olup bu formların diskriminantları sırasıyla 2
1

)( )(
1 a

F Fz
∆

=∆  ve 2
2

)( )(
2 a

F Fz
∆

=∆  dir. Buna 

göre 

21)()( )()(
11

aaFF FzFz =⇔∆=∆  

olmak zorundadır. 21 aa =  olsun. Bu takdirde aynı g dönüşümü için  

)(

2

2

2

2

22

1

1

1

12

1

1

1

1

1

122

1

1

1

12

2

1

1

1

12

)()(

2

11

),,1(

)()22()(

)())(()(

),(

Fz

FzFz

F
a
c

a
b

yu
a
ctu

a
btxy

a
csuts

a
bru

a
brtxs

a
crs

a
br

uysx
a
cuysxtyrx

a
btyrx

uysxtyrxFFg

=

=

+++++++++=

++++++=

++=

 

dir. Yani )( 1FzF ve )( 2FzF  formları da birbirine denktir. 

(2) )()( FBFz  bazına karşılık gelen formun ),,( 2
)()( cbcacF FBFz =  olduğu dikkate alı-

nırsa  

),,( 2
11111)()( 11

ccbcaF FBFz =  ve ),,( 2
22222)()( 22

ccbcaF FBFz =  

olur. Bu formların diskriminantları ∆=∆ 2
1)()( )(

11
cF FBFz  ve ∆=∆ 2

2)()( )(
22

cF FBFz  olup 

21)()()()( )()(
2211

ccFF FBFzFBFz =⇔∆=∆  dir. 21 cc =  ise aynı g dönüşümü için 
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( )

)()(

2
22222

2222

2221

22
11

2
11111

22
11

2
11

222
111

2
11

2
1111111

222
111

2
11

22
111

2
11

)()()()(

22

1111

),,(

),,(
),,(

)()22()

)(

)22()(

)())(()(

),(

BzFz

BzFzBzFz

F
ccbca

cbac
cbac

yuctubtaxysuctsbrubrtaxscrsbrac

yuctucbtca

xysuctscbrucbrtcaxscrscbrca

uysxcuysxtyrxcbtyrxca

uysxtyrxFFg

=
=

=
=

+++++++++=

+++

++++++=

++++++=

++=

dir. 

3.2.8. Örnek. (1) )
432
259,

6
1,

7
3(1 =F  ve )

121
2356

3388
75799,

11
2314

77
24,

7
3(2 ++=F formları  

),2(GL

4
235

7
2

1584
23337

792
1363

14
11

12
23

72
11

R∈

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−

+
−

=g  

matrisi altında birbirine has denktir. Buna göre 

)
144
37,

14
1,

49
9()( 1

=FBF  ve )
121

2324
23716

227397,
11

236
539
72,

49
9()( 2

++=FBF  

formları ve  

)
1296
1813,

18
7,1()( 1

=FzF  ve )
363

23392
1452
75799,

33
2398

11
8,1()( 2

++=FzF  

formları da aynı g matrisi altında birbirine has denk, yani  

)()( 21 FBFB FgF =  ve )()( 21 FzFz FgF =  

dir. 

(2) )
432
259,

6
1,

7
3(1 =F  ve )

432
259,

484
24513

1452
215,

7584038
24515805

3792019
1764795(2 +

−
−=F  pozitif 

tanımlı formları  

),2(GL

5
3

180
817737

31339
8177743774

11
34

R∈

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−

−−

=g  
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matrisi altında birbirine has denk olup  

)
186624
67081,

2592
259,

144
37()()( 11

=FBFzF  

ve  

)
186624
67081,

69696
2451259

627264
55685,

468512
2451215

2108304
588265()()( 22

+
−

−=FBFzF  

formları da aynı g matrisi altında birbirine has denk, yani  

)()()()( 2211 FBFzFBFz FFg =  

dir. 

 

),( 111 βα=B  ve ),( 222 βα=B  bazlarının çarpımı  

),( 212121 ββαα=BB  

olarak tanımlansın. Buna göre 

),(),( 1111111 inmilkB ++== βα  ve ),(),( 2222222 inmilkB ++== βα  

bazlarının çarpımı  

))(),(( 212121212121212121 mnnminnmmkllkillkkBB ++−++−=  

dir.  Buna göre aşağıdaki teorem verilebilir. 

 

3.2.9. Teorem. 21BB  bazı için  

)()()( 2121 BOBOBBO ≠  ve  )()()( 2121 BBBB ∆∆≠∆  

dir (Tekcan ve Kutlu 2017). 

İspat. ))(),(( 212121212121212121 mnnminnmmkllkillkkBB ++−++−=  bazı için  

)( 21212121 kllkillkk ++−=α  ve )( 21212121 mnnminnmm ++−=β  

denilirse  

)))(())(sgn((
)))(())(sgn((

)sgn()(

11222211

1111222222221111

21

βαβαβαβα

βαβα

⋅×+⋅×=
+−++−=

−
=

lnmklmnklnmklmnk
i

BBO

 

olduğu görülür. Diğer yandan  

)sgn()( 111 βα ×=BO  ve )sgn()( 222 βα ×=BO  

olduğundan açıkça görüleceği üzere )()()( 2121 BOBOBBO ≠  dir.  
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Benzer şekilde 

2
11222211

2
2121212121212121

2121212121212121

2
21

)])(())([(4

))]())(((

))())(([(4
)(4)(

βαβαβαβα

βαβα

⋅×+⋅×−=

+−−++−−

++−+−−−=
−−=∆

mnnminnmmkllkillkk

mnnminnmmkllkillkk
BB

 

dir. Ancak  
2

111 )(4)( βα ×−=∆ B  ve 2
222 )(4)( βα ×−=∆ B   

olduğundan açıkça görüleceği üzere )()()( 2121 BBBB ∆∆≠∆  dir. 

 

3.2.10. Örnek. )25,74(1 iiB ++=  ve )310,42(2 iiB ++=  bazlarının çarpımı  

)3544,3020(21 iiBB ++−=  

dır. 1)(,1)( 21 −=−= BOBO olup 1)()( 21 =BOBO  iken 1)( 21 −=BBO dir. Benzer şekil-

de 4624)(,2916)( 21 −=∆−=∆ BB  olup  

13483584)()( 21 =∆∆ BB   

iken 16321600)( 21 −=∆ BB  dır. 

 

Bazların çarpımına benzer şekilde aynı diskriminantlı pozitif tanımlı ),,( 1111 cbaF =  ve 

),,( 2222 cbaF =  formlarının çarpımı  

),,( 21212121 ccbbaaFF =  

olarak tanımlansın. Bu takdirde aşağıdaki teorem verilebilir.  

 

3.2.11. Teorem. ),( 111 βα=B  ve ),( 222 βα=B  bazları için  

0))(())(( 22112211 =××+⋅⋅ βαβαβαβα  

ise 
2121 BBBB FFF ±= dir (Tekcan ve Kutlu 2017). 

İspat. ),(),( 1111111 inmilkB ++== βα  ve ),(),( 2222222 inmilkB ++== βα  bazlarına 

karşılık gelen formlar sırasıyla  

)),(2,)(( 2
1

2
11111

2
1

2
111

nmlnmklkBOFB +++=  

ve  

)),(2,)(( 2
2

2
22222

2
2

2
222

nmlnmklkBOFB +++=  
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olup  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

++

++
++

=

))((

),)((4
),)((

)()(
2
2

2
2

2
1

2
1

22221111

2
2

2
2

2
1

2
1

2121

nmnm

lnmklnmk
lklk

BOBOFF BB  

dir. Diğer yandan ))(),(( 212121212121212121 mnnminnmmkllkillkkBB ++−++−=  bazı-

na karşılık gelen form  

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

++−

+++−−
++−

=
2

1221
2

2121

1221212121212121

2
2121

2
2121

21

)()(

)],)(())([(2
,)()(

)(
21

nmnmnnmm

nmnmkllknnmmllkk
kllkllkk

BBOF BB  

dir. Burada  

))(()()(

))(()()(
2
2

2
2

2
1

2
1

2
1221

2
2121

2
2

2
2

2
1

2
1

2
2121

2
2121

nmnmnmnmnnmm

lklkkllkllkk

++=++−

++=++−
 

olduğu açıktır. 0))(())(( 22112211 =××+⋅⋅ βαβαβαβα  olsun. Bu takdirde  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+++
−−

=++⇔

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++++
+−−

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++
+

⇔

−−−=+++⇔
=−−+++⇔

=××+⋅⋅

))((
))((

2))((4

2

)()()()(
0))(())((

0))(())((

12212121

21212121
22221111

1221212112212121

2121212121212121

21212211

22112211

222211222211222211222211

2222111122221111

22112211

nmnmkllk
nnmmllkk

nlmknlmk

nmklnmklnmlknmlk
nnllmmllnnkkmmkk

nnllmknl
nlmkmkmk

mlnknkmlnkmlnlmknlnlmkmk
mlnkmlnknlmknlmk

βαβαβαβα

 

dir. Buradan açıkça görüleceği üzere 
2121 BBBB FFF ±=  dir. 

 

3.2.12. Örnek. 1)  )1,32(1 iiB +−=  ve )23,66(2 iiB +−−=  bazları için 

0))(())(( 22112211 =××+⋅⋅ βαβαβαβα  

şartı sağlanır. 1B  ve 2B  için )2,2,13(
1

−=BF  ve )13,60,72(
2

−−=BF  olup 

)26,120,936(
21

−−−=BB FF  

dır. Diğer yandan )5,306(21 iiBB −−−−=  bazına karşılık gelen form  

)26,120,936(
21

−−−=BBF  

dır. Buna göre 
2121 BBBB FFF =  dir. 

2) )96,313(1 iiB +−=  ve )58,210(2 iiB −−=  bazları için 
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0))(())(( 22112211 =××+⋅⋅ βαβαβαβα  

şartı sağlanır. )117,102,178(
1
=BF  ve )89,180,104(

2
−−−=BF  olup  

)10413,18360,18512(
21

−−−=BB FF  

dür. Diğer yandan )4293,56124(21 iiBB +−=  bazı için   

)10413,18360,18512(
21
=BBF  

olup 
2121 BBBB FFF −=  dir. 

 

3.2.11. Teoremine benzer şekilde aşağıdaki teorem verilebilir.  

 

3.2.13. Teorem. 1B  ve 2B  bazları için  

)()()(
2121 BBBB FzFzFz =   

dir (Tekcan ve Kutlu 2017). 

İspat. ),(),( 1111111 inmilkB ++== βα  bazına karşılık gelen form 

)),(2,)(( 2
1

2
11111

2
1

2
111

nmlnmklkBOFB +++=  

olup 2
11 )(4)(

1
βα ×−=∆ BF  olduğundan bu formun taban noktası  

))((
||))(()( 2

1
2
11

11111
1 lkBO

iBOFz B +
×+⋅

=
βαβα  

dır. Benzer şekilde ),(),( 2222222 inmilkB ++== βα  bazına karşılık gelen form  

)),(2,)(( 2
2

2
22222

2
2

2
222

nmlnmklkBOFB +++=  

olup 2
22 )(4)(

2
βα ×−=∆ BF  olduğundan bu formun taban noktası  

))((
||))(()( 2

2
2
22

22222
2 lkBO

iBOFz B +
×+⋅

=
βαβα  

dir. Diğer yandan yukarıdaki teorem gereği 21BB  bazına karşılık gelen form  

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

++

+++−−
++

=

))((

)],)(())([(2
),)((

)(
2
2

2
2

2
1

2
1

1221212121212121

2
2

2
2

2
1

2
1

2121

nmnm

nmnmkllknnmmllkk
lklk

BBOF BB  

olup bu formun diskriminantı 2
11222211 )])(())([(4)(

21
βαβαβαβα ⋅×+⋅×−=∆ BBF  

ve taban noktası  
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))()((2
)])(())([(4

)])(())([(2)(

)( 2
2

2
2

2
1

2
121

2
11222211

122121212121212121

21 lklkBBO
i

nmnmkllknnmmllkkBBO

Fz BB ++

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅×+⋅×+

+++−−

=
βαβαβαβα

 

dır. Bu son eşitlikte gerekli düzenlemeler yapılırsa  

)()(
))((

||))((
))((

||))((

))()((
|]|))((||))(([

||.||))()(()(
))()((

|))(())((|
)])(())()[((

))()((2
)])(())([(4

)])(())([(2)(

)(

21

21

2
2

2
22

22222
2

1
2

11

11111

2
2

2
2

2
1

2
121

111122222222211111

222211112222111121

2
2

2
2

2
1

2
121

11222211

122121212121212121

2
2

2
2

2
1

2
121

2
11222211

122121212121212121

BB

BB

FzFz
lkBO

iBO
lkBO

iBO

lklkBBO
lmnknlmkBOlmnknlmkBOi

lmnklmnknlmknlmkBOBO
lklkBBO

i
nmnmkllknnmmllkkBBO

lklkBBO
i

nmnmkllknnmmllkkBBO

Fz

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

×+⋅
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

×+⋅
=

++
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−++−++
−−−++

=

++
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⋅×+⋅×+
+++−−

=

++
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅×+⋅×+

+++−−

=

βαβαβαβα

βαβαβαβα

βαβαβαβα

 

olduğu görülür.  

 

3.2.14. Örnek. 1)  )72,43(1 iiB ++=  ve )93,52(2 iiB +−=  ye karşılık gelen formlar 

)53,68,25(
1
=BF  ve )90,78,29(

2
−=BF  olup bu formların taban noktaları  

25
1334)(

1

iFz B
+

=  ve 
29

3339)(
2

iFz B
+−

=  

dur.  Diğer yandan )3957,726(21 iiBB +−−=  olup )4770,3510,725(
21

−=BBF  formu-

nun taban noktası da  

145
123351)(

21

iFz BB
+−

=  

dır. Burada dikkat edilirse 

)()(
29

3339
25

1334
145

123351)(
2121 BBBB FzFziiiFz =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
+−

=  

dir. 

2)  )3,52(1 iiB +−=  ve )24,23(2 iiB ++−=  bazlarına karşılık gelen formlar sırasıyla 

)10,2,29(
1
=BF  ve )20,16,13(

2
−−=BF olup 
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29
171)(

1

iFz B
+

=  ve 
13

148)(
2

iFz B
−−

=  

dür.  )1010,194(21 iiBB ++=  için )200,460,377(
21

−−−=BBF   olup bu formun taban 

 noktası  

377
150230)(

21

iFz BB
−

=  

dir. Yine açıkça görüleceği üzere  

)()()
13

148)(
29
171(

377
150230)(

2121 BBBB FzFziiiFz =
−−+

=
−

=  

dir. 

 

3.2.13. Teoremine benzer şekilde aşağıdaki teorem verilebilir.  

 

3.2.15. Teorem. ),,( 1111 cbaF =  ve ),,( 2222 cbaF =  aynı ∆  diskriminantlı pozitif ta-

nımlı formlar olsun. Eğer ∆=21bb  ise  

)()()()( 2121 FzFzFzFz FFF =  

dir (Tekcan ve Kutlu 2017). 

İspat. 1F  ve 2F  formları için ),,1(
1

1

1

1
)( 1 a

c
a
bF Fz =  ve ),,1(

2

2

2

2
)( 2 a

c
a
bF Fz =  dir. Buna göre 

),,1(),,1)(,,1(
21

21

21

21

2

2

2

2

1

1

1

1
)()( 21 aa

cc
aa
bb

a
c

a
b

a
c

a
bFF FzFz ==                                               (3.2.1) 

dir. Diğer yandan 1F  ve 2F  formlarının taban noktalarının çarpımı 

21

2121

2

2

1

1
21 4

)(
22

)()(
aa

bbibb
a
ib

a
ibFzFz ∆−++∆+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∆−+
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∆−+
=  

olup buna karşılık gelen form için  

)
)4(

)()(,
2

,1( 2
21

2
21

2
21

21

21
)()( 21 aa

bbbb
aa

bbF FzFz
+∆−∆+∆+

=        (3.2.2) 

dir. Bu son eşitliğe göre 

21

21
2

21

2
211

2
21

2
21

2
21

)4(
)(4

)4(
)()(

aa
cc

aa
bca

aa
bbbb

=
−∆

=
+∆−∆+  

dir. Diğer yandan ∆=21bb  ise  



 60

21

21

21

21

21

21

2
2

2 aa
bb

aa
bb

aa
bb

==
∆+  

olduğu görülür. Buna göre (3.2.2) eşitliği 

),,1(
21

21

21

21
)()( 21 aa

cc
aa
bbF FzFz =          (3.2.3) 

haline gelir. Şu halde (3.2.1) ve (3.2.3) eşitliklerinden  

)()()()( 2121 FzFzFzFz FFF =   

olduğu görülür. 

 

3.2.16. Örnek. 20−=∆  diskriminantlı )1,2,6(1 =F  ve )15,10,2(2 −=F  pozitif tanımlı 

formları için 20)10(2 −=−  dir. )
6
1,

3
1,1()1( =FzF  ve )

2
15,5,1()( 2

−=FzF  olup  

)
4
5,

3
5,1()2()1(

−
=FzFz FF  

dür. Diğer yandan 
6

51)( 1
iFz +

=  ve 
2

55)( 2
iFz +−

=  olup 
6

525)()( 21
iFzFz −−

=  

dır. Buna karşılık gelen form )
4
5,

3
5,1()2()1(

−
=FzFzF  dür. Buna göre 

)()()()( 2121 FzFzFzFz FFF =  

dir.  

 

3.2.17. Sonuç. Aynı diskriminantlı pozitif tanımlı 1F  ve 2F  formları için 

)()()( 2121 FzFzFFz ≠   

dir (Tekcan ve Kutlu 2017). 

İspat. 
1

1
1 2
)(

a
ibFz ∆−+

=  ve 
2

2
2 2
)(

a
ibFz ∆−+

=  taban noktaları için  

21

2121
21 4

)()()(
aa

bbibbFzFz ∆−++∆+
=          (3.2.4) 

dir. Diğer yandan ),,( 21212121 ccbbaaFF =  formu için  

2121
2

2121 4)()( ccaabbFF −=∆  

olduğundan bu formun taban noktası 
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21

2
21212121

21 2
)(4

)(
aa

bbccaaibb
FFz

−+
=         (3.2.5) 

dır. Buna göre (3.2.4) ve (3.2.5) eşitliklerinden  

)()()( 2121 FzFzFFz ≠  

olduğu görülür. 
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4. İNDEFİNİTE FORMLAR, KUADRATİKLER İDEALLER VE 

DİOPHANTİNE DENKLEMLERİ 

 

 

Bu bölümde indefinite kuadratik formların sağ ve sol komşuları, has otomorfizmleri 

kümesi, kuadratik ideallerin devirleri ve bazı özel Diophantine denklemlerinin tüm tam-

sayı çözümlerinin kümesi ele alınacaktır. 

 

 

4.1. İndefinite Formlar ve Kuadratik İdealler. 

 

Bu alt bölümde indefinite formlar ve kuadratik idealler ele alınacaktır. 1≥k  tamsayı 

olmak üzere kQkPkD =+=+= ,2,42  olsun. Bu takdirde  

k
kk 42 2 +++

=γ  

bir kuadratik irrasyonel olup 

]42,[ 2 +++= kkkIγ  

bir kuadratik ideal ve 

)4,42,( += kkFγ  

ise D4=∆  diskriminantlı bir indefinite formdur. Burada tüm teoremler k nın tek veya 

çift oluşuna göre iki durumda verilmiştir.  

 

1. DURUM: 1≥k  tek olsun. Bu durumda aşağıdaki teoremler verilebilir.  

 

4.1.1. Teorem. 1=k  için 

   (1) 53+=γ nın sürekli kesirli devirli açılımı ]4;5[=γ  dür. 

   (2) ]53,1[ +=γI  idealinin devri ]52,1[~]53,1[
10

+=+= γγ II  dir. 

   (3) )4,6,1(=γF  formunun sağ komşuları  

)1,4,1()(),1,4,1()(),1,2,4()( 321 −=−=−= γγγ FRFRFR  
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ve sol komşuları  

)1,4,1()(),1,4,1()( 21 −=−= γγ FLFL  

dir. 

   (4) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=−

316
4211

2,4, γγ FF gg  için }:)({)( 1
2,4, Z∈±= −+ tggFAut t

FF γγγ  dır (Tekcan ve Kutlu   

2017a). 

İspat. (1) 53 +=γ  için  

)52(4
15)52(5
+−+

+=+−+=γ  

olduğundan ]4;5[=γ  dir. 

(2) ]53,1[ +=γI  ideali için 50 =m  olup 1,2 11 == QP  dir. 1=i  için 41 =m , 12 2 PP ==  

ve 12 2 QQ ==  olduğundan γI  nın devri ]52,1[~]53,1[
10

+=+= γγ II  dir. 

(3) )4,6,1(=γF  indefinite formu için aşağıdaki çizelge elde edilir.  

                              Çizelge 4.1. )4,6,1(=γF  formunun sağ komşuları 

i 0 1 2 3 4 

iA 1 4 -1 1 -1 

iB 6 2 4 4 4 

iC 4 -1 1 -1 1 

iδ  1 -3 4 -4  

 

Bu çizelgeye göre )()( 24
γγ FRFR =  olduğundan γF  nın sağ komşuları  

)1,4,1()(),1,4,1()(),1,2,4()( 321 −=−=−= γγγ FRFRFR  

dır. Sol komşuları ise 

)()1,4,1()1,4,1()1,4,1()(

)1,4,1()1,4,1()1,4,1()(

)1,4,1()1,4,1()1,6,4()(

13

2

1

γγ

γ

γ

χτχτ

χτχτ

χτχτ

FLRFL

RFL

RFL

=−=−=−=

−=−=−=

−=−==

 

olduğundan )1,4,1()(),1,4,1()( 21 −=−= γγ FLFL  dir. 
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(4) F nin sağ komşu tanımındaki ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−
δ1
10

 matrisi için 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=
−

01
1

1
10

)(
1 δ

δ
δT  

ve  

)()()( 110, −⋅⋅⋅= nnF TTTg δδδ  

olarak tanımlansın. Bu takdirde Falth (1989, Sonuç 9.5) gereği  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

1355
1772

4,γFg  ve ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
−−

=
13
14

2,γFg  

olduğundan ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=−

316
4211

2,4, γγ FF gg  dır. O halde }:)({)( 1
2,4, Z∈±= −+ tggFAut t

FF γγγ dir. 

 

4.1.2. Teorem. 3≥k  için 

   (1) γ nın sürekli kesirli devirli açılımı ]1,1,
2

1,2,
2

1;2[ −−
=

kkkγ  dir.  

   (2) γI  idealinin devri  

]42,[~]42,[~]4,4[

~]4,1[~ ]42,4[~]42,[
222

222

543

210

++=++−=++=

++=++−=+++=

kkIkkkIkkI

kkIkkIkkkI

γγγ

γγγ  

dir.  

   (3) γF  nın sağ komşuları 

)4,42,()(

),,4,()(),,42,4()(),4,2,1()(

),1,2,4()(),4,42,()(),,4,()(

),,42,4()(),4,2,1()(),1,2,4()(

10

987

654

321

−−=

−=−−=−=

−=−−=−=

−−=−=−=

kkFR

kkFRkkFRkFR

kFRkkFRkkFR

kkFRkFRkFR

γ

γγγ

γγγ

γγγ

 

 ve sol komşuları  

),4,()(

),4,42,()(),1,2,4()(),4,2,1()(

),,42,4()(),,4,()(),4,42,()(

),1,2,4()(),4,2,1()(),,42,4()(

10

987

654

321

kkFL

kkFLkFLkFL

kkFLkkFLkkFL

kFLkFLkkFL

−=

−−=−=−=

−−=−=−−=

−=−=−−=

γ

γγγ

γγγ

γγγ

 

  dir. 
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  (4) kkkTkkkSkkkkkkR 682,
2

34,13645 35
246

23456 −−−=
++

=−−−−−−−= ve                  

 1334 2345 −+−+−= kkkkkU olmak üzere ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=−

UT
SR

gg FF
1

1,11, γγ
 için 

}:)({)( 1
1,11, Z∈±= −+ tggFAut t

FF γγγ  

dır (Tekcan ve Kutlu 2017a). 

İspat. (1) 
k

kk 42 2 +++
=γ  için  

)242(1

11

1
2

1
12

1
2

1
12)242(2

2

2

−
+++

+

+
+

−
+

+
−

+=−
+++

+=

k
kk

kk

kk
kkγ  

olduğundan ]1,1,
2

1,2,
2

1;2[ −−
=

kkkγ  dır. 

(2) ]42,[ 2
0

+++= kkkIγ  ideali için aşağıdaki çizelge elde edilir: 

                                 Çizelge 4.2. ]42,[ 2
0

+++= kkkIγ  idealinin devri  

i 0 1 2 3 4 5 6 

iP  2+k 2−k k k 2−k 2 2−k  

iQ  k 4 1 4 k k 4 

im  2 
2

1−k
2k

2
1−k

1 1  

 

Bu çizelgeye göre 
0γ

I  ın devri  

]42,[~]42,[~]4,4[

~]4,1[~ ]42,4[~]42,[
222

222

543

210

++=++−=++=

++=++−=+++=

kkIkkkIkkI

kkIkkIkkkI

γγγ

γγγ  

dir. 

(3) )4,42,( += kkFγ  formu için aşağıdaki çizelge elde edilir: 
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                          Çizelge 4.3 . )4,42,( += kkFγ  formunun sağ komşuları  

i iA iB  iC iδ  

0 k 42 +k 4 
2

1+k

1 4 2k -1 -2k 

2 -1 2k 4 
2

1−k

3 4 42 −k -k -1 

4 -k 4 k 1 

5 k 42 −k -4 
2

1 k−

6 -4 2k 1 2k 

7 1 2k -4 
2

1 k−

8 -4 42 −k k 1 

9 k 4 -k -1 

10 -k 42 −k 4 
2

1−k

11 4 2k -1  

 

Bu çizelgeye göre  

)()( 111
γγ FRFR =   

olduğundan sağ komşuları yukarıdaki gibi elde edilir. Sol komşuları ise 

)4,42,()4,2,1()(

)1,2,4()1,2,4()(

)4,2,1()4,42,()(

),42,4(),4,()(

),4,(),42,4()(

)4,42,()4,2,1()(

)1,2,4()1,2,4()(

)4,2,1()4,42,()(

),42,4(),42,4()(

9

8

7

6

5

4

3

2

1

−−=−=

−=−=

−=−−=

−−=−=

−=−−=

−−=−=

−=−=

−=−−=

−−=+=

kkkRFL

kkRFL

kkkRFL

kkkkRFL

kkkkRFL

kkkRFL

kkRFL

kkkRFL

kkkkRFL

χτ

χτ

χτ

χτ

χτ

χτ

χτ

χτ

χτ

γ

γ

γ

γ

γ

γ

γ

γ

γ
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)(),42,4(),4,()(

),4,(),42,4()(
111

10

γγ

γ

χτ

χτ

FLkkkkRFL

kkkkRFL

=−−=−=

−=−−=
 

olduğundan sonuç açıktır.  

(4) )()( 111
γγ FRFR =  olduğundan 11=n  ve 1=m  olarak alınırsa  

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−−−+++

−−−−−−−
+++++++

=
kkkkkk

kkkkkkkkkkkkk
gF

682165

13645
2

1461056

35246

23456
234567

11,γ
 

ve 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−

+
−=

01

1
2

1
1,

k
gFγ

 olur. Buna göre teoremde geçen R, S, T ve U sayıları için 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=−

UT
SR

gg FF
1

1,11, γγ
 olup }:)({)( 1

1,11, Z∈±= −+ tggFAut t
FF γγγ  dir. 

 

2. DURUM: 2≥k  çift olsun. Yukarıdaki teoremlere benzer şekilde aşağıdaki teorem-

ler verilebilir. İspatları benzer şekilde yapılabilir.  

 

4.1.3. Teorem. 2=k  ise  

   (1) γ nın sürekli kesirli devirli açılımı ]2;3[=γ  dir.  

   (2) ]84,2[ +=γI  idealinin devri ]82,2[~]84,2[
10

+=+= γγ II  dir. 

   (3) )4,8,2(=γF  nın sağ komşuları 

)2,4,2()(),2,4,2()(),2,0,4()( 321 −=−=−= γγγ FRFRFR  

  ve sol komşuları )2,4,2()(),2,4,2()( 21 −=−= γγ FLFL dir. 

   (4) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=−

14
271

2,4, γγ FF gg   için }:)({)( 1
2,4, Z∈±= −+ tggFAut t

FF γγγ  dir (Tekcan ve Kutlu  

2017a). 

 

4.1.4. Teorem  4=k  ise  

   (1) γ nın sürekli kesirli devirli açılımı ]1;2[=γ  dir. 

   (2) ]206,4[ +=γI  idealinin devri ]202,4[~]206,4[
10

+=+= γγ II  dir. 

   (3) )4,12,4(=γF  nın sağ ve sol komşuları  
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)4,4,4()(),4,4,4()( 21 −=−= γγ FRFR  ve )4,4,4()(),4,4,4()( 21 −=−= γγ FLFL  

dir. 

   (4) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=−

01
131

1,3, γγ FF gg  için }:)({)( 1
1,3, Z∈±= −+ tggFAut t

FF γγγ  dır (Tekcan ve Kutlu  

2017a). 

 

4.1.5. Teorem 6≥k  ise  

   (1)γ nın sürekli kesirli devirli açılımı ]1,1,
2

2;2[ −
=

kγ  dir. 

   (2) γI  idealinin devri  

]42,[~]42,[

~ ]42,4[~]42,[
22

22

32

10

++=++−=

++−=+++=

kkIkkkI

kkIkkkI

γγ

γγ  

dir.  

   (3) γF  nın sağ komşuları 

),4,42,()(,),4,()(),,42,4()(

),4,42,()(),,4,()(),,42,4()(
654

321

−−=−=−−=

−−=−=−−=

kkFRkkFRkkFR

kkFRkkFRkkFR

γγγ

γγγ  

 ve sol komşuları  

),4,()(),4,42,()(),,42,4()(

),,4,()(),4,42,()(),,42,4()(
654

321

kkFLkkFLkkFL

kkFLkkFLkkFL

−=−−=−−=

−=−−=−−=

γγγ

γγγ  

 dir. 

   (4) 
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−=−

12
2

1
2

2
1

1,7,

kk

kkkgg FF γγ
için }:)({)( 1

1,7, Z∈±= −+ tggFAut t
FF γγγ  dir (Tekcan  

ve Kutlu 2017a). 

 

4.2. Diophantine Denklemleri. 

 

Bu alt bölümde bir önceki bölümde ele alınan )4,42,( += kkFγ indefinite formu dikkate 

alınarak elde edilen QyxF k ±=± ),(γ , yani  

kyxykkxyxF k ±=+++=± 22 4)42(),(γ  
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Diophantine denkleminin tüm tamsayı çözümleri kümesi ele alınacaktır. Ancak bunun 

için ilk olarak bazı kavramlara ve notasyonlara ihtiyaç vardır. 

 

),,( cbaF =  indefinite formu 

a

ybaxybax
yxF

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∆−
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∆+
+

=
22

),(  

şeklinde yazılabilir. Bu durumda  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈
∆+

+= ZyxybaxM F ,:
2

 

kümesi üzerinde 

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

≡∆
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
+−

−
+

≡∆
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−

−

=′′

)4(mod1

2
1

2
1

][

)4(mod0

2

2][

][

vbucv

avvbu
yx

vbucv

avvbu
yx

yx                                          (4.2.1) 

olmak üzere  

ybxaybaxvu ′∆+
+′=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∆+
++ ∆ 22

)( ρ  

tanımlansın. Bu takdirde ybaxyx
2

),( ∆+
+=Ψ  dönüşümü için 

})(:{}),(:),{(: amNMmyxFyx F =∈→=Ψ γγ  

dir. Buna göre myxF =),(  denklemini çözmek demek, FM nin normu am  olan ele-

manlarını bulmak demektir. Eğer myxF =),(  denklemi yeniden düzenlenirse  

22 )2(4 byaxamy +=+∆  

haline gelir. ∆ε , ∆O  nın temel birimi olmak üzere  

⎩
⎨
⎧

−=
=

=
∆∆

∆∆
∆ ise1)(

ise1)(
2 εε

εε
τ

N
N

 

tanımlansın. Bu ∆τ  değeri için  
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⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
∆

>⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
∆

=≤≤

∆

∆∆

∆

∆∆

ise01

ise01

0
2/1

2/1

amam

amam

Uy

τ
ττ

τ
ττ

      (4.2.2) 

olmak üzere, bu aralıktaki y değerleri için, amy 42 +∆  ifadesinin tam kare olup olmadı-

ğı kontrol edilir. Eğer tam kare ise yukarıdaki eşitlikten x değeri (veya değerleri) elde 

edilir. Böylece myxF =),(  denkleminin tamsayı çözümleri için bir ]}{[ yx  çözüm sı-

nıfı elde edilmiş olur. Bu çözüm sınıfı ve (4.2.1) deki matris kullanılarak myxF =),(  

denkleminin tüm tamsayı çözümleri elde edilmiş olur (Flath 1989).  

 

Örneğin, 107145 22 =++ yxyx  denklemi için )7,14,5(=F  olup 144)( ⋅=∆ F  dür. Bu-

na göre 56O  halkasının temel birimi 1441556 +=ε  dür. 1)( 56 =εN  olduğundan 

1441556 +=τ  dür. Buna göre (4.2.2) eşitliğinden  

002.5
14415
14414

56
)14415(1050

2/1

≅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
++⋅⋅

=≤≤ Uy  

olarak bulunur. Buna göre 50 ≤≤ y  aralığındaki y değerleri için amy 42 +∆  ifadesi sa-

dece 1=y  ve 5=y  için bir tam karedir ve y nin bu değerleri için sırasıyla 3−=x  ve 

11−=x  olarak elde edilir. O halde çözüm sınıfı  

]}53[],511[],13{[ −−−   

dir. Çözüm matrisi ise (4.1) den ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=
4328
2013

M  olarak elde edilir. O halde verilen Di-

ophantine denkleminin tüm tamsayı çözümleri kümesi 

}:]53[,]511[,]13[{ Z∈−±−±−±=Ω nMMM nnn  

dir. 

 

Bu açıklamalardan sonra esas konuya geçilebilir. Yine burada da k nın tek veya çift ol-

masına göre iki durum söz konusudur. 

 

1. DURUM: 1≥k  tek olsun. Bu takdirde aşağıdaki teoremler verilebilir.  
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4.2.1. Teorem. D  nin basit sürekli kesirli devirli açılımı 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

≥
−−

=
=

ise3]2,
2

1,1,1,
2

1;[

ise1]4;2[

kkkkk

k
D  

dir (Tekcan ve Kutlu 2017a). 

İspat. 1=k  olsun. Bu takdirde kolayca görüleceği üzere ]4;2[5 =  dir. 3≥k  için 

)4(2
1

2
1

11

11

1
2

1
1)4(4

2

22

kkk
k

kkkkkk

−++
+

−
+

+
+

−
+=−++=+  

olduğundan ]2,
2

1,1,1,
2

1;[ kkkkD −−
=  dır.  

 

4.2.1. Teoremine göre, 3≥k  tamsayısı için ]2,
2

1,1,1,
2

1;[ kkkkD −−
=  olduğundan 

2)296( 246
9 +++= kkkA  ve 2)34( 35

9 kkkB ++=  olup  

4
2

34
2

296 2
35246

+
++

+
+++

=∆ kkkkkkkτ  

dır.  

 

Bu açıklamalardan sonra  

kyxykkxyxF k =+++= 22 4)42(),(γ  

pozitif  Diophantine denkleminin tüm tamsayı çözümleri kümesi ele alınabilir. Burada 

iki hal söz konusudur: 

1.Hal: 1=k  ise çözüm sınıfı ]}01{[±  ve çözüm matrisi ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=
2116
43

M  olup  

1. 1≥n  için  nM]01[   denklemin ),( 22 nn yx  çözümlerini  

2. 0≥n  için nM −− ]01[  denklemin ),( 1212 ++ nn yx  çözümlerini 

üretir. O halde aşağıdaki teorem verilebilir.  



 72

4.2.2. Teorem. 1=k  ise  

0,]01[][ 1212 ≥−= −
++ nMyx n

nn    ve     1,]01[][ 22 ≥= nMyx n
nn  

ve ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=
2116
43

M  olmak üzere 1),(1 =yxFγ  Diophantine denkleminin tüm tamsayı çö-

zümleri kümesi  

)},(),,{()( 221212
1

nnnn yxyxF ++±=Ψ γ  

dir (Tekcan ve Kutlu 2017a). 

 

2. Hal. 3≥k  için iki durum söz konusudur: 

    (i) k tam kare değilse çözüm sınıfı  

}]
2

23212[],01{[
23

23 −+−
+−+−±

kkkkkk  

ve çözüm matrisi  

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

++++++−−−

++
+−+−+−=

13645682
2

341334
2345635

246
2345

kkkkkkkkk

kkkkkkkkM                   (4.2.3) 

olup burada  

1. 1≥n  için nM]01[  denklemin ),( 44 nn yx  çözümlerini  

2. 0≥n  için nM −− ]01[ denklemin ),( 1414 ++ nn yx  çözümlerini  

3. 1≥n  için nMkkkkkk ]
2

23212[
23

23 +−+−
−+−  denklemin ),( 2424 −− nn yx  

çözümlerini  

4. 0≥n  için nMkkkkkk −−+−
+−+− ]

2
23212[

23
23  denklemin ),( 3434 ++ nn yx  

çözümlerini  

üretir. O halde aşağıdaki teorem verilebilir.  

 

4.2.3. Teorem. kyxF k =),(γ  Diophantine denkleminin tüm tamsayı çözümleri kümesi 

1,]
2

23212[][

0,]01[][
23

23
2424

1414

≥
+−+−

−+−=

≥−=

−−

−
++

nMkkkkkkyx

nMyx

n
nn

n
nn
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1,]01[][

0,]
2

23212[][

44

23
23

3434

≥=

≥
−+−

+−+−= −
++

nMyx

nMkkkkkkyx

n
nn

n
nn  

ve M, (4.2.3) deki matris olmak üzere  

)},(),,(,),(),,{()( 44242434341414 nnnnnnnn
k yxyxyxyxF −−++++±=Ψ γ  

dir (Tekcan ve Kutlu 2017a). 

 

   (ii) k tam kare ise çözüm sınıfı  

}]
2

23212[,]
2

[],01[{
23

23
2
1

2
3

2
3 −+−

+−+−
−

−±
kkkkkkkkk  

olup  

1. 1≥n  için nM]01[  denklemin ),( 66 nn yx  çözümlerini 

2. 0≥n  için nM −− ]01[  denklemin ),( 1616 ++ nn yx  çözümlerini  

3. 1≥n  için nMkkk ]
2

[
2
1

2
3

2
3 +−  denklemin ),( 1616 −− nn yx  çözümlerini 

4. 0≥n  için  nMkkk −−
− ]

2
[

2
1

2
3

2
3

 denklemin ),( 2626 ++ nn yx  çözümlerini 

5. 1≥n  için  nMkkkkkk ]
2

23212[
23

23 +−+−
−+−  denklemin ),( 3636 −− nn yx  

çözümlerini 

6. 0≥n  için  nMkkkkkk −−+−
+−+− ]

2
23212[

23
23 denklemin ),( 4646 ++ nn yx  

çözümlerini  

üretir. O halde aşağıdaki teorem verilebilir.  

 

4.2.4 .Teorem. kyxF k =),(γ  Diophantine denkleminin tüm tamsayı çözümleri kümesi 

1,]
2

23212[][

0,]
2

[][

0,]01[  ][

23
23

3636

2
1

2
3

2
3

2626

1616

≥
+−+−

−+−=

≥
−

−=

≥−=

−−

++

−
++

nMkkkkkkyx

nMkkkyx

nMyx

n
nn

n
nn

n
nn
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1,]01[][

1,]
2

[][

0,]
2

23212[][

66

2
1

2
3

2
3

1616

23
23

4646

≥=

≥
+−

=

≥
−+−

+−+−=

−−

−
++

nMyx

nMkkkyx

nMkkkkkkyx

n
nn

n
nn

n
nn

 

ve M, (4.2.3) deki matris olmak üzere  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

±=Ψ
−−−−

++++++

),(),,(),,(
),,(),,(),,(

)(
6616163636

464626261616

nnnnnn

nnnnnnk

yxyxyx
yxyxyx

Fγ  

dır (Tekcan ve Kutlu 2017a). 

 

Şimdi  

kyxykkxyxF k −=+++=− 22 4)42(),(γ  

negatif Diophantine denklemi ele alınabilir. Yine burada iki hal söz konusudur: 

 

1.Hal. 1=k  ise çözüm sınıfı ]}11[],15[{ −−  olup  

1. 0≥n  için nM]11[−  denklemin ),( 1212 ++ nn yx  çözümlerini 

2. 1≥n  için nM −− ]11[  denklemin ),( 22 nn yx  çözümlerini 

üretir. O halde aşağıdaki teorem verilebilir. 

 

4.2.5. Teorem. 1=k  için 1),(1 −=− yxFγ  Diophantine denkleminin tüm tamsayı çözüm-

leri kümesi  

0,]11[][ 1212 ≥−=++ nMyx n
nn   ve   1,]11[][ 22 ≥−= − nMyx n

nn  

ve ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=
2116
43

M  olmak üzere }),(),,{()( 221212
1

nnnn yxyxF ++
− ±=Ψ γ dir (Tekcan ve 

Kutlu 2017a). 

 

2.Hal. 3≥k  için iki durum söz konusudur: 

   (i) k tam kare değilse çözüm sınıfı  

}]
2

12[,]
2

1[],11[{
3

23
3

2 kkkkkkkkk +
−−−−

+
−+−−  

olup  
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1. 1≥n  için  nM]11[−  denklemin ),( 44 nn yx çözümlerini 

2. 0≥n  için nM −− ]11[  denklemin ),( 1414 ++ nn yx  çözümlerini 

3. 0≥n  için nMkkkk ]
2

1[
3

2 +
−+−  denklemin ),( 2424 ++ nn yx  çözümlerini  

4. 1≥n  için nMkkkk −+
−+− ]

2
1[

3
2  denklemin ),( 1414 −− nn yx çözümlerini  

üretir. O halde aşağıdaki teorem verilebilir.  

 

4.2.6. Teorem. kyxF k −=− ),(γ  Diophantine denkleminin tüm tamsayı çözümleri küme-

si 

1,]11[][

1,]
2

1[][

0,]
2

1[][

0,]11[][

44

3
2

1414

3
2

2424

1414

≥−=

≥
+

−+−=

≥
+

−+−=

≥−=

−
−−

++

−
++

nMyx

nMkkkkyx

nMkkkkyx

nMyx

n
nn

n
nn

n
nn

n
nn

 

ve M, (4.2.3) deki matris olmak üzere  

)},(),,(),,(),,{()( 44141424241414 nnnnnnnn
k yxyxyxyxF −−++++

− ±=Ψ γ  

dir (Tekcan ve Kutlu 2017a).  

 

   (ii)  k tam kare ise çözüm sınıfı  

}]
2

12[,]
2

1[,]
2

[],11[{
3

23
3

2
2
1

2
3

2
1 kkkkkkkkkkkk +

−−−−
+

−+−
+

−−  

olup  

1. 1≥n  için nM]11[−  denklemin ),( 66 nn yx  çözümlerini  

2. 0≥n  için nM −− ]11[  denklemin ),( 1616 ++ nn yx  çözümlerini  

3. 0≥n  için nMkkk ]
2

[
2
1

2
3

2
1 +

−  denklemin ),( 2626 ++ nn yx  çözümlerini 

4. 1≥n  için nMkkk −−
− ]

2
[

2
1

2
3

2
1

 denklemin ),( 1616 −− nn yx  çözümlerini  
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5. 0≥n  için nMkkkk ]
2

1[
3

2 +
−+−  denklemin ),( 3636 ++ nn yx   çözümlerini  

6. 1≥n  için nMkkkk −+
−+− ]

2
1[

3
2  denklemin ),( 2626 −− nn yx   çözümlerini  

üretir. O halde aşağıdaki teorem verilebilir. 

 

4.2.7. Teorem. kyxF k −=− ),(γ  Diophantine denkleminin tüm tamsayı çözümleri küme-

si 

1,]11[][

1,]
2

[][

1,]
2

1[][

0,]
2

1[][

0,]
2

[][

0,]11[  ][

66

2
1

2
3

2
1

1616

3
2

2626

3
2

3636

2
1

2
3

2
1

2626

1616

≥−=

≥
−

−=

≥
+

−+−=

≥
+

−+−=

≥
+

−=

≥−=

−
−−

−
−−

++

++

−
++

nMyx

nMkkkyx

nMkkkkyx

nMkkkkyx

nMkkkyx

nMyx

n
nn

n
nn

n
nn

n
nn

n
nn

n
nn

 

ve M, (4.2.3) deki matris olmak üzere  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

±=Ψ
−−−−

++++++−

),(),,(),,(
),,(),,(),,(

)(
6616162626

363626261616

nnnnnn

nnnnnnk

yxyxyx
yxyxyx

Fγ  

dir (Tekcan ve Kutlu 2017a). 

 

2. DURUM: 2≥k  çift olsun. Bu takdirde yukarıdaki teoremlere benzer şekilde aşağı-

daki teoremler verilebilir.  

4.2.8. Teorem. 2≥k  çift ise ]2,
2

;[ kkkD =  dır (Tekcan ve Kutlu 2017a). 

 

4.2.8. Teoremine göre, 2)2( 2
1 += kA  ve 21 kB =  olduğundan  

4
22

2 2
2

++
+

=∆ kkkτ   

dir. 
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Buna göre  

kyxykkxyxF k =+++= 22 4)42(),(γ  

pozitif Diophantine denklemi için iki hal söz konusudur. 

 

1.Hal. 2=k  ise çözüm sınıfı ]}01{[±  ve çözüm matrisi ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=
74
21

M  olup  

1. 1≥n  için  nM]01[  denklemin ),( 1212 −− nn yx  çözümlerini 

2. 0≥n  için nM −− ]01[  denklemin ),( 2222 ++ nn yx  çözümlerini  

üretir. O halde aşağıdaki teorem verilebilir. 

 

4.2.9. Teorem. 2=k  ise 2),(2 =yxFγ  Diophantine denkleminin tüm tamsayı çözümleri 

kümesi 

1,]01[][ 1212 ≥=−− nMyx n
nn  ve  0,]01[][ 2222 ≥−= −

++ nMyx n
nn  

ve ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=
74
21

M  olmak üzere  

}),(),,{()( 12122222
2

−−++±=Ψ nnnn yxyxFγ  

dir (Tekcan ve Kutlu 2017a). 

 

4.2.10. Not. 2),(2 =yxFγ  Diophantine denkleminin tüm tamsayı çözümlerinin kümesi, 

balans sayılarına (Behera ve Panda 1999) bağlı olarak da verilebilir. nB  balans ve nc  

Lucas-cobalans sayıları olmak üzere ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=
74
21

M  matrisinin n. kuvveti 1≥n  için  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=
+14

2

nn

nnn

cB
Bc

M  

dir. Şu halde 2),(2 =yxFγ  Diophantine denkleminin tüm tamsayı çözümleri kümesi 

})2,(),2,{()( 1
2

nnnn BcBcF −−±=Ψ +γ  

dir (Tekcan ve Kutlu 2017a). 

 

2. Hal. 2>k  tamsayısı için iki durum söz konusudur. 
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   (i) k tam kare değilse çözüm sınıfı }]
2

21[],01[{ −
−±

kk  ve çözüm matrisi 

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

++−

−=
12

2
1

2

2

kkk

kkM           (4.2.4) 

dir. Buna göre  

1. 1≥n  için nM]01[   denklemin ),( 1414 −− nn yx  çözümlerini  

2. 0≥n  için  nM −− ]01[  denklemin ),( 2424 ++ nn yx  çözümlerini   

3. 1≥n  için nMkk ]
2

21[ −
−  denklemin ),( 3434 −− nn yx  çözümlerini  

4. 0≥n  için nMkk −−
− ]

2
21[  denklemin ),( 4444 ++ nn yx  çözümlerini  

üretir. O halde aşağıdaki teorem verilebilir. 

 

4.2.11. Teorem. kyxF k =),(γ  Diophantine denkleminin tüm tamsayı çözümleri kümesi 

0,]
2

21[][

1,]
2

21[][

0,]01[][

1,]01[][

4444

3434

2424

1414

≥
−

−=

≥
−

−=

≥−=

≥=

−
++

−−

−
++

−−

nMkkyx

nMkkyx

nMyx

nMyx

n
nn

n
nn

n
nn

n
nn

 

ve M, (4.2.4) deki gibi olmak üzere 

)},(),,(),,(),,{()( 3434141444442424 −−−−++++±=Ψ nnnnnnnn
k yxyxyxyxFγ  

dır (Tekcan ve Kutlu 2017a). 

 

   (ii) k tam kare ise çözüm sınıfı  

]}
2

21[,]
2

0[],01{[
2
1

−
−±

kkk  

olup  

1. 1≥n  için nM]01[  denklemin ),( 3636 −− nn yx  çözümlerini    

2. 0≥n  için nM −− ]01[  denklemin ),( 2626 ++ nn yx  çözümlerini  
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3. 1≥n  için nMk ]
2

0[
2
1

 denklemin ),( 1616 −− nn yx  çözümlerini  

4. 1≥n  için nMk −− ]
2

0[
2
1

 denklemin ),( 66 nn yx  çözümlerini  

5. 1≥n  için nMkk ]
2

21[ −
−  denklemin ),( 5656 −− nn yx   çözümlerini  

6. 0≥n  için nMkk −−
− ]

2
21[  denklemin ),( 4646 ++ nn yx  çözümlerini  

üretir. O halde aşağıdaki teorem verilebilir. 

 

4.2.12. Teorem. kyxF k =),(γ  Diophantine denkleminin tüm tamsayı çözümleri kümesi 

0,]
2

21[][

1,]
2

21[][

1,]
2

0[][

1,]
2

0[][

0,]01[][

1,]01[  ][

4646

5656

2
1

66

2
1

1616

2626

3636

≥
−

−=

≥
−

−=

≥−=

≥=

≥−=

≥=

−
++

−−

−

−−

−
++

−−

nMkkyx

nMkkyx

nMkyx

nMkyx

nMyx

nMyx

n
nn

n
nn

n
nn

n
nn

n
nn

n
nn

 

ve M, (4.2.4) deki gibi olmak üzere 

)}
2

,0{(
),(),,(),,(

),,(),,(),,(
)(

2
1

4646565666

161626263636 k
yxyxyx

yxyxyx
F

nnnnnn

nnnnnnk ±∪
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

±=Ψ
++−−

−−++−−
γ  

dır (Tekcan ve Kutlu 2017a). 

 

Son olarak 

kyxykkxyxF k −=+++=− 22 4)42(),(γ  

negatif Diophantine denklemi dikkate alınırsa yine burada iki hal söz konusudur: 

 

1.Hal. 2=k  ise çözüm sınıfı ]}13[],11{[ −−  olup  
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1. 1≥n  için  nM]11[−  denklemin ),( 22 nn yx  çözümlerini 

2. 0≥n  için nM −− ]11[  denklemin ),( 1212 ++ nn yx  çözümlerini  

üretir. O halde aşağıdaki teorem verilebilir.  

 

4.2.13. Teorem. 2=k  için 2),(2 −=− yxFγ  Diophantine denkleminin tüm tamsayı çö-

zümleri kümesi 

1,]11[][ 22 ≥−= nMyx n
nn  ve 0,]11[][ 1212 ≥−= −

++ nMyx n
nn  

ve ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=
74
21

M  olmak üzere }),(),,{()( 121222
2

++
− ±=Ψ nnnn yxyxFγ  dir (Tekcan ve 

Kutlu 2017a). 

 

4.2.14. Not. 2),(2 =yxFγ  Diophantine denkleminde olduğu gibi, 2),(2 −=− yxFγ  Diop-

hantine denkleminin tüm tamsayı çözümlerinin kümesi de balans ve Lucas-cobalans sa-

yılarına bağlı olarak  

})1,1(),2,4(),2,4{()( 11
2 −−+−+−−±=Ψ ++
−

nnnnnnnn cBBccBBcFγ  

şeklinde verilebilir (Tekcan ve Kutlu 2017a). 

 

2. Hal. 2>k  için iki durum söz konusudur: 

   (i) k tam kare değilse çözüm sınıfı  

]}
2

1[,]
2

1[],11[{ kkk −−−−  

olup   

1. 1≥n  için nM]11[−  denklemin ),( 1414 −− nn yx  çözümlerini 

2. 0≥n  için nM −− ]11[  denklemin ),( 2424 ++ nn yx  çözümlerini  

3. 1≥n  için nMkk ]
2

1[ −−  denklemin ),( 3434 −− nn yx  çözümlerini  

4. 0≥n  için  nMkk −−− ]
2

1[  denklemin ),( 4444 ++ nn yx  çözümlerini  

üretir. O halde aşağıdaki teorem verilebilir. 
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4.2.15. Teorem. kyxF k −=− ),(γ Diophantine denkleminin tüm tamsayı çözümleri kü 

mesi 

0,]
2

1[][

1,]
2

1[][

0,]11[][

1,]11[][

4444

3434

2424

1414

≥−−=

≥−−=

≥−=

≥−=

−
++

−−

−
++

−−

nMkkyx

nMkkyx

nMyx

nMyx

n
nn

n
nn

n
nn

n
nn

 

ve M, (4.2.4) deki gibi olmak üzere 

)},(),,(),,(),,{()( 4444343424241414 ++−−++−−
− ±=Ψ nnnnnnnn

k yxyxyxyxFγ  

dir (Tekcan ve Kutlu 2017a). 

 

   (ii) k tam kare ise çözüm sınıfı  

]}
2

1[],
2

1[,]
2

[],11[{
2
1

2
1 kkkkk −−−−−  

olup  

1. 1≥n  için nM]11[−   denklemin ),( 1616 −− nn yx  çözümlerini  

2. 0≥n  için nM −− ]11[  denklemin ),( 2626 ++ nn yx  çözümlerini  

3. 1≥n  için nMkk ]
2

[
2
1

2
1

−  denklemin ),( 3636 −− nn yx  çözümlerini  

4. 0≥n  için nMkk −− ]
2

[
2
1

2
1

 denklemin ),( 4646 ++ nn yx  çözümlerini  

5. 1≥n  için nMkk ]
2

1[ −−  denklemin ),( 5656 −− nn yx   çözümlerini  

6. 0≥n  için nMkk −−− ]
2

1[  denklemin ),( 6666 ++ nn yx   çözümlerini  

üretir. O halde aşağıdaki teorem verilebilir. 

 

4.2.16. Teorem. kyxF k −=− ),(γ  Diophantine denkleminin tüm tamsayı çözümleri kü-

mesi 

1,]11[  ][ 1616 ≥−=−− nMyx n
nn  
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0,]
2

1[][

1,]
2

1[][

0,]
2

[][

1,]
2

[][

0,]11[][

6666

5656

2
1

2
1

4646

2
1

2
1

3636

2626

≥−−=

≥−−=

≥−=

≥−=

≥−=

−
++

−−

−
++

−−

−
++

nMkkyx

nMkkyx

nMkkyx

nMkkyx

nMyx

n
nn

n
nn

n
nn

n
nn

n
nn

 

ve M, (4.2.4) deki gibi olmak üzere 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

±=Ψ
++−−++

−−++−−−

),(),,(),,(
),,(),,(),,(

)(
666656564646

363626261616

nnnnnn

nnnnnnk

yxyxyx
yxyxyx

Fγ  

dir (Tekcan ve Kutlu 2017a). 

 

Son olarak γF  formunun otomorfizm grubu ile ilgili olarak aşağıdaki teorem verilebilir.  

 

4.2.17. Teorem. M, (4.2.3) deki matris ve  

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

+++−−

+
−+−=

1222
2

1
232

3
2

*

kkkk

kkkkM  

olmak üzere γF  formu için }:{)( Z∈±=+ tMFAut t
γ  ve }:)({)( 12 Z∈±= +∗∗ tMFAut t

γ  

dir (Tekcan ve Kutlu 2017a). 

İspat. (4.2.3) de tanımlanan M matrisi için 1)det( =M  dir. Üstelik  

γ

γγ

Fyxykkx

ykkkkkkxkkk

ykkkkkkxkkk

ykkkxkkkkkk

ykkkxkkkkkk

ykkkkkkxkkk

ykkkxkkkkk
FMF

=+++=

+++++++
++

+

+++++++
++

×

−−−++−+−+−++

−−−++−+−+−=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+++++++
++

−−−++−+−+−
=

22

223456
246

23456
246

352345

2352345

23456
246

352345

4)42(

))13645()
2

34((4

))13645()
2

34((

))682()1334)((42(

))682()1334((

)13645()
2

34(

,)682()1334(
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olduğundan, M , γF  nın bir has otomorfizmidir. Tümevarımla tM  nin de γF  nın bir has 

otomorfizmi olduğu gösterilebilir. O halde }:{)( Z∈±=+ tMFAut t
γ  dir.  

Benzer şekilde ∗M  matrisi için 1)det( −=∗M  olup 

γ

γγ

F
yxykkx

ykkkxkkykkkxkk
ykxkkkykxkkk

ykkkxkkykxkkFFM

−=
−+−−=

++++
+

+++++
+

×

−−+−+−++−−+−+−=

++++
+

−−+−+−=∗

22

223
3

23
3

22222

23
3

22

4)42(

))12()
2

((4))12()
2

((

))22()1)((42())22()1((

))12()
3

(,)22()1((

 

dır. Şu halde )( γFAutM ∗∗ ∈ dır. Yine tümevarımla 12)( +∗ tM  için  

γγ FFM t −=+∗ 12)(   

olduğu gösterilebilir. O halde }:)({)( 12 Z∈±= +∗∗ tMFAut t
γ  dır. 
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