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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

POZITIF TANIMLI FORMLAR, BAZLAR, INDEFINITE FORMLAR,
KUADRATIK IDEALLER VE DIOPHANTINE DENKLEMLERI

Seyma KUTLU

Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi
Matematik Anabilim Dali

Danmisman: Prof. Dr. Ahmet TEKCAN

Bu ¢alismada pozitif tanimli formlarin taban noktalari, C nin R bazi, indefinite formlar,
kuadratik idealler ve Diophantine denklemlerinin tamsay1 ¢oziimleri ele alinmistir.

Birinci boliimde, tezin sonraki boliimlerinde kullanilacak olan pozitif tanimli formlar,
bu formlarin denklikleri, taban noktalari, bazlar, indefinite formlar, kuadratik idealler ve
Diophantine denklemleri hakkinda bazi temel kavramlara, notasyonlara ve teoremlere
yer verilmistir.

Ikinci boliimde, pozitif tanimli formlarin taban noktalar ele alinnustir. Bu béliimde ilk

. -1, .. .
olarak m>2 tamsayisi i¢in taban noktalar1 X = — dogrusu iizerinde olan pozitif taniml
m

. 1 ..
formlar, daha sonra m > 1tamsayisi i¢in taban noktalar1 C: x* +y? = — ¢emberinin
m

iist-yar1 diizlemde kalan kismi iizerinde pozitif tanimli formlar ele alinmigtir. Tiim bu
problemler GL(2,Z)grubu ve H (\/E) genisletilmis Hecke grubu dikkate alinarak
incelenmistir.

Tezin {igiincli boliimii orijinal olup bu bdliimde, pozitif tanimli formlarin taban noktala-
r1, C nin R bazi ele alinmis ve bunlarla ilgili baz1 yeni sonuglar elde edilmistir.

Tezin dordiincii boliimii de orijinal olup bu boliimde ise indefinite formlar ve kuadratik
idealler ele alinmig ve bunlarla ilgili bazi cebirsel sonuglar elde edilmistir. Bu bdliimde
son olarak ele alinan indefinite formlardan elde edilen baz1 6zel Diophantine denklemle-
rinin tiim tamsay1 ¢oztimleri kiimesi elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Pozitif tanimli formlar, taban noktalari, bazlar, {ist-yar1 diizlem,
indefinite formlar, kuadratik idealler ve Diophantine denklemleri.

2017, vii + 85 sayfa.



ABSTRACT
MSc Thesis

POSITIVE DEFINITE FORMS, BASIS, INDEFINITE FORMS,
QUADRATIC IDEALS AND DIOPHANTINE EQUATIONS

Seyma KUTLU

Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Ahmet TEKCAN

In this thesis, base points of positive definite forms, R basis of C, indefinite forms,
quadratic ideals and integer solutions of some specific Diophantine equations are con-
sidered.

In the first section, some preliminary notations, definitions and theorems concerning
positive definite forms, equivalence of forms, base points, indefinite forms, quadratic
ideals and Diophantine equations are given.

In the second section, base points of positive definite forms are considered. First we
. .. . . . . -1

consider the positive definite form whose base points lie on the line x =— for some
m

integer m> 2 and later we consider the positive definite form whose base points lie on

the circle C: x* +y? = Lz intersection with the upper-half plane. All problems have
m

been considered by using the groups GL(2,7Z) and the extended Hecke group ﬁ(ﬁ ).

In the third section, this is the original part of the thesis; base points of positive definite
forms and R basis of C are discussed. Some new theorems and relations are derived.

In the last section, this is the original part of the thesis; indefinite quadratic forms, quad-
ratic ideals and the set of all integer solutions of some specific Diophantine equations
derived from the indefinite forms are considered.

Key words: Positive definite forms, base points, bases, upper-half plane, indefinite

forms, quadratic ideals and Diophantine equations.

2017, vii + 85 pages.
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1. GIRIS

Bu boéliimde, tezin sonraki boliimlerinde kullanilacak olan bazi1 temel kavramlara ve teo-

remlere yer verilmistir.

1.1. Kuadratik Formlar.

Bu kisimda kuadratik formlar ile ilgili baz1 temel kavramlara, notasyonlara ve teoremle-

re yer verilecektir.

1.1.1. Tanim. a,b,c € R olmak iizere
F(X,y)=ax’ +bxy +cy’
seklindeki ikinci dereceden polinomlara kuadratik form denir ve kisaca F =(a, b, ¢) ile

gosterilir (Flath 1989).

Yukaridaki formun diskriminanti A = A(F) ile gosterilir ve
A(F)=b* —4ac

olarak tammlanir. Ustelik F = (a, b, ¢) formu i¢in

i) F tamdir < a,b,ceZ dir.

i1) F pozitif tanimhidir & A(F) <0, a,c>0 dir.

iii) F indefinitedir < A(F) > 0 dir.

iv) F ilkeldir < obeb(a,b,c) =1 dir.

1.1.2. Not. 1) A(F)<0 ve a,c > 0 olmast durumunda F formu

F(X,y)=a(Xx+—Yy) ——
(6 y) =alx+——y)" ==Y

seklinde yazilabilir. Burada dikkat edilirse (X, Yy) # (0,0) i¢cin F(X,y) > 0 dir. Bu neden-

le F ye pozitif taniml1 form denilir.



r s
2) r,s,t,ue R ve ru—st==l1olmak iizere 2x2 lik L } seklindeki matrislerin kii-
u

mesi, matrislerde carpma islemine gore bir grup olusturur. Bu grup GL(2,R) ile gdste-

rilir. O halde

r s
GL(2,R)={L }ZI’,S,LUER, ru—st:il}
u

r s
dir. Benzer sekilde r,s,t,u € R ve ru—st =1olmak iizere 2x2 lik L } seklindeki
u

matrislerin kiimesi de matrislerde ¢arpma islemine gore bir grup olusturur ve bu grup da

SL(2,R) ile gosterilir.

r s
1.1.3. Tanim. F herhangi bir form ve g = [t ]5 GL(2,R) olsun. Bu takdirde F
u

formunun g matrisi altindaki resmi
gF = F(rx +ty,sx+uy)
olarak tanimlanir (Flath 1989).

Yukaridaki tanima gore,

gF (X, y) = a(rx +ty)* + b(rx + ty)(sx + uy) + c(sx + uy)’
= (ar® +brs +cs®)x* + (2art + bru + bts + 2csu)xy + (at” + btu + cu®)y>

oldugu goriiliir. Buna gore gF de bir kuadratik formdur. Ustelik F ve gF aym 6zellikle-
re sahiptir, yani F pozitif tanimli, indefinite veya ilkel ise gF de pozitif tanimli, indefini-

te veya ilkeldir. Ustelik F ve gF ayn1 diskriminantl, yani A(F) = A(gF) dir.

1.1.4. Tamim. F ve G herhangi iki form olmak tizere gF = G olacak sekilde en az bir

g € GL(2,R) varsa F ve G formlarina denk form denir. det(g) =1ise bu formlara has

denk, det(g) =—1 ise bu formlara has olmayan denk form denir (Flath 1989).

. 1 2
Ornegin, F =(2,-1,4) ve G =(16,47,35) formlar1 g = [1 3} matrisi altinda birbirine

has denktir. Dikkat edilirse F ve G pozitif tanimli olup A(F) = A(G) =-31 dir.



1.1.5. Not. Yukarida F ve G nin birbirine denk olmasi durumunda ayni diskriminantli
oldugu sdylenmisti. Ancak bunun tersi dogru degildir, yani ayni diskriminantli formla-

rin denk olmasi gerekmez. Ornegin F =(1,4,2) ve G =(1,2,—1) formlarmn diskrimi-
nantlar1 8 olmasina ragmen bu formlar birbirine denk degildir, yani gF =G olacak se-

kilde bir g € GL(2,7Z) matrisi yoktur.

1.1.6. Tammm. F formu i¢in gF = F olacak sekilde en az bir g € GL(2,R) varsa g ye F
nin bir otomorfizmi denir. det(g) =1 ise has otomorfizm, det(g) =—1 ise has olmayan
otomorfizm denir. F nin has otomorfizmleri kiimesi Aut” (F) ile, has olmayan otomor-

fizmleri kiimesi ise Aut™ (F) ile gosterilir (Flath 1989).

Omegin, F =(1,1,1) formunun has otomorfizmleri kiimesi

ey S L
0 1 I 1 -1 0

iken G =(1,3,—2) formunun has olmayan otomorfizmleri kiimesi

o )2 ]
3 -1 -5 -9

dir.

1.1.7. Tammm. Pozitif tamimhi F = (a, b, ¢) formu
[b|<a<c
sartin1 sagliyor ise bu forma indirgenebilir form denir. F = (a, b, ¢) indefinite formu da
VA -2]al|<b<vA

sartin1 sagliyor ise bu forma indirgenebilir form denir (Flath 1989).

1.1.8. Tammm. F = (a, b, ¢) pozitif tanimli form olsun. Bu takdirde {ist-yar1 diizlemdeki
herhangi bir z karmasgik sayisi i¢in bu form

F(X,y)=a(X+zy)(X+Zy) (1.1.1)
seklinde yazilabilir. Bu sekildeki z karmasik sayisina F formunun taban noktasi denir

ve z(F) ile gosterilir (Tekcan ve Bizim 2003).



Z= p+Iiq olarak alinirsa (1.1.1) esitligi
F(X,y)=a(x+zy)(X+2zy)=ax’ +2apxy+alz|’ y’

haline gelir. Buna gore 2ap =b ve a| z|*= ¢ esitliklerinden

b e g VAG)
2a 2a

olarak elde edilir. q pozitif oldugundan
b+iy—A(F
= —() c [U
2a
dur. Tersine Tekcan ve Bizim (2003), iist-yar1 diizlemdeki herhangi bir z= p+iq kar-

. —4q°
masik sayisi i¢in A(F) = 2F
z

1 2p
F:(a’bac):(lz|2’ |Z|25 lj

pozitif tanimli formunun oldugunu géstermislerdir. Dolayisiylag :F — z(F) doniisiimii,

< 0 diskriminantli ve taban noktasi z olan

sabit diskriminantli pozitif tanimli formlar ile tist-yar1 diizlemin noktalar1 arasinda bire-

bir bir doniisiimdyir.

Ustelik Tekcan (2007), herhangi bir F = (a,b,¢) indefinite formunun taban noktasini da

z=z(F)=%

olarak tanimlamis ve asagidaki teoremi elde etmistir.

1.1.9. Teorem. F, ve F, indefinite formlarinin taban noktalar sirasiyla z(F) ve z(F,)
olsun. Bu takdirde F, ve F, formlarinin denk, yani belli bir g € GL(2,Z) i¢in gF, = F,
olmasi i¢in gerek ve yeter sart

z(F,) det(g)=1ise

(g_ ) Z(Fl) = {E(Fz) det(g) =—1 ise

olmasidir (Tekcan 2007).

Indirgenebilir indefinite tam formlarmn devirleri ve has devirleri asagidaki teoremde ve-

rilmistir.



1.1.10. Teorem. F = (a,b,c) indirgenebilir indefinite tam form olsun. i > 0 i¢in
55
216 |

ve

Fo=(cil, —b+2s [ ¢ |, —a —bs; —¢;s7)
olmak tizere F nin devri, birbirine denk olan formlarin

Fo~F~F~~F,

bir dizisidir. 7(F) = (—a,b,—¢) doniisiimii i¢in F nin has devri ise birbirine has denk o-
lan formlarin bir dizisi olup bu dizi | ¢ift iken

Fo~7(F)~F ~o(F) ~-~F_, ~7(F_)
ve | tek iken
Fo~t(F)~F~2(F) ~~7t(F ) ~F ~2(R) ~F ~o(F) ~~F_, ~7(F_)
dir (Buchmann ve Vollmer 2007).

Ornegin, indirgenebilir F = (4,6,—3) indefinite formunun devri

F,=4,6,-3)~F =3,6,-4)~F,=4,2,-5)~F, =(5,8,-1) ~
F,=(18,-5)~F =(5,2,-4)

dir. Buna gore has devri

Fob=4,6,-3)~F =(-3,6,4)~F, =(4,2,-5)~ K, =(-5,8,1) ~
F,=(18,-5)~F; =(-5,2,4)

seklindedir.

1.1.11. Tanim. F =(a,b,c) indefinite formunun sag komsusu
A=c, b+B=0(mod2A), VA -2|A|<B<+A ve B?—4AC =A
sartlari1 saglayan R(F)=(A,B,C) formudur.z(F)=(-a,b,—¢) ve y(F)=(-c,b,—a)

icin F nin sol komsusu ise L(F)= y7R(c,b,a) olarak tanimlanir (Flath 1989).

1.1.12. Not. 1) Yukaridaki tanima gore, 6 = (b+ B)/2C tamsayisi i¢in F nin sag kom-

0 -1
susu R(F) = L _é}(a,b,c) dir.



2) Eger F indirgenebilir ise sonlu bir adimda F nin sag ve sol komsu dizileri tekrar F ye
doner. Ornegin indirgenebilir F = (1,5,—4) formunun sag komsulart
R'(F)=(-4,3,2),R*(F) =(2,5,-2), R*(F) =(-2,3,4), R*(F) = (4,5,-1)
R (F)=(-1,5,4), R°(F) = (4,3,-2), R"(F) = (-2.5,2), R*(F) =(2,3,-4)
R'(F)=(-4,51), R(F)=(15,-4)=F
dir. Burada dikkat edilirse R'*(F) = F dir, yani F nin dokuz tane sag komsusu vardir. F
nin sol komsular1 ise
L'(F) = (-4,5,1),L’(F) = (2,3,-4), U'(F)=(-2.,5,2), L'(F) = (4,3,-2)
L’(F)=(-15,4), °(F) = (4,5.-1), L'(F) =(-2,3,4), L’(F) = (2,5,-2)
L9(F) = (_45372)’ LIO(F) = (1555_4) =F
dir. Yine burada L'°(F)=F oldugundan F nin dokuz tane de sol komsusu vardir.
3) F indirgenebilir degilse F nin sag ve sol komsu dizileri tekrar F ye donmez, dizi ice-
risindeki baska bir forma doner. Ornegin indirgenemeyen F = (1,0,—10) formunun sag
ve sol komsulari
R'(F)=(=10,0,1),R*(F) = (1,6,~1), R*(F) = (-L6,1), R*(F) = (1,6,~1) = R*(F)
L'(F) = (=1,6,1), L’(F) = (1,6,~1), L'(F) = (-1,6,1) = L'(F)
dir. Burada dikkat edilirse R*(F)=R?*(F) ve L*(F)=L'(F) dir. Su halde F nin ii¢ sag,

iki de sol komsusu vardir.

1.2. Kuadratik idealler.

Bu alt bolimde kuadratik irrasyonellerden, kuadratik ideallerden ve bunlarla ilgili bazi

temel tanimlardan ve teoremlerden bahsedilecektir.
1.2.1. Tanim. 6 > 0 tam kare olmayan pozitif bir say1 olmak iizere P ve Q tamsayilari
icin Q|(P+)(P+ 5) oluyorsa y = PTM ya bir kuadratik irrasyonel denir. y bir ku-

adratik irrasyonel iken I, =[Q, P +J] bir kuadratik ideal ve F, =Q(X+ py)(X+ 7_/y) ise

bir indefinite formdur (Mollin 1996).



o ninizit ve normu n olmak lizere F7 indefinite formu
2 n+tP+P* ) ,
F, (X, y)=Qx" +(t +2P)xy+[T y

seklindedir. Bu formun diskriminanti A(F) =t* —4n dir.

1.2.2. Tamm. |, =[Q, P + 5] kuadratik ideali i¢cin P+6 >0 ve —Q <P +5<0 sartla-

11 saglaniyorsa bu ideale indirgenebilir ideal denir (Mollin 1996).

Ornegin, |, =[9, 10++/181] ideali indirgenebilir bir ideal iken |, =[7,4++13] ideali

indirgenebilir degildir.

1.2.3. Teorem. |, =[Q, P+ 6] ideali verilsin. i > 0 igin

5>~ Rl,
Q

tanimlansin. Bu takdirde y nin basit stirekli kesirli devirli agilimi1

m; :{Pi(;gJa Pa=mQ —R ve Qy, =

7 =[My;my,My,---,m ]
ve |, =[Q, P+ 4] idealinin devri
e L e P

dir (Mollin 1996).

1.2.4. Not. 1) Eger ideal indirgenebilir ise sonlu bir adimda devir yine ilk basta verilen
ideale déner. Ornegin, | ,=[7,10+ V149 ] ideali indirgenebilirdir ve bu idealin devri i-
¢in agagidaki cizelge elde edilir:

Cizelge 1.1. | =[7, 10++/149] idealin devri

i[O 1|2 (3 |[4|5]6]7]|8 9
B l10[11| 9 [ 8 [12[12]8 9] 11 | 10
Q|74 |17|5 |1 |5 |17(4] 7 7
m (35|14 )|24,4]1]|5]| 3 3




Bu ¢izelgeye gore |, =1, oldugundan |, idealinin devri

)
|, =[710+149]~ 1 =[4,11+149]~ 1 =[17,9+149]~ | =[58++149]~
|, =[L12+3149]~ | =[5,12+149]~ 1 =[17,8+/149]~ | _=[4,9++/149] ~
|, =[7,11++/149]
seklindedir.
2) Eger ideal indirgenebilir degilse devir ilk basta verilen ideale degil, devri igerisindeki
baska bir ideale doner. Ornegin, | , =120, 19+\/ﬁ] ideali indirgenebilir degildir. Bu
idealin devri icin asagidaki cizelge elde edilir:

Cizelge 1.2. | =[20, 19++/21] idealin devri

i [ol1[2|3[4|5][6]|7] 8
Pl19| 1|4 |1 [3]|3|1]|4]| 4
Q201 | 5|4 |34 |5]|1]5
m | 1|51 |1]2]1]1[8]1

Buna gore |, nin devri

L, =[20,19+~211~ 1, =[L11++21]~ 1, =[5,4+21]~ 1, =[4,1+21]~
|, =[3.3+V211~ 1 =[43+421]~ 1, =[51+~21]~ 1, =[L4++21]

seklindedir.

1.3. Bazlar.

Tezin bu kisminda C kompleks sayilar kiimesinin R bazi ele alinacak, bu baz ile ilgili

bazi temel tanimlara ve notasyonlara yer verilecektir.

1.3.1. Tammm. k,lI,m,n, kn—ml = 0 6zelligindeki reel sayilar ve iZ =—1 olmak iizere
B=(a,f)=(k+il,m+in)
ikilisine C nin bir R baz1 denir (Buchmann ve Vollmer 2007).



1.3.2. Not. 1) kn—ml # 0 olmast @ ve £ nin lineer bagimsiz olmasini garanti eder.
2) a nm eslenigi a ,1z1 Tr(a) ve normu N(«) ile gosterilirse sirasiyla

a=k-il, Tr(@)=a+a =2k ve N(a)=k*+1?
dir.

1.3.3. Tammm. B = (¢, ) bazinin yonlendirmesi O(B) ile gosterilir ve
0(8) = sen( %)

olarak tanimlanir. Diskriminanti ise A(B) ile gosterilir ve

A(B) = (@B -ap)’

olarak tanimlanir (Buchmann ve Vollmer 2007).

1.3.4. Not. 1) B=(a,f)=(k+il,m+in) bazinda @ ve F clemanlarmin skalar ve
vektorel carpimlart sirasiyla - f=km+nlve axf=kn—Im dir. Buna gore B nin
yonlendirmesi

1 axf>0ise
O(B)=sgn(kn—m|)=sgn(oe><ﬂ)={_1 o <0 ise

ve diskriminanti
A(B) =(af—aB)? =[2i(kn—mD]* = —4(a x B)’
dir.

2) Herhangi bir z karmasik sayisinin yonlendirmesi O(z) ile gosterilir ve O(1,2z) olarak
tanimlanir. Diskriminant1 ise A(z)ile gosterilir ve A(l,Z) olarak tanimlanir. Buna gore

herhangi bir z = p +iq karmasik sayisinin yonlendirmesi ve diskriminanti sirasiyla

O(z)=sgn(q) ve A(z)= —4q2
dir.

3)g= E lj € GL(2,R) ve B =(«,f) baz1 igin

Bg =[a /3][[ ﬂ=[ar+/3t os + ]

olmak iizere Bg = (ar + ft,as + pu) dur.



4) Eger B,g = B, olacak sekilde en az bir g € GL(2,R) varsa bu bazlara denk baz denir.
det(g) =1 ise bazlara has denk, det(g) = —1 ise bazlara has olmayan denk denir.

5) B, z ve z(F) nin eslenikleri sirasiyla

B=(a,f), 2= p—iq ve E(F):%

dir.

1.3.5. Ornek. 1) B=(2—i, —3+5i) bazii¢gin O(B)=1 ve A(B)=-196 dir. Benzer se-

kilde z = % —% karmasik sayisi i¢in O(z) =—1 ve A(z) =-100/49 dur.

31
2) B=(2—1,-3+5i) veB, =(-9+22i, —4+9i)bazlarig = L 2} matrisi altinda bir-
birine has denk, yani B,g =B, iken, B, =(7+4i, 3—1i) ve B, =(23+5i, 33+8i) bazlar

23
da h= [3 4} matrisi altinda birbirine has olmayan denk, yani B;h =B, diir.

1.3.6. Tammm. B = («, ) bazina karsilik gelen form Fj ile gosterilir ve

Fs = O(B)(N(a),Tr(a),N(B))

olarak tanimlanir (Buchmann ve Vollmer 2007).

1.3.7. Not. 1) Yukaridaki tanima gore, B = (e, ) = (K +il,m+in) bazi igin
N(a)=k>+12, Tr(aB)=2(km+nl) ve N(B)=m?+n>
oldugundan bu baza karsilik gelen form
Fg =+(k?> +12,2(km+nl),m* + n?)
dir.
2) z=p+iq kompleks sayisina karsilik gelen pozitif tanimhi form F, ile gosterilir ve
F, = F,, olarak tanimlanir. O(l,z) =sgn(q), N(I) =1, Tr(lE) =2p ve N(2)=p° +0°
oldugundan z ye karsilik gelen form
F, =F,, =sgn()(1,2p,p* +0°)
dir.
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3) Buna gore pozitif tanimli F formunun z(F) taban noktasina karsilik gelen form
O, z(F))=1, N(1) =1, Tr(1z(F)) :% ve N(z(F)) :%
oldugundan

dir.

Yukarida B = (&, ) bazma karsilik gelen formun Fg seklinde oldugu belirtilmisti.

Tersine pozitif taniml bir F formuna karsilik gelen baz ise asagidaki gibidir.

1.3.8. Tamim. Pozitif tanimli F formuna karsilik gelen baz

B(F):(a,@j

dir (Buchmann ve Vollmer 2007).

1.3.9. Not. 1) B(F) baziigin a =ave f = olarak alinirsa

b+iv—A
2

O(B(F))=1, N(a)=a>,Tr(aB)=ab ve N(B)=ac

oldugundan B(F) bazina karsilik gelen form Fy ) = (a’,ab,ac) dir.

b—i«/—A] .
| dir

2) B(F) bazinin eslenigi B(F) = (a,

1.4. Pell ve Diophantine Denklemleri.

Bu alt boliimde Pell ve Diophantine denklemleri ile ilgili baz1 temel kavramlara ve teo-

remlere yer verilmistir.

a,b, ¢ € Z olmak lizere
ax+hy=c (1.4.1)

seklindeki denklemlere birinci dereceden Diophantine denklemi denir.
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Bu tiir denklemlerin tamsay1 ¢ozliimlerinin olmasi i¢in gerek ve yeter sart d = (a,b) icin
d|c olmasidir. Bu durumda denklemin sonsuz ¢oklukta tamsay1 ¢oziimii vardir. Eger

(Xg, Yo) bu denklemin bir 6zel ¢oziimii ise denklemin diger tiim ¢dziimleri t € Z i¢in

b a
(Xa y) = [XO +Et, yO _Etj

seklindedir. Denklemin 6zel ¢oziimii Oklid algoritmasi kullanilarak elde edilir. Ornegin,
574x+ 252y =14

lineer Diophantine denklemi i¢in

574=252-2+70

252=70-3+42
70=42-1+28
42=28-1+14
28=14-2+0

olup d =(574,252) =14 ve d |14 oldugundan denklemin tamsay1 ¢dztiimleri vardir. Yu-

karidaki esitliklerden geriye dogru gidilirse
14=42-28-1=42—-(70-42-1)-1=42-2-70-1
=(252-70-3)-2-70-1=252-2-70-7
=252-2—-(574-252-2)-7=252-16—-574-7
=574(-7)+252(16)

elde edilir. Buna gore, denklemin bir 6zel ¢oziimii (X,,Y,) =(-7,16) dir. Denklemin di-

ger tiim tamsay1 ¢ozlimleri t € Z i¢in (X,Y) = (=7 +18t,16 —41t) seklindedir.

a,b,c,d,e, f € Z olmak iizere (1.4.1) deki denklemin daha genel hali olan

ax’ +bxy +cy’ +dx+ey+ f =0 (1.4.2)
denklemine ise ikinci dereceden Diophantine denklemi denir. Bu tiir denklemlerin tam-
say1 ¢Oztimleri ilk olarak Fermat (1601-1665) daha sonralar ise Lagrange (1736-1813)

tarafindan ele alinmustir.

D pozitif tam kare olmayan bir tamsay1 ve n sifirdan farkli herhangi bir tamsay1 olmak

tizere, (1.4.2) deki denklemin 6zel bir hali olan

x? —Dy? = +n (1.4.3)
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denklemine ise Pell denklemi denir. x*—Dy? =n denklemine pozitif Pell denklemi,
x> — Dy* = —n denklemine is negatif Pell denklemi denir. (1.4.3) de 6zel olarak n=1
olarak alinirsa elde edilen

x> — Dy’ =+1 (1.4.4)
denklemine ise klasik Pell denklemi denir. Bu denklemler de ilk olarak John Pell (1611-

1676) tarafindan ele alinmis ve daha sonralar1 da bircok matematik¢i tarafindan bu
denklemlerin tamsay1 ¢dziimleri incelenmistir. (X ,Y,), X° — Dy* =1 Pell denkleminin
pozitif bir tamsay1 ¢ozliimii ise (—X,,— Y, ),(X,,— ¥,) ve (=X,,Y,) de bu denklemin birer
tamsay1 ¢oziimiidiir. Ancak Pell denklemlerin ¢oziimleri incelenirken genelde pozitif
tamsay1 ¢oziimleri dikkate alimir. Her D igin (%1, 0), x* — Dy* =1 Pell denkleminin bir

tamsay1 ¢oziimiidiir. Bu ¢oziime asikar ¢oziim denir.

1.4.1. Not. 1) x> — Dy? = +n Pell denkleminde D nin tam kare olmamas: gerekir. Aksi
halde denklem lineer iki denklemin ¢arpimi seklinde yazilabilir. Gergekten de pozitif t
tamsayisi icin D =t?ise denklem x? — Dy? = (X —ty)(Xx+ty) = n seklinde yazilabilir.
Dolayisiyla da n nin ¢arpanlarina gore denklemin sonlu sayida tamsay1 ¢oziimii vardir
veya yoktur. Ornegin x* —9y? =8 Pell denklemi i¢in, denklem

X2 =9y = (x=3y)(x+3y)=8
seklinde yazilabileceginden, denklem i¢in asagidaki ¢izelge elde edilir:

Cizelge 1.3. x> —9y? =8 Pell denklemi

Ihtimaller Coziimler

o]
o
e b
ST

Bu cizelgeye gore verilen Pell denkleminin tamsay1 ¢6ziimii yoktur.
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2) D nin tam kare olmamast durumunda x> — Dy? =+n denkleminin tamsay1 ¢ozimil
varsa bu ¢oziimlerin sayisi sonsuzdur veya tamsay1 ¢oziimii yoktur.

3) x* —Dy? =1 pozitif Pell denkleminin, tam kare olmayan her pozitif D tamsayis i¢in
tamsay1 ¢oziimleri varken, x*> — Dy? = —1 negatif Pell denkleminin her D tamsayisi i¢in
tamsay1 ¢oziimil yoktur (1.4.3. Teoreminde de goriilecegi iizere x* — Dy? = —1 negatif

Pell denkleminin tamsay1 ¢oziimleri, VD nin basit siirekli kesirli devirli acgiliminin per-
yot uzunlugunun tek olmasina durumunda vardir).

4) x* —Dy? =+1 denklemini gergekleyen en kiigiik pozitif (X, Yy;) tamsayi ikilisine
denklemin temel ¢6ziimii denir ki denklemin diger tiim tamsay1 ¢ézlimleri bu temel ¢6-

ziime bagl olarak asagidaki gibi elde edilir.

1.4.2. Teorem. (X, yl),X2 — Dy? =1 porzitif Pell denkleminin temel ¢oziimii ise denkle-
min diger tamsay1 ¢oziimleri n > 1 i¢in

Xn +'\/Byn = (Xl +\/Byl)n
olmak tizere (X,,Y,) seklindedir. Eger (X,V,), x* — Dy? = —1 negatif Pell denkleminin
temel ¢oziimii ise denklemin diger tiim tamsay1 ¢éztimleri n >1 igin

Xop1 \/Byzn—l = (X + \/Byﬂzn_l
olmak tizere (X,,_;,Y,n) seklindedir (Mollin 2008).

Su halde denklemin temel ¢6ziimiiniin bulunmasi, Pell denklemlerinin tamsay1 ¢oziim-
lerinin elde edilmesinde 6nemli bir rol oynar. Bu temel ¢éziim VD nin basit siirekli ke-

sirli devirli agilimina bagli agagidaki gibi elde edilir.

1.4.3. Teorem. +/D nin basit siirekli kesirli devirli acilimi

\/B:[a();apaza“'aal—baﬂ
olsun. A, =0,A,=1,B_,=1,B,,=0 ve
A =a A +A, ve B =B, +B,

tamimlansin. Bu takdirde x> — Dy’ =1 pozitif Pell denkleminin temel ¢dziimii
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(A_,B.) [lgift iken

(Xl’yl):{ (A,,.B,,) | tek iken

dir. | nin ¢ift olmasi durumunda negatif Pell denkleminin tamsay1 ¢6ziimii yoktur. | nin

tek olmast durumunda negatif Pell denkleminin temel ¢oziimii

(Xl’ yl) = (A|—1’ Bl—l)
dir (Mollin 2008).

Yukaridaki teoremde gegen | sayisina peryot uzunlugu denir. Ornegin, x> —13y* =+1
Pell denklemi igin /13 =[3;1,1,1,1,6] olup

Ay =3,A =4 A =TA=11A, =18, A =119,
A, =137, A, =256, A, =393, A, =649

Ve

B, =71, By =109, B, =180

dir. Buna gore, X* —13y? =1 denkleminin temel ¢6ziimii (X, Y1) =(Ay,By) = (649,180)

ve x> —13y? =—1 denkleminin temel ¢6ziimii ise (%, Y,) =(A,,B,) =(18,5) olarak elde
edilir. Dolayisiyla 1.4.2 Teoreminden x> —13y* =1 denkleminin tiim tamsay1 ¢oziimleri
n>1 igin X, +~/13y, = (649 +180+/13)"olmak iizere (X,,y,) seklinde, x> —13y* =—1
denkleminin tiim tamsay1 ¢oziimleri ise n>1 igin X, , + J13 Yony =18+ 513 )" ol-

mak tizere (X,,_1, Yon;) seklindedir.

1.4.4. Teorem. n >3 olmak iizere x> —Dy” =1 pozitif Pell denkleminin tamsay1 ¢o-
zlimleri arasinda

Xna = (2X1 - 1)(Xn + Xn—l) — Xp2

Yo =X =D(Yn + Yno1) = Yna

ve x* — Dy? = —1 negatif Pell denkleminin tamsay1 ¢oziimleri arasinda

Xon+1 = (4X12 +1D(Xon + Xan3) = Xonos
Yone = (X7 +1)(Yan 1 + Yan3) = Yans
seklinde indirgeme bagintilar1 vardir (Mollin 2008).
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1.4.2. Teoremine benzer sekilde x> — Dy2 = *1 Pell denkleminin tiim tamsay1 ¢ozlimle-

ri matrislere bagli olarak asagidaki gibi de verilebilir.

1.4.5. Teorem. x> —Dy? =1 pozitif Pell denkleminin temel ¢oziimii (X,,Y,) olsun. Bu

takdirde denklemin diger tiim tamsay1 ¢oztimleri n > 1 igin

Yn i X% 0
olmak tizere (X,,Y,) seklindedir. Eger (X;,Y;), x* — Dy? = —1 negatif Pell denklemi-

nin temel ¢6ziimii ise denklemin diger tiim tamsay1 ¢ézlimleri n >1 i¢in

|:X2n—1j|:|:xl DWTM[I}
Yona Yio X 0

olmak tizere (X,,_;,Y,n) seklindedir (Mollin 2008).

1.4.6. Not. 1) (1.4.2) de verilen ax* +bxy +cy® + dx+ey + f =0 Diophantine denklemi

esasinda bir konik denklemi olup A =b?* —4ac olmak iizere
1. A<O0 iken bu konik bir elips belirtir ve bu durumda verilen denklemin sonlu
sayida tamsay1 ¢oziimii vardir.

2. A =0 iken bir parabol belirtir.
i) 2ae—bd =0 ise (2ax+by +d)* =d?* —4af
ii) 2ae —bd #0 ise X =2ax+by+d veY =(4ae—2bd)y +4af —d?
olarak alinirsa her iki halde de verilen denklem
X?+Y =0
denklemine indirgenmis olur.

3. A>0 iken bir hiperbol belirtir. Bu durumda denklemde gerekli diizenlemeler

yapilirsa denklem X? —dY? =n Pell denklemine indirgenmis olur.
2) A >0 olmasi durumundaki Diophantine denklemlerinin incelenmesi daha kayda de-
gerdir. Clinkii bu durumda verilen denklemin tamsay1 ¢6ziimleri varsa bunlarin sayisi

sonsuzdur. Diger durumlarda tamsay1 ¢oziimleri ya yoktur ya da varsa bunlarin sayist
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sonlu tanedir. Ornegin, 2x% —6xy +3y* +1=0 denklemi icin A =12 >0 dir. Bu denk-
lemde gerekli diizenlemeler yapilirsa denklem
X =3(y-x)* =1
haline gelir. Bu son denklemde U = X ve V=Y — X degisken degisimi yapilarak denklem
u?-3v =1
pozitif Pell denklemine indirgenmis olur. Bu denklemin temel ¢oziimii (u,,v;)=(2,1)

olup denklemin diger tiim tamsay1 ¢oziimleri n >1i¢in

w3
A 1 2|10
olmak tizere (U,,V,) seklindedir. Su halde 2x* —6xy +3y? +1=0 Diophantine denkle-
minin tamsay1 ¢oziimleri
(Xp, Yy) = (U, U, +V,)
seklindedir. Benzer sekilde x> —7y? + 2x+ 56y —110 = 0 Diophantine denklemi de
(x+1D)*=7(y-4)7> =-1
olarak yazilabileceginden U = X+1, v =Yy —4 degisken degisimi yapilarak denklem
u? —7v: =-1
negatif Pell denklemine indirgenmis olur. Ancak J7= [2;m] oldugundan bu denk-

lemin tamsay1 ¢oziimleri yoktur (Peryot uzunlugu ¢ift oldugundan). Dolayisiyla denk-

leminin tamsay1 ¢oziimleri yoktur.

17



2. POZITIF TANIMLI FORMLAR VE TABAN NOKTALARI

Bu kisimda ilk olarak pozitif tanimli formlar ve normal formlar ele alinacak ve aralarin-

daki iliski tizerinde durulacaktir. Daha sonra ise pozitif tanimli formlarin taban noktalar1

GL(2,Z) grubu ve ﬁ(ﬁ ) genisletilmis Hecke grubu dikkate alinarak incelenecektir.

2.1. Pozitif Tanimh Formlar.

Bu alt boliimde pozitif tanimli formlarin indirgenebilirligi ve normal formlar ile olan i-
liskisi, daha sonra ise diskriminanti A olan tiim indirgenmis pozitif tanimli formlarin
nasil elde edilecegi gosterilecektir. 1.1.7. Taniminda pozitif tanimli F =(a, b, ¢) for-
munun |b|<a<c sartini saglamasi durumunda bu forma indirgenebilir form denilmisti.
Ornegin F = (7,-2, 9) pozitif tamml1 formu indirgenebilir iken G = (2,8,9) pozitif ta-
mmli formu indirgenebilir degildir. Indirgenemeyen pozitif tanimli bir form asagidaki

indirgeme algoritmasi kullanilarak ayni diskriminantli indirgenebilir bir forma doniistii-

riilebilir. Bu son forma, indirgenemeyen formun indirgenmisi denir.
2.1.1. Teorem. F =(a,b,C) pozitif tanimli formu indirgenebilir olmasimn. i > 0 i¢in

{Q+qJ
ri =
2¢,

pi+l(F) :(Ci’_bi +2CI. C.I"i2 _biri _|_ai)

itiovi

olmak {izere F nin indirgenmisi

dir (Buchmann ve Vollmer 2007).

2.1.2. Not. 1) Yukaridaki teoreme dikkat edilirse
0 1
p(F)= 1y F=F(y,x+ry)

oldugu goriiliir.
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2) Bu algoritma indirgenebilir form elde edilinceye kadar bir 6nceki forma uygulanma-
ya devam edilir. Ustelik F formu, kendisinin indirgenmis olan p'(F) formuna, yukari-
daki matrislerin tersten ¢arpilmasi suretiyle elde edilen matris yardimiyla resmedilebilir,

yani F ile indirgenmisi olan p'(F) formu has denktir.

3) Indirgeme adimlarmin sayis1 en fazla {log(ijJ + 2 dir.

JAl

2.1.3. Ornek. A =-3diskriminantli F =(61,—27,3) formu indirgenebilir degildir. Bu
forma yukarida belirtilen indirgeme algoritmas: uygulanirsa r, = —4 olur. Buna gore
p'(F)=(3,3,1) formu elde edilir. Bu form indirgenebilir olmadigindan bir kez daha in-

dirgeme algoritmasi uygulanirsa 1, =2 ve p*(F) = (1,1, 1) formu elde edilmis olur. Bu

son form indirgenebilir oldugundan F formunun indirgenmisi
p (F)=(111)
dir. Burada dikkat edilirse A(p’(F))=-3 tiir. Ustelik

9=[_01 ﬂ{—ol —14H:; :ﬂ

doniisiimii icin gF = p°(F), yani F ve p°(F) formlari birbirine denktir.

2.1.4. Tammm. Diskriminanti A olan pozitif tanimhi indirgenmis (temel) form F; ile

gosterilir ve

a, o,%) A =0(mod 4)

a, 1,%) A =1(mod 4)

olarak tanimlanir (Flath 1989).

2.1.5. Not. Eger pozitif taniml bir F formu indirgenebilir degilse bu form GL(2,Z) nin
eleman ile aym diskriminantli indirgenmis F, formuna resmedilebilir. Ornegin, A =-3

diskriminantli F = (1, 3, 3) formu indirgenebilir degildir. Ayn1 diskriminantl indirgenebi-
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-2
lir form F, = (1,1,1) olup g ={

1
O} icin gF = F; dir. Benzer sekilde A =-8 diskri-
minantli F =(1,4,6) formu da indirgenebilir degildir. Ayn1 diskriminantli indirgenmis

1 0
form F; =(1,0,2) olup g ={ 5 J icin gF = F; dir.

2.1.6. Teorem. Eger F =(a,b,c) formu indirgenebilir ise a S\/|T|/3 diir (Buchmann

ve Vollmer 2007).

Ispat. F indirgenebilir ise |b|<a<c dir. Buna gore ¢ >a oldugundan 4ac >4a* dir.

Benzer sekilde | b|< a oldugundan b® < a’ < —b*> > —-a’ elde edilir. O halde
|A|=4ac—b*>4a’ —a’ = 3a’

dir. Buradan a <./|A|/3 oldugu agiktir.

2.1.7. Teorem. A diskriminanthi sonlu sayida indirgenebilir pozitif tanimli tam form
vardir (Buchmann ve Vollmer 2007).

ispat. F =(a,b,c), A diskriminantli pozitif tanimli form olsun. Bu takdirde 2.1.6. Teo-
reminden dolay1 |b|<a<,/|A|/3 dir. Su halde verilen herhangi bir A diskriminanti

icin sonlu sayida b ve a degeri (veya degerleri) vardir. Diger yandan A =b* —4ac ol-

2

dugundan ¢ = dir. b ve a igin sonlu sayida deger oldugundan c igin de sonlu sa-

4a

yida deger vardir. Dolayisiyla indirgenebilir formlarin sayist sonludur.

2.1.8. Teorem. Pozitif tanimli formlarin her bir denklik sinifi tam olarak bir tane indir-

genebilir form bulundurur ki bu form F; formudur (Buchmann ve Vollmer 2007).

2.1.9. Not. 2.1.7 ve 2.1.8 Teoremlerine gore, A diskriminantli indirgenebilir pozitif ta-
nimli formlar su sekilde belirlenir: A nin tek veya ¢ift olmasi b nin tek veya ¢ift olma-

sina bagli oldugundan b =A (mod2) dir. Diger yandan elde edilen formun indirgenebi-

lir olmast istenildiginden 2.1.7. Teoremi geregi |b|<a<,/|A|/3 sartinin saglanmasi

gerekir. Su halde b i¢in
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A(mod2) <b <|\[A /3]

2

aralig1 elde edilmis olur. A =b* —4ac igin ¢ =

olup a sayist

tamsayisini boler. Ustelik | b [<a < ¢ esitsizligi g6z 6niline alinirsa a <¢ =— elde edilir.
a

Su halde a* <A dir. Ayrica a >b olacagindan a igin b< a< \_\/KJ aralig1 elde edilmis

2

olur. a ve b i¢in elde edilen bu araliklardaki her deger igin ¢ =

nin tamsay1 olup

olmadig1 kontrol edilir. Eger ¢ tamsay1 ise indirgenmis pozitif tanimli (a,b,c) formu el-
de edilmis olur. Bu form i¢in (a,—b,C)de indirgenmis pozitif tanimli bir formdur. c

tamsay1 degilse indirgenmis pozitif taniml form yoktur.

Ornegin, A = —191 diskriminantl pozitif tanimli indirgenmis formlar i¢in A = 1(mod?2)
oldugundan

A(mod2) <b <|\[A)/3 | 1<b<7
dir. Buna gore b =1,3,5,7 olmak zorundadir. Diger yandan |b|<a <c olmasi gerekti-

ginden her bir b degeri i¢in @ >b olmalidir. Buna gére

b>-A 1+191
4

1) b=1 icin A= —48 olup b< a< |48 | 1<a <6 dr.

2

(i) a=1ligin c= =48 olup indirgenmis form (1,1, 48) dir.

2

(ii) a=2 igcin c = A =24 olup indirgenmis formlar (2,1,24) ve (2,—1,24) dir.

2

(iii) a=3 i¢in ¢ =

=16 olup indirgenmis formlar (3,1,16) ve (3,—1,16) dir.

2

(iv) a=4 i¢cin c =

=12 olup indirgenmis formlar (4,1,12) ve (4,—1,12) dir.

2

(v) a=5i¢in c=

¢ 7 oldugundan indirgenmis form yoktur.
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2

(vi) a=6i¢in Cc =

=8 olup indirgenmis formlar (6,1,8) ve (6,—1,8) dir.

b>-A 9+191

2 =50 olup 3< a< L@j@%ag dir.

2) b=3 igin A=

2

(i) a=3 iginc=

¢ 7. oldugundan indirgenmis form yoktur.

2

(ii) a =4 icin C:b

¢ 7. oldugundan indirgenmis form yoktur.

2

(iii) a =5 i¢in Cc = =10 olup indirgenmis formlar (5,3,10) ve (5,—3,10) dir.

2

(iv) a=6 icin C = ¢ 7 oldugundan indirgenmis form yoktur.

2

(v) a=7 i¢in C = ¢ 7 oldugundan indirgenmis form yoktur.

b*-A 25+191

3) b= igin A= =54 olup 5< a< |54 < 5 <a<7dir.
2 P—
(i) a=51i¢in c= ¢ 7 oldugundan indirgenmis form yoktur.
2 —
(ii) a=6 i¢in C = =9 olup indirgenmis formlar (6,5,9) ve (6,—5,9) dir.
2 —
(iii) a=7 i¢cin c = ¢ Z oldugundan indirgenmis form yoktur.
2 —
) b=7 icin A=> y A :492191 ~60 olup 7 < a< |60 | 7<a <7 dir.

2

(i) a=7 i¢cin c= ¢ 7, oldugundan indirgenmis form yoktur.

O halde tiim indirgenmis formlar
(1’1548)’ (271524) ’(25_ 1’24) 5(351’16) B (37_ 1516) 7(451512)5 (47_ 1512) B
(6, 178) ,(65_ 1, 8) s (553,10) ,(5,_ 3,10) B (6a5,9) B (6a_ 579)

dir. Burada dikkat edilirse elde edilen tiim bu formlarin diskriminantlari -191 dir.

2.1.10. Normal Form. Pozitif tanimli F =(a,b,c) formu —a <b <a sartin1 saghyor ise

F ye normal form denir (Buchmann ve Vollmer 2007).
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2.1.11. Teorem. Eger F =(a,b,c) normal ve aSTise F indirgenebilirdir (Buch-

mann ve Vollmer 2007).

N

Ispat. F =(a,b,c) normal ise —a<b<a olup aST ise 2a<.|A|<4a’<|A|

dir. F pozitif taniml1 oldugundan A <0 dir. O halde

2 2
|A|:4ac—b2<:>c:|A‘er > 1Al 487,
4a 4a 4a

Ayrica —a<b<a oldugundan |b|<a<c elde edilir. Dolayisiyla F indirgenebilirdir.

2.1.12. Teorem. Eger F =(a,b,c) normal ve a> m ise ¢ <a/2 dir (Buchmann ve
Vollmer 2007).

Ispat. Eger F normal ise —a<b<a dir. Buradan b*<a’ elde edilir. Diger yandan
a>./|A| oldugundan a’ >| A| ve bdylece

|A|=4ac—b2c>c=|A’er2 < W2 _ A
4a 4a 4a 2

dir.

2.1.13. Teorem. F normal fakat indirgenemeyen bir form olsun. a <./ |A| ise p(F)
formu indirgenebilirdir (Buchmann ve Vollmer 2007).
Ispat. a<./|A| olsun. F normal fakat indirgenebilir olmadigindan ya a >c dir ya da

a=c ve b <0 dir. Ikinci halde p(F)nin indirgenebilir oldugu aciktir. a >¢ hali dikkate

alinsin. € <,/|A| / 2 ise p(F) nin indirgenebilirdir. Bu nedenle € >4/| A | /2 olsun. Bu

2

takdirde 4c>>./|A| olup |b|<a<./|A| oldugundan f—zsl dir. Dolayisiyla | r |<1
c

dir. r =0 ise c<a olup p(F)=(c,—b,a) indirgenebilirdir. | r |=1 ise r =%1 olup
p(F)=(c,—b+2c,a¥bh+c)
dir. Eger a >|b| ise aFb+c>a—|b|+c>c olacagindan p(F) indirgenebilirdir. Eger

a=b ise b >0 oldugundan r =1 olup p(F)=(c,—a+2c,c) dir. Diger yandan
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1Al 2

>
2 2

oldugundan —a +2c >0, yani p(F)=(c,—a+ 2c,c) indirgenebilirdir.

2.1.14. Teorem. F normal fakat indirgenemeyen bir form ise a > rc dir (Buchmann ve
Vollmer 2007).

Ispat. Eger | r|=1 ise F normal fakat indirgenemeyen bir form isea > rc oldugu agiktir.

Bu nedenle | r|>1 oldugu kabul edilsin. Bu takdirde A =b* —4ac <0 oldugundan

[b+cJ {b 1J b 1
r=—|=| —+=|&—2>r——
2C 2c 2 2C 2
dir. O halde

|A|+b* b? 1
a=——>—=¢C

2 2
— 2c|r|—l >c|r|(r|-1)>c|r|>cr
4c 4c 2¢ 2

dir. Su halde a > rc dir.

Yukaridaki teoremden asagidaki sonug verilebilir.

2.1.15. Sonug. F normal ve | r|<1 ise F, p'(F)ve p*(F) formlarindan birisi indirgene-

bilirdir (Buchmann ve Vollmer 2007).

2.2. Pozitif Tanimhi Formlarim Taban Noktalari.

Tekcan ve Bizim (2003), pozitif tanimli bir F = (a,b,¢) formunun iist-yar1 diizlemdeki
bir z karmasik sayist icin F(X,Yy) =a(x+ zy)(x+ zy) seklinde yazilabildigini, tersine

verilen herhangi bir z = p+iq e Usayist igin, bu sayiy1 taban noktasi kabul eden

_ 2
A= |4_(|14 diskriminantli pozitif taniml bir
z
F:(a,b,c):( L 2p 1] 2.2.1)
[z |z

formunun oldugunu gostermislerdi.
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. . -1 .
Bu kisimda ilk olarak m>2 tamsayisi i¢in taban noktalar1 X = — dogrusu iizerinde o-
m

lan pozitif tanimli formlar ele alinacak, bu formlardan kag¢ tanesinin tam form oldugu ve

tam olmayan formlarin indirgenmis formlara nasil resmedilebilecegi gdosterilecektir.

. 1
Daha sonra ayni problem m>1 tamsayisi i¢in taban noktalar: C: x? + y? = — ¢em-
m

berinin tist-yar1 diizlemde kalan yay1 lizerinde olan pozitif tanimli formlar i¢in ele alina-

caktir. Tiim bu islemlerde GL(2,Z) grubu dikkate alinacaktir. Daha sonra benzer islem-

ler GL(2,7Z) grubu yerine ﬁ(ﬁ ) genisletilmis Hecke grubu alinarak incelenecektir.

2.2.1. Teorem. m>2 olmak iizere 0 < D <m? olsun. Bu takdirde A(F)=-D diskri-

) -1, . w .
minantli ve taban noktas1 X =— dogrusu tizerinde olan pozitif tanimli bir F =(a,b,c)
m

formu vardir (Tekcan ve Bizim 2003).

y?
7~ = —D esitliginden

Ispat. z = x +iy olmak iizere X = al icin |
m z

y- m++m’-D
mvD

elde edilir. Buna gore (2.2.1) esitliginden

F=(ab,c)= (2.2.2)

mD -D
b b 1
2(m+4m?>=D) m+vm?>-D

pozitif tanimli formu elde edilmis olur. Burada dikkat edilirse (2.2.2) de elde edilen po-
zitif tanimli form tam form degildir. Bu formun tam olmasi1 i¢in m nin tek veya ¢ift olu-
suna gore iki durum s6z konusudur:

1. Durum: m tek olsun. Bu takdirde belli bir pozitif k tamsayisi igcin m =2k +1 dir. Bu

durumda D ¢ift olup F nin tam olmasi i¢in gerek ve yeter sart 1<| <k 6zelligindeki |

tamsayilar1 icin D = m* — (2l —1)* olmasidir. Gergekten de F tam olsun. Bu takdirde m
tek ve D ¢ift oldugundan Ym? — D tektir. | >1 tamsayisi icin vm? —D =2l —1 deni-
lirse m?* —D = (21 =1)* ve bdylece D =m? — (21 —1)* elde edilir. D pozitif oldugundan

m2 — (2l =1)> = (m— 2l = D)) + (2| = 1))
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pozitif olmak zorundadir. | >1 oldugundan m+(2l—1) >0 ve boylece m—(2l-1)>0
dir. Buise k +1>1 olmast demektir. O halde 1 <1<k icin D =m? — (21 -1)* dir.
Tersine 1<1<k o6zelligindeki | tamsayilar1 igin D =m? —(2I =1)? olsun. m tek ve D
cift oldugundan m— (2l —1) ¢ift olup

mD _mm?=21-1)%) _ m(m—(2l-1))

:2(m+\/m2—D)_ 2zm+@21-1)) 2

tamsay1 ve benzer sekilde

a

o__ —D _-—m-@l-1 _me@l)

m++m?-D m+ (2l -1)

tamsay1 olur, yani F formu tamdir.

2. Durum: m ¢ift olsun. Bu takdirde belli bir pozitif k tamsayisi igin m = 2k dir. Bu du-

rumda da F nin tam olmasi i¢in gerek ve yeter sart 1 <t <m—1 6zelligindeki t tamsay1-
lar1 igin D =m? —t* olmasidir. Gergekten de F tam olsun. Bu takdirde m* — D > 0 ol-
dugundan pozitif t tamsayis1 igin Y/m? —D =t denilirse D =m? —t* elde edilir. D po-
zitif oldugundan m* —t* = (m —t)(m +t) carpimu pozitif olmak zorundadir. m ve t pozi-

tif oldugundan m+t pozitiftir. Dolayisiyla m—t pozitif olmak zorundadir. Bu ise

m >t olmasi demektir. Boylece t <m—1 elde edilir. Diger yandan t pozitif oldugundan

1<t<m-1 dir. O halde D =m? —t? dir.

Tersine 1 <t <m-1i¢in D =m’ —t* olsun. Bu takdirde m ¢ift oldugundan

mD _m(m?—t*) _ m(m-t)

:2(m+\/m2—D) 2(m+t) 2

a

ve benzer sekilde

b —D _—(m-t%)
m++m? - D m+t

birer tamsay1 olur, yani F formu tamdir.

2.2.2. Sonu¢. m =2k +1 ise taban noktalart X = -1 dogrusu tizerinde olan K tane pozi-
m

tif taniml1 form vardir ve bu formlar
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. . . -1 .
seklindedir. m =2k ise yine taban noktalar1 X =— dogrusu iizerinde olan m—1 tane
m

pozitif tanimli tam form vardir ve bu formlar
Fj:(kj:_j: 1): lg.lgm_l (224)

seklindedir (Tekcan ve Bizim 2003).

Yukarida elde edilen tam formlara dikkat edilirse, bu formlarin indirgenebilir olmadig1

goriiliir. Ancak indirgenemeyen herhangi bir pozitif tanimli F formu, GL(2,7Z) nin belli

bir elemani ile F ile ayn1 diskriminanthi indirgenebilir bir forma resmedilebilecegi bir

onceki boliimde goriildii. O halde asagidaki teorem verilebilir.

2.2.3. Teorem. (2.2.3) ve (2.2.4) de elde edilen pozitif tanimli F tam formlari, GL(2,7Z)
nin belli bir eleman: ile F ile aynm: diskriminantli indirgenebilir F; formuna resmedile-

bilir (Tekcan ve Bizim 2003).
Ispat. 2.2.1. Teoreminin ispatina benzer sekilde m nin tek veya ¢ift olmasina gére ispat
iki durumda ele alinacaktir.

1. Durum: m =2k +1 olsun. Bu durumda (2.2.3) geregi 1< j <Kkigin pozitif taniml

tam formlar F; = ((2k +1)], —2], D dir. Ayni diskriminantli indirgenebilir pozitif ta-
N rs .
nimli form FRJ. =(1,0,mj— j°) olupg = ¢ e GL(2,Z) i¢in
u

mjr? —2jrs+s* =1
2mjrt —2 jru—2 jts+2su =0
mjt? — 2 jtu +u? = mj — j?

denklem sistemi elde edilir. Denklem sisteminin bir ¢oziimii r=0,s=1,t =1, u=j dir.
0 1., . . . .
Su halde g = [1 } icin g;F; = FRJ. dir, yani F; ve FRJ. formlar1 birbirine denktir.
J

2. Durum: m =2k olsun. Bu takdirde (2.2.4) geregi 1< j<m-—1 i¢in pozitif taniml
tam formlar F; =(kj, — J, 1) dir. Burada j nin tek veya ¢ift olmasi durumuna gore iki

hal s6z konusudur.

(i) j tek, yani belli bir h >0 tamsayisi i¢in j =2h+1 olsun. Bu durumda (2.2.4) esitli-

ginden pozitif tanimli tam formlar
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F; =(k2h+1,-(2h+1), 1)
olup bu forma karsilik gelen ayn1 diskriminantl indirgenmis form
Fe, = (L1~ h? —h+ 2kh + k)

dir. Buna gore

k2h+Dr*> —2h+Drs+s’ =1
2k(2h+Drt—2h+Dru—2h+Dts+2su =1
k2h+Dt> —=2h+Dtu+u®> =-h> —h+2kh+k

denklem sistemi elde edilir. Denklem sisteminin bir ¢oziimi r=0,s=1Lt=Lu=h+1

0 1
dir. O halde g :L J.H} icin g;F; = FRJ. dir.

2

(ii) j cift, yani belli bir h > 0 tamsayisi i¢in j =2h olsun. Bu durumda (2.2.4) den pozi-
tif tamimh form F; = (2kh,—2h,1) olup indirgenmis form FRJ. =(1,0,— h* + 2kh) dur.

Buna gore

2khr? —2hrs +s =1
4khrt — 2hru —2hts+2su =0

2kht? — 2htu +u? = —h? + 2kh

0 1
denklem sisteminin bir ¢oziimii r =0, S=-1,t=1,u=h oldugundan ¢ | = [1 J} igin
2

Ormnegin, m = 5 i¢in pozitif tanimli formlar F,=(,-2,1) ve F, =10, —4, 1) ve indir-

genebilir formlar Fp =(1, 0, 4) ve Fg, =(1, 0, 6) olup

0o 1 .. 0 1] ..
91=1 1 icing,F =Fg  ve 92:1 ) icin g,F, = kg

dir. Benzer sekilde m = 6 i¢in pozitif tanimli formlar
F,=G,-11),F =(,-2,1),F =0,-3,1),F, =(12,-4,1) ve F, =(15,-5, 1)
ve indirgenebilir formlar

FRl = (17 la 3)9 FR2 = (1: 09 5)3 FR3 = (1:177)9 FR4 = (1: 0: 8) ve FR5 = (1319 9)

olup
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0o 1) ..
9, = igin g,F, = Fg ,

[
—

0 1| ..

9, = 1 J igin g,F, = Fg,,
0 1] ..

9; = 1 2} igin g;F; = Ry,
0 1] ..

94 = 1 2} icin g, F; = Fg,,
0 1| ..

gs = 1 3} 161 gstzFR5

dir.

Simdi yukarida ele alinan problem, taban noktalar1 orijin merkezli ¢cemberler iizerinde

olan pozitif tanimli kuadratik formlar i¢in ele alinsin.

il 1 ~
2.2.4. Teorem. m>1 tamsayisi i¢in C: x> + y? =— ve C=Cn7U olsun. Bu tak-
m

dirde 0< D <4m? icin taban noktalar: C da olan A(F)=A(G)=-D diskriminantl

pozitif tanimh F =(a,-b, ¢) ve G =(a, b, ¢) formlar1 vardir (Tekcan ve Bizim 2003).

_ 2
Ispat. Yine z = x+iy icin |z |:l olup 4{ =-Doy=—
m | Z| 2m

elde edilir. Bu son

4am? -D

5 dir. Su halde taban noktalar1 C ¢emberi lizerinde olan

esitlige gore X ==
2m

A(F)=A(G) =-D diskriminanth

F=m? —v4m’>-D, 1) ve G=(m>*,v4m’-D, 1) (2.2.5)

pozitif tanimli formlar1 vardir. Yine burada dikkat edilirse (2.2.5) de elde edilen bu

formlar tam degildir. Bu formlardan sadece F tam hale getirilsin. Benzer sekilde G igin

de yapilabilir. b =+/4m? —D olsun. Bu takdirde F nin tam olmas: i¢in gerek ve yeter
sart 1<t<2m-—1 icin D =4m? —t> olmasidir. F tam ise ¥4m? — D e Z dir. Buna g0-

re 4m? — D > 0 oldugundan pozitif t tamsayisi i¢in v/4m? — D =t denilirse buradan

4m* -D=t* © D =4m? —-t*
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elde edilir. D pozitif oldugundan esitligin sagindaki ifadenin pozitif olmas1 gerekir. m
ve t pozitif oldugundan 2m+t pozitif olup 2m —t pozitif olmak zorundadir. Buradan

2m—-t>0<<t<2m elde edilir. O halde 1<t<2m-1 dir. Buna gore, 1<t <2m-1
icin D=4m* —t* dir. Tersine, 1<t<2m-—1 icin D =4m? —t*> olsun. Bu takdirde t

tamsay1 oldugundan b =+/4m’> —D =t tamsayidir. a=m’ ve ¢ =1 tamsay1 oldugun-

dan F tamdir.

2.2.5. Sonu¢. m >1 olmak iizere taban noktalari C cemberi lizerinde olan 2m —1 tane

pozitif tanimli tam form vardir ve bu formlar
F,=(m’,—j,1) ve G, =(m*, ], 1) (2.2.6)

seklindedir (Tekcan ve Bizim 2003).

1 0
2.2.6. Not. g = {0 J e GL(2,Z) matrisi igin (a,b,c) formu (a,—b,C) formuna has

olmayan denktir. (2.2.6) esitligine dikkat edilirse ayn1 g doniisiimii i¢in gF; = G, dir,

yani F; ve G; formlari birbirine has olmayan denktir.

2.2.7. Teorem. (2.2.6) da elde edilen indirgenemeyen formlar, GL(2,Z) nin belli bir

eleman: ile ayn1 diskriminantli indirgenebilir formlara resmedilebilirler (Tekcan ve Bi-
zim 2003).

Ispat. 1. Durum: j tek, yani belli bir h > 0 tamsayisi igin j =2h +1 olsun. Bu durumda

(2.2.6) dan pozitif tanimli tam form F; = (m*, —2h—1,1) olup bu forma karsilik gelen
indirgenebilir form FRJ. =(1,1,—h* —h+m?) dir. Buna gbre

m°r> —2h+Drs+s* =1
2m’rt —(2h+ru—(2h + Dts +2su =1
m’t> —(2h+Dtu+u’ =-h* —h+m?

denklem sistemi elde edilir. Denklem sisteminin bir ¢oziimii r =0, s=1,t=1Lu=h+1

0 1| . ,
olup g, :L J_H} icin g;F; = FRJ. dir.

2
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2. Durum: j ¢ift, yani belli bir h>0 tamsayisi igin j =2h denilirse F; = (m?, —2h,1)
olup bu forma karsilik gelen indirgenmis form Fg; = (1,0,— h? + m?) dir. Buna gore

m2r? —2hrs +s? =1
2m?rt — 2hru — 2hts + 2su = 0
m2t? —2htu + u? = =h? + m?

denklem sistemi elde edilir. Denklem sisteminin bir ¢6ziimi r=0,s=-1, t=Lu=h

0
dir. O halde g; = L } i¢in g;F; =F;; dir. Benzer islemler G; i¢in de yapilabilir.

i
2

Ornegin, m = 5 igin (2.2.6) dan indirgenemeyen pozitif tanimli formlar
F=25-L1),F =25,-2,1),F =(25,-3,1), F, =(25,-4, 1),
F,=(25,-51),F =(25,-6, 1),F, =(25,-7, 1), F, =(25,-8, 1),

F, =(25,-9,1)
olup bu formlara karsilik gelen ayni diskriminantl indirgenmis formlar
Fp, = (L1, 25),Fg, =(1,0,24), Fg, =(1,1,23), Fg, =(1,0,21), Fp, =(1,1,19),
Fre =(1,0,16), Fp, = (1,1,13), Fg, =(1,0,9), Fry =(1,1,5)

dir. Buna gore

0 1}..
9, = 11 i¢in g,F =Fg,

0 -1y, .

g, = { 1 icin g,F, =Fg ,
0 1], .

g; = 12 icin g;F; =Fg,,
0 -1]. .

04 = 1 9 icin g,F, = FR47
0 1], .

gs = 13 icin gsF5 = Fg_,
0 -1, .

Q¢ = 1 3 icin ggFs =Fg,,
0 1], .

g, = 14 icin g;F; =Fg ,
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O ~Micin g,F, = F
= icin =F
Js | 4 ¢in Qghg = Fr

0 1], .
9o = |5 icin goFy = Fg,

dur.

1 0
2.2.8. Not. Yukarida g = [0 J € GL(2,Z) matrisi altinda F; ve G; formlarnin bir-

birine has olmayan denk oldugu sdylendi. Yukaridaki teoremde ise F; formlarmin ken-

disiyle ayni diskriminanthi F;. formlarina belli bir g.doniisiimii ile resmedilebilecegi
] ]
gosterildi. Su halde g J-g"l doniigtimii de G; formunu FRJ. formuna resmeder, yani

gjgilej = FRJ'
dir.

L
-\.I:":I

Y

Sekil 2.1. g;g™" doniisiimii

Yukarida ele alinan problem GL(2,7Z) grubu yerine ﬁ(ﬁ ) genigletilmis Hecke grubu-

nu alinarak incelensin. Ancak ilk olarak modiiler grup ve bu grubun temel bolgesi hak-

kinda kisa bir bilgi verilsin. r,S,t,u € Z ve ru — st =1 olmak tizere

rz+s
tz+u

seklindeki doniisiimlerin kiimesi, fonksiyonlarda bileske islemine gore bir grup olustu-

rur. Bu gruba modiiler grup denir ve I' = PSL(2,7Z) ile gosterilir. O halde

PSL(Z,Z):{Z: 2%5  tstuez, ru—stzl}
tz+u
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dir. Modiiler grup T(2)= 1 ve V(2)=z+1 doniisiimleri ile {iretilir ve
z

U(z)=TV(z2)= —i

doniistimil i¢in bu grubun grup gosterimi
r=T,U|T’=U=1)

dir. Bu grubun temel bolgesi
X(r)={ZEUZ |z [>1, \Re(z)|§%}

olup bu kiime asagidaki sekilde belirtilmistir.

F

Sekil 2.2. Modiiler grubun temel bolgesi

Hecke (1936), A bir reel say1 olmak iizere

T(2)= s veV,(2)=2+1
z

doniistimleri ile tiretilen bir grup tanimlamis, bu gruba Hecke grubu adini1 vermis ve bu

grubu H(A)ile gdstermistir. AyricaH(A) grubunun ayrik grup olmasi igin gerek ve ye-

ter sartin A=A, =2cos [E}q eN,g>3 veya 422 olmast gerektigini gdstermistir.
q

U,(2)=TV,(2)= —% doniigiimii i¢in H(4,) grubunun grup gosterimi
Z+

H(A)=(T.U, |T*=U,)"=1)

dir. H(4,) grubu, mertebeleri sirasiyla 2 ve g olan iki devirli grubun serbest ¢arpimina

izomorftur, yani H(4,) =C,*C, dur. Ornegin, q =3 igin H(4,), PSL(2,Z) grubudur

ki bu esasinda yukarida bahsedilen I modiiler grubudur.
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Hecke grubuna, R(Z):i yansima dontlisiimii eklenirse ﬁ(/l) ile gosterilen genisletil-
z

mis Hecke grubu elde edilir. Bu grubun grup gosterimi de
H(2)=(T,U,,R|T*=(U,)"=R*=(R)’ = (U,R)’ = 1)
dir.

g=4 olarak alinirsa ﬁ(ﬁ) genisletilmis Hecke grubu elde edilir. Bu grubun temel
bolgesi

X(HH2)) = {Ze U: —%s Re(2)<0, |z |> 1}

kiimesi olup bu kiime asagidaki sekilde belirtilmistir.

F

-

Sekil 2.3. ﬁ(ﬁ ) Genisletilmis Hecke grubunun temel bolgesi

Bu kisimda, ﬁ(ﬁ) genisletilmis Hecke grubu ile ilgili olmasi bakimindan katsayilar

Z[\/E ]={u+ V2 :u,v e Z} halkasinda olan pozitif tanimli formlar ele alinacaktir.

2.2.9. Teorem. m>3 tamsayist i¢in 0< 2D< m* olsun. Bu takdirde taban noktasi

X:i dogrusu iizerinde olan bir F = F[\/E] pozitif tanimli formu vardir (Cildir,
m

Ozden ve Tekcan 2016).

ispat. m>3 tamsayisi igin X=— olsun. Bu durumda

F- mD -DV2__, 2.2.7)

2m++m?=2D) m+m?-2D"
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pozitif tanimli formu elde edilir. Bu forma dikkat edilirse bu form tam form degil, yani
katsay1lar Z[\/E ] halkasinda degildir. Bunun i¢in iki durum s6z konusudur.
1. Durum: m tek, yani kK € Z" i¢in m=2Kk +1 olsun. Bu takdirde (2.2.7) de elde edilen

formun tam olmasi i¢in gerek ve yeter sart |||<k Ozelligindeki | tamsayilart i¢in
2D=m’ - (2l -1)* olmasidir. Gergekten de F tam olsun. Bu takdirde m tek ve D cift

oldugundan m ifadesi tek olmak zorundadir. | € Z™ igin m =2l —1deni-
lirse 2D=m*—(2l-1)? elde edilir. D pozitif oldugundan esitligin sagindaki ifadenin
pozitif olmasi gerekir. Buna gore

D>0em —Q21-1)’>0= (Mm=-21+DH(m+21-1)>0
dir. m=2k +1 oldugundan (k+I)(k—1+1)>0 dir. | >0 ise k da pozitif oldugundan
kK+1>0 dir. Dolayisiyla k—1+1>0 olmaldir ki bu k >1—-1 olmasi demektir. | <0

ise K+1<0 ve boylece kK —1+1<0 dir. Buradan k +1<1 elde edilir ki bu k e Z" ol-

masi ile ¢elisir. O halde k+1>0 dir. Buradan k—1+1>0 sonucu elde edilir. Yani

—k <1 dir. O halde |l <k dir. Tersine [I| <k i¢in 2D=m*— (2 —1) olsun. Bu takdirde

m tek oldugundan m— (2l —1) ¢ift ve boylece (k —1) tek oldugundan

4 mD Ck+D(k—=1+1)
2(m++/m?-2D) 2
ve benzer sekilde
o “DV2 _ pay

m++/m?*—=2D

oldugu kolayca goriilebilir. Yani F tamdir.

2. Durum: mgift, yani k € Z"igin m=2Kk olsun. Bu takdirde F nin tam olmasi igin

gerek ve yeter sart |t|Sm —1 dzelligindeki t ler igin 2D=m? —t*> olmasidir. Gergekten

de F tam olsun. Bu takdirde v¥m* —2D =t| denilirse 2D=m’ —t’ elde edilir. D pozitif

oldugundan m?> —t* pozitif ve boylece (m—t)(m+1t)>0 olmak zorundadir. m ve t po-
zitif oldugundan (m+t)>0 ve boylece (m-t)>0olmak zorundadir. Buradan
t}<m—1 oldugu sonucu elde edilir. Tersine [t|<m—1 i¢in 2D=m* —t* olsun. Bu du-

rumda m ve t ¢ift oldugundan m —t ¢ift ve boylece
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_ mD _ k(m-t)
2(m++m>-2D) 2

a

bir tamsay1dir. Benzer sekilde

p_ —D¥2 _ m-t

_m+x/m2—2D__ V2

olur, yani F tamdir.

2.2.10. Sonu¢. m =2k +1 i¢in taban noktalar1 X=i dogrusu tizerinde olan K tane
m

pozitif tanimli tam form vardir ve bu formlar

F,=(mj,-2v2j,1), 1< j<k (2.2.8)

seklindedir. m = 2k ise taban noktalar1 X=i dogrusu tlizerinde olan m—1 tane po-
m

zitif taniml1 tam form vardir ve bu formlar

F,=(kj,~v2],1), 1< j<m-1 (2.2.9)

seklindedir (Cildir, Ozden ve Tekcan 2016).

2.1.4. Taniminda diskriminanti A olan pozitif tanimli indirgenmis (temel) formun

a, 0,%) A =0(mod4)
Fo =
(1,1,%) A =1(mod4)

seklinde oldugu dikkate alinirsa, Z[\/E ] halkasindaki diskriminantt1 A olan indirgemis

form
—-A
(1,0, T) A = 0(mod 4)

Fe (2.2.10)

) (1,—\/5,2%) A = 2(mod4)

olarak elde edilir. (2.2.8) ve (2.2.9) da elde edilen pozitif tanimli tam formlar indirgene-

bilir degildir. 2.2.3. Teoremine benzer sekilde bu formlar da ayni diskriminantl indir-
genmis formlara ﬁ(ﬁ) genisletilmis Hecke grubunun belli bir elemani ile asagidaki

gibi resmedilebilirler.
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2.2.11. Teorem. (2.2.8) ve (2.2.9) da elde edilen Z[\/E] halkasindaki indirgenemeyen

pozitif tanimhi tam formlar, ﬁ(ﬁ) genisletilmis Hecke grubunun belli bir elemani ile
(2.2.10) daki ayni diskriminanthi indirgenmis forma resmedilebilirler, yani belli bir
ge ﬁ(ﬁ ) icin gF; =F; dir (Cildir, Ozden ve Tekcan 2016).

Ispat. m nin tek veya ¢ift olmasina gore iki durumda ele almacaktir.

1. Durum: m tek olsun. Bu durumda pozitif tanimli tam form F; =(mj,— 242 J,1) olup

bu formun diskriminanti

A(F))=(-242])* —4mj=4j(2j - m) =0(mod 4)

dir. Buna gore (2.2.10) dan ayni diskriminantli indirgenmis form FRJ. =(1,0,mj-2j%)
ros| — e ’ . . 1
olup g;= L }e H (\/5) matrisi i¢in agsagidaki denklem sistemi elde edilir.
u

mjr2 =242 jrs + s> =1
2mjrt — 24/2 jru — 24/2 jts + 2su=0
mjt? — 242 jtu + u? =mj — 2 j>

Denklem sisteminin bir ¢oziimii r=0,5=1,t =1,u =2 J dir. Buna gore

0 1 —
91‘{1 ﬁj}eH(@

i¢in g;F; = FRJ. dir.

2. Durum: mift olsun. Bu durumda pozitif tanimli tam formlar F, =(kj,—\/§ j,1) dir.
Bu formlarin diskriminantt A(F;)=2 j > —4kj dir. Burada iki durum sz konusudur.

() jtek, yani heZ"igin j=2h-1 olsun. Bu durumdaF;=(k(Zh-1),—- \/E(2h -1),1)
olup bu formun diskriminanti A =8h* —8h+2—8kh+ 4k =2(mod 4) dir. Dolayistyla bu

forma karsilik gelen indirgenmis form Fg =(1, — V2, -2h% +2h+2kh—k )olup

k2h=1r? —v2(2h-Drs+s? =1
2k(2h = )rt —+/2(2h = 1)ru —+2(2h = ts + 2su=—+/2
k2h—-1t? —v2(2h - Dtu +u? =—2h? + 2h + 2kh — k

denklem sisteminin bir ¢éziimi r=0,s=-1,t=1Lu= h\/E dir, yani
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o -17]
g;=|; J+tlleH(H2)

V2
icin g;F; = FRJ. dir.
(i) j ¢ift, yani he Z" i¢in j=2h olsun. Bu durumda F, =(2hk,—2\/§h, 1) olup bu for-
mun diskriminantt A( Fj):4(2h2 —2kh)=0(mod 4) oldugundan bu forma karsilik gelen
indirgenmis form FRJ. =(1,0, 2hk —2h?) dir. Buna gbre

2hkr? —24/2hrs + s2 =1
4hkrt — 2+/2hru — 24/2ts + 2su =0
2hkt? — 2+4/2tu + u? = 2hk — 2h?

denklem sisteminin bir ¢6ziimii r=0,s=1,t=1,u=h V2 dir, yani

o 1] _
9;=|; i |eHK2)
2

i¢in g;F; = FRJ. dir.
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3. POZITIF TANIMLI FORMLAR, TABAN NOKTALARI VE BAZLAR

Tezin bu boliimiinde, pozitif tanimli formlar, bu formlarin taban noktalari ve C nin R
bazi ile ilgili bazi cebirsel sonuglar verilecektir. Ayrica bu li¢ kavramin birbiri ile olan

iliskisi tizerinde durulacaktir.

3.1. Pozitif Tanimhi Formlar, Bu Formlarin Taban Noktalar: ve Bazlar.

Bu alt boliimde pozitif tanimli formlarin taban noktalar1 ve C nin R bazi ile ilgili bazi

yeni teoremler ve sonuglar verilecektir.

3.1.1. Teorem. g € GL(2,R) elemani ve B = («, ) bazi i¢in
(1) O(Bg) =det(g)O(B) dir.
(2) A(Bg) = A(B) dir (Tekcan ve Kutlu 2017).

Ispat. (1) g= H lje GL(2,R) ve B = (e, ) baz1 igin

Bg =(ar + ft,as + pu)

oldugundan
0oy —sen(L NS A0 —ter + e = ),
= sen(det(g)sen L =2F)
=det(g)O(B)
dir.
(2) Benzer sekilde
A(Bg) =[[(ar + At)(as + pu) — (ar + ft)(as + u)]*
=[(ru—st)(aB-ap)
= (det(9))*(aff—a p)’
=A(B)
dir.
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3.1.2. Teorem. B pozitif yonlendirilmis ise Fy de pozitif tanimlidir. Ust-yar1 diizlemde-
ki her z karmasik sayis1 i¢in F, pozitif tanimlidir (Tekcan ve Kutlu 2017).
ispat. B pozitif yonlendirilmis ise O(B)=1 olup Fz = (k* +1%,2(km+nl),m? + n?) dir.
Buna gore k? +12 >0 ve m*? +n” >0 dir. Diger yandan Fg nin diskriminanti

A(Fg) =[2(km+nD]* —4(k* +1*)(m* +n?) = —4(kn—ml)* <0
oldugundan Fg pozitif tanimhdir. z=p+iq ist-yart diizlemde ise > 0 olacagindan
F,=(1,2p,p>+q°) ve boylece

A(F,)=(2p)* —4(p* +0")=-4q" <0

oldugundan F, pozitif tanimlidir.

3.1.3. Not. 1) B negatif yonlendirilmis ise Fg = —(k* +1%,2(km+nl),m? +n?) olaca-
gindan —k* =17 <0 ve —m? —n? <0 olur, yani Fg pozitif tanimli degildir. Benzer se-

kilde z alt-yar1 diizlemde ise <0 olacagindan F, =—(1,2p,p>+q*) pozitif taniml
degildir.
2) Pozitif tammli F formunun taban noktasina karsilik gelen F, ) = (I,E,E) formu her
a a
zaman pozitif tanimlidir. Ciinkii F pozitif tanimli oldugundan a,c >0 ve boylece ¢ >0
a

dir. Diger yandan bu formun diskriminanti

b c, A

A(Fye) =) =4()(2)=—<0
a a a

dir.

3.1.4. Teorem. Pozitif tanimli F formu, bu formun z(F) taban noktasi, z karmasik say1-
stve B=(a,f), B(F) bazlar1 i¢in
(1) A(Fg)=A(B) ve A(F,)=A(z) dir.

1 .
() F, :gF, Fery =aF, F e =CF ve Fy¢ F e dir.

2(F)) =

C a .
3 Fire ZEFB ve Fg, :EFZ(F)B(F) dir.
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(4) B(Fg) =0(B)aB dir.

) z(Fep)=2(Fg)ve Z(FB(FZ(F))) =Z(F,r)p(r)) = Z(Fg(Fy) = Z(F) dir (Tekcan ve
Kutlu 2017).
Ispat. (1) B bazia karsilik gelen form Fy =+(k* +1%,2(km+nl),m* +n?) olup bu for-
mun diskriminanti

A(Fg) =[2(km+nD]* =4(k* +1*)(m* + n*) = —4(kn—ml)* = A(B)
dir. z= p+iqkarmasik sayisina karsilik gelen form F, =+(1,2p, p> +q*) olup bu for-
mun diskriminant1 da
A(F,)=(2p)" -4(p* +q°) =—40" = A(2)

dir.

@) Fe = (1,%,%) oldugu dikkate alinirsa

oldugu goriiliir.

b+iv—A
2

olarak alinirsa

b+iv—A
2

B(F)=(a, ) baziigin e =a ve f =

N(a)=2a’, Tr(aff)=ab veN(B)=ac

oldugundan bu baza karsilik gelen form Fy ) = (a’,ab,ac) dir. Burada agik¢a goriile-

cegi lizere
I:B(F) = (az,ab,ac) = a(a,b,C) =aF
dir.
2(F)= tle—a_A taban noktasi ve B(F)=(a, b_HT_A) bazi igin

Z(F)B(F)z(bﬂg/z’b +A+2|bﬂ)

4a

dir. Burada o = ve = olarak alinirsa

4a

b+iv—A b% + A+2ibvV-A
2

O(z(F)B(F))=1, N(a) =ac, Tr(e.f) =bc ve N(B)=c’

oldugundan F, 5, = (ac, bc,c?) olarak elde edilir. O halde
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F.(e 8 = (aC,be,c*) = c(a,b,c) = cF

dir. Son olarak F,y, =(1,g,§) oldugu dikkate almnirsa B(FZ(F)):(I,bﬂz— ;‘A) olup
a=1ve f= b+|—_A olarak alinirsa
2a
— b C
OB(F,r)) =1 N(@)=1Tr(af)=— ve N(f)=—

oldugundan B(F, ., ) bazina karsilik gelen form Fg ) = (I,E,E) olur. Buna gore
’ a a

b c

FB(FZ(F)) - (l’gﬁg) = I:z(F)
dir.
3) z(F) =b+|2—_A taban noktasi ve B = (k +il,m+in) bazi i¢in

a
2(F)B = bk —Iv—=A +i(bl +kv—=A) bm—-ny—A +i(bn+my-A)

2a ’ 2a

dir. Burada 7 = bk —Iv—A +i(bl + kv/=A) ve 5= bm—-nv—A +i(bn+myv—-A) olarak
2a 2a

aliirsa

2,12 N 2 2

02(F)8)=0(B), N = 1110 713 = 2MEME 5 _ (M)

oldugundan z(F)B ye karsilik gelen form

k2 +1%)c 2(km+nhc (m*+n?)c
Fz(F)B=O(B)[( 1) > (km-+ 1) ,( ) J
a a a

olarak elde edilir. Bu son forma dikkat edilirse

s =O(B)((k J;I )C’ 2(km+n|)c’(m +n )CJ

a a
=§O(B)(k2 +12,2(km +nl), m® +n?)
C
_CF
a B

oldugu gériiliir. Fy ¢, =(a*,ab,ac) ve F, 5, =(ac,bc,c?) oldugu dikkate alinirsa
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a

FB(F) = E Fz(F)B(F)

oldugu agiktir.
(4) O(B)=1 olsun. Bu durumda Fg = (k* +1%, 2(km +nl),m* + n*) olup bu forma kar-

silik gelen baz

2

B(F,) :[kz ) 2(km + n|)+i\/m]

dir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa

B(Fg) _[kz L2 2(km+n|)+im]

2

_(kzﬂz 2(km+n|)+2i|kn—m||j

2
= (k* + 17, km —iml + ikn + nl)
_ k=10 i merin
k+il
=(k=il)(k +il,m+in)
= aB

oldugu goriiliir. O(B) =—1 olmasi durumu da benzer sekilde gosterilebilir.

(5) O(B) =1 olsun. Bu takdirde F, 5 =— (k> +12,2(km+nl), m’ +n?) formunun disk-
a

. —4¢?
riminantt A(F, ¢ )5) = a—zc(kn —ml)® olup taban noktas1

2(km+nhc . [4c? s
+iy[—(kn—ml) .
km+nl +i(kn—ml
2(F ) = —2 a - K= 2(Fy)

2(k> +1%)c k2 +12 -
a

dir. O(B) = —1 olmasi durumu da benzer sekilde gosterilebilir.

b c o A
Fae, e,y = (L) formunun diskriminantt A(Fy¢, ) =— olup taban noktas
’ aa : a

E+i i
2 T/ —
a Va :b“z” A _F)
a

Z(FB(FZ(F))) = )

dir.
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FreE) = (ac,bc,c?) formunun diskriminant: A( Free) =C’A olup taban noktas1

bc +iv— Ac® b + h/
Z(FZ(F)B(F))_ ac =z(F)

dir. Son olarak Fy ) = (a’,ab,ac) formunun diskriminantt A( Far)) = a’A olup taban

noktasi
ab +iv-Aa’ _b+ h/
2(Fye)) = 2 =2(F)
2a
dir.
Yukarida ele alinan karmasik sayilarin ve bazlarin eslenikleri
i, 2(F) =228 B= @) ve B(F) = (2, 2

olarak tanimlanirsa 3.1.4. Teoremine benzer sekilde asagidaki teorem verilebilir.

3.1.5. Teorem. Pozitif tanimli F formu, bu formun z(F)taban noktasi, z karmasik sayi-

stve B=(a,f), B(F) bazlari i¢in
(1) O(B) =—-0(B) ve O(z) =—-0(z) dir.
(2) A(z) = A(2), A(B) = A(B), A(F.) = A(2) ve A(Fg)=A(B) dir.

1

G) P, =~ Fu Py =—aF, By, =—CF ve By =-F, dir
C a .

(5) B(F;)=0(B)aB dir.
©6)  2(F;py5) = 2(Fg),2(Fg ) = 2(F; o 5r)) = 2(F) ve z(Fg(FE(F))):z(F)dir

(Tekcan ve Kutlu 2017).
3.2. Formlarin ve Bazlarin Denklikleri.

Bu alt boliimde pozitif tanimli formlarin ve bazlarin denklikleri ele alinacaktir. Ayrica

bu bolimde formlarin denk olmasi halinde bazlarin da denk olacaklar1 ve bu formlarin
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taban noktalarimin da denk olacaklar1 gosterilecektir. Bu boliimde ayrica bazlarin ve

formlarin ¢arpimlari ele alinacak ve bunlarla ilgili baz1 sonuglar verilecektir.

2.1.4. Taniminda diskriminanti A olan pozitif tanimli indirgenmis (temel) form
-A
(1, 0, T) A=0 (mOd 4)

Fr =
(1,1,%) A =1(mod4)

olarak tanimlanmisti. B = (k +il,m+1in) bazina karsilik gelen pozitif tanimli formun
Fg = =(k” +12,2(km+nl),m? + n%)
oldugu dikkate alinirsa bu formun diskriminantinin A(Fg)=—4(kn—ml)* oldugu gorii-
lir. Su halde Fg ile ayn1 diskriminanth indirgenmis form
Fr = (1,0,(kn—ml)*)

dir. Bu takdirde asagidaki teorem verilebilir.

3.2.1. Teorem. B =(a, ) =(k+il,m+in) baz1 ve katsayilar1 k,I,m,n ye bagl belli bir
g € GL(2,R)ig¢in

(i) kn—-ml =1 ise Fg, Fz =(1,0,1) formuna denktir.

@ii)) kn—ml=-1ise Fg, — Fz =—(1,0,1) formuna denktir (Tekcan ve Kutlu 2017).

ispat. (i) kn—ml =1 ise O(B)=1 oldugundan Fg = (k> +1%,2(km+nl),m*+n?) dir.
. rs .
Bu takdirde g = L u} € GL(2,R) doniisiimii i¢gin

(k2 +13)r2 +2(km+nhrs+(m? +n?)s? =1
2k +1?)rt +2(km+nlyru + 2(km + nhts + 2(m? + n%)su = 0
(k2 +19)t2 +2(km+nhtu +(m? +n?)u =1
denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin bir ¢6ziimii
r=m,s=-k,t=nu=-l veyar=m,s=—-k,t=-—n,u=lI

m -k
-n |

m
dir. Su halde ¢ ={n J icinFg, Fy ye has denk, g =[ } icin Fr ye has

olmayan denktir. Su halde her iki halde de Fg, Fy ye denktir.
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(i) kn—ml=-1 ise O(B)=—loldugundanFz =—(k? +1%,2(km+nl),m* + n?) dir. Bu
. rs .
takdirde g = L u} € GL(2,R) doniisiimii i¢in

— (K2 +1)r* =2(km+nlrs—(m? +n?)s* =—1
—2(k* +1*)rt =2(km +nlyru —2(km + nhts —2(m? + n?)su = 0
— (K2 +1Ht* =2(km+nhtu —(m* + n*)u =1

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin bir ¢oziimii

r=m,s=-k,t=—nu=I veyar=m,s=-k,t=n,u=-I

m
| } icin Fg, —Fg ye has denk, g:{
n

m
dir. Su halde ¢ :[ " I} icin —Fg ye

has olmayan denktir. Su halde her iki halde de Fz, — Fz ye denktir.

3.2.2. Teorem. B, ve B,, C nin herhangi iki R baz1 olsun. Bu takdirde B, ve B, baz-
larinin birbirine denk olmasi i¢in gerek ve yeter sart

g' Fg, =det(g)Fg,
olmasidir (Tekcan ve Kutlu 2017).

Ispat. B, ve B, bazlarmn birbirine denk olsun. B, = (k, +il,, m, +in,) bazina karsilik
r s
gelen form Fy =O(B)(k? +17,2(km, +nl),m’ +nf) dir. g = L u} € GL(Z,R) i¢in

B,=B,g=(,,5,)=Kr+mt+i(,r+nt), ks+mu+i(ls+nu,))
dir. Buna gore O(B,) =det(g)O(B,) ve
N(a,) = (k,r +mt)” +(,r +nt)°
Tr(azﬁz) =2[(k,r + m;t)(k;s +mu) + (I,r +n,t)(l;s +nu)]
N(B,) = (ks +mu)* +(I;s +nu)?
oldugundan B, bazina karsilik gelen form

(k,r + mt)> +(L,r +nt)*,
Fs, =0(B,)| 2[(k;r + mt)(k;s + mu) + (Lr + nt)(l;s + nu)],
(ks +mu)” +(l,s+nu)’

olur. O(B,) =1 ve det(g) =1 oldugu kabul edilsin. Bu takdirde g doniisiimii icin
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9" Fg, = Fg (rX+sy, tx+uy)
= (k2 +12)(rx + sy)? +2(k,m; +n1)(rx + sy)(tx + uy) + (m? + n2)(tx + uy)?
= x*(kir? +17r% + 2kmrt + 2n 1 rt + m’t? + n’t?)
+ Xy (2KZrs + 212rs + 2k, m ru + 2k, m;st + 2n I, ru + 2n 1, st + 2mZtu + 2n’tu)
+y2(kis? +17s% + 2km;su +2n,l,su+miu® +nlu?)
= X2[(k,r + mt)* + (Lr +nt)> ]+ xy[ 2[(k,r + mt)(k,s +mu) + (I, +nt)(d,s +nu)]]
+y2[(ks +mu)® + (s +nu)?]
= F,
dir. det(g) =—1 olmast durumunda O(B,)=-0(B,) olacagindan gTFBl =—Fg, olur.

O halde her iki halde de g’ Fg, =det(g)F,, dir. Tersi de benzer sekilde gosterilebilir.

32.3.Ornek. B = - 12,210 (op (AL,
4 57 8 28

_[3/7 5/4
°=l2/3 7718
matrisi altinda birbirine has denktir. Bu bazlara karsilik gelen formlar sirasiyla

1521 =963 30825 30397 8777 171685

1371 397 +431i
, ) bazlar
140 48

Fo = , , ve Fy = , ,
5 =00 120 7 3136 "¢ = = Cogo0 210 1152 )
olup gTFBl = Fg, dir. Benzer sekilde
30397 8777 925 286793 1182841 4878509
B :( 9 s )Ve FB :( s s )
179800 210 36 2 882 1260 7200
+ |5/7  T7/2 . e
formlarida g = matrisi altinda birbirine has denk olup bu formlar si-
3/4 203/40
rastyla
B, :(2+L’Z+ﬂ) ve B, :(355 N 233i ’ 1457 N 921|)
5 43 2 42 14 120 40

bazlarindan elde edilmislerdir ve B,g = B, dir, yani B, ve B, bazlar birbirine denktir.

r s
3.2.4 .Teorem. F, ve F, pozitif taniml1 formlarinin g = L }e GL(2,R) doniisiimii
u

u t
altinda birbirine denk olmasi igin gerek ve yeter sart h = { } € GL(2,R) doniisiimi
S r
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i¢in
z(F,)  det(h)=11ise

hz(F) = {E(Fz) det(h) = 1 ise

olmasidir (Tekcan ve Kutlu 2017).

. r s ..

Ispat. F, =(a,;,b,,c,) formuve g = L }e GL(2,R) doniisiimii i¢in
u

gF =F, =(a,,b,,c,)=(ar’ +brs+cs’,2art+bru+bts+2csu,at’ +btu+cu’)
dir. F in taban noktas1 z(F) = b'+2|—_A ve F, nin taban noktasi
a
2a,rt+b;ru + bts + 2c,su +iv—-A

2(a,r* +byrs+¢,s%)

2(F,) =

u t
dir. h= { } € GL(2,R) doniistimii igin
S r

u(b1+i\/—A)th
hz(F) = 23 _ 2at+bu+iuv-A
17— B i .
s(bl +2|\/—A)Jrr 2a,r +bs+isv—A
a

_ 2ayrt+byru +byts + 2¢;su +i(ru - stiv— A
- 2(a,r? +brs+c;s?)

_ 2art+byru +byts +2¢;su +1i det(h)yv—A
- 2(a,r? +byrs+c,s?)

dir. Bu son esitlige gore, det(h) =1 ise hz(F) = z(F,), det(h)=-1 ise hz(F) = E(Fz)

dir. Tersi de benzer sekilde gosterilebilir.

r s
3.2.5. Teorem. F, ve F, pozitif tanimh formlarmin g = L }e GL(2,R) doniistimii
u

2ar +bs—siv-A . .
1¢in

altinda birbirine denk olmasi igin gerek ve yeter sart W = 5
a'1

B(F,)  det(g)=1ise

T _
wB(F)g _{E(FZ) det(g) = -1 ise

olmasidir (Tekcan ve Kutlu 2017).
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. r s
Ispat. F, =(a,,b,c,) formuve g = L } € GL(2,R) doniisiimii i¢in
u

gF, = F, = (a;r> +byrs+¢;s%,2a,rt + bru + bts + 2¢,su, ajt> + bytu + c,u?)

b +iv-A

dir. F, formuna karsilik gelen baz B(F) = (al’T) ve F, formuna karsilik

gelen baz

» 2a,rt+bru+bts+2csu+iv-A

B(F,) = (ar* +brs+c;s>, > )
2a;r +bs—siv-A . .
olup w= icin
2a,
2a,r +bs—siv- b +iv—-A I t
WB(F)g" = ( 2 D ){ }
23, 2 s u
_(2a1r+bls—si\/—A)[2alr+bls+si\/—A 2a1t+b1u+ui\/—Aj
2a, 2 ’ 2

, 2art+bru+bts+2csu+idet(g)v—A
2

=(ar’+brs+cs’,

olur. Burada det(g) =1 isewB(F,)g" = B(F,), det(g) = —liseWB(Fl)gT =§(F2) oldu-

gu aciktir. Tersi de benzer sekilde gosterilebilir.

3.2.6. Ornek. (1) F, = (2,2, 1y e |, = 4459 154153 333031, o
4’5" 2 1568 ° 2520 3240
3/7 5/4
= e GL(2,R)
2/3 77/18

matrisi altinda birbirine has denktir. F; ve F, formlarimin taban noktalar: sirasiyla

4 +i/4934 2158142 392h/4934
2(R)=———" ve 2(F) =
45 650655 | 72295
77/18 2/3
olup h= matrisi i¢gin
5/4 3/7
77 4+i:4934 L2
hZ(F)_IS( 45 T3 2158142 3924934 -
S(M) 3 650655 72295 ’
45
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dir. Benzer sekilde F, = (% 7 E) F, = (42464 75622 628667) pozitif taniml

1323 ° 1617 ° 35574

3/7  11/3

formlar1 dag =
87/154 5/2

} € GL(2,R) matrisi altinda birbirine has olmayan denk-

tir. Bu formlarin taban noktalari

7+2|\/165 340299 147i\/1655
2(R) = e z(F) =
171 467104 42464
5/2 87/154 L
olup h= matrisi i¢in
11/3  3/7
5 7+ 2i41655 N
hz(F)— ( 171 ) 154 340299  147iv1655 —( E)
11 (7+2|«/165 467104 42464 2
171 7
dir.
2 F= (2 2 E) ve F, = (14459 , 154153,333031) pozitif tanimli formlari
4°5 2 1568 ~ 2520 = 3240
3/7 5/4
g= e GL(2,R)
2/3 77/18

matrisi altinda birbirine has denktir. Bu formlara karsilik gelen bazlar

B(E 9 1 |«/4934 14459 154153 |«/4934
(F)= 4 5 20 ve B(F,) =

1568 = 5040 20

olu _ 34 4934 cin
p W 3 ¢
i 3/7 2/3
WB(F)g" = 493 2’l+| 4934
45 20 5/4 77/18
493 17 I«/493 106 77|«/493
14 16 45 360
14459 154153 4934
1568~ 5040 20
= B(Fz)
dir. Benzer sekilde F (— Z 2) (42464 75622 628667) pozitif tanimli

1323 ° 1617 ~ 35574
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3/7  11/3

formlar1 da g =
87/154 5/2

}e GL(2,R) matrisi altinda birbirine has olmayan

denk olup bu formlara karsilik gelen bazlar sirasiyla

B(F,) = Q,l+l 1655 ve B(F,) = 42464, 37811+|«/1655
2 18 1323~ 1617 9
. ) 2078 22iy1655 . .
dir. Buna gore w = - icin
3591 513
T [2078 22i41655 19 7 i41655 | 3/7 287/154
WB(F)g" =| S D7,
3591 513 218 9 11/3 5/2
_[ 2078  22iv1655 1039+11i«/1655 4393+5i«/1655
3591 513 189 27 7 693 18

[ 42464 37811 iy1655
1323 ° 1617 9

=B(F,)
dir.

3.2.7. Teorem. F, =(a,,b,,c,) ve F, =(a,,b,,c,) formlar1 birbirine denk, yani belli bir
g € GL(2,R) i¢in g F, = F, olsun.
(1) a, =a, ise
i) Fg(r,)ve Fge,, formlart da ayni g dontisiimii altinda birbirine denktir.
ii) F,,ve F,g,) formlar da ayni g doniisiimi altinda birbirine denktir.
(2) ¢, =¢; ise Fyrpr) Ve Fyr, s, formlart da ayni g donisiimi altinda birbirine

denktir (Tekcan ve Kutlu 2017).
. r s
Ispat. (1-i)) g = L u} € GL(2,R) i¢in F, ve F, formlar1 denk olsun. Bu takdirde

9F =F, =(ay,b,,¢;)
= (a,r* +byrs +c,;s%,2a,rt +b,ru + bts + 2¢,;su, at> + bytu +c,u®)
dir. K ve F, formlar1 i¢in
2 2
Fer) = (@, ajb,ac;) ve Fg ) =(a3, a,0,,a,¢,)

olup A(Fgg)) = a12A(F1) ve A(Fgg,) = agA(Fz) dir. Buna gore
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A(Fgr)) =A(Fg,) & 8 =28,
dir. a, = a, olsun. Bu takdirde ayn1 g doniisiimii i¢in
9 Fgr) = Fg(r,) (NX + 1y, sx+uy)
= al (rx+ty) + a,b, (rx +ty)(sx + uy) + a,c, (sx + uy)*
=a,(a,r? +b,rs+c,s*)x* +a,(2a,rt + b ru + byts + 2¢,su)xy
+a,(at” +btu+cu?)y?
=23,(a,,b,,¢,)
=a,(ay,b,,C;)
=Far,)

dir. Su halde Fg )ve Fge, formlari da birbirine denktir.

(1-ii) Benzer sekilde F, ve F, formlari i¢in F,)=(1,—,
1 a 8 a &

olup bu formlarin diskriminantlari sirasiyla A(F, g ) = Az ve A(F,g,)) = Az dir. Buna
8 a

gore
A(Fye)) =AFE ) = a =2,
olmak zorundadir. a, = a, olsun. Bu takdirde ayn1 g doniisiimii i¢in
g FZ(FI) = FZ(FI)(rx+ty, SX+Uy)

= (rX+ty)? +%(rx Fy)(SX+UY) + 2 (sx +Uy)>

1 &
b c b b c b ¢
=(r* +Lrs+—=Ls?)x? + (2rt+ —-ru+—-ts+ 2su—L)xy + (t* + —tu +—Lu?)y?
1 al a1 1 al 1 1
b, ¢
= (1,22,
a &
=Fury

dir. Yani F, ¢ ve F,,, formlar da birbirine denktir.

(2) z(F)B(F) bazina kargilik gelen formun F, )5y = (ac, bc,c?) oldugu dikkate ali-
nirsa

FoeBE) = (acy.bc,cl) ve Foe)B(E) = (8,C,,0,¢,,¢3)
olur. Bu formlarin diskriminantlart A(F,g () =CJA ve A(Fyk,))B(F)) =C;A olup

A(F, e er)) = AR, 8(r,)) <€ =C, dir. ¢; =C, ise ayni g doniistimii igin
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g FZ(FI)Z(BI) = FZ(FI)Z(BI)(rx +1y, SX +Uy)
= a,C, (X + ty)? +b,c, (rX + ty)(sX + uy) + ¢ (sX + uy)*
= (a,c,r* +b,c,rs +¢’s*)x* +(2a,¢,rt + b, ru + byc,ts + 2¢/su)xy
+(a,ct” +bctu+clu?)y?
=, (alr2 +byrs+c,s?)x* +(2a,rt +bru +bjts + 2¢, su)xy + (a,t* + bjtu + ¢, uz)yz)
=Cy(ay,h,,C,)
=C,(a,,b,,C,)

2
= (a,C,,b,¢,,C5)

=Furae,)

dir.
3.2.8. Ornek. (1) F, = (E,l,ﬁ) ve F, = (é, ﬁ+ 14\/— 75799 56\/—)f rmlari

7 6 432 777 11 ~ 3388 121

=11, V23 o
72 12 14
g= e GL(2,R)
1363 337423 2 5J23
L 792 1584 7 4

matrisi altinda birbirine has denktir. Buna gore

9 1 37 9 6\/_ 227397 24J_
FB(F]) =(—,—,——) ve FB(FZ) (—
49°14 144 49’ 539 11 23716 121
formlar1 ve
7 1813 98\/_ 75799 392\/_
FZ(F y = L—,——) Vv z(F y — (1
! 1871296 2 33 1452 363
formlar1 da ayn1 g matrisi altinda birbirine has denk, yani
9Fs(r) = Fecry Ve OFyr) = Fory
dir.
3 1 259 1764795 5805+/2451 —-215 34/2451 259 ..
2 F=(=,—,—) ve F, =( - , + , ) pozitif
7 6 " 432 3792019 7584038 1452 484 432
tanimli formlari
443 —774+/3 —7744/817 |
11 31339
g= e GL(2,R)
~ 73+ 74817 V3
i 180 5
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matrisi altinda birbirine has denk olup

i _ (37259 67081
2(FOB(R) 11447 25927186624

)

\

588265 21542451 —55685+259«/2451 67081
2108304 468512 627264 69696 186624

formlar1 da ayn1 g matrisi altinda birbirine has denk, yani

)

Farry) = (

9Fmer) = Fursr)
dir.

B, =(,, ) ve B, =(a,,,) bazlarimin ¢arpimi

BB, = (25, 5, 5,)
olarak tanimlansin. Buna gore
B, =(a;, 5) = (k +il;, m +in) ve B, =(a,, 8,) = (k, +il,, m, +in,)
bazlarinin ¢arpimi1
B,B, = (k/k, —1LI, +i(k,l, +1,k,), mm, —n,n, +i(m;n, +n,m,))

dir. Buna gore asagidaki teorem verilebilir.

3.2.9. Teorem. B,B, bazi i¢in
O(B,B,) = O(B,)O(B,) ve A(B,B,) = A(B,)A(B,)
dir (Tekcan ve Kutlu 2017).
ispat. BB, = (k,k, —I,I, +i(k/, +1k,), mm, —nn, +i(mn, + nm,)) baz igin
a=kk, =L, +ikl, +1k,) ve g=mm, —nn, +i(mn, +nm,)

denilirse

O(B,B,) =sen( L= F)
=sgn((k,n, —mI)(k,m, +n,1,) + (k,n, —m,l,)(km, +n,l)))
=sgn((a; x fi )@, - f,) +(ay x By ey - )
oldugu goriiliir. Diger yandan
O(B,) =sgn(ea, x f,) ve O(B,) =sgn(a, x f,)
oldugundan agik¢a goriilecegi tizere O(B,B,) # O(B,)O(B,) dir.
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Benzer sekilde

A(B\B,)=—4(f-ap)’
=—4[(kky =11, =ik, +1k;))(mym, —nyn, +i(myn, +nym,))
— (kjky =1, +i (K], +11ky))(mym, —nyn, —i(myn, +nym, ))J?
=—4l(ay x ), - o) +(a x B )y 'ﬂ1)]2
dir. Ancak
A(B)) = —4(a; x )" ve A(B,) =4, x 5,)

oldugundan agikga goriilecegi tizere A(B,B,) # A(B,)A(B,) dir.

3.2.10. Ornek. B, = (4 +7i, 5+2i) ve B, = (2+4i, 10+ 3i) bazlarmin carpimi
B,B, =(-20+30i, 44+35i)
dir. O(B,)=-1,0(B,) =-1 olup O(B,)O(B,) =1 iken O(B,B,) = -1 dir. Benzer sekil-
de A(B,) =-2916, A(B,) =—-4624 olup
A(B,)A(B,) =13483584
iken A(B;B,)=-16321600 dr.

Bazlarin ¢arpimina benzer sekilde ayni diskriminanth pozitif tammli F, = (a,,b;,c,) ve
F, =(a,,b,,c,) formlarinin garpimi
FF, =(a,a,,bb,,c,c,)

olarak tanimlansin. Bu takdirde asagidaki teorem verilebilir.

3.2.11. Teorem. B, = (¢, f,) ve B, =(a,, ,) bazlar igin
(a1 - ey - Br)+ (e x B)(ay x B,) =0
ise Fgg =1tFg Fg dir (Tekcan ve Kutlu 2017).
Ispat. B, = (a;, B) = (k, +il,,m, +in)) ve B, =(a,,,)=(K, +il,,m, +in,) bazlarina
karsilik gelen formlar sirasiyla
Fg, = O(B)(K +I7,2(km, +nyl,),mf +nf)
ve

Fg, = O(B,)(k +13,2(k,m, +nyl,),m3 +n3)
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olup
(k? +17)(k; +13),
Fs Fs, =0(B)O(B,)| 4(k,m, +n,I,)(k,m, +n,l,),
My +n7)(m; +n;)
dir. Diger yandan B,B, = (k,k, 1,1, +i(k,1, +1,k,), mym, —n,n, +i(m;n, + n,m,)) bazi-
na karsilik gelen form
(kiky =11))% + (K1, +1,k,)%,
Fg,5, = O(BB,)| 2[(kik, —LI,)(mm, —nyny ) + (K1, + 1k )(myn, +myny)],
(MM, —nyny)? +(myn, +myn;)°
dir. Burada
(kiky =11) 4+ (i1, +1ky)* = (kE +17)(k3 +15)
(Mm, —nny)* +(mn, +m,n,)* = (M7 +n7)(m; +n3)
oldugu agiktir. (e, - B, - B,) + (e x )@, x B,) =0 olsun. Bu takdirde
(- )y - y) + (o x ) (e, x 3,) =0

< (km, +1n)(k,m, +1,n,)+(kn, —1,m)k,n, —=I,m,)=0
< k1m1(k2m2 + |2n2)+ |1n1(k2m2 + |2n2) = |1m1(k2n2 _Izmz)_ klnl(anZ _Izmz)

2{klmlk2m2 + klmllznz} ~ {klkzmlm2 —kk,nn, —=LL,mm, +11,nn, }
+Ink,m, +11,nn, +kL,mn, +kI,mn +1kmn, +1k,m,n,

kk, —LL)mm, —nn
C>4(klml+|1nl)(k2m2 +|2n2)=2|:( 12 12)( 2 1 2) j|

+(k I, + 1k, )(mn, +m,n,)

dir. Buradan agikea goriilecegi tizere Fg g =xFg Fg dir.

3.2.12. Ornek. 1) B, =(2-3i, 1+i) ve B, =(6—6i,—3+2i) bazlar i¢in

(- B)aty - ) + (e % y)(ety % iy) =0
sarti saglamir. By ve B, i¢in Fg =(13,-2,2) ve Fg, =(-72,60,—13) olup
Fg Fg, =(-936,-120,—-26)
dir. Diger yandan BB, = (-6 —30i,—5—1) bazina karsilik gelen form
Fg, =(-936,-120,-26)
dir. Buna gore Fg 5, = Fg Fg, dir.

2) B, =(13-3i,6+9i) ve B, =(10-2i,8—5i) bazlar1 i¢in
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(- Pi)ay - Br)+ (o x fi) ey x B,) =0
sarti saglanir. Fg = (178,102,117) ve Fg =(-104,-180,-89) olup

Fo, Fa, = (18512, —18360, —10413)
diir. Diger yandan B,B, = (124 — 56i,93 + 42i) bazi i¢in
Fe,s, = (18512, 18360, 10413)

3.2.11. Teoremine benzer sekilde asagidaki teorem verilebilir.

3.2.13. Teorem. B, ve B, bazlari i¢in
2(Fgg,) = 2(Fg )z(Fg,)
dir (Tekcan ve Kutlu 2017).
Ispat. B, = (a;, B)) = (k; +il,,m, +in,) bazina karsilik gelen form
Fg, =0(B)(K’ +17,2(km, +nl,),m +n)
olup A(Fg ) =—4(e; x ,6’1)2 oldugundan bu formun taban noktasi

OB)(a, - f) +ilay x p |
O(B)(ki" +17)

2(Fg, )=
dir. Benzer sekilde B, =(a,, $,) = (k, +il,,m, +in,) bazina karsilik gelen form
F82 = O(Bz)(k22 + I22,2(k2m2 + n2|2),m§ + n%)

olup A(Fg, ) =—4(, x ﬂ2)2 oldugundan bu formun taban noktasi

_ OBy (@, By) +ilayx B |
TR PSR ES

dir. Diger yandan yukaridaki teorem geregi B,B, bazina karsilik gelen form

(ki +17)(k; +13),
Fg,s, = O(BB,)| 2[(kik, —Ll,)(mm, —nyny ) + (kI + 1k, )(myn, +myny)],

(mf -+ n7)(m3 +n7)
olup bu formun diskriminantt A(Fg g ) =—4[(a; x i), - B,) +(ay x By)e - BT

ve taban noktasi
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O(B,B,)2[(kjky —1)(mym, —nyny) + (kyl, + 1k, )(myn, + m2n1)]}

+ i\/4[(a1 x By - Br) + () x By) e - B )]2
20(B,B,)(k’ +17)(k7 +13)

2(Fgg,) = {

dir. Bu son esitlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa
{O(Bl 52)2[(k1k2 - Illz)(mlmz - nlnz) + (k1|2 + Ilkz)(mlnz + m2n1)]}

Z(F )_ +i\/4[(061x181)(a2 'ﬂ2)+(0(2><ﬂ2)(0(1 '181)]2
Bg T 20(B,B,)(k> +12)(kZ +12)

{O(Bl Bz)[(klkz - IIIZ)(mlmZ - nlnz) + (kllz + Ilkz)(mlnz +m,n, )]}

+i | (al Xﬂl)(az 'ﬂ2)+(a2 Xﬂz)(al :Bl)l
O(B,B,)(k; +17)(k; +17)
O(Bl)O(Bz)(k1m1 + |1n1)(k2m2 + Iznz)_| klnl - m1|1 || kznz - mzlz |
+i[O(B)(km, +1,n,) [ k,n, —m,l, | +O(B,)(k,m, +1,n,) [ k;n, —m/, []
O(B,B,)(k +17)(k; +1,)
_ O(B))(« 'ﬂ1)+i |, x B || O(B,)(, 'ﬂz)"’i |, % py |
O(B)(k; +17) O(B,)(k; +1,)
= Z(FB,)Z(FBQ)

oldugu goriiliir.

3.2.14. Ornek. 1) B, =(3+4i, 2+7i) ve B, =(2-5i, 3+9i) ye karsilik gelen formlar
Fg, =(25,68,53) ve Fg =(29,-78,90) olup bu formlarin taban noktalari

34 +13i ve 2(F, ):—39+33|
2 29

dur. Diger yandan BB, = (26 —7i,—57+39i) olup Fg g =(725,-3510,4770) formu-

2(Fg ) =

nun taban noktasi da

—351+123i

2(Fgp,) = 145

dir. Burada dikkat edilirse

—351+123i 34 +13i [ —39+33i
2(Fg,) = 145 =[ 25 )( 9 j:Z(FBl)Z(FBz)

dir.
2) B, =(2-51,3+1) ve B, =(-3+2i,4+2i) bazlarmna karsilik gelen formlar sirastyla
FBI =(29,2,10) ve FBZ = (—13,16,—20) olup
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1+17i _ 8- 14j
e Z(Fg, )=
2o v 2Fe) =73

dir. BB, =(4+19i,10+10i) i¢cin Fg 5 =(-377,—-460,—200) olup bu formun taban

Z(FBI) =

noktasi

230 -150i

Z(FBIBZ) = 377

dir. Yine agikca goriilecegi lizere
230-150i  1+17i —8—14i

377 g 3 )= 4Fs)2(Fs,)

2(Fgg,) =

dir.
3.2.13. Teoremine benzer sekilde asagidaki teorem verilebilir.

3.2.15. Teorem. F =(a,,b,c,) ve F, =(a,,b,,c,) aynt A diskriminantli pozitif ta-

nimli formlar olsun. Eger bb, = A ise

Faracr = FarpFary)
dir (Tekcan ve Kutlu 2017).

Ispat. F, ve F, formlar1 igin Foey = (1,&, &) ve By, = (l,b—z, C—z) dir. Buna gore
a, a a, a

1 2 &
b, ¢ b, ¢ bb, cc
F. . F =(,=2L, y1,=2, 2)=(q,1=2, 12 3.2.1
2(F Facry) = ( Py X a az) ( 2, alaz) (3.2.1)
dir. Diger yandan F, ve F, formlarinin taban noktalarinin ¢arpimi
2(F)2(F,) = b+iv-A b, +iv-A|_bb +A+i(B +b)v-A
23, 2a, 4a,a,
olup buna karsilik gelen form i¢in
bb, + A (bb, +A)’* —A(b, +b,)’
Foyacey = (L=~ Ob, +2) ~40 +5) ) (3.2.2)

2aa, (4aa,)’
dir. Bu son esitlige gore

(bb, +AY —A(, +b))* _4ac,(A-b}) _cg,
(42,2, 4aa,)’  aa,

dir. Diger yandan bb, = A ise
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bb,+A 2bb, bpb,
2aa, 2aa, aa,

oldugu goriiliir. Buna gore (3.2.2) esitligi

bb, CICZ)
a,a, ’ aa,

Forary =G (3.2.3)

haline gelir. Su halde (3.2.1) ve (3.2.3) esitliklerinden
Farnecry) = Furp Fary)

oldugu goriiliir.

3.2.16. Ornek. A =20 diskriminanth F, =(6,2,1) ve F, =(2,-10,15) pozitif tanimli
. . 11 15
formlart igin 2(-10) =20 dir. F,¢) = (l,g, g) ve Fgy =(1,-5, ?) olup

-55
Fary Py = (b=577)

1+i\/§ —5+i\/§
6 2

ve 2(F,) =

—5-2i\5

6

diir. Diger yandan z(F)) = olup z(F)z(F,) =

dir. Buna karsihik gelen form F, ), e, = (1, _?5,%) diir. Buna gore

Foirer) = Farn Faryy
dir.

3.2.17. Sonug¢. Ayni diskriminantl pozitif tamimhi F; ve F, formlar: i¢in
2(RF) # 2(F)z(F,)
dir (Tekcan ve Kutlu 2017).
ispat. Z(Fl) = bl—H—_A
23,

ve Z(F,) = taban noktalari i¢in

b, +iv—-A

bb, + A+i(b, +b,)v-A
4aa,

2(F)z(F) = (3.2.4)

dir. Diger yandan FF, =(a,a,,bb,,c,c,) formu i¢in

oldugundan bu formun taban noktasi
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2(FFy)= Jaa
18,

(3.2.5)

dir. Buna gore (3.2.4) ve (3.2.5) esitliklerinden
2(FF,y) # z2(F)z(F,)

oldugu goriiliir.
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4. INDEFINITE FORMLAR, KUADRATIKLER IDEALLER VE
DIOPHANTINE DENKLEMLERI

Bu boliimde indefinite kuadratik formlarin sag ve sol komsulari, has otomorfizmleri
kiimesi, kuadratik ideallerin devirleri ve bazi1 6zel Diophantine denklemlerinin tiim tam-

say1 ¢ozlimlerinin kiimesi ele alinacaktir.

4.1. indefinite Formlar ve Kuadratik idealler.

Bu alt boliimde indefinite formlar ve kuadratik idealler ele alinacaktir. k >1 tamsayi
olmak iizere D =k*> +4, P =k +2, Q =k olsun. Bu takdirde

y_k+2+\/k2+4

k

bir kuadratik irrasyonel olup

|, =[k,k+2++k>+4]

bir kuadratik ideal ve

F, =(k,2k +4,4)
ise A=4D diskriminantl bir indefinite formdur. Burada tiim teoremler kK nin tek veya

cift olusuna gore iki durumda verilmistir.
1. DURUM: k >1 tek olsun. Bu durumda agagidaki teoremler verilebilir.

4.1.1. Teorem. k =1 i¢in
1) y=3+ /5 nn siirekli kesirli devirli acilimi y :[5;4_1] diir.
@) 1, =[1,3++/5] idealinin devri |, =[1,3++/5]~ 1, =[1,2++/5] dir.
(3) F, =(1,6,4) formunun sag komsulari

Rl(Fy) =(4,2,-1), Rz(Fy) =(-1,4,1), R3(Fy) =(L4,-1)
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ve sol komsulari
L'(F) =(-1,4,1), L'(F,) =(1,4,~1)
dir.

@ ¢ 40F ., = [_1 .

4
3} igin Aut”(F,)) = {i(gFVAg;yl’z)t :teZ} dir (Tekcan ve Kutlu

2017a).
Ispat. (1) y =3+ J5 icin

1

y=5+(2++/5)= 5+m

oldugundan y =[5;4] dir.

@) 1, =[1,3++/5] ideali i¢in m; =5 olupP, =2,Q, =1 dir. i =1 i¢cin m, =4,P, =2 =P,
ve Q, =2=Q, oldugundan |, nindevri |, =[1,3++/5]~1, =[1,2++/5] dir.

(3) F, =(1,6,4) indefinite formu i¢in asagidaki ¢izelge elde edilir.

Cizelge 4.1. F, =(1,6,4) formunun sag komsulari

i [o[1]2]3] 4
Alr|4a]-1]1]-
B l6|2|4|4]| 4
Colal-1|1]-1] 1
S| 1]-3]4]|-4

Bu gizelgeye gore R*(F,) =R*(F,) oldugundan F, mn sag komsulari
RI(F;/) :(4525_ 1)’ RZ(F;/) :(_17471)’ R3(F}/) :(1747_1)
dir. Sol komsulari ise
Ll(Fy) =yrR(4,6,1)=yr(L,4,-1)=(-1,4,1)
L2(F7) =yrR(1,4,-1)=y7r(-1,4,1)=(,4,-1)
L3(Fy) =ytR(-1,4,1)=yr(1,4,-1)=(-1,4,1)= Ll(Fy)

oldugundan L'(F,) =(~1,4,1), L*(F,) =(1,4,~1) dir.
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0 -1 [-6 1
TO= 51 7121 o

Urn =T(3)T(S)---T(J,4)

0
(4) F nin sag komsu tanimindaki L } matrisi i¢in

\(

olarak tanimlansin. Bu takdirde Falth (1989, Sonug 9.5) geregi

B 72 17 B -4 -1
ng,4_ 55 13 ve ng,z_ 3 _1

4 . _ .
16 3} dir. O halde Aut (Fy)={i(gpy,4gF;72)t 't eZ} dir.

oldugundan 9F,,49;,2 = [

4.1.2. Teorem. k >3 igin

(1) y nmin siirekli kesirli devirli agilimi y =[2; %,2&%,1, 1] dir.

(2) 1, idealinin devri

L, =Ik 24k +41~ 1, =[4,k—2+k2 +4]~ | =[Lk+ k> +4]~
|, =4k +Vk 4]~ 1 =[kk =24k +4]~ 1 =[k,2+K> +4]
dir.
(3) F, nin sag komgulari
R'(F,) =(4,2k,~ 1), R*(F,) =(~1,2k,4), R’ (F,) = (4, 2k — 4,~ k),
RY(F,) =(=k,4,k), R*(F,) = (K, 2k — 4,— 4), R*(F,) =(~4,2k, 1),
R7(F,)=(1,2k,—4),R*(F,) =(~4,2k — 4,k), R’ (F,) = (k, 4,— k),
R(F,) =(-k,2k —4,4)
ve sol komsulari
L'(F,) =(~4,2k = 4,k), L (F,) =(1,2k,— 4), L’ (F, ) = (4, 2k, 1),
L*(F,) =(k, 2k —4,—4), ’(F,) = (K, 4,k), L°(F,) = (4, 2k — 4, ),
L (F,) =(=1,2k,4), L(F,) =(4, 2k, — 1), L°(F, ) =(=k, 2k — 4,4),
L(F,) =(k, 4,—k)

dir.
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6 4 2
(4) R=—k° Kk’ —5k* —4k* —6k> -3k -1, S :%,T —_ 2k’ —8k® — 6k ve

R S
U =k’ —k*+4k’® —3k* + 3k — 1 olmak iizere g ,,0r , = {T U} icin

Aut”(F,) = {J_r(ng,Hg;;,l)‘ teZ)

dir (Tekcan ve Kutlu 2017a).

1,2
Ispat. (1))/:k+2+kk 4 icin
2
7:2+(k+2+\/k +4_2):2+ 1
k k-1 1
2 i 1
2k+k_1 i
+
2 1+ !
2
1+(k+2+\/k +4_2)
k
k-1 k-1

oldugundan y =[2; T,Zk,T,l, 1] dir.

2) 1, =[k,k+2++ k* +4] ideali i¢in asagidaki ¢izelge elde edilir:

Cizelge 4.2. |, =[k,k+2++/ k* +4] idealinin devri

i | 0 1 [2] 3 4 5] 6
P lk+2|k-2]k| k [k=2]2|k-2

Q; k 4 1 4 K k| 4

k-1 K k-1
2 2

Bu ¢izelgeye gore |, 1 devri
L, =[k.k+2+Vk> +4]~ 1, =[4k-2+Vk* +4]~ 1 =[Lk+Vk*+4]~
L, =[4k+vk> +4]~1, =[k.k=2+vk*+4]~1_=[k,2+k*+4]

dir.

(3) F, =(k,2k +4,4) formu i¢in asagidaki ¢izelge elde edilir:
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Cizelge 4.3 .F, =(k,2k +4,4) formunun sag komsulart

i A‘ Bi Ci 5i

0| k | 2k+da| 4 | XH
2

1| 4 2k -1 -2k

2 | -1 2k 4 k-1
2

3[4 [2k—4] k| -1

s |k | ok—a|a| 2K
2
6 | -4 | 2Kk 1 | 2k
711 ] ok || =K
2
8 | -4 | 2k—-4 | k 1

10| & | 2k-4 | 4 %

1| 4] 2k [-1

Bu ¢izelgeye gore
R'"(F,)=R'(F))

oldugundan sag komsular1 yukaridaki gibi elde edilir. Sol komsulari ise
L'(F,) = 77 R(4,2k +4,k) =(—4,2k — 4,k)
L*(F,) = yr R(k,2k —4,—4) =(1,2k,~ 4)
L’'(F,) =zt R(-4,2k,1) = (4,2k,1)
L*(F,) = 7t R(1, 2K, — 4) = (k, 2k — 4,~ 4)
L°(F,) = z7 R(-4,2k - 4,k) =(-k,4,k)
L(F,) =z R(k.4,~k) =(4,2k - 4,- k)
L'(F,) = yz R(~k, 2k — 4,4) =(~1,2k, 4)
L*(F,) = 77 R(4,2k,— 1) = (4,2k,~ 1)
L°(F,) = 7 R(~1,2k,4) =(~k, 2k — 4,4)
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LlO(Fy) =yt R(4,2k —4,- k) =(k,4,- k)
L”(Fy) =yt R(-k,4,k) =(—4,2k —4,k) = Ll(Fy)
oldugundan sonug aciktir.

11 1 -
4) R7(F))=R'(F,) oldugundan n =11 ve m =1 olarak alinirsa

7,16 5 4 3 2
.- k' +k°+6k” +5k ;IOK +6k°+4k +1 kS —K° —5k* —4k® —6k2 -3k —1
F.ll —

k¢ +5k* +6k*+1 —2k> —8k* —6k

k+1
ve Qg ;= [_ 2 } olur. Buna gore teoremde gegen R, S, T ve U sayilar igin
' -1 0

R S )
ng,ng;;,l - {T U} olup Aut+(Fy)={J_r(g,:7,“g;;’1)t ‘teZ} dir.

2. DURUM: k > 2 g¢ift olsun. Yukaridaki teoremlere benzer sekilde asagidaki teorem-

ler verilebilir. Ispatlar1 benzer sekilde yapilabilir.

4.1.3. Teorem. k =2 ise
(1) y min siirekli kesirli devirli agilim1 y =[3;§] dir.
() |, =[2,4++/8] idealinin devri |, =[2,4++/8]~ 1, =[2,2++/8] dir.
(3) F, =(2,8,4) nin sag komsulari
R'(F,)=(4,0,-2),R*(F,)=(-2,4,2),R*(F,)=(2,4,-2)
ve sol komsulan L'(F,)=(-2,4,2),*(F,) =(2,4,-2) dir.

4 o=
()ng,4ng,2 {4

2
J igin Aut™(F,)= {J_r(ng,A‘g;ylyz)t :t e Z} dir (Tekcan ve Kutlu

2017a).

4.1.4. Teorem k =4 ise
(1) y nin siirekli kesirli devirli agilimi y :[Z;i] dir.
() |, =[4,6++/20] idealinin devri 1, =[4,6++20]~ I =[4,2++/20] dir.

(3) F, =(4,12,4) nin sag ve sol komsulari
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R‘(Fy) =(4,4,-4), Rz(Fy) =(-4,4,4) ve Ll(Fy) =(-4,4,4), LZ(Fy) =(4,4,—4)
dir.

-3 1
4)9¢ 59 ;:,1 = {_1 O} igin Aut™(F,)= {J_r(ngjg,;;’l)t :teZ} dir (Tekcan ve Kutlu

2017a).

4.1.5. Teorem k > 6 ise
et . k-2 .
(1) y nin siirekli kesirli devirli agilim1 y =[2; 5 1, 1] dir.
(2) 1, idealinin devri

L, =[k.k+2+Vk* +4]~1, =[4,k-2+k* +4]~
I, =[k.k=2+vk*+4]~1, =[k,2+ /k2+4]
dir.

(3) F, nin sag komsulari

Rl(Fy) =(4,2k —4,-k), Rz(Fy) =(-k,4,k), R3(F7) =(k,2k —4,-4),
R4(Fy) =(-4,2k —4,k), RS(Fy) =(k,4,-k), R6(F7) =(—k,2k - 4,4),
ve sol komsulari
Ll(Fy) =(—4,2k - 4,k), L2(Fy) =(k,2k —4,-4), L3(F7) =(—k,4,k),
L4(Fy) =(4,2k —4,-k), LS(Fy) =(—k,2k —4,4), L6(Fy) =(k,4,-k)
dir.
K>

2
k:-k-1 ? ig:in AUt+(F;,)={i(g|:w7g|;:,1)t :teZ} dir (Tekcan
-2k k-1

4) ng,7g|;,1 =

ve Kutlu 2017a).

4.2. Diophantine Denklemleri.

Bu alt bolimde bir dnceki bolimde ele alinan F, =(k, 2k + 4, 4) indefinite formu dikkate

. +k .
alinarak elde edilen F " (x,y) =%+ Q, yani

FA (X, y) =kx® + 2k + 4)xy +4y* =+ k
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Diophantine denkleminin tiim tamsay1 ¢oziimleri kiimesi ele alinacaktir. Ancak bunun

i¢in ilk olarak bazi kavramlara ve notasyonlara ihtiyag¢ vardir.

F =(a,b,c) indefinite formu

F(x,y)=
a
seklinde yazilabilir. Bu durumda
M. :{ax+b+2\/Zy x,yeZ}
kiimesi lizerinde
u-—v av
x y] 2 A =0(mod4)
—-CV  U+—V
X" y'= 4.2.1)
1-b
u +TV av
[X Y] 1+b A =1(mod4)
—cv u+——v
olmak iizere
(u +VpA)[aX+ b+£/Z y} = ax’+%y’

tanimlansin. Bu takdirde W(X,y) =ax+ b+vA y doniisiimii i¢in

P Y):F(XGYy) =mp > {y e M :N(y) = am;
dir. Buna gore F(X,y)=m denklemini ¢6zmek demek, Mg nin normu am olan ele-

manlarin1 bulmak demektir. Eger F(X,y)=m denklemi yeniden diizenlenirse
Ay? +4am = (2ax + by)?
haline gelir. ¢,, O, nin temel birimi olmak {izere

_Jea N(ey)=lise
A7 le2 N(gy)=-lise

tanimlansin. Bu 7, degeri i¢in
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amr 1z 7, —1
A [A ] am> 0 ise

A Ty
0<y<U-= (4.2.2)
amr 12 7, +1
A A am<0 ise
A T\

olmak iizere, bu araliktaki y degerleri i¢in, Ay* +4am ifadesinin tam kare olup olmadi-

g1 kontrol edilir. Eger tam kare ise yukaridaki esitlikten X degeri (veya degerleri) elde

edilir. Boylece F(X,Yy)=m denkleminin tamsay1 ¢ézlimleri i¢in bir {[ X Y]} ¢6ziim si-
nifi elde edilmis olur. Bu ¢oziim sinift ve (4.2.1) deki matris kullanilarak F(X,y)=m

denkleminin tiim tamsay1 ¢oziimleri elde edilmis olur (Flath 1989).

Ornegin, 5x* +14xy + 7y* =10 denklemi i¢in F =(5,14,7) olup A(F)=4-14 diir. Bu-
na gore Oy, halkasinin temel birimi &g =15+44/14 diir. N(&s) =1 oldugundan

Tse =15+ 414 diir. Buna gore (4.2.2) esitliginden

|5-10-05+4413)| [ 144 2414
B 56 | 15+4414

olarak bulunur. Buna gére 0<y <5 araligindaki y degerleri icin Ay” +4am ifadesi sa-

0<y<uU J;5.002

dece y=1 ve y=35 icin bir tam karedir ve y nin bu degerleri i¢in sirasiyla Xx=-3 ve
X =—11 olarak elde edilir. O halde ¢6ziim sinifi
{{-3 1L,[-11 5L[-3 5]}

-13 20
dir. Cozlim matrisi ise (4.1) den M =[ 98 43} olarak elde edilir. O halde verilen Di-

ophantine denkleminin tiim tamsay1 ¢oztimleri kiimesi
Q={H -3 1M",+[ =11 5M",+[ -3 5M":neZ}
dir.

Bu agiklamalardan sonra esas konuya gegilebilir. Yine burada da k nin tek veya ¢ift ol-

masina gore iki durum s6z konusudur.

1. DURUM: k >1 tek olsun. Bu takdirde asagidaki teoremler verilebilir.
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4.2.1. Teorem. /D nin basit siirekli kesirli devirli acilimi

[2;4] k=11ise

[k; ﬂ,l,l,ﬂ,zk] k>3 ise
2 2

dir (Tekcan ve Kutlu 2017a).

Ispat. k =1 olsun. Bu takdirde kolayca gériilecegi iizere V5 :[2;4_1] dir. k >3 i¢in

Ve va =k (v d—k) =k + o — -
- I
2 1+

1+ !

k-1

1
+
2 2k+(Wk*+4-k)

oldugundan\/5=[k; %,l,l,%,Zk] dir.

4.2.1. Teoremine gore, k >3 tamsayisi igin\/B =[k; %,1,1,%,2@ oldugundan

A =(K® +6k* +9k? +2)/2 ve B, =(k* + 4k’ +3k)/2 olup

6 4 2 5 3
k® + 6k 2+9k +2+k +4; +3km

Tp =

dir.

Bu aciklamalardan sonra
k
F (X, y)=k® +(2k + 4)xy + 4y* =k

pozitif Diophantine denkleminin tiim tamsay1 ¢éztimleri kiimesi ele alinabilir. Burada

iki hal s6z konusudur:

-3 4
1.Hal: k =1 ise ¢oziim sinifi {[+1 0]} ve ¢oziim matrisi M ={ 16 21} olup

1. n>ligin [I 0JM" denklemin (X,,,Y,,) ¢O6ziimlerini
2. n>0igin[-1 0]M™" denklemin (X

onsts Yanst) GOziimlerini

tiretir. O halde asagidaki teorem verilebilir.
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4.2.2. Teorem. k =1 ise

[X y2n+1]=[_1 O]Minanzo Ve [in y2n]=[1 O]Mn,nZI

2n+1

-3

ve M =
{—16 21

} olmak tizere F,(X,y)=1 Diophantine denkleminin tiim tamsay1 ¢6-

zumleri kiimesi

lIJ(F;/I) =% {(X2n+1’ y2n+1)a (XZn ’ yzn)}

dir (Tekcan ve Kutlu 2017a).

2. Hal. k >3 i¢in iki durum s6z konusudur:

(i) k tam kare degilse ¢6ziim sinifi

S 2 _
(1 oLk +k:—2k+1 K 2k2+3k 25
ve ¢O0ziim matrisi
6 4 2
V| Kk Ak 3K 3k 41 % 423)
— 2k’ —8k* — 6k k®+ Kk’ +5k* +4k> + 6k* +3k +1

olup burada

I. n>ligin[l O]M" denklemin (X,,,Y,,) ¢Oziimlerini
2. n20i¢in [-1 O]M "denklemin (X,,,,, Y,,,;) ¢Oziimlerini

—k*+2k* -3k +2

3. nx1igin [k’ —k*+2k -1 5 IM" denklemin (X, 5, Y41 ,)
¢Ozlimlerini

4. n>0 igin [-k>+k* -2k +1 K _2k22+3k _2]M ™ denklemin (X,,., Yin.s)
¢Oziimlerini

tiretir. O halde asagidaki teorem verilebilir.

4.2.3. Teorem. Fyk (X, y) =k Diophantine denkleminin tiim tamsay1 ¢oziimleri kiimesi

[X4n+l y4n+l]=[_1 O]M_n,nZO
K 4ok?
[X4n2 y4n72]:[k3—k2+2k—1 K +2k2 3k-i_z]Mn,l’lZl
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3 o2 B
Xenis  Yanis) = [k +K* =2k +1 K 2k2+3k 2]M_n>n20

[X4n y4n] =[1 0]M n, nx1
ve M, (4.2.3) deki matris olmak iizere
T(Fyk) = {(Xan+15 Yans1)> Kans3s Yans3)s Kan—2s Yan-2)s (Xans Yan)}

dir (Tekcan ve Kutlu 2017a).

(ii) k tam kare ise ¢oziim sinifi

3 1
ERE RS ot
(1 ok KK e e ok KRR,

olup

1. n>1i¢in[l O0]JM" denklemin (X,,,Y,,) ¢Oziimlerini

2. n>0i¢in [-1 0]M ™ denklemin (X,.,, Y4,,) ¢Oziimlerini

J
3 k2 2
3. n>1igin [k? u]M " denklemin (X, ,, Y, ) ¢Oziimlerini
e 1
3 k2 k2

4. nx0 igin [-k? IM™ denklemin (Xg,,,, Ygn,o) SOziimlerini

—k*+2k* -3k +2
2

5. n>1icin [k®—-k*+2k-1 IM" denklemin (Xg, 5, Yen_3)

¢Ozlimlerini

3 2 —
k 2k“ + 3k 2] M ~" denklemin (X6n+4’ y6”+4)

6. n>0 icin [—k®>+k*=2k+1

¢Oziimlerini

tiretir. O halde asagidaki teorem verilebilir.

4.2.4 .Teorem. Fyk (X,y) =k Diophantine denkleminin tiim tamsay1 ¢oziimleri kiimesi

Xenat Yenul= [-1 0IM™", n>0
3 3 1

3 k2 —k2
[X6n+2 y6n+2]: [‘kz >

IM", n>0

Koy Yona]= K —K>+2k 1 k+2k2 K+2 0 n>1
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3 A2 _
[X6n+4 y6n+4]: [_k3+k2_2k+1 K 2k2+3k 2]M_n, n=0

3 1
, 31
2 _ k2 + k2 N
Xen Yenal= [K? T]M ,h>1
[Xen  Yenl= [1 0IM", n>1
ve M, (4.2.3) deki matris olmak iizere

‘P(Fyk):i{

(Xsn115 Yons1)s Kens2s Yons2)s Kensas Yonsa)s }
(Xen—-3> Yon-3)> (Xen-15 Yen-1)>Xens Yen)

dir (Tekcan ve Kutlu 2017a).

Simdi
F (% y) =k +(2k +4)xy +4y* =—k

negatif Diophantine denklemi ele alinabilir. Yine burada iki hal s6z konusudur:

1.Hal. k =1 ise ¢6ziim siifi {[-5 1],[-1 1]} olup
1. n>0 i¢in [-1 1]JM" denklemin (X,,,,, Y,,,,) ¢Oziimlerini
2.n>1igin [-1 1]M™" denklemin (X,,,Y,,) ¢6ziimlerini

tiretir. O halde asagidaki teorem verilebilir.

4.2.5. Teorem. k =1 i¢in Fy"(x, y) =—1 Diophantine denkleminin tiim tamsay1 ¢6ziim-

leri kiimesi

X Yonul=[=1 1IM"n20 ve [X, VY,,]=[-1 1M ",n>1

2n+1

-3 4
ve M :{ 16 21} olmak tizere ‘I’(Fy_l) = {(Xan41> Yans1)s (Xon, Yon )} dir (Tekean ve

Kutlu 2017a).

2.Hal. k > 3 i¢in iki durum s6z konusudur:
(i) k tam kare degilse ¢ozliim sinifi

k¥ +k k> +k

(-1 1,[-k>+k-1 1, [-k*—k> =2k -1 B

olup
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1.n>1i¢in [-1 1]M" denklemin (X,,,Y,,) ¢oziimlerini
2.n20 igin [-1 1]JM ™" denklemin (X,,,,, Y,,,;) ¢Oziimlerini

3
3.n>0 igin [-k* +k -1 K+ k] M" denklemin (X,,,,, Y,,,,) ¢Oziimlerini

3
4. n>1 igin [-k* +k -1 K+ k] M ™" denklemin (X, ,,Y,, ) ¢0ziimlerini

tiretir. O halde asagidaki teorem verilebilir.

4.2.6. Teorem. Fy’k (X,y) =—k Diophantine denkleminin tiim tamsay1 ¢dziimleri kiime-

si
Xans1 Yanal=[-1 1IM™",n>0
k®+k

Xaniz  Yansal=[-k>+k—1 IM", n>0

k® +k

Xanot Yana)=[-K>+k—1 IM™ n>1

(X4 VYanl=[-1 1IM", n>1
ve M, (4.2.3) deki matris olmak iizere
\P(Fy_k) = {(Xans1> Yans1)> Kansas Yania)s Kanzis Yan-1)> Kan» Yan )}

dir (Tekcan ve Kutlu 2017a).

(ii) k tam kare ise ¢6zlim sinifi

3 1
Lok ke 3 3
(1 ke K e gkoy K ;k],[—k3—k2—2k—1 K +k

1}

olup

l.n>1i¢in [-1 1]JM" denklemin (X, Y,,) ¢Oziimlerini

2.n20 igin [-1 1JM ™" denklemin (X,,,, Yn,;) SOziimlerini

3 1

k2 4k2

3.n20 igin [-k? ————]M" denklemin (X,,,, Y¢n,,) ¢Oziimlerini
3 1
L k2 _k2

4. n>1 igin [-k? IM™ denklemin (X, ,, Y, ) ¢Ozimlerini
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3
5. 020 icin [k +k—1 < K

IM™ denklemin (X445, Yn.3) SOziimlerini

3
6. n>1icin[-k>+k-1 < tK

IM ™ denklemin (X, ,,Y¢,,) ¢Ozimlerini

tiretir. O halde asagidaki teorem verilebilir.

4.2.7. Teorem. Fy’k (X,y) =—k Diophantine denkleminin tiim tamsay1 ¢dziimleri kiime-
si

[X6n+1 y6n+1] = [_1 1] M —n’ n=0
3 1

1 k5+k5

[X6n+2 y6n+2]= [_k2 ]M",nZO
3
B Yonsl =[R2 +k=1 EK9Mn 020
K*+k.. o,
[X6n—2 y()n—z]: [_k2 +k-1 > ]M ,h>1
. 3 1
- k2_k2 T
Xent  Yenal= [-K? M7, n>1

2
(X, VYenl= [-1 1IM", n>1

ve M, (4.2.3) deki matris olmak iizere

‘P(Fy_k) —t {(X6n+le Yon+1)s (Xen+25 Yen+2)s Xent3> Yon+3)» }

(Xen-25Yen-2)>(Xen-15 Yen-1)>(Xen> Yen)

dir (Tekcan ve Kutlu 2017a).

2. DURUM: k >2 ift olsun. Bu takdirde yukaridaki teoremlere benzer sekilde asagi-

daki teoremler verilebilir.

4.2.8. Teorem. k >2 cift ise JD = [k; g,Zk] dir (Tekcan ve Kutlu 2017a).

4.2.8. Teoremine gore, A =(k” +2)/2 ve B, =k/2 oldugundan

2
T, _K +2+§\/k2+4

2

dir.
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Buna gore
FX (% y) =k + 2k +4)xy + 4y* =k

pozitif Diophantine denklemi i¢in iki hal s6z konusudur.

-1 2

1.Hal. k =2 ise ¢oziim smifi {[£1 0]} ve ¢Oziim matrisi M :{ 47

} olup

I.n>1i¢in [I 0]JM" denklemin (X,, ,,Y,, ) ¢Ozimlerini
2.n>0 i¢in [-1 O]M ™" denklemin (X,,,,,Y,,.,) ¢Oziimlerini

tiretir. O halde asagidaki teorem verilebilir.

4.2.9. Teorem. k =2 ise Fy2 (X, y) =2 Diophantine denkleminin tiim tamsay1 ¢ézlimleri

kiimesi

X0 Yaonu1=l1 0]M",n>1 ve (X0 Yonal=[-1 0]M™",n>0

ve M ={ } olmak tlizere

‘P(Fyz) =2 {(Xans25 Yans2)> Xan_1s Yanoi) §

dir (Tekcan ve Kutlu 2017a).

4.2.10. Not. Fyz(x, y) =2 Diophantine denkleminin tiim tamsay1 ¢oziimlerinin kiimesi,
balans sayilarna (Behera ve Panda 1999) bagl olarak da verilebilir. B, balans ve c,

-1

2
Lucas-cobalans sayilar1 olmak tizere M :{ 7} matrisinin N. kuvveti n > 1 igin

n —C, 2 Bn
MM =
-4 Bn Crii
dir. Su halde Ff(x, y) =2 Diophantine denkleminin tiim tamsay1 ¢oziimleri kiimesi

\P(Fyz) =% {(—Cns1,2B,).(-¢,,2B,) }

dir (Tekcan ve Kutlu 2017a).

2. Hal. k >2 tamsayisi i¢in iki durum s6z konusudur.
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(i) k tam kare degilse ¢6ziim sinifi { [+1 0],[1-K T]} ve ¢OzUim matrisi

k2
M= lmk o (4.2.4)
-2k k*+k+1

dir. Buna gore
I.n>1i¢in [l 0]JM" denklemin (X, ,,Y,, ) ¢Oziimlerini
2.n2>0 igin [-1 O0]JM™ denklemin (X,,,,, Y4,.,) ¢Oziimlerini

3. nx1igin [k -1 %] M" denklemin (X,, ;,Y,, ;) ¢Oziimlerini

4.n20 i¢in [1-Kk %] M ™ denklemin (X,,,,, Y4n,,) SOziimlerini

tiretir. O halde asagidaki teorem verilebilir.

4.2.11. Teorem. Fyk (X, y) =k Diophantine denkleminin tiim tamsay1 ¢oziimleri kiimesi

(X4 Yanal=[1 O]M ",n>1
[X4n+2 y4n+2] = [_1 0] M _na nz 0

2—-K. .
Xens  Yansl=[k-1 T]M ,nx1

k=2, ..,
Xanea  Yaneal =[1—K T] M™, nx0
ve M, (4.2.4) deki gibi olmak iizere
\P(Fyk) =% {(X4ns2> Yans2)> Kanias Yanea)s Kanis Yano1)s (Xan3> Yan3)}

dir (Tekcan ve Kutlu 2017a).

(ii) k tam kare ise ¢oziim sinifi

1

k2 k-2
{[x1 0L[0 7],[1—k T]}

olup
1. n>1 igin[l 0]M" denklemin (X,, 5, Y, ;) ¢Oziimlerini

2.n>0 igin [-1 0]M ™" denklemin (X,,,, Ys,,,) ¢Ozimlerini
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1

2
3. nx1 igin [0 k?] M" denklemin (X, ,, Ys, ) ¢Oziimlerini
1

2
4. n>1 i¢in[0 —7]M " denklemin (X, Y,,) ¢Oziimlerini

5.n21 i¢in [k -1 %] M " denklemin (X, s, Y, s) ¢Oziimlerini

6. n>0 icin [1-k %] M ™ denklemin (X,,,,, Y,..) ¢Ozimlerini

tiretir. O halde asagidaki teorem verilebilir.

4.2.12. Teorem. Fyk (X, ¥) =k Diophantine denkleminin tiim tamsay1 ¢oziimleri kiimesi

[Xens  Yensl= [l 0]M", n>1
|:X6n+2 y6n+2]: [_1 O]M_n, nZO

o
[Xent Yenal=1[0 7]M ,h>1

1

K2
[Xen  Yenl= [0 —7]M ,h>1
2k,
[Xens  Yens]= k-1 T]M ,h>1

k—2_ .,
Xenea  Yoneal= [1-K T]M , =0

ve M, (4.2.4) deki gibi olmak iizere

1

k2
}U{(O,iT)}

(Xen-35 Yon—3)s (Xen+25 Yen+2)> Ken—1> Yen-1)s
(X6n’ y6n):(X6n75’ y6n75)’(X6n+4’ y6n+4)

dir (Tekcan ve Kutlu 2017a).

\P(F}):i{

Son olarak
F;k (X, y) =kx*> + 2k + 4)xy +4y* =—k

negatif Diophantine denklemi dikkate alinirsa yine burada iki hal s6z konusudur:

1.Hal. k =2 ise ¢oziim smift {[-1 1],[-3 1]} olup
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1.n>1i¢in [-1 1]M" denklemin (X,,,Y,,) ¢Oziimlerini
2.n20 igin [-1 1]JM ™" denklemin (X,,,,,Y,,,;) ¢Oziimlerini

tiretir. O halde asagidaki teorem verilebilir.

4.2.13. Teorem. k =2 igin Fy"z(x, y) =—-2 Diophantine denkleminin tiim tamsay1 ¢o-

zumleri kiimesi

[%n  Yanl=[=1 1IM",n21 ve [x Youl=[-1 1IM™",n20

2n+1

-1 2 ) ~ .
ve M :[ 7} olmak tizere ‘P(Fyz):i{(xzn,yzn),(X2n+1,y2n+1)} dir (Tekcan ve

Kutlu 2017a).

4.2.14. Not. Ff(x, y) =2 Diophantine denkleminde oldugu gibi, FV’Z(X, y) =-2 Diop-

hantine denkleminin tiim tamsay1 ¢oziimlerinin kiimesi de balans ve Lucas-cobalans sa-

yilarina bagli olarak
\P(F}’_z) =t {(Cn a 4Bn’_ 2Bn + Cn+l)’(_cn+1 + 4'Bnaan - Cn),(—l, 1)}

seklinde verilebilir (Tekcan ve Kutlu 2017a).

2. Hal. k >2 i¢in iki durum s6z konusudur:

(i) k tam kare degilse ¢ozliim sinifi
k
{[-1 1L[-k-1 =], [-1 5]}

olup

I. n>ligin [-1 1]M" denklemin (X,, ,,Y,,,) ¢Oziimlerini

2. n20i¢in[-1 1]JM ™" denklemin (X,,.,, Y,.,) ¢Oziimlerini

3. n>1i¢in [-k-1 g] M" denklemin (X,, 5, Y,, ;) ¢Ozimlerini

4. n>0 i¢in [-k—1 g] M ™ denklemin (X,,,,, Y,n,,) ¢Oziimlerini

tiretir. O halde asagidaki teorem verilebilir.
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4.2.15. Teorem. Fy‘k (X, Y) = —k Diophantine denkleminin tiim tamsay1 ¢6ziimleri kii
mesi

X4n1 Yano)=[-1 1IM",n>1

Xans2  Yani2l=[-1 1IM™", n>0

Dins Yanal= k=1 5IM7 021

K. .
[X4n+4 y4n+4]:[_k_1 E]M n’ n=0

ve M, (4.2.4) deki gibi olmak iizere

lP(F}/_k) =T {(X4n—1 > y4n—l )>(X4n+2’ y4n+2): (X4n—3’ y4n—3)a (X4n+4a y4n+4)}
dir (Tekcan ve Kutlu 2017a).

(ii) k tam kare ise ¢6zliim smifi

LR kK
{[-1 1],[-k 7],[ k-1 2],[1 2]}

olup
l.n>1i¢in [-1 1]M" denklemin (X, , Y, ) SOziimlerini

2.n>0 igin [-1 1]M ™" denklemin (X,.,, Y¢,.,) ¢Oziimlerini

1
L2
3. n21 igin [-k? k?] M" denklemin (X, 5, Ye, ;) ¢Oziimlerini

1
1 2
4. n>0 igin [-k? k?]M " denklemin (X, Y¢n.s) cOzUmlerini

=~

5.n>1igin [-k—=1 —=]M" denklemin (X, s, Y., s) ¢Oziimlerini

\9)

6. n>0 i¢in [-k —1 g] M ™ denklemin (X,.¢, Y¢n.q) SOzlimlerini

tiretir. O halde asagidaki teorem verilebilir.

4.2.16. Teorem. Fy_k(x, y) =—k Diophantine denkleminin tiim tamsay1 ¢ézlimleri kii-

mesi

[Xent Yenl= [-1 1IM", n>1

81



[Xenia  Yens2]= [=1 1IM7",n>0
1
1 kE ;
[Xon-3  Yen-3]=[-k? T]M ,n>1

|
Lo
[Xensa  Yonsal=[-Kk? 7]'\/' ,N=0
k
[Xen-s  Yensl= [-k—1 E]Mn,n21

k.. _
[Xsnis  Yenisl= [—k-—1 E]M ", n>0

ve M, (4.2.4) deki gibi olmak iizere

\IJ(F}:k) —t { (Xen-15 Yon-1)»(Xen+25 Yen+2)> Xen—3> Yon-3)> }

(Xsn+4> Yon+4)>(Xen—s> Yen—5)>(Xsns65 Yon+6)

dir (Tekcan ve Kutlu 2017a).

Son olarak F, formunun otomorfizm grubu ile ilgili olarak asagidaki teorem verilebilir.

4.2.17. Teorem. M, (4.2.3) deki matris ve

k® +k

2

M* = —k*+k-1 5
—2k* -2  Kk’+k>+2k+1

olmak iizere F, formu igin Aut™(F,)={xM":teZ} ve Aut’(F,)={x(M")*" :t e Z}
dir (Tekcan ve Kutlu 2017a).
Ispat. (4.2.3) de tanimlanan M matrisi igin det(M) =1 dir. Ustelik

(—k® +k* —4k? +3k? =3k + 1)x + (—2k> —8k* —6k)y,
MF =F 6 4 2
! y(%)x+(k6+k5+5k4+4k3+6k2+3k+1)y
=k((—k’ +k* —4k? +3k? =3k + 1)x + (=2k’> —8k* — 6k)y)?
+ (2K +4)((—k> +k* —4k? +3k* =3k + 1)x + (—2k> —8k> —6k)y)

6 4 2
><((%)x+(k6 +k° +5k* +4k® + 6k +3k +1)y)

6 4 2
+4((#)x+(k6 +k° +5k* +4k® + 6k? +3k +1)y)?

=kx® + (2k + 4)xy +4y* =F,
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oldugundan, M , F, nin bir has otomorfizmidir. Timevarimla M nin de F, nin bir has
otomorfizmi oldugu gosterilebilir. O halde Aut™(F,)={+M “iteZ) dir.

Benzer sekilde M " matrisi i¢in det(M ) =—1 olup

3
M’F, =F ((-k* +k —1)x+(-2k* —2)y,(k 37Lk)x+(k3 +k* +2k +1)y)
=k((-k* +k =Dx+(=2k* =2)y)* + 2k + 4)((-k’* +k —=Dx + (=2k* =2)y)
3 3
(X 2+k)x+(k3+k2+2k+1)y)+4((k 2+k)x+(k3+k2+2k+1)y)2
=—kx* —(2k + 4)xy — 4y’
=—F,

dir. Su halde M™ € Aut™(F,) dir. Yine tiimevarimla (M ) igin
* 2t+1
(M"Y F, = —F

4

oldugu gosterilebilir. O halde Aut’(F,)={(M")*"' :t e Z} dur.
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