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OZET

Bu doktora tezinde, olusum tiirii denklemlerin yerel ve yerel olmayan korunum
kanunlar1 incelenmistir. Lagrangiana sahip olmayan bu tiir denklemlerin her bir
simetrisine (Lie nokta, Lie-Backlund ve yerel olmayan simetri) yerel ya da yerel
olmayan bir korunum kanunun karsilik geldigi gosterilmistir. Korunum kanunlar
kullanilarak potansiyel simetri, simetri indirgemeleri ve degismez c¢oziimler elde
edilmistir. Bunun yaninda keyfi fonksiyonlar ihtiva eden bu tiir denklemlerin simetri
siniflandirmalari olusturulmustur.

Anahtar Kelimeler: Lie simetrileri, korunum kanunlari, olusum denklemleri.
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ABSTRACT

In this doctoral thesis, we study the local and nonlocal conservation laws of
evolution type equations. It is demonstrated that there exist local or nonlocal
conservation laws for each symmetry (Lie point, Lie-Backlund and nonlocal symmetry)
of evolution type equations which have not Lagrangians. We also obtain potential
symmetries , symmetry reductions and invariant solutions by utilizing conservation
laws. In addition, symmetry classifications were constructed for in question equations
which have arbitrary functions.

Key Words: Lie symmetries, conservation laws, evolution equations.
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GIRIS

Fiziksel teorileri dogrulayabilmek icin g6z Oniine alinan fiziksel sistemin
Olciimiiniin ve gozleminin yapilmas1 gerekir. Bir fiziksel niceligin Ol¢ctimiinii
yapabilmek i¢in ise uzay ve zaman ortaminda niceligin korundugunu bilmek gerekir.
Ornegin odanin bir kenarinda duran / uzunlugundaki cetvel goz dniine alinsm. Bir At
zamaninda odanin bir kenarindan diger bir kenarina cetvel atilarak hareket ettirilsin.
Sayet cetvelin taginma sonrasinda uzunlugu / den farkli ise uzay ve zaman ortaminda
degistigi icin Olclilemez. Yani fiziksel nicelik olan / korunmaz ve dolayisiyla
Olciilebilirlik icin kullanish olmaz (elbette ki, gercekte / korunur, bu yalnizca korunum

niceliginin anlamini izah etmek i¢in bir 6rnektir).

Radyo iletisiminde bilgi, radyo dalgalar1 bi¢ciminde kodlanmis olarak gonderilir.
Sayet gonderilen bilgi alici noktasinda ayni oluyor ise bilginin bu gonderimi

kullanighdir. Dolayisiyla radyo dalgalarindaki bilgi bir korunan niceliktir.

Cetvelin hareketi ve radyo dalgalarinin gonderimleri birer fiziksel oOrnektir.
Matematikte fiziksel sistemler diferensiyel denklemler cinsinden tasvir edilir. Cetvelin
hareketi bir firlatict icin hareket denklemi ile tasvir edilirken radyo dalgalarinin

davranisi yani elektromanyetik dalgalar Maxwell denklemleri araciligiyla tanimlanir.

Korunum kanunlari, diferensiyel denklemlerin incelenmesi ve birgok uygulamada
merkezi bir 6neme sahiptir. Korunum kanunlari, gz oniine alinan fiziksel sistemin
temel Ozelliklerini ¢ikarmada bir ara¢ oldugu i¢in fizigin tiim alanlarinda 6nemlidir.
Bunun yaninda korunum kanunlari, kararlilik teorisinin arastirilmasi, niimerik semalarin
cikarilmasi ve diferensiyel denklemlerin ¢oziilebilirligi gibi bir¢ok alanda miisahede

edilebilir.

Korunum kanunlarinin matematiksel esasi, kiitle, enerji ve momentum gibi bilinen



fiziksel kanunlarin formiilasyonundan gelmektedir. Jet problemlerinde korunum
niceligi, ¢oziim siirecinde onemli bir rol oynar ve homojen smir kosullar ile elde
edilemeyen benzerlik ¢dziimiindeki bilinmeyen bileseni (iissii) belirlemede kullanilir.
[k ¢aligmalarda jetler i¢in korunum kanunlar1 ya fiziksel argiimanlardan ya da Prandtl
momentum siir tabaka denkleminin integrasyonu ile olusturulmustur. Korunum
kanunlarinin elde edilmesinde bu metotlar biitiiniiyle sistematik degildir ve duvar jeti

gibi problemlerin uygulanmasinda zordur.

Literatiirde korunum kanunlarinin elde edilmesinde en temel yaklagim Noether
teoremidir (Noether 1918). Bu teorem kisaca Euler-Lagrange diferensiyel denklemleri
icin Lagrangian ile asosiye olan her bir Noether simetrisine bir formiil ile agik olarak
belirlenebilecek bir korunum kanununun karsilik geldigini ifade eder. Dolayisiyla
korunum kanunlar1 ve simetri ilkeleri arasinda birebir iliski mevcuttur.

Simetri ilkeleri doga kanunlarinda 6nemli bir rol oynar. Nasil ki, doga kanunlari
olaylar dizisine yap1 ve uyumluluk sagliyorsa degismezlik ilkeleri de doga kanunlarina
bir yap1 ve uyumluluk saglar. Aslinda doga kanunlarinin anlasilmasinda simetriler
olmaksizin ilerleme kaydetmek imkansizdir. Farkli zamanlarda farkli yerlerde deneyleri
tesmil etme doga kanunlarinin uzay-zaman oOtelemeleri altinda degismezligine

dayanmaktadir.

Simetrinin fizik ve matematikteki 6nemli bir sonucu, yukarida da deginildigi gibi,
korunum kanunlarinin mevcudiyetidir. Her bir global siirekli simetri i¢in (yani bir
fiziksel sistemin doniisiimiiniin her yerde ve tim zamanlarda ayni surette etki etmesi)
bir asosiye zamandan bagimsiz nicelik mevcuttur. Bu iliski 1918 yilina kadar fark
edilmedi. Noether 1918 yilinda simetri ve korunum kanunlarini iliskilendiren yukarida

ifade edilen ¢ok 6nemli teoremi ispatladi.

20. yiizyila kadar simetri ilkeleri teorik fizikte fazla bir oneme sahip degildi.
(Yunanlilar nesnelerin simetrileri ile biiylilenmislerdi ve bunun doganin yapisindan
aksettigine inanmiglardi. Kepler bile simetri kavramini gezegenlerin hareketi iizerinde
kullandi. Newton’un simetri ilkeleri ile sekillenen mekanik kanunlari, atalet ¢ergevesi

(yani Newtonun birinci hareket kanununun gergeklestigi koordinat sistemi) ya da



Galilean degismezliginin denkliginde gergeklesti). Bu durum 19. yilizyilda Lie’nin
caligmalariyla 6nemli 6lgiide degisti. Lie’nin 1873 yilindaki biiyiik bulusu simetriyi 6n
planda tutmakti. Amaci, dinamik kurallar1 kisitlayan doganin, esas 6zelligi olarak
simetri ilkelerini iligskilendirmekti. Lie, teorisini diferensiyel denklemler ile verilen
farkli modellere uyguladi. Diferensiyel denklemlerin Lie simetri analizi teorisinin esasi,
bagimsiz ve bagimli degiskenlerin bir doniisiimii altinda denklemin degismezligine
dayanmaktadir. G6z Oniline alinan denklemin ¢oziimlerini baska ¢oziimlere resmeden
bagimsiz ve bagimli degiskenler uzayi iizerinde bir difeomorfizim kuran bu doniisiim,

nokta doniistimlerinin bir yerel grubunu olusturur

Diferensiyel denklemlerin simetri analizi, uygulamali matematik ve fizik alanlarinda
eski bir konudur. Teori, temel formunda Lie tarafindan 1872-1899 periyodu boyunca
gelistirildi ve uygulandi. Giiniimiize kadar teorinin genislemeleri ve uygulamalari fizik
Ozellikle de hidrodinamik, mekanik, elektrodinamik, kuantum teorisi, istatiksel
mekanik, alan teorisi, atom fizigi gibi alanlarda yapildi. Bugiin simetri analizi biitiiniiyle
algoritmik bir yolla diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerini elde etmeyi saglayan ender
teorilerden biri haline gelmistir. Ters sag¢ilim teorisi ve Hirota teknigi gibi diger ¢oziim
metotlar1 arasinda Lie’nin teorisi {istiin bir yere sahiptir. Lie’nin grup teorisi herhangi
bir diferensiyel denkleme uygulanabilirken diger teoriler genellikle integre edilebilir
denklemlerin ¢ozlimleri i¢in yararlidir. Grup teorisi, smir deger problemlerinin
degismez c¢oOziimlerine yol agan sistematik yontemlerin gelistirilmesinde kuvvetli bir
aractir. Bu teori lineer operatdrlere, sliperpozisyon ve lineer ¢6zlim tekniklerinin diger
gereksinimlerine bagli olmadigindan lineer ve lineer olmayan diferensiyel modellere

uygulanabilir.

Varyasyonel analizdeki ters problemlere yani diferensiyel denklem sistemlerinin ne
zaman bir Lagrangian formiilasyonuna sahip olduguna dair literatiirde bazi calismalar
mevcuttur (Talukdar ve ark 2005). Bununla birlikte, literatiirde Lagrangiana sahip
olmayan bir¢cok diferensiyel denklem (6rnegin yerel ve yerel olmayan skaler olusum

diferensiyel denklemleri) mevcuttur.

Korunum kanunlarmi elde etmek i¢in, Lagrangian fonksiyonunun bilinmesine



dayanmayan bazi metotlar s6z konusudur. En elementer metot dogrudan olusturma
metodudur. Dogrudan metot bazi iyi bilinen diferensiyel denklemlerin korunum
kanunlarini elde etmede basarili bir sekilde uygulanmistir (Ibragimov 1994). Korunum
kanunlarin1 elde etmek i¢in diger metotlar yeni ya da daha az bilinen metotlardir.
Steudel tarafindan gelistirilen ticlincli yaklasim, korunum kanununu karakteristik form
halinde yazmay1 igerir (Steudel 1962). Burada karakteristikler diferensiyel denklemlerin
integral carpanidir. Bu yaklasimda korunum kanunlarini tespit etmek icin ilgili
karakteristiklerin de ayrica hesaplanmasi gerekir. Ugiincii metot ile iliskili olan
dordiincii metot varyasyonel tiirevi igerir. Bu metotta da karakteristikler hesaplanir ve
bunlardan asosiye korunum kanunlarina ulasilir (Olver 1983). Daha sonra Anco ve
Bluman da bu yaklasimi kullanir (Anco ve Bluman 2002). Besinci yaklasimda
varyasyonel tiirevler diferensiyel denklemlerin ¢dziim uzayi ilizerinde hesaplanir. Bu
yaklagim ile elde edilen karakteristikler bazen korunum kanunundan ziyade eslenik
simetriye karsilik gelir. Lagrangian formiilasyonuna dayanmayan dort metot igin

bilgisayar cebri paketi gelistirilmistir (Wolf 2002).

Korunum kanunlarini elde etmek i¢cin Kara ve Mahomed tarafindan gelistirilen
altinc1 yaklasim dogrudan metoda bir simetri kosulunun ilave edilmesidir (Kara ve
Mahomed 2000). Anco ve Bluman'a atfedilen yedinci yaklasim, bilinen karakteristikler
icin korunum kanunlarini bir formiil yardimiyla bulmaktir (Anco ve Bluman 2002).
Cauchy-Kowalevskaya standart formda ifade edilen kismi diferensiyel denklemler i¢in
yerel korunum kanunlar1i dogrudan olusturma formiiliiyle hesaplanabilir. Kara ve
Mahomed'e atfedilen sekizinci yaklasim ise kismi Noether yaklagimidir (Kara ve
Mahomed 2006). Bu yaklasim Lagrangiana sahip olan ya da olmayan diferensiyel

denklemler i¢in Noether yaklagimina benzer.

2007 yilinda Nail Ibragimov herhangi bir diferensiyel denklem sistemi i¢in temel
korunum teoremini ispat etti (Ibragimov 2007a). Akabinde bu yeni teoriyi kullanarak
olusum tilirti denklemlerin korunum kanunlarinin olusturulmasi ve yeni acilimlarinin
yapilmast iizerine literatiirde yogun c¢alismalar goriilmiistiir. Bunlardan bazilar
sunlardir: Gaz dinamigi denklemlerin yerel ve yerel olmayan korunum kanunlarinin

elde edilmesi (Ibragimov ve Yasar 2007b), Burridge-Knopoff modelinin varyasyonel



prensiplerinin elde edilmesi ve korunum kanunlarinin olusturulmasi (Yasar 2008), tek
tabaka s1g su dalga denklemlerin varyasyonel analizi, korunum kanunlarinin teskili ve
korunum kanunlarindan faydalanarak yerel olmayan simetrilerin olusturulmasidir
(Yasar ve Ozer 2009). Bunun yaninda akiskanlar mekanigindeki bazi problemler i¢inde

bu yeni teori kullanilmistir (Ericksonn 2008).

Bu ¢alismanin amac1 diferensiyel denklemler ile tanimlanan yerel ve yerel olmayan
olusum tiirii ( burada x=(x',....x") n bagimsiz degisken, u = (u',..,u”)m bagimh
degisken olmak {izere)

ul = F (x,u,ugy),.t,), @=1,.,m

denklem sistemlerinin korunum kanunlarint bulmak ve yeni acilimlar yapmaktir.
Gereksinim duyulan matematiksel araclar Lie grup teorisi, varyasyonel prensip ve
eslenik denklem kavramidir. Bu ii¢ farkli alan takdim edilecek ve temel korunum
teoremini ifade etmek icin birbirleriyle iliskilendirilecektir. Tezin birinci boliimiinde 6n
bilgiler sunulmaktadir. Bu 6n bilgilerde ayrintili olarak Lie gruplarinin temel 6zellikleri,
temel operatorler, bu operatorler arasindaki temel bagint1 ve iligkiler, lineer ve lineer
olmayan diferensiyel denklemler i¢in eslenik denklem tanimi islenmektedir. Bunlarin
kullanilmastyla ana korunum teoremi ifade edilmektedir. Tezin ikinci boliimii, olusum
tirii denklemler smifinin temsilci denklemlerinden olan Benjamin-Bona-Mahony
(BBM) denkleminin korunum kanunlarinin elde edilmesi ve bu korunum kanunlarindan

yararlanarak ilerleyen dalga ¢oziimlerinin bulunmasina ayrilmstir.

Uciincii boliim keyfi fonksiyon ihtiva eden bir olusum tiirii denklemin esdegerlik
doniistimlerinin  bulunmasi, grup smiflandirilmasinin  yapilmasi ve korunum

kanunlarinin bulunmasina ayrilmistir.

Dordiincii boliimde s1g su dalga denklem sisteminin diizlemsel, eksenel ve dispersiv
halleri i¢in Lie grup analizi yapilip korunum kanunlart olusturuldu. Diizlemsel hal igin

korunum kanunlar1 yardimiyla potansiyel simetriler olusturulmustur.

Besinci boliim Fokker-Planck denklemine ayrilmistir. Bu boliim s6z konusu

denklemin Lie grup analizi, korunum kanunlarinin elde edilmesi, potansiyel simetrilerin



olusturulmasi ve potansiyel simetriler araciligiyla degismez ¢ozlimlerin elde edilmesini
detayl bir sekilde inceler. Bu boliimde ayrica elde edilen korunum kanunlarindan yeni

korunum kanunlarinin olusturulmasi da gosterilmistir.

Tezin altinc1 boliimii yerel olmayan sig su denklemlerini icerir. Yerel olmayan
yapidaki bu denklemin Lie grup analizi, de§ismezlik kriterinin genellestirilmesine
dayanan bir yaklasimla incelenmistir. Bulunan Lie nokta simetrileri araciligiyla

denklemin yerel olmayan korunum kanunlarina ulagilmistir.

Tezin yedinci boliimiinde bulunan sonuglar incelenmistir.



1. ON BIiLGILER

Bu kisim, Lie gruplarinin temel 6zellikleri, diferensiyel fonksiyonlar uzayi, temel

operatorler olan X ,b%, N' ve bu operatérler, arasindaki temel ozellikleri igerir. Soz
konusu grup ve operatorler diferensiyel denklemlerin korunum kanunlari ve
simetrilerinin arastirilmasinda merkezi bir 6neme sahiptirler. Bu kisimda sunulan

kavramlarin bircogu (Ibragimov 1983,1999) ve (Ozer 1999) den uyarlanmustir.

1.1. Lie Gruplarimin Temel Ozellikleri

Doniistim gruplar ile ilgili ilk calismalar 19. yiizyilda Sophus Lie tarafindan
baslatilmistir (Lie 1891). Lie, adi diferensiyel denklemlerin ¢oziim tekniklerinin
belirlenmesinde doniisiim gruplarini kullanmistir. Lie, diferensiyel denklemler i¢in daha
once verilmis olan 6zel ¢6ziim ydntemlerinin, diferensiyel denklemin siirekli bir simetri
grubu altindaki degismesine dayali genel integrasyon yontemlerinin 6zel durumlari
oldugunu gostermistir. Genel anlamda Lie gruplart olarak bilinen doniisiim gruplari
fizik, mithendislik ve diger matematige dayali tiim bilimler iizerinde 6nemli bir etki

yaratmistir.

Lie, bir adi diferensiyel denklemin bir parametreli doniisiim grubu altinda degismez
kalmasi halinde diferensiyel denklemin mertebesinin bir derece diisiiriilebilecegini
gostermistir. Mertebesi bir derece azaltilmis denklemin ¢dziimlerinden orijinal
denklemin ¢ozlimlerine gegmek miimkiin olmaktadir. Bir diferensiyel denklemin ¢ok
parametreli simetri gruplarina sahip olmasi durumunda bu durum mertebenin daha ¢ok
azaltilmasina olanak taninmasi anlamina gelmekle birlikte, diferensiyel denklemin sahip
oldugu donilisiim grubu ¢oziimlenebilen grup sartlarina sahip olmadigi miiddetce
mertebesi diisliriilmiis denklemin ¢ézlimlerinden orijinal denklemin ¢dziimlerine gegis

miimkiin olmayabilir.



Yirminci yiizyillda diferensiyel denklemlerde Lie gruplarinin uygulamalar1 c¢ok
sayida matematik¢inin yogun ilgisini ¢ekmistir. Ovsiannikov (1982) ve onun okulu,
ilgili metotlar1 fiziksel olarak 6nemli olan genis bir problemler sinifina uygulamislardir.
Birgok fiziksel problemlerle ilgilenmis ve yogun c¢aligmalar yapmis diger

matematikgiler Ibragimov(1983), Bluman (1989) ve Olver (1993)’ dur.

Bilindigi gibi bir grup, elemanlar1 iizerinde ikili bir islemin tanimlandigi kiimedir.
Bu islem herhangi bir islem olmayip dort 6zelligi gergekleyen bir islemdir. Bu € islemi
gruba ait iki eleman1 grubun bir baska elemani ile eslestirir. Bu 6zellik kapalilik 6zelligi
olarak adlandirilir. Bir baska 6zellik birlesme 6zelligidir. a,b,c kiimenin herhangi ii¢
elemant olmak iizere birlesme 6zelligi geregi

6(a,0(b,c)) = 0(0(a,b),c) (1.1)

olmas1 gerekir. Diger bir d6zellik bir e 6zdeslik elemaninin bulunmasi geregidir. e
0zdeslik elemani, grubun her a elemani ile

O(a,e)=0(e,a)=a (1.2)

bagintisin1 gercekler. Bir kiimenin grup olabilmesi i¢in saglanmasi gereken sonuncu

ozellik her a elemanmin bir ¢ tersinin bulunmasi zorlugudur. Herhangi a™',a gifti

1¢in

Oa,a)=6(a",a)=e (1.3)

olur. Yukarida ifade edilen dort 6zelligin saglanmasi sonucu grup kavrami ortaya ¢ikar.

Simdi grup kavramindan hareketle cebrin ¢ok kullanilan bir kavrami olan doniisiim

grubunun tanimi yapilacaktir.

D, n boyutlu bir Oklid uzaymin bir bdlgesi ve x bu bélge iginde bir nokta olmak
uzere

x=Y(x,¢) (1.4)

seklinde tanimlanan bir doniisiimler kiimesi asagidaki 6zellikler saglanirsa doniigsiimler

grubu ismini alir. Oncelikle & parametresinin her bir degeri i¢in déniisiim Oklid

uzaymin D bdlgesi lizerinde bir homeomorfizm olmalidir. /, & parametresinin degisim

aralig1 olmak iizere bu aralik & grup islemine gore bir grup olusturmalidir. Ote yandan

e, @ grup elemaninin 6zdeslik elemani ise



Y(x,&)=x (1.5)
olacaktir ve son olarak
X=Y(x,8), x=Y(x,5) (1.6)
ise
X =Y(x,0(5,8)) (1.7)

olarak yazilabilmektedir. & siirekli bir parametre olmak iizere, ¥ Oklid uzayinda x e
gore her mertebeden tiirevlere sahip, / araliginda & nun analitik bir fonksiyonu ve

0(g,9), ¢ ve o ’nin analitik bir fonksiyonu ise doniisiimler grubuna Lie grubu ismi
verilir. Sadece ¢ seklinde tek parametrenin bulunmasi durumunda elde edilen gruba bir

parametreli Lie grubu ad1 verilir.

O(g,0) fonksiyonu uygun bir doniisiim yardimi ile her zaman

0(s,0)=¢€+0 (1.8)
seklinde yazilabilir. Bu durumda
Y(x,0)=x (1.9)
dir.
L (35,6) o= ) (1.10)

vektoriine Lie grubunun infinitesimali (sonsuz kiigiik) denir. Buna karsin
X=Yem (111)
i=1 ox,

operatdriine ise Lie grubunun sonsuz kiiclik tireteci ismi verilir. F(x) herhangi bir
fonksiyon olmak iizere

XF(X) |p(x)=0=0 (1.12)
esitligi saglaniyorsa F'(x) fonksiyonuna Lie grubunun degismez fonksiyonu ismi

verilir.

Bir diferensiyel denklem asagidaki sekilde yazilabilir:
F(x,u,u,,..,u,)=0 (1.13)

burada x multi-indeks gosteriminde bagimsiz degiskenleri, # bagimli degiskenleri u,
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unun tim i. mertebeden tiirevlerini gostermektedir. Bu durumda diferensiyel denklem

(x,u,u ) 500U g,y ) 1le teskil edilmis uzayda bir manifold gosterir.

Bir Lie grubu ve onun (x,u) uzayindaki sonsuz kiiclik operatdrii Lie nokta
doniisiimler grubu ya da Lie doniistimler grubu olarak tanimlanir. Fakat bir Lie nokta
dontigiimler grubu ayni zamanda tlirevleri de iceren bir uzayda etkiyecek bicimde
genisletilebilir. Bu genisletmeye uzanim ismi verilir. Lie nokta doniisiimler grubu,
uzanim ve onun sonsuz kiiciik tireteci degme 6zellikleri korunacak sekilde olusturulur.
Diger bir deyisle, doniistiiriilmiis bagimsiz degiskenlere gore doniistiiriilmiis bagimli
degiskenlerin tilirevi, tiirevin doniisiimiine esit olur. Eger bir Lie grubunun sonsuz kiiciik
tiretecinin uygun uzaniminin bir diferensiyel denklem iizerine uygulanmasi sifir1 veriyor
ise bu durum diferensiyel denklemin Lie grubunu kabul ettigini ifade eder:

X F(x,uytty ey tt)) |y =0 (1.14)
Burada k, diferensiyel denklemin mertebesini gostermektedir. X* |, k. uzamm
semboliidiir. Lie grubunun bagimsiz ve bagimlhi degiskenleri sembolik olarak x,u ile

gosterilecek olursa sonsuz kiictik tireteci

ngfi(x,u)£+§n“(x)6ja (1.15)

olarak gosterilir. Sonsuz kiigiik liretece ait birinci uzanim

n m 8

X' =X+ZZ[D[77“ —fufz),.gf]a _ (1.16)
Jj=1 u;

i=l a=1

seklinde olur. Burada,

. ou“
u,. = =,
T ox!
0 0 K k-1 w* 0
D=L NS S, et =Yy
ox' <= - ou’ . = ou; .
1 n .1, 1l ey
ou” e

iois (Ox") (x> ..(@x") n; =Dn" —uj(D&’) (1.17)

(k) (k=D)*

.4 =D, n il...ik,l_u;il...ik,l (Dik‘fl)

olarak ifade edilmektedir.
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Pek ¢ok durumda ¢ok parametreli Lie doniisim gruplart séz konusudur. Bu
durumda ¢, parametreye esit sayida bileseni olan vektorel bir biiylikliik olur. Boyle bir
durumda r, parametre sayisina esit sayida sonsuz kiiciik iireteci bileseni ortaya ¢ikar.
Sonsuz kiigiik tireteci

- 0
X = (X)—, a=1.., 1.18
Yl )gy r (1.18)

J

yapisinda olur.

n. mertebeden bir diferensiyel denklemin bir Lie grubunu kabul etmesi, Lie
grubunun sonsuz kiigiik tliretecinin diferensiyel denkleme uygulanmasinin diferensiyel
denklemin tanimladigi manifold tizerinde sonucun sifir vermesi anlamina gelir. Bununla
birlikte bir diferensiyel denklemin bir Lie grubunu kabul etmesi, Lie grubunun
diferensiyel denklemin ¢ozlimlerini denklemin baska c¢oziimlerine doniistiirmesi
anlaminmi tasir. Eger diferensiyel denklemin mertebesi birden biiyiikse sonsuz kiiciik
tiretecinin ilgili diferensiyel denkleme uygulanmasi sonucu sonsuz kii¢lik liretecinin
katsayilar1 cinsinden ¢ok belirli bir kismi tiirevli diferensiyel denklem takimina ulasilir.
Bu denklem takiminin ¢oziimleri diferensiyel denklemin kabul ettigi Lie gruplarinin
tamamini verir. Eger bir adi diferensiyel denklemin » parametreli bir Lie grubu varsa
diferensiyel denklem (n—r). mertebeden bir diferensiyel denkleme indirgenebilir.
Eslesen r parametreli Lie cebri, ¢oziimlenebilir Lie cebri ise ve (n—r). mertebeden
diferensiyel denklemin integrali bulunuyorsa bu integralden esas diferensiyel denklemin
¢Oziimii » kere ardisik kuadratiir ile bulunur. Coziimlenebilen bir Lie cebri bilindigi
gibi asagidaki ozellikleri saglar. Cozlimlenebilen n elemanli bir Lie cebrinin (7 —1)
elemanlt bir alt cebri vardir ve bu alt cebrin elemanlar: ile Lie cebrinin elemanlarinin

carpimui yine alt cebir igerisinde kalir. (n—1) elemanl Lie cebrinin ayn1 6zelligi tagiyan

(n=2) elemanl1 bir alt cebri vardir. Boylece devam ederek 2 elemanli bir alt cebre

ulasilabilir.

Stirekli simetri gruplarinin avantaji, bir takim hesaplama yontemleri kullanilarak
bulunabilmeleridir. Cogu diferensiyel denklem sisteminde belirleyici denklemlerin elde

edilmesi onem tagir. Tim bu islemler siradan bir takim hesaplamalaridir ve bu
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hesaplamalar yapmak i¢in son yirmi yil igerisinde gelistirilmis bir takim paket

programlar mevcuttur (Champagne 1991).

1.2. Lie-Béicklund Operatorii

x=(x',..,x") n bagimsiz degisken, wu=(u',.,u”")m bagimli degisken ve

ugy ={u; },uy, ={u;},... srastyla, birinci, ikinci, ... mertebe kismi tiirevler olsun.
Burada u =25, uy =% dur. x' ye gore total tiirev
0 0 .
D =—+u’ +ul +.,0i=1..,n (1.19)

o T au” U ou”
ile gosterilmek iizere, u; =D,(u®), u; =D,D;u”),.. 'dir. u” degiskenleri aym
zamanda diferensiyel degiskenler olarak bilinir. x,u, u),u,),.. sonlu sayidaki

degiskenlerinin  f(x,u,u,,...) fonksiyonu, tiim argiimanlarina gore yerel olarak

yakinsak bir Taylor serisine acilabiliyorsa yani yerel olarak analitikse diferensiyel
fonksiyon olarak adlandirilir. Diferensiyel fonksiyonda goriinen en yiiksek mertebe
tirev bu fonksiyonun mertebesi olarak adlandirilir. Tiim sonlu mertebeli diferensiyel
fonksiyonlarin climlesi A ile gosterilir. Bu climle, alisilmis toplama iglemine gore bir
vektor uzaydir ve sayet carpma islemi fonksiyonlarin alisilmis carpma islemi ile
tanimlanirsa degismeli cebir olur. A4 uzay: total tlirev altinda kapalidir. Yani sayet

fedise D,(f)e A’ dir.

E',m“ sonlu sayidax,u, Ugy,U ) degiskenlerine bagimli olan diferensiyel

fonksiyonlar olsun.

. 0 0 0 0
=g g e O e O 1.20
Gl e G G (1.20)

i iy

birinci mertebe lineer diferensiyel operatdriine Lie-Béacklund operatorii denir. Burada,
é/ia = Di(ﬂa _ngu?)"'éju;a
é/i(:iz :DilDiz (n® _gjuf)"'%gju;]iza-- (1.21)

dir. (1.20) Lie-Béacklund operatorii siklikla
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0
ou”

X=§"£+77“ +.s (1.22)

kisaltilmig formunda yazilir. Burada X operatorii igin (1.21) ile verilen uzanim

anlasilir.

(1.20) operatorii seklen bir sonsuz toplamdir fakat herhangi bir diferensiyel
fonksiyon iizerine etki ettiginde kesilir. Dolaysiyla Lie-Bécklund operatorlerinin etkisi
A uzay tizerinde 1yi tanimlidir. Herhangi iki Lie-Béacklund operatoriiniin

[X,,X,]=X,X, -X,X,
kamiitatorii olan
0

X, = i—.+ “
Y é:Vax’ 1y ou®

+..(v=1,2),

[Xl,X2]=(Xl(é;‘)—X2<§;‘))%+(Xm;‘)—Xz(nf)) O L. (123
X ou

ile verilen Lie-Bécklund operatorii ile 6zdestir. Burada noktalar ile gosterilen terimler

(1.21) denklemleri ile uyumlu olan % ve 61“ katsayilarinin uzatilmasiyla elde edilir.
X u

Tiim Lie-Béicklund operatdrlerinin climlesi (1.23) kamiitatoriine gore sonsuz boyutlu
Lie cebridir. Lie-Bicklund cebiri olarak adlandirilir ve L, ile gosterilir. L, cebiri

asagidaki ozelliklere sahiptir:

1) D, € L, dir. Diger bir ifadeyle (1.19) total tiirevi Lie-Bécklund operatoriidiir. Ayrica
herhangi bir £/ € 4 igin
X,=¢D el (1.24)
dir.
i1) L, (1.24) formundaki tiim Lie-Bécklund operatorlerinin climlesi olsun. Bu takdirde
L,, L, 'nin bir idealidir, yani herhangi bir X € L, i¢in [ X, X, ] € L, dir. Gergekten
[X,X.]1=(X(&) - X, (D, € L,.

denk operatorler denir. Yani X ~ X dir. Burada
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)?:X—fiDi = —&Eu%) 0 + ... (1.25)
ou”
a a a
X=n"——+..,n%€4 (1.26)

ou”
formundaki operatorlere kanonik Lie-Bédcklund operatorleri denir. Dolayisiyla iii)
ozelligi herhangi bir X € L, operatoriiniin kanonik Lie-Bicklund operatoriine denk
oldugu anlamina gelir.
iv) Lie nokta doniisiim gruplarmnin iiretegleri, &' ve 7 yalmzca x ve u bagimh

olmak tizere (1.22) operatoriidiir. Yani,

X:é‘[(x,u)i_+77“(x,u) 0 (1.27)
ox' ou”

dir.

(1.20) Lie-Bécklund operatoriiniin (1.27) nokta doniisiim grup iiretecine denk olmasi

ancak ve ancak koordinatlarinin
& =& (eu)+&Ln" =0 (xu) + (& (x,u) + &N
formunda olmasiyla miimkiindiir. Burada & € 4 keyfi diferensiyel fonksiyon ve

ELENLNY, x ve u nun keyfi fonksiyonlardir.

Ornek 1.2.1. ¢,x bagimsiz degiskenler olsun. Galilean doniisiim iireteci ve onun

kanonik Lie-Backlund formu olan (1.25)

_ 0 40 Y_ 0
X= 0 tax X (l+tux)au+...

seklindedir.

Ornek 1.2.2. Homojen olmayan genlesme iireteci ve onun kanonik Lie-Béicklund

temsili (1.25)
— 70 _ 1240 _ . 0 _Y_ _0_
X =2u Ew 3tat X Ew X = Qu + 3tu; + xuy) 0 +...

seklindedir.

1.3. Temel Bagintilar
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A’da Euler-Lagrange operatorii

o 0
= +>» (-1)'D,...D,
=t () DD,

0
ou’ .’

bt

a=1,..m. (1.28)

toplamu ile tanimlanir. Burada herhangi bir s i¢in toplamin 1 den » 'ye kadar olan

i,...,i, tekrar eden indislerinin iizerinde oldugu farz edilir.

Bir bagimsiz degisken x ve bir bagimli degisken y halinde Euler-Lagrange

operatoru
Syt =0 p up O g0 i m(129)
¥ S oy oy oy oy Ay
bi¢cimindedir. Burada D _, x ’ e gore total tiirevi gosterir ve
D =—+ y’ i+ y —+

seklindedir. X =¢&’ ai+77“ 61“ herhangi bir (1.20) Lie-Backlund operatorii olsun.
X u

i

X operatorii asagidaki N’ operatorii ile formal toplam aracihigiyla iliskilendirilirse

N =¢& +W“%+ZDH...D[S (W“)%, (1.30)

i s=1 il iy

dir. Burada
we=n=&uf, a=1,..,m. (1.31)

dir. «* nin tirevlerine gore Euler-Lagrange operatoriiniin #“  nin kars1 gelen tiirevler

ile yer degistirmesinden elde edilir. Ornegin,

5§ 0 L 0
— + —1 SD. D s 132
oul  ouf ;( ) D5b, ouy, ;, "

dir. (1.28) Euler-Lagrange, (1.20) Lie-Bicklund ve (1.32) asosiye operatorler
birbirleriyle asagidaki temel bagintiyla iliskilendirilir:

X+Dl.(§”):W“%+Di(N”) (1.33)
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1.4. Noether Teoremi

oL oL Dy oL
ou ou” ou;”

)=0, @ =1,....,m (1.34)

Euler-Lagrange denklemleri gbz o6niine alinsin. Burada L(x,u,u,)birinci mertebe
Lagrangian’dir. Yani o yalmzca x=(x',...,x") bagmmsiz degiskenler, u=(u',...,u")
bagimli degiskenler ve u,, ={u,"} birinci mertebe tiirevleri igerir.

Noether teoremi ifade eder ki, sayet L(x,u,u,) Lagrangianh varyasyonel integrali,

, 0 0
X =& u,uyy,...)—+n" (x,u i, ,...) — 1.35
f( ) )ax, n ( m )aua ( )
iirete¢li G grubu altinda degismez ise bu takdirde C=(C',...,C") vektdr alan
C' =&L+(n” —fjuf)aaLa ,i=1..,n (1.36)
u

ile tanimlanip (1.34) Euler-Lagrange denklemleri i¢in korunum kanunlarini verir. Yani
(1.34) {in tim ¢oziimleri i¢in

divC=D,(C")|54=0 (1.37)

dir. (1.37) yi saglayan herhangi bir C' vektdr alanina (1.34) denklemi igin korunum

vektorl denir.

Uyan 1.4.1. (1.37) denkleminden agiktir ki, korunum vektorlerinin herhangi bir
lineer kombinasyonu yine bir korunum vektoriidiir. Ayrica (1.34) denkleminin
coziimleri iizerinde sifir olan herhangi bir vektor (1.34) denklemi i¢in agikar korunum

vektorudur.

Varyasyonel integralin degismezligi (1.34) Euler-Lagrange denklemlerinin G
grubunu kabul ettigini ima eder. Dolayisiyla Noether teoremini uygulayabilmek i¢in ilk
olarak (1.34) denkleminin simetrileri bulunmalidir. Daha sonra (1.34) varyasyonel
integralini degismez birakan simetriler secilmelidir. Bu, varyasyonel integralin

degismezligi i¢in asagidaki sonsuz kiiciik test araciligiyla yapilir:
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X(L)+LD,(£)=0 (1.38)
Burada X {reteci u,, birinci mertebe tiirevlere gore uzatilmig olup

0

. 0
Xl= l_,+ a
4 P -

ou

+[D; () —uyD(EN)]

1.39
pw (1.39)

seklindedir. Sayet (1.38) denklemi saglanirsa bu takdirde (1.36) vektorii bir korunum

kanunu verir.

Euler-Lagrange denklemlerinin  degismezligi icin varyasyonel integralin
degismezligi yeterli, fakat gerekli degildir. Gergekten asagidaki Lemma gosterir ki,
sayet herhangi bir vektor alaninin diverjans1 Lagrangiana ilave edilirse Euler-Lagrange

denklemi degismez kalir.

Lemma 1.4.2. Bagmmsiz degiskenler x=(x',..,x"), bagimli degiskenler
u=(u',...,u") olmak lizere, fu,u,) € 4 fonksiyonunun bir
H=0"....h"), h, € A vektor alanimin diverjansi yani

f=divH = D;(h;),

olmasi i¢in x,u,u,,... de
z:O, a=1,...m (1.40)
ou

denklemlerinin 6zdes olarak saglanmalidir.

Boylelikle grup parametresine bagimli olan bir keyfi vektor alaninin diverjansit L

Lagrangiana eklenebilir ve (1.38) degismezlik kosulu
X(L)+LD,(é')=D,(B") (1.41)
diverjans kosulu ile yer degistirir. Bu takdirde (1.34) Euler-Lagrange denklemleri yine

degismezdir ve D,(C") =0 korunum kanununa sahiptir. Burada (1.36)
C’ =§iL+(77“—§*iu7)aa—La—Bi (1.42)
u

ile yer degistirir. (1.33) ve (1.38) denklemlerinden agiktir ki, yiiksek mertebeden

L(x,u,u),u,),Us,...) Lagrangianli Ide varyasyonel integrali, (1.35) iiretecli grup
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altinda degismez ise bu takdirde

C'=N'(L) (1.43)
vektori karst gelen Euler-Lagrange denklemleri ig¢in korunum kanunu verir. L ’nin
u,,... ve yiksek mertebe tiirevlerine gore tiiretmelerini goéz oniine almazsak (1.38) ve

(1.30) dan

C = L&+ (" —5-"u7>[ c —D{ * J+D.,-Dk (a—]‘}—}

8u;’ 8u;€
+Dj(77"—§fuf) 8La -D, aLa +... (1.44)
8uij au,jk

+D,D, (" —5-%7){ oL —..}+

Oty
elde edilir. Burada N' (1.30) operatoriidiir ve W% =n% — &/ u? (1.31) ile verilir.

Birinci mertebe Lagrangian halinde (1.44) denklemleri (1.36) denklemi ile c¢akisir.

Ikinci mertebe L(x,u,u,,u,,) Lagrangian i¢in (1.34) Euler-Lagrange denklemleri ve

(1.36) korunum vektorii sirasiyla

a_or plor) ,pfe)_, (1.45)
ou  ou” ou’ Ouy,
o T oL 2\ oL
C' = L& + (" ~&u) —— =Dy —— ||+ D, )= (1.46)
Ou; Ouy Ouy

ile verilir. Uciincii mertebe L(x,u,u,,u,,us) Lagrangian olmasi halinde Euler-

Lagrange denklemleri

AL _ oL D oL +Dkaa_L_DiD'Dk oL |_, (147)
S du” ou’ . ! W

Ouy Uik

olarak yazilir. (1.44) korunum vektorii ise
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A . . oL 0 oL
C'=LE +(n® -&u” -D. +D.D
R LR EANEA

ij ijk
L.l oL
+D,(n" = &) ———D,| — (1.48)
Guij 8uijk

+D,D, (" —ffuf{a—ﬁ}
auijk

olur.
1.5. Temel Tanimlar ve Teoremler

1.5.1. Eslenik denklemler

Bilindigi gibi, bir £ lineer diferensiyel operatoriine eslenik operator genellikle bir
£ lineer operatorii olarak tanimlanir 6yle ki,

vLu]—u £L[v] = divP(x) (1.49)
denklemi tim u ve v fonksiyonlar igin saglanir. Burada P(x)=(p'(x),...,p"" (x))
herhangi bir vektor ve divP = D,(p') dir. £ [v]=0 denklemine £[u]=0 denkleminin
eslenik denklemi denir. Sayet herhangi bir u(x) fonksiyonu i¢in £[u]= £ [u] oluyorsa

£ operatdriine £[u]=0 denklemine kendi esleniktir denir. Ornegin sayet £
Llul=a’ (X)D,D; (u) + b' (x)D, (u) + c(x)u, (1.50)
bigiminde ikinci mertebe bir diferensiyel operator ise (1.49) denklemi araciligiyla £

eslenik operatorii
Lv]= D,D,; (a@” (x)v) = D,(b' (x)v) + c(x)v (1.51)
ile verilir.
bi(x):Dj(a‘j), i=1..,n (1.52)

olmast kosuluyla (1.50) kendi esleniktir.

Eslenik operator ve eslenik denklem tanimlar1 diferensiyel denklem sistemleri igin

aymdir. Ornegin ikinci mertebe denklem sistemleri halinde eslenik operatdr, # nun m

boyutlu bir vektdr fonksiyonu ve (1.50) operatdriiniin  a’(x), b'(x) ve c(x)
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katsayilarinin (mxm) matris farz edilmesiyle elde edilir. Asagidaki iki ikinci-mertebe

denklem kendi eslenik sisteme birer 6rnektir:

X2 Uy + Uy + 2xux +w = 0,

Wix + YWy + 2w, +u = 0.

Bilindigi gibi eslenik denklemlerin tanimlanmasi i¢in (1.49) denklemi araciliiyla
denklemlerin lineer olmasi esastir. (Ibragimov 2006) da tanimlanan asagidaki eslenik
denklem tanimi lineer ya da lineer olmayan tiim diferensiyel denklem sistemlerine

uygulanabilir.

Tanim 1.5.1. 5. mertebeden
F,(x Uyt ) =0, a =1,..,m (1.53)

kismi diferensiyel denklem sistemi gdz Oniine alinsin. Burada x =(x'

e X') m
bagimsiz degisken ve u=(u',..,u™), u=u(x) m bagmh degisken olmak iizere,
F,(x,u,...,u ) € A diferensiyel fonksiyonlardir. Simdi
S(WV'F )

=1,..,m 1.54
Py (1.54)

E (XU, Vs U, V() =

diferensiyel fonksiyonlar1 tanimlansin. Burada v=(v',...,v"), v=v(x) yeni bagiml
degiskenlerdir. (1.53) denklemlerinin eslenik denklemleri

F(x,u,v,..U ), V) =0, =1,....m (1.55)
olarak tanimlanir. Lineer denklemler halinde tanim eslenik denklemin klasik tanimina

denktir.

Tamm 1.5.2. Sayet v=u yazilmasiyla (1.55) eslenik denklemlerinden elde edilen
F(x,u,u,..ug,u) =00 =1,..,m (1.56)

sistemi, (1.53) orijinal sistemine 6zdes ise (1.53) denklem sistemlerine kendi esleniktir

denir.

Uyar 1.5.3. Tanim (1.5.2), (1.56) eslenik denklem sisteminin sol yani ile (1.53) {in

cakisacagl anlamma gelmez. Dolayisiyla genel olarak (1.53) kendi eslenik olsa bile
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F,(x,u, st 1)) # F,(X,u,...,u ) olabilir.

Ornek 1.5.4. u, —u__ =0 1s1 denklemi i¢in (1.54) denkleminden

' = O, —u )= = 0,2+ D2~ |, -
Fr = v, —u,,)] [ D= —+D}— ][v(ut )

=-D,(v)—-D;(v)
elde edilir. Dolayisiyla 1s1 denkleminin (1.55) eslenik denklemi v, +v =0 dir. Agiktir

ki, 1s1 denklemi kendi eslenik degildir.

Teorem 1.5.5. Herhangi bir s. mertebeden (1.53) diferensiyel denklem sistemi
(1.54) eslenik denklemi ile beraber goz Oniine alindiginda daima bir Lagrangiana

sahiptir. Yani (1.34) Euler-Lagrange denklemleri
L=vFy(x,u,..,u), (1.57)
Lagrangianiyla u=(u',...,u") ve v=(',.,v") 2m bagml degiskenli (1.53)-(1.55)

denklem sistemlerini verir.

Ispat. (Ibragimov 2006) da verilen ispat agiktir. Gergekten (1.57) ile verilen L ’nin

varyasyonu yani

éla =F,(x,u,...,u ), (1.58)
éil;’ = F, (x,u,v...,u ), v,) (1.59)

ispat1 tamamlar.

Ornek 1.5.6. Teorem (3.2) ye gore u, —u_ =0 1s1 denklemi L =v(u, —u_) ikinci
mertebe Lagrangiam1 igin v, +v_ =0 eslenik denklemi ile beraber (1.43) Euler-
Lagrange denklemleridir. Lemma 1.4.2 ve —vu = (-vu, ) +u v, Ozdesligi kullanilirsa
L =vu, +u v, birinci mertebe Lagrangiani alinabilir. Her iki Lagrangianin varyasyonel

tiirevleri su sekildedir:

oL oL
—=u,—u_, —=—(v,+v_).
ou

t xx
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Ornek 1.5.6 y1 herhangi bir lineer ikinci mertebe
Llul = a’j(x)u,.j +b' (), +c(x)u = f(x) (1.60)
diferensiyel denklemine genisletelim. (1.57) Lagrangiam
L=(a" (u; + b’ (x)u; +c(x)u— f(x))v
olarak yazilir.
L=D, (va'u,) —vu,D;, (a”)— aijuivj +vb'u, +cuv— f(x)v

formunda da yazilabilir. Lemma 1.4.2 geregi sag taraftaki ilk terim sifira esittir.

Dolayisiyla
L=cuv+vb' (x)u, — vu,D, (a”)- a”uivj - f(x)v (1.61)
dir. (1.61) diferensiyel fonksiyonu (1.60) denklemi ve D,D,(a"v)—D,(b'v)+cv=0

eslenik denklemi ile beraber g6z 6niine alindiginda bir Lagrangian verir. Yani
L usp —u,D (a")+ D, (a"u)— f =a"u, +b'u, +cu-
o =cu (X)u, —u, j(a ) j(a u)—f=a u, u,+cu—f

ve

% =cv—D,(b'v)+ D, (vD;, (a"v))+ D, (agvj) =D,D;, (@"v)—D,(b'v) +cv.

dir. Ozellikle sayet L[u] operatdrii kendi eslenik ise bu takdirde (1.60) denklemi
L= %[c(x)u2 —a’ (Xu;u; |

Lagrangianindan elde edilir.

Gergekten (1.61) denkleminin sag tarafindaki ikinci ve iiglincii terimler (1.52)
kosulu geregi birbirlerini yok eder. Simdi v=u yazilir ve ikiye boliiniirse (1.62)

Lagrangianina ulagilir.

Ornek 1.5.7.

u, =u_ +uu, (1.63)

t
Korteweg-de Vries denklemi (kisaca KdV) gz Oniine alinsin. (1.54) denkleminden
F(t,x,u, vy, 5, V(3)) =—(v, = v, —uv,) dir. Buradan agiktir ki, KdV denkleminin

eslenik denklemi
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Vi

=v_ +uv, (1.64)
olup F*(t,x,u,u,...,u(3),u(3)) =—F(t,x,u,...,u(3)) dir. Dolayisiyla KdV denklemi kendi
esleniktir ve Uyar1 1.5.3 e bir ornek teskil eder. (1.57) denklemini kullanarak KdV
denklemi i¢in
L=Vu,~u,, —uu_ (1.65)

liglincii mertebe Lagrangiam elde edilir. —vu = (—vu, ) +v.u  oldugu i¢in Lemma
1.4.2 kullanilir ve

L=vu,—vuu_+vu_ (1.66)
ikinci mertebe Lagrangiani almabilir. (1.66), asagidaki ikinci mertebe Lagrangiana
denktir:

L = vy —uv, + Luzvx

2
(1.65)-(1.67) Lagrangianlarindan herhangi biri (1.63) KdV denklemini ve onun (1.64)

eslenik denklemini verir. Gergekten,

oL oL
= Ut — Uxxx — Uy, = Vit Vixx + UV
ov ou

dir.

1.5.2. Eslenik denklemin simetrileri
(1.54) eslenik denkleminin (1.53) denkleminin tim Lie ve Lie-Backlund

simetrilerini kabul ettigi gosterilecektir. Skaler denklemler ile baslanacaktir.

Teorem 1.5.8. x = (x',...,x") n bagimsiz degiskenli ve bir # bagiml degiskenli
F(x,u,uy,et ) =0 (1.68)

denklemi g6z 6niine alinsin. (1.68) denkleminin

O(VF) _

FL (.t V) = S,

0 (1.69)

eslenik denklemi (1.68) denkleminin simetrilerini kabul eder. Soyle ki, sayet (1.68)
denklemi

x=g 9 1p9 (1.70)
X
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operatoriinii kabul ederse (burada X ya bir nokta doniisiim grubu iiretecidir yani
=& ,u),n=nl,u) ya da bir Lie-Bicklund operatoriidir  yani
&l =§i(x,u,u(l),...,u(p)) ve 17=n(x,u,uy,....u,) dir) bu takdirde (1.69) denklemi,

N+ = N« (x,u,uq),...) belirli bir fonksiyon olmak tizere
, 0 0 0

Y= —+n—+n,— 1.71

d ox' n@u 7 ov (171)

operatoriinii kabul eder.

Ispat. (1.70) operatorii (1.68) denkleminin Lie nokta simetrisi olsun. Bu takdirde
X(F)=AF (1.72)
dir. Burada A = A(x,u,...) dur. (1.72) denkleminde (1.68) denkleminde ihtiva olunan
tiim tiirevlere gore X in uzatilmis oldugu anlasilir. Ayrica, (1.68),(1.69) sistemi (1.57)
Lagrangianina sahiptir:
L=vF (1.73)
(1.70) operatoriiniin 7, bilinmeyen katsayili (1.71) formunda genislemesini alir ve
(1.38) degismezlik kosulunun saglanmasi gerektigini goz oniine alirsak
Y(L)+LD,()=0 (1.74)
elde edilir. Yani
Y(L) + LD;(EY) = YW)F + vX(F) + vFD;(EY) = noF + vAF + vFD;(&Y)
= [N« + VA +vD;(E)F

dir. Dolaysiyla (1.74) kosulu, 4 (1.72) denklemi ile tanimlanmak iizere

7. =—A+D,(&) (1.75)
denklemine yol agar. (1.74) denklemi (1.68),(1.69) sisteminin degismezligini garanti
ettigi i¢in (1.69) eslenik denkleminin

Y:§i%+n%—[i+Di(§i)]v% (1.76)
operatoriinii kabul eder. Boylece Lie nokta simetrileri i¢in teorem ispatlanir.
Simdi farz edilsin ki, (1.70) simetrisi bir Lie-Bécklund operatoriidiir. Bu takdirde (1.72)

denklemi

X(F)=2yF + \D,(F)+ AD,D ,(F)+ 23" D,D D, (F)+..., (1.77)
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ile yer degistirir. Burada A7 = ) dir - Boylece (1.71) operatorii kullanilarak

Y(L) + LD;(EY) = Y()F + vX(F) + vFD;(EY)
= [« + VAo + VD;(ENF + vAL Di(F) + vAID:D;(F) + vAY D;D;Dy(F) +. .
elde edilir. Simdi
VAL D;(F) = Di(vALF) — FD;(vA}),
vAID:D;(F) = D;,[vAYD:D,(F) - FD;(vA])] + FD,D;(vA)),
vAYDiD,Dy(F) = Di[...] - FD:D;D(vA""),

bagintilar1 kullanilarak

Y(L) + LD;(&") = Di[vA:F + vAID;(F) — FD,(vAY) +...]
+ [w + VAo + vDi(EY) — Di(vAY) + D;D;(vAY)
— D;D;D;(vAT) +...1F

elde edilir. Sonug olarak
N, =—{A+D,(ENV+D,(vA) - D.D, vA)+ D.D;D, VAT —... (1.78)
konumu yapilmak suretiyle teoremin ispat tamamlanmig olur ve
B’ :—v/IiF—vﬂZDj(F)+FDj(vlg —... (1.79)
olmak tizere (1.41) deki
X(L)+LD,(E)=D,(B") (1.80)

bagintisina ulagilir.

Simdi eslenik denklemlerin simetrileri hakkindaki ayni ifadeyi m bagimh

degiskenli m denklem sistemi i¢in ispatlayalim. Kisaligin hatirina teoremin ispati

yalmzca Lie nokta simetrileri igin yapilir. Ispat, Teorem 1.5.8 de yapildig1 gibi Lie-

Bécklund simetrilerine genigletilebilir.

Teorem 1.5.9. x=(x',...x") n bagimsiz degiskenli ve u =(u',...,u")m bagiml
degiskenli, m denklemden olusan

F,(xuugy,esu)) =0, a=1l..,m (1.81)

sistemi goz Oniine alinsin. Eslenik denklem sistemi olan
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5(vﬁFﬁ) _

F,(xu,vesuy,v) = P

0, a=1,.,m (1.82)

(1.81) sisteminin simetrilerini kabul eder. Yani sayet (1.81) sistemi
0
ou”
iiretegli nokta donilistimii grubunu kabul ederse bu takdirde (1.82) eslenik denklem

X=§i(x,u)i.+77“(x,u) (1.83)
ox'

sistemi

.0
Y=—+n“ +77.
d ox' g ou® d o’

(1.84)

formiiliiyle uygun olarak secilen 7 =n.(x,u,v,..) katsayilariyla v* degiskenine

genisletilen (1.83) operatdriinii kabul eder.

Ispat. (1.72) degismezlik kosulu
X(F)=XF,, a=1,.,m (1.85)
ile yer degistirir. Burada X in (1.81) denkleminde ihtiva olunan tiim tiirevlere
genisletildigi anlagilir. Bilinmektedir ki, (1.81),(1.82) sistemi
L=Vv"F, (1.86)
Lagrangianina sahiptir. (1.83) operatoriiniin 7, belirsiz katsayili (1.84) formundaki
genislemesi alinsin ve (1.38)
Y(L)+LD,(£=0 (1.87)
degismezlik kosulunun saglandig1 kabul edilsin. Bu durumda
(L) + LDi(&") = Y*)F o + Vi X(Fo) +viFoDi(&")
= NF  + ABvOF p + vOFDi(E7)
= [n% + Aa + veDy(ED]F,
dir. Bylece (1.87) kosulu, 22 (1.85) denklemleri ile tanimlaniyor olmak iizere
ne =V +v'D,(EN], a=1..,m (1.88)
'e yol agar. (1.87) denklemi (1.81),(1.82) sisteminin degismezligini garanti ettigi i¢in

(1.82) eslenik sistemi

0 'y O
——— [ +vD, (&
Pl AR ACR)

operatoriinii kabul eder. Bu teoremin ispatin1 tamamlar.

Y:ggii+77“ (1.89)
ox'
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Uyan 1.5.10. Teorem 1.5.8 ve Teorem 1.5.9 yerel olmayan simetriler i¢in de

gecerlidir.
1.5.3. Temel korunum teoremi

Teorem 1.5.11.
Fa(x,u,u(l),...,u(s))zo, a=1,...,m (1.90)

diferensiyel denklemlerinin her bir Lie nokta, Lie Backlund ve yerel olmayan

0

— 1.91
P (1.91)

i a a
Xzé (xauau(l)a"')g-i-n (x:u:u(l):"‘)

simetrisi (1.90) ve (1.82) eslenik denklemlerinden olusan diferensiyel denklem sistemi

i¢in bir korunum kanunu verir.

Ispat. ifadeyi ispatlamak icin, (1.91) simetrisi ile iliskili korunum vektoriinii
hesaplamada bir yontem sunulur. Yontem, skaler denklemler i¢in Teorem 1.5.8,
sistemler i¢in ise Teorem 1.5.9° dan agiktir. (1.90), bir bagimli degiskenli skaler
denklem olsun. Bu takdirde (1.91) simetrisi (1.70) formuna sahiptir. Kars1 gelen C’
korunum vektorii (1.42) denkleminin (1.73) Lagrangianina ve sayet (1.70), Lie nokta
simetrisi ise (1.75) ile, Lie-Bécklund simetrisi ise (1.78) ile verilen 77, katsayili (1.71)
operatoriine uygulanmasi ile elde edilir. Son durumda (1.90) denkleminin ¢éziimleri
lizerinde (1.79) ile tanimlanan B’ vektérii sifir oldugu i¢in D'(B’) terimi ihmal

edilebilir (Uyar1 1.4.1).

m >1 olmak iizere (1.90) bir sistem ve (1.83) bir nokta simetrisi olsun. C' korunum
vektorii (1.42) denkleminin (1.86) Lagrangianina ve (1.89) operatdriine uygulanmasiyla

elde edilir. Uyar1 1.5.10° un géz 6niine alinmastyla ispat tamamlanir.
1.6. Yerel Olmayan Denklemlerin Lie Grup Analizi

Integro-diferensiyel denklemlerin (kisaca, IDD) simetri gruplarmi arastirmak igin

literatlirde bir kag¢ yaklasim mevcuttur. Bu yaklasimlar dogrudan ve dogrudan olmayan
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metotlar olmak iizere iki ana siifa ayrilir. Dogrudan olmayan metotta IDD sistemi
momentler metodu ya da smir diferensiyel denklemler metodu ile diferensiyel
denklemler sistemine doniistliriilir. Momentler metodunda, sonsuz diferensiyel
denklemler sistemine gecis momentler araciligiryla yapilir. Denklemin Lie simetri
gruplariin arastiritlmast moment sistemindeki her bir denkleme klasik Lie metodunun

uygulanmastyla yapilir.

Dogrudan yaklasimda klasik grup iiretecinin kullanilmasindan ziyade kanonik grup
temsili uygulanir. Etkili ve basit olan diger bir yaklasim IDD’ nin ¢6ziim formunun
kabul edilebilir bir grubunun ciimlesini bulmaktir. Bu arastirma alaninin temsilcileri:
(Meleshko 1988), (Ibragimov 2002), (Aksenov 1989, Samarov 1989), (Fushchich
1993), (Bobylev 1996), (Taranov 1976), (Roberts 1985) , (Zawitowski 2001), (Ozer
2003, 2005, 2007, 2008) 'dir. Aksenov ve Samarov (1989), sozde diferensiyel
Schrédinger denkleminin Lie nokta simetrilerini ve tam ¢6zlimlerini inceledi. Meleshko
(1988), Volterra tiirii integro-diferensiyel denklem formundaki vizkoelastizite denkleme
karsilik gelen bir boyutlu elastoplastik ortamin simetri grup Ozelliklerini arastirdi.
Roberts (1985) ve Zawitovski (2001) 6zel tiirdeki integro-diferensiyel denklemlerin
simetri gruplart i¢in klasik Lie grup metodunun degismesine dayanan dogrudan metodu
kullanarak bir boyutlu Vlasov-Maxwell denkleminin Lie nokta simetrilerini inceledi.
Akhiev ve Ozer (2003, 2005) yerel olmayan belirleyici denklemleri (overdetermined
partial differential equations), (determining equations) ¢ozmek igin yerel olmayan
degiskenler ve yerel olmayan integro-diferensiyel operatorler ihtiva eden modifiye
edilmis sonsuz kiigiik iiretece dayanan bir yaklasimla, carpismasiz Boltzmann gaz

denkleminin simetri gruplarini analiz etti.

Bu kisimda olusum tiirii yerel olmayan denklemlerin simetri gruplarini analiz etmek
icin olusumsal vektor alanimi (Lie-Bécklund tiirii operatdr) kullanmaya dayanmayan
dogrudan metodun genel Ozellikleri sunulacaktir. Belirli integralle verilen bir
fonksiyonun degismezlik kriterinin tanimini verdikten sonra IDD icin degismezlik
kriterinin genel kavrami ve yerel olmayan yapidaki denklemleri ¢ozmek igin bir

yaklagim sunulacaktir.
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Diferensiyel denklemlerin simetri gruplarinin arastirilmasi son yillarda yogunluk arz
etmesine ragmen IDD denklemlerin simetri grup analizi literatiirde oldukca nadirdir.
Diger bir ifadeyle, yalmzca birka¢ yazar IDD icin (1.14) degismezlik kriterinin
modifikasyonu problemini ele aldi. Integral terim ihtiva eden denklemlerin yerel
olmayan formundan dolay1 simetri analizinde baz1 engeller mevcuttur, (mesela IDD’ nin
cati kavrami) dolaysiyla klasik simetri grup analizi IDD’ nin simetri analizinde
kullanilamaz. Bu yiizden diferensiyel denklemlerin klasik Lie grup analizinin IDD’ nin

simetri grup analizi i¢in degistirilmesi gerekmektedir.

Bundan sonra, ilk olarak belirli integral ile verilen bir fonksiyon i¢in degismezlik
kriterinin tanimini, IDD igin degismezlik kriterinin tanimini ve yerel olmayan

denklemler i¢in genel ¢oziim kavrammi takdim edecegiz. Bu amag¢ igin

x=(x,...,x,),R" 'nin bir noktas1 olsun.
¥ =e%(x)=x+&f(x)+0(e?) (1.92)

doniistimii alinsin. Bu doniisiimiin sonsuz kii¢iik iireteci
=Y am (1.93)
= ox,

dir. Burada ¢&,(x)= (& (x),...,¢,(x)) sonsuz kiigiik fonksiyonlardir. Ayni zamanda
sirastyla. R?Y ve R"™? bolgeleri iizerinde tanimlanan (1<¢g<n olmak iizere,)
X = (Xp50esx,) VE X, ) = (X, X,) NOktalar1 gdz 6niine alinsin. Bu takdirde x € R”
noktast x = (x,,x,_,,) olarak yazilabilir.

g(q) (X) = (gl (.X),..., gq (X)), é(n—q) (x) = (§q+l (X),..., gn (X)) (1 94)
gosterimi kullanilarak

S(x) = () (3538 (X)) (1.95)

yazilabilir. Ayrica grup doniisiimleri

~ _ 2
Xy = X T 88 (X ()5 X(u—gy) T O(E7),

~ ) (1.96)
x(n—q) = x(n—q) + ‘c"é(n—q) (x(q) ’ x(n—q)) + 0(8 )

formunda yeniden diizenlenebilir. Burada X (@) = (*1,--.,%¢) ve X(-¢) = (egetseesXn)

'dir. Simdi,
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I(x) = F(x)+ j f(x) dx, (1.97)

ile verilen fonksiyon g6z Oniine alinsin. Burada F(x) ve f(x) yeterince diizgiin

fonksiyonlar ve § < R? ile verilen bir bolgedir. (1.97) formundaki bir fonksiyon i¢in

degismezlik kriterinin genel tanimin1 vermek i¢in (1.97) fonksiyonu

Hx) = F(x(q),x(n,q) )+ .[f(s(q),x(n,q)) ds,, (1.98)
N

formunda yeniden yazilsin. (1.98)'de s, =(s,,...,s,) integrasyon argiimanidir.

Sayet
F(xw)’x(n—q))+If(s<q)’x<'z—q))ds<q> = F(f(q),??(n,q))+J‘f(5(q),)7(,,,q) )ds, (1.99)
s s

ise ¢ fonksiyonu (1.92) grup doniisiimii altinda degismezdir denir. Burada SeR’,S
den (1.92) grup doniisiimii ile elde edilen bir bolge, X @ X-0)) ve B@)>X-) ise

sirastyla (x,),x.,,,) ve (s,,X,,) den elde edilen noktalardir. (@)X (-)) ve

(5(9)»X (-¢)) vektor argiimanlari da birbirleriyle

S = 2
Sy =5 + gé:(q) (S(q)’S(n—q)) + 0(5 )9 (1 100)
_ , )
Xingy = Xneg) T 85y Xig) > Xngy) T O(E7)

bagintilariyla ilintilidir.

(1.97) formundaki bir fonksiyon i¢in degismezlik kriteri
vnF('x(q) b x(n—q) ) + J.(vn + Zka é:k (X)\]f(x(q) s x(n—q) )dx(q) = 0 (1 . 101)

ile verilebilir. Burada v, , v vektdr alaninin #. uzanimidir. Bu takdirde sdylenebilir ki

(1.97) fonksiyonu ancak ve ancak (1.101) kosulu saglantyorsa (1.100) grup doniistimii

altinda degismezdir.

Simdi genel formdaki IDD' nin degismezlik kriterinin genel bir teorik tanimimi

sunalim. Bu amag i¢in
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F(x,u,ugy,..ou, )+ J.f(x,s(q),u(s(q),xnfq,ul(s(q),xnfq )
X (1.102)

U (S(q)’xn—q))dsm) =0,
ile  verilen integro-diferensiyel denklemi g6z Oniine alalim. Burada
s(q)=(sl,...,sq), x(q):(xl,...,xq), x(n_q)=(xq+1,...,xn) bagimsiz degiskenler, u bir
bagimh degisken ve u,(s,,x, ) # nun m. mertebe tirevi ve u(s),x, ,) X Ve
(8(4)>X(n_qy) Vvektor argiimanlarina gére elemanlardir. (1.102) denklemi igin sonsuz

kiigiik lirete¢ v olmak tizere (kanonik olmayan)

Xi= e (x;) = x; + &&i(x,u) + O(e?),

u=e"""(u) = u+enlx,u)+0E?), i=1,...,n. (1.103)
nokta grubu ve
ou  , Ou Ou W Ou 5
—=e""(—)=—+ u,—)+ 0
ox, ¢ (Gxi) X, e 8xi) &)
ou e ou )= ou
X, 0x,,..0%, oOx, Ox, ..0x, = Ox, Ox, ..0x,;
ou ou

+en™ (x,u,—,..,———)+ O(&’

" (xu o o, o, o, ) (e7)

(1.103) grubunun bagimsiz degiskenler jet uzayina (m. mertebe) uzanimi goz Oniine

alinsin. Burada ¥V, uzatilmis grubun sonsuz kiigtik iireteci olup

V,= Zé: (x, u)—+77(x ”)_"'277,(1)( X, ’u(l))ﬁ(ﬁ )

0
+ 77;"1)1' (xauaum)—a
g

formunda tanimlanir. Burada

7% (x,u) = n(x,u),

& Ou
7751) DJU(O)(X’M)_Zﬁ_Djé:k(x5u)a

k=1 OX;
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n 2
n =D, n"(xuu)- a—MD/. & (x,u),
1/2 1 o axj axk J2
: (1.104)
- o'u
@ =D " Vxuuyeau, )=y —————D. E (x,u).
77/1./2-“/,,, 11-~-/m,177 ( 1 ﬂH) = 8le asz...axk ./mgk( )

dir. (1.104) de V tanimi geregi jet uzaydaki bagimsiz degiskenler lizerinde Lie grup
dontistimleri kullanilabilir.
(x,u) = (X,%)
(@)X ), uls @)X 1-) = (B 9)5 T r-0))- (1.105)
Bu takdirde
X = X(q) + &) (X (g, ulX (g, u(X () + OE?),
X-q) = X(n-q) + €& 1-0) (50X (1-)> U(S (@) > X (-0))) + O(€?),
(3, X(n—q) = u(sg),X1-)) + EE(S(4)»X (1-0)> (S ()5 X (1-g))) + O(€?) (1.106)

veE

S = 5@ + &) @)X -0, (S @), X (n-g))) + O(E?) (1.107)

grup doniisiimleri goz 6niine alinsin.

Sayet (1.102) denklemi (1.103) nokta doniisiimleri grubu altinda degismez kalan

FX,u,u,,...,Un) +If()?,§(q),ﬁ(§q,)7n_q),ﬁl(F(q),)?n_q),...,ﬁm (§@)sXn-q)dS ) =0

X

(1.108)
formuna doniisiirse bu takdirde bu gruba (1.102) denkleminin nokta simetri grubu denir.

Burada x (1.103) doniigiimii altinda x in resmidir. Bu takdirde s, doniistimii igin

S = 5@ + &0 @)X - UlS @) X)) S € X Fg €X 9y

Jakobiyen ;
D(s,,..5,) g 2
————=|1+¢&) D.& (x,u) |[+0(g) (1.110)
D(s,,...s,,) ; Y

olarak hesaplanabilir.
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T(u)= .[f(x,s(q),u(s(q),xnfq),ul(s(q),xnfq),...,um(s(q),xnfq))ds(q) (1.111)
X

ile tanimlanan yeni bir yerel olmayan degiskeninin takdim edilmesiyle T (#) doniismis

formu (1.106)-(1.108) ve (1.110) nin kullanilmasiyla

T@) =[ 756 1G @ Fng) 01 Gy Tng)s -l G T g) T g
X
:J' S, 5G), (S G)sXn—q)s 81 (Sg)sXn—q)s- - > 1im (S(g)>Xn—))

~

X

q
x| 1+e D DiEi(s)X g ulSg)Xa-g) |dsq

a (1.112)

olarak yazilabilir. Bu takdirde # fonksiyonunu u fonksiyonuna, X degiskenini x’ e,

Xogy YU X, Ya ve u(s,,x,,)yu u(s,,x,,) ya donistiren Lie grup

doniistimleri elde edilebilir. Taylor seri agiliminin kullanilmasiyla (1.112) integrandinin

birinci ¢arpani

S, 5@ 1S @5 X 1-9))s 1 (5 ()s X (1-0))s -+ -5 Uim (S (g)5 X (0-9)))
= S 50), u(S ()5 X (-9))s U1 (S (@)s X (-g))s - > Um (S ()5 X (n-)))

+ e(Vnf)(x,5)) + O@?), (1.113)

olarak yazilabilir. Burada

ZED YAV R 3 (x,u<x>)1 .

Xq)=S9)

0

+77(X, u(x))|x<q>:sw) E(W)
X(9)=5(q)

+in,£“(x,u(x),ul<x))1

0 (1.114)

X()=S(p) 8((8xl(u(x)1 B j
X =S

+..+ 2771‘1“; (e, u(x),..put,, ()
il..,m

0
) =S(9) a((axil ...8%_ u(x)] )
" Xq)=S(9)

olup (1.109), (1.111) ve (1.112) ifadelerinin kullanilmasiyla

T@)(F) = T(w)(x) + aP, (u)(x) + O(a*) (1.115)

elde edilebilir. Burada P, genellikle lineer olmayan operatdr olup
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k=1

Pr(u)(x) = J.{Vm + kaGKk (S<q> 2X(n-g) >”(S(q> »X(n-g) ))} Jds ) (1.116)

ile verilir. Boylece F' ve f fonksiyonlari i¢in degismezlik kosulu

X =S(9) ]

X f(x’s(q) (S ()5 X l“l (S (g > X0 )82 (S gy s X ) Do (1.117)

Uy, (8 gy> Xn-g) VS () = 0

k=1

q
v, F(xu,u,u,,..,u, )+ j[Vm + ZDkfk (x,u)
X

olarak yazilabilir. Burada u, (1.102) denkleminin bir keyfi ¢oziimiidiir. (1.117) ifadesi
matematiksel fizikte ortaya c¢ikan tiim IDD’ nin simetri grup analizi i¢in degismezlik
kriterinin genel formudur. (1.117) grup teorisindeki klasik sonsuz kiigiik {iretece
dayanarak elde edilmistir. Dogrudan olmayan yaklasimda IDD icin degismezlik kriteri
Lie-Béicklund tiirii iireteg ile verilir (Ibragimov 2002). Bu halde, yerel olmayan
belirleyici denklemlerin ¢ozlimiinii bulmak i¢in genel olarak varyasyonel tiirev kavram
kullanilir. Bu kisimda ayrica (1.117) degismezlik kriterinin kullanilmasiyla yerel
olmayan integro-diferensiyel denklemleri ¢ézmek icin Onemli bir yaklagim takdim
edilecektir. Sonug olarak yerel olmayan degisken ve integro-diferensiyel operator ihtiva
eden modifiye edilmis sonsuz kiigiik lireteg

0
O(T (u))’

v, =V +P.(u)

m

(1.118)

olarak yazilabilir. Ayrica (1.103) ve (1.115) ifadelerinin (1.108) de yerine yazilmasiyla
Flx+&&(x,u)+O0(&*),u+ en(x,u) + O(&*),
u+en (x,u,u)) + O(&%),..u, +en'™ (x,u,uy, ,..0,,,)) + O(£?),

T(u)(x)+ &P, (u)(x) + O(£°)] =0, (1.119)

k
buluruz. Burada 1®, & ve &=(&,....,&,) 1ile verilen tiim 771('1.)..ik katsayilarinin
climlesidir. Bu takdirde (1.119) Taylor seri agilimi geregi (1.81) belirleyici denklemi
olarak adlandirilan
T
Vo F(xu,uy,..;u, , T(u)(x)=0 (1.120)
denklemi elde edilir. Ayni zamanda ispatlanabilir ki, sonlu sayida yerel olmayan terime

sahip olan denklemlerin belirleyici denklemi (1.120) ye benzer bir forma sahiptir

(Akhiev ve Ozer 2005) .
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2. BBM (BENJAMIN-BONA-MAHONY) DENKLEMININ KORUNUM
KANUNLARI VE iLERLEYEN DALGA COZUMLERI

Benjamin-Bona-Mahony (BBM) denklemi olarak da bilinen diizgiinlestirilmis uzun
dalga denklemi

u, +u, +uu —u_, =0 (2.1)

ilk olarak Benjamin, Bona ve Mahony (Benjamin, Bona, Mahony, 1972) tarafindan si1g
su dalgalar icin Korteweg-de Vries (KdV) denkleminin diizgiinlestirilmis bir versiyonu
olarak ele alindi. Orijinal olarak BBM denkleminin elde edilmesi ve nlimerik olarak
¢cOziilmesi gelgit dalgalar1 baglaminda Peregrine (1966) tarafindandir. Bazi teorik
arastirmalarda BBM denklemi uzun dalgalar i¢in bir model olarak oOnceliklidir ve
diizgiinlestirilmis  kelimesi varlik, teklik ve kararlilik bakis acisindan dolay1
kullanilmaktadir. BBM ya da diizgiinlestirilmis uzun dalga denkleminin yalnizca 3 tane
asikar olmayan korunum kanuna sahip oldugu Olver (Olver, 1993) tarafindan
gosterilmistir. Bu sonucu formal varyasyonel analizdeki yeni bir Euler tipi operator
teorisi gelistirerek ispatlamistir. Bunun yaninda denklemin {i¢ parametreli Lie
gruplaria sahip oldugu ve Painleve 6zelligine sahip olmadigi bilinmektedir (Rollins
1991). Duzhin'in ¢aligmasinda denklemin Benjamin, Bona ve Mahony tarafindan
bulunan korunum kanunlar1 hari¢ korunum kanunlarina sahip olmadigi gosterilmistir

(Duzhin 1984).

Bu bolimde (2.1) denkleminin baska korunum kanunlarina sahip oldugu
gosterilmeye ¢alisilacaktir. Lagrangian formiilasyonunu kabul etmemesine ragmen (2.1)
in korunum kanunlarindan fiziksel olarak énemli 6zelliklere sahip olan ilerleyen dalga

¢Ozlimii elde edilecektir.
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2.1. BBM Denkleminin Lie Grup Analizi

Bu kisimda BBM denklemini degigsmez birakan en genel Lie doniisiim grubu

verilmistir. (2.1) denklemi i¢in & bir grup parametresi olmak iizere

T =T(x,t,u;8) 2.2)

U =Tx,t,ue)
seklinde x,# bagimsiz degiskenleri ve u bagimli degiskenini i¢eren bir Lie doniisiim

grubu ele alinmaktadir. £,7,7 grup degiskenlerinin sonsuz kiiciikleri olmak tizere ele

alinan BBM denkleminin sonsuz kiigiik iireteci

6 o0 8
X=6—+1—+n— 23
o T 2.3)

seklindedir. Dolayisiyla BBM denklemine karsilik gelen tek parametreli Lie doniisiim
grubu

X = e (x) = x + &&(x,t,u) + O(e?)
T =eX(t) = t+ er(x, t,u) + O(?)

= eX(u) = u+en(x,t,u) + O(&?) 2.4)

seklinde alinir. Bu diferensiyel denklemin verilen Lie doniisiim grubunu kabul etmesi
icin bu Lie grubuna ait sonsuz kiigiik iiretecinin {i¢iincli uzanimi diferensiyel denkleme
uygulandigi zaman diferensiyel denklemin tanimladigi manifold iizerinde sifir ¢gikmasi

gerekir. (2.3) lireteci i¢in uzanim katsayilari

¢ = e+ nuue — ux(Eo + Sutte) — ui(T, + T0tt))
CF =y + Nyt —u(Ex + Eyuty) — u(Ty + Tyty)
$ = e + 20T + Ul + (U) 2 N = 208y — UG ex — 2(ui)*E
— Buttnbu — (Ux)? Euu — 2UgToe = UsToe — 2Ull Ty

CXXt = D[(Cxx) — uxxth(f) — upxDi(7) (2.5)



37

olmak tlizere sistemin {i¢ilincii uzanimai;

0 0 0
X3=X+ x_+ t_+ xxt
¢ 0 ¢ ou ¢ ou

X t xxt

seklindedir ve (2.1) denklemine uygulandiginda;

3
X (u, +u +uu, —u_,) |u/ =0

=—U,—uu, +ux.x/

olur. Buradan

S, bug =M =0

(2.6)

2.7)

(2.8)

elde edilir ve (2.5) de ifade edildigi sekilde £',£", ™  degerleri (2.8) denkleminde

yerine konuldugu takdirde (2.1) denkleminin belirleyici denklemlerine ulasilir.

Belirleyici denklemlerin elde edilebilmesi i¢in elde edilen son denklem sistemindeki u

nun tliim tiirevlerinin katsayilarimin sifira esit olmasi1 gerekir. Dolaysiyla elde edilen

denklem sistemindeki tim katsayilarin sifira esitlenmesiyle elde edilen belirleyici

denklemler asagidaki sekildedir:

- (utuxx + 2uxuxt)Tu - (ux)zutfuu

n - ét + T + Uut; — ‘_-t,x - uéx + Tx + 2uTx + uzfx - 2nxtu + nxxu + unxxu + gxxt — Txxt

—UTxxt = O,

2514 — Ty —UTy — znxuu + 27:xtu + gxxu - 2Txxu - 2uTxxu =

_gu _ugu = 0’

Ty + Toxu = 07

= 2Nuuu + 2T + A&y — 4Ty — duty, = 0,

Nuu + UNyy + 3§tu — T — UTy — Zéxu - 2u§xu = 0:

—Nuu + T + 2§xu = 09
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3§uuu - 4Tuu - 4uTuu = 0,

-3¢, —3ué, +t,, +2ur,, +u’r,, =0,

3Euu = 2T — 2utyy = 0,

Tuu = 0,
nuuu + urluuu + gtuu — Ttuu — zéxuu - T]ugxuu + 2Txuu + 4UTxuu + 2u27xuu
— Nuuu + Tou + ngxu - 4Txuu - 4uTxuu = Oa
= i = U wuu + Tuw + 2UT iy + U Ty = 0,

S = 2Tuuu = 2uTyuu = 0,

Tuuu = 0,

Ne+Nx +UNx — Nyt = O,

— N + 2§xt = 09
- T]tuu + 277xuu + 2u77xuu + 2§xtu - 2T)ctu - 2UTxtu - gxxu - ugxxu
+ Towu + 2UT sy + U Ty = 0,

25)6 — Ty —UTx — Nyxu + Toxu = 09

- 2nxu + 2Txt + éxx = O,

2Txu = O,
Txuu = 0,
.. =0.

(2.9)
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(2.8) denkleminden elde ettigimiz tiim belirleyici denklemler bir denklem sistemi
olusturur. Bu belirleyici denklemlerden olusan denklem sisteminin ¢oziimi, (2.1)
denklemi ile ifade edilen lineer olamayan kismi tiirevli diferensiyel denklem sistemini,

degismez birakacak Lie doniisiim grubunu verir.

Bu denklem sisteminin ¢oziimii i¢in uygulanacak ydntemlerden biri seri ¢6ziim
yontemidir (Cantwell 2002). Bu yontemde; sonsuz kiiclikler &, 7,7 bagimli ve bagimsiz
degiskenlerin kuvvetleri seklinde yazilarak oOnceden elde edilmis belirleyici
denklemlerde yerine konur ve bu sekilde bir ¢oziim aranir. Dolayisiyla BBM
denkleminin kabul ettigi Lie gruplarmin elde edilebilmesi i¢in (2.9) belirleyici
denklemleri kullanilarak seri ¢6ziim yontemi uygulandigi takdirde asagidaki sekilde

sonuglar elde edilir.

Ik olarak ele alnan BBM denkleminin kabul ettigi Lie doniisiim grubunun sonsuz
kiigtiklerinin, bagimli ve bagimsiz degiskenlerinin birinci dereceden kuvvetleri seklinde

yazildig1 diisiiniilsiin:

<§ =agtappxt+at+apnpu
T = b0+b10x+b11t+b12u

n=cotciox+cpt+cpu (2.10)

(2.10) ifadeleri (2.9) belirleyici denklemlerinde yerine konuldugunda (sonsuz
kiictiklerin 1. dereceden kuvvetleri cinsinden seriye acilmasi halinde) asagidaki ii¢
parametreli Lie doniisiim gruplari elde edilir.

¢ =ay,

T=0,—a,t, (2.11)

n=o,+a,u

Burada ¢, =aq,, b, =a,,b,, =-,, c,=c,, =a, olup diger katsayilar sifira esittir.
Burada elde edilen simetri gruplari, BBM denklemi ile ilgili yapilan Lie simetri analizi

calismalarinda elde edilen simetri gruplaridir (Ibragimov, 1994). Ilgingtir ki, sonsuz

kiigiiklerin bagimli ve bagimsiz degiskenlere gore 2.,3.,.. dereceden kuvvetleri cinsinden
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seriye acilmasi halinde yine (2.11) sonucu elde edilir.

Sonu¢ olarak burada yapilan tiim islemlerden, s6z konusu kismi diferensiyel
denklem sistemi i¢in sonsuz kiiciikler bagimli ve bagimsiz degiskenlerin kuvvetleri
seklinde yazilarak seri ¢6ziim uygulandig1 takdirde, sonsuz kiiciiklerin degiskenlerinin
kuvvetlerinin arttirilmasiyla elde edilen her bir agilimdan yeni bir parametre ve
dolayistyla yeni bir Lie doniisiim grubu elde edilemez. (2.11) sonsuz kiigiiklerine
karsilik gelen sonsuz kiigiik iiretegler

X, =%, X2=§x, X, =(u+1)a%—t§ (2.12)
dir.

2.2. BBM Denkleminin Korunum Kanunlari

Olusum tiirii denklemler sinifinin bir temsilcisi olarak géz Oniine alabilecegimiz
BBM denklemi klasik Lagrangiana sahip degildir. Elbette ki, onun klasik Lagrangiana
sahip olmamasi1 Lagrangian formiilasyonunun mutlak anlamda kullanilamayacagi
anlamima gelmez. Literatiirde son yillarda bu tiirde ¢aligmalara siklikla rastlanabilir

(Talukdar ve ark 2005). Yapilan sey, u=v, Casimir potansiyelinin tanimlanmasi

suretiyle denklemin mertebesinin biiyiitiilmesi ve yeni denklemin Lagrangianinin
arastirllmasidir. Incelemelerimizde miisahede ettik ki, bu yaklasim olduk¢a uzun ve

karigik hesaplamalarin yapilmasini gerektirmektedir.

BBM denklemi Euler-Lagrange denklem simifina sokabilmek i¢in onun eslenik
denklemini tanimlamamiz gerekir. BBM denklemi ve onun eslenik denkleminden
olusan sistem, Euler-Lagrange denklem sinifindan olacagi birinci boliimde gosterilmisti.
Gergekten v(x,?) yeni bir degisken olmak tizere (eslenik degisken) (1.57) yani

L=vF (2.13)

kullanilarak
L=wu,+u, +uu —u_)v (2.14)
formal Lagrangianint olusturalim. Bu formal Lagrangian Lemma 1.4.2 ve

—vu,, =D,(-vu_)+v,u, bagmtisinin géz 6niine alinmasiyla asagidaki ikinci mertebe
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formal Lagrangian ile yer degistirebilir.
L=vu, +vu_+vuu_+vu_ (2.15)
(2.1) denkleminin eslenik denklemi, bu formal Lagrangian araciligiyla, (1.54) den yani

. oL
F'=— 2.16
ry (2.16)

bagmtisindan hesaplanabilir. Burada varyasyonel tiirev £ =<2 — D, (§)+ DD, (ﬁ)+

dir. Hesaplamalar neticesinde

F'=v,4+v, +uv,—v_ =0 (2.17)
eslenik denklemine ulasilir. Sayet eslenik denklemde v =wu yazilip orijinal denkleme
ulagiliyorsa denklem kendi esleniktir ve yerel korunum kanunlar elde edilir. Aksi
takdirde, yerel olmayan korunum kanunlarina ulagilir. Dikkat edilirse, (2.17)
denkleminde v=u yazildiginda (2.1) denklemine ulasilir. Dolayisiyla (2.1) denklemi
kendi esleniktir.

Orijinal denklem F yani (2.1) ve eslenik denklem F* , (2.17) birlikte Euler-

Lagrange tipi denklem olurlar. Gergekten

oL . oL
—=F =v,+v_4+uv_-v_, =0, —

=F=u+u_+uu_—u_,. (2.18)
ou

dir. Birinci. boliimdeki Teorem 1.6.1 gbz 6niine alindiginda eslenik denklem olan (2.17)

orijinal denklemin simetrisi olan

o 0
X=¢—+n— 2.19
g ox' 7 ou (-19)
tiretecini kabul eder. Burada eslenik denklemin iireteci (1.71) yani
. 0
Y=X+n"—. (2.20)
ov

bi¢imindedir. Burada ° = -[1 + D,(£')]v olup BBM denklemi igin 6rnegin
X, simetrisi goz Oniine alindiginda
X3 (ut + ux + uux - uxxt) |u,:—ux—uux+u)m = z(ut + ux + uux - uxxt)

oldugundan A=2 dir. n=u+l, 7=—t, =0 dan 7" =-v dir. Yani (2.20) X,

simetrisi i¢in
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0 0 0
Y=u+)——t——v— 2.21
w+1) ou Ot Ov 221)
formundadir. Bunun yaninda (2.12) deki Lie nokta simetrilerinin tiimii
X(L)+LD,(£)=0 (2.22)

degismezlik kosulunu saglar. Dolayisiyla (2.12) deki tiim simetriler Noether

simetrisidir.

Bir simetri ile asosiye olan (2.1) ve (2.17) denklem sisteminin korunum vektorleri
(1.46) denkleminden dolay1 (ikinci mertebe Lagrangiana karsilik gelen korunum

vektorleri) asagidaki sekilde yazilabilir:

C'=&L+ W[ o _ D ( oL )} +D, (W)(a—L], (2.23)
ou, S Ou, ' ou,,
C* =1+ W(é—LJ. (2.24)
ou,

Burada W* =n* - &’ uf dir. Simdi (2.12) deki her bir Lie nokta simetrisine kargilik

gelen korunum kanunlarini tek tek aragtiralim:

1. Durum. Oncelikle BBM denklemi tarafindan kabul edilen X, =2

o Zaman

oteleme iiretecini géz oniine alalim. X, operatorii D,(C})+ D, (C})=0 korunum

kanununa neden olur. Burada C =( C,,C]) korunum vektorii (2.23)-(2.24) ile verilir
ve
C! =vu_+vuu ,C} =—vu, —vuu, +u,v_, —vu,_,. (2.25)

bilesenlerine sahiptir. BBM denklemi kendi eslenik oldugu i¢in v =u yazilirsa

2 3
C'=uu,_+u’u, =D (—+1), (2.26)
2 3
5 u o’
C?=-D L +2L 227
i t(z 3) (2.27)

korunum vektorleri elde edilir. Bu korunum vektorleri (1.37) korunum kanunu
ozdesliginde yerine yazilirsa (C,,C;})=(0,0) asikar (sifir) korunum vektdrleri elde

edilir.
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2. Durum. X, =< wuzay Otelemesi operatdrii D,(C))+ D (C;)=0 korunum
kanununa yol agar. Burada C = ( C},C;) korunum vektérii (2.23)-(2.24) ile verilir ve

Cy=-vu —vu_,C:=vu +uyv,. (2.28)

x7xx o

bilesenlerine sahiptir. BBM denklemi kendi eslenik oldugu i¢in yine v =u yazilirsa

2 2
Cy ==, —uu,, =D, =+ (229)
| 2 2
u'oul
C; =uu, +uu, = D,(7 + TXJ (2.30)

korunum vektorlerine ulasilir. Bu korunum vektorleri (1.37) korunum kanunu
dzdesliginde yerine yazilirsa (C,,C})=(0,0) asikar (sifir) korunum vektdrleri elde
edilir.

3. Durum. $imdi benzer hesaplamalart X, =(u+1)£ —t<  Olgekleme simetrisi

icin yapalim. Bu operator igin W" =(u+1)+tw, ve W' =tv, dir.(2.23)-(2.24) den

t

Cy=—tL+Ww+1+tu)v+tvu,,

(2.31)
=—tvu, —tvuu,+uv+v,
C;=u+1+tu)[v+vu—D (v)]+v,D (u+1+tu,) (232)
=uv+vu’ — uv, +v+uv—v, +tvu, +tvuu, —tu,v , +vu +ivu
elde edilir. Onceki durumlarda yapildigi gibi v =u yazilir,
—uu_, =D, (—uu_)+uu_ (2.33)

oldugu goz oniine almir ve (1.37) de C, deki D (...) formundaki terimlerin C; e

taginmasi suretiyle basitlestirmeler yapilirsa
1 2 2 3 2 2 3
C,=u"+u, Cj :Eu +§u —uu, fu—u, +uu, (2.33)

korunum vektorleri elde edilir. (2.33) literatiirde mevcut olmayan yeni bir korunum

kanunudur.
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2.3. BBM Denkleminin ilerleyen Dalga Céziimleri

Eger X simetrisive C korunum vektorleri
X(Ci)+CiDj(§j)—Cij(§i):0, i=1,2 (2.34)

denklemini saglarsa, X ve C birbiriyle asosiyedir denir (Kara ve Mahomed, 2000).
(1.37) korunum kanunu, yeni bir bagimli v potansiyel degiskenin tanimlanmasiyla,
(2.1) ‘e karsilik gelen
v. =C',v, =-C? (2.35)
potansiyel sistemini verir (iki bagimsiz degisken olmasi hali i¢in).

(u,u+%—u,) korunum vektori G=cZ+< simetri iiretici ile asosiyedir (c ,
dalga hiz1) 6yle ki, (2.1) denkleminin potansiyel formu,

2
u

V.=u, v, =u —?—u (2.36)

X t x

olup, sistem G" =cZ+<+-2 simetrisini kabul eder ve (2.36) denklemi (burada,

G’ nin degismezleri, y=x—ct, a =u, f=v—t)
a=/p, (2.37)
2

ca"+%+a—ca+1=0. (2.38)

sistemine doniisiir. (2.38), @' tiirevini ihtiva etmedigi icin &' = p yazarsak

2 J—
dap o (=9 1 _, (2.39)
da 2c c c

elde edilir. (2.39) ¢oziiliirse, p:i\/—%"—“ +(‘ Do’ +a, elde edilir. p degeri
a' = p de yerine yazilirsa

da

Iau
\/ 2a_o 1 Dp?yg

kapal1 ¢oziim formu elde edilir.

=Xx—ct. (2.40)

BBM denkleminin G ile indirgenmesi ilerleyen dalga ¢dziimlerine yol agar.

y=x-—ct ve w=u degismezleri kullanilirsa (2.1) denklemi
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—ew+wW+ww +enw" =0 (2.41)
biciminde olup bir sefer integrasyondan sonra
WZ
—cw+w+7+cw” =0. (2.42)
elde edilir. Yukaridaki denklem i¢in Lagrangian tespit edilebilir. Bu Lagrangian
L=c—————+—w (2.43)

bicimindedir. (2.42) denkleminin ¢6ziimii iki ayr1 yolla yapilmaya caligilsin:

1. yol. (2.42) denkleminin O, simetrisine sahip olmasi a=w ve L=w

degismezlerine yol agar dyle ki, %2 = ve (2.42) den
2
ag_1f  _a_ o (2.44)
da p c 2
elde edilir. Bunun ¢6ziimii,
) l «
ﬂ(a):i\/a (1-———)+2aq, (2.45)
c 3c :

h d
X_CtZi'[\/a2(1_l o

c

_3%"'2‘121)

dir. Integral ters tanjant fonksiyonu cinsinden hesaplanirsa (Sayet sabit sifir olarak

alinirsa,)

2a+-3c+a+3tan”! (“3”””3)
«/§ c—1
J (2.46)

a?(“3c+a+3)
¢ —1q— L)

kapal1 (implicit) ¢oziim formu elde edilir.

xX—ct=

0,+w+1)0, —t0, simetriside y=te’ ve w(y)=(u+1)t degismezlerine yol acar.
Buradan
m.3 _

—w+yw' +ww'y—w"y’ =0 (2.47)

olup benzerlik ¢6ziimii elde edilebilir (Bunun ¢oziimii ayr1 bir sekilde incelenebilir).

2.yol. Fonksiyonelin degismezligi, G=¢&0,+n 0, Noether simetrisine yol agar.
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Degismezlik G"L+L% =< ile verilir. Burada G =&, +n 0, +¢'0 . dir. (1.80)
diverjans kriterinden,

(n, +Wn, —wE —w & ew +(cw—w—2)

Heg =W lE +we,)= 1, (2.48)
elde edilir. Buradan tiirevin katsayilarinin sifira esitlenmesinden
B, c _
w P ) éw - 0,

wen, +5wE, -8, =L~ f, =0 (2.49)
ot cipe w15 +50°E, ~ 5 €, =28, - 1, =0
belirleyici denklemine ulasilir. Hesaplamalar bize G= 0, Noether simetrisini verir.

(2.23)-(2.24) korunum kanunu formiiliinde yerine yazilirsa

[=—-—————— w (2.50)
2 2 6 2

ilk integrali elde edilir. Oyle ki, (2.47) nin bir ¢dziimii

\/g cdw

B \/30w2 3w’ —w’ -k,

dy 2.51)

olarak verilir. Burada k, bir sabittir. Boylelikle k£, =0 alinirsa

u(x,t) = (3c — 3){1 — tanh’ (— Vel ct)]:l. (2.52)

2c

ilerleyen dalga ¢6ziimii elde edilir.
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3. KEYFi FONKSIYON fHTiVA EDEN OLUSUM TURU DENKLEMLERIN
ESDEGERLIK DONUSUMLERI, GRUP SINIFLANDIRMASI VE KORUNUM
KANUNLARI

Bu boliimde, ikinci mertebeden, u ya bagimlh keyfi bir f(u) fonksiyonu ihtiva

eden olusum tiirii denklemler sinifi ele alinacaktir. Bu denklem lineer olmayan 1s1
difiizyonu, biyofizik (molekiiler CB 6zelliklerinin hesaplanmasinda sinir yayilim modeli
olarak) v.s gibi alanlarda modellenir. Bu denklemin esdegerlik doniisiimleri elde

edilecektir. Bu suretle f fonksiyonunun yapisina gore siniflandirma yapilacak ve her

bir sinifin denklemine karsilik korunum kanunun elde edilebilecegi gosterilecektir.

Ele alinacak olan kismi tiirevli denklem
u, =, +F(u) (3.1
dir. (3.1)de F(u) =0 olarak segilirse
=, (32)
klasik 1s1 denklemine ulasilir. & bir sabit olmak iizere F(u)=u(k —u)(u—1) seklinde
ise
u, =u_ +ulk—u)u-1) 3.3)
Huxley denklemine ulasilir. Sayet F(u)=-u’+u olarak alirsa asagidaki lineer
olmayan parabolik kismi diferensiyel denklemine ulasilir.
u =u,—u +u (3.4)
Bu denklem Cahn-Allen denklemi olup matematiksel biyoloji, kuantum mekanigi ve
plazma fiziginde kullanilir. Literatiirde g6z Oniine alinip incelenen bu denklemlerin her
biri 6nemli fiziksel 6zelliklere sahiptir. Bu boliimiin amaci (3.1) genel modeli i¢in

esdegerlik tireteglerinin Lie iirete¢ cebirlerini bulmak ve kullanmaktir.
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3.1. Temel Lie Cebiri

(3.1) denklemi i¢in degismezlik kosulu

X*u, -u, - Fu)]=0 (3.5)
dir. Burada X?,
0 0 0
X=t—+&—+n— 3.6
" e e G0
liretecinin
4,0 :Dz(n)_utDt(T)_uth(é:): (37)
gl = Dx (77) _uth (T) _uxDx (é)’ (3'8)
42 = Dx (gl) _utxDx (T) _uxxDx (é:)? (39)
uzanim katsayilari ile belirlenen
0 0 0 0 0 0
X =r—+&—+n—+ + + 3.10
‘ ot ¢ ox 7 ou & ou, d ou, & ou,, (3.10)

ikinci uzanmmudir. Burada D, ve D_ swasiyla ¢+ ve x e gore total tiirevi
gostermektedir. (3.6) ve (3.10) un (3.1) de yerine yazilmasiyla (3.1) denklemi
tarafindan kabul edilen tiim (3.6) iiretegleri i¢in belirleyici denklemler elde edilir. Keyfi
f(u) fonksiyonu hali i¢in belirleyici denklemlerden 7=c¢,, £=c,, =0 (¢,,c, =
sabit ) elde edilir. Dolayistyla f(u) keyfi elemanli (3.1), yalnizca

0 0

X:—’ = —
Yo’ ox

(3.11)
tiretegleri ile gerilen iki boyutlu L, Lie cebrini kabul eder. L, Lie cebrine (3.1)

denklemi i¢in temel Lie cebri denir. Temel Lie cebri baz1 6zel hallerde genisleyebilir.

Ormnegin (3.1) denkleminde F(u) =0 ise olusan 1s1 denklemi

x, =2 x, =292 x, =f(x,t)%, X, = x2 209 x5 = 40

LT o ox ox o T ou
X, =2uti+ux23—4xti—4z23, X, A P (3.12)
ou ou Oox ot ou Oox

sonsuz boyutlu Lie cebrini kabul eder. Burada f(x,¢), — f + f, =0 1s1 denkleminin
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¢coziimiidiir. Dolayisiyla bu durumda simetri cebri L, nin (3.11) bazma, 5 tane
(bunlardan biri sonsuz boyutlu) ilave iiretecin eklenmesiyle temel L, cebrinin bir
genislemesi elde edilir. Tiim olas1 f(u) fonksiyonlarinin tanimlanmasi ve boylelikle
(3.1) denkleminin L, cebrinin bir genislemesini kabul etmesi bir grup siniflandirma
problemidir. Simetriler i¢in grup smiflandirmasmna alisilmig yaklasim belirleyici
denklemlerden keyfi fonksiyonlarin tahmin edilmesidir. Bununla birlikte (3.1) ve diger
bir ¢ok denklem icin belirleyici denklemlerin tam grup siniflandirmasinin yapilmasi
oldukca zordur. Akhatov, Gazizov ve Ibragimov (1989) bu problemi agmak i¢in bir
metot dnerdiler. On grup smiflandirmasi olarak adlandirilan bu metodun uygulanmasi
esdegerlik grubun sonlu boyutlu L, Lie cebri tarafindan iiretilmesi hali icin yapild:
(Ibragimov ve ark. 1991). On grup smiflandirma metodu, sonsuz boyutlu esdegerlik
cebrinin bazi sonlu boyutlu Lie alt cebrinin seg¢ilmesi suretiyle sonsuz boyutlu
esdegerlik grubu hali i¢in kullanildi. Metodun esasi tiim asikdr olmayan L, alt
cebirlerinin  smiflandirilmasidir.  Bdylelikle 6n  grup smiflandirma metodunun

uygulanmasi s6z konusu diferensiyel denklem i¢in esdegerlik grubunun L_ Lie cebrinin

bulunmasini gerektirir.
3.2. Esdegerlik Doniisiimleri

Esdegerlik doniigiimii (3.1) formundaki herhangi bir denklemi ayni forma

dontstiiren ¢, x,u degiskenlerinin dejenere olmayan bir doniisiimiidiir. Tiim esdegerlik
doniisiimlerinin  ciimlesi ¢ esdegerlik grubunu olusturur. Ovsiannikov (1982)
tarafindan gelistirilen, Lie’ nin sonsuz kii¢iik metodunun kullanilmasini saglayan ¢

grubunun ¢, siirekli alt gruplar1 bulunacaktir. Simdi,

o 8 8 o
Y=r—+&—+n—+u— 3.13
T T T ar (3-13)

formunda &, esdeger doniisiim iireteci bulmaya calisilsin. Burada

t=1(t,x,u), &=, x,u), n=n(t,x,u), u=ult x,u,F) (3.14)

dir. (3.13) iireteci asagidaki genisletilmis sistem ile yazilan (3.1) denkleminin
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degismezlik kosuluyla belirlenir.
u —u, —Fw)=0, F,=0, F_ =0 (3.15)

Burada u ve F diferensiyel degiskenler olarak géz Oniine alinir. Yani u, (x,7) uzayi
tizerinde ve F genisletilmis (¢, x,u) uzay1 ilizerindedir. (3.13) operatoriiniin 7,&,7
koordinatlar1 (z,x,u) nun fonksiyonlar1 iken u ise (¢,x,u,F) in bir fonksiyonudur.
(3.15) sisteminin degismezlik kosulu asagidaki belirleyici sistem ile verilir:

Y(u,—u, —Fw)=0,Y(F)=0,Y(F.)=0 (3.16)
Burada Y , (3.13) operatoriiniin asagidaki uzammudir:

> 0 0 0 0
Y:Y+ t_+ XX + t X
"o T Y

t xx t X

(3.17)

¢', £ katsayilari (3.7)-(3.9) da verilir ve (3.1) in diger katsayilari uzanim metodunun
(t,x,u) bagimsiz degiskenli F diferensiyel degiskenine uygulanmasiyla elde edilir.
Yani

=, b, —u g, —u, — ),

é/xx = 77XX + 2”)('77)[14 +uxx77u + (ux)znuu _2uXX§X _uxé:xx _2(u)()2§)€ll _3uxuxxé:u

, (3.18)
- (ur) é:uu - 2uxtz-x - uthx - 2uxutz-xu - (utuxx + 2uxuxt )Tu - (ux)2 Z’ltz-uu
ve
w' =D,(u)~F, D,(n)), w* =D, (1)~ F, D, (i) (3.19)
dir. Burada total turevler
D=2, D =% (3.20)

seklindedir. Degismezlik kosulu uygulanirsa;
=" =y r =0 (3.21)
ve (3.19) un g6z Online alinmasiyla

w =0, w'=0 (3.22)

elde edilir. (3.20) bt ,15x operatorleri (3.22) de yerine yazilirsa,

w=u-Fn=u=0n=0w=u-Fn =u =0, =0. (3.23)

X

elde edilir. Boylece keyfi F fonksiyonu i¢in (3.23) den
mo= p(u, ), =1 (u) (3.24)
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elde edilir. Ayrica (3.21) denkleminden,

(uxx + F)nu _uxft _ux (uxx +F)§u _(uxx + F)Tt _uxxnu _(ux)znuu +2uxx§x

(3.25)
bl 2 E L, + (), — =0
belirleyici denklemine ulagilir. (3.25) den (3.24)’ {inde g6z 6niine alinmasiyla
() & =0,
(U)? : =N + 280 = 0,
uy =& —F&, +& =0,
Upllyy * —Gu + 38y =0, (3.26)
belirleyici denklemlerine ulasilir. Bu denklemlerin ¢6ziimiinden
E=cyx+ce,,t=2ct+cs,n=c +cu,pu=(c,—2c;)F (3.27)

elde edilir. Burada c,,...c; sabit katsayilardir. Boylece (3.1) denklem sinifi asagidaki
operatorler ile gerilen bes boyutlu L, esdegerlik cebrine sahiptir:

Y, :i,Y2 :ui+Fi, Y, :xiJr2t£—2Fi,Y4 :Q,Y5 :g. (3.28)
ou ou oF Ox ot oF X ot

Sonug olarak, (3.28) operatorleri (3.1) denklemi i¢in bes parametreli siirekli esdegerlik

doniisiim gruplari iiretir.
3.3. izdiisiimler ve Korunum Kanunlar

Burada esdegerlik iireteclerinin izdiisiimleri hakkindaki teorem kullanilacaktir.
Bagimsiz, bagimlhi degiskenler ve keyfi elemanlar sirasiyla x = (¢,x),u =u, f = F ile
gosterilsin. Asagidaki (x,u) bagimsiz ve bagimh degiskenlerine kisitlanmis olan (3.13)
esdegerlik tretecinin X = pr,, ,(Y) ve keyfi elemanlart ihtiva edecek sekilde kisitlanan
Z = pr,, ;,(Y) izdisimi gbz oniine alinsin:

X=pr,,)=t5+E5+ns. (3.29)
Z=pr, V=ngi+us (3.30)

Y € L, esdegerlik tireteci (3.28) operatdrlerinin
Y=KY,+K,)Y,+K.,)Y,+K,Y, + K.Y, (3.31)

ya da
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Y=QKjt+K)Z+(xK; +K,)Z+(K, +uK,)Z+(K, -2K;)F % (3.32)
lineer kombinasyonudur. Y nin (3.29) ve (3.30) tlizerindeki izdlisiimii sirasiyla

X=QKjt+K)L+(xK,+K,) L+ (K, +uK,)% (3.33)

ve
Z=(K, +uK,)Z+(K,-2K,)F = (3.34)
olarak yazilir. izdiisiimler {izerindeki teoremin uygulamasi (3.1) denklemi i¢in asagidaki

sekilde ifade edilir:

Teorem 3.1. (3.33) X operatoriiniin
F=G(u) (3.35)
keyfi fonksiyonlu (3.1) denklemi tarafindan kabul edilmesi ancak ve ancak K,

sabitlerinin se¢ilmesiyle miimkiindiir d6yle ki, (3.34) ile verilen Z operatorii (3.35)

denklemi tarafindan kabul edilir. Ozellikle X e L , dir ancak ve ancak Z
Z=pr,,¥)=0 (3.36)
dir.

Ornek 3.2. (3.36) denklemi temel cebri bulmak igin basit bir yol verir. Gergekten,
(3.34) operatoriiniin katsayilari sifira esitlenirse

(K, +uK,) 2+ (K, -2K,)FZ=0= K, +uk, =0,K, -2K, =0;K, =0,K, =0,K, =0

(3.37)
elde edilir. Sonug olarak Y = K,Y, + K.Y, dir ve dolayisiyla
X=K,)7Y, +K)Y (3.38)
bulunur. Y,,Y; (3.11) den
X1 =prown(Ys) =0c =14
Xy =prow(¥Ys) =0, = Ys. (3.39)

operatorleri ile ¢akistig1 icin temel Lie cebri (3.11) operatorleri tarafindan gerilir.

Ornek 3.3. Y, +7Y, esdegerlik iireteci goz 6niine alsim. Onun (3.34) izdiisiimii
Z=pr, ,Y)=45-2F% (3.40)

dir. (3.35) denklemi i¢in degismezlik kosulundan
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Z(F = G)) |p_gu=—2Gu)-G (u)=0 (3.41)

Gu)= # = F=Ce™ elde edilir. Burada C bir sabittir. Dolayisiyla, (3.1)
denklemi

u —u, —Ce™ =0 (3.42)
seklinde olur ve (3.42), X,, X, iireteglerine ilaveten

X:xi+2t2+i (3.43)
Ox ot Ou

uretecini kabul eder.

Simdi, (3.43) iiretecine karsilik gelen korunum vektorleri olusturulsun. (3.43)

operatoriiniin ~ sonsuz  kiiciikleri 7=2¢,=x,7=1 ve formal Lagrangiani

L=v(u, —u,_ —e")(C=1 segilirse) olup temel korunum teoreminden elde edilen

c =ad+wChy (3.44)
ou,
C'=&L+W o -D, oL +Dx(W)a—L (3.45)
aux a XX a XX
bagintilarinda yerine yazilirsa
C' =-2tvu_ —2tve™ — xvu,

C* =xvu, —xve ™ +v_ —2tv.u, —xvu_+2tvu, +vu,
yerel olmayan korunum kanunlar1 elde edilir. Burada v ,(3.1) denkleminin
v, +v, =2ve " (3.46)

eslenik denkleminin bir ¢ézimiidiir.
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4. SIG SU DALGA DENKLEMLERININ KORUNUM KANUNLARI VE
POTANSIYEL SIMETRILERI

Bu boliimde diizlemsel akis, eksenel akis ve dispersiv dalga durumlart i¢in bir
tabakal1 s1§ su dalga sistemlerinin korunum kanunlar1 ve simetrileri arasindaki iliski ele
almmustir. Lie nokta ve Lie-Bicklund simetrileri arastirildiktan sonra yerel ve yerel
olmayan korunum kanunlar elde edilir. Yerel olmayan korunum kanunlar1 s1g su dalga
sistemlerinin eslenik denklemleri tarafindan tanimlanan yerel olmayan degiskenler
icerir. Bu boliimde, 6zellikle diizlemsel akis hali i¢in sonsuz yerel korunum kanunu ve

potansiyel simetri elde edilir.

4.1. S1g Su Dalga Sistemleri

Son yillarda s1g su dalga sistemleri konusu ¢ok biiyiik bir ilgi cekmektedir. Ornegin
Akyildiz (1987), bu denklemlerin ¢oziimleri, korunum kanunlart ve Backlund
doniisiimlerini elde etmek i¢in hodograf metodunu kullanir. Sahin (2007) , maddesiz yer
cekimi akimlarini inceleyip Lie grup teorisi kullanilarak benzerlik ¢éztimlerini elde etti.
Boyut analizinin genellestirilmis hali olan Lie grup teorisi problemin ¢ézimii i¢in bir

temel yaklasim olarak ele alindi.

Ozer ve Antar (2008) iki tabakali s1§ su dalga sistemlerinin Lie grup teorisini
kullanarak simetri grup 6zelliklerini ve genel benzerlik formlarin elde etti. Onlar ayrica
Lie grup teorisinin, degisken akish s1g su dalga sistemleri i¢in kendi benzer ¢oziimlerin
arastiritlmasinda literatiirde simdiye kadar kullanilan boyut analizinin genellestirilmesi

oldugunu gostermislerdir.

4.2. Yonetici Denklemler

Daha diisiik yogunluktaki bir p, akiskanina giren p yogunluktaki bir akimin
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diizlemsel ve eksenel hareketleri goz Oniine alinacaktir. Akimlardaki akiskan,
baslangigta tanimlanmis oranlarda takdim edilir ve yatay simir boyunca akar. Ustelik iki
akigkan arasindaki yogunluk farki ve yercekimine bagli olarak kaldirma kuvveti
tarafindan stiriilir. Akiskanlar sikistirllamaz olarak alinmalidir, daha hafif akiskanin
derinligi akimin kalinligindan ¢ok daha biiyiik alinmali ve iki akigkan arasindaki
karisim ihmal edilmelidir. Esas olarak baslangi¢tan sonraki zaman araliginda akimin
davranis1 géz oniline alinir. Dolayisiyla farz edilir ki, akimmn uzunlugu (ya da eksenel
akista yarigap1) onun kalinligindan ¢ok daha biiyiiktiir. Bu takdirde sayet viskoz etkileri

Onemsiz ise akimin hareketi Boussinesq yaklasimi olarak adlandirilan

h, +uh_+hu_ +n%: 0,
x (4.1)

u, +uu +g’hx =0
s1g su denklemleri ile adlandirilir. Burada A(x,t) akimin kalinhigi, u(x,¢) akimdaki
derinlik ortalamali yatay akiskan hizi ve g’ =g(p—-p,)/ p, yercekimine bagimh
indirgenmis ivmedir (Grundy ve Rottman 1986 ). Bu calismada basitlik olmasi

acisindan g' =lfarz edilir. x bagimsiz degiskeni diizlemsel akista yatay koordinati

eksenel akista radyal koordinati ve ¢ baslangigta akistan sonraki zamani Olger.

n parametresi diizlemsel akis i¢in 0 ve eksenel akis icin 1 dir.

Calismada ayrica (1+1) boyutlu dispersiv uzun dalga veya si1g su dalga sistemleri de
incelenir. S1g su dalga teorisinde uzun dalga genis bir ilgiye mazhardir. Wu ve Zhang
(1996) diizgiin derinlikli s1g su iizerinde yatay dogrultuda ilerleyen lineer olmayan

dispersiv uzun yercekimi dalgalar i¢in

h, +uh_+hu, +lum =0,
37 (4.2)
u,+uu_+h_=0.

model denklemini elde etti. Burada /# suyun yiiksekligi, # suyun ylizey hizidir.
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4.3. Yonetici Denklemlerin Simetri Grup Analizi

4.3.1. Diizlemsel Akis Hali

Diizlemsel geometri hali i¢in sayet viskoz etkileri onemsiz ise diizlem akista akimin
hareketi, (4.1) denkleminde »n =0 alinmasi suretiyle

h,+uh +hu, =0,

4.3
u, +uu, +h =0. 43)

bigimindedir. (x, ¢, u, ) koordinatlarinda
x'=x"(x,tuhye), tT =t (x,t,u,h;e), @.4)

u' =u"(x,t,u,h;e), " =h"(x,t,u,h;¢),
ile verilen bir parametreli Lie grup sonsuz kiigiik doniisiimleri gbz Oniine alinsin.

Burada ¢ grup parametresidir. (4.4) grubunun sonsuz kiigiik iireteci asagidaki vektor

formunda ifade edilebilir:

6 .8 .8 .0
X=—+&—+n"'—+n"— 4.5
P L e (4.5)

burada &, &',n",n" grup degiskenlerinin (bagimsiz ve bagimli degiskenler) sonsuz
kiiclik fonksiyonlaridir. Bu takdirde kars1 gelen bir parametreli Lie grup doniistimleri

X' = x+&E(x,tu, )+ O(e2), t7 =t+ &' (x,t,u,h)+O0(g?), 4.6)

u' = u+en (x,t,u,h)+0EY), B =h+en (x,t,u,h)+O0(e?).
bicimindedir. (4.3) denkleminin Lie grup simetrilerini bulmak icin detayli bir inceleme
(Sahin 2007) da yapilmistir. (Cantwell 2002), (Sahin 2007), ve (Ozer ve Antar 2008) de
vurgulanir ki, verilen denklemlerin belirleyici denklemlerinde sonsuz kiiciikler kuvvet
serileri olarak alinabilir. Bu kisitlamanin kullanilmasiyla daha cok simetri elde
edilebilir. Sikic1 hesaplamalar yapmaksizin (Sahin 2007) deki sonuglari bir sonraki

kisimda kullanmak i¢in burada 6zetleyecegiz. Sayet
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EY = a, +a,x+ant +ax +a,tt +axt+axt
+al7xt2 + a18x2t2 + a19x3 + a110x3t + amx3t2 +....+
E' =y + Ay X+ Ayt + A X+ Ayt + Ay Xt + Ay Xt
+a27x12 + a28x2t2 + azgx3 + a210x3t + 612“)631‘2 +...+ 4.7
N" = Gy + Ay X + Ayt + A X" + ayt” + A Xt + ay x't '
+a37)ct2 + a38x2t2 + a39x3 + a310x3t + a311x312 +...+
77h =aq, ta,x+a,t+ a43x2 + a44t2 +a,xt + a46x2t
+a47xt2 + a48x2t2 + a49x3 + a410x3t + a411x3t2 +...+
kuvvet serisi formu belirleyici denklemlerde kullanilirsa, bu takdirde x,¢,u ve

h degiskenlerinin kuvvet serilerinden olusan denklemler elde edilir ve c¢esitli

kuvvetlerin her bir katsayilariin sifira esitlenmesi suretiyle kuvvet serisi formlarinin
sabit katsayilar1 hesaplanir. Boylelikle bir tabakali s1§ su denklemlerinin genel Lie
doniigiim gruplari elde edilir.

&' =a,+ta,x+ayt+au+a,h,

r_
E'=a,, ta,x+a,t+a,u+a,h,

(4.8)
n' =ay, +ayx+a,t+asu+ayh,
n' =a, +a,x+ant+azu+tayh
birinci mertebe kuvvet serisi formlari i¢in basit hesaplamalardan sonra
E'=a+(a,+a, 1 Dx+a,t, &' =a,+a,t, ' =a, +aul2, 49)

h

n' = ash
elde edilir. Burada «,,a,,a;,a, ve a; keyfi sabitlerdir. Bu durumda kars1 gelen
tiretecler asagidaki gibidir:

= 0 _ﬁ’ X3:x£+tg, X4:t£+i,
Ot ox Ot Ox Ou (4.10)

Ikinci mertebe kuvvet serileri igin aym ydntem uygulanirsa (4.10) daki simetrilere

ilaveten ()X ) simetrisi elde edilir. Yani,

PR S N AN
ox ot Oox Ot Oox Ou 4.11)
5 .
X5=xi+ui+2hi, )(6=(—h+u—)i+ug
Oox ou oh 2 Ox ot

dir. Benzer sekilde licilincii mertebe kuvvet serileri icin islemler yapilirsa iki tane daha
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(X4, X,) simetrisi elde edilir. Dolayisiyla elde edilen simetriler

X] =i, X2 =g’ X3 :xi+t£’ X4 :ti_l_i,
2
stxi—i-ui_}_Zhi’ X6=(_h+u_)i+ué’ (412)
ox ou oh > ) o o
: 2
X, = (bt + B0 -5 o 2 w0 2o
2 Ox 3’3ot 3 6 0ou 3 0Oh

bi¢gimindedir. Dordiincii mertebe kuvvet serileri hali i¢in ise {i¢ tane daha ilave simetri

elde edilir. Besinci mertebe kuvvet serileri i¢in dort tane ilave simetri v.s....

Sonuc¢ 4.1. Bir tabakali s1g su dalga denklemleri (4.3) diizlemsel akis hali i¢in

sonsuz Lie nokta simetrilerine sahiptir.

4.3.2. Eksenel Akis Hali

Diizlem geometri hali i¢in sayet viskoz etkileri dnemsiz ise akimin eksenel akigtaki
hareketi (yani (4.1) de n =1 alinmasi)

h, +uh_+hu +%:0,
* X (4.13)

u,+uu_+h_=0.
bicimindedir. Diizlem akis halinin simetri analizinde takip edilen yontem kullanilirsa

asagidaki Lie nokta iiretegleri elde edilir:

PR DO S LN
Ot ox Ot ox ou Oh
5 (4.14)
o t°0 tu x)\o0 0
X, =—xt————+| == | =+ ht—.
ox 2 ot 2 2)ou Oh

Sonuc 4.2. Eksenel hal i¢in Lie nokta simetri iireteclerinin sayisi sonsuz kiigiiklerin

dordiincii kuvvet seri agilimlarindan sonra ayni kalir.

4.3.3. Dispersiv s1g su dalga sistemleri
Literatiirde Wu-Zhang denklemleri olarak ta bilinen dispersiv uzun dalga ya da si1g

su dalga sistemleri
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h, +uh_+hu, +lum =0,
-3 (4.15)

u, +uu_+h_ =0
dir. (4.15) denklemleri ¢ zaman ve x -ekseninin Gtelemesi altinda degismezdir. (4.15)
aynt zamanda Galilean donilisim ve Ol¢ekleme doniisiimleri altinda degismezdir. Bu

dontistimler asagidaki dort Lie nokta {iretecini verir:

LI R I
Ox ot Ox Ou

x0 0 ud 0

‘T oax ot 20u  oh

(4.16)

Sonu¢ 4.3. Uzun dalga denklemleri igin Lie nokta simetri iireteclerinin sayisi sonsuz

kiiciiklerin kuvvet serilerinin dérdiincii mertebe agilimindan sonra ayni kalir.
4.4. Yonetici Denklemlerin Lie-Backlund Simetrileri

Bu alt kisimda diizlemsel ve eksenel halleri i¢in s1g su dalga sistemlerinin Lie-
Bécklund simetrileri arastirilacaktir. Dispersiv uzun dalga sistemleri i¢in de benzer
sekilde hesaplanabilir. 11k olarak s1g su dalga sitemlerinin

X =& "(x,t,uhu_u,,h h)§+§’(x,t,u,h,u u h)g
X

x> x0T x>%toh, 2"t 8
t

] (4.17)

0
+n" (x,t,u,hyu _u, b h)—+ X, tu,hou u,,h h)—
n"( )8u n'( )ah

birinci mertebe Lie-Backlund simetrileri hesaplansin. Lie nokta simetrisi halindeki
yontemin aynist kullanilirsa sonsuz kiiciiklerin birinci mertebe kuvvet serilerinin

¢Oziimii i¢in

E=0,E"=0,1"=u_,n"=h, (4.18)
elde edilir. Kars1 gelen lireteg
X:ux£+hxi. (4.19)
ou oh

seklindedir. Benzer sekilde sonsuz kiiciiklerin ikinci mertebe kuvvet serileri i¢in ii¢ tane

ilave simetriye sahip olunur. Yani
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X, = Lon O X, = (curxu )L (<2h+ )L
ou oh ou oh
; (4.20)

oh

dir. incelemelerde iiciincii mertebe kuvvet serisi hali icin (4.3) denkleminin 8 tane Lie-

0 0 0
X, = (—1+tux)a—u+thx , X, =(h, +uux)a—u+(uhx +hux)8_h

Backlund simetrisine, dordiincli mertebe kuvvet serisi agiliminda 16 tane v.s...

Sonug¢ 4.4.Diizlemsel akis i¢in bir tabakali s1g su dalga denklemleri birinci mertebe
sonsuz Lie-Bécklund simetrisine sahiptir. Eksenel akis halinde, yani (5.13) denklemi

icin yalnizca asagidaki Lie-Bécklund simetrisi mevcuttur:

0 0
X =(u+ —+(2h+xh )— 4.21
(—u xux)au ( xx)ah (4.21)

4.5. Korunum Kanunlari

4.5.1 Diizlemsel akis icin korunum kanunlarinin elde edilmesi
(4.3) denklemi i¢in (1.57) Lagrangiani
L :v(h, +uh, +hux)+ w(u, +uu_+h,) (4.22)

olarak yazilir. Burada v vew eslenik degiskenlerdir. Bu Lagrangian kullanilarak

oL =—(w, +uw_+hv ), oL =h, +uh_+hu_ (4.23)
ou ov

ve
%z—(wx +v, +uv,), %zut +uu +h (4.24)

elde edilir. (4.23)-(4.24) denklemlerinden aciktir ki, (4.22) Lagrangiani i¢in Euler-

Lagrange denklemleri (4.3) diizlemsel akis denklemleri ve yeni v,w bagimh
degiskenleri igin

w, +uw_+hv, =0, 425)
w,+v, +uv =0 .

eslenik denklemlerini verir. (4.25) de w=h, v =u yazilirsa bu durumda bir tabakali s13

su dalga denklemlerinin diizlemsel akis hali olan



61

he+ huy + hyu =0,

ur+he +uu, =0
elde edilir. Dolayistyla diizlemsel akis i¢in bir tabakali s1g su dalga denklemleri kendi
esleniktir. Simdi, Ornegin (4.10) da bulunan X, simetrisi tarafindan elde edilen
korunum kanunlari bulunmaya calisilsin. &' =1, £°=0,1'=1, 7" =0, v=u, w=h
olmak {iizere (1.44) formiilininX,=¢Z+2 Galilean simetriye ve (4.22)

Lagrangianina uygulanmasiyla, (1.37) korunum kanununun asagidaki korunum

vektorleri elde edilir:

C, =V tF +(1—tu, )——th 6i + W tFZ—thxai+(l—tux)%
oh oh ou

X X X X

= 2uh +t(uh, + hu,)

2 _ 8F1) (_ an
c; v((l tux)at —thy o, + w( —thy Ght+(1

= —tuh, — thu, + h

8F2 )

Yani,
C, = 2uh+t(uh, + hu,),

(4.26)
C; = —tuh_ —thu_+h.

dir. Sayet bu nicelikler D,(C") =0 de yerine yazilir ve bazi basitlestirmeler yapilirsa
Cy=uh, C; =h (4.27)
elde edilir.

Benzer bir sekilde, (1.44) formiili &'=x, &> =¢, 7' =0, =0 olmak iizere
(4.10) daki X; =xZ+¢t<  genlesme simetrisine ve (4.22) Lagrangianina uygulanirsa
korunum kanununun

oF oF
C! =V xF —(tu, + —L —(th + xh )—-

X X

+w( —(tu, + xu )aF —(th, + hx)%j (4.28)
ux

X

= xuh, — 2thuu, — tu’h, + xhu, — thh,,
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akisi elde edilir. Ayrica, X; operatdrii korunum kanununun

oF oF
C? = tF —(tu, + —L_(th +xh)—-
3 V(l (tu, x”x)a (th, xx)@hj

ul‘ t

+wW tF, — (tu, + xux)ai —(th, + xhx)% (4.29)
ou oh

= tu’h, + 2thuu, — xuh, — xhu_ + thh_
yogunlugunu verir. Sayet bu nicelikler D,(C') =0 korunum kanunu bagntisinda yazilir
ve bazi basitlestirmeler yapilirsa
C, = hu® —thh,,
(4.30)
C; = thh, +ubh.

elde edilir. Ozetle yukaridaki yontem uygulanarak her bir simetri i¢in korunum

vektorleri kolaylikla olusturulabilir. Ornegin X, operatoriine karsilik

Cl=wh+in?,
2

(4.31)
C? = uh.
korunum vektorleri elde edilir. (4.12) deki X, operatdriine karsilik da
C = Snn + Lhutu, ~Luh, — thPu, —20uhh, — 200h - 2u*h -,
3002 2 (4.32)

C: = ltu3hr —2tuhu, —luzh.
2 3

seklinde korunum vektorleri elde edilir. Aciktir ki, diizlemsel halin her bir sonsuz kiigiik

simetrisi i¢in agikar olmayan korunum kanunu olusturulabilir.

Sonu¢ 4.5. Yukaridaki incelemelere gore bir tabakali s1§ su denklemlerinin

diizlemsel akis hali i¢in sonsuz asikar olmayan korunum vektorii mevcuttur.
4.5.2. Eksenel akis icin korunum kanunlarinin elde edilmesi

Eksenel akis

h, +uh_+hu, +%: 0,
' B ¢ (4.33)

u, +uu, +h =0.
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bir tabakali s1g su denklemlerini gbz 6niine alalim. (4.33) i¢in
L=v(h +uh +hu, +%) +w(u, +uu_+h,) (4.34)
X

formal Lagrangiani olusturulsun. (4.3.2) de, (4.34) denkleminin dort tane Lie nokta
iireteci kabul ettigi gosterilmisti. Simdi eksenel akis hali igin eslenik denklem

olusturulmaya ¢alisilsin. (1.54) den

a_o_pfa) (o
ou Ou ou, "\ Ou,

(4.35)
[ 5
=—|w +hw +uw, ——
X
ve
! x (4.36)

uy
=—(v, +uv_+w, —?)

elde edilir. w=h, v=u yada w=u,v=h durumlan ayr1 ayr1 géz oniline alinsin ve

yukaridaki eslenik denklemlerde yerine yazilsin. Agiktir ki, eksenel akis kendi eslenik
degildir. Dolayisiyla w ve v eslenik degiskenlerine bagimli olan yerel olmayan

korunum kanunlar elde edilir.

Diizlem akis hali i¢in tasvir edilen yontemin (4.14) deki simetrilere uygulanmasiyla

Cl1 = —v(hu, +uh,)—w(uu, +h,),

(4.37)
C12 = _Vht _Wut’
€} = V(e + uh—thu, ~tuh,) + (e, — o, ~ h,), 438)
C; = —tvh, —w(tu, + xu.)
Cl = v(xh, +4uh)+w(xu, +u’ +2h), (4.39)

C; =v(2h—xh,)+w(u—xu, +2h—xh,)
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tuh xh t*
Ci = \{—xtht +7—7+3(hu, +Mht)]

w® xu t° t?
W —xtu, + ———+—uu, +th+—nh, |,
2 2 2 2
g g g (4.40)
C: =v| th——uh, ——hu, ——uh+ xth_
2 72 7 2x
m o x t’
W xtu, +—————uu, ——h,
202 2 2

korunum kanunlar1 elde edilir. Birinci boliimde denklem sistemleri i¢in ifade edilen
yerel olmayan korunum teoremi (Teorem (1.5.9)) aym1 zamanda Lie-Bicklund
simetrileri i¢in de gegerlidir. Ornegin kisim 5.4 de, eksenel akis i¢in birinci mertebeden
X=(-u+xu)L+(-2h+xh )% Lie-Bicklund simetrisi elde edildi. (1.44)
formiiliiniin kullanilmastyla birinci mertebe Lie-Bécklund simetrisine karsilik gelen

C' = v(=3uh + xhu_ + xuh_)+ w(—u2 +xuu, —2h +xhx),

(4.41)
C* =v(=2h+xh,)+w(—u+xu,)
korunum vektorii elde edilir.
4.5.3. Dispersiv s1g su dalga sistemleri
Simdi (1+1) boyutlu
h,+uh_+hu, +lum =0,
3 (4.42)

u, +uu_+h, =0.
dispersiv s1g su dalga sistemleri goz oniine alinsin. Yukaridakine benzer yontemlerin

uygulanmasiyla formal Lagrangian ve eslenik denklemler sirasiyla

L=v(h +uh +hu, +%um)+w(ut +uu_ +h), (4.43)
ve
o =—(w, +hv, +uw, +lvm) =0,
ow 3 (4.44)
oL
—=—-(v,+uv,+w,)=0.
S : ,

bicimindedir. (4.44) de w=h, v =u olarak secilirse bu takdirde
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F'=—(h +hu_+uh, +lum) =0,
=73 (4.45)

Fy=—(u,+uu_+h)=0
elde edilir. Dolayisiyla (4.42) denklemi kendi esleniktir. (4.42) denkleminin (4.16)

simetrilerine (1.44) formiilii uygulanirsa sirasiyla

C| =uh, +hu,,
(4.46)
Cy=—hu_—uh_,
2 2
C,=-D, u2h+uu—”+h——ux ;
3 2 6
(4.47)
5 o B u
C,=D|uh+—|+—-u_,
2 3
C! = D, (uh) + 2uh + 2 4 u® + 1,
3 (4.48)
C; = h—thu, +u—tuh,,
Ci =_£L+(£+£ux+mtj 2uh+u"" +(h+£hx+thtj(u2+h)
2 2 2 3 2
“Sp (B vt |+ ED v, |, (4.49)
3 2 2 3 2 2

C: = —tL+(z+fux +tu,jh +(h+£hx +th,ju.
2 2 2

korunum vektdrleri karsilik gelir.
4.6. Potansiyel Simetrilerin Olusturulmasi

Bu kisimda diizlemsel akis i¢in bir tabakali sig su dalga sistemlerinin potansiyel
simetrileri arastirilir. Eksenel akis ve dispersiv dalga hareketi i¢in potansiyel simetriler
de benzer sekilde bulunabilir. Bluman ve ark. (1988) de korunum formunda yazilabilen
kismi diferensiyel denklemler i¢in, yeni simetri sinifi bulmak i¢in bir metot onerildi.
Potansiyel sistemin Lie simetrileri bir potansiyelin yeni bir bilinmeyen fonksiyon olarak
takdim edilmesiyle analiz edilir. Bu kisimda sonsuz kiigiikleri bagimsiz, bagiml ve
potansiyel degiskene bagimli olan potansiyel sistemin Lie nokta doniisiim gruplarinin
simetri simiflar1 elde edilir. Bu simetriler ne nokta simetrisi, ne de Lie-Backlund

simetrisidir. Potansiyel simetrilerin mevcudiyeti degismez ¢éziimlerin olusumuna neden
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olur (Khater ve ark. 2002).

(4.3) denkleminin potansiyel simetrilerini bulmak i¢in, 6rnegin (4.30) daki korunum
vektorlerini alip onlart
D G(x,u,u,))—D,H(x,u,u,)=0 (4.50)
yani
D, (thh, +uh)— D (thh, — hu*) =0 4.51)
formunda yazalim. v(x,¢) potansiyelinin bir yardimci fonksiyon olarak géz dniine
alinmasiyla
v.=H =thh, +uh, v, =G =thh, — hu’. (4.52)
sistemi (4.51) korunum formuyla iligkilendirilebilir.
X=¢£7 (x,t,u,h,v)a—ax + f’(x,t,u,h,v)§+ n" (x,t,u,h,v)%Jr n' (x,z‘,u,h,v)ai

2% b 2 E

nokta simetrisinin (4.52) potansiyel sistemi tarafindan kabul edildigi farz edilsin. lyi

bilinir ki, iireteci karakterize eden homojen lineer sistem

X'(v, —thh, —uh)=0, X'(v, —thh, +h*)=0, (4.54)
den elde edilip 6zdes olarak saglanmalidir. Lie nokta simetrilerinin bulunmasinda
yapildig1 gibi, degismezlik kosullar1 ve uzanim formiillerinin kullanilmasiyla, 6rnegin

sonsuz kiigtiklerin altinct mertebe kuvvet serisi agilimindan
2 2
EX(x,t,u,h,v) = 2xuh +§thu2 +§zu4 _gv,

6 8
“(x,tu,h,v) = —thu+—tu’,
S'( ) . s

n"(x,t,u,h,v)= %hu2 —%u“, (4.55)

2
", t,u hv) = —hu’,
n( ) T
n' (x,t,u,h,v) = xh’u’.

ya da
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7., 2 41
“(x,t,u,h,v)=—thu™ +=tu” ——v,
& ( ) 5 s s

1 8
“(x,tu,h,v) = —thu +—tu’,
S ( ) s T

77“()c,t,u,h,v):%hu2 —%u“, (4.56)

2
", t,u hv) = —hu’,
n°( ) T
n'(x,t,u,h,v)=th*u’.

elde edilir. Dikkat edilirse (4.55) ve (4.56) da £* v ye bagimli oldugu i¢in yerel
olmayan simetridir.

Potansiyel simetrilerin elde edilmesi goz Oniine alinan denklem sistemlerinin
¢Oziimlerinin elde edilmesinde olduk¢a Onemlidir. Besinci boliimde korunumsuz
Fokker-Planck denkleminin potansiyel simetrileri araciligiyla degismez ¢oziimleri elde
edilir.
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5. KORUNUMSUZ FOKKER-PLANCK DENKLEMINiN DEGiISMEZ
COZUMLERI VE KORUNUM KANUNLARI

Bu béliimde bir parcacigin hiz ve konumunun olasilik yogunluk fonksiyonunun
zaman degisimini tasvir eden Kolmogorov denklemi olarak da bilinen bir boyutlu
korunumsuz Fokker-Planck (FP) denklemi g6z oniline alinmis, korunum kanunlari
iiretilmistir. Elde edilen korunum kanunlarinin bazilar1 denklemin Lie nokta iiretecleri
ile asosiye edilmistir. Fokker-Planck denklemi olusum tiirtinde oldugu i¢in Lagrangian
formiilasyonuna miiracaat edilip korunum kanunlart olusturulamaz. Bunun yaninda
denklemin potansiyel simetrileri olusturulmus ve simetrilerden birinin kullanilmasiyla

degismez ¢oziim elde edilmistir.

FP denklemi olasilik teorisi (Markov siirecini tasvir etmede FP denklemi ana
denklem olarak ifade edilir), lazer fizigi, elektronik gibi farkli alanlarda ortaya ¢ikan
bir¢ok fiziksel olay1r modeller. Basitlik olmasi agisindan bir uzay degiskeni hali i¢in, FP
denklemi

u, =a(t,x)u  +b(t,x)u, +c(t,x)u (5.1)

parabolik denklemi bi¢imindedir. Burada u olasilik yogunluk fonksiyonu, ¢ ve x

sirastyla zaman ve uzay koordinatlari, ve a, bve ¢, t ve x in diizgiin fonksiyonlaridir

(Gardiner 1985), (Risken 1989). Bu boélimde, (6.1) in korunumsuz yani
a(t,x)=1, b(t,x)=x ve c(t,x) =0 hali olan

u, +xu, —u, =0. (5.2)

denklemi ele alinacaktir.

Iyi bilinir ki, verilen bir sistemin korunum kanunlar1 biliniyorsa ve o korunum
kanunlar1 verilen sistemin simetrileri (Lie nokta veya Lie-Bécklund) ile asosiye
olabiliyorsa bu takdirde yeni korunum kanunlar1 elde edilebilir. Bu bilgi 15181 altinda
yeni korunum kanunlarindan bagka korunum kanunlari olusturulur. Bunun yaninda,

korunum kanunlarindan biri kullanilarak (5.2) denklemi, korunum formu halinde yazilir



69

ve buradan potansiyel (yerel olmayan) simetriler elde edilir. Potansiyel simetrilerden
biri kullanilarak Pucci ve Saccomandi (Pucci ve Saccomandi 1993) tarafindan 6nerilen

algoritma yardimiyla degismez ¢6ziim elde edilir.
5.1. FP denkleminin Lie Grup Analizi

Bir boyutlu, korunumsuz FP denklemi
u, +xu, —u, =0 (5.3)
seklindedir. (x, ¢, u) da
x'=x"(x,t,u,&), t =t (x,t,u,&)u” =u"(x,t,u,&), (5.4
ile verilen bir parametreli Lie grup sonsuz kiiciik doniisiimleri gdz Oniine alinsin.
Burada ¢ grup parametresidir. (5.4) grubunun sonsuz kiigiik iireteci agagidaki vektor

formunda ifade edilebilir:

0 0 0
X=¢—+1—+n— 5.5
S Ta (5-3)

Burada &,7,17 grup degiskenlerinin sonsuz kiiciik degiskenleridir (bagimsiz ve bagimli
degiskenler). Bu takdirde kars1 gelen bir parametreli Lie grup doniisiimleri
x" = x+eE(x,t,u)+0(e%), t* =t+er(x,t,u)+0(e?), (5.6)
u' =u+en(x,t,u)+0(%).
olur. Lie klasik metodunun (5.3) denklemine uygulanmasiyla yedi parametreli Lie

gruplarina neden olan denklem sistemi elde edilir. Bu Lie grubu ile asosiye olan

X, = ﬁ’ X, zui, X, :e*tg, X, :eti—etuxi
ot ou ox ox ou
Xymderyl L0 (L 1 @ (5.7)
2 ox 2 ot 2 2 ou
XG:le’z’xQ—le’z’ 0 X, :i.

2 ox 5 5’ ou

tiretecleri ile temsil edilebilen Lie cebri elde edilir.

5.2. Korunum Kanunlarimin Hesaplanmasi

(5.3) denkleminin (1.57) formal Lagrangiani
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L=(wu_+xu —u,) (5.8)
bicimindedir. (5.8) in gz Oniine alinmasiyla, (5.3) denkleminin eslenik denklemi
olusturulabilir. (5.8) denkleminin (1.54) de yerine yazilmastyla

F'=v,+v_ —xv. —v=0 (5.9
eslenik denklemi elde edilir. Simdi (6.3) denkleminin kendi eslenik 6zelligi arastirilsin.

Sayet (5.9) denkleminde u =v yazilirsa u_ —xu_—u+u, =0 denklemi elde edilir.

Yani F # F* dir. Dolayisiyla (5.3) denklemi kendi eslenik degildir. (5.9) denklemi

0

X ==
ot

(5.10)

zaman Oteleme simetrisini kabul eder. Bu simetriyi kullanarak, (5.9) eslenik

2

denkleminin v=e* degismez ¢6ziimiiniin elde edilebilecegi agiktir.

(5.9) eslenik denklemi (5.3) denkleminin (5.7) simetrilerini kabul eder. Ger¢ekten

eslenik denklem v degiskenine uzatilmis olan X operatoriinii
VX4 S =2 DE (5.11)
\

ile kabul eder. Burada
X(F)=AF (5.12)
dir. Bu bir 6rnekle gosterilmeye ¢alisilsin. Sayet (5.7) den X, operatorii ve onun

uzanimi

0, 0 0 0 0
X, =e a—euxa—u,Xf:X4+§oau +d, o +4, o (5.13)

t X XX

g6z ontine alinir ve (1.17) uzanim formiilleri kullanilirsa
$,=—xe'u—xe'u,—e'u,
¢, =—e'u—xe'u, (5.14)
¢, =-2e'u, —xe'u_.

elde edilir. Dolayisiyla X, in uzatilmis vektorii

X;=eé i—e’uxi—e’(xu+xut +ux)i—e’(u+xux)i—et(2ux +)cuxx)i
ox ou ou ou 0

t X XX

(5.15)

bigimindedir. Burada X;, X, {in ikinci uzanimi anlamna gelir. Sayet (5.12)
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degismezlik kosulu uygulanirsa,
X7 (F)=—-xe'(u,, +xu, —u,) (5.15)
elde edilir, buradat , —xe'.dir. Dolayisiyla, 7, , xe'v dir. Boylelikle, X,

operatoriiniin v operatoriine olan (5.11) uzanimi
Y:eti—etuxi+xe’vi (5.16)
Ox ou ov

formuna sahiptir. Simdi denklemin korunum kanunlari olusturulmaya c¢alisilsin. (5.7)
deki simetrilerden 6rnegin X, segilsin. (1.44) formiiliiniin &° =0, &' =0, n=u
olmak tizere X, =uZ simetrisine ve (5.8) formal Lagrangianina uygulanmasiyla,

(1.37) korunum kanununun asagidaki korunum vektorleri elde edilir:
Cy=u oL =-vu,

ou, (5.17)

C, =[xv—D_(v)lu+vD, (u) = xuv—uv_+vu,

Uyant 5.1. (5.7) deki her bir Lie nokta simetrisi ve (6.8) Lagrangiani (1.38)

degismezlik kosulunu saglar.

2
2

Sayet (5.9) eslenik denklemin ¢oziimlerinden biri olan v=e? (5.17) de yerine

yazilirsa

2 2

Cl=—c’u, Cl=e’u, (5.18)
yerel korunum vektorleri elde edilir. Uzun hesaplamalar neticesinde (5.3) lin her bir
simetrisine karsilik sirastyla asagidaki korunum vektorlerinin karsilik geldigi gortiliir:

C) =vu,, C| =-—xvu, +vu —vu,,
C)=—vu, Cy=xuv—uv, +vu_,
Cy=ve'u, Cy=e"'(uyv,—vu,),

Cy =ve'(u, +xu), Cy =—ve' (uv, +u, +x’u+u)
2t
e
C? = —Tv(ut +xu, +u+ux’),

2t
Ci= %v(3ux +2xu, + xu(3+x7) + u,x)

2t
—67\/)C(u(x2 +1)+xu, +ut),
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5 v (xu, —u,), (5.19)

2

Agiktir ki, sayet v=¢? ¢oziimii C! ve C! de kullanilir ve (1.37) korunum kanunu
tanim1 hatirlanirsa asikar korunum kanunlar1 elde edilir. Simdi, (5.18) den yeni

korunum kanunlar iiretilmeye galisilsin (5.18) deki C) ve C,

2 2
2

C'=—¢?u, C'=c’u, (5.20)
korunum bilesenlerine sahip olan (5.3) denklemi X, =< simetrisi ile (2.34) anlaminda

asosiyedir. (5.20) nin X, =u < iizerindeki etkisinden

C = X(C*)+C°D.(£)=C'D.(£") = ¢ u = C° (5.21)

Ve

2

Cl=e’u=C (5.22)
elde edilir. Dolayisiyla X, yeni bir korunum kanunu iiretmez. Ayrica, kanonik Lie-
Bécklund operatorii olan X , asagida yapilan islemlerde de goriildiigii gibi yeni bir

korunum niceligi vermez:

¥=ul, Xy =—etu=c?,

ou (5.23)
X,(chH=C'=cl

Fakat 6rnegin X, i¢in (2.34) iin kullanilmasi suretiyle yeni korunum kanunlar1 elde

edilebilir. X; iin (5.18) tizerindeki etkisi

, (5.24)
C! = (xu, —u)e " .

verir. Yeniden sayet kanonik yaklagim kullanilirsa

T 0 0 0 v ol el
X; C° =C}=C,, X5 C' =C,=C, (5.25)
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(5.21)-(5.22) elde edilir . Simdi FP denkleminin

C'=—cu, C'=e"u, (5.26)
korunum kanunlar1 ile asosiye olan nokta simetrileri tespit edilsin. (6.20) lizerindeki
simetri kosullar1

X(CH+C'D,(E)-C'D,(E) =0, X(CH+C'D,(EN)-C’D,(E")=0  (5.27)
seklindedir. Burada X
0

0
X =r—+&—+n—+ +
T e T T T

0 0 0 0

+ 5.28
6” élxx au ( )

t X xx

biciminde tanimli olan uzatilmis iretecgtir. (5.27) nin belirleyici denklemlerinin

kullanilmas1 ve birinci mertebe tiirevli tek terimlilerin ayrilmasi suretiyle X, X, ve X,

simetrilerinin (5.26) ile asosiye oldugu goriiliir. Dolayisiyla C°ve C' ile asosiye olan

¢ simetri mevcuttur. Dikkat edilirse {X,,X,, X} (5.3) denkleminin nokta simetri

tirete¢lerinin Lie cebrinin bir alt cebrini olusturur.
5.3. Potansiyel Simetriler ve Degismez Coziimler

(Bluman ve ark 1988) da korunum kanunu olarak yazilabilen her bir diferensiyel
denklem i¢in potansiyel simetri kavrami verildi. Burada g6z oniine alinan hal i¢in (1.37)
korunum kanununun tanimi

D G(x,u,u,))—D,H(x,u,u,)=0 (5.29)
olarak yazilabilir. Burada D_ ve D, total tiirev operatorleridir. w = w(x,t) yardimct
potansiyelinin tanimlanmasiyla (5.29) a denk olan

w=G,w=H (5.30)
potansiyel sistemini olusturmak miimkiindiir. (5.30) un klasik Lie nokta simetrilerini

hesaplamak igin
0 0 0 0
X =&(x, t,u,w)—+t(x,t,u,w)—+n(x,t,u,w)—+ @(x,t,u,w)— (5.31)
Oox ot ou ow

vE onun

0 0 ) 0
X'=X+n* +n' +@* + o' 5.32
g ou g ou 14 ow 14 ow ( )

X t X t

birinci uzanimi tanimlanir. Burada
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n*=Dn-uD¢—-uDo,n =Dn—uD,E—uD,rt, (5.33)

p*=Do-wDE-wDr, ¢ =D@p-w.D,E-wD,T
dir.

X's=0

bagintis1 géz Oniine alinirsa (5.30) denklemi tarafindan kabul edilen klasik nokta
simetrilerin belirleyici denklemlerine ulasilir. &,7 veya 7, w ya bagiml olmak iizere
bu sekilde kabul edilen X sonsuz kiiclik iiretecli simetriye (5.29) denkleminin
potansiyel simetrisi denir. Potansiyel simetriler yerel olmayan simetrilerdir. Simdi

asagidaki teoremler verilecektir:

Teorem 5.2. m > 2 mertebeli (5.30) denkleminin potansiyel simetri kabul etmesi
i¢cin gerekli kosullar

oG

auO,m—l

=0ve H = H(x,t,u,u_,u,) (5.34)

olmasidir.

m=2i¢in H=H(x,t,u,u_,u,), ve G=G(x,t,u,u_,u,)oldugundan gosterilir ki
potansiyel simetriler yalnizca akinin yogunlugu en ¢ok # nun birinci mertebe tiirevine

bagimli ise mevcut olabilir.

Teorem 5.3. (5.30) denklemi, yalnizca sayet asagidaki formlardan biri olarak farz
edilirse
w, =K, (x,t,u)u, + K,(x,t,u)u_+ K, (x,t,u), (5.35)
potansiyel simetrileri kabul eder . Burada K, # 0 dir aksi takdirde
w, =K(x,t,u,u) (5.36)

olup bu halde 7 = 7(¢) dir.

Simdi R, son teoremin sartlarin1 saglayan H ve G nin se¢imiyle korunum
formunda yazilabilen bir kismi diferensiyel denklem olsun. R nin potansiyel
simetrilerinin belirlendigi farz edilsin. Simdi, indirgeme metotlar1 ile tam ¢oziimleri

bulmak i¢in bu simetrilerin nasil kullanildig1 gosterilecektir.
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S i¢in bir nokta simetrisi verildiginde degismez yiizey kosullari

E(x,t,u,wyu, +(x, t,u,wyu, —n(x,t,u,w) =0, (5.37)
E(x, t,u,wyw, +7(x,t,u, w)w, —g(x,t,u,w)=0. '

0(51,9,83)
o(u,w)

bicimindedir. Asosiye karakteristik sistemin ¢ozlimleri in ranki 2 olmak tlizere

s (x,tu,w)=c,, 8,(x,t,u,w)=c,, S;(x,t,u,w)=c, (5.38)

bicimindeki li¢ bagimsiz integral ile verilir.

(5.37) denkleminin ¢oziimleri (5.38) bir parametreli karakteristik egri ailesi olarak

u=U(x,tz,h(z),h,(2)),
w=V(x,t,z,h(z),h(2)),

G(x,t,z,h(2),h,(2))=0 (5.39)
elde edilir. (5.39), z yikapali sekilde (x ;¢) nin bir fonksiyonu olarak tanimlar.
(5.39), (5.37) nin iki denklemi arasinda w nin yok edilmesiyle elde edilen ikinci
mertebe
n* (x,t,u,u,,u,)=0 (5.40)

denkleminin ¢ézlimlerinin bir ailesidir.

Sin degismez ¢oziimleri (5.39) denklemi ile verilir. Burada 4,(z); i=12 S de
yerine koymakla elde edilen 5 adi sisteminin ¢oziimleridir. R, S nin diferensiyel bir

sonucu olup, S in ¢éziimleri R nin F, ¢dzlimlerini verip

N tuur,uy, .y ty1) = 0 (5.41)

diferensiyel bagintisim1 gercekler. (5.41),(5.37), ve

EH+1G-¢=0 (5.42)
arasinda wnin yok edilmesiyle elde edilir. R nin ¢oziimlerinin F,; ailesi (5.39), ve
(5.39), tin Rde dogrudan yazilmasiyla belirlenebilir. Bu suretle z; A ; A, yi ihtiva

eden bir baginti, m . mertebeye kadar tiirev, ve x ya da ¢ ile verilen bir parametre elde

edilir. Parametrenin her bir degeri i¢in bagintinin 6zdes olarak sifir olmasi koyulursa bu
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h.(z) lzerinde gzo adi diferensiyel sistemine yol agacaktir. F, , (5.39), ile verilir.

Burada £,(z) Z in ¢oziimleridir. Bu takdirde F, (5.41) denklemi igin bir ¢6zim
ailesidir. Diger yandan, (5.41) denklemi yaninda F,, de (5.38) denklemini saglar, bu

takdirde F, , F, iginde kapsanir.

(5.3) denkleminin potansiyel simetrilerini bulmak i¢in ,(5.3) denklemi asagidaki
korunum formunda yazilir (burada, 6rnegin, X, simetrisine karsilik gelen C; ve C,
korunum vektorleri goz oniine alinirsa)

D, (—e%u) -D, (—e%ux) =0. (5.43)
Bir w(x;t) potansiyeli, yardimci bilinmeyen fonksiyon olarak géz 6niine alinirsa,

b 22
2 2

u (5.44)

w, =-—e
S potansiyel sistemi (5.43) ile asosiye olabilir. R lineer bir kismi diferensiyel denklem

oldugu i¢in ve S potansiyel sistemi lineer kismi diferensiyel denklem sistemi oldugu

icin, & ve 7 u ve w dan bagimsiz olup u ve w da lineerdir. Ayrica, S sistemi
w, = K(x,t,u,u)
in bir 6zel halidir (Bu durumda 7 =7(¢)dir). Klasik algoritma kullanilirsa, (5.44)

denkleminin asagidaki simetri tiretecleri elde edilir:

0 0 0

X, =—, X,=e'ux——-e'"—,
ot ou Ox
X, =eMu(x’ + l)ai - e2tx§ —e” 62’
u X t (5.45)
L0 B LB
X,=—e —+we *—-wxe —
Ox Ou ow
X, =—xe™ 9 +e 2 +2e7 (u+wxe™ )i +we X (=x* + 1)i
ox ot ou ow

(5.3) denklemi icin yukaridaki simetrilerden yalnizca X, ve X, potansiyel simetridir.

X, potansiyel simetrisi i¢in potansiyel sistem

X2
w, o =—e’u, w, =—e

X

-
MY

y (5.46)

X

olup degismez yiizey kosullari ile alakali karakteristik sistem
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X = E(t s, w) 2t 2ty 1, w) S 3, W) 2+l ) (5.47)
ox ot ou ow
simetrisi igin

g(t’x,uiw)ux + z-(t’ x,MDW)ut _ﬂ(t7'x3uﬁw) = 0’

(5.48)
S, x,u,wyw,_ +(t,x,u,w)yw, —o(t,x,u,w) =0
oldugu i¢in (5.48) den
x2
—etuy—we "7 =0,
—e'w, +wxe' =0 (5.49)
veya
u, + we ? =0,
-w, +xw=0 (5.50)

olup bu kismi diferensiyel denklem sisteminin ¢éziimii asagidaki ii¢ integrali kabul

eder:

2 2

Co=t,c =we ’,c,=u+wxe *. (5.51)
Sayet ¢, = z bir parametre olarak farz edilirse, (5.51) de ¢, = h(z), ve ¢, = h,(z) olup

buradan

u = hy(2) —xhi(2),

w = h (2)6%

z=t (5.52)
elde edilir. (5.52),,

n=u_ =0, (5.53)
ikinci mertebe denkleminin bir ¢oziim ailesi olup (5.50) deki denklemler arasinda w nin
yok edilmesiyle elde edilir. Simdi, F, ¢oziimlerini elde etmek i¢in, (5.52),, (5.3) de
yerine konursa

h, —xh, +xh, =0 (5.54)

elde edilir. (5.54) denkleminden,
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h, =0,
, (5.55)
h,—h, =0
biciminde (;) sistemi mevcuttur. Buradan
h(z) =c,e’, (5.56)
h,(z) =c,
¢Oztumleri elde edilir. Burada c,,c, birer sabittir. Bu takdirde, F,
u=c, —xce' (5.57)

olur. Ayrica, (5.52),, birinci mertebe

ﬁzxux—uzo

denkleminin (5.52) ve (5.42) denklemleri arasinda w nin yok edilmesiyle elde edilen

¢ozlim ailesidir. F, ¢ozlimlerini bulmak icin, (5.52), denklemini (5.46) denkleminde

yerine yazarak (;)

h,(z)=0,
, ’ (5.58)
h(2)=h(2)=0
elde edilir. Bu sistemin ¢oziimiinden
b~ e (5.59)
h,(z) = 0.
elde edilir. Burada ¢, bir sabittir. Bu takdirde F, ¢6ziim ailesi
u=—csxe' (5.60)

bigimindedir. A¢iktir ki, F, F, iginde kapsanur.
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6. YEREL OLMAYAN SIG SU DALGA DENKLEMININ KORUNUM
KANUNLARI

Yerel olmayan s1§ su dalga denklemi
u., +ouu, —fud (u)—u,—u, =0 (6.1)
bicimindedir. Burada « ve [ keyfi sifir olmayan sabitler olmak {izere

0.\ (u,)= Iu,dx olup (6.1) denklemi Boussinesq yaklasimi olarak adlandirilan klasik

s1g su teorisinden elde edilir. Literatiirde iki 6zel hal olan o =24 ve a = f durumlari
icin (6.1) denklemi tizerinde bazi ¢aligmalar yapilmistir. & =24 hali Ablowitz (1974)
o = [ hali Hirota ve Satsuma (1976) tarafindan ele alindi. Her iki 6zel hal de ters

sacilim teorisi ile ¢oziilebilir.

Yerel olmayan denklemlerin korunum kanunlart igin literatiirde olduk¢a az ¢alisma
goriiliir (Benney 1973). Burada denklemin yerel olmayan yapisi onemlidir ve bu
yapidan dolay1 belirleyici denklemleri ¢6zmek miimkiin degildir. Bununla birlikte bu
problemi ¢dzmek i¢in son yillarda iki 6nemli ara¢ zuhur etti. Bunlardan biri yerel
olmayan denklemlerin simetrilerini bulmak i¢in degismezlik kriterinin genellestirilmesi
ve yerel olmayan belirleyici denklemlerin ¢6ziimii i¢in yeni bir teknigin mevcudiyetidir.
Digeri ise denklemin her bir simetrisine asikar ya da asikar olmayan bir korunum
kanunu karsilik getiren yerel olmayan korunum teoremidir. Bu iki yaklasimi

birlestirerek (6.1) denkleminin korunum kanunlar1 olusturulmaya calisilacaktir.
6.1. Yerel Olmayan Sig Su Dalga Denkleminin Lie Grup Analizi

Bu kisimda bir integro-diferensiyel operator ile ifade edilen
F=u_+ouu,—u,—u_—puTw)=0, T(u)= J.u,dx, u=u(x,t) (6.2)

yerel olmayan sig su dalga denkleminin genel Lie nokta gruplarini olusturmaya

calisacagiz. (6.2) denklemini degismez birakan en genel Lie doniisim gruplarini
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bulmada, kullanilacak olan metotlar birinci boliimde izah edildi. (6.2) lineer olmayan
IDD’yi yalmzca bir tek bagiml degisken yani u ve iki bagimsiz degisken olan ¢,x e

bagimhdir. (6.2) denklemi (¢,x,u,u,,u _,u_,u_,,T(u)) uzay degiskenlerinde verilen

xxt >

ylizey olarak gdz Oniine alinabilir. Simdi & grup parametresine bagimli olan

[ = ;(t,x,u;g); x= ;c(t,x,u;g); "= ;t(t,x,u;g) (6.3)

doniisiim gruplarini goz oniine alalim. (6.3) e karsilik gelen sonsuz kii¢lik doniisiimler

X=x+8e8 +0(E), t=t+ef, +O0(e%), u=u+en+0(e) (6.4)
seklindedir. Burada &, =&, (¢,x,u) ve n =n(t,x,u) dir. (6.1) denklemini degismez
birakan sonsuz kii¢iik tireteg

0 0 0
X=¢—+&E—+n— 6.5
glﬁx 5282‘ Uau (6.5)

ile verilir. Burada &, ve 7 yalnizca bagimli ve bagimsiz degiskenlerin bir fonksiyonu

olup, bagimli degiskenin bagimsiz degiskenlere gore tlirevlerine bagimli degildir.
Bagimli degiskenin tiirevlerinin (6.3) doniisiim gruplarinin tanimlarina dayanarak

genislemeleri

Uisi =u, +en) +0(7), u; = u, +en’ +0(e?), Uy = u +en” +0(g%)  (6.6)

olarak yazilabilir. (6.6) dan dolay1 (6.5) sonsuz kii¢iik iiretecinin {iiglincii uzanimi
dontisiim gruplarinin genel teorisine dayanarak kolay bir sekilde olusturabilir. 7'(u)

integro-diferensiyel operatorii ile iliskili sonsuz kiiclik grup yerel olmayan denklemler

icin degismezlik kriterinin taniminin kullanilmasiyla asagidaki sekilde yazilabilir:

T(u)= [uidx=[(u,+en) +O()(1+aD, & )dx

b D (6.7)
= T(u)+ &P, (u)+ O(e%),
Burada
Pr() = [(,D.& +n.")dx (6.8)

dir. Bu takdirde (6.8) integro-diferensiyel operator ile iliskili terim ve 7'(u) yerel
olmayan degiskeni iceren (6.5) iretecinin degistirilmis tiird (1.117) taniminin

kullanilmasiyla
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T
X=xen Lin0 LT pa 2

ou, ou, ou,, o(T(u))

seklinde yazilabilir. (6.9) iireteci (6.1) denkleminin F' ¢atisina uygulanirsa degismezlik

(6.9)

kriterinden asagidaki belirleyici denklemlere ulagilir:

T
XF =myp, +am, +oun;” =, =n" = fn"T(w) - u P (u). (6.10)

(6.10) dayeni A, ve A, degiskenlerinin takdim edilmesiyle , a,= a,(x,t) olmak iizere
T
)3(F:A1+A2:a1(x,t)F (6.11)

ifadesine ulasilir. Bu takdirde (6.11) denkleminin sol tarafi A, yerel ve A, yerel
olmayan terimlerin

A =i +amqu, +ouny =0 =0, Ay == T ()~ pu Pr(u)  (6.12)
toplami olarak yazilabilir. Bu (6.1) denklemi i¢in genel belirleyici denklemler olarak

g6z Online alinabilir.

(6.1) denkleminin simetri gruplar1t (6.12) belirleyici denkleminin yerel ve yerel
olmayan kisimlarinin goz Oniine alinmasiyla analiz edilecektir. Sistemin yerel kismi
diferensiyel denklemler i¢in klasik Lie grup teorisinin kullanilmasiyla ¢oziilebilir.
Bunun i¢in lineer olmayan denklemin A, yerel kismu ile iliskili belirleyici denklem

T +omu, +auny” =5 =" =0 (6.13)
olarak yazilir. Sayet (6.13) ifadesi sonsuz kiiciiklerin uzatilmig bilesenlerinin agik
formuna gore ayarlanirsa bu takdirde asagidaki sistemi elde ederiz:

0”7_251X +2ua§1x +§2X T _fzm =0,
_251“ +2ua§1u _éjzu +277xuu _2§2m _élm{ = 0’
_24:1,4 +77tuu _251”” = O’

-& =0,

—&, +ual, —& =0,
&, =0,

N =65, =61 =0,

M — &, =26, =0,

—-n, +uan, —n,+n,, =0,
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51, _ua§1, _52, _élx + 2771‘xu _é:lm - O’

& =0,

N —2& =0,

& =0,

& =0,

2n,, -26, -& =0,
& =0,

& =0

Sonug olarak bu belirleyici denklem sisteminden

S1=861(x), &2 = &2(0)

bulunur.

(6.14)

Yerel olmayan denklemi analiz etmek icin (6.10) denklemi (6.1) ile verilen orijinal

s1g su denklemleriyle beraber g6z oniine alinmali ve ¢6ziilmelidir. Bu gosterir ki, (6.1)

ve (6.10) denklemlerinin her iki ¢atist (¢, x,u,u _,u,,u

xx 2

u ) degiskenlerinin ayni uzayi

lizerinde tanimli fonksiyonlar olmalidir (Akhiev ve Ozer 2005). Boylece beklenebilir ki,

A, nin yerel olmayan terimi bu degiskenler cinsinden ifade edilebilir. P, yerel olmayan

teriminin
P.(u)=b,(x,0)T (1), b, =b,(x,t)
formunda oldugu farz edilsin. Boylelikle (6.15)
P.(u)= j(utﬁlX +n, +u,n, —u,E)dx =b, (x,t)ju,dx
formunda yeniden yazilabilir. (6.16) nin varyasyonel ayrilma neticesinde
=0, & +1,-& =b(x.0)
belirleyici denklem sistemine ulagilir. Yerel olmayan kisimdan
A, == T(w) = fu P (u) = =" T(u) = fu.b, (x,0T (1)
= =B +b,(x,0)u, )T (u) =0
ve buradan

" +bu, =0

(6.15)

(6.16)

(6.17)

(6.18)

(6.19)
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elde edilir. (6.19) ‘a kars1 gelen belirleyici denklemler

nx +ux77u _uxgi +b1 (xﬂt)ux = O’ nx +(77u _5; +b1 (x’t))ux = 0
n,=0,n,-E +b(x,t)=0.

seklindedir. . =0 ve &, =&,(¢) degerleri yukaridaki denklemlerden

znxu _2§2w _é:l“ = 0

(6.20)

2

ax"z‘ =0 dan —% =c¢, = & =-cx+c, elde edilir. Bu deger

~
o

de yerine yazilirsa, —
&, —uag, —&, —& +2n,,—-¢& =0 deyerineyazilirsa, £, +&, =0 dan
&, —¢,=0= &, =¢f +c; sonucu bulunur.

Bu degerler,
an—28, +2uad, +¢, +n,-&, =0 (6.21)

xxt

de yerine yazilirsa
2
n= [2u — —) 3 (6.22)
a

elde edilir. Bu degerler, 7, —&! +b,(x,t)=0 da yerine yazilirsa b, (x,1)=—3c, elde
edilir. Sonug olarak,
c1 =1 digerleri sifir ise
Xi = —x0, + 10, + Qu — £)d, (Olgekleme simetrisi) (6.23)
c2 =1 digerleri sifir ise
X3 = 0x ( Uzay 6teleme simetrisi) (6.24)
c3 = 1 digerleri sifir ise
X, =0, (Zaman Oteleme simetrisi) (6.25)

simetrisi elde edilir.
6.2. Yerel Olmayan Sig Su Dalga Denkleminin Korunum Kanunlar

Simdi birinci boliimde verilen yerel olmayan korunum teoremi goz oniine alinsin.

(6.1) icin eslenik denklem olan

F (t,x,u,v,..,v,. )= 5[(” touu, —u, _&L;x — pu T (w))v(x, t)] _

xxt

0, (6.26)
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dan

—ouv, +v, +v_+ v T(u)+ pvu, —v_, =0, v=v(t,x) (6.27)
elde edilir. Simdi (6.21) ve (6.22) eslenik denklemi bir sistem olarak goz Oniine alinsin.
Sistem i¢in Lagrangian (1.57) den,
L= [um +ouu, —u, —u_— ,HuxT(u)]v(x, t) (6.28)

bi¢imindedir. Yani

% =u_, +ouu, —u, —u_— Pu T(u), gu—L =—ouv, +v, +v_+ pv T(u)+ pvu, —v_, =0
(6.29)
dir. Dolayisiyla
F=u_+ouu, —u, —u_— pu T(u)=0
ot ) pu T (u) (630)

F'=—-ouv, +v, +v, + pv.T(uw)+ pvu, —v_, =0

denklem sistemi L =[u_, + omu, —u, —u, — fu T(u)(x,t) Lagrangiani altinda Euler-

Lagrange denklemleri olur.

(6.1) denkleminin (6.23)-(6.25) simetrilerinin (1.38) degismezlik kosulunu sagladigi
gosterilsin. Ornegin X, 6lgekleme simetri iiretecini gdz oniine alalm. Bu iiretecin
ticiincti uzanim (Lagrangian ti¢lincii mertebeden oldugu igin)

X13 =—x0, +10, +2(u—=1)0, + 5;’8“! + g;am +¢.0, + {;;,c?um + P ()0, (6.31)
seklindedir. Burada uzanim katsayilari, (1.17) uzanim formiillerinin kullanilmasiyla
Cl=u, Sl =Bu,, Sl = du,, Sl =, (6.32)
elde edilir. Buradan (1.38) degismezlik kosulu olarak
X’ (L)+LD,(EN=v¢l, +v&E, +20u,(u—Ly+ v =& =& — BT )

=3v(u,, +ouu, —u, —u, — Pu T(u))+D (-x)+D,(t)=0 (6.33)

xxt

elde edilir. Yani (1.38) degismezlik sart1 saglanir.

(6.1) denkleminin (1.37) korunum kanunlari olusturulmaya ¢alisilsin.
X, =—x0, +10, + 2u—2)0, (6.34)
tireteci i¢in sonsuz kii¢likler ve Lie karakteristik fonksiyonlari sirasiyla

E=—x,t=t,n=2(-1a), W =n—-S%u, -, =2u—-1/a)+xu, —tu,
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bi¢imindedir. Bu durumda Teorem 1.5.8 temel korunum teoreminin (1.44) bagintisi

kullanilirsa, aki vektort,

¢ =g +welg+p.0 )+ p.or oL |- DD, v

Oty Oty Ou g

den
x _ _ 2a _2 —
C) =—axvuu, + xvu, —2vu+=4+2uv , —=v +xu v, +bvu, —tuv,,

+3u, +xu, —tu, +2vu, —tvu,, —2uvT(u)+ 2 pvT (1)
— xpBvu,u’ +tBvu,T(u)+thvu u’ (6.35)

seklindedir. Yogunluk vektorii ise

Cl=d +we|2+ D (2 )|+ D, )|~ D, (2 )|+ D> (W) 2

den

Ct = —tvuy — tvBux T(u) + 20u?v — duv + 2uv o + 2% — 225 + qxuviy — XVily + XUy Vi

—tuVyy — Gy + Xty — tl)Vy + AVUyy + X VU (6.36)
bicimindedir. Benzer islemler asagidaki
X,=-0,," =0, =1,np=0, W =n—- &, —&'u, =u,
simetrisi i¢in de yapilirsa
Cg = gy + 200vUll; — 2VUy — Vily + UV iy — Villye — Pvu, T(u), (6.37)
Cy = —vuy + uvy — PouT(u) — Byusu? — vt + Vit (6.38)

korunum kanunlar1 elde edilir. Burada v(x,7) (6.27) eslenik denkleminin ¢éziimiidiir.
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7. SONUC

Bu doktora tezinde olusum tiirli denklemler ayrintili bir sekilde ele alinmistir.
Olusum tiirli denklemlerin Lagrangian formiilasyonunu kabul etmemesi korunum
kanunlarinin teskilinde biiyiik bir engeldir. Ote yandan ele alinan fiziksel sistemin
korunum kanunlarint bilmek o sisteme ait olan biitiin 6zelliklerin ¢ikarilmasi i¢in bir

anahtardir.

Bilinen en eski yaklagim korunum kanunu tanimi olan diverjans bagintisinin ele
aliman manifold {izerinde sifir olmasidir. Bu yaklasim Lie grup analizine dayanmayip
tamamen hesaplama tekniklerine doniiktiir. Her ne kadar son yillarda baz1 yaklagimlarin
ortaya atilmasi ve bilgisayar algoritmalarinin gelistirilmesi ile yol kat edilmisse de genel

bir yaklagim ortaya atilamadi.

Ibragimov (2007), ele alinan herhangi bir lineer ya da lineer olmayan diferensiyel
denklem (ya da sistem) in korunum kanunlarinin nasil bulunabilecegini gosterdi.
Gelistirilen bu yeni teori olduk¢a basit ve anlasilirdir. Bu yeni teorinin bir¢ok
uygulamasi yapildi. Bununla birlikte bu yeni teorinin olusum tiirii denklemleri

uygulanmasina literatiirde rastlanmamaktadir.

Bu anlamda tezin ikinci boliimiinde yerel olusum tiirii denklemler sinifindan olan
BBM denkleminin Lie grup analizi yapilmis ve gosterilmistir ki, denklemin her bir Lie
nokta simetrisine korunum kanunu karsilik gelir. Bunlardan bazilar asikar (sifir)
korunum vektorii iken, dlcekleme simetrisine karsilik gelen korunum kanunu literatiirde
ilk kez sunulmustur. Bunun yaninda denklemin korunum kanunlarindan hareketle
potansiyel sistem ve simetrileri olugturulmus ve ilerleyen dalga tiiriinde fiziksel anlama
sahip olan bir ¢6ziim elde edilmistir.

Tezin {iglincli boliimiinde keyfi fonksiyon ihtiva eden olusum tiirii denklemlerin
grup smiflandirmas: problemi esdegerlik doniisiimleri baglaminda ele alindi. Oncelikle
Lie’nin klasik teorisi kullanilarak denklemin temel Lie cebri olusturuldu. Daha sonra

esdegerlik doniisiim grubu ve iireteci elde edilerek smiflandirma problemine karsilik
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gelen keyfi f(u) fonksiyonlarindan birinin eksponensiyel fonksiyon tiiriinde oldugu

gosterilmis ve bu 0Ozel hale ilave bir Lie nokta simetrisinin karsilik geldigi

vurgulanmistir. Bundan sonra bu hal i¢in korunum kanunlar1 olusturulmustur.

Tezin dordiincli boliimiinde yerel olmayan sig su dalga denklemi g6z Oniine
alinmistir. Literatiirde kismui diferensiyel denklem (ya da sistem)’ler i¢in bilinen klasik
Lie teorisinin aksine yerel olmayan denklemler igin genel bir metot yoktur. Ustelik yerel
olmayan denklemlerin korunum kanunlar igin literatiirde oldukca az ¢alisma goriiliir
(Benney 1973). Bunda denklemin yerel olmayan yapisi énemlidir ve bu yapidan dolay1
belirleyici denklemleri ¢6zmek miimkiin degildir. Bununla birlikte bu problemi ¢6zmek
icin son yillarda iki 6nemli ara¢ zuhur etti. Bunlardan biri yerel olmayan denklemlerin
simetrilerini bulmak i¢in degismezlik kriterinin genellestirilmesi ve yerel olmayan
belirleyici denklemlerin ¢6ziimii i¢in yeni bir teknigin mevcudiyetidir. Boylelikle

denklemin her bir Lie simetrisine bir korunum kanunun karsilik gelecegi gosterildi.

Tezin besinci boliimiinde birgok fiziksel olayr modelleyen Fokker-Planck denklemi
ele alimmistir. Denklemin Lie grup analizinden 7 parametreli nokta simetrilerini kabul
ettigi goriilmiistiir. Bu simetrilerin her birine karsilik gelen asikar olmayan korunum

kanunlar1 (X, simetrisine karsilik gelen sifir korunum vektorleri hari¢) elde edildi. Bu

korunum kanunlarindan biri (6rnegin X, simetrinse karsilik gelen) ile denklemin

potansiyel sistemi olusturuldu ve potansiyel simetrileri elde edildi. Bulunan potansiyel

simetrilerden biri araciligiyla denklemin degismez ¢6ziimii bulundu.

Tezin altinc1 boliimiinde yerel olmayan si1g su denklemleri gz oniine alindi. Yerel
olmayan yapida olan bu denklemin Lie nokta simetrileri degismezlik kriterinin
genellestirilmesine dayanan metot ile elde edildi. Denklemin ii¢ parametreli Lie nokta
simetrisine sahip oldugu goriildii. Her bir nokta simetrisine karsilik gelen yerel olmayan

korunum vektdrlerine ulagildi.
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