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OZET

Bu calismada hiperbolik geometride konikler incelenmis ve bunun i¢in {ist yari
diizlem modeli secilmistir. Inceleme iki béliimde gergeklestirilmistir.

Birinci boliimde ikinci boliim i¢in hazirlik yapilmistir.

Ikinci boliimde hiperbolik konikler incelenmistir:

Ik kistmda hiperbolik ¢emberin tanimi yapilmis, U da her hiperbolik ¢emberin bir
Oklid ¢emberi, her Oklid ¢emberinin de bir hiperbolik ¢ember oldugu ispatlanmustir.
Ikinci kistmda hiperbolik elipsin ve yardimei elemanlarinin (odaklari, merkezi, odak
uzaklhigi, asal ekseni, yedek ekseni) tanimi yapilmis, hiperbolik elipsin genel denklemi
verilmigtir. Merkezi i olup odaklar1 sanal eksen iizerinde bulunan hiperbolik elips
(merkezil elips) incelenmistir. Merkezil elips i¢in elde edilen bulgular M6b(U) nun
doniisiimleri kullanilarak U nun herhangi bir elipsine aktarilmis. Ugiincii kisimda
hiperbolik hiperboliin ve yardimci elemanlarinin (odaklari, merkezi, odak uzakligi, asal
ekseni) tanim1 yapilmis, hiperbolik hiperboliin genel denklemi verilmistir. Merkezi i
olup odaklar1 sanal eksen iizerinde bulunan hiperbolik hiperbol (merkezil hiperbol)
incelenmis, merkezil hiperboliin sonsuzdaki sinirin1 olusturan noktalar ile asimptotlari
elde edilmistir. Daha sonra merkezil hiperbol icin elde edilen bu bulgular M&b(U) nun
doniisiimleri kullanilarak U nun herhangi bir hiperboliine aktarilmis, U nun herhangi bir
hiperboliiyle ilgili istenilen tiim bilgilere ulasilmis ve konuyla ilgili 6rnekler verilmistir.
Dordiincii kisimda hiperbolik paraboliin ve yardimci elemanlarinin (odagi, dogrultmani,

ekseni, tepe noktast) tanimi yapilmis, hiperbolik paraboliin genel denklemi verilmistir.

A€R olmak iizere odagi e**i, dogrultmani i den sanal eksene dik olarak gegen
hiperbolik dogru (ve bdylece ekseni sanal eksen) olan hiperbolik parabol (merkezil
parabol) incelenmis, merkezil paraboliin sonsuzdaki sinirini olusturan noktalar elde
edilmistir. Sonra merkezil parabol i¢in elde edilen bu bulgular M6b(U) nun doniisiimleri
kullanilarak U nun herhangi bir paraboliine aktarilmis, U nun herhangi bir parabolii ile

ilgili istenilen tiim bilgilere ulagilmis ve konuyla ilgili 6rnekler verilmistir.

Anahtar kelimeler: Hiperbolik Geometri, Hiperbolik Metrik, Konikler, Hiperbolik
Konikler.
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ABSTRACT

In this study, the conics of hyperbolic geometry have been studied and for this study
upper half plane has been used. The study consists of two chapters:

The first chapter has basic studies for the second chapter.

The second chapter has four sections studying conics of hyperbolic geometry:

In the first section hyperbolic circle is defined and it is proved that every hyperbolic
circle is an Euclidean circle and every Euclidean circle is a hyperbolic circle. In the
second section hyperbolic ellipse, its focuses, center, focus distance, major axis and
minor axis are defined and the general equation of an ellipse is given. The hyperbolic
ellipse with center i, of which focuses are on the imaginary axis, the central ellipse, is
examined. The findings obtained for central ellipse are transferred to an ordinary ellipse
of U using the elements of M6b(U), so all required knowledge for an ordinary ellipse of
U are obtained and related examples are given. In the third section hyperbolic
hyperbola, its focuses, center, focus distance and major axis are defined and the general
equation of an hyperbola is given. The hyperbolic hyperbola with center i, of which
focuses are on the imaginary axis, the central hyperbola, is examined, the points of
boundary at infinity and the asymptotes of the central hyperbola are obtained. After that,
the findings obtained for the central hyperbola are transferred to an ordinary hyperbola
of U using the elements of M6b(U). In the fourth section hyperbolic parabola, its focus,
directrix, axis and vertex are defined and the general equation of a parabola is given.
The hyperbolic parabola with the focus e**i where 1 € R and with the hyperbolic line
passing through i perpendicular to the imaginary axis as the directrix (so with the
imaginary axis as the axis), the central parabola, is examined and the points of boundary
at infinity of the central parabola are obtained. After that, the findings obtained for the
central parabola are transferred to an ordinary parabola of U using the elements of
Mob(U), so all required knowledge for an ordinary parabola of U are obtained and

related examples are given.

Key words: Hyperbolic Geometry, Hyperbolic Metric, Conics, Hyperbolic Conics.
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GIRiS

Euclid (M.O. 300), ‘The Elements’ adl {inlii kitabinda bes aksiyom verdi ve ki-
tabindaki her sonucu bu aksiyomlar1 kullanarak ispatladi. Fakat ‘verilen bir L dogrusu
ve L iizerinde olmayan bir P noktasi i¢in, P den gecen ve L dogrusuna paralel olan yal-
niz bir L' dogrusu vardir’ bigiminde ifade edilen ve ‘Parallel Postulate (Paralellik Ak-
siyomu)’ olarak da bilinen besinci aksiyom Euclid’i bile tatmin etmedi ve bu aksiyom

yaklagik iki bin y1l boyunca bir¢ok matematik¢iyi ugrastirdi.

Konuyla ilgili ilk ciddi ¢alismay1 1697 de besinci aksiyomu yanlis kabul edip ¢elis-
kiye ulasarak ispatlamaya ¢alisan Saccheri (1667—-1733) yapt1. Fakat besinci aksiyomla
ilgili problemi gergekten anlayan ilk matematik¢i Gauss’dur. Gauss (1777-1855) besin-
ci aksiyomun dogru olmadig1 bir geometri iizerinde ¢aligmis, fakat o donemde yanlig

anlasilacagi diistincesiyle ¢alismalarini yayimlamamaistir.

Bir siire sonra 1823 de (matematik¢i babasinin besinci aksiyomla ugragsmamasi yo-
niindeki tavsiyesine ragmen) Bolyai (1802—1860) ve 1829 da Lobachevsky (1792—1856)
birbirinden bagimsiz olarak ‘verilen bir dogrunun tizerinde olmayan bir noktadan gegen
ve dogruya paralel olan birden fazla dogrunun bulundugu yeni bir geometri, hiperbolik

geometri’ izerindeki ¢aligmalarini yayimladi.

Hiperbolik geometrinin kurucular1 sayilan Bolyai ve Lobachevsky’den sonra Cayley
(1821-1895), Beltrami (1835-1900) Poincare (1854-1912) ve Klein (1849-1925) gibi
bir¢ok matematik¢i bu yeni geometrinin 6zellikleri ve modelleri {izerinde calistilar. Hi-
perbolik geometrinin en dnemli modelleri Poincare’nin #ist-yari diizlem modeli Poincare
ve Beltrami’ nin disk modelleri ve Klein modeli’dir. Ozellikle Poincare iist-yar1 diizlem
modelini Euclid geometrisi ile hiperbolik geometrinin mantiksal tutarlilikta denk olduk-

larin1 gostermek icin kullandi.

Sonug olarak hiperbolik geometri Euclid’in ilk dort aksiyomu ile ‘verilen bir dogru-

nun tizerinde olmayan bir noktadan gegen ve dogruya paralel olan en az iki dogru var-



dir’ bigiminde ifade edilen ve ‘hiperbolik aksiyom’ ad1 verilen besinci bir aksiyom {ize-

rine kurulan geometri olarak gelisti.

Simdiye kadar hiperbolik geometride 6zellikle uzaklik, uzunluk, dogrular ve ¢ok-
genler bir¢ok ¢alisma yapildi. Fakat hiperbolik geometride konikler iizerinde yeterli ve
tatmin edici bir ¢caligma bulamadik. Bu nedenle ¢alismalarimizi hiperbolik geometrinin

bu sirli diinyasi iizerinde yaptik ve oldukca ilging ve giizel sonuglara ulastik.



1. BOLUM
ONBILGILER

Bu boliim ¢alismada ele alacagimiz hiperbolik konikler i¢in gerekli olacak temel
kavramlar1 ve temel teoremleri verecegimiz boliimdiir. Bu boliimdeki teoremler ve so-
nuglar daha sonraki béliimlerde kullanilacaklardir. {1k olarak, kendimize hiperbolik mo-
del olarak sectigimiz iist yar1 diizlemi tanitacagiz. Daha sonra bu hiperbolik modeldeki
hiperbolik dogrular ve bunlarin o6zelliklerini ele alacagiz. Hiperbolik geometrinin
esmetri doniistimleri olan Mobius doniisiimlerinin temel 6zellikleri de bu boliimde ele

alinacaktir.

1.1 UST YARI DUZLEM U

Calisma boyunca, sonsuzu da reel sayilar kiimesine ekleyerek elde edilmis olan
genisletilmis reel sayilar kiimesini R = R U {oo} biciminde gosterecegiz. Bu kiimeye
cogu kez reel sayilar kiimesinin kapanist da denir. Karmasik sayilar kiimesinin kapanist
da C=Cu {oo} bigiminde tanimlanir. Bu kiimeye de, kiireye topolojik denk oldugun-

dan ¢ogu kez Riemann Kiiresi denir. Uzerinde ¢alisacagimiz iist yar1 diizlem ise asagi-

daki gibi tanimlanir.
1.1.1 Tamim. Karmasik sayilar kiimesinin
U={zeC:Im(z)>0}

olarak tanimlanan alt kiimesine st yar: diizlem denir.(Anderson 1999, p.1)

1.1.2 Tamm. C deki bir Oklid gemberi veya C deki bir Oklid dogrusu ile {oo} kiimesi-

nin birlesimine C de bir ¢ember denir. (Anderson 1999, p. 11)

1.1.3 Teorem. C nin farkl ii¢ noktasindan yalmz bir gember geger.



Ispat. Noktalarin {icii de karmasik say1 ve bu sayilar dogrusal degillerse bu ii¢ noktadan
yalniz bir Oklid ¢emberi geger. Farkli noktalarin iicii de karmasik say1 ve bu noktalar
dogrusal ise bu ii¢ noktadan yalmz bir Oklid dogrusu gecer. Noktalarin biri oo ise diger
iki noktadan yalmz bir Oklid dogrusu gecer. Dolayistyla C nin farkli ii¢ noktasindan

yalniz bir gember geger.

1.1.4 Tamm. C deki bir cemberin tiimleyeninin ¢ember tarafindan ayrilmus iki alt kii-

mesinden birine C de bir disk denir. (Anderson 1999, p. 16)

Sonu¢. Bu tanima gore iist yar1 diizlem U, C nin R cemberi ile sinirlanmis bir diski-

dir.

1.1.5 Tamm. R ye U nun sonsuzdaki simr1, R nin noktalarma da U nun sonsuzdaki

noktalari denir. (Anderson 1999, p. 16)

1.1.6 Tamm. X cU ve X, C de X in kapanisi olmak tizere X in sonsuzdaki sinuri

X N R olarak tanimlanir. (Anderson 1999, p. 16-17)

Ust yari diizlem hiperbolik geometrinin st yar: diizlem modeli olarak bilinen en
kullanisli modelinin temel uzayidir. Ust yar1 diizlem icin baz1 kaynaklarda H sembolii

kullanilsa da kolaylik saglamasi amaciyla bu ¢alismada U sembolii kullanilacaktir.

1.2 U DA HiPERBOLIK DOGRULAR

Bu kisimda hiperbolik geometrinin temeli olan hiperbolik dogrular tanimlanacak

ve bu dogrularin temel 6zellikleri ele alinacaktir.

1.2.1 Tammm. C deki, reel eksen R ye dik bir Oklid dogrusunun ya da merkezi reel eksen
R iizerinde bulunan bir Oklid ¢emberinin U ile kesisimine bir hiperbolik dogru (H-dogru)
denir. (Anderson 1999, p. 2)



Uyar1 1. Tanim dikkate alinirsa, bir hiperbolik dogru, U ile C deki bir ¢emberin
kesisiminden baska bir sey degildir (sekil 1.2.1).

:ﬂ“

Sekil 1.2.1 U da hiperbolik dogrular

2. Bir / hiperbolik dogrusunun C deki bir C ¢emberi ile U nun arakesiti oldugunu be-
lirtmistik. Bu C ¢emberine / hiperbolik dogrusunu tasiyan ¢cember ad1 verilir. / bir hiper-
bolik dogru ve C, C de [ yi tasiyan ¢ember ise tanim 1.1.5 ya gére [ nin sonsuzdaki si-
nirt CA R nin olusturdugu iki noktadir. Bu noktalarin, C nin bir Oklid cemberi olmas1
halinde reel eksen iizerinde iki nokta, C nin bir Oklid dogrusu olmas1 halinde de reel ek-

sen lizerinde bir nokta ile o oldugu agiktir.

1.2.2 Teorem. / bir hiperbolik dogru ise o,  y € R ve « ile f ikisi birden sifir olma-
yan sayilar olmak {izere / nin denklemi

azz+f(z+2)+y=0
bicimindedir. Eger o # 0 ise bu denklem merkezi reel eksen lizerinde bulunan bir
Oklid gemberi, a =0 fakat S # 0 ise bu denklem reel eksene dik bir Oklid dogrusu be-
lirtir. (Anderson 1999, p.12)
Ispat. [reel eksen R ye dik bir # Oklid dogrusunun U da kalan kism1 ve /"R = {a} ol-

z+Zz

sun. Bu durumda / nin denklemi Re(z) = a yani = a ve buradan




z+z-2a=0
elde edilir. Eger «,y, S € R sayilart =0, f=1 ve y=—2a olarak segilirse bu denklem
azz + f(z+Z)+ 7 = 0 bigiminde yazilabilir.
Ikinci olarak /, merkezi ceR ve yarigap1 » birim olan bir Oklid cemberinin U da

kalan kismi1 olsun. Bu durumda / nin denklemi |z — ¢| = r yani
(Z—c)~iz—ci=(Z—C)-(Z—c)=r2
ve buradan zz —c-(z+z)+c> —r* =0 elde edilir. Eger 7, € R sayilarni a=1, =

—c, y=c* — 1 olarak segilirse denklem azz + ,B(z +z )+ y =0 halini alir.m

Bu ispat asagidaki sekilde de yapilabilir:
Ispat 2. Bilindigi gibi C de bir Oklid dogrusunun denklemi, #~C = {0} ve y € R ol-

mak iizere fz+ Bz +y =0 bigiminde olup bu dogrunun egimi Re(ﬂ ) dir. Boyle bir

Im(/3)

dogrunun hiperbolik bir dogruyu belirtebilmesi i¢in reel eksen R ye dik olmas1 yani e-

giminin tanimsiz olmasi gerekir ki bu durumda Im(ﬂ) =0 yani R = {0} olmalidir.

Dolayisiyla =/ oldugundan hiperbolik dogrunun denklemi azz + ﬁ(z + 2)+ y=0
halini alir (¢ =0,y,€R,5#0).

Ayrica C de bir Oklid ¢emberinin denklemi a,y € R, a#0 ve feC olmak

lizere azz + fz + Bz + ¥ = 0 bigiminde olup merkezi ¢ = b dir. Bdyle bir ¢cemberin
a

hiperbolik bir dogru belirtebilmesi i¢in merkezinin reel eksen {izerinde olmasi yani

c= —ﬁe R olmas1 gerekir ki bunun i¢in Im(ﬁ)= 0 yani £ €R olmahdir. Boylece
a

B =/ olup merkezi reel eksende bulunan bir Oklid gemberi iizerindeki bir hiperbolik

dogrunun denklemi ozz + /3(2 + Z)+ y=0olur(a,y,feR, a#0).nm

Oklid geometrisinde farkl1 iki noktadan yalmz bir dogrunun gectigini biliyoruz.
Asagidaki 6nerme ayni 6zelligin hiperbolik geometride de gecerli oldugunu gostermek-

tedir.



1.2.3 Onerme. U nun farkl1 iki noktasindan yalniz ve yalniz bir hiperbolik dogru gecer.
Ispat. z,,z, €U ve z,#z, olmak iizere iki durum s6z konusudur:

1. Hal. Re(z)) = Re(z2) olsun. Bu durumda Re(z) = Re(z;) yani z+z = 2Re(zl) dogrusu
ile U nun kesisimi z, ve z, den gecen hiperbolik dogrudur (Bu halde z, ve z, den ge-
¢en hiperbolik dogru z, ve z, den gegen Oklid dogrusunun U da kalan kismi olup bu
noktalardan gecen Oklid dogrusu bir tektir).

2. Hal. Re(z)) # Re(z,) olsun. Bu durumda z; ile z, yi birlestiren Oklid dogru pargasimin
orta dikmesi R ye paralel olmadigindan R yi bir noktada keser. Bu noktaya ¢ diyelim. ¢
noktast z ile z yi birlestiren Oklid dogru pargasinin orta dikmesi iizerinde bulundugun-
dan z; ve z; ye esit uzakliktadir, yani |c — z; | = |c — z2 | dir. Merkezi ¢ ve yarigap1 r = |c —
z1 | = |c — z | birim olan bir tek Oklid ¢emberi bulundugundan bu ¢emberin U ile kesi-

simi z; ve z; den gecen tek hiperbolik dogrudur.m (Anderson 1999, p. 3)

Uyarl. Re(z;) # Re(z2) oldugundan bu noktalardan gecen hiperbolik dogruyu z; ve z,

noktalarina bagli olarak bulabiliriz:

z1 ve zp yi birlestiren Oklid dogru parcasinin orta noktasi 5(21 + zz) ve egimi

m =

Im(zl)_lm 22; oldugundan bu dogru pargasimnin orta dikmesi, K, %(21 +22)

(
Re(z1 )— Re(z2
noktasindan gecip egimi — 1_ Re(z,)—Re(z,)
m  Im(z,)—Im(z, )

- (s )+ imfe, )~ SR L (Rl )+ e

B Im(zl)_ Im(zz)

ve boylece denklemi

olan bir Oklid dogrusudur. Boylece z; ve z; den gegen Oklid cemberi C nin merkezi ¢, K

nin R ile kesisim noktasidir. Yani yukaridaki denklemde y = 0 alinirsa C nin merkezi

1 Im(zl )— Im(zz) 1
x=c= _E(Im(ZI )+Im(z,)) Re(z, )—Re(z, )} +=(Re(z, )+ Re(z,))
[l

Re’(z,)-Re’(z, )+ Im*(z,)-Im’(z,) 1 |z
z

Re(z,)~Relz,) =2 Relz,) Rel=))

|-

ve yarigapli



birim olarak bulunur (sekil 1.2.2). (Anderson 1999, p. 4)

K

Sekil 1.2.2 z, ve z, den gegen hiperbolik dogru

1.2.4 Ornekler 1. z; = 2 + i ve z; = 2 + 2i noktalaridan gecen hiperbolik dogrunun

z+z

denklemi, Re(z;) = Re(z,) oldugundan =2 ve buradan z +z — 4 =0 elde edilir.

2.z =2 +ivez; =3 + 2i noktalarindan gegen hiperbolik dogrunun denklemini bulalim:
Re(z1) # Re(z,) dir. Dolayisiyla hiperbolik dogrumuzun iizerinde bulundugu Oklid ¢em-

berinin merkezi ve yarigapi

=4, r:|c—zl|:\/§

birim olarak hesaplanir. Boylece dogrumuzun denklemi |c — z | = 7 esitliginden
2Z-4z+2)+11=0

olarak elde edilir.

Gosterim. Pozitif sanal ekseni 7 noktasinda dik olarak kesen ve sonsuzdaki sinir1 1 ve
—1 olan hiperbolik dogruyu bu ¢aligmanin sonuna kadar sik¢a kullanacagiz ve bu dog-

ruyu [, ile gosterecegiz. Dikkat edilirse bu hiperbolik dogru birim ¢emberin U da kalan

kismindan baska bir sey degildir.



1.2.5 Tammm. Bir hiperbolik dogrunun iki noktas1 ile bu iki nokta arasinda kalan kismi-

na bir hiperbolik dogru par¢asi denir.

Sonu¢. U nun farkli iki noktasindan bir ve yalniz bir hiperbolik dogru gectiginden U

nun farkli iki noktasini birlestiren bir ve yalniz bir hiperbolik dogru pargasi vardir.

1.3 U DA PARALEL HiPERBOLIK DOGRULAR

Bu kisimda hiperbolik geometri ile Oklid geometrisi arasindaki en biiyiik farkli-
lik olan paralellik kavramu {izerinde duracagiz. Bilindigi gibi Oklid geometrisinde para-
lel iki dogru arasindaki uzaklik sabittir. Ayrica Oklid geometrisinde bir / dogrusunun di-
sindaki bir P noktasindan gegip / ye paralel olan bir tek dogru vardir. Buna karsilik hi-
perbolik geometride paralellik kavrami ¢ok daha farklidir:

1.3.1 Tanmm. Ayrik olan iki hiperbolik dogruya paralel dogrulardir denir (sekil 1.3.1).
(Anderson 1999, p. 4)

Uyan 1. Tanimdan da goriildiigii gibi U da ortak noktasi olmayan hiperbolik dogrular
paraleldir.

2. Asagidaki teorem Oklid geometrisi ile hiperbolik geometri arasindaki en biiyiik fark
ortaya koymaktadir:

N\

R

Sekil 1.3.1 U da paralel hiperbolik dogrular
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1.3.2 Teorem. Hiperbolik geometride bir / hiperbolik dogrusunun {izerinde olmayan bir
P noktasindan gegen ve [ ye paralel olan sonsuz ¢oklukta farkli hiperbolik dogru vardir.
Ispat. iki farkli durum séz konusudur:

1. Hal. [ hiperbolik dogrusunun bir L Oklid dogrusu iizerinde oldugunu kabul edelim. P
noktasi L nin iizerinde olmadigindan P den ge¢ip L ye Oklid geometrisince paralel olan
bir K Oklid dogrusu vardir. Oyle ise k = UNK, [ ye paralel bir hiperbolik dogrudur. Di-
ger taraftan reel eksen R lizerinde K ve L arasindaki her x noktasi i¢in merkezi R de bu-

lunup x ve P den gegen Oklid gemberi C_, L den ayriktir. Oyle ise U C, hiperbolik

dogrular / ye paraleldirler. Bu sekilde sonsuz ¢oklukta xeR bulundugundan P den ge-

¢ip [ ye paralel olan sonsuz ¢oklukta hiperbolik dogru vardir (sekil 1.3.2).

R

Sekil 1.3.2 P den geg¢ip / ye paralel olan hiperbolik dogrular

2. Hal. / hiperbolik dogrusunun bir C Oklid ¢emberi iizerinde oldugunu kabul edelim.

C, merkezi C ninki ile ayn olup P den gegen Oklid gemberi olsun. Béylece k =U N C
hiperbolik dogrusu / ye paraleldir. Diger taraftan reel eksen R iizerinde C ve C arasin-

daki her x noktasi igin merkezi R de bulunup x ve P den gegen Oklid gemberi C_, C den
ayrik olup Un C, hiperbolik dogrular: / ye paraleldirler. Bu sekilde sonsuz ¢oklukta

x€R bulundugundan P den ge¢ip / ye paralel olan sonsuz ¢oklukta hiperbolik dogru
vardir (sekil 1.3.3). m (Anderson 1999, p. 5)
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R

Sekil 1.3.3 P den gecip [ ye paralel olan hiperbolik dogrular

Acaba verilen iki hiperbolik dogrunun paralel olup olmadigini nasil anlayabili-

riz. Bu sorunun cevabini agagidaki teorem yardimiyla verebiliriz.

1.3.3 Onerme 1. Denklemleri S (z +z ) + 7 =0 bi¢iminde olan (yani reel eksen R ye dik
Oklid dogrular1 iizerinde bulunan) farkl iki hiperbolik dogru paraleldir.
2. Denklemi f3,(z +Z)+ y, =0 bigiminde olan hiperbolik dogru ile denklemi

azz+ f(z+2)+y=0

olup merkezi ¢ = B ve yarigapl r = ﬁw/ B> —ay birim olan Oklid gemberi iizerinde
a a
71

bulunan hiperbolik dogru paraleldir ancak ve ancak — Ncey yada c+r<——
1 1

3. Denklemleri a,zz+ f3,(z+2)+7, =0 ve a,zz+ f,(z+Z)+y, =0 olup merkezleri

ve yarigaplari sirasiyla

1
Cl=—§,cz=—a— ve 1: VIBI ay,, = |‘Vﬂ22_az72
a,

1 2
birim olan Oklid ¢emberleri iizerinde bulunan hiperbolik dogrular paraleldir ancak ve
ancak |c1 —cz| S|rl —r2| yada r, +7r, S|c1 —cz| .
Ispat. 1. Denklemleri ,B(z + E)+ y =0 biciminde olan farkli iki hiperbolik dogru reel

eksene dik farkli iki Oklid dogrusu iizerinde bulundugundan ayrik olup paraleldir (sekil
1.3.4).
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m‘!’

Sekil 1.3.4 Paralel hiperbolik dogrular

2. Denklemi p, (z + E)+ 7, =0 bi¢iminde olan bir / hiperbolik dogrusu reel eksene dik

olan bir L Oklid dogrusunun U ile kesisimidir. Ayrica f, (z + E)+ 7, =0 esitliginden

B,2Re(z)+ 7, =0 ve boylece Re(z)= ~71 noktasnin L nin R ile kesisim noktast ol-
1

dugu elde edilir. Diger taraftan denklemi cozz + ﬂ(z + E)+ y =0 olup merkezi ¢ = P
a

ve yarigapl r = Lw/ B> —ay birim olan Oklid cemberinin belirttigi hiperbolik dogru &

]

olsun. Bu durumda £ hiperbolik dogrusu / ye paraleldir ancak ve ancak — 27/—1 <c-rya
1

da c+r<—21 (sekil 1.3.5 ve 1.3.6).
2p

1

¥ _-‘; }
Sekil 1.3.5 Paralel hiperbolik dogrular Sekil 1.3.6 Paralel hiperbolik dogrular
3. ¢, <c, olsun. Bu durumda iki hiperbolik dogru bir noktada kesisirler ancak ve ancak

=1 <C,—Fh<c+n<c,+tr<Se—1n<c,—F, g+ <c,+trn,c,—F<c +tr

S -1 <c,—C, 1 —F<C—¢C,C—¢ <I+F
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ln-n|<e,—¢ ve ¢, —¢ <r+r
<::>|r1—r2|<cz—cl<r1+r2 (1)
Eger ¢, < ¢, ise benzer sekilde iki hiperbolik dogru bir noktada kesisirler ancak
ve ancak
|r1—r2|<cl—cz<r1+r2 (2)
Oyle ise (1) ve (2) den iki hiperbolik dogru bir noktada kesisirler ancak ve ancak
I =nl<|e,—c)|<n+n
Buradan iki hiperbolik dogru ayriktir, yani paraleldir ancak ve ancak

|cl —cz|é|r1 —r2| yada 7 +r, S|c1 —cz|

1.3.4 Ornekler 1. Denklemleri, sirastyla 222 —7(z+2)+12=0, zz2-3(z+Z2)+8=0

ve zz — 6(2 +z )+ 32 =0 olan /, k ve d hiperbolik dogrularini ele alalim:

[, merkezi ¢, = 5 =% ve yarigapl 7, = (-7 -2-12 =§ birim olan Oklid

]

cemberi; k, merkezi c, :—_T3:3 ve yarigapl 7, =—+/(=3) —1-8 =1 birim olan

l
Oklid gemberi; d, merkezi ¢, = __T6 =6 ve yarigapl r, :ﬁ (-6)* =132 =2 birim

olan Oklid ¢emberi iizerindedir.

7 1 5 3
|c1—cz|:5—3=5, rl—r2|:‘§—1‘=§ ve |c1—c2|<|r1—r2|
oldugundan / ile k paraleldir.
7 5 5 1 5 9
|cl —c3|:‘5—6‘:5, 7 —r3|=‘5—2‘:5, rn+r, :E+2:E

ve
I =r|<|e, —es|<n +r
oldugundan / ile d paralel degildir.
ey —cs| =Pp—=6|=3, r,+r,=1+2=3 ve r, +1, =|c, — ¢

oldugundan k ile d paraleldir (sekil 1.3.7).
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1 2 3 7 4 6 § R

Sekil 1.3.7 Kesisen ve paralel hiperbolik dogrular

2. Denklemleri, sirastyla z+z+2=0, zz—-4=0 ve 9zz — 30(z + E)+ 91=0 olan /, k

ve d hiperbolik dogrularini inceleyelim:

I, a=0 oldugundan, reel ekseni Re(z)= —27—['3 = ;—21 =—1 noktasinda dik kesen
1 .
—_— 9 . 0 1 1 .
OKklid dogrusu; k, merkezi ¢, = 7 =0 ve yarigap1 r, = m 0" —1- (— 4) = 2 birim olan
Oklid gemberi; d, merkezi ¢, = —_730 = ? Ve yarigapl r, :ﬁ (-30)* -=9-91 =1 bi-

rim olan Oklid ¢gemberi iizerindedir.
¢ —nh<-l<c¢+n
oldugundan / ile k paralel degildir.
-1<¢ —r
oldugundan / ile d paraleldir.
"+, <|c1 —c2|

oldugundan £ ile d paraleldir.
1.4 MOBIUS (MOB*) VE GENEL MOBIUS DONUSUMLERI GRUBU (MOB)
Bu kisimda, hiperbolik geometrinin esmetri doniigiimleri (iki nokta arasindaki

uzakliklar1 koruyan doniistimler) olan Mdbius doniisiimlerini ve bunlarin olusturdugu

gruplar1 tanimlayacagiz ve bu dontisiimler ile gruplarin 6zelliklerini ele alacagiz.
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1.4.1 Tammm. a,b,c,d €C ve a-d —b-c # 0 olmak lizere

_az+b
cz+d

T:(?—)(?,T(z)

biciminde tanimlanan 7" fonksiyonuna bir Mébius doniisiimii denir. (Anderson 1999, p.

22)

Uyari 1. Bu doniisiim i¢in

,c#0 icin

=ecz+d

ve ¢ =0 i¢in

T(eo)=lim%z+2 — o
od d

olarak tanimlidir. (Anderson 1999, p. 23)

2. Tim Mobius doniisimlerinin olusturdugu kiime Mob™ ile gosterilir. Kolayca, iki
Mobius doniisiimiiniin bileskesinin yine bir Mdbius doniistimii oldugu gorilebilir. Ayri-
ca bileske islemine gore birim dontsim /(z) = z olmak iizere /e Mob™  dir.

T(Z): az+b

olmak tizere 7 € M6b™ doniisimiiniin bileske islemine gore tersi
cz +

T (z) =— dz+b dir ve T~' e Mob" dir. Bunlara bileske isleminin birlesme 6zelligi de
cz—a

eklenince Mob™ nin bir grup oldugu sonucuna varilir. (Anderson 1999, p. 23)

1.4.2 Tammm. Bir 7 € M6b™ igin T (z) = z esitligini gergekleyen z € C noktasina T nin
bir sabit noktast denir. (Anderson 1999, p. 25)

32 doniisiimiiniin sabit noktalarini bulalim: 7 (z) = 322

1.4.3 Ornek. T(z)=
z+1 z+1

=Z
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esitliginden z° +2z=3z—-2 ve boylece z° —2z+2 =0 esitligi elde edilir. Bu esitligin
kokleri olan

z=1%i
noktalar1 verilen doniisiimiin sabit noktalaridir. Gergekten de

T(1+.)_3(1ii)—2_1i3i_2i5i—3i2_5i5i_1+.
U= 2+ a- s

dir.

1.4.4 Teorem. Mob* nin birim déniisimden farkli bir déniisimiiniin C de en fazla iki
sabit noktas1 vardir.

Ispat. T € Mob* birim déniisiimden farkli bir doniisiim olsun. iki durum s6z konusu-
dur:

1.Hal. c=0ise T (oo) = oo dir, yani sabit noktalardan biri oo dur. Diger sabit nokta(lar)

icin T (z) = %z +§ =z denklemi ¢oziilmelidir. 3: 1 i¢in 7 birim doniisiim olmadi-

gindan S # 0 olup denklemin ¢6ziim kiimesi bos kiimedir, yani co dan bagka sabit nok-

ta yoktur. % # 1 i¢in yapilan ¢oziimden ise oo dan baska tek sabit noktanin z =
—-a

oldugu goriiliir. Demek ki ¢ =0 durumunda 7 nin bir ya da iki sabit noktas1 vardir.

2.Hal. c#0 ise T (oo) # oo olup oo sabit nokta degildir. Bu durumda T(z) _az+ 2 =z
cz+

denklemi diizenlenerek elde edilen ikinci derece denklem ¢oziildiigiinde 7 nin bir ya da

iki sabit noktast oldugu goriiliir.m (Anderson 1999, p. 25)

Sonu¢: C nin en az ii¢ noktasini sabit birakan bir 7 € Mob"™ doniisiimii birim donii-

siimdyir.

1.4.5 Teorem. z,,z,,z,, C nin farkh ii¢ elemani olmak iizere 7(z,)=0, T(z,)=1 ve
T (23 ) = oo olacak bigimde yalniz ve yalniz bir 7 € Mob™ vardr.
Ispat. ilk olarak bu farkl1 {i¢ noktanin birer karmasik say1, yani z,,z,,z; # © oldugunu

varsayalim ve
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_ (Z_Zl)'(zz _Zs)
A ey ey

doniistimiini dikkate alalim. Bu durumda

—(22_23)'2_21.(22_23) ve ad —bc=(z,—z,)(z, =z, )-(z, —z. ) #
T(Z)_(ZZ—ZI)-Z—Z3~(ZZ—ZI) d—b (2 3)(2 1)(1 3) 0

oldugundan T e Mob* dir ve iistelik T(z,)=0, T(z,)=1 ve T(z,)=oo dir.

Simdi de bu farkli noktalardan bir tanesinin, érnegin z, = ve diger iki nokta-

Zy T2,

nin karmagik say1, yani z,,z, # o oldugunu varsayalim ve T (z) = doniigiimii-
zZ—Zz
3
. .. z—z .. z—z
ni, z, =0 ve z,,z; #0 1¢In T(z): L, zy=0 ve z,,z, #% igin T(z)z :
Z—2Zy Z, —Z)

alalim. Eger T(c0)=1lim7(z) olarak hesaplamrsa z,,z,,z, den birinin o oldugu her du-

rumda 7 € Mob*, T(z,)=0, T(z,)=1 ve T(z,)=o oldugu goriiliir.

Diger taraftan S € Mob*, S(z,)=0, S(z,)=1 ve S(z,)=0 esitliklerini sagla-
yan baska bir déniisim ise SoT'eMéb" olup (SoT7f0)=0, (So77)1)=1 ve
(S oT™! Xoo) = oo dir. Buna gore S o7 ' doniisiimii C nin farkli {i¢ noktasini sabit birak-

tigindan birim dontlistimdiir. Béylece S =7 dir, yani T verilen kosullar1 saglayan tek

dontigiimdiir.m (Anderson 1999, p. 25-26)

1.4.6 Teorem. (21,22,23) ve (wl,wz,w3), C nin her biri farkli elemanlardan olusan
farkli iki sirali tigliisii ise 7(z,)=w,, T(z,)=w, ve T(z,)=w, olacak bigimde yalniz
ve yalniz bir 7 € Mob™ vardir.

Ispat. Teorem 1.4.5 e gore (21,22,23) ve (wl,wz,w3) i sirastyla (0,1,00) a resmeden
yalnizca birer tane Mo6bius doniisiimii vardir. Bu doniisiimler sirasiyla V,W € Mob™ ol-
sun. Buna gére T =W oV e Mob" igin T(z,)=w,, T(z,)=w, ve T(z;)=w, olup ¥
ile W bir tek olduklarindan 7' de bir tektir.m (Anderson 1999, p. 25-26)
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1.4.7 Ornek. (3,2 +4,i) ticliisiinii sirastyla (0,1,00) a resmeden doniigiim

2z-6
~1+i) z+1+i

V(z) = (

,(— i,l— i,2) ticliislinii sirasiyla (0,1,00) a resmeden donilisiim

(~1=i)-z+1-i
z—2

W(z) =

B 2z+1—1i

olup W_I(Z) z+1+1

ve boylece (3,2+1,i) iigliisiinii sirastyla (—i,1—i,2) tigliisiine

resmeden doniistim

2z—6 .
2(( 1+i) z+1+ij+l_l (2+i)-z-5
—(w o _ - ' _ i) z-
)= o7 )e) 226 T34

+1+1i

(~1+i)-z+1+i

olarak elde edilir.

1.4.8 Tamim. G bir grup ve X bir kiime olmak tizere her x, y € X i¢in g(x) = y olacak se-
kilde bir g € G varsa G grubuna X iizerine ge¢isli olarak etki ediyor denir. Eger x, y € X

icin g(x) = y olacak sekilde yalniz ve yalmz bir tek g € G varsa G grubuna X iizerine

tek sekilde gecisli olarak etki ediyor denir. (Anderson 1999, p. 27-28)

Sonug. Teorem 1.4.6 ya gére Mob*, C nin farkli noktalarindan olusan sirali iigliileri-

nin kiimesi tlizerine tek sekilde ge¢isli olarak etki eder. (Anderson 1999, p. 28)

1.4.9 Teorem. Méb*, C nin gemberlerinin kiimesi iizerine gegisli olarak etki eder.

ispat. C, ve C,, C nin herhangi iki cemberi olsun. C, ve C, iizerinde iicer tane farkli
nokta alalim. Yukaridaki sonuca gore C, tizerindeki noktalar1 C, iizerindeki noktalara
resmeden bir 7 € Mob™ doniistimii vardir. C, tizerindeki {i¢ noktadan gecen tek gember
C, ve C, lzerindeki li¢ noktadan gegen tek cember C, oldugundan 7" doniisiimi C, 1
C, ye resmeder (C, ve C, lizerindeki licer nokta bir tek sekilde belirlenemediginden

C, 1 C, ye resmeden doniisiim sayis1 da birden fazladir). m (Anderson 1999, p. 28)
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Not. ad —bc ye T nin determinanti, yani det(T ) =ad — bc, denirse det(7) nin iyi tanim-

l1 olmadig1 goriiliir. Ornegin T (z) = 2z+1 = 4z+2
z—1 2z-2

oldugundan T igin farkli iki det(7)

hesaplanacaktir. Bu karisikligi gidermek icin bundan sonra her T € M&b' igin
det(T)=1 olarak almacaktir. Ciinkii 7 nin her terimi o> = det(7") esitligini saglayan bir
a € C ile boliindiiglinde elde edilen yeni bigiminin determinanti 1 olup 7 nin herz € C

icin degeri ayni1 kalir. (Anderson 1999, p. 37)

1.4.10 Ornek. T(z)= 2241 icin det(T')= -3 iken, @ =+/-3 = V3i secildiginde

z—1
2z 1
N
)=

NETRRNEY

ve boylece det(T)=1 olur.

1.4.11 Tamm. Herz € Ci¢in £ :C - C, E(z)=Z ve E(w)=o0 olmak iizere Mob*

ve E tarafindan iiretilen gruba genel Mébius grubu denir ve bu grup Mob ile gosterilir.

(Anderson 1999, p. 41)

1.4.12 Teorem. a,b,c,d € C ve ad —bc =1 olmak iizere M6b’ iin her bir elemani ya

T(Z) _ az + b
cz+d
ya da
T z) _ af +b
cz+d
bi¢imindedir.

Ispat. Bir 7 eM&b igin Méb’ iin tanimina gére asagidaki dort durumdan en az biri dog-
rudur:

1. T € Mob™ olabilir. Bu durumda 7, M6b™ nin tanimi geregi T (z) s b

bigiminde
cz+d

olup a,b,c,d € C ve ad —bc =1 dir.
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2. Thir V(z)= 2~ 2 e Mob* ile E(z)=Z nin bileskesi yani
cz+

()= BYe) - 22

bi¢iminde olabilir. Bu durumda ¥ € Mob* oldugundan a,b,c,d € C ve ad —bc =1 dir.

3.7, 7(z)=E7 b Mob* ile 2. deki bigimde elde edilmis bir Mob nin w(z)=22"4
cz+d rZ+s

doniisiimiiniin bileskesi yani

(ap +br)z + aq + bs
(cp + dr)E +cq+ds

r(o)=(ow)2)-

biciminde olabilir. Bu durumda
(ap +br)cq +ds)—(cp + dr)aq + bs) = (ad — bc\ps —qr) =1
dir.

az+b

4. T, 3. deki bicimde elde edilmis bir V(z) = € Mob ile yine 3. deki bigimde elde

cz +

edilmis bir W(z)= P f 9 <Msb doniisiimiiniin bileskesi yani
Yz +s

7(2)= (Vo)) = (ap + b7 )z + ag + bs
(cp+dr)z +cq +ds

bi¢iminde olabilir. Bu durumda da
(ap + b7 \cq + ds )~ (cp + dr ag + b5) = (ad — bc ) ps — g7 )
=(ad —bc)ps—qr)=1-1=1
dir.m (Anderson 1999, p. 42)

1.4.13 Teorem. C, C nin herhangi bir gemberi ve T, Mob’iin herhangi bir doniisiimii
ise T(C) de C nin bir gemberidir, yani M6b’iin doniisiimleri altinda C nin ¢emberleri
korunur.

ispat. Mob* nin doniisiimleri ile E(z)=Zz doniisiimii birebir oldugundan M&b’iin do-
niisiimleri ve boylece T birebirdir. Eger z,,z,,z, noktalar1 C nin farkli {i¢ noktasi ise T

birebir oldugundan 7(z,),7(z,) ve T(z,) de C nin farkli ii¢ noktasidir ve C nin farkli

iic noktas1 C de bir gember belirtir. m
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1.4.14 Tanim. C nin bir noktasinda kesisen iki egrisi arasindaki a¢i bu egrilerin kesisim

noktasindaki tegetlerinin arasindaki a¢1 olarak tanimlanir. (Anderson 1999, p. 46)

1.4.15 Tamm. C nin egrileri arasindaki agimin mutlak degerini koruyan homeomor-

fizmlerine konform (a¢1 koruyan) doniisiimler denir. (Anderson 1999, p. 46)

1.4.16 Teorem. Mob doniisiimleri C nin konform homeomorfizmleridir.

Ispat. Bkz. James W.Anderson, p. 46-48.

1.5 MOB(U) VE MOB(R)

Bu kisimda, 6zel olarak U ve genisletilmis reel eksen R nin Mébius déniisiimle-

rini ele alacagiz.

1.5.1 Tanim. Msb(U) = {7 e Méb | T(U) = U | bigiminde, yani Méb(U), Méb’iin U yu

koruyan doniisiimlerinin kiimesi olarak, tanimlanir. (Anderson 1999, p. 49)

1.5.2 Tamm. A € R" olmak lizere U, € Mé')b(U ), U, (z) = Az olarak tanimlidur.

B /”LZ/\/Z
TR

Not: Eger U, (z) olarak yazilirsa det(U ;,) =1 olur.

1.5.3 Tamm. MSb(R) = {7 € Mob | T(R) = R biiminde, yani M&b(R), Méb’iin R

vi koruyan doniisiimlerinin kiimesi olarak, tanimhidir. (Anderson 1999, p. 49)

1.5.4 Teorem. Mob(R) nin elemanlar asagidaki dort bigimden birine sahiptir:

1. a,b,c,d € R ve ad —bc =1 olmak iizere T(z)= az b
cz+d
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2. ab,c,d e R ve ad —bc =1 olmak iizere T(z)= af al

cz+d
. az+b

3. a,b,c,d sirf sanal ve ad —bc =1 olmak iizere T(z) =

cz+d
. az +b

4. a,b,c,d sirf sanal ve ad —bc =1 olmak lizere T (z) =—
cz+d

Ispat. Bkz. James W.Anderson, p. 49-51.

1.5.5 Teorem. Mob(U) nun elemanlart asagidaki iki bigimden birine sahiptir:

az+b
cz+d

1. a,b,c,d € R ve ad —bc =1 olmak tizere T(z)z

2. a,b,c,d sirf sanal ve ad —bc =1 olmak lizere T(z) = af Rl
cz+d

Ispat. Bkz. James W.Anderson, p. 51-53.

1.5.6 Teorem. Mob(U) — Mob(R) .

ispat. Teorem 1.5.4 ve 1.5.5 den Mob(U) < M&b(R) oldugu kolayca gériiliir. Ancak
teoremin ispati su sekilde de yapilabilir:

Teorem 1.5.5 e goére M6b(U) nun herhangi bir eleman1 ya

T(z)= az+b , abcdeR vead—-bc=1

cz+d
ya da
zZ+b
T z) = af i , a,b,c,d sirfsanal sayilar ve ad —bc =1
cz+d
) — . .. ) ) ax+b = o
bicimindedir. xe R ve TeMo6b(U) igin T birinci gesitten ise 7 (x) = p, e R; Tikin-
cx +

(x): ax +b _ ax+b
cx+d cx+d

ci gesitten ise T olur ki bu durumda ax +b ile cx+d ikisi de sirf

sanal olduklarindan yine T(x)e R elde edilir. Buna gore her T e Mdob(U) igin
7(R)=R, yani Mob(U) = Msb(R) dir.m
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1.5.7 Teorem. M6b(U) U tlizerine gegisli olarak etki eder.

Ispat. ae R, be R ve v=a+bi €U olmak iizere V(z)= % dontistimi Mob(U)

nun v yi i ye resmeden bir doniistimiidiir (¥, katsayilar1 determinantinin karekdkiine bo-
liindiigtinde M6b(U) nun elemani olur). Diger taraftan w, U nun bagka bir noktas ise

benzer sekilde w noktasini da i noktasina resmeden baska bir W € Mdb(U) vardir. Boy-
lece T=W "oV e Mob(U) doniisiimii v yi w ye resmeder. Yani Méb(U), U iizerine ge-
cisli olarak etki eder.m (Anderson 1999, p. 54)

z—2

1.5.8 Ornek. z=2+i ve w=1-2i ise V(z)= " =z-2,W(z)= ST, Ve
bdylece W_l(z)=#=—2z+l olup

T(Z)Z(W_IOVXZ)=—2~(Z—2)+1=—2Z+5

doniisiimii z yi w ye resmeden doniislimdyir.

1.5.9 Teorem. M6b(U) nun her bir elemani hiperbolik dogrulart hiperbolik dogrulara
resmeder. (Anderson 1999)

ispat. Teorem 1.4.13 den M6b’ iin C nin ¢emberlerini korudugunu biliyoruz. Diger
yandan Mob(U) = Mob oldugundan Mob(U) da C nin ¢emberlerini korur. Ayrica Mob
ve dolayisiyla Mob(U) konformaldir, yani a¢1 koruyandir.

U daki bir / hiperbolik dogrusu U ile C nin R ye dik bir C ¢emberinin kesisi-
midir. Teorem 1.4.13 geregi M&b ve dolayisiyla Mob(U), C nin ¢emberlerini korudu-
gundan her 7 e Mab(U) i¢in 7(C) yine C de bir ¢emberdir. Teorem 1.5.6 geregi
T (§)= R ve T konformal oldugundan 7(C), T (§)= R ye diktir, yani 7(C), C nin R
ye dik bir gemberidir. / nin sonsuzdaki smir1 p,q € R noktalar1 ise Mob(U) c Mob(R)
oldugundan T(p),T(¢) € R dir, Méb(U), U yu korudugundan 7(/), T(C) ile U nun

kesisimi, yani bir hiperbolik dogru olur.m
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1.5.10 Teorem. Mob(U), U nun hiperbolik dogrularinin kiimesi iizerine ge¢isli olarak
etki eder.
Ispat. [ hiperbolik dogrusu, merkezi R de bulunan bir Oklid ¢emberi iizerinde ve bu

dogrunun sonsuzdaki siniri, a < b olmak iizere a,b € R noktalar1 olsun. Bu durumda

€ Mob(U) doniisiimii / yi pozitif sanal eksene resmeder (sekil 1.5.1).

L=

a b R

Sekil 1.5.1 [ hiperbolik dogrusunun sanal eksene resmedilmesi

Eger I, R yi a noktasinda dik kesen bir Oklid dogrusu iizerinde ise
V(z) =z—a € Mob(U) doniisiimii / yi pozitif sanal eksene resmeder (sekil 1.5.2).

@ R

Sekil 1.5.2 [/ hiperbolik dogrusunun sanal eksene resmedilmesi

k baska bir hiperbolik dogru olsun. Benzer sekilde k£ y1 da pozitif sanal eksene
resmeden bir W € Mob(U) vardir. Béylece T =W "oV € Mob(U) olmak iizere

T)=w>W()=k
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dir. Yani Mob(U), U nun hiperbolik dogrularinin kiimesi tizerine gegisli olarak etki e-

der.m (Anderson 1999, p. 55 — Singerman 1987, p. 224)

1.5.11 Teorem. Mob(U), R nin farkli noktalarindan olusan sirali iigliilerinin kiimesi
lizerine gegisli olarak etki eder .

Ispat. z,,z,,z, e R ve z, <z, <z, olsun (z, <z, <z, olmasi genelligi bozmaz). Bu

durumda V(z): ] e Mob(U) doniistimii z, i © a z 10 a resmeder. Boylece
—z,

A=V(z,)e R olmak tizere W =U, oV donisimi z,z, ve z, i W(z)=0,
i

Wiz, ) =1 ve W(z,)= oo olacak sekilde resmetmis olur.
z,,2z, €R, z; =0 ve z, <z, olsun (z; = ve z, <z, olmasi genelligi boz-
maz). Bu durumda V(z): z—z, e MOb(U) doniisiimii z, @i c© a z, 1 0 a resmeder.

Boylece A = V(ZZ)E R olmak iizere W =U, oV dénilisimi z,,z, ve z; U W(zl)= 0,

A

W(z,)=1ve W(z,)=co olacak sekilde resmetmis olur.

wy,w,,w; € R ve w, <w, <w; olsun (w, <w, <w, olmasi1 genelligi bozmaz).
Yukaridakine benzer bir islemle w,,w, ve w; i Vf/(wl): 0, Vf/(wz)zl ve Vf/(w3)=oo
olacak sekilde resmeden bir We Mob(U) doniisiimii oldugu gosterilebilir. Buna gore

T=W"'oW eMobU) déniisiimii z,,z, ve z, ii sirastyla w,,w, ve w, e resmeder. m

(Anderson 1999, p. 56)

1.6 U DA HIPERBOLIK UZUNLUK VE UZAKLIK

Bu kisimda, iist yar1 diizlem tizerinde hiperbolik uzunlugu ve onu kullanarak hi-

perbolik metrigi tanimlayacagiz.

1.6.1 Tammm (Hiperbolik Uzunluk). J = [0, 1] olmak {izere
y:3—U, y(t)=x(e)+iv(r) = =(r)

pargal1 diferensiyellenebilir y egrisinin hiperbolik uzunlugu



26

olarak tanimlanir. (Singerman 1987, p. 222)

1.6.2 Teorem. M&b(U) altinda hiperbolik uzunluk degismez. Yani 7' e Mdb(U) ise

WT(y))=h(y) di.

Ispat. 7 nin aldig1 bigime gore iki farkli durum vardr:

1. Hal. T(z): az+6bl , a,bjccdeR vead—-bc=1 ise
cz+
d_T:a(cz+d)—c(az+b): ad —bc _ 1
dz (cz+d) (cz+d) (cz+dY

dir. z=x+iy ve T(z) =u +iv olmak iizere

_az+b (az+b)cz+d) aczz+bd +adz +bcz

Ccz+d |cz+d|2 |cz+d|2

_aczz +bd + adx + bex N adyi — beyi

|cz+d|2 |cz+d|2
:aczZ+bd+adx+bcx+(ad—bc)yi (ad —be =1)
|cz+d|2 |cz+d|2
:aczf+bd+adx+bcx Y iyt
|cz+a’|2 |cz+d|2
olur. Boylece
__ Y ar__1 _v
|cz+a’|2 dz |cz+d|2 Y
oldugundan
dT dT d d d
0 Y e e 7 i
h(T(V))=£ . Zl Ny :£ v :l y =)

olarak bulunur. (Singerman 1987, p. 222-223)
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2.Hal. T ( ) az +2 a,b,c,d sirf sanal sayilar ve ad —bc =1 ise
cz+
d_T_a(cEer) (aZer): ad —bc _ 1
dz (cz+d) (z+d) (cz+d)

dir. z=x+1iy ve ) u +iv olmak lizere

7z
() az +b az+b)(cz+d):aczZ+bd+ad2+bcz
cz+d |cE+d|2 |cZ+d|2

_aczz +bd + adx + bex N bcyi — adyi

|cZ+d|2 |cE+a’|2
:aczZ+bd+adx+bcx+(bc—ad)yi (ad-bc=1)
|cZ+d|2 |cZ+a’|2
=ac22+bd+adx+bcx_ h% P utiv
|CZ+ d|2 |cE+d|
olur. Boylece
-y dT 1 _ v

zrd D jzid v

elde edilir. z(z) = x(¢)+ y(¢)i ve boylece z(t)= x(t)— y(¢)i oldugundan

a2 _jdx dy_|dx_dy |42
dt| |dt dt dt dt Tlar
dir. Buradan
dT| dT dz
Ja ¥t al
W)= =]
0 4 0 4
ldT & 1‘—v &
:J‘ dt :J~ y t
0 4 0 v
| g -dt | % - dt
dt dt dz| |dz
()
0y A dt| |dt

olarak bulunur.m
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1.6.3 Teorem. U nun farkli iki noktasini birlestiren pargali diferensiyellenebilir egriler
igerisinde en kiiclik hiperbolik uzunluga sahip olani bu iki nokta arasindaki hiperbolik
dogru parcasidir.

Ispat. iki farkli durum séz konusudur:

1. Hal. abeR", a<b, x(t)=(0,(), %>0, W0)=a ve y(1)=b olmak iizere

K: [0,1] — U sanal eksen iizerinde ia’ y1 ib’ ye birlestiren hiperbolik dogru pargasi ol-

sun (sekil 1.6.1).

R

Sekil 1.6.1 Sanal eksen iizerinde hiperbolik dogru parcast

k' nin uzunlugu

=40 f Ao

0 y(t) a y a
Eger «: [0,1] — U ia’ y1ib’ ye birlestiren bagka bir pargali diferensiyellenebilir

~

egrive &(t)=(¥(¢),7(¢)) ise £ nmin uzunlugu
&Y (&Y &Y

1\/(6;) J{ég dr (dyt) dr Yoy, s

~ dt y

= > = > - =

P50 S5 el

dir. Esitlik ancak ? =0 ve g >0 olursa gergeklenir. Buise &’ ninia’ y1ib’ ye bir-
t t

lestiren sanal dogru parcasi (hiperbolik dogru pargasi) oldugu anlamina gelir (gercekten
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ﬁ:0 ve @ZOSE(t):(c,}(t)), ceR:M?(O)z(c,)N/(O)):c:O, }(O):a ve

dt dt
(1)= (e, 7())= 5(1)=b).

2. Hal. z ile w noktalar1 U nun ikisi birden sanal eksen iizerinde olmayan farkli iki nok-
tast olsun: Eger Re(z) = Re(w) ise z ile w’yi birlestiren hiperbolik dogru C deki
x = Re(z) Oklid dogrusu iizerindedir. 7(z)=¢—Re(z)e Mob(U) déniisiimii ile bu hi-

perbolik dogru pozitif sanal eksene resmedilebilir (sekil 1.6.2).

Tlw) W

T I-_: |

R

Sekil 1.6.2 z ile w arasindaki hiperbolik dogru parcasi

Eger Re(z)# Re(w) ise z ile w yi birlestiren hiperbolik dogru C de merkezi R de

bulunan bir Oklid ¢emberi iizerindedir. Bu ¢emberin R yi kestigi noktalar a,b € R ve

t=b € Mob(U) doniisiimii z ile w yi birlestiren hiperbolik dogruyu po-

a<bise T(t)=

zitif sanal eksene resmeder (sekil 1.6.3).

T(w)

T(z :I

) h =R

Sekil 1.6.3 z ile w arasindaki hiperbolik dogru parcast
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Boylece T'e Mob(U) hiperbolik uzunlugu korudugundan ve 7(z) ile T(w) yi bir-

lestiren pargali diferensiyellenebilir egriler icerisinde hiperbolik uzunlugu en kisa olani
1(z) ile T(w) yi birlestiren hiperbolik dogru parcasi oldugundan, z ile w yi birlestiren
parcal1 diferensiyellenebilir egriler i¢erisinde hiperbolik uzunlugu en kisa olani z ile w

yi birlestiren hiperbolik dogru parcasidir.m (Singerman 1987, p. 223-224)

1.6.4 Tammim. U nun z, w noktalar1 arasindaki "p hiperbolik uzakligi" onlar1 birlestiren
hiperbolik dogru pargasinin uzunlugu olup p(z, w) ile gosterilir. (Singerman 1987, p.

224)

Sonug. Teorem 1.6.3 geregi her z, w, v € U i¢in
1. z#w ise p(z,w)>0, z=wise p(z,w)=0,
2. plz,w)=p(w2)

3. plzw)= plz.v)+ plv,w) dir.

Boylece (U, p) bir metrik uzaydir.

1.6.5 Teorem. Her 7 € Mob(U) ve z, w € U igin p(T(z),T(w)) = p(z,w) dir.

ispat. z ile w’ yi birlestiren hiperbolik dogru pargast y ise T(z) ile T(w) yi birlestiren
hiperbolik dogru pargast T(y) olup teorem 1.6.2 geregi h(y)=h(T(y)) yani
p(z,w)= p(T(z),7(w)) dir.m (Singerman 1987, p. 225)

1.7 p(z,w) NIN HESAPLANMASI

Bu kisimda z,w € U noktalar1 arasindaki hiperbolik uzakligi hesaplamaya yara-

yan formiiller tizerinde ¢alisacagiz. Daha dnce a,b € R* ve a < b olmak flizere ia ile ib

sanal eksen iizerinde iki nokta ise p(z’a, ib) = lné oldugunu gordiik.
a
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1.7.1 Teorem. z,weU, z#w ise bir re R ve r>1 igin T(z)=ri ve p(z,w)=Inr
dir.
Ispat. z ile w yi birlestiren hiperbolik dogru d ve d nin sonsuzdaki sinir1 a,b € R nokta-

lar1 ve z noktasi a ile w arasinda olsun. iki farkli durum s6z konusudur:

1. Hal. a,b#o, a<b ve V(t)zi_ olsun. ¥(a)=o ve V(b)=0 oldugundan
—a
V e Mob(U ) doniistimii d yi pozitif sanal eksene resmeder. k€ R olmak iizere

V(w) =ki ise T=U, oV e Mob(U) aradigimiz doniisiimdiir. z noktas1 a ile w arasinda
k

oldugundan T(w)=i noktas: 7(h)= 0 ile T(z) arasindadir. Oyle ise bir » € R ve r > 1

icin T(z)=ri dir. Boylece p(z,w)= p(T(z),T(w))= p(ri,i) = Inr dir (sekil 1.7.1).

T(z)=ri

T |..'I ¥ .I =i

Sekil 1.7.1 z ile w arasindaki hiperbolik uzaklik

2. Hal. a € R ve b= olsun. Bu durumda d, R ye dik bir Oklid dogrusu iizerindedir
ve V(t)=t—aeMob(U) doniisimii d yi sanal eksene resmeder. kK € R™ olmak tizere

V(z)=ki ise T=U, oV e Mob(U) aradigimz doniisiimdiir. z noktasi a ile w arasinda
k

oldugundan T (z) =1 noktas1 T' (a) =0ile T (w) arasindadir. Oyle ise bir 7 € R ve r> 1

icin T (w) =ri ve boylece p(z, w) = p(T (z), T (w)) = p(i,ri) = Inr dir.
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Tlw|=ri

Tiz)=i

W

“ R

Sekil 1.7.2 zile w arasindaki hiperbolik uzaklik

.m (Singerman 1987, p. 225)

1.7.2 Teorem. Her z, w € U igin 7(z,w)=

mezdir.

Ispat. T € Mob(U) olsun. Tki durum vardir:

_V_V fonksiyonu Mob(U) altinda degis-
zZ—w

1.Hal 7(z)= 0 4 bedeR ve ad—be =1 ise
cz+
az+b aw+b adz + bew — adw — bcz
_|T(Z)_T(W)| cz+d cw+d_ (CZ+d)(CW+d)
T(T(Z)'T(W))_‘T(Z)_m‘ az+b aw+b | adz + bew — adw — bez
cz+d cw+d (cz+d)cw+d)
z(aa’—b) (bc adw| |cw+d|
(ad —bc)z + (be — ad w ||cw+d|
_ Z—W| |CW+d|—|Z_W|—'c(z w)
Z—W| |cw+d|_|z—v_v|_ T
2.Hal. T (z)=af_+b, a,b,c,d sirfsanal sayilar ve ad —bc =1 ise
cz+d
| | az+b aw+b az+b aw+b
T()-TW) _|z+d cw+d|_| cz+d cw+d
7(z),T(w)) = ~ d|_| ¢
(1) \7(z)-T(w), a2+b_c_lw+b‘ aZ+b_—aw—b‘
cz+d cw+d| lcz+d —cw-d
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az+b aw+b

cz+d cw+d

az+b aw+b
+

cz+d ow+d

| |
_|(ad —bc)2+(bc—ad)w| |c_

(Singerman 1987, p. 226)

Sonuc¢ 1. Teorem 1.7.1 e gore Her z, w € U i¢in p(z, w) =Inr ve r >1 olacak bicimde

bir » € R oldugunu gordiik. Boylece p(z, w) =Inr oldugundan r =e” ) olur. O halde

teorem 1.7.2 geregi

_|i—ri|_ r—1_ P ]

_|i+ri|_r+l_ep(z‘w)+l

3)

T(Z, w) = Z'(i, ri)

dir. Bu esitlikten

_ 1+ T(Z, w)
1- z‘(z, w)

plz,w)= 1H{M} - h{w}

l—r(z,w) |Z—W|—|z—w|

e?zv)

ve dolayisiyla

elde edilir. (Singerman 1987, p. 226)

1.7.3 Ornek. 1+2i ve 2+3i noktalar1 arasindaki hiperbolik uzaklik

47— (2=30) +[1+i—(2+3i)
L+i— (23] —[t+i—(2+3i)

p(l+i2+3i)= ln{

i =1+ 44 +|-1-2i| =1n*/ﬁ+*/§ :1n11+\/§
J17 =45 6

=1+ 4i| - |-1-2i|

dir.
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Sonug 2 (hiperbolik uzaklik icin ikinci bir formiil).

u
u e" -1 .o U tanh® -
tanh — = — , sinh"—=——=—
2 e +1 l_tanhZ%
ve (3) den
(zw) _
tanh P(Zza W) _ ZZ(Z’W) +i = r(z, w)
oldugundan
z—w|
sinh’ p(z,w) _ rz(z,w) __lz=w
I—TZ(Z,W) _Z—W2
z—Ww
e =’
= |z (E=WhZ-w)=(z-whz-w)
I
B —(z —E)(W—W) B 4Im(z)- Im(w)
yani

2=’

1
. h2 1 __ ="
sinh? 2 (2, ) 41m(z)- Im(w)

elde edilir (Formiilde |z —wj

, z ile w arasindaki Oklid uzakligidir). (Singerman 1987, p.
226-227)

1.7.4 Ornek. 1+2i ve 2+3i noktalari igin

. 2 2
sinhzlp(l+i,2+3i):|1+l_2_3l| :|_1_21| _3
2 4-1-3 12 12

oldugundan
sinhlp(l +i,2+ 3i) = £
2 2.3
olarak bulunur. Boylece
%p(l+i,2+3i) —%p(l+i,2+3i)

e —e V5
V3

2 2
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ve dolayisiyla

1 . .
ep(l+i,2+3i) . \/g . egﬂ(l+z,2+31) ~1=0

esitligi elde edilir. Bu denklemin kokleri, A = S 4-1- (— 1) = % oldugundan

3
Sy 7
e%p(l+i,2+3i) _ 3°\ 3 _ \/gi\/ﬁ
21 243

olarak bulunur. Boylece

p(1+i2+3i)=2In

V5417 _ln(\/g+\/ﬁ]2
23 243

veya

| 11+/85
6

p(1+i,2+3i)=1In

olarak bulunur.
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2. BOLUM
U DA HiPERBOLIK KONIiKLER

Bu boliimde sirasiyla hiperbolik ¢gember, hiperbolik elips, hiperbolik hiperbol ve
hiperbolik parabol olmak tlizere U da hiperbolik konikler ele alinacak, temel 6zellikleri
belirlenecek ve grafikleri cizilecektir. Her bir kisimda dnce merkezil konik tanimlanip
incelenecek, sonra da merkezil konik referans alinarak U da herhangi bir konik incele-

necektir.
2.1 U DA HIPERBOLIK CEMBER

Bu kisimda 6nce hiperbolik ¢emberin tanimi yapilip i merkezli 6 yarigaplh hi-
perbolik cember (merkezil gember) incelenecek, sonra U da her hiperbolik ¢emberin bir
Oklid gemberi, her Oklid ¢emberinin de bir hiperbolik ¢ember oldugu ispatlanacaktir.
Sonra da Mob(U) nun elemanlar1 kullanilarak merkezil ¢ember i¢in elde edilen sonug-
lar U da herhangi bir hiperbolik ¢embere aktarilacak ve o ¢cemberle ilgili tiim bilgilere

ulasilacaktir.

2.1.1 Tamim. U nun bir noktasindan esit hiperbolik uzaklikta bulunan noktalarin kiime-

sine hiperbolik cember denir.

Hiperbolik uzakligin Oklid uzakligindan farkli oldugu diisiiniildiigiinde hiperbo-
lik gemberin seklinin de Oklid cemberininkinden farkli olmas1 gerektigi diisiiniilebilir.
Acaba hiperbolik bir ¢emberin sekli nasildir? Asagida oncelikle ¢alismamizda referans
olarak kullanabilecegimiz bir gemberden baslayarak bu sorunun cevabini aragtirdik:

x,y,0eR, 6>0 ve z=x+yieU olmak lizere U da i merkezli & yarigcaplh

(ve boylece sanal ekseni e’i ile e °i noktalarinda kesen) hiperbolik cember (merkezil

¢ember)

C=1{z:plz,i)=5}= {z : sinh? %p(z,i): sinh’ %5}
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. 1
={z =x+yi: |x+(y—1)i|2 =4ysmh255}
{z=x+yi ixP 4yt —2y+1:4ysinh2%§}

= {x+yi Xyt 4l= Zy[ZSinh2 %5+1) = 2ycosh5}

x+ i - x* +y° —2ycoshd + cosh’S = cosh25—1}
= {x+ yi: x* +(y—coshs) = cosh25}
olur ki bu merkezi (0,coshd) ve yaricap1 sinhd olan bir Oklid ¢emberidir (sekil 2.1.1).
(Singerman 1987, p. 227)

Oklid merkezi icoshé
Oldid varcap sinhd
hiperbolik merkezi

ve hiperbolik varicap &

olan gember

.
L

R

Sekil 2.1.1 Oklid merkezi i cosh & , Oklid yarigap1 sinhd , hiperbolik merkezi i ve
hiperbolik yarigapt ¢ olan ¢ember

Mob’ iin elemanlar1 C nin farkli {ic noktasint C nin farkli {i¢ noktasina
resmetiginden C de Oklid gemberlerinin Méb altindaki resimleri yine Oklid ¢gemberidir.

Oyle ise U da da Oklid cemberlerinin Mob(U) altindaki resimleri yine Oklid ¢emberi-
dir (¢linkii Mob(U) c Méb ). Ayrica Mob(U) hiperbolik uzakligi korudugundan U da

hiperbolik ¢cemberlerin resimleri yine U da birer hiperbolik ¢cemberdir.
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2.1.2 Teorem. U da her hiperbolik ¢ember bir Oklid gemberi, her Oklid ¢emberi de bir
hiperbolik cemberdir.

Ispat. Ispat1iki asamada yapacagiz:

1. C, U da ¢ merkezli 6 hiperbolik yarigapli hiperbolik ¢cember ve V(z) =z— Re(é) ol-
sun. V(é ) merkezi sanal eksen iizerinde ¥ (¢)=¢—Re(¢)=Im(¢)i ve hiperbolik yarica-
p1 0 olan hiperbolik ¢emberdir (M6b(U) hiperbolik uzunlugu korur ve V' € Méb(U)
dur). Boylece 7T=U | oV e Mob(U) i¢in

Im (2)

T(é)z[Ul OVJ((E): L im(e)i=i

Im(e) Im(c )

olup T (é ) merkezi i hiperbolik yarigap1 0 olan hiperbolik ¢emberdir. Yukarida gordii-
glimiiz gibi bu ¢ember ( C ) ayn1 zamanda merkezi icoshd ve yarigapr » = sinhd olan

Oklid ¢emberidir. Oyle ise T~' € Mob(U) oldugundan ve Oklid ¢emberlerinin
Mob(U) altindaki resimleri de Oklid gemberleri olduklarindan C =T 7(C) ayni za-

manda bir Oklid gemberidir. Buna gore C nin Oklid merkezi
c=T" (icosh5) = [V‘l oU | B J(icoshé) = (V‘1 ° Ulm(E)Xicoshé‘)
)
=V " (icoshd - Im(¢)) = Re(¢) + coshd - Im(¢ )i
ve

T (e%i)= (7" o Uy i) = 7 (Im(¢)e?i) = Re(¢) + Im(&)e?i

A

oldugundan C nin Oklid yaricap:
r= ‘T*I (eﬁi)— c‘ = ‘Re(8)+ Im(¢)e’i — (Re(¢)+ coshd - Im(&)i)(
= ‘Im(&)(e‘S - cosh)" = |Im(c)-sinh& -i| = Im(c)- sinh&

dir.

2. C U da ¢ merkezli r yarigapli Oklid gemberi ve V(z)=z—-Re(c) olsun. V(é ) mer-

kezi sanal eksen iizerinde 7 (c)=c—Re(c)=Im(c)i ve yarigap1 » olan Oklid cemberidir.
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Bu ¢emberin sanal ekseni kestigi noktalar (Im(c)+r)i ve (Im(c)-r)i dir. k€ R* ol-

mak iizere V(é ) nin hiperbolik merkezi ki ise

In Im(c)+r I k
k Im(c)-r
esitliginden
Im(c)+r __ k
k Im(c)—r
ve boylece
k? =Im*(c)-r
elde edilir. £ >0 oldugundan
k = [Im*(c) - r?

olarak bulunur. Buradan

* Im’ (c)— r’
dersek
N Im(c)— roo. 1 _
Ul((lm(c)— r)z)— Imz(c)—rz i= W i
Im(c)— r
1 1 5.

o1
- Im(c)+ r &
Im(c)—r ImZ(C)—Fz

Iy

olurkibu T=U, o e Méb(U) igin T ( ) nin sanal ekseni e’i ile e i de dik kesen

k

Oklid ¢emberi, yani yukarida inceledigimiz i merkezli & hiperbolik yarigapli hiperbolik
cember ( C) oldugu anlamma gelir. Oyle ise 7~' € Méb(U) oldugundan ve hiperbolik

cemberlerin Mob(U) altindaki resimleri de hiperbolik ¢ember olduklarindan

C=T" (C) ayni zamanda bir hiperbolik ¢emberdir. Buna gore C nin hiperbolik mer-

kezi

e=T"()= (V‘l U, J(i) = eu, i)

k
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=y (ki) = Re(c)+ ki= Re(c)+ A/ Im? (c)— rli

ve
Im(c)+ ARy
Im’ (c)— r’
den hiperbolik yaricap1
S=In Im(c)+ r
Im* (c) -r

elde edilir.m

213 Teorem. U da ¢ merkezli ¢ yaricapli bir hiperbolik ¢ember
¢ =Re(¢)+ coshs - Im(¢)i merkezli » =1Im(¢)sinh& yarigaphh Oklid gemberi; U da ¢
merkezli r yarigaph bir Oklid ¢emberi de ¢é=Re(c)++/Im*(c)—r?i merkezli

Im(c) +7r

Im?(c)-r

0=1In yaricapli hiperbolik ¢emberdir.

Ispat. Bu teoremin ispat1 yukaridaki teoremin ispat1 igerisinde mevcuttur.m

2.1.4 Ornekler 1. U da ¢ =2+ 5i merkezli » =3 birim yarigaph bir Oklid cemberinin

hiperbolik merkezi

¢=Re(c)++/Im?(c)-r?i=2++/5* =3%i=2+4i

ve hiperbolik yaricap1

S=1In Im(c)+r I 5+3
\/Imz(c)—r \/52—32

=In2

birimdir.

2. Yukarida elde ettigimiz ¢ = 2 +4i merkezli ve ¢ =In2 birim hiperbolik yarigapl hi-
perbolik ¢emberin Oklid merkezi
¢ =Re(¢)+ coshs - Im(¢ )i = 2 + cosh(In2)- 4i
1

o2 4 pin2 2+ 5
=2+8 T8 =242 4i=242 4i=2+5i
2 2 4

ve Oklid yaricap:
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1
~ eln2 _ e—an 2- 5 3
7 = Im(¢ sinh& = 4sinh(In2) = 4- =4. =4.2=3
2 2 4
birimdir (sekil 2.1.2).
A
Oklid merkezi c=2=+51
Oldid vancap: ¥ =3 birim
hiperbolik merkezi =244

ve hiperbolik varigapt  &=1n2 birim

olan gember

=R
Sekil 2.1.2 Oklid merkezi ¢ = 2 + 5i, Oklid yarigap1 7 =3 birim, hiperbolik merkezi

¢ =2+ 4i ve hiperbolik yarigapt 6 =1In2 birim olan gember

2.2 U DA HIPERBOLIK ELIiPS

Bu kisimda once hiperbolik elipsin ve yardimer elemanlarinin tanimi yapilip

merkezil elips incelenecek, sonra da Mdb(U) nun elemanlar1 kullanilarak merkezil e-

lips i¢in elde edilen sonuglar U da herhangi bir hiperbolik elipse aktarilacaktir.

2.2.1 Tanim. U da sabit iki noktaya hiperbolik uzakliklar1 toplamlar1 sabit olan noktala-
rin kiimesine hiperbolik elips, sabit noktalara elipsin odaklar1 ve odaklar arasi hiperbo-

lik uzakliga da odak uzakligi denir.



42

Buna gore odaklari w,weU ve 28> p(w,w)>0 icin odaklara hiperbolik

uzakliklar1 toplami 26 olan noktalarin olusturdugu hiperbolik elipsin denklemi

plz,w)+ p(z,w)=26 dur.

2.2.2 Tanim. Odaklardan gecen hiperbolik dogrunun elipsi kestigi noktalar ile bu nok-
talar arasinda kalan kisminin olusturdugu hiperbolik dogru parcasina elipsin asal ekseni

denir.

2.2.3 Tamim. Asal eksen iizerinde ve odaklara esit hiperbolik uzaklikta bulunan noktaya

elipsin merkezi denir.

2.2.4 Tamim. Merkezden asal eksene dik olarak gecen hiperbolik dogrunun elipsi kesti-
g1 noktalar ile bu noktalar arasinda kalan kisminin olusturdugu hiperbolik dogru parca-

sia elipsin yedek ekseni denir.

2.2.5 Merkezil Elips. Herhangi bir elipsi incelerken referans alabilecegimiz 6,4 € R

ve 0> A >0 olmak iizere, odaklari sanal eksen iizerinde e’i ile e™*i noktalar1 olup
odaklara hiperbolik uzakliklari toplam1 26 olan noktalarin olusturdugu hiperbolik elipsi
(merkezil elips) inceleyelim (sekil 2.2.1).

L

R

Sekil 2.2.1 Merkezil hiperbolik elips

1. Elipsin merkezi e”i ile e *i nin hiperbolik orta noktasi olan i dir.
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2. Sanal eksenin elipsi kestigi noktalar (asal eksen u¢ noktalari) 4 ile A ve
Im(A4) > Im(zzl) olsun. Bu durumda
p(A,eli)+ p(A,e_li): 20
olur. Ayrica
p(A, e‘ﬂi) = p(A,eli)+ 24
oldugu da dikkate alinirsa
p(A,eli)+ p(A,eli)+ 24 =20
esitliginden 4 nin i ye olan hiperbolik uzaklig
p(4,i)= p(A,eli)+ A=0
olarak bulunur.
Benzer sekilde p(;l,i ): S oldugu da goriilebilir. Buna gore A=e’i ve

A=e elde edilir.

3. a,b,l; € R" ve a € R™ olmak iizere /, mn (i den sanal eksene dik olarak gecen
hiperbolik dogru) elipsi kestigi noktalar (yedek eksen ug¢ noktalari) B=a+bi ve

B =4+ bi olsun. Bu durumda

B-e’i

+‘B—e’1i‘

p(B,eii): In —
B-ei

2.
—‘B—e z‘

a+bl+el‘ ‘Cl-l—bl ‘}

a+bi+e z‘—‘a+bz e z‘

b+e \/a +(b—e )2

\/a + b +2be” +&° +\/a2+b2—2beﬂ+e”
x/a +b% +2be” +e** \/a2+b2—2bel+eu

V1+42be* +e* —1-2be* + ¥

.
S S
N
.

\/1+2be +e’ +\/1—2be’l +e”}
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1+2be + e \/1—2be’1+e“

24
€

1+2be + e \/1—2beﬂ+e“

22
e

\/eu+2be +1+\/e” 2be* +1
\/e 2 4 opet 41 —Je —2bet +1

{\/az +b% +2be™ —24 +x/a2 +b* —2be +e7* }

\/az +b% +2be™ +e —\/a2 +b% =2be 47

\/a2 b+e +\/a +b e’l)
\/aerb+e}“2 \/a +(b—e )2

a+bi+e z‘+‘a+bz e l‘}

a+bi+e z‘—‘a-i—bz e z‘

_ o
B : ‘B e z‘ _ p(B’e*ﬂi)
B—ei|l- ‘B e l‘

olur. Boylece p B e’i)+ p(B e z) 26 oldugundan

p(B,e i)= p(B,e_ﬂi)= o 4)
esitligi elde edilir.
Benzer sekilde
p(lA?,eﬂi): (l},e_ﬁi): o 5)
oldugu da gosterilebilir.

4. (4) ve (5) den p(B,eﬂi)= p(l%,eﬂi) olup
sinh? %p(B,eli): sinh’ %p@,eﬂi)
yazilabilir. Buradan

2 A 2
2 A
‘B—el‘ - ‘

4m(B)im(e*i) ~ a1m(B)im(c*7)

esitligi elde edilir. Bu esitlik B =a+bi ve B=a+bi oldugu dikkate alindiginda
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2

2 ~ 2 A
‘a+bi—eﬂi‘ ‘a+bl—e i

4be* 4be*
halini alir. Gerekli sadelestirmeler ve islemler yapildiginda sirasiyla
a’ +(b—e/l)2 _a’ +(I;—eﬂ)2
b b

ve
l;(a2 +b° —2be” + e“): b(&z +b* —2be* + e“)
esitliklerine ulasilir. a® +5% = 4> + b =1degeri yerlerine yazilip ¢dziime devam edil-
diginde once
5(1 —2be* +e* ) = b(l —2be” +e* )
, sonra
b—2bbe" +be** =b—2bbe” +be**
ve daha sonra da

i e )= blis o)
esitlikleri elde edilir. 1+e** # 0 oldugu goz oniine alindiginda bu son esitlikten b =b
sonucuna varilir. Bu sonu¢ a’ +b*> =a’ + b esitliginde yerine konuldugunda a’ = a°

esitligine, buradan da B # B esitsizligi dikkate alindiginda @ = —a sonucuna ulasilir.

Boylece B =—a+bi olarak bulunmus olur.

5. p(B,e]“i): S oldugundan
sinh? l,o(B eli): sinh? L5
27 2
yazilabilir. Buradan

‘B —eli
4Irn(B)Im e’i

2
‘ =sinh215
2

esitligi elde edilir. Bu esitlik B = a + bi oldugu dikkate alindiginda
‘a+bi—eli‘2 , 1
~ =sinh” —o

4be 2

ve buradan
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a’ +b*> —2be” +e** =4be’sinh’ %5
halini alir. a* +b* =1 degeri yerine yazilip ¢dziime devam edildiginde 6nce

1+ e** = 4be’sinh? %5 +2be?

, ardindan
1+e* =2be’ (2sinh2 %5 + 1)
,sonra
24
L+ el = bcosho
2e
,daha sonra da
A -1
€ ¢ _heoshs
2
esitlikleri ve bdylece
coshA = bcosho (6)
bagintisi elde edilir. Eger B nin elipsin merkezine olan hiperbolik uzakligina o dersek
p(B, i ) =0
ve boylece
sinh® l,D(B i) = sinh® l0'
27 2
olacagindan
2
B_i
—| l| =sinh’ 1 o
41m(B )im(;) 2

yazilabilir. B = a + bi oldugu dikkate alindiginda sirasiyla

a’ +(p-1)

=sinhzla
4b -1 2

ve
a® +b*> —2b+1=4bsinh® %a
esitlikleri, a* +b* =1 degeri yerine yazildiginda da

2 —2b = 4bsinh* %0
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veE

1= b(2sinh2 %a + 1)

esitlikleri elde edilir. 2sinh” %a +1=cosho oldugu goz 6niine alindiginda bu son esit-

likten 1 = bcosho , yani

b= !
cosho

(7)
bagintisina ulasilir. (6) da (7) yi yerine yazarsak elipsimizin asal eksen yar1 uzunlugu
(0), yedek eksen yar1 uzunlugu (o) ve odaklar arasi yar1 uzunluk ( A4 ) arasinda

coshd = cosho - coshA (8)
bagmtisi elde edilir. (8. bagint1 B, i ve e”i nin olusturdugu hiperbolik dik iiggende hi-

perbolik kosiniis teoreminden de elde edilebilir).

Yukarida elde ettigimiz sonuclara gore elipsimiz asagidaki gibidir (sekil 2.2.2).

Seldlde
coshd =cosho - cosh A

B=a+bi B=—a+bi

=<k J

1

Sekil 2.2.2 Merkezil hiperbolik elips
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2.2.6 U da herhangi bir hiperbolik elips. Simdi de odaklart w,weU ve
20 > p(w, vAv) > 0 i¢in odaklara hiperbolik uzakliklar1 toplam1 26 olan noktalarin olus-

turdugu p(z, w)+ p(z, fv) =20 denklemli hiperbolik elipsi inceleyelim:

Eger Re(w)=Re(1) ise bu durumda asal eksen R ye dik x = Re(w) Oklid dog-
rusu iizerinde olup asal ekseni tasiyan hiperbolik dogru V(z) =z- Re(w) € Mob(U) do-

niisiimii ile pozitif sanal eksen iizerine resmedilebilir (sekil 2.2.3).

hﬂ“

Sekil 2.2.3 U da herhangi bir hiperbolik elips

2

2 A
[ =¥

1
2 Re(w)— Re()

Eger Re(w)# Re(W) ise bu durumda asal eksen merkezi ¢ =

ve yarigapl r = |w— é| olan Oklid ¢emberi iizerinde olup asal ekseni tastyan hiperbolik

z—(¢+7)
P o

lebilir (sekil 2.2.4).

dogru V(z)= € Mob(U) doniisiimii ile pozitif sanal eksen lizerine resmedi-
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c—F c c+r R

Sekil 2.2.4 U da herhangi bir hiperbolik elips

Yani her iki durumda da ¥ € Mob(U) doniisiimii ile elipsimizin odaklar1 ve
merkezi (c) sanal eksen lizerine resmedilmis olur. Buna gore k,n,n € R* olmak tizere
V(c)=ki, V(w)=ni ve V(W)= ri dersek odaklarin merkeze hiperbolik uzakliklar1 esit

oldugundan (ve M&b(U) nun doniigiimleri altinda hiperbolik uzunluk korundugundan)

yazilabilir. Buradan

ve bdylece

veya

k=-V(w)-v(w)

bagintisi elde edilir. Ayrica elipsin odaklar arasi yart uzunluguna A4 dersek
ln(ﬁj =4
k

—=e

k

ve boylece

esitligi elde edilir. Bu esitligin her iki tarafi 7 ile ¢arpildiginda
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olarak bulunur.
Benzer islemlerle
ln(ij =4
esitliginden
n

veya
esitligi elde edilir. Bu esitligin her iki tarafi i ile ¢arpilip V(w) = ni oldugu da dikkate

alindiginda
ko k

olarak bulunur.
Oyle ise T=U, oV doniisiimii elipsimizi yukarida inceledigimiz i merkezli

k

e’i, e*i odakli merkezil elipse
T(c)=|U, oV |[(c)=U, (" (c)=U, (ki)=i
k k k
T(w)=|U, o [w)=U, ("(w) =, (ni) =22 = ¢
k k k
T()=|U, v (W)=U, ) =U, (i) = ; et
k k k

olacak bigimde resmetmis olur.
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Sonug¢ 1. Mdbius doniisiimleri hiperbolik uzunluklar1 korudugundan merkezil elips i¢in
elde ettigimiz (8) bagintis1 yani
cosho = cosho - coshA

bagintisi tiim elipslerde dogrudur.

Not. Bagintida 6 elipsin asal eksen yar1 hiperbolik uzunlugunu,
o elipsin yedek eksen yar1 hiperbolik uzunlugunu,

A elipsin odaklar aras1 yar1 hiperbolik uzunlugunu gostermektedir.

Sonug 2. Fw) _ o oldugundan

/1=an(W)=1n V(w) I 1/_ViWiViWil I V w
ki J=V(wW ()i J=-VwW (W) V

yani
2=tn|)
v ()
bagintisi elde edilir.
Not. 1 y1
w—w|+w-n
A=1In ‘ ‘ | WI

bagintisindan da bulabiliriz.

Sonu¢ 3. a,bcR", a* +b* =1ve b=

olmak tizere elipsimizin merkezi
cosho

c=T7"(;)
asal eksen ug noktalari
A=T"(e%) ve A=T"(e)
ve yedek eksen ug noktalari
B=T"(a+bi) ve B=T"(—a+bi)
dir.
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Not. V(z)=z-Re(w) ic¢in T7'(z)=kz +Re(w)

V(Z):% icin Tl(z):(é‘r)]f;_‘l(@”) dir.

227 Ornek. w=2+3i, Ww=9+4i ve JO= 1n3\/§ olmak tizere denklemi

p(z, w)+ p(z, v?/) =2In3+/3 olan hiperbolik elipsi inceleyelim:

2

2 Re(w)-Re(Ww) 2 2-9 2 -7
r=lw—¢=2+3i-6/=5

V(Z)= z—(é+r): z—11

z—(é-r) z-1
. . . .2
V(w):W 11: 9+31: 9+3l+2Zl 9i _ 3
w—1 1+3i 1-9:

N w=11 —=2+44i —-16+32i+8 —16i* i
V()=——r= — = = =
w—1 8+ 4i 64 —16i 2

nm=ni=n
6 1\/1_72 Inv/6

coshd = cosho - coshA

olur.

Ayrica

bagintisinda o = In3+/3 ve 1 =InV/6 yerine yazilirsa
cosh In3+/3 = cosh In+/6 - cosho

yani

eln3x/§ +e*ln3«/§ elnx/g +€7hﬂ/€
= -cosho
2 2

esitligi elde edilir. Buradan

1 28

33+
cosher = eln3ﬁ+e—1n3 3 _ 3 /—3 _ 3 /—3 =4 /—2
eln«/g_i_e—ln«/g \/g+ 1 3

7
N
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olarak bulunur. Diger taraftan

o -o o 2
cosha:ﬁzl.(ea +L]: (e ) +1
2 2

oldugundan

ve boylece
3e” ) —8v2¢” +3=0
denklemi elde edilir. Bu denklem e“ degiskeni i¢in ¢oziildiiglinde
A=(82f -4.3.3=9

olup

o 8V2E92 423423

2-3 3

olarak bulunur.

Eger e? = <0 olur ki bu, uzunluk negatif

—4\/5_\/5 ise azln(—%@_@]
3 3

olamayacagindan, miimkiin degildir (

42 -23
#<1).

Eger e lur

o a2+423 . 42 ++/23
:flseazln# o)

Ayrica
1 1 3

b: = =
cosho 4\/5/3 42

ve a’ +b* =1 den

olup

/B
NG

olarak bulunur. Diger taraftan
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k=mzm:\gzg

1), o fo)= g 220 - SO

k

ve

E-rz—(+r) kz=11_~J6z-22
kz —1 kz—1  \J6z-2

elde edilir. Buna gore elipsimizin merkezi

La A6i—22 _6i° —22:J6i + 2:/6i — 44 _-50- 20-/6i Jéi.
c=T (l) \/_1 o7 4 10 =5424/6i

asal eksen u¢ noktalari

A=17(e%)= 7 %)= 7 3431) = V6-3V3i-22  9V2i-22

\/_ 3\/_1 9\/_1
162i% —198+/2i +18v2i—44  —206—180~2i _ 103+90~/2i
162i* — 4 166 83

S =5\ -1 -l3Y3 ) el ] _(\/3/3\/5}_22_\/§i_66
A=T (%) =T )= [3\/5]_ Vohbl-2 = va-

2i%—6632i+6+/20 396 —398—60~/2i 199 +30~/2i
2i* -36 —38 19

2

yedek eksen ug¢ noktalari
B:T_l(mbi):T_l[\/ﬁ 3 ] 36i + /138 — 882
V2 42 ) 36 +4138-842

é=T-1<—a+b,->=T—{_¢2—3 3 J 34/6i —138 882
W2 a2) 3o iss-svz

olarak bulunur.
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Bu sonuglara gore elipsimizin sekli asagidaki gibidir (sekil 2.2.5).

w=2+3i
i W =0+4i
c=5+2.6i
103+ 90+/2i
83
4 _199+30:/2
B 19
Bzaﬁs—ﬁ—ssﬁ
4 3./6i /138 —8.12
3./6i — /138 —88+2
3.6 —- 138 - 8.2

A=

ey

B

1 6 i R

Sekil 2.2.5 U da p(z,w)+ p(z,w)=2In3+/3 denklemli hiperbolik elips

2.3 U DA HiPERBOLIK HiPERBOL

Bu kisimda 6nce hiperbolik hiperboliin ve yardimci elemanlariin tanimi yapilip
merkezil hiperbol incelenecek, merkezil hiperboliin sonsuzdaki sinirini olusturan nokta-
lar ile asimptotlar1 bulunacaktir. Sonra da Mob(U) nun elemanlari kullanilarak

merkezil hiperbol i¢in elde edilen sonuglar U da herhangi bir hiperbolik hiperbole akta-

rilacaktir.

2.3.1 Tanmm. U da sabit iki noktaya hiperbolik uzakliklar1 farkinin mutlak degeri sabit
olan noktalarin kiimesine hiperbolik hiperbol, sabit noktalara hiperboliin odaklar: ve

odaklar aras1 hiperbolik uzakliga da odak uzaklig: denir.

Buna gore odaklart w,we U ve p(w, v?/) > 26 > 0 i¢in odaklara hiperbolik uzak-
liklart farkinin mutlak degeri 26 olan noktalarin olusturdugu hiperbolik hiperboliin

denklemi | p(z, w)— p(z, 12/)| =20 dir.
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2.3.2 Tammm. Odaklardan gegen hiperbolik dogrunun hiperbolii kestigi noktalar ile bu
noktalar arasinda kalan kisminin olusturdugu hiperbolik dogru pargasina hiperboliin a-

sal ekseni denir.

2.3.3 Tanim. Asal eksen tizerinde ve odaklara esit hiperbolik uzaklikta bulunan noktaya

hiperboliin merkezi denir.

2.3.4 Merkezil Hiperbol. Oncelikle, 1,6 € R ve A > 6 >0 olmak iizere, odaklar1 sanal

eksen iizerinde e*i ile e *i noktalar1 olup odaklara hiperbolik uzakliklar farkinin mut-
lak degeri 20 olan noktalarin olusturdugu hiperbolik hiperbolii (merkezil hiperbolii) in-

celeyelim:
1. Hiperboliin merkezi e”i ile e *i nin hiperbolik orta noktas1 olan i dir.

2. Sanal eksenin hiperbolii kestigi noktalar (asal eksenin u¢ noktalar1) 4 ile A ve

Im(A) > Im(fl) olsun (sekil 2.3.1).

R

Sekil 2.3.1 Merkezil hiperbolik hiperbol

Bu durumda
‘p(A,eli)— p(A,e’ﬂiX = p(A,e‘lz')— p(A,eli): 26

Ve
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pla,e?i)+ p(d,ei)=24
oldugundan

Im(A )

-1
e

pld,ei)=2+5 veya h{ ]: A+6

elde edilir. Buradan

h:_(fl) =" veya Im(4)=e°
olup
A=¢e’i
ve benzer sekilde
A= e’i

bulunur.

3. Acaba hiperboliimiiziin diger noktalar1 nasil bir seyir izler? Bu soruyu cevap-

lamak i¢in bazi ispatlar yapmamiz gerekiyor:

Onerme. Odaklardan gegen ve hiperboliimiizii kesen bir hiperbolik dogru, hiperboliin
kestigi parcasini (list ya da alt yarisini) ikinci bir kez daha kesmez.
Ispat. Aksine e i odagindan gegen bir hiperbolik dogrunun hiperboliimiiziin iist yari-

sin1 sekilde gorildiigii gibi iki defa kestigini diisiinelim (sekil 2.3.2).

R

Sekil 2.3.2 Merkezil hiperbolik hiperbol
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Bu durumda p(e‘li,B)= c, ,o(B,C)= d, p(e’li,C)=f ve p(eli,B)= g olmak
tizere B ile C hiperbole ait olduklarindan
c—-g=c+d-f
ve dolayisiyla kdseleri e”i, B ve C noktalar1 olan hiperbolik iiggende
f=d+g
esitliginin saglanmasi gerekir ki bir hiperbolik tiggende bu miimkiin degildir.

Benzer sekilde e”i den gegen bir hiperbolik dogrunun hiperboliin alt yarisini

birden fazla noktada kesmesinin miimkiin olmadig1 gosterilebilir.m

Sonu¢. Hiperboliimiiziin iist yarisinin kollar1 e *i den gecen hiperbolik dogrulari en
fazla bir defa kestiklerinden reel eksene dogru yonelirler ve uzantilari reel eksende son
bulur (bdylece alt yarmin kollarinin da reel eksene yonelip uzantilarinin reel eksende

son buldugu agiktir). Buna gore hiperboliimiiziin sekli asagidaki gibidir (sekil 2.3.3).

m“’

Sekil 2.3.3 Merkezil hiperbolik hiperbol

4. Acaba hiperboliimiiziin sonsuzdaki sinirin1 olusturan noktalari, yani hiperbo-
liin reel ekseni kestigi noktalar1 nasil bulabiliriz?

Bu soruyu cevaplamak i¢in hiperboliin z ye bagli denkleminde Im(z) degeri 0 a
giderken limit almaliy1z. Buna gére hiperboliimiiziin {ist yarisina ait bir z=x+ yi € C

noktasi igin
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p(z, e*ﬂi)— p(z,eli): 20
|z —W| + |Z — w|

|z =] —[z—w
z—e i +‘Z—e_]'i‘

— —In
z—e i —‘z—e_ﬂi‘

‘z+e’li‘+‘z—e’li‘ ‘z+eli‘+‘z—eli‘
In —In =20
‘z+e_li‘—‘z—e_li‘ ‘z+eﬂi‘—‘z—eﬂi‘
esitligi elde edilir. Bu esitlikte z = x + yi yazildiginda

ln{‘ﬂyHezi‘+‘x+yl._eﬂi‘}_ln{‘ﬁyi+eli‘+‘x+yi—eﬂi‘}_25

‘x+yi+ e"’li‘ —‘x+yi—e"li‘ ‘x+ yi+ e’li‘ —‘x—i—yi—eﬁi‘

denkleminde p(z,w)= ln{ } formiilii kullanilirsa

z—e’i

4 +‘Z—e’1i‘
=20
4 —‘Z—eii‘

z—e’l

veya

ve dogal logaritma fonksiyonunun 6zellikleri kullanildiginda

‘x+(y+e_ﬂ)i‘+‘x+(y—e_ﬂ)i‘Jx+(y+eﬂ)i‘+‘x+(y—el)" 5
ln{‘x+(y+el)i‘—‘x+(y—eﬂ)i‘ . ‘x+(y+el)"—‘x+(y—el)i‘} °

veya

ln{‘x+(y+e )z‘ ‘x+y e )z‘ ‘x+ y+e )l‘ ‘x+y e )z‘} >

‘x+(y+e )7‘ ‘X-i-y e )‘ ‘x+ y+e )l‘ ‘x—lry e )l‘

bulunur. Boylece elde edilen

n \/x +y+e +\/x + 2 \/x2+ y+e \/x +(y e )2 s
\/x +(y+e )2 \/x +y e’ 2 \/x2+y+e +\/x +y e)

esitliginde her iki tarafin Im(z)=y — 0 igin limiti alinrsa birinci tarafta

limIn e A I i R ,\/xz (ree’f - +(y—ei)2
\/xz +lyre?f ‘\/)‘2 +(y—e) Jx t(y+e) +Jx +(
:ln{\/xz +e +\/x2 +e _\/xz +e* —\/x2 + e }

\/x2 +e —\/x2 +e \/x2 +e”’ Jr\/szreM

y—0
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20xt+e 0 0
0 24x% + e 0

belirsizligi elde edilir.

Bu belirsizligi asmak i¢in L' Hospital kuralin1 kullandigimizda birinci tarafin li
miti

lim1n \/x2 +(y+e_’l)2 +\/x2 Jr(y—e_’l)2

0 \/xz—i-(y+e_/l)2 —\/x2+(y—e‘/l)2 |

y—0

limin \/x2+(y+e‘ﬂ)2 +\/x2+(y—e_ﬂ)2. (‘/x2+(y+eﬂ)2 _\/x2+(y_eﬂ)2j
|

= }}lilg In< 1

1 L 1 _
:1n \/x2+e% +\/x2+efu ' E(xz-l-eu) 2-26/1—f(xz+eu) -(— /I)
Jat e +lx? vt 1

1 1
—n Vxt +e™ (x2+e“)2-el+(x2+eu)2-el
/x2+eu e L ) Ve s
(x +e 2-.e +(x +e )2-6

=1In

1

/xz 4 o2 (xz +eu) 5 A
2 24 1

Vx“ +e (xz—i-e’“)

5.e7

olarak bulunur. Boylece elde edilen

2 24 A
ln{ xz+eM ) e_ﬁ}:zé‘
x’+e*)e

esitliginin ¢ozlimiinden sirastyla dnce
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(xz +e_2’1)eu 2

=,
x* +e*

sonra

2 24 2 20 244265
x“ e +l=x"-e *

ve daha sonra
= o225 _ xz(ezﬁ _eu)

veya

20428
B e * -1
X =
22 26
e —e

esitligi elde edilir. Buna gore hiperboliimiiziin iist yarisinin sonsuzdaki sinir1

o225
¥=t— 5 €R
e —e

noktalarindan olusmaktadir.

Benzer bir islemle hiperboliimiiziin alt yarisinin sonsuzdaki sinirini olusturan

22 20

noktalarmda x = +,/5— ¢ ¢R oldugu gosterilebilir (sekil 2.3.4).

21125
e’ —1

Sekil 2.3.4 Merkezil hiperbolik hiperbol

5

Not. 0< 8 <A oldugundan 1< e* ve boylece 1—e*’ <0 olup

(eu +1)-(1—e25):e“ o2 L%
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elde edilir. Ayrica 6 < A4 oldugu da dikkate alindiginda

0 < o2 _ o2 < 220 _|

ve buradan
o2 _ o2 e220 _ ] o2 _ g2 o220 _|
0<ez,1+2§_1<1<ez,1_625 veya 0 < m<l< 20 _ 20

esitsizligi elde edilir.

Onerme. pcR" ve ¢= 1 olmak tizere sonsuzdaki sinirt R nin p ve —¢ noktalar
P

olan hiperbolik dogru i den gecer.

Ispat. R yi pile — ¢ de dik kesen Oklid gemberinin merkezi P ; 7 ve £ -2'_ 7 gi. Ayri-

caqg= 1 oldugundan pg =1 dir. Buna gore

2
P4 |2, (P4 :\/4+p2+q2_2pq
2 2 4

:J4pq+p2+q2—2pq:;Jp2+q2+2pq
4 4

2
_|(p*ta) _p+q
2 2

esitligi ispat1 tamamlar.m

2A+20 22 26
e -1 e’ —e . . .
Sonu¢. @ =,/———= ve b=,/———— olmak lizere sonsuzdaki smir1 R nin a ve
e — e o428 1

— b noktalar1 olan hiperbolik dogru ile sonsuzdaki sinirt R nin —a ve b noktalar1 olan

hiperbolik dogru hiperboliimiiziin merkezi olan i den geger.

. 2% e — 2? ) ' ‘
Onerme. g =,|——— ve b=,————— olmak lizere sonsuzdaki siir1 R nin «
e _e¥ 428 _q

ve —b noktalar1 olan hiperbolik dogrunun hiperboliimiiz ile kesisimi bos kiimedir.
Ispat. Aksine bahsi gecen dogrunun hiperboliimiiz ile asagidaki sekilde goriildiigii gibi
kesistigini varsayalim (sekil 2.3.5).



63

R
Sekil 2.3.5 Merkezil hiperbolik hiperbolde asimtotlar
Sekle gore
a—>b
cosa =sin| = —a | = —2 _azh
2 a+b a+b
2
o240 o2 _ 29 22426 _ ( 25)
Ve e - e | \/62,1 25 \/ezmza 1
B o240 _ ] o2 _ o2 M ( 626)
o2 _ 20 + o240 ] \/622 25 \/ 24426 4

~1_ (e +1)e -1)

B eu( 1)+ e
e -1 (e” —1X€25 +l)

dir. Sekilde p(B e’li)= d, p(B,i)= f, p(B,e"li)= ¢ olmak iizere B, e”i ve i nin olus-

turdugu hiperbolik tiggende hiperbolik kosiniis teoremi geregince
coshd = coshA - coshf —sinhA - sinhf - cosha

A -4

= coshA - coshf — ¢

= cosh/ - coshf —s1nhf 2" (eu -1 '(626 + 1)

= coshA - coshf —sinh, .
/ f ¢ ¥ +1

y; A 26
e’ +e e’ -1

= coshA - coshf —sinhf - .
/ / 2 e* +1
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20
= coshA - coshf —sinhf - coshA - ew !
e’ +1
e’ —1
= coshA -| coshf —sinhf - —
e’ +1
[ o 25
_ coshi.| € te’ e —e '625 1
2 2 e’ +1
/20 4 oI 4 ol Lol gl 420 | oSy G
= coshA - o
2(e* +1)
—-f+26 f
_ coshi.- 2e 2(5+Ze
20e”” +1
- f+26 f
e’ +e
=coshd - ———— 9
e’ +1 ©)

olarak bulunur.
Benzer sekilde B, e™*i ve i nin olusturdugu hiperbolik iiggende hiperbolik kosi-
niis teoremi geregince
coshc = coshA - coshf — sinhA - sinhf - cos(7 — &)
= coshA - coshf + sinhA - sinhf - cosa

A _ -1 24 . 25 _
= coshl-coshf+%.sjnhf. (e + (e 1)

%1 (e +1)
2e )

= coshA - coshf +sinhf - ¢ ; (
e

e +1 e* —1
2¢" e* +1

= coshA - coshf + sinhf -

et +et e -1
= coshA - coshf +sinhf - .
/ / 2 e” +1

25_1

e

e* +1

= coshA - coshf + sinhf - coshA -

e —
e? +1

26 1
= coshA - (coshf + sinhf"- J

oSl f 28
_ coshd - e’ +e +e e 'ez(s 1
2 2 e’ +1
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/20 L oI ol ol ol Sy
= coshA -

2(e* +1)

20/ 4 Ze_f]

= coshA -
( 2(e* +1)

e/ 1 e
=coshl - —— 10
e’ +1 (10)
olarak bulunur.
e’ +1 . .
(9) dan coshA = coshd R a— olup bu ifade (10) da yerine yazilirsa
e’ t+e

26 f+26 -f
e’ +1 e +e
coshc = coshd -

e/ 4ol e* +1
4268 -f
e +e
= coshd W (1 1)
e +e

elde edilir. B noktas1 hiperboliin iizerinde oldugundan c¢=d +25 olup (11) de yerine

yazilirsa
f+26 -f
e’ +e”
cosh(d +28) = coshd - "
e’ +e
ya da
et | 28 ~ el 1ol ol Lot
2 2 e/ e
esitligi elde edilir. Coziime devam edildiginde 6nce
QI I+ | Gfd¥2S | ofd | [-d25 _ f4d425 | d=f | dvf+25 | ,-f~d

ve sadelestirildiginde
edff+4§ _edff — €7d+f+26 _effd72§
esitligi, buradan da
olf (845 _ 1) _ S (645 _ 1) veya (645 _ 1). (ed_f o2 ) -0

esitligi bulunur. Buna gore e*’ —1 ile e’/ —e/ ™%

ifadelerinden en az biri sifira esit
olmalidir. Eger e* —1=0 ise 6 =0 olur ki bu hiperboliin 1 > & > 0 kosulu ile celisir.
Eger e’/ —e/ 7 =0 ise e’/ =e/™? esitliginden d—f=f-d-25 ya da

f =d+ 9 elde edilir. Bu esitlik (9) da yerine yazilirsa
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—f+26 f —-d-0+28 d+o
e e +e
coshd = cosh/ - — = coshA - r
e’ +1 e’ +1
e—d+5 + ed+6 e(S e—d + €d
=coshd-—————=coshl - —3————
e’ +1 e‘\e’ +e
e +e?
coshd
= coshA - ﬁ = coshA -
e’ +e cosho
2

esitligine ulasilir. Son esitlikte coshd # 0 oldugundan coshd =coshA ve bdylece
0 = A olur ki bu da hiperboliin 4 > > 0 kosulu ile ¢elisir.

Demek ki varsayimimiz miimkiin degildir, yani hiperboliimiiz ile sonsuzdaki si-
nir1 R nin @ ve —b olan hiperbolik dogru kesismez.m

Sonsuzdaki sinirt R nin —a ve b noktalart olan hiperbolik dogrunun da

hiperboliimiiz ile kesismedigi benzer sekilde gosterilebilir.

24426 24 26
e -1 -

e e . . .
Sonu¢. a=,——— ve b=,/———— olmak lizere sonsuzdaki sinir1t R nin a ve
e _ ¥ 22428

— b noktalar1 olan hiperbolik dogru ile sonsuzdaki simir1 R nin —a ve b noktalar1 olan

hiperbolik dogru hiperboliimiiziin asimptotlaridir (sekil 2.3.6).

Sekil 2.3.6 Merkezil hiperbolik hiperbol ve asimtotlar1
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2.3.5 Ornek. Denklemi = 2-1n2 olan hiperbolii inceleyelim: Denk-

p(z,3i)- p(z%ij

leme gore o =1n2, odaklar w=3i ile W:%i olup €% =2i, e"yi:%i dir. Ayrica
e’i =3i esitliginden A = In3 bulunur. Boylece

a_\/gzmza _1 _\/ezln3+2In2 _1 ~ 361 _\/7
o2 26 p2In3 _ p2in2 9_4

—e

Ve

7

b:—: =

1
aﬁ7

olarak hesaplanir (sekil 2.3.7).

=7 £ £ A7 R

Sekil 2.3.7 Ornek merkezil hiperbolik hiperbol

2.3.6 U da herhangi bir hiperbolik hiperbol. Simdi de odaklart w,weU ve
p(w,fv)> 26 >0 icin odaklara hiperbolik uzakliklar1 farkinin mutlak degeri 26 olan
noktalarin olusturdugu | p(z,w)— p(z,vAvX =20 denklemli hiperbolik hiperbolii inceleye-

lim:

Eger Re(w)=Re(1) ise bu durumda asal eksen R ye dik x = Re(w) Oklid dog-
rusu iizerinde olup asal ekseni tasiyan hiperbolik dogru V(z) =z- Re(w) e Mob(U) do-

niisiimii ile pozitif sanal eksen iizerine resmedilebilir (sekil 2.3.8).
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m“

Sekil 2.3.8 U da bir hiperbolik hiperbol

2 a2
[~

1
2 Re(w)— Re(W)

Eger Re(w)# Re(W) ise bu durumda asal eksen merkezi ¢ =

ve yarigapl r = |w— é| olan Oklid ¢emberi iizerinde olup asal ekseni tasiyan hiperbolik

z—(¢+7)
P o

bilir (sekil 2.3.9).

dogru V(z) = € Mob(U) doniisiimii ile pozitif sanal eksen iizerine resmedile-

Sekil 2.3.9 U da bir hiperbolik hiperbol

Ve Mob(U) doniisiimii ile her iki durumda da hiperboliimiiziin odaklar1 ve
merkezi (c) sanal eksen iizerine resmedilmis olur. Buna gére k,n,n € R* olmak iizere

V(c)=ki, V(w)=ni ve V(W)= ri dersek odaklarin merkeze hiperbolik uzakliklar: esit

oldugundan (ve Mdb(U) nun doniigiimleri altinda hiperbolik uzunluk korundugundan)
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yani

ve k pozitif oldugundan

veya
k=-V(w) V()
olarak bulunur. Ayrica hiperboliin odaklar aras1 yar1 uzunluguna A4 dersek
h{ﬁj -2
k
esitliginden
n_
k
ve boylece
Ly
k
veya
YW _
k
olarak bulunur. Benzer sekilde
ln(éj =4
n

esitliginden

veya

ve boylece
k k
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olarak bulunur. Oyle ise 7=U, oV déniisiimii hiperboliimiizii yukarida inceledigimiz
k

i merkezli e’i, e*i odakli merkezil hiperbole

olacak bi¢imde resmetmis olur.

V(w)

Sonug 1. 0 e’i oldugundan

B V(w) V(w) \/—VEWWIWjI_ Viw
S TR o 7 A A o 7 IW

yani

A=In V(vf)

v ()
bagintisi elde edilir.
24426 _ 22 26
Sonu¢ 2. a=,———~ ve b=,|——=—— olmak iizere hiperboliimiiziin merkezi
e’ —e e -
c=T" (i ),

asal eksen ug noktalari
A=T(e%) ve A=T"(c)
, hiperboliimiiziin iist yarisinin sonsuzdaki sinirin1 olusturan noktalar
T"l(a) ve T"l(—a)
, hiperboliimiiziin alt yarisinin sonsuzdaki sinirin1 olusturan noktalar
T7'(b) ve T7'(-b)

, asimptotlar1 ise sonsuzdaki sinir1
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T7'(a) ve T7'(-b)
noktalarindan olusan hiperbolik dogru ile sonsuzdaki sinir1
77'(h) ve T7'(-a)

noktalarindan olusan hiperbolik dogrudur.

Not.  V(z)=z-Re(w) ic¢in T7'(z)=kz +Re(w)

V(z):% icin T~ () (c r)]iczz_l(chr) dir.

2.3.7 Ornek. w=4+3i, w=11+4i ve 5=1n\/5 olmak tzere denklemi

| p(z,w)— p(z,fv) = 2In+/2 olan hiperbolik hiperbolii inceleyelim:

1 P 1 25-137 1 -1z
2 Re(w)-Re(Ww) 2 4-11 2 -7

c=

r=w-¢=[4+3i-8§=

—(é+r)_ z-13
—(é—r)_ z-3

w=13 —9+3i —9+3i+27i—9i*

V(w)= = = =3
() w—73 1+3i 1-9;°
. fv—13 _—2+4i _ -16+32i+8i— 16i> i
Vw : = -
- 8+ 4i 64 —16i> 2

et

220 ] eZln\/g-#Zln\/E 1

P26 _ pamv2

Ve

olur. Boylece
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“J6l2 z-3  3z-9
ve

T,I(Z):(é—r)kz—(é+r):kz—l3:3\/62—26
kz—1 kz-3 J6z -2

elde edilir. Buna gore hiperboliimiiziin merkezi

()= 346 —26  18i* —26~/6i + 64/6i — 52
J6i -2 6i° —4

_ —70-2076i _1200*/3’ = 7+26i,

asal eksen u¢ noktalari
7o) M.:T_lﬁ,zsﬁ-ﬁi—26:6\/§i—26
(e l) (e l) ( l) \/g\/al_z 2\/§l_2
367 —524/3i +124/3i 52 —88-403i _11+543i
- 12i> -4 16 2
21=T“ -8;) = -1 ~Inv2 :T—l[L]:(3\/g/\/E)'_26:3\/§i_26
fe#)=r e ") )" Vel -2~ k-2

9i%—263/3i+64/3i =52 —61-20~/3i  61+20~/3i
- 3i% -4 -7 T

hiperboliimiiziin ve asimptotlarinin sonsuzdaki sinirin1 olusturan noktalar

e () o4k 20
L2 ) JeWi2)-2  Vee-4

T1(_a)_T1(_&]_3\/8-(—5/2)—26_3\/%%2
B 2 ) Je-[A12)-2  Je6+4
(5)= T_{Nﬁj 376 (2V11/11)-26 3466 — 143
U ) Veviinn)-2 o Vee-11
T_l(_b)_T_l[_zJH]_3\/8-(—2\/ﬁ/11)—26_3\/%“43
) 1) Je-l2viti)-2  Je6+11

dir. Bu sonuglara gore hiperboliimiiziin sekli asagidaki gibidir (sekil 2.3.10).
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:"“\,Ifﬁ_ﬁ—f: 3 13 3./86 — 143 .—}E
JEE-4 J \/ JEE-11

3B6 -3 366 -143

AfEE =2 86— 11

Sekil 2.3.10 | p(z,w)— p(z,fvx = 2In/2 denklemli hiperbolik hiperbol

2.4 U DA HIPERBOLIK PARABOL

Bu kisimda 6nce hiperbolik paraboliin ve yardimeir elemanlarinin tanimi yapilip
merkezil parabol incelenecek, merkezil paraboliin sonsuzdaki sinirin1 olusturan noktalar

bulunacaktir. Sonra da Mob(U) nun elemanlar1 kullanilarak merkezil parabol i¢in elde

edilen sonuglar U da herhangi bir hiperbolik parabole aktarilacaktir.

2.4.1 Tanim. U da sabit bir hiperbolik dogru ile dogru iizerinde olmayan sabit bir nok-
taya hiperbolik uzakliklar1 esit olan noktalarin kiimesine hiperbolik parabol, sabit dog-

ruya paraboliin dogrultmani, sabit noktaya da paraboliin odag: denir.

Buna gore dogrultman1 d € U hiperbolik dogrusu, odagi w € U noktasi olan hi-

perbolik paraboliin denklemi p(z,d ) = p(z, w) dir.

2.4.2 Tamim. Odaktan dogrultmana ¢izilen dik hiperbolik dogru pargasinin hiperbolik

orta noktasina paraboliin tepe noktas: denir (tanim geregi bu nokta parabole aittir).

2.4.3 Tanim. Odakla tepe noktasini birlestiren (ve dogrultmana dik olan) hiperbolik

dogruya paraboliin ekseni denir.
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2.4.4 Merkezil Parabol. Oncelikle, ekseni asal eksen, dogrultmam /, (i den sanal ek-

sene dik olarak gecen hiperbolik dogru) ve 1 € R olmak iizere odagi e**i olan hiperbo-

lik parabolii (merkezil parabolii) inceleyelim:

1. Paraboliimiiziin tepe noktas: e**i ile i nin hiperbolik orta noktasi olan e’

noktasidir (ki bu nokta ayni1 zamanda paraboliimiize aittir).

2. Incelememizi A >0 icin yapacagiz (ve bu durum genelligi bozmaz) (sekil

2.4.1).

"R

Sekil 2.4.1 Merkezil hiperbolik parabol

3. Acaba paraboliimiiziin diger noktalar1 nasil bir seyir izler? Bu soruyu cevap-

lamak i¢in baz1 ispatlar yapmamiz gerekiyor:

Onerme. Paraboliimiiziin herhangi bir noktasindan /, a dik olacak sekilde gegen bir hi-
perbolik dogru parabolii bagka bir noktada daha kesmez (sekil 2.4.2).

Ispat. Iddiamiza gore /, a dik bir hiperbolik dogru paraboliimiizii asagidaki sekilde go-
rildiigii gibi iki defa kesemez. Gergekten de bdyle bir durumda, yani B ve C gibi iki
farkli noktada kesmesi halinde p(/, B)= p(e”i,B) ve p(I,C)= p(e“i,C) olmasi gerek-
tiginden e**i, B ve C noktalarimmn olusturdugu hiperbolik iiggende

ple**i,C)= ple**i,B)+ p(B.C) elde edilir ki bu miimkiin degildir.m
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Seldlde
2.8y = p(e”"i,B) = a birim
ve p(8,.0) =b birimdir.

Sekil 2.4.2 Merkezil hiperbolik parabol

Sonug. Paraboliimiiziin kollar1 /;, a dik hiperbolik dogrular1 en fazla bir defa kestikle-

rinden reel eksene dogru yonelirler ve uzantilar1 reel eksende son bulur. Buna gore pa-

raboliimiiziin sekli agagidaki gibidir (sekil 2.4.3).

Sekil 2.4.3 Merkezil hiperbolik parabol

4. Acaba paraboliimiiziin uzantilarinin R yi kestigi noktalar1 bulabilir miyiz? Bu
soruyu cevaplamak icin paraboliin z ye bagli denkleminde Im(z) 0 a giderken limit al-

maliy1z:
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Paraboliimiize ait bir z = x + yi € U noktasindan /, a dik olarak ¢izilen hiperbo-

lik dogrunun iizerinde bulundugu Oklid ¢emberinin merkezi 0, yarigapt r ve [ yi kes-

tigi nokta B olsun (sekil 2.4.4).

-2 z=x+yi

s
:’E“

Sekil 2.4.4 Merkezil hiperbolik parabol

Sekildeki OBO dik iicgeninde Pisagor bagintisindan O R nin Vr? +1 apsisli

noktasidir. Buna gore

I N ) R
esitliginden

x’ —2x«/m+r2 +1+y> =77
veya

=2 14142 =0 (12)
esitligi elde edilir.
Benzer sekilde

‘B—O =\/(fc—m)z +37=r
esitliginden de

PSS FEIE TIPS I S
veya

=25V +1+1+ 392 =0 (13)
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elde edilir. (12) ile (13) {in ortak ¢oziimiinden

\/ﬁ_1+x +y° 1+x +9° (14)

2x 2x

olur. B noktas1 /, dogrusu iizerinde oldugundan x* + > =1 olup (14) de yerine yazilir-

Ssa

2x

X=——"
1+x2+y2

ve buradan

/— (1+x2+y2)2—4x2
1+’ +y? \/

(l+x2 +y2)2

:\/(ler2 +y° —2)6)-(1+)c2 +y° +2x) :\/((x—l)2 erzX()chl)2 +y2)

(1+)c2-|-y2)2 (1+x2-|-y2)2

1Py 1) ey

1+x*+y°

olarak bulunur.

Diger taraftan z parabole ait oldugundan
p(z,e“i): p(z,B)

|Z—W|+|Z—w|

|z =] =]z = w]

z—% +‘z—e”i‘ ‘z—§‘+|z—B|
— =In —

z—e”i —‘z—e“i‘ ‘Z—B‘—|Z—B|

‘z+e“i‘+‘z—e“i‘ ‘z—l_?‘+|z—B|
In = ) =In —
‘z+e i‘—‘z—e i‘ ‘Z—B‘—|Z—B|

esitligi elde edilir. Bu esitlikte z = x + yi yazildiginda

olup bu denklemde p(z, w) = ln{ } formiilii kullanilirsa

veya

‘X+yl+e l‘ ‘x+yl e’ l‘ |x+yl X— yz)| |x+yl (x+yzl

‘x+yl+e l‘ ‘x+yl e l‘ |X+yl X— yl] |X+yl (x+yl)|

veya
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{Jx ol e L L R e e )e) <y i }_1
\/x +(y+e )2 \/x +(y e’ )2 \/ 2+ +\/x x -

bulunur. Bu esitlikte her iki tarafin Im(z) = y — 0 i¢in limiti alinirsa birinci tarafta

lim{\/ 2+(y+e”2+\/)c2+y e’ ) \/ 2+ y+y —\/(x—fc)2+(y—f/)2}
0 \/x2+(y+e2) \/x +(y e’ ) \/ ) +(+7) +\/ ) +(-»)

:\/x2+e X2+ \/ Y+ —\/x—fC)2+)”/2
Vx? et —x? e \/x £+ +4f(x—2) +37
_2Vxt+et 0 _0
0 2 (x—)%)2+y 0

belirsizligi elde edilir.

y = 0 iken (yeteri kadar kii¢iik y i¢in) x*> > 1 oldugundan

VE=17 402 (410 +0* =[x ~1) =]x* =1 =27 -1

dir. Bu durum da dikkate alinarak belirsizligi gidermek icin birinci tarafta limit almadan

once L'Hospital kuralina gore tiirev alinirsa:

lim{\/xz +(y+e“)2 +\/x2 +(y—e”)2 .\/(x—fc)z +(y+p) —\/(x—i)
yo0 \/x2+(y+e“)2 —\/x2+(y—e“)2 \/(x—£)2+(y+j/)2+\/(x—fc)2+(y—j/)2
\/x2 +(y+e“)2 +\/x2 +(y—e“)2
V=) +(+3) +(c-2F +(v-7)
] (Vo= b3 -2+ (=37 )

!

( x* + y+e \/x2+(y—e“)2)
\/ y+e +\/x +

\/x—fc) (y+y +\/x x2+(y Y
=lim

] S e e 25 o= 05 )2 200-5)
1
2

[

1

;(xz +(y+e“)2)_E ~2(y+e“)




79

1
xz—l2 x2—127 xt -1
2| x7 2 12 |2
2 .a/x? 4 et x”+1 x”+1 x”+1
) 1
2. L[] 2+ x 1Y 2-(x? +e )2 e
x*+1 xt+1
1
2 212 2
- (sz)_(xz 1} '(xz 1}
v ie x°+1 x°+1

fea(E] e

x> +1
x> -1

~ y2 4 ¥ 'x2+1 ~ ¥2 4 et ~ ¥ 4 et
- ) 2 24 2 a 2 _1). e

(x2+1)- L ’ (x2+1)' i Lo -]

x?+1 x"+1
olarak bulunur. Boylece elde edilen
x> +e*

ixz _1)_82,1 =1

esitliginin ¢ézlimiinden sirastyla 6nce
sonra

ve daha sonra

esitligi elde edilir. Buna gore paraboliimiiziin sonsuzdaki sinir1 R nin

e +1
2 J—

_)(::'i'e/1 7
1

e
noktalarindan olusmaktadir.

(Eger 1< 0 ise y >0 iken (yeteri kadar kiiciik y i¢in) x> <1 oldugundan

V=17 +0% (e +1) +0* =4(x> -1 =[x* ~1]=1-x7
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olup yukaridakilere benzer islemlerle paraboliimiiziin sonsuzdaki smirinin R nin

24

x =+e’ — noktalarindan olustugu bulunur.)

1+e

24 1

Not.1. 1>0 ise e’ >1 olup 1 <e” dir.

2
e —1

2. A<0ise 0<e” <1 olup 0 <e” - <1 dir.

l+e

Sonug¢. Paraboliimiiziin sekli asagidaki gibidir (sekil 2.4.5 ve 2.4.6).

A=0 ise

Sekil 2.4.5 4 > 0 i¢in merkezil hiperbolik parabol

A<D 1se

m‘!’

Sekil 2.4.6 A < 0 i¢in merkezil hiperbolik parabol
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2.4.5 Ornek. A =1n2 icin yukarida inceledigimiz parabolde
eti=e"i=2i

21 . 2In2 . .
eti=e " i=4i

L e 41, e+l 5 2415
e = N =2 T
e —1 e -1 3 3

olup paraboliin sekli asagidaki gibi olur (sekil 2.4.7).

\%

&

Sekil 2.4.7 Ornek merkezil hiperbolik parabol

2.4.6 U da herhangi bir hiperbolik parabol. Simdi de dogrultmani herhangi bir d hi-

perbolik dogrusu ve x,y € R olmak iizere odag1 w = x + yi € U noktasi olan hiperbolik

parabolil inceleyelim:

s,t € R ve s <t olmak iizere d nin sonsuzdaki sinirin1 olusturan noktalar s ile ¢

olsun (sekil 2.4.8).

) -
>
& z:: L T c q R

Sekil 2.4.8 U da bir hiperbolik paraboliin odak ve dogrultmanina gore asal ekseninin

Incelenmesi
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Sekilde goriildigi gibi ¢, p,q,r € R, p<gq, r>0 olmak lizere paraboliin ek-
seninin sonsuzdaki sinirim1 olusturan noktalara p ile ¢, eksenin iizerinde bulundugu
Oklid gemberinin merkezine c, yarigapina r dersek r = |w - c| den

PP =(x—c) +y’
ve r >0 oldugundan

r= (x—c)2+y2 (15)
olarak bulunur. Ayrica sekildeki dik tiggende Pisagor bagintisindan

2 2

2 t—s tr+s
ro+ =|c—

(ZJ( 2)

esitligi ve r* = (x — c)2 +y” yerine yazildiginda

(x—c) +y? +(f—78j2 :(C—HTSJZ
(c_f;sjz (e =y +(Z;Sj2

esitligi elde edilir. Buradan iki kare farki 6zdesligi kullanilarak

2
(x—”sj-(zc—x—t“j:yz +(t—sj
2 2 2

esitligine, HTS < x ve boylece x — HTS # 0 oldugu dikkate alinarak

veya

2, t—s 2
( t+sj Y
2c—| x+ =
t+s
.x_i
2

esitligine ulasilir. Buna gére paraboliin ekseninin iizerinde bulundugu Oklid ¢emberinin

merkezi

(16)

olarak bulunur.
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Diger taraftan paraboliin ekseninin sonsuzdaki sinirini olusturan noktalar p ve ¢

zZ—9
z—p

oldugundan, ki p=c—r ve g =c+r dir, bu eksen V(z) = doniistimii ile pozitif

sanal eksene resmedilebilir. Bu durumda

T(z)=[U 1 oV](z)=S_p-Z_q

v(s) §—9 z=P

doniistimii d yi /, a, w yi de pozitif sanal eksen iizerine resmeden doniisiim olup

iy p(s—q)z—q-(s-p)
T ) —-p)

dir. (Eger paraboliin ekseni R ye dik bir Oklid dogrusu iizerinde ise, yani

Re(w)=x = HTS ise, bu durumda

V(z) =z—x
T(z)—[U 1 OVJ(Z): 2=
m t—x
ve
T’l(z):(t—x)-z—i-x
dir.)
. 1, 7(w) 1 .
Dolayistyla T (w)z e"i den A= Eln —~ = Eln ImT (w) olup paraboliin tepe
i
noktasi

77'(e*)

22 22
1 /e +1 . . . |1—e

ve a=e A<0i1cin a=e
et —1 ( ¢ 1+e**

nirini olusturan noktalar

) olmak tizere paraboliin sonsuzdaki si-

T (a) ve T‘l(—a)

olarak bulunur.

2.4.7 Ornek. Dogrultmani uzantilar1 R yi s =2 ve ¢ = 18 noktalarinda kesen hiperbolik

dogru ve odag1 w=18+12i olan hiperbolik parabolii inceleyelim:
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Paraboliin iizerinde bulundugu Oklid ¢emberinin merkezi (16) dan

2
127 41822
2 18 18+2
+—+—-=

2-18—-18-2 2 4

27

yarigapi (15) den

r=y(18-27) +12% =15
birimdir. Boylece paraboliin ekseninin sonsuzdaki sinirimi1  olusturan noktalar
p=27-15=12 ve ¢ =27+15=42 olup bu ekseni pozitif sanal eksene resmeden do-
nistim

z—q z-42

V = =
(Z) z—p z-—12

dir. Buradan paraboliin dogrultmanini /, a (ve w yi de pozitif sanal eksen lizerine) res-

meden doniisiim

C2-42 z-12 4z-48

T(z){U oVJ(Z)— 2-12 z-42 _ z-42

ve tersi
T_l (Z) _ 48z —42
4z-1
olarak elde edilir. Oyle ise

() = w—42  18+12i-42  —24+12i
4w—48 4-(18+12i)—48 24 +48i

=240 —442i+8i-4° 100 i
2+4i 4-16i° 20 2

olup

elde edilir. Boylece paraboliin tepe noktasinin
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V2
(o) 7 V2 _48' 5 ’_42_24\/51'—42
e‘i)=T"| —i|= =
V2 22i -1

4.—i-1
2

960 +243/2i —844/2i 42 1386042/ 46+ 20~/2i
- 8i% -1 -9 3

ve sonsuzdaki sinirini olusturan noktalarin

/6
Tl(a):fl[ﬁ} Do T sloon_olson)

) g6 e-3 o 263
6 3
:6-(48+12;/f—942\/g—63):6-(—151;30\/3):_6_12\/8

ile
J6

Tl(a)‘Tl[ﬁj_48.[_6J_42 _-8J6-42
4-( \/g]_l ﬂ
3

6

_6-(av6+21) 6-(48-1246 + 426 - 63)

246 +3 24-9
_ 6~(—151;30\/E):_6+12\/3

oldugu sonucuna varilir. Buna gore paraboliimiiziin sekli asagidaki gibidir (sekil 2.4.9).

—6-125 2 12 18 5-1245 42 R

Sekil 2.4.9 Dogrultmani sonsuzdaki sinirt s =2 ve ¢ =18 noktalarindan olusan
hiperbolik dogru ve odag1 w =18 +12i olan hiperbolik parabol
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