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GIRIS

Geometrik fonksiyonlar teorisinin ilgi ¢eken konularindan birisi yalinkat fonksiyonlar
teorisidir. Bu konunun temeli Koebe'nin 1907 de yayinladigi makale ile atilmistir.
Sonrasinda, 1914 de Gronwall'm alan teoreminin ispat1 ve 1916 da Bieberbach'n

yalinkat fonksiyonlarm ikinci katsayilari i¢in vermis oldugu sonug ile gelistirilmistir.

Kompleks diizlemin basit baglantili bir 6z alt kiimesini birim diske konform olarak
resmeden bir doniigiimiin varlig1 Riemann Doniisiim Teoremi olarak bilinir. (Riemann
1851) Bu nedenle keyfi basit baglantili bdlgeler iizerinde tanimlanan yalinkat
fonksiyonlarla ¢alismak yerine birim diskte tanimlanan yalinkat fonksiyonlarla ¢calismak
kolaylik saglar. Yalinkat fonksiyonlar iizerindeki ¢alismalar, E ={z € C: |z| < 1}
birim diskinde analitik ve f(0)=f'(0)—1=0 normalizasyonunu saglayan

fonksiyonlarin olusturdugu § sinifi {izerinde yogunlasmistir.

Bieberbach 1916 da S smifindaki her f fonksiyonu igin |a,| <2 esitsizliginin
saglandigin1 gostermistir. Bu teoremin dnemli sonuglarindan birisi de Koebe tarafindan

verilen distorsiyon teoremleridir.

Yine ayni calismada, Bieberbach tarafindan yapilan tahmine gore, z € E olmak {izere
f(2) = z+ X5, a,z* bigiminde bir Taylor seri agilimma sahip f € § fonksiyonu her
k > 2 i¢in |ay| < k dir. Bu tahminin ispati1 matematikg¢ileri uzun siire mesgul etmistir.

1985 yilinda Branges tarafindan ispatlanmaistir.

Bieberbach tahminin uzun siire ispatlanamamasi, bir¢ok yeni metodun gelistirilmesini
ve § nin bir¢cok alt smifinin tanimlanip arastirilmasii sagladi. Bu alt smiflarin en
onemlileri; yildizil, konveks, alfa mertebeli yildizil, alfa mertebeli konveks fonksiyon

siniflaridir.

Bu tezin amaci, analitik yalinkat fonksiyonlarin bazi alt siniflarinin katsay1 kosullari,

distorsiyon smirlart ve ekstrem noktalarini incelemektir. Calisma ii¢ boliimden



olugsmaktadir. Birinci boliimde, diger boliimlerde kullanilacak olan tanim ve teoremler

verilmistir.

Ikinci béliimde, S smifi ve yildizil, konveks, alfa mertebeli yildizil, alfa mertebeli
konveks fonksiyon smiflar1 hakkinda genel bilgiler ve teoremler verilmis, sonuglar

incelenmistir.

Ugiincii boliimde, Salagean diferensiyel operatorii yardimiyla tanimlanan analitik
yalinkat fonksiyonlarin bazi alt smiflar1 ele alinmistir. Bu bolim bes kisimdan
olusmaktadir. Birinci kisimda, Salagean diferensiyel operatdrii tanimlanmustir. ikinci
kisimda, (Dernek 1980) de ele alinan Sy, ,(a) ve T, () smiflary; {iglincii kisimda
(Aouf ve Cho 1998)’ de ele alinan S, (4, @) ve T,(4, @) smiflart; dordiincii kisimda
(Eker ve Giiney 2008)’ de ele alinan S, ,, s(a) smifi; besinci kisimda (Darwish 2007)

de ele alinan T(n, m, ¥, a, 1) smifi incelenmistir.



1.ON BILGILER

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde sikga kullanilacak olan bazi temel tanim ve
teoremler verilecektir. Bu kavramlarla ilgili ayrintili bilgiler (Alhfors 1996, Baskan
1996, Nehari 1952, Palka 1991, Hayman 1994, Graham ve Varolin 1996, Graham ve
Kohr 2003, Silverman ve Ponnusamy 2006)’ da bulunabilir.

1.1. Tanmmm.S c C olmak tlizere S; =SNA; #0, S, =SNA,#0, S=5US,
olacak sekilde C de ayrik ve agik A; ve A, kiimeleri bulunamiyorsa S kiimesine

baglantili kiime denir. Aksi halde kiime baglantisiz olarak adlandirilir.
1.2. Tanim. A¢ik ve baglantili kiimelere bolge denir.

1.3. Tamm. [a,b] € R olmak lizere siirekli bir y:[a,b] - C fonksiyonuna C
diizleminde egri (¢evre) denir. y(a) ve y(b) noktalarna da sirasiyla egrinin baslangic

ve bitim noktalar1 denir.

1.4. Tamm. y: [a,b] - C ye bir egri olmak lizere y(a) = y(b) ise y egrisine kapal

egri denir.

1.5. Tanmm. y: [a, b] - C bir egri ve t;,t, € [a, b] olsun. y(t;) = y(t,) i¢in t; = t,
oluyorsa y ya basit egri ya da Jordan egrisi denir. Eger y, basit bir egri ve y(a) = y(b)

ise ¥ ya basit kapali egri denir.

1.6. Tanim. Ac C bir bolge olmak iizere f: Ac C — C bir fonksiyon ve z, € A olsun.

Eger,

i 7@~ f(20)
m-—-———-—-—---

7oz  Z — Z



limiti varsa, f fonksiyonu z, noktasinda diferensiyellenebilir denir. Bu limit degeri

f'(z,) ile gosterilir ve f'(z,) sayisina f nin z, daki tiirevi denir. Yani f'(z,) degeri,

li f(2) = f(20)
im——=

z-z0  Z — Z
veya

I f(zo +h) — f(20)
im

h—0 h

dir. Eger f fonksiyonu z, noktasinda diferensiyellenebilirse,

f'(z0) = fi(z0) = _ify(ZO)

dir.

1.7. Tamm. Bir f karmasik fonksiyonu bir 2z, noktasmm uygun bir
D(zy, §) komsulugundaki biitiin noktalarda diferensiyellenebiliyorsa f z, da analitiktir
denir. Eger f fonksiyonu bir S kiimesinin tiim noktalarinda analitik ise f, S {izerinde
analitiktir denir. Bir f fonksiyonu C nin tiim noktalarinda analitikse, f ye tam fonksiyon

denir.

1.8. Teorem. Eger f fonksiyonu z, merkezli ve R yaricapl bir y ¢cemberinin i¢inde

analitik ise, bu durumda y egrisinin i¢inde bulunan her z noktasinda

n

f(z) = Z L (!ZO) (z—zp)" (1.1)
n=0



dir. Buna f(z) fonksiyonunun z, noktasindaki Taylor agilimi ad1 verilir (Nehari 1952).

1.9. Tamm. f(z) fonksiyonu bir z, noktasinin D*(z,,7) delinmis komsulugunda
analitik ancak z, noktasinda analitik degilse f fonksiyonu i¢in z, noktasina ayrik tekil

nokta adi verilir.

1.10. Teorem. Eger z, noktasi f fonksiyonunun ayrik tekil noktasi ise f fonksiyonu

D*(zy, 1) delinmis dairesinde

FD= ) a=2)"= ) anz=2)"+ ) anz=z)" (12)
n=-—oo n=1 n=0

agthmiyla temsil edilir. Buna f(z) fonksiyonunun 2z, noktasmin delinmis

komsulugundaki Laurent a¢ilim1 denir (Nehari 1952).

1.11. Tanmm. f(z) fonksiyonu (1.2) formunda alinsm. Burada eger sonlu sayida a_,
katsayisi sifirdan farkli, diger tiim katsayilar sifir ise z, noktasina f(z) fonksiyonunun

kutup noktasi denir.

1.12 Tammm. Bir f fonksiyonunun, bir D bolgesindeki aykiriliklar1 sadece kutup

noktalar1 ise f fonksiyonuna D de meromorf bir fonksiyondur denir.

1.13. Teorem(Maksimum Modiil Teoremi). D sinirli bir bolge olsun. f, D de analitik,
D nin smirinda siirekli ve sabit olmayan bir fonksiyon ise, |f| maksimum degerini D

bolgesinin sinirda alir (Palka 1991).

Maksimum modiil teoremi 1/ f fonksiyonuna uygulanirsa, minimum modiil teoremi

elde edilir.

1.14. Teorem(Minimum Modiil Teoremi). D smirl bir bolge olsun. f, D de analitik,
D nin smirinda siirekli, her z € D i¢in f(z) # 0 Ozelliginde sabit olmayan icin bir

fonksiyon ise, |f| minimum degerini D bolgesinin sinirinda alir (Palka 1991).



Maksimum modiil teoreminin basit fakat onemli bir sonucu f(z)/z fonksiyonuna

maksimum modiil teoremini uygulamakla elde edilen Schwarz lemmasidir.

1.15. Teorem(Schwarz Lemmasi). f fonksiyonu E birim dairesinde f(0) =0 ve
|f(2)| <1 ozelliginde analitik bir fonksiyon olsun. O halde E de |f(2)| < |z| ve
|£'(0)| < 1 dir. Esitlik f(z) = e'®z fonksiyonu icin gecerlidir.

1.16. Teorem. D, kompleks diizlemde basit baglantili bir bdlge ve f, D de analitik bir

fonksiyon olsun. D de bulunan her parcali diizgiin kapali y egrisi i¢in

jyf(z)dz =0

dir (Ahlfors 1979).

1.17. Teorem. f, pozitif yonde yonlendirilmis basit kapali y cevresinin iizerinde ve
icinde analitik bir fonksiyon olsun. Eger z, ¥ nin i¢inde bulunan herhangi bir nokta ise,

bu durumda

1 [ f@

2mi ),z — 2

dz

f(zo) =

dir (Silverman ve Ponnusamy 2006).

1.18. Teorem. f (z) fonksiyonu bir y kapali ¢evresinin iginde ve iizerinde analitik

olsun. Eger z, y nm i¢inde bir nokta ise,

n!
) =
f (Zo) ot

f(2) 3
jy(z dz n=(012..)



dir (Silverman ve Ponnusamy 2006).

1.19. Tamim. y, C de basit kapali bir egri ve z, € C , y iizerinde bulunmayan nokta
olmak {lizere; y nin z, a gore indeksi(sayma sayis1), I(y, zy) simgesiyle gosterilir ve

indeks

I _ 1] dz
(V'ZO)_Zm' yZ =2

seklinde tanimlanir. Indekse bazen y nin z, etrafinda ddnme sayis1 da denir.

1.20. Teorem. f,bir D bolgesinde meromorf fonksiyon, y ise D de bulunan ve f nin
hi¢bir sifir yeri ve kutup yerinden ge¢meyen basit kapali bir egri olsun. f nin y i¢indeki

sifir yerlerinin sayis1 z¢, kutup yerlerinin sayisi py ise;

Ayarg f(z) = 27T(Zf — pf) =2mI(f oy,0)

dir (Baskan 1996).

1.21. Teorem. Kompleks diizlemde bulunan her z degeri i¢in f sinirli bir tam fonksiyon

ise, bu durumda diizlemin tamaminda f (z) sabittir.

1.22. Tanim. f: S— C siirekli doniisiimii verilsin. Eger bir z, € S noktasindan gegen ve
aralarinda a agis1 yapan herhangi iki diizgiin y; ve y, egrilerinin f(y;) ve f(y,) resim
egrileri de wy = f(z,) da aralarinda yon ve biiyiikliik bakimindan « agis1 yapiyorlarsa
f fonksiyonuna z,noktasinda bir konform doniisimdiir, denir. Eger her z, € S

noktasinda f konform ise f, S de konformdur denir.

1.23. Teorem (Riemann Doniisiim Teoremi). D, en az iki farkli smir noktasi bulunan
basit baglantili bir bolge olsun. Bu durumda D yi konform olarak birim daire lizerine

resmeden bir tek analitik f fonksiyonu vardir (Riemann 1851).



1.24. Tanim. D, C de bir bolge ve u: D — C, D de ikinci mertebeden siirekli kismi

tiirevlere sahip bir fonksiyon olsun. Eger her z € D i¢in

Laplace denklemini sagliyorsa u fonksiyonuna D de reel harmonik fonksiyon denir.

1.25. Teorem(Green Teoremi). C pozitif yonde yonlendirilmis parcali diizglin basit
kapali bir egri olmak tizere B, C nin sinirladig1 bolge olsun. Eger P(x,y) ve Q(x,y)

fonksiyonlar1 B yi bulunduran bir a¢ik bolgede siirekli birinci kismi tiirevlere sahip ise

jP(x y)dx + Q(x,y)dy = ﬂ d—Q—d—P) dxdy

C

dir.



2. ANALITIiK YALINKAT FONKSiYONLAR

Geometrik fonksiyonlar teorisinin en 6nemli konularindan biri analitik ve yalinkat
fonksiyonlar teorisidir. Bu boliimde E birim dairesi iizerinde tanimli analitik yalinkat
fonksiyonlarin olusturdugu § sinifi ile § siifinin alt siiflarinin tanimlar1 ve bu siniflara

ait fonksiyonlarin genel 6zellikleri verilecektir.

Bu bolimde belirtilen kavramlar ve tanitilan smiflarla ilgili ayrintili bilgilere

(Pommerenke 1975, Schober 1975, Duren 1983, Goodman 1983)’ dan ulasilabilir.

2.1. Yahnkat Fonksiyonlarin Temel Ozellikleri

2.1.1. Tammm. Dc C bir bolge ve z; ve z, € D olmak lizere f(z;) = f(z,) iken z; = z,

ise f ye D de yalinkat(iinivalent)tir, denir.

Tanimdan da goriilecegi gibi bir f fonksiyonunun yalinkat olmasi analitik olmasini
gerektirmez. Ornegin; f(z) = z+ z~! fonksiyonu orijini bulunduran herhangi bir
bolgede yalinkattir ancak bu fonksiyon z = 0 da basit kutba sahip oldugu i¢in bu
bolgede analitik degildir.

D, karmasik diizlemde en az iki sinir noktasi bulunan basit baglantili herhangi bir bolge
ve E acik birim daire olsun. Riemann doniisiim teoremine gore D bolgesi analitik ve
yalinkat olarak E {izerine doniistiiriilebilir. Yani D yi E ye resmeden bir tek ¢ analitik
yalinkat fonksiyonu mevcuttur. Boylece herhangi g:D — C analitik ve yalinkat
fonksiyonu igin f:E —» C,f = go¢@~! fonksiyonu da analitik ve yalinkat olur. Bu
nedenle tezin geri kalan kisminda genel olarak D bdlgesi yerine E birim diski

alinacaktir.

h, E de analitik ve yalinkat bir fonksiyon olsun. h'(0) # 0 oldugundan



h(z) — h(0)

F@ = s

fonksiyonu E de f(0) =0, f'(0) = 1 bagntilarin1 saglayan analitik ve yalinkat bir
fonksiyondur. E de analitik ve yalinkat , £(0) = 0, f'(0) = 1 ile normalize edilmis bir
f fonksiyonu,

(Z) =z+a222+a3z3+---+anzl+---=z+ az‘ 2.1
n
n=2

biciminde bir Taylor agilimimna sahiptir. (2.1) de verilen seri ac¢ilimina sahip yalinkat

fonksiyonlarin sinif1 § ile gosterilir. Buna gore;
s={f | £:E - C, analitik ve yalinkat, f(0) = f'(0) — 1 = 0}
dir.
Asagida S smifina ait, ¢cok kullanilan bazi1 fonksiyon 6rnekleri verilmistir.
i.  f(z) = z 6zdeslik fonksiyonu E yi kendi lizerine resmeder.

ii. k(z)= ﬁ =z + 2z? + 323 + --- fonksiyonu Koebe fonksiyonu olarak

adlandirilir. w(z) = a < alindiginda wz? — (2w + 1)z + w = 0 dir. z ye gore ikinci

—7)2

dereceden bu ifadenin kokleri

A=1+4w >0, (we€R)

iken mevcut olacagindan w < —1/4 olamaz. O halde k(z) doniisiimii E yi —oco dan
—1/4 e kadar negatif reel ekseni ¢ikartilmis karmasik diizlem tizerine konform olarak

resmeder.
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Sekil 2.1. E birim diskinin Koebe fonksiyonu altindaki goriintiisti

iii. w=f(z)=2z/( - z) fonksiyonu E yi Re{w} > —1/2 yar1 diizlemine birebir

olarak resmeder.

iv. f(z)= %logg fonksiyonu E yi —g < Im(w) < E yatay seridi iizerine birebir

resmeder.

v. f(@)=z —%zz fonksiyonu E yi bir kardiyoidin i¢i lizerine birebir olarak

resmeder.

Siradaki teorem § smifinin elemanlarmin temel doniisiimler altinda korundugu

uzerinedir.

2.1.2. Teorem. f(z) € S olmak iizere asagidaki fonksiyonlar da S sinifina aittir.

i g@=f@,
ii. g2 =e"f(e?2),
iii. 0<r<1licing(z) =r"1f(rz),
iv. W¥(0)=0,¥(0)=1iken ¥ fonksiyonu f(E) bolgesi lizerinde analitik ve
yalinkat olmak lizere g =W o f,

wf(z)
w—f(z)’

v.  f(z) # w olmak tizere g(z) =

vi g(2) ={f(z%,

11



ez @

vii.  f € S olmak iizere ve |a| < 1li¢in g(z) = @

Ispat. Ispat, (2.1) bagmtis1 ve yalinkatlik tanimi kullanilarak elde edilir. o
2.1.3. Tanm. f(z) = z — X5, |ax|z* bigimindeki fonksiyonlarin olusturdugu smnif T

smifi olarak adlandirilir. T smifi, negatif katsayili fonksiyonlarin olusturdugu sinif olup

S smifinin bir alt sinifidir.

2.2. Birim Diskin Disinda Analitik Yalinkat Olan Fonksiyonlarin Sinifi

2.2.1. Tamm. E* = {{: 1 < |{| < oo} bdlgesinde analitik ve yalinkat olan

1 > b,
9() =70 —€+;(—n (2.2)

seklindeki fonksiyonlarin smifi X ile, sifir degerini alamayan g € X fonksiyonlarinin

smifi X ile gosterilir.

2.2.2. Teorem. f fonksiyonu (2.1) formunda olsun. Bu takdirde,

g = {—ay+(a® —az){™t + - (2.3)

1 —_
a0

fonksiyonu X, smifina aittir. Tersine g({), (2.3) ile verilmis ise bu takdirde;

1

g(l/z) =Z= bOZZ + (bOZ - b1)23 + (ZbObl — b2 — b03)z4 + ..

f2) =

fonksiyonu da § siifina aittir. (Goodman 1983)

Ispat. || > 1 oldugundan 1/ ¢ € E olup f, 1/ { da analitiktir. O halde

12



(U

g9 = ={—a,+ (a2 —az){"t + -

a

1
fa/0 "1, a

N =
N

dir. Yani g(¢) € X dir. g({) = 0 olsun. Bu durumda f(1/{) = o olur. Yani f,1/{ da
bir kutba sahiptir. 1/{ € E ve f, E de analitik oldugundan bu miimkiin degildir.O halde
g(Q) # 0, dolasiyla g({) € X, dur.

Tersine, z € E i¢in { =z~ € E* dir. Boylece g({) =1/f(z) ve f(z) =1/g9(])
olur. g({),E*da analitik, yalinkat ve gG) # 0 oldugundan f(z),E de analitik ve

yalinkattir. Ustelik bolme islemi sonunda

1
f(2) = FIcolan boz? + (bo® — by)z® + (2boby — by — by*)z* + ---

elde edilir. Yani f(z) € § dir. ©

2.3. Alan Teoremi

2.3.1. Teorem. f €S ve D, ={z:|z| <r <1} olsun. Bu durumda f(D,) swrh

bolgesinin alani

[ee]
A, = nz nla,|?r?"
n=1

dir. (Goodman 1983)

Ispat.z = x +iy € D, ve w = f(z) = u + iv olsun.

A, = ﬂ dudv=lg|gg§:;;|dxdy

f(Dr)
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dir. Burada f nin analitikligi gdz oniine alinirsa,

a(u' 17) Uy Uy u, —U, ,

|6<x,y) =[o; wl=l Wl=wtrvi=Ir@P
ve

2w 1T ' )
A= Hlf’(z)|2 dx dy =] j |f'(pe®)|"p dp db (24)
D, o Yo
olur.
f’(peig) =a, + 2a,pe?® + - + na,p" el DI 4 ...

oldugundan

. 2 AN .
e = £/ (pe®)FGpe™ = Y n?lanlp? %+ ) gy et
n=1 k+0

elde edilir. Buradaki ¢y lar a,, ve p ya baghdir. Boylece,

, . 2 _ .
p|f'(pe®)|” = anlanlzpz" 1+ chk e'k6
n=1 k+0

ifadesi (2.4) de yerine yazilip terim terime integrallenebilir oldugu ve k# 0 i¢in

2T v e
Jye™®df = 0 gbz oniine almnursa,

[ee]
A =1 Z nla,|?*r?"
n=1

bulunur. o
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2.3.2 Ornek. f(z) = ¥*__,a,z" fonksiyonu D ={z:r <|z]| <R, 0<r<R<1}

de analitik olsun. f (D) nin alani,

[ee]

A=m ) nla, (R =12
n=-oco
dir.
Coziim.
a(u,v) R f2m ., :n 12
A= [fpydudv =[5 dxdy = [ ["|f'(Te*)| ¢d6 dg
ve
2m o had
[ 1rGenfeas =2n Y wlla,izga?
0 -
n=-oco
esitlikleri g6z Oniine alinirsa;
R d * R2n _ p2n
A=j 21 Z n?la,|? > 1d{ = 2m Z n?la,|* ————
- 2n
n=—oo n=—oo
=7 Z nla,|? (R*" — r?n)
n=-oco

elde edilir. o

2.3.3. Teorem (Alan Teoremi). f(z) = Y- bz~ ™ fonksiyonu E* = {z:|z| > 1} de

analitik ve yalinkat ise

e}

anbnl2 <1

n=1

dir.
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Ispat. f nin almadig1 degerlerin kiimesi D olsun. |z| = r > 1 ¢emberinin f altindaki

goriintiisii y,- olsun. f yalinkat oldugundan y,., D, © D bolgesini saran basit kapali bir

egridir. Green Teoreminden D, nin alani
1 -
A, =— de =5 f(2) f'(z)dz

|z|=r

dir. Buradan

1 S o
A=o| (24 Y B@ (1= mbpzmt)dz
21 |z|=r
2m ©
= %j (re—ie + er—ne—hw) (1 — Z mbmr—m—le—i(m+1)9>rei9d9
0
j ( Z bmr—m+1 —-i(m+1)6 +Zb_ —n+1,-i(n-1)60

m=1

Ms

Z m —n—me—i(n+m)9> dé

m=1

S
1]
o

2 oo
— %(j r2do — Z mbmr—m+1j " —l(m+1)9d9 Z —n+1] —i(n—l)@de
0 n=0

||M8

had 2m
Z -m _] e—i(n+m)9d9>
=1 0

elde edilir. {e?} ortogonal yani

1 27T

H
3

il pin-m6 g9 — {O, m
2m J, 1, m=n
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oldugundan

1 [ee] [ee]
A, = E(anz - 27‘[2 nlbnlzr‘2”> =n (rz - Z nlbnlzr‘2”>

n=1 n=1

olur. r - 1% i¢in

A =7 (1 _ Z nlbn|2>
n=1

bulunur. 4, = 0 oldugu dikkate alinirsa

e}

anbnl2 <1

n=1
elde edilir. o

2.3.4. Teorem. f €S ise |a,| <2 dir. Esitlik ancak ve ancak f nin Koebe

fonksiyonunun bir rotasyonu olmasi durumunda gecerlidir (Bieberbach 1916).

Ispat. f € S olsun. Bu takdirde Teorem 2.1.2 (vi) den dolay1 g(z) = /f(z2) de S

smifina aittir. Ustelik

1 1 1
g(z) =z +Eazz3 + (§a3 ——azz)z5 + -

dir. Teorem 2.2.2 geregi

h(§) = =§—(1/2)aé ™" + bs§™> + b5 + - (2.5)

1
g(1/%)

fonksiyonu X smifinda bulunur. Teorem 2.3.3 den dolay1
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n=1Mby|? = |=ay/2|? + 3|bs|* + 5|bs|* + - <1 (2.6)

olur. Buradan |—a,/2|? < 1 ve |a,| < 2 elde edilir. Eger |a,| = 2 yani a, = 2e'% ise

(2.6) bagmtisinda her n=> 2 i¢in b,, = 0 olur. Bu takdirde (2.5) bagintis1

h(@) =§—(1/2)a§™ "t =¢§ —e?
olup

1 _ 1 z
h(1/z) 2z l—elaz 11— eitz2

g(z) =
dir.

ZZ

f(z*) = g(2)* = 1 = elag2)?
oldugundan f(z) = z(1 — ei"‘z)_2 dir. O halde esitlik ancak ve ancak

f(z) = e%k(e™*z) = ( z

1—elxz)?
olmas1 durumunda gecerlidir. Bu ise Koebe fonksiyonunun bir rotasyonudur. o

2.3.5.Bieberbach Tahmini. Eger f € § ise |a,| <n, (n = 2) dir. Esitlik ancak ve

yalniz Koebe fonksiyonu ve onun rotasyonlar1 i¢in gecerlidir (Bieberbach 1916).

1916 dan beri meshur olan Bieberbach tahmininin ispatlanmasi uzun yillar
matematikcileri mesgul etmistir. 1985 yilinda Louis de Branges bu esitsizligin
dogrulugunu kesin olarak gostermistir

2.3.6. Teorem. S sinifinin her fonksiyonunun deger kiimesi {w: |w| < 1/4} dairesini
kapsar. Bu esitsizlik kesin olup esitlik ancak ve ancak f(z) nin Koebe fonksiyonu ve

onun rotasyonlar1 olmasi durumunda gegerlidir (Koebe 1907).

Ispat. Eger bir f € S fonksiyonu w € C degerini almiyorsa
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wf (2)

o— 7 =z+(a2+%)zz + -

9(2) =

fonksiyonu Teorem 2.1.2 (v) geregi S smifina aittir. f € § ve Teorem 2.3.4 geregi

|(a2 + )| < 2 oldugundan _I < 2 + |a,| olur. Dolayisiyla buradan |w| = 1/4 elde
edilir. Boylece f nin almadig1 her deger |w| < 1/4 diskinin disinda kalmak zorundadir.
Eger |w| < 1/4 ise |a,| = 2 olmak zorundadir. Bu ise f(z) nin Koebe fonksiyonunun

bir rotasyonu olmasi durumunda gegerlidir. o

2.4. Distorsiyon Teoremleri

Bir f analitik doniisiimiin kendisinin ve tiirevlerinin mutlak degerleri i¢in alt ve tist

siirlar elde edilmesine distorsiyon teoremleri denir.
Asagida Koebe distorsiyon teoremleri olarak bilinen, S smifina ait bir f fonksiyonunun
z € D, = {z:|z| < r < 1} olmas1 durumunda |f(2)| ve |f'(2)| icin alt ve iist smirlar

verilecektir.

2.4.1. Teorem. f € S ise her z € D, i¢in

1+7r
e Al e @7
Ve
—(1 Ty S <If(2l < (1 E (2.8)

dir (Goodman 1983).

Ispat. 0 < |a] < 1 igin

z+0()

w(@) = f(l + za
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fonksiyonu E de yalinkattir. Boylece

w(z) - f(a)
) —|al?)

9(2) =

fonksiyonu da E de yalmkattir ve g(0) = 0, g'(0) = 1 bagntilar1 saglanir. Dolayisiyla

g € § dir. Eger a,, g(z) nin orijin civarinda Taylor agiliminim ikinci katsayisi ise,

a, =

g”(O) [f”(a)(l—lal ) Z_l
= a
f'(@)

dir. |a,| < 2 oldugundan

—2al<4

‘f”(a)(l— |le|?)
f'(a)

dir. a ile z yer degistirirse,

2#f"2) 2zl |_ 4l 20
fliz) 1—1z]?| 7 1—|z|? '

olur. |z| = r < 1 alinirsa,

zf" (z) 2r zf" (z) 2r 4r

Re - < - <

fl(z)y 1-—r2 fl(z)y 1—-r?"1-r2
olur. Boylece
2r? — 4r oz "(z) 2r%+4r
ri—dr @D (2.10)

1—-r2 — f(z) 1—1r?

bulunur. z = re? alinirsa,
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f'(2) = e_ig(ur +iv,) ve f'(2) = e~26 (Upr + V)
oldugundan

Zf”(Z) _ r(urr + ivrr) _ r(urr + ivrr)(ur - ivr)
f'(2) U, +iv, u,? + v,2

olur. Boylece

Re Z]{(S) G :err)g;_ivr) 66 Inu,? + v, )2 =7 InIf @)l

elde edilir. Bu son ifade (2.9) da yerine yazilir ve r # 0 ile boliiniirse,

2r—4 _ 2r+4
T2 —6 Inlf'@)| <7

bulunur. 0 dan r ye integral alindiginda
In(1—r)=3In(1+7r)< In|f'(2)|<In(1+7r)—-3In(1-1)

veya
1+r

Ol

1+ r)3 -
esitsizligi elde edilir.

(2.8) bagmtismi elde etmek igin (2.7) nin sag tarafinin { = te'? icin 0 < t < r dogru

pargasi boyunca { = 0 dan { = z = re? ya integrali alinirsa,

r

r T 14t
If'(2)| = SJO |f (()|d(Sj0 mdt=m (2.11)
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bulunur.

Simdi (2.8) in sol tarafindaki esitsizligin dogrulugu gosterilecektir. 0 < r < 1 iken
r(1+1r)"2<1/4 oldugundan |f(z)| = 1/4 ise esitsizlik saglanir. |f(z)| > 1/4
oldugu kabul edilsin. Teorem 2.3.6 geregi, orijini w = f(z) noktasina birlestiren y;

dogrusu f(E) iginde kalir. Eger y = f~1(y;) ise y; boyunca,

(W]
] =j ldw] = L(12)
0

ifadesi (2.7) nin sol tarafindaki esitsizlik ve |dz| = [(dr)? + r2(d6)?]*/? > dr oldugu

g0z Oniine alinirsa, » boyunca

|| r

() =j Flldzl = [ ——T r

. . mdr = m (2.12)

olur. (2.11) ve (2.12) birlestirilirse (2.8) in sol tarafindaki esitsizlik elde edilir. (2.8) in
sag tarafindaki esitsizligin dogrulugu da benzer sekilde gosterilir. Esitlik durumu Koebe

fonksiyonu ve onun bir rotasyonu durumunda gegerlidir. o

2.4.2. Teorem. Eger f € Sve 0 <r < 1 ise bu takdirde 0 < |z| < r olacak sekildeki

her z i¢in

1+r
|Argf'(2)| < 21n1

dir.

Ispat. (2.9) geregi

‘ zf" (2) zf"" (z) 2r 4r
Im < — <
f'(2) fl(z 1-r?"1-r?
Zf”(Z) _ Uy Uy — VplUyy

fm @ | wl+u? =T§Argf’(z)
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oldugundan,

0
JE— ! <
|arArgf (2| <

1—17r2

elde edilir. |Argf'(2)| = |f0 S Argf’ (z)dr| oldugu kullanilirsa;

<[5
_0

S ATgf' (@)

|Argf'(2)| = Argf (2)dr| <

p <jr 4dr _ o 1+7r
r= 01—r2_ nl—r

elde edilir. Ancak bu sonug kesin degildir. Kesin sonu¢ Goluzin (1936) tarafindan elde

edilmistir. Buna gore f € § ise

4‘ JCSLTU , 1 ,_
q f‘l 4
| ]g (Z)l I TZ

dir. o

2.5. Reel Kismu Pozitif Olan Fonksiyonlar

2.5.1. Tamm. z € E i¢in Re(f(z)) > 0 olacak sekilde E de analitik ve

) =1+ i paz"

seklinde bir agilima sahip olan fonksiyonlara reel kismi pozitif fonksiyonlar denir. Bu

fonksiyonlarm olusturdugu sif P ile gosterilir.

Tanimda da belirtildigi gibi P sinifina ait fonksiyonlarin yalinkat olmasi gerekmez.
Ornegin; n > 0 sayst i¢in f(z) = 1+ z", P smifina ait olmasina ragmen n > 2 igin

yalinkat degildir. Koebe fonksiyonunun § sinifinda oynadigi énemli rolii P sinifinda
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14z S
L(z) = =1+ZZZ”
11—z

n=1

fonksiyonu oynar. Bu fonksiyon, P de olup ayni1 zamanda E de analitik ve yalinkattir.
L fonksiyonu E yi sag yar1 diizlem igine resmeder. L(z) ile k(z) nin karakterinde bir
fark vardir. § smifindaki bir¢ok ekstremal problemde Koebe fonksiyonu tek ¢oziimdiir.
Buna karsilik L(z) fonksiyonu, P smnifindaki bir f(z) fonksiyonunun p, katsayilarmni
maksimize eder. Fakat n > 2 icin p, = 2 olacak sekilde P de sonsuz coklukta

fonksiyonlar da vardir. Bunlarin birinden digerine herhangi bir rotasyonla ge¢cmek

miimkiin degildir.

A4 + A, = 1 olacak sekilde negatif olmayan iki say1 A;,4, ve f;(2), f(z) € P olmak
tizere f(z) = A4 f1(2) + 2,1, (2) fonksiyonu da P dedir. Bu nedenle P simnifi konvekstir.

Buradan hareketle her k i¢in 4, = 0 ve X-; 4, = 1 olmak iizere

F) =D e fil2)
k=1

seklinde sonsuz toplama gecilebilir.

Eger f(z) € P ise her bir 8 € R i¢in f(e ®z) de P dedir. A, lar yerine dA(8)

yazilarak yukaridaki ifade Riemann Stieltjes integraline doniistiirtiilebilir.

2.5.2. Teorem. f(z) € P ise o zaman reel degerli, azalmayan bir 1(8) fonksiyonu

jcu(e) .

olacak sekilde vardir ve her z € E i¢in

2

dA(6) = % j L(e~%z)dA(6)

1 j2”1+ze‘i9
0 0

FD=5z), T=2e®

24



dir. Tersine f(z) teoremdeki sartlar1 saglayacak sekilde tanimlanir ve 1(6) azalmayan

ise f(z) € P dir (Goodman 1983).

2.5.3. Teorem. f(z), f,(2),f,(z) € P ise bu takdirde asagida verilen esitliklerdeki
fonksiyonlar da P dedir (Goodman 1983) .

i g@=f(e"z), a€R

i. gl2)= (f(z))t veya g(z) = f(tz),-1<t<1
i g(2) = 1/f(2)
iv. g(z)=§[f(ﬁ'—2y7)—bi],f(]/)=a+bi,]/eE

v. 9@ =@ (@)%, 0ttt +t, <1

. _ f(@)+ib
vii g(z)= inf@ beR

Ispat. P nin tanimindan ispat kolayca elde edilir. O

2.5.4. Caratheodory Lemma. f(z) €P ve f(z) =1+X7_p,z" olsun. Bu
takdirde, n=1,2,.. igin |p,| <2 dir. Bu esitsizlik her bir n i¢in kesindir
(Caratheodory 1911).

Ispat. f(z) € P oldugundan Teorem 2.5.2 geregi

1 (*™1+ze %
f(2) = %jo mdl(e)

dir. Buradan

f(2) = %jo ' (1 + Z e‘i”92”> d 1(6)

n=1
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1 2T © 1 2T ]
=_j d/1(9)+2(—j e~int d/l(H))z"
2m ), e T )

elde edilir. Dolayisiyla

1™
po==| e die)
TJo

dir. Boylece

2

1
ol <—] dA(6) =2
0

bulunur. Esitlik ancak ve ancak

f(2) =

1+z &
=142 Z z"
1—2z
n=1
fonksiyonu i¢in gecerlidir. O

2.6. Yalinkat Fonksiyonlarin Baz1 Alt Simiflan

Bu kisimda § smnifinin alt smiflar1 olan yildizil ve konveks fonksiyon siniflari

tanitilacak ve bazi temel 6zellikleri verilecektir.

2.6.1. Tamim. Diizlemde bir D kiimesi ve bir w, € D noktas1 verilmis olsun. Eger w,
noktasmi diger her bir w € D noktasina birlestiren dogru parcasi tamamen D icinde

kaliyorsa, D kiimesine w, noktasina gore yildizildir, denir.
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Ozel olarak w, = 0 i¢in D bolgesi orijine gdre yildizildir, ya da, sadece D bdlgesi

yildizildir diye tanimlanabilir.

2.6.2. Tammm. f fonksiyonu E de yalinkat olmak iizere her z € E i¢in f(z), E bolgesini
wo=f (z,) noktasma gore yildizil olan bir bagka bolgeye resmediyorsa, f(z) fonksiyonu

w, noktasina gore yildizildir, denir.

wo =0 alinirsa f(z) fonksiyonu yildizil fonksiyon olarak adlandirilir. Yildizil

fonksiyonlarm kiimesi ST ile gosterilir.

Koebe fonksiyonu , w, > —1/4 olmak ilizere w, noktasina gore yildizil bir

fonksiyondur.

2.6.3. Tamm. T, : z(t) = x(t) + iy(t) , t € [a,b] seklinde parametrelendirilmis bir

egrive x(t) ile y(t) reel degerli fonksiyon olmak tizere;

az—ax+'ay¢0 t € [a,b]
ot ot Yot @

olsun. I'; egrisinin f(z) analitik fonksiyonu altindaki goriintiisii Ty ve wy & Ty olsun.

Eger arg(w — wg).t € [a, b] i¢in azalmayan bir fonksiyon yani

%arg(w —wy) =0,t € [a,b]
ise 'y egrisine w, noktasma gore yildizil egridir, denir.
2.6.4. Lemma. I';: z= z(t) egrisinin f(z) altindaki goriintiisii w, noktasina gore yildizil

olmasi i¢in gerek ve yeter sart
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@
M —w, =

>0

esitsizliginin saglanmasidir (Goodman 1983).

Ispat. Tanim 2.6.3 deki %arg(w —wy) = 0,t € [a, b] esitsizligi ele alinirsa;

%arg(w —wy) = % [ImIn(w — wy)] = Im [% In(w — wo)]

_ ] 0z f'@®
=Im [6_ [In(w — wy)] Ot] Im D —an wo (t)l

f'@

Dan Z (t)] > 0 olur. o

elde edilir. Dolayisiyla Im [

Cr: |z| = R egrisi i¢in z= Re' ,0 < t < 2m olmak iizere z'(t) = iRe'* = iz olup

e @) 2f'(2)
™7 -y @] O R G P (213)
elde edilir.
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Sonug. f fonksiyonu w, noktasina gore yildizil fonksiyon ise

zf'(z)
f(2) — wy

dir.

2.6.5. Teorem. f(z) , Er :|z| < R kapali diskinde analitik ve univalent bir fonksiyon
olsun. Cg : |z| = R ve her z € Cg i¢in f(2) nin Er yi = 0 noktasma gore yildizil bir

bolgeye resmetmesi i¢in gerek ve yeter sart

2f'(2)
Re[ @ | Z°

olmasidir.
Ispat. (2.13) ifadesinde w, = 0 alnarak istenilen sonuca ulasilir. O

2.6.6. Teorem. f(z) =z + Y5, a;z* € ST ise her pozitif n tamsayisi igin |a,| < n
dir. Esitlik hali f nin Koebe fonksiyonu ve onun rotasyonlar1 olmasi durumunda

saglanir.

zf'(2)
f(@)

Ispat. f(z) € ST oldugundan € P dir. Bu nedenle
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zf'(2)
f(2)

=1 +Zbkzk = g(Z),k = 1,2,...
k=1

biciminde yazilabilir.

zf'(2) = f(2)g(2)

olup

z+ Z ka,zk = (z + Z akzk> (1 + Z bkzk>
k=2 k=1

k=2
esitliginden z" teriminin katsayilar1 esitlenirse;

n-2

na, = a, + Z An_ by + b4 ,n=34,5,.. (2.14)
k=1

elde edilir. n = 2 i¢in 2a, = a, + b, ise a, = b, olur. g(z) € P oldugundan her k i¢in

|b| < 2 dir. Dolayisiyla |a,| = |b;| < 2 yazilabilir.

lay| < k olsun. (2.14) esitliginden,

n-—-2 n—-2
|00 = Datal = [ @by + bps| < D lan il bl + byl
k=1 k=1
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n-2 n—-2
< Z 20ay_i | +2 =2 (1 + Zlan_k|>
k=1 k=1

1

S
|

<21+ (n—k)>=2(1+ k>=n(n—1)
(12,

2

&
Il

|(n—1Da,| < n(n—-1)
olup |a,| < n elde edilir. O

2.6.7. Teorem. f(z), (2.1) formunda verilmis olsun. Bu takdirde, Y-, nla,| < 1ise

f(2) € ST dir.

zf'(2)

@ € P oldugunu gostermek gerekir.

Ispat. f(z) € ST oldugunu gostermek igin

Y _,nla,| < 1 oldugundan,

oo oo
z+Znanz”—z—Zanz”

12 (2) = F@)] =
n=2 n=2
<) (1= Dlagllzl” = ) nlagl 2" = ) agllzl"
n=2 n=2 n=2
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=f (@]

[ee]
zZ+ Z a,|z|"

n=2

(o)
<1zl = Y laallzl" <
n=2

bulunur ve boylece
1zf'(2) — f(2)| < |f (2)]

olur. Buradan, |% — 1| < 1elde edilir. Bbylece Re {%} > Oolup f(z) € ST

dir. O

2.6.8. Teorem. f(z) € ST olsun. Bu takdirde,

r < < r
m_|f(z)|_m

\

—-r <5 < 14+r
m_|f(z)|_m

dir (Goodman 1983).

Ispat. ST c S oldugundan f(z) € ST ise f(z) ayn1 zamanda S smifindadir. O halde
Teorem 2.4.1. deki esitsizlikleri kullanilarak yukaridaki esitsizlikler elde edilmis olur.

Koebe fonksiyonu ayni zamanda yildizil oldugundan buradaki esitsizlikler alt siniflar

icin de gecerlidir. O
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2.6.9. Tamim. D karmasik diizlemde bir bolge olsun. Farkli herhangi z, w € D noktalar1
ve 0<t<1igin tz+ (1—-t)w dogru parcast D de kaliyorsa D ye konveks bolge

denir.

f(E) konveks bir bolge ise E deki analitik f fonksiyonuna konvekstir denir. S sinifina

ait konveks fonksiyonlarin kiimesi CV ile gosterilir.

L(z) = 2*Z fonksiyonu E birim diskini sag yar1 diizleme resmettiginden konvekstir.
1-z Y

Herhangi bir konveks bolge her noktasma gore yildizil oldugundan bir konveks
fonksiyon ayn1 zamanda bir yildizil fonksiyondur. Ancak tersi dogru degildir. Ayrica,
CV c ST c S kapsamasi yazilabilir.

2.6.10. Tamm. T, : z(t) = x(¢t) + iy(t) , t € [a,b] seklinde parametrelendirilmis bir

egrive x(t) ile y(t) reel degerli fonksiyon olmak tizere;

az—ax+'ay¢0 t € [a,b]
ot ot Yot @

olsun. I'; egrisinin f(z) analitik fonksiyonu altindaki goriintiisii Ty ve wy & Ty olsun.

Eger arg(z'(t)f'(t)),t € [a, b] i¢in azalmayan bir fonksiyon yani

d
3¢ lare' (Of ()] 2 0,t € [a, b]

ise 'y egrisine w, noktasma gore konveks egridir, denir.
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2.6.11. Teorem. f € S olmak iizere f nin konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart

|z| < 1ig¢in

Re [1 + zf”(z)l =0

f'(@)
olmasidir (Goodman 1983).

Ispat. Cr : |z| = R egrisi 0 < t < 27 i¢in z= Re'*olmak iizere z'(t) = iRe' = iz ve
z"(t) = —Ret = —z ve %[arg(z’(t)f’(t))] >0 ,t € [a,b] esitsizligi goz Oniine

alinirsa;

—[arg(z @©f )] = —Im[ln(z @f )] = —Im[lnz () +Inf'(2)]

[ ® O ()

9
- [—Inz(t)+—1nf(t)] ot FeE

Jt

L T f"(2)
=1m[1+lzf,(z)l —Re[1+zf,(z)l =0

elde edilir. o

2.6.12. Teorem(Alexander Teoremi). E, de f(z) # 0 olmak lizere f(z) nin E, de
konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart F(z) = zf'(z) fonksiyonunun E, de yildizil
olmasidir (Alexander 1915).
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Ispat. F(z) = zf'(2) igin;

F'(Z) . f)
o TR

dir. f(z) nin E, de konveks olmas1 i¢in gerek ve yeter sart Teorem 2.6.11 geregi

Re {Zﬁ (g)} > 0 dir. Boylece, Teorem 2.6.5 geregi F(z) € ST olur. O

2.6.13. Teorem. f(z) =z+ Yy-,a,z" € CV ise her bir pozitif n tamsayisi i¢in
la,| <1 dir (Goodman 1983).

Ispat. f(2) = z + X5, axz* € CV fonksiyonu igin

zf'(z) =z + Z na,z"
n=2

olup Teorem 2.6.12 geregi zf'(z) yildizildir. Teorem 2.6.6 geregi;
nla,| <nveyala,| <1

bulunur. Esitlk, E yi Rew > —1/2 vyar1 diizlemine resmeden w =2z/(1—2z)

fonksiyonu ve onun rotasyonlar1 i¢in gegerlidir. O

2.6.14. Teorem. f(z)=z+ Yo ,a, z" ve Yo,n%la,| <1 ise f fonksiyonu

konvekstir (Goodman 1983).
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Ispat. £ nin konveks oldugunu gostermek i¢in Re {1 + z’; ,((ZZ))} > 0 ifadesine denk olan

z’;,—((zz))| < 1 esitsizligini gostermek yeterlidir. Buradan,
f"'(@) nezn(n — Dapz" ™
VA =
f'(2) 1+2y ,na, zv1

nezn(n — Day||z[**
- 1- Z;?:z nlanllzln_l

;.lo=2 n(n - 1)|an|

1-2r_,nla,l

1-Yr,nla,|
T 1=y, nlayl

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. ©

2.7. a —Mertebeli Yildizil ve Konveks Fonksiyonlar

Bu kisimda birim diskte yildizil ve konveks fonksiyonlarin alt smiflarina ait genel

kavramlar ve teoremler verilecektir.

2.7.1. Tamm. f:E — C bir analitik fonksiyon ve f(0) =0,f'(0) #0igin 0 <a <1

olmak tizere

Re {Z]]:;S)} = Q, Z€EE

ise f'ye a —mertebeli yildizil fonksiyon denir. Bu 6zellige sahip fonksiyonlarin sinifi

ST(a) ile gosterilir.
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2.7.2. Tamm. f:E — C bir analitik fonksiyon ve f(0) =0,f'(0) #0igin 0 <a <1

olmak tizere

ise f ye a — mertebeli konveks fonksiyon denir Bu 6zellige sahip fonksiyonlarin smifi

da CV(a) ile gosterilir.
ST(a) ile CV(a) smiflar1 arasinda Alexander Teoremine benzer bir iliski mevcuttur.

2.7.3. Teorem. f nin a mertebeli konveks bir fonksiyon olmasi i¢in gerek ve yeter sart

g(z) = zf'(2) nin a mertebeli yildizil olmasidir (Goodman 1983).
2.7.4. Teorem. f € CV(a) olsun. Bu takdirde |z| = r < 1 olmak lizere

i. a€[0,1)ise
1 1
arroe =M= g s

.. 1.
11. 0(¢Else

(1+r)?e1-1
20 —1

_ (1 _ a)Za—l
20 —1

< 1f@)] <
. a= % ise
log(1+71) <|f(2)| < —log(1—r1)

dir. Tiim bu esitsizlikler kesin olup esitlik

1—(1—2z)%1
f@={" 2a-1  “F/?
—log(1 — 2z) ,a=1/2
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icin saglanir.

zf" (2)

Ispat. Re {1 + IS

} >a ve0 < a <1 oldugundan

1 {1 N zf'"(z) 3

— — 24 ...
9@) =1 o a}—1+blz+bzz +

fonksiyonu P smifina aittir. P deki fonksiyonlar i¢in bilinen sonuglar g fonksiyonuna

uygulanirsa istenilen esitsizlikler elde edilir. o
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3.SALAGEAN DIFERENSIYEL OPERATORUYLE TANIMLANAN ANALITIiK
FONKSIiYON SINIFLARI

Bu bolimde 1983 yilinda Salagean tarafindan tanimlanan Salagean diferensiyel
operatori tanitildi. Bu operator yardimiyla tanimlanan analitik fonksiyonlarin bazi alt
siniflar1 ele alindi. Bu siniflara ait katsay1 bagintilari, distorsiyon teoremleri, ekstrem

noktalari, yildizillik ve konvekslik yaricaplar1 gibi cesitli 6zellikleri verildi.

3.1. Salagean Diferensiyel Operatorii

3.1.1. Tamm. f(z) =z+ Xy ,a,z" bicimde verilmis olsun. f(z) i¢in Salagean

diferensiyel operatorii;
D°f(2) = f(2)
D'f(z) = Df(2) = zf'(2)

D*f(2) = D(Df (D)) = D(2f' (D)) = 2f'(2) + 22" (2)

D"f(z) =D(D"'f(2)) ,neN={1,23,..}

olmak tizere

D"f(z) =z+2k”akzk , n€ Ny, =NuU{0}
k=2

seklinde tanimlanir.

39



3.2. Spa(@) ve Ty, () Simiflart ve Temel Ozellikleri

Bu kisimda Salagean operatorii yardimiyla tanimlanan S, , (@) ve Ty, ,, () smuflart yer

almaktadir.

Bu béliimde verilen bilgiler (Dernek 1980, Salagean 1983, Kadioglu 2003, Silverman
1975) adli caligmalardan alinmustir.

3.2.1. Tamm. Birim diskte analitik f(z) = z + X.5_, axz* fonksiyonu, m > n olmak

izere 0 <a <1, meN,n €N, igin,

S

sartin1 sagliyorsa f (z) € S, ,, () dir denir.

m ve n degiskenlerinin 6zel durumlar1 i¢in daha once calisilan smiflara ait asagidaki

sonugclar verilebilir:
i Sio(a) = S*(a), a mertebeli yildizil fonksiyon simifi, (Robertson 1936),
ii. S31(a) = K(a), @ mertebeli konveks fonksiyon sinifi, (Robertson 1936),
il Snyin(@) = Sy(@) (Kadoglu 2003).
3.2.2. Tamm. f(z) = z — X5, |ax|z* € T olmak iizere
TN Spa(@) =Tya(a)
dir.

Degiskenlerin bazi 6zel halleri i¢in asagidaki sonuglar elde edilir. Soyle ki:
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i. Ty9(a) = T*(a), a mertebeli negatif katsayil yildizil fonksiyon simifi,
(Silverman 1975)

ii. Tyq(a)= C(a), a mertebeli negatif katsayili konveks fonksiyon sinifi,

(Silverman 1975)
iii. Tpipn(a) = T,(a) (Kadioglu 2003).

3.2.3. Teorem. f, (2.1) ile verildigi gibi olsun. Bu takdirde

D em = akMlal < 1-a (3.1)
k=2

ise f(z) € Sy p(a) dir.

D™f(2)
D"'f(z)

Ispat. f(2) € Sy (@) oldugunu gostermek igin - 1| < 1 — « esitsizligini

gostermek yeterlidir. O halde (3.1) kullanilarak

Z(km — ak™)ay| =Z(k’” — kM 4 k™ — ak™)|ay ]
k=2 k=2

= D 0= klal + (- @) ) krlayl
k=2 k=2

<l-a
elde edilir. Dolayisiyla

Yo (k™ — k™) a,zk - Y, (k™ — k™) |ag||z|*
z+ Xy krazk | T |zl = Xr, kMlagl|z |

D@ |
D"f(2)
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(k™M — k"
_Zk_z( _ )|ak|S1_
1=, k™ ayl

bulunur. Boylece ispat tamamlanir. O

3.2.4. Teorem. f(z) = z — Xi_, |ay|z* € T (@) olmasi igin gerek ve yeter sart

Z(km —ak™)|ag| <1 -«
k=2

esitsizliginin saglanmasidir.

Ispat. Teorem 3.2.3 de yeter sart ispat edilmistir. Dolaysiyla gerek sartin saglandigimi

gostermek yeterlidir.

O halde f(z) € Ty, (@) olsun. Bu durumda

D™f(2)) _ (11— 2o k™laxlz" ™"
Re{D"f(Z)} - Re{l — Zi=2 k”laklzk‘l} .

esitsizligi her z €E i¢in saglanir. Ozel olarak z, reel eksen iizerinde se¢ildiginde

1— ¥R k™ay|rk
1= Xk=p k™ ay|rk?

>

elde edilir. Burada r — 1 olarak alinirsa

1—a—-Yp (k™ —ak™)|a;l -0
1= YR k™ |ayl -

olur. (3.2) esitsizligi saglanmiyor ise yukaridaki esitsizligin sol tarafindaki kesri negatif

yapan (0,1) araliginda bir z, = ry degeri vardir. Bu durum f (z) € T, ,(a) olmasiyla
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celiseceginden ispat tamamlanir. O
3.2.5. Teorem. f(z) € Ty, ,(@) olmak iizere |z| = r < 1 i¢in

2i1—-a) . 21-a)
"= om g’ < |D‘f(z)| Sr+—2m_a2nr
dir.

Ispat. Dif(2) = z — X7, ki|ay|z* olup

[ee]
z— Z kt|a|z*
k=2

olur. (3.2) kullanildiginda,

ID'f(2)| =

o0 o0
<zl + Z Kilag||z|k <+ 7 Z ki|a|

iki —Z_i(zm_“zn)iki <1 N LGk — ke
2, Ml = 3= ), |ak|_2_i(2m_a2n)kz_2 (k™ = ak™)k |y

20
— m _ n
i “2”>,Z_2(k k™) la|

2i(1 -
< 1-a)
(2m — q2m)
bulunur. O halde
21 —a)

|le(Z)| < T+T2m

olur. Benzer sekilde

43



21 —a)
@ —azn)

ID'f(D)| =71 -7
oldugu gosterilebilir. O
3.2.6. Sonug. f(z) € Ty, ,(@) olmak iizere |z| = r < 1 i¢in

1-«a 1-a 2

- _ 2
O A T e If(z)|<r+ i
.. 1 1-«a < ’ < 1-«a
ii. — Smmi il S If'(0) <1+ Pt
dir. Esitlik f(z) = z — 21:__5211 z? fonksiyonu igin saglanir.

Ispat. Teorem 3.2.5 de i = 0 almarak ilk bagint1; i = 1 alinarak ikinci bagmnt1 elde

edilir. o

3.2.7. Teorem. f(z) € T,,,(a) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

F) =) mfi@
k=1

dir. Burada,
fl(Z) =z
1—«a
fi(z) =z — mzk (k>2),

e = 0icin 27— ux =1, 0@ <1vem € N, n € Ny drr.

Ispat.

e}

1—«a
km — akn
=2

i z"

o) =) wfi(m) =z-
k=1

k
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olsun. Katsay1 bagintisinin saglandig1 gosterilirse teoremin yeter sart1 gosterilmis olur.

O halde,

a

Z(km—ak">km_ = Z(l—amk—(l—a)(l m)si-a

oldugundan f(z) € Ty, ,(a) dir.

Tersine, f(z) € T,,,(@) olsun. Katsayr bagintisindan

< l—a
yazilabilir.
k™ —ak™
My 1—a ||
ve
p=1- Z Ui
k=2

olarak alinirsa .f fonksiyonu, f(z) = X.7-; tr fi (z) bigimde ifade edilir. O

3.2.8. Teorem. f(z) € T,y (@) olsun. 0S¢ <1 ve m €N, n € Ny,k > 2 i¢in

1

p(a,m,n) =inf {%}

olmak tizere f(z) fonksiyonu |z| < p(a, m, n) de konvekstir.

zf"'(2)
f'(@)

Ispat. | | < 1 oldugunu gosterilmelidir. Bu sart ancak ve ancak
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kZa,|z|*t <1

s

iken gecerlidir. Bu ise

k™ — ak™
k2 k-1 <
Q|| T l-a

esitsizligi saglandiginda gecerli olur. O halde

1

k™ — ak™k-—1
k?(1 - a)]

|z| < pla,m,n) = inf[
elde edilir. O

3.2.9. Teorem. s >t >n, s—t=>1, ne€Nyve0< a <1icin

25— a2 — (1 —a)2t
25 — 27’1

ﬁ:

olmak tizere T, (a) € T, (B) olur.

Ispat. f(2) € Ty, (@) ise Xjopy (kS — ak™|ay| < 1 — a dir. Gosterilmek istenen k > 2

i¢cin
kt — Bk™ < k® — ak™

1- = 1-a«a
veya

(1—a)kt — k5 + ak™

B =
le — kS

dir.
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(1—a)kt —k* + ak™
k?’l — kS

Alk) =

oldugu dikkate alinirsa k > 2 igin A(k) fonksiyonu azalan olup maksimum degerini

k = 2 de alir. O halde

(1—a)2t =25+ a2

B> AQ) =—

olur. Bdylece ispat tamamlanir. O

3.3. Sp(4, a) ve T,,(4, ) Simiflan

Bu kisimda S, (4, @) ve T,(4, @) siniflarina ait fonksiyonlarin 6zellikleri verilecektir.

Ayrica degigkenlerin bazi 6zel halleri i¢in elde edilen alt siniflar incelenecektir.

Bu boliim (Aouf ve Cho 1998, Altintag ve Owa 1988, Hur ve Oh 1989) calismalarmdan

alimustir.

3.3.1. Tamm. S, (4, @); (2.1) ile verilen f fonksiyonlarindan olusan ve

Dn+1f(z)
D"f(z)

D”“f(z) ~
Aty T A

Re >a MeEN,0<5a<1,0514<1)

sartini saglayan fonksiyonlarin smifi gosterilsin.

3.3.2. Teorem. f, (2.1) ile verilsin. Bu takdirde,

e}

Z Kk — af1+ Atk = D]}Ha < 1—« (3.3)

k=2
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ise f(z) € S,(4, a) drr.

Ispat. (3.3) bagntismin saglandigi kabul edilsin. O halde

D™f(2)
D"f(z) 4| = Yo k™ (1= D) (k — Dagz "
DL I TNk [+ Ak—1 k=1
2 fey + A=) ‘ (k= Dlagz
Yo k™ (1= ) (k — 1)|ag||z]*
T 12k [T+ Atk — D]lag||z|*?
v k™ (1= D (k — 1)]ayl
S TS+ Atk = Dllag ~ - “
olur. Boylece
"f(z
ke >a
D@, L
A piFe T A=

oldugundan f(z) € §,(4, @) elde edilir. O

3.3.3. Tamm. f € T olmak iizere T, (1, a) smnifi

T,A{a)=S,A,a)nT

seklinde tanimlanir.

Degiskenlerin 6zel halleri incelenirse, daha once ¢aligilan smiflar elde edilir:

i. Ty(0,a) =T(a)veT1(0,a) = C(a) (Silverman 1975)
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ii. T,(0,a) =T a)=T,(a) (Hurve Oh 1989, Kadioglu 2003)
iii. To¢(A,a)=TW,a)veT (4, a)=C(A, a) (Altintas ve Owa 1988)

3.3.4. Teorem. f € T, (A, a) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

[ee]

Z Kk —al1+ Atk = D]}a, <1 -« (3.4)

k=2

1-a

k ..
k"{k—a[1+l(k—1)]}z k=2 icin

esitsizliginin saglanmasidir. Bu sonu¢ f(z) =z —

kesindir.

Ispat. (3.4) bagntis1 saglandiginda fonksiyonun smifa ait oldugu Teorem 3.3.2 de

gosterilmistir. Dolayisiyla gerek sartin gosterilmesi yeterlidir.

O halde f(z) € T,(4, @) olsun. Bu durumda

LiON L 5P ey
nf(z B -3y, n+1 apz 1
e Aw + (1 —A) = Re {1 - Z}iozz kn [1 + A(k - 1)]akzk—1} >a

D" f(2)

dir. z —» 17 alinirsa,

I—Zk"“ak Za{l—Zk" [1 +/1(k—1)]ak}
k=2 k=2

oldugundan

e}

Z Kk — a1+ Atk = D}ay <1 —a

k=2

elde edilir. o
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3.3.5. Teorem. 0 < a < 1,0 < 4, <1, < 1,n € N; olmak iizere
Tn(llr 0() c Tn(lz; 0()
dir.

Ispat. f(z) € T,(1,, @) olsun. Teorem 3.3.4 geregi

Z Kk — al1+ A4,k = D}ay < 1—a
k=2

dir.
kMk —all+ 2,k — D]} < k™k — a[1 + 2, (k — D]}
oldugundan
Z Kk — a1 + 4,0k — Dy < Z (ke — a1 + A4,k = D]}a, <1 -«
k=2 k=2

olup f(z) € T,,(A,, a) olur. Bdylece ispat tamamlanir. O
3.3.6. Teorem. 0 < a < 1,0 <1< 1,n € N, olmak iizere

T,1(La) € T @)
dir.

Ispat. f(2) € T,,,1(4, @) olsun. Teorem 3.3.4 geregi

Z Kk — a1+ Atk — D]}a, < 1 -«
k=2
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dir.
Z Kk — al1 + Atk — D]}ay < Z K1k — a1+ Ak — D]}a, <1 -«
k=2 k=2

olup f(z) € T,(4, a) olur. o
3.3.7. Teorem. f(z) € T,,(1,a) olmak lizere ve 0 < i <n|z| =r < 1 i¢in

' l1-a 2
Dif@D)| =27~ 272 —a(l+A)]

IDif(@)| <7 +=—= 1—a r2
22 —a(1 + )]

esitsizlikleri gecerlidir. Esitlik hali

Di _ l1—«a )
f&@ =2 - e+ i

fonksiyonu i¢in saglanir.

Ispat. f(z) € T,(A, @) olmasi igin gerek ve yeter sart D'f(z) € T,_;(A,a) drr.
Dif(z) =z — X7 ,kla,z* olmak iizere Teorem 3.3.4 geregi D'f(z) € Tp_;(4, @)

olmasi i¢in,

e}

Z kil — a1+ A(k — D]}kia, <1 —a

k=2

yazilir. (3.4) kullanilarak
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22 —a(14 )] ) klap < ) kKMk—a[l+A(k—D}ay <1-«a

oldugundan

i Kia, < l1—«a
T =on=i[2 —a(1+ )]
k=2
elde edilir.

1—«a
212 —a(1+ D]

DI < Izl + Y Klaglzlt <7472 ) Kae<r+
k=2 k=2

\

|Dif(Z)|>|Z|—§:kia |z|k<r—r2§:kia <y— , l-a .
= £ k = - k = Zn—l[z_a(l +l)]

olur. Bdylece ispat tamamlanir. O

3.3.8. Sonug. f(z) € T,(A, @) ve |z| = r < 1 olmak tizere

1—« 2 < Dl <r+ 1—«a )
T —atrn] SISt e a1
Ve
1- 1 —
1 “ r<|ff@l <1+ -

T2 —all+ )] 2 12—a(l+ )]

1-a

dir. Esitlik hali f(z) = z — et

z? fonksiyonu igin gegerlidir.
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Ispat. Teorem 3.3.7 de i = 0 alinirsa ilk bagnt1; i = 1 alinirsa son bagmnti kolayca elde

edilir. o

3.39. Teorem. Her j=12,..m icin f(2)=z-3Yp,a;z% (ar; =0)
fonksiyonlart  T,(1,a) smfina ait ise Licg=1 olmak {izere
h(z) = Y7L, ¢ifj(2) ,(c; = 0) bigiminde tanimlanan h(z) fonksiyonlar1 da T, (4, @)

sinifindadir.

Ispat. h(z2) = z — Z,‘?’zz(z;"zl cjak'j)zk olur. Her j = 1,2,...,m icin f;j(z) € T,(4, a)

oldugundan Teorem 3.3.4 geregi

e}

Z Kk — all + Ak - Dl}ag,; < 1—a

k=2
yazilabilir. O halde

[ee]

i k{k — a1+ A(k — D]} <icak1>=i@<2kn{k “1+/1(k—1)]}ak1>

]:1 ]:1 k=2

< ch l1-a)=1—-a«a

=1
olur. Boylece h(z) € T,,(4, a) elde edilir. O
3.3.10. Sonug. T, (4, @) smnifi konveks lineer kombinasyon iglemi altinda kapalidir.

Ispat. j = 1,2 i¢in f;(2) = z — X5, a 2%, (ak,j > 0) fonksiyonlar1 T,, (4, &)

sinifinda olmak tizere

h(z) =pfi(2) + (1 -Wf(2), 0=sp<1)
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bigimde tanimlanan fonksiyonun T, (A, @) ya ait oldugunu gostermek gerekir. Bunun
icin Teorem 3.3.9 un ispatinda m = 2, ¢; = u ve ¢, = 1 — p alinirsa istenilen sonuca

ulasgilir. o

3.3.11. Teorem. f(2) € T, (A, a) olmas i¢in gerek ve yeter sart

F) =) mefi@
k=1

dir. Burada,
fi (z2)=z
1—-a

S e S Ty M

e = 0icin 27 e =10<a <1, 0<A<1lven€N,dr.

Ispat.

l1—«a

[@ =) mh@) =2= )
k=1 k=2

olsun. Teorem 3.3.4 geregi,

o k™{k — al1 +A(k — 1)1} 1-a o~
Z 1—a kn{k—oc[1+/1(k—1)]}”"‘kzzz“k‘l_“1S1

k=2

olup f(z) € T,(4, a) elde edilir.

Tersine f(z) € T,(4, a) olsun. O halde

(1 - a)uy
k*{k — a[l + A(k — D]}

ay < (k = 2)

olur.
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_ k™{k —a[l+ A(k — D]}
B 1—«a

M a (k= 2)

\

oldugundan f(z) = X7, i fr(z) bigiminde ifade edilir. O

3.3.12. Sonu¢. T,(4, @) smifinin ekstrem noktalar1 Teorem 3.3.11 deki fi(z)
fonksiyonlaridir.

3.3.13. Teorem. f(z) € T,,(1, a), c > —1 6zelliginde bir reel say1 ve

c+1

F(z) = p jtc‘1f(t)dt
0

olsun. Bu takdirde, F(z) € T, (4, a) dr.

Ispat. F (z) fonksiyonunun (3.4) i sagladigmi gostermek yeterlidir. O halde

c+1 % _ N e+ 1
F(z) = pr: jotC1(t—2aktk>dt=z—Z(c+k)akzk

k=2

i¢in,
= c+1 =
k™{k —a[l+ A(k — D]} ap < k"k —all+A(k—D]}apr <1-«a
kZz (c + k) k kZz k

oldugundan F(2) € T,(A, a) dir. O
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3.3.14. Teorem. f(z) € T,(A, a) olsun. 0< § < 1 ve k = 2 igin,

1

8k k — a1 + A(k — D]}]F-1
(k=81 —a)

1—
r(n, A, a,6) =inf [(
olmak tizere f fonksiyonu, |z| < r;(n, 4, a, §) de §- mertebeli yildizildir.
Ispat. |z| < r;(n, 4, a, §) igin |%£)Z) — 1| < 1 — § oldugunu gostermek gerekir. Bu sart

ancak

Y oDl
1-6 -

k=2

oldugunda gecerlidir. Bu ise

(k = 8)|z|*? < k™{k — a[l+ Ak — D]}
1-6 - 1—a

esitsizligi saglandiginda gecerli olur. O halde

1

(1 - 8)k™k —all+ Ak — DT

1zl < *k—8)1—a)

elde edilir. o

3.3.15. Teorem. f(z) € T,,(A, a) olsun. 0< § < 1ve k = 2 i¢in

1

(1 - &k {k — a[1 + Ak — D]}]F-T
(k=81 —-a)

r,(n, A4, a,6) = inf

olmak tizere f(z) fonksiyonu, |z| < r,(n, 4, a, §) de §- mertebeli konvekstir.
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zf"'(2)
f'(@)

Ispat. |z| < r,(n, 4, a, §) i¢in | | < 1 — § oldugunu gostermek gerekir. Bu sart

ancak

had _ k-1
k(k — 8)a;|z| <1
1-96

k=2

oldugunda gecerlidir. Bu ise

k(k —6&8)|z|*? < k"{k —all+A(k—1)]}
1-6 - l1—a

esitsizligi saglandiginda gecerli olur. O halde

1

(1 - &k Lk — a[1 + A(k — D]}]FT

1zl < *k—8)1-a)

elde edilir. o

3.3.16. Tamm. f;(z) = z — X2, a;, ;z¥, (ak'j > 0) olmak iizere j = 1,2 i¢in f; () ve

f>(2) nin modifiye Hadamard ¢arpimi
fi(2) * f,(z) =z — Z A1 Ay 22"
k=2

seklinde tanimlanir (Owa 1985).

3.3.17. Teorem: j = 1,2 olmak iizere f;(z) € T,,(4, a) ve f,(z) € T,(4,y) olsun. Bu
takdirde, (f; * f)(2) fonksiyonu T,,(1,n(n, 4, @, y)) smifindadir. Burada,

) 1-DA-a)1-Y)
22— a(+ D}2—yA+ N} - A+ DA -a)A-)

nnAay) =1
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1-a

- 7% 2 — 1-y 2 .
z—a(ry v fa(z) =z z“ fonksiyonlar:1 bu sonucu

T 2n2—a(14)}

dr. f,(z) =z

saglar.

Ispat. f; ve f, fonksiyonunun T,,(1,7(n, A, a,y)) smifina ait oldugunu gostermek icin,

e}

k™{k —n[1+ A(k — 1]}
Z aAr 1Ak 2 < 1
1—n7 S
k=2
olacak sekilde n = n(n, 4, @, y) bulunmalidir.
fi(2) e T,(4, a) ve f,(z) € T,,(4,y) oldugundan
- kMk — a[1+ Ak — D]}
Z l—«a U1 = 1
k=2
o k™Mk —y[1+ Ak — 1
Z {k—vl ( ]} 0, <1
1—-vy ’
k=2

bagintilar1 gegerlidir. Cauchy-Schwarz esitsizliginden

1/Clk'lak'z <1 (35)

o |kn{k —a[1+ Atk — D]} [kn{k —y[1 + A1k — D]}
Z 1—a 1—-y

k=2

bagintisi elde edilir. O halde istenilen esitsizligin gosterilmesi igin;

k{k —n[1 + A(k — D]}
1-n

k—all+A(k—-1 k—y[1+Ak—-1
JTaz <k J{ a[1+_ oE o J{ y[1+_y< 7

veya

58



(A —m/{k —all+ 2k — DIW{k —y[1+ 20 — D]}

V12 < 3.6
o1z VI—ay1—yik —n[1 + A(k — D]} (3.6)
oldugunu gostermek yeterlidir. (3.5) bagintisindan
vVi—a1-vy
V10k2 = (3.7)

kn{k — al1+ Atk — DBk —y[1+ 2k — D]}

yazilabilir. Bu durumda gosterilmek istenen (3.7) ifadesinin (3.6) dan kiigiik ya da esit

oldugudur. Bu ise ancak ve ancak

k-DA-HA-a)A-y)

NS ke Dk — 7+ ) -+ Ak - DA @A —p) & =2

oldugunda gerceklesir.

k-DHA-HA-a)1A-y)

AW = 1 ek =G+ DI =y + ) - A+ Atk - DIA — DA —7)

fonksiyonu k > 2 i¢in azalan oldugundan maksimum degerini k = 2 noktasinda alr.

Bu nedenle

1-DA-a)(1-y)

1= A = G G Iz A+ - G+ DA - — )

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. O

3.3.18. Sonug. f;(2), f>(2) T, (4, a) smnifina ait olsun. Bu takdirde, (f; * f,) fonksiyonu
T,(A, B(n, A, a)) sinifina aittir. Burada,

1-D1-a)?
22 —a(1+ NP - A+ D1 - a)?

B=pMmAa)=1

dir.
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Ispat. Teorem 3.3.17 de a = ¥ segilirse istenilen sonuca ulasilir. o

3.3.19. Teorem. fi(z) =z — X7 ,a;12% (ayx, =0) fonksiyonu T, (4, a) smifinda
olsun. |ay ;| <1 olmak iizere f,(z) = z — Xy, |ax|z* i¢in (f; * f,)(2) fonksiyonu

da T,,(1, @) smifindadir.

Ispat. (f, * f,)(z) fonksiyonunun T,(4,a) smifinda oldugunu gostermek igin (3.4)

bagmtismin saglandigi gosterilmelidir. f; € T,(4, a) ve |ay ;| < 1 oldugundan,

Z Kk — a1+ A%k — Dl}aglaxo] < Z Kk — a1 + A0k — D}ax,
k=2 k=2

<l—-a

elde edilir. Boylece (f; * f3)(2) € T,,(4,a) dir. O

3.4. Sy s () Smifi ve Temel Ozellikleri

Burada (Eker ve Giiney 2008) tarafindan tamimlanan S,,,s(a@) smifinn genel
ozellikleri ve bu sinifa ait fonksiyonlar i¢in katsay1 bagntilar1 ve ekstrem noktalar1 elde

edilecektir.

3.4.1. Tamm. f(z) =z + Xj2, ajzj fonksiyonu E birim diskinde analitik olmak iizere

Al-Oboudi diferensiyel operatorii (genellestirilmis Salagean diferensiyel operatorii),

D°f(z) = f(2) (3.8)
Df(z) = (1 —=6)f(2) + 6zf'(z) = Dsf(2), 6=0 3.9)
D"f(z) = Ds(D™'f(z)), nE€EN (3.10)

60



ile tanimlanir (Al Oboudi 2004).

Diger bir ifadeyle, (3.9) ve (3.10) bagntilar1 kullanilarak
Ds"f(z) =z + Z[l + ( — Dé)"a;z’, n €Ny
j=2

seklinde tanimlanir.

Al Oboudi diferensiyel operatdriiniin taniminda 6 = 1 alinirsa Salagean diferensiyel

operatori elde edilir.

3.4.2. Tanm. S,, , s(a); (2.1) bagintisiyla verilen f fonksiyonlarindan olusan ve

o {Damf(Z)

< 1,meNneN
D(g”f(z)}>a 0<a<ilm N 0)

sartin1 saglayan fonksiyonlarin smifi gosterilsin.

m ve n degiskenlerinin bazi 6zel halleri i¢in asagidaki siniflar elde edilir:
i S10s(a) =S*(a) (Robertson 1936)
ii. S315(a) =K(a) (Robertson 1936)

3.43. Teorem. f(z) ESve0<a <1 meN, neN, §=0igin f(z) fonksiyonu
Z Y(m,n,j,6, a)|aj| <2(1—a) (3.11)
=2

sartini sagliyorsa f (z) € S, ,, s(a) dir. Burada,
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Y(im,n,j,6,a)=[[1+(G-1D5]" - A +a)[1+ (G — 1]
H1+(G-D™"+ A -a)[1+ (G —1D6]"
dir.

Ispat. (3.11) esitsizliginin saglandig1 kabul edilsin. 0 < a <1, m€N, n€N,, § >0

olmak tizere

tanimlansin. f(z) € Sy, ,5(a) oldugunu gostermek icin her z € E igin,

F(z)—1
‘F(z)+1

<1

esitsizliginin saglandigimi gostermek yeterlidir. Buradan,

Ds"f(@) 4
‘F(z) — 1‘ _|Ds"f(2) _|Ps™f (@) — (1 + )Ds"f (2)
F(z) +1|  |Ds"f(z) _ a4+ 1 Ds"f(z) — (1 — a)Ds"f (2)
Ds"f (2)

| ez -1+ G -DEM -1+ )1+ (G - 1)61™)a;z/
|-z + 32,1+ G- DS+ (1 — o)1+ ( — 1S]M)a;z)

__ @I+ G - D" - A+ 1+ G = DEl|alzP
T R-a)-I,([1+ (- DM+ (1 - )1+ (- DEIM)|ay||z)

a+ X[+ G- DSI™ — (1 +a)[1+ (G — D] |a]

S -1+ G- D"+ (A -1+ G - DIM]a]
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elde edilir. (3.11) bagmtis1 saglandig1 i¢in son ifade

‘F(z)—l‘ a+ 37,1+ (- DSI™ - (1+ a)[1+ (G — 1)8]"|a]
F@+1] " 2-a) - 32,1+ G - D™+ 1 - )1+ (G — D8IM]a]

dir. Boylece ispat tamamlanmais olur. O

3.4.4. Ornek.

_ 22+yY)(1 - a)g
f(z) —Z+]Zz:(j+y)(]+ 1+ y)¥(m,n,j,6, 0()

]

fonksiyonu y > -2, 0 <a <1, ¢ € C ve |g| = 1i¢in Sy, , 5(a) smifina aittir.
Coziim.

_ 2+ - a)g
a; = G+ +1+y)¥0mn,j, 6 a)

olmak tizere

22+yY)(A - a)g

]ZZ:‘P(m, sl G+nG+1+y¥Pimn,j,é a)

Z ¥Y(m,n,j,6, a)
j=2

3 22+y)Q—-a)
LG NGHI+Y)

—2(2+y)(1—a)2(] +y ]+i+]/)

=2(1-a)
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olup Teorem 3.4.3 geregi f(z) € Sy, ns(a) dir. O

3.4.5. Teorem. f(z) fonksiyonu S, , s(a) sinifina ait olsun. O halde f = 2(1 — a) ve
k>2iginv, =[1+ (k—1)6]" - [1+ (k— 1)5]™ olmak tizere;

B C+G-D6" & & (1 + (i — DL+ G — DS
gl < o114 B Yy —— 20y g2 Lo 2”
“" lvkl{ D TR [9,7%]

k-1 k-2 k-3

e Z Z Z ([1+(J'1—1)5][1+(iz—1)5][1+(1'3—1)5])"+

|'71'1'71'z Vj, |

J3>Jz J2>J1 J1=2

k-1
+ﬂk_2 [1 + (] B 1)6]n}

j=2 |v]|

dir.

Ispat.

1 (Ds™f(2) RS
p(Z)—l_a<D6nf(z)—a>_1+;cjz1

fonksiyonu tanimlansin. p(z) fonksiyonu igin, Caratheodory Lemma 2.5.4 geregi,
lc;| <2 (j =1,2,3,...)dir. p(z) fonksiyonu i¢in

1 S
Tog (0" @ —aD"f@) = D" F@) | 1+ ) 67

Jj=1

olur.
Ds"f(z) =z + Z[l + (- 1)5]”ajzj, n € N,
=2
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oldugu kullanilarak

Ds"f(z) —aDs" f(2) - A+6)m—a(l+ 5)”a

2
l1—«a l1—«a 27

L+ (k= DO —all + (k= DI]"

k
1—a arz
yazilabilir. Diger yandan
Ds"f(z)| 1+ Z ¢zl |=|z+ Z[l + (G - D81z’ |1+ iz + -+ cpzh + )
j=1 j=2

oldugundan,

LA+ —ad+o)"

[1+ (k-8 —al[l+ (k—16]"
1—«a

2
z4 + 1—a

apz®+.

2

= z+Z[1+(j—1)5]”ajzf 1+ ciz+ -+ gz + )
=2

elde edilir. Buradan z* teriminin katsayilar1 esitlenirse,

[1+ (k=16 =1+ (k—1)6]"
( 1—«a

k—1
) _ 2[1 +(k—j— Do ar ¢
=

olur. Boylece

1—«a
[[1+ (k—1)6]™ —[1+ (k—1)8]"

k-1
oyl = 1) IR CET R
=1
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&
[y

-
1]
[y

1—«a
S|[1+(k—1)5]m—[1+(k—1)5]n|< [+ (k=j=Dsl" |“kf||cf|>

k-1
21— )
_|[1+(k—1)5] [1+(k_1)5]n|<]Z[1+(k j— 18" |ak1|>

bulunur. B =2(1-a) ve v,=[1+(k-1D6]"—-[1+(k—-1E]" oldugu

kullanilarak

|ak|SﬁL{1+(1+5)” p +(1+20)"— p +-+A+(k—=2)0)" p
vl v, | v V1]
+(1+6)"(A+26)" i +(1+H"(1+36)" i
lv,vs] |v,v,l
B> B>

(1 + 8)*(1 + 48)" + ot (14 81+ (k — 2)6)"

|172175|

|17217k—1|

+(14+28)"(1 + 36)" F + (14 26)"(1 + 46)" F

+

|173‘74| |173175|

2
F(1+ 260" (1 + (ke — 208" —— ¢ .
|v3vp_1]
ﬁ3
+(1+ 6)"(1 + 28)* (1 + 36)" t oo
|172173174|

ﬁ3

+(1 46" + (k= 2)5)"(1 + (k — 3)6)" —
2Yk—2Yk-1
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T+ - D"

+ﬁk 2
» |
_B)., /3 =1+ (- De]? iz(1+01—1)5][1+(12—1)5])”
|17k| =2 | ]l Jo>iy i1 =2 17]117]2

k-1 k-2 k-3

57 Z Z Z ([1+ Gy — DS+ (G — DS + (s — 1SN

Iv,-1 Vi, Vjs |

J3>J2 j2>J1 j1=2

k-1
5 [1+ G — D"
A 1_[ |”j| }

j=2

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. O

3.4.6. Tamim. (3.11) esitsizligini saglayan ve (2.1) formunda verilen f fonksiyonlarinin

olusturdugu smif, S, , 5(@) nin bir alt smifi olup S, ,, 5(c) ile gdsterilir.

3.4.7. Teorem. f(z) € S, 5() olmas igin gerek ve yeter sart

F) =) nifi@)
j=1

dir. Burada,
fl(Z) =z
21— ) .
. - joi>
fi(@) Z+‘P(m,n,j,5,a)z e

nj>0iginZ‘]?°=1nj=1veOSa<1, meN, neN, 6§ >0dr.
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Ispat.

2(1-a)
f(2) = Zn]f](z) z +Z'71 Y(m, n],O(; 06)

olsun. Boylece

e}

ZLP(m,n,j,(S,a) 2(1—.0() n-=2(1—a)an
=2

J
Y(m,n,j,6,a) y

=2(1-a)(1—m)

<21-a)
olur. Dolayistyla (3.11) geregi f(z) € Sy ns(@) dir.
Diger yandan f(z) € S, 5(a) olsun. O halde
2(1 —a)
=23, ..
a’_LP(mn],(S a) U= )

yazilabilir. Buradan,

T Ta- Y

\(

olacak sekilde alinirsa

) =) nifi@)
j=1
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bicimde ifade edilebilir. Boylece ispat tamamlanir. o

3.4.8. Sonug. S, , s(@) smifinin ekstrem noktalar1 f;(z) = z ve

21 — ) P2

/i@ = Z+‘P(m,n,j,5,a)z ;

fonksiyonlaridir.
3.5.T(n,m,y, a, 1) Sinifi ve Ozellikleri

Bu boliimde, (Darwish 2007)’ de ele alinan ve Al Oboudi diferensiyel operatorii
yardimiyla tanimlanan T(n, m,y, a, A) snifi incelenecektir. Bu sinifa ait fonksiyonlar
icin katsay1r bagntilari, distorsiyon teoremleri, yildizil ve konvekslik yarigaplar

verilecektir.

3.51. Tamm. T(n,m,y,a,A); f €T fonksiyonlarindan olusan ve a,y € [0,1),

A=>0,n,me€ Nji¢in

D™, f (2)
D", f(z)
pn+m f(Z) B
y( D"A]%(Z) )+1 4

Re >a

sartin1 saglayan fonksiyonlarin sinifi olsun. Burada, D™, f, Tanim 3.4.1 de verilen Al

Oboudi diferensiyel operatoriidiir.

Degiskenlerin bazi 6zel halleri i¢in asagidaki siniflar elde edilir:
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ii 7T(0,1,0,a1)=T(a), T(1,1,0,a,1) = C(a) (Silverman 1975)

ii. T(n,1,0,a,1)=T,(a) (Hur ve Oh 1989, Kadioglu 2003)
iii. T00,1,y,a1)=Ty,a), T(1,1,y,a,1) = C(y,a) (Altintas ve Owa 1988)
iv. Tn1,y,a1)=T,(y,a) (Aoufve Cho 1998)

3.5.2. Teorem. f € T fonksiyonunun T(n, m,y, a, ) smifina ait olmasi i¢in gerek ve

yeter sart

2[1 F k= DAMA + k=DA™A - ap) —a(l—p)} ey < 1—a (3.12)
k=2

esitsizliginin saglanmasidir.

Ispat. (3.12) nin saglandig1 kabul edilsin. f € T(n,m, ¥, a, A) oldugunu gostermek igin

D" " f(2)
D,"f(2)

v D" " f(2)
D;"f(2)

—-11<1—«

+1—vy

esitsizliginin saglandig1 gosterilmelidir. Buradan,
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A=) X714+ (k= DAY ™az — (1 —y) Xp_,[1 + (k — DA™ ayz*
zZ—yXpoll+ (k= DAY azk — (1 —y) Xio,[1 + (k — DA]"a,z*

(1 =) Tioa[1 + (= DA™ a2zl — (1 = y) T, [1 + (k — DA a|z|*!

T 1y XRLM 4 (k= DA aglz*t = (1 —y) X[l + (k= DA ag|z| !

A=l + k —DA"™a, — (1 —y) X1+ (k= DA a}
11—y X1+ (k=AM a, — (1 —y) Xie,[1+ (k= DA]"ay

elde edilir. (3.12) geregi,

D" " f(2)
D,"f(2)

v D" " f(2)
D;"f(2)

—1|<1—-«a

+1—vy

bulunur.

Diger taraftan f(z) € T(n,m,y, a, A) olsun. Bu durumda Tanim 3.5.1 geregi

- z — Y[l 4 (k— DAY ™a,z*
¢ {z — Y 2[4+ (k= DAY ™ zk — (1 —y) X (1 + (k — 1)/1]”akzk} > a

elde edilir. z - 1~ alinirsa,

{ 1 =251+ (k=1)A]™"ay, } S
1—y Yo 1+ (k= DA™ a, — (1—y) 20,1 + (k= DA"a, ) ~
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bulunur. Bu son ifade diizenlenirse

[ee]

2[1 F k= DAMA + k= DA™A - ap) —a(l— )} e < 1—a

k=2

istenilen katsay1 bagintisi elde edilmis olur. o
353. Teorem. 0 <a <1, 0<y; <y, <1, 21=>0 vem,n € Ny olmak iizere

Tnm,y,,a,A) cT(nm,y, a,A)

dir.

Ispat. f(z) € Tm,m,y,,a,A) olsun. 0 <y; <y, <1 esitsizligi ve Teorem 3.5.2

dikkate alinirsa

DT+ G = DAL+ (e = DA™ = ay,) — a(l - v}
k=2

< D [+ (k= DAL+ (k = DA™ - an) - a1 -y} ay
k=2

<l—-a

olup f(z) € T(n,m,y,, a, ) elde edilir. O
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354. Sonug. 0<a<1, 0<y<1, 1=>0 ve mmn€eN; olmak ilizere asagidaki
bagntilar gegerlidir.

. Tn+1lmyaqld)cTnmyal)

. T(nm+1,y,ald)cT(nmy,al)

ii. Tn+1m+1y,ald)cT(nmyal)

3.5.5. Teorem. f(z) € T fonksiyonu T(n, m,y, a, A) smifina ait olsun. Bu durumda,

|z| = r <1 igin,

l1—«a

D'f@)| =T+ 1+ [A+ D™ - ay) — a(l —y)] a

\

, l1-«a 2
DIf (@] =7 - A+ [A+H"A—ay) —a(l-P]

esitsizlikleri gegerlidir.

Ispat. Dif(2) = z — X7, [1 + (k — 1)A) a,z* olmak iizere

ID'f(2)| =

z— 2[1 + (k= DAllagz*| <7+ 72 2[1 + (k- DAl
k=2 k=2

dir. Ayrica (3.12) geregi,
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N LA+ D™ - ap) —a(l - P)IN i
k=2[1 + (k - 1)/1] ap = (1 +/’{)n—l[(1 T /,Dm(l — ay) — a(l — ]/)] k=2[1 + (k - 1)/1] ag

Y[+ (k= DAL+ (k= DA H{[1 + (k — DA™ (1 — ay) — a(1 —y)}ay
B A+ )1+ D)™ —ay) — a(1-7)]

< Yi=2[1+ (k= DAM{[1 4+ (k — DA™ —ay) — a(l —y)}ag
A+H™ A+ D™A —ay) —a(l-y)]

11—«
ST+ A+ DA —ar) —a(d —7)]

olur. Boylece

l1—«a

AT A r A —a) —ad -7

IDif(2)| <7

olur. Benzer sekilde,

' l1—«a 2
IDf(z)| =71 — A+ D) [A+D)"(1—ay) —a(l —]/)]r

esitsizligi de elde edilir. O
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3.5.6. Sonug. f (z) € T(n,m,y, a, A) olmak iizere asagidaki bagintilar gegerlidir.

1—«a 2
If@|=zr- @+0"MA+ D)™ —ay) —a(1 —V)]r

_ l1—«a 2
@<+ G pmas D —an —ad -pl”
ve
! >1 ¢
@21 = Ay D —a) —a@ =l
! <1 ¢
F@OI<1+ G a s oma —ap) —ad =71
dir.

Ispat. Teorem 3.5.5 te i = 0 ahnarak |f(2)| icin alt ve iist smirlar; i = 1 almarak

|f'(2)| i¢in alt ve st smirlar elde edilir. o
3.5.7.Teorem. T(n,m, y, a, A) sinift konvekstir.

Ispat. Her v = 1,2 igin,

[ee]

F@) =2 ayzt (a2 0)

k=2
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fonksiyonlar1 T(n, m, y, a, A) smifina ait olsun. Gosterilmek istenen 0 < t < 1 i¢in

h(z) = tfi(z) + 1 - )2 (2)

fonksiyonunun T(n, m,y, a, ) smifinda oldugudur. Buradan

[ee]

h(z) =z — Z[tal,k + (1 t)ap]z¥

k=2

dir ve v =1,2 i¢in f, (2) € T(n,m, y, a, A) oldugundan (3.12) geregi,
N[+ (= DAMI + Gk = DA™ = ap) = a1 =)} [tay + (1 - Dzl
k=2

<l-a
yazilabilir. Béylece ispat tamamlanir. O

3.5.8. Teorem. f(z) € T(n,m,y, a, A) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

F& =) mfl@
k=1
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dir. Burada,

fl(Z) =z

1—«a
1@ = 2 = G T DA T = DA A =) —ad =7} K 22

e = 0igin Yy =1ve0<a<1 0<y<1 1=>0,mn € N;dr.

Ispat.

l1—«a

= kz=2 [1+ (e — DAL+ (k— DA]"(1 — ay) — a1 - y)}”"zk

olsun. Buradan,

o 1+ (= DAL+ (k= DA™(1 —ay) —a(l -} (1 - Dy i
k

£ (1- O+ k= DAL+ k= DA™ —ay) —a(d 1)} kzzu <1

oldugundan, (3.12) geregi f(z) € T(n,m,y, a, ) dur.

Tersine f(z) € T(n,m,y, a, ) olsun. Bu durumda (3.12) geregi,

l-a
|| < [1+ (e = DAM[1 + (k= DA™(1 = ay) — (1 =)}
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yazilabilir.

_ [1+ (k—DAM[1+ (k= DA"(1 - ay) —a(1 - )}
l1—«a

My A

olacak sekilde segilirse py = 1 — X7, 4y oldugundan f(z) = Yp-; t fr(2) olarak

yazilabilir. o

3.5.9. Teorem. f(z) e T(n,m,y,a,A) olsun. 0 < p < 1 ve k = 2 igin,

(A= )L+ (k= DA + (k — DAL — ay) — a(1 - P}
r=mf k—p)d-)

olmak iizere, f fonksiyonu |z| < r de p mertebeli yildizildir.

Z,]:(Z) - 1| < 1 — p oldugu gosterilmelidir. Bu durumda

Ispat.

Zf,ﬂ _ 1‘ < Y,k — Dag|z|* !
f(2) =TIy aplzFt

olup bu esitsizligin gegerli olmasi i¢in

Yie=2(k = p)ag |zt <1
1-p)
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olmasi gerekir. Bu ise ancak ve ancak

(k — p)ag|z|** 4 Ge= DA + G = DA™ - ay) — a1 =)}
1-p) - 1—a

oldugunda gecerli olup, buradan

2] < {(1 —p1+ Kk -DA"{[1+ (k -DA"A —ay) —a(l - y)}}m
- (k=p)A—-a)

elde edilir. o

3.5.10. Sonug. f(z) e T(n,m,y,a,A) olsun. 0 < p < 1 ve k > 2 igin,

(= 1+ (k= DAL+ (k — DAL — ap) — a(1 — P)}FT
n=inf k(k—p)(1-a)

olmak iizere, f fonksiyonu |z| < 1 de p mertebeli konvekstir.
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