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OZET
Doktora Tezi

OLUSUM TURU DENKLEMLERIN SIMETRI INDIRGEMELERI,
KORUNUM KANUNLARI VE TAM COZUMLERI

Ilker Burak GIRESUNLU

Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Doc¢. Dr. Emrullah YASAR

Bu doktora tezinde, tam ve kesirli mertebeli olusum tiirii denklemlerin simetri indirgeme-
leri, korunum kanunlar1 ve tam ¢oziimleri arastirilarak uygulamalar1 yapilmistir.

Diferensiyel denklemlerin incelenmesinde olduk¢a 6nemli bir yere sahip olan Lie simetri
gruplar1 yontemi varyant Boussinesq sistemine, Schamel-Korteweg-de Vries denklemi-
ne, Konopelchencho-Dubrovski sistemine, logaritmik KdV-benzeri ve logaritmik KP-
benzeri denklemlerine ve zaman kesirli Schamel-Korteweg-de Vries denklemine uygu-
landi. GOzoniine alinan denklem veya sistemlerin simetri indirgemeleri, tam ¢oziimleri
ve korunum kanunlarma ulagildi. Bunun yaninda tezde Lie nokta simetri ve korunum
vektorleri arasindaki iligkiler arastirildi. Korunum vektorlerini sistematik olarak elde
etmek icin ii¢ tip farkli yontem ele alindi. Bunlar sirasiyla ¢arpan yontemi, yerel ol-
mayan korunum yontemi ve eslenik simetri yaklagimdir. Bu ii¢ yontem arasindaki iligkiler
tartisilarak logaritmik KdV-benzeri ve KP-benzeri denklemlerine uygulandi. Bununla
birlikte elde edilen korunum kanunlar1 ve elde edilen simetriler yardimiyla denklemin
hem mertebesi hem de degisken sayisinda indirgemeye olanak saglayan ¢ift indirgeme”
yontemi kullanilarak kapali ¢6ziim formlarina ulasildi. Lie simetri gruplar1 yonteminin
kesirli mertebeli diferensiyel denklemlere uyarlanmasi ele alind1 ve bu yeni yaklasim kul-
lanilarak zaman kesirli mertebeli Schamel-Korteweg-de Vries denkleminin Lie simetri
gruplar1 ve korunum kanunlari elde edildi. Elde edilen simetri iireteclerinin orijinal tam
mertebeli denk- leme gore daha az iiretec kabul etmesine ragmen elde edilen simetri in-
dirgemesinin 6zel integral operatorlerini iceren kesirli mertebeden adi diferensiyel denk-
lemlere ulasildig1 gozlemlendi. Lie simetri indirgemelerinin ilerleyen dalga tipindeki
cOziimlerine, bazi tam ¢oziim bulma algoritmalar1 kullanilarak ulasildi. Bu doktora tezinde
elde edilen sonuglar gbzoniine alinan modellerin arkasindaki fiziksel olgunun ac¢iklanma-
sinda kullanilabilir. Bununla birlikte elde edilen tam ¢oziimler kullanilarak sayisal simiilas-
yonlar yapilabilir ve sayisal ¢6ziim bulma semalarinda test fonksiyonu olarak kullanilabilir.

Anahtar Kelimeler: Lie simetrileri, korunum kanunlari, eslenik denklem, eslenik simetri,
carpan yontemi, lineer olmayan kendi egleniklik, ¢ift indirgeme yontemi, simetri in-
dirgemeleri, 6zyineleme formiilii.

2017, viii + 138 sayfa.



ABSTRACT
PhD Thesis

SYMMETRY REDUCTIONS, CONSERVATION LAWS AND EXACT SOLUTIONS
OF THE EVOLUTION DIFFERENTIAL EQUATIONS

Ilker Burak GIRESUNLU

Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematic

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Emrullah YASAR

In this doctoral thesis, we study symmetry reductions, conservation laws and exact solu-
tions of integer and fractional order evolution differential equations.

The Lie symmetry group method, which has a very important role in the study of the dif-
ferential equations, is applied to variant Boussinesq system, Schamel-Korteweg-de Vries
equation, Konopelchencho-Dubrovski system, logarithmic KdV-like and KP-like equa-
tions and time fractional Schamel-Korteweg-de Vries equation. The symmetry reduc-
tions, exact solutions and conservation laws of the considered equations or systems have
been reached. In addition, relations between Lie point symmetry and conservation vec-
tors were investigated. Three types of different methods have been dealt with in order to
systematically obtain conservation laws. These are multiplier method, non-local conser-
vation method and adjoint symmetry approaches respectively. Relations between these
three methods are discussed and applied to KdV-like and KP-like equations with logarith-
mic structure. If the considered equation or system has relationship between symmetries
and conservation laws one can construct closed solution forms exploiting by the ”double
reduction” approach which allows the equation to be reduced both in the order and in the
variable number. The adaptation of the Lie symmetry groups method to the fractional
order differential equations was studied and the Lie symmetry groups and conservation
laws of the time-fractional Schamel-Korteweg-de Vries equation were obtained. Though
the obtained symmetry generators are less than the original integer-order equation, we
have yield fractional order ordinary differential equation including special integral oper-
ators. In this thesis, traveling wave type solutions are reached by using some powerful
algorithms. The results obtained in this thesis can be used to explain the physical phe-
nomenas behind the models considered. Numerical simulations can be made using the
exact solutions and can be used as test functions in numerical solution finding schemes.

Key Words: Lie symmetries, conservation laws, adjoint equation, adjoint symmetry,
multiplier method, nonlinear self-adjointness, double reduction method, symmetry re-
ductions, recursion formula.

2017, viii + 138 pages.
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1. GIRIS

Fizik, miihendislik ve doga bilimlerinde, matematiksel modellemelerin olusturulmasi,
problemin ¢oziimlerine ulagabilmek i¢in onemli bir yere sahiptir. Bu kapsamda lineer
ve lineer olmayan diferensiyel denklemlerin (veya sistemlerin) analitik ¢oziimlerinin elde
edilmesi matematikciler i¢in 6nemli konulardandir. Cogunlukla fiziksel olaylarin matema-
tiksel modellemesi diferensiyel denklemler ile ifade edilmektedir. Bu denklemlerin ¢6ziim-

lerinde kullanilmak iizere literatiirde var olan bircok farkli yontem gelistirilmistir.

Diferensiyel denklemler ile ilgili ilk ¢calismalar diferensiyel ve integral hesabin kesfinden
hemen sonra 17. yiizyilin sonlarinda Ingiliz bilim adami Isaac Newton ve Alman bilim
adam Leibnitz tarafindan yapilmistir. 19. yiizyildan itibaren kuvvet serileri ile ¢oziim
yontemleri, varlik teklik teoremi konularina 6nem verilmigtir. Belli tipteki diferensiyel
denklemlerin, belirli sartlar altindaki ¢oziimlerinin varliginin ispati ilk olarak 1820-1830
yillar1 arasinda Fransiz matematik¢i Cauchy tarafindan yapilmigtir. 19. ylizyilin sonlarina
dogru doniisiim gruplar teorisi Evariste Galois, Sophus Lie, Felix Klein, David Hilbert,
Elie Cartan gibi bir¢ok iinlii matematik¢inin ¢alisma alanini olusturmustur. Bu konuda
birgok gelisme adi gecen matematikgiler tarafindan gerceklestirilmistir (Ozceylan 2007,

San 2011, Yakut 2012).

Norvecli matematik¢i Sophus Lie, Galois’dan ilham alarak geometri ve diferensiyel denk-
lemlerin integrasyon yontemleri iizerinde caligmalar yapmistir. GO6zoniine alman dife-
rensiyel denklemi -denklemin tanimli oldugu manifold iizerinde- de§ismez birakan yerel
donilistim gruplarin1 tammmlamistir. Bu sayede diferensiyel denklemlerin ¢oziimleri al-
goritmik yontemler ile elde edilmistir (Bluman ve Kumei 1989, Olver 1993, Ibragimov
2001). Ancak Sophus Lie’nin ¢aligmalarinin 6nemi 1960’11 y1llara kadar anlagilamamustir.
1960’tan itibaren Lie grup teorisi diferensiyel denklemlere uygulanmaya baglanmigtir

(Bluman ve Anco 2002, Ovsyannikov 1982).

Ovsyannikov, Bluman, Ibragimov ve Olver gibi bu alandaki 6nemli bilim adamlar1 Lie



grup teorisinin gelistirilmesinde, uygulanmasinda onciiliik etmiglerdir. Kuantum teorisi,
sicim teorisi, hidrodinamik, elektrodinamik, istatistiksel mekanik ve tanecik fizigi gibi

fizikteki bircok 6nemli alanda Lie grup teorisinin uygulamalar1 mevcuttur.

Son yillarda diferensiyel denklemlerde simetri yontemleri algoritmik yapisiyla denklem-
lerin ¢oziimlerinin elde edilmesinde Oonemli rol oynar. Bu nedenle literatiirdeki diger
teorilerden en 6nemli farklilifi, bir¢ok yontemin uygulamasinda denklemlerin integral-
lenebilme kogsulu veya bir takim kisitlamalar gerekmemesidir. Ayrica literatiirde var olan
tiim yontemleri kapsayan bir genel yaklasimdir. Bu farklilik sayesinde Lie grup teorisi

son yillardaki en popiiler ve gii¢lii konulardandir.

Simetri gruplar1 kullanilarak adi diferensiyel denklemlerin (ADD) mertebe diisiiriilmesi,
kismi diferensiyel denklemlerin (KDD) bagimsiz degisken sayisinin azaltilmas: ve ADD

lere indirgenmesi yapilabilir.

Literatiirde son zamanlarda Lie simetri iireteclerinin katsay1 fonksiyonlarinin yapisina
dayanarak Lie grup doniistimleri nokta, kontakt, Bicklund ve yerel olmayan simetriler
olarak siniflandirilmistir. Bu baglamda simetri iirete¢lerinin katsay1 fonksiyonlarinin sade-
ce bagimli ve bagimsiz degiskenleri iceren doniisiimlere Lie nokta simetrisi ad1 verilir.
Nokta simetrilere 6lcekleme, donme ve 6teleme doniistimleri en bilinen 6rneklerdir. Eger
simetri lireteglerinin katsay1 fonksiyonlar1 bagimli ve bagimsiz degiskenler haricinde bir-
inci mertebeden tiirevli terimler igeriyorsa bu doniistimlere Lie kontakt simetri denir.
Diger yandan simetri lireteclerinin katsay1 fonksiyonlar1 bagimli ve bagimsiz degiskenler
haricinde yiiksek mertebeden tiirevli terimler iceriyorsa bu takdirde Lie Bdicklund simetrisi
adimi alirlar. Yerel olmayan simetriler ise simetri liretecinin katsay1 fonksiyonlariin bazi

integral terimlere sahip olmasi ile tanimlanir.

Korunum kanunlari, diferensiyel denklemlerin incelenmesi, fiziksel 6zelliklerin ¢ikaril-
mast, siniflandirilmasi ve ¢oziimlerinin arastirilmasinda kisaca bircok alanda merkezi bir

oneme sahiptir. Ayrica kararlilik teorisinin incelenmesi, sayisal semalarin olusturulmasi



ve diferensiyel denklemlerin integrasyonu gibi bircok alanda kullanilabilirler (Yasar 2009).

Literatiirde korunum kanunlarinin elde edilmesinde en etkili ve en temel yaklasim Noether
teoremidir (Noether 1918). Bu teorem sayesinde Euler-Lagrange diferensiyel denklemleri
icin Lagrangian ile iligkili olan her Noether simetrisine agik¢a belirlenebilen bir korunum
kanununun karsilik geldigi ifade edilmistir. Dolayisiyla simetriler ile korunum kanunlari

arasinda birebir bir iligki kurulmustur (Yasar 2009).

Uygulamal1 bilimler ve teorik fizikte en heyecan verici giincel gelismelerden biri de lineer
olmayan diferensiyel denklemler i¢in tam ¢6ziim bulmaya yonelik yontemlerin gelistiril-
mesidir. Bircok matematiksel model lineer olmayan diferensiyel denklemler ile tanimlan-

digindan bu durum olduk¢a 6nem arz etmektedir.

Ters sacilim doniisiimii (Gardner 1967) ve Hirota’nin (1971) “dogrudan” yontemi dife-

rensiyel denklemlerin ¢6ziimlerini arastirmak i¢in bilinen baglica ve etkili yontemlerdir.

Son 30 yilda, lineer olmayan KDD’ler iizerine bir¢ok calisma yapilmistir. Gardner ve
arkadaslar1 (1974) KdV denklemi ve genellestirmelerinin alt1 farkli yontem ile tam ¢6ziim-
lerini elde etmislerdir. Konno ve Wadati (1975) lineer olmayan OTDD’ler i¢in ters yonte-
min Riccati formundan Béacklund doniistimiinii elde etmek i¢in basit bir yontem sunmus-
lardir. Conte ve Musette (1989) Painleve testini, bir¢ok ilging s1vi hareketini modelleyen
lineer olmayan Kuramoto-Sivashinsky denklemine uygulamiglardir. Malfliet ve Hereman
(1996) tanh yonteminin 6zellestirilmis bir versiyonunu, bazi olusum ve dalga denklem-
lerini ¢ozmek i¢in kullanmiglardir. Ma (2004) Wronskian ¢oziimlerinden KdV denkle-
minin genellestirilmis Wronskian ¢oziimlerine giden bir koprii olusturmustur. Kudryashov
(2005) bazi lineer olmayan OTDD’lere en basit denklem yontemini uygulayarak tam
cOziimlerini arastirmigtir. Wang ve arkadaglar1 (2008) KdV, mKdV, varyant Boussinesq
denklemlerinin ve Hirota-Satsuma denklemlerinin (G’/G) genigleme yontemi ile tam

coziimlerini elde etmislerdir.



Lineer olmayan olusum denklemleri, yani bagimsiz de8iskenlerden biri ¢ zaman olan
kismi diferansiyel denklemler, yalnizca bir¢ok matematik alaninda degil, ayn1 zamanda
fizik, mekanik ve malzeme bilimleri gibi diger bilim dallarinda da ortaya ¢ikmaktadir.
Akiskanlar mekaniginde Navier-Stokes ve Euler denklemleri, 1s1 transferi ve biyolojik bi-
limlerde lineer olmayan reaksiyon-difiizyon denklemleri, kuantum mekaniginde Schro-
dinger denklemleri ve malzeme bilimlerinde Cahn-Hillard denklemleri lineer olmayan
olusum denklemlerine 6zel birkag¢ 6rnektir. Lineer olmayan olusum denklemlerinin lineer
denklemlerdeki gibi genel bir teoriye sahip olmamasi (¢oziimlerin lineer bagimsizligi,
stiperpozisyonu, v.b.) bircok arastirmacinin biiyiik ilgisini ¢cekmistir. Teorik ¢aligmada
sorulmasi gereken ilk soru, verilen baglangi¢ kosullarina sahip lineer olmayan bir olusum
denklemi icin yerel en az bir ¢6ziim olup olmadig1 ve gdzoniine alinan sinifta tek olup
olmadigidir. Genel olarak, bu problem lineer olmayan analizde iki giiclii yontemle, yani
daralma teoremi ve Leray-Schauder sabit nokta teoremi ile lineer olmayan olusum denk-

lemlerinin genis bir siifi i¢in incelenmigtir.

Bu calismanin amaci lineer olmayan olusum tiirii denklemlerin (veya sistemlerin) Lie
grup analizi ile simetrilerinin bulunmasi, korunum kanunlarimin olusturulmas: ve tam
coziimlerinin elde edilmesidir. Bu baglamda Lie grup teorisi, korunum kanunlar1 ve bazi
tam ¢oziim yontemleri ¢alisilmistir. Son 10 yil icerisinde kesirli mertebeli denklemler
yogun bir sekilde caligilmistir. Ciinkii zaman kesirli mertebeden denklemlerin bircok
fiziksel olay1 daha i1yi modelledigi goriilmiistiir. Son yillar icerisinde klasik Lie grup ana-
lizinin kesirli mertebeli denklemlere etkili bir sekilde uygulandigi gozlemlenmistir (Sa-
hadevan ve Bakkyaraj 2012, Wang ve ark. 2013, San 2016, Yasar ve ark. 2016, Akbulut
ve Tagcan 2017).

Tezin ikinci boliimiinde Lie simetri analizi i¢in gerekli temel kavramlar ayrintili olarak
verilmigtir. Ayrica Lie grup analizi zaman kesirli kismi tiirevli mertebeli diferensiyel

denklemlere uygulanmis halde verilmistir.

Tezin {igiincii boliimiinde korunum kanunlar ile ilgili temel kavramlar verilmistir. Carpan



yontemi, varyasyonel yaklasim, yeni korunum yontemi, ¢ift indirgeme yontemi ve 6zyi-

neleme formiilii ifade edilmistir.

Tezin dordiincii boliimiinde tam ¢6ziimlerin elde edilmesinde kullanilan literatiirdeki en
genel yontemlerden genellestirilmis Kudryashov yontemi, en basit denklem yontemi ve

(G'/G,1/@G) genisleme yonteminin algoritmalarina yer verilmisgtir.

Tezin besinci boliimiinde Varyant Boussinesq sistemi i¢in Lie grup analizi yapilarak simetri
indirgemeleri yapilmistir. Ayrica en basit denklem yontemi ile tam ¢oziimleri elde edilmis-

tir. Buna ek olarak sistemin korunum kanunlar1 olusturulmustur.

Tezin altinc1 boliimiinde Schamel-Korteweg-de Vries denklemine Lie grup analizi uygu-
lanarak simetrileri elde edilmistir. Genellestirilmis Kudryashov ve en basit denklem
yontemleri kullanilarak denklemin tam coziimleri elde edilmistir. Ayrica denklem igin
carpan yontemi, yeni korunum yontemi ile korunum kanunlar1 olusturulmustur. Buna
ek olarak elde edilen korunum kanunlar1 kullanilarak cift indirgeme yontemi ile tam

cOziimlere yer verilmistir.

Tezin yedinci boliimiinde Konopelchencho-Dubrovski sistemi ele almarak (G'/G,1/G)
genisleme yontemi ile ilerleyen dalga coziimleri elde edilmistir. Carpan yontemi kul-

lanilarak korunum kanunlar1 olugturulmustur.

Tezin sekizinci boliimiinde logaritmik KdV ve KP-benzeri denklemleri gozoniine alinmis-
tir. Bu denklemler icin ¢arpan fonksiyonlar, eslenik denklem ve lineer olmayan esleniklik
verilerek eslenik simetriler bulunmugtur. Cift indirgeme yontemi ile denklemin korunum

kanunlar1 kullanilarak ¢éziimleri arastirilmistir.

Tezin dokuzuncu boliimiinde lineer olmayan kesirli mertebeli S-KdV denklemi i¢in Lie
simetri analizi incelenmigtir. Denklemin korunum kanunlar1 formal Lagrangian kullanila-
rak olusturulmustur. Ayrica lineer olmayan kendi esleniklik ile denklemin korunum vektor-

leri elde edilmistir.



Tezin son boliimiinde elde edilen sonuclar sunularak gelecekte yapilmasi planlanan ¢alisma

konularindan bahsedilmistir.



2. LIE GRUP ANALIZI

Lie simetri (veya Lie simetrisi grubu), bir kismi diferensiyel denklemin (KDD) Lie grup
dontigtimleri altinda degismez kalmasi ile tanimlanir. Bagimli ve bagimsiz degiskenlerin
tiimiinii iceren bu doniisiimler altinda diferensiyel denklemi degismez birakan sonsuz
kiiciik tiretegler ile ifade edilir. Bu sonsuz kiigiik iiretecler, KDD’lerin Lie grubuna karsilik
gelen Lie cebirini olusturan bir bazin lineer birlesimidir. Bu baz ile degismez ¢oziimler

elde edilir.

Bu boliimde genel olarak Lie simetrilerin temel 6zellikleri ve Lie simetrileri iizerinde
durulacaktir. Teori, tam ve kesirli mertebeli uzay-zaman denklemleri i¢in sunulacaktir. Bu
baglamda, Lie nokta iireteci, degismezlik prensibi, diverjans prensibi gibi temel kavramlar
tizerinde durulacaktir. Teori, KDD i¢in verilmesine ragmen kismi diferensiyel denklem

sistemleri (KDDS) icin de benzer sekilde genellestirilebilir.

Lie simetri analizinin uygulanmasi icin Lie gruplarina ait temel kavramlar, teoremler ve

ozellikleri verilecektir.

2.1 Lie Gruplan

Tamm 2.1.1 (Grup)

GG bos olmayan bir kiime ve * sembolii G kiimesi {izerinde tanimli bir ikili islem olsun.
Eger asagidaki kosullar saglaniyorsa (G, *) ikilisine grup adi verilir.
Kapalihk Ozelligi : Vf,g€ Gigin f*x g € G dir.
Birlesme Ozelligi : Vf,g,heGigin (fxg)xh=fx(gxh)dir
Birim Elemam Ozelligi : Vf € Gicin f xe = e x f = f olacak bicimde bir tek
e € G vardr.
Ters Eleman Ozelligi : VfeGicin f* f~' = f~' % f = e olacak bi¢imde
bir tek f~! € G vardur.

Bu dort 6zellige ek olarak agagida verilen degisme 6zelligine sahip (G, *) grubuna abelyen



(degismeli) grup ad1 verilir. Yani;

Degisme Ozelligi : Vf,g € Gigin f g = g * f dir.

Tanim 2.1.2 (Doniisiim Gruplar:)

x, B C R" bolgesinin bir noktasi olsun. € € R parametresine bagh

T =V(x;e)

ile tanimlanan doniisiimleri ele alalim. 6(e,d) doniigiimii, P C R bolgesindeki € ve §
parametreleri ile tanimli olsun. Bu durumda 6 doniisiimii B bolgesinde asagidaki sartlari

sagliyorsa doniisiim grubu adini alir (Bluman ve Kumei 1989).

e Herbire € P i¢in doniisiimler B bolgesinde birebirdir. Yani 7 € B dir.
e P bolgesi # doniistimii ile yukarida bahsedilen G grup yapisini saglar.
o c=ciseT = zdir. Yani V(x;¢) = z dir.

o T=V(r;e)vexT =V(T;0)iseT =V (x;0(c,0)) dir.
Simdi doniisiim grup aksiyomlarina ilave sartlar ekleyerek Lie gruplarini tanimlayalim.
Tanim 2.1.3 (Tek Parametreli Lie Grup Doniisiimleri)

Asagidaki ozellikleri saglayan doniisiim gruplarina tek parametreli Lie grup doniisiimii adi

verilir (Bluman ve Kumei 1989):

e ¢ siirekli bir parametre ise ¢ = 0 dir. Yani P bolgesi, R de bir aralik ise ¢, e etkisiz
elemana kargilik gelir.

e V, P bolgesinde ¢ parametresinin analitik fonksiyonudur ve = degiskenine gore B
bolgesinde her mertebeden siirekli tiirevlere sahiptir.

e ¢,0€ Picinf(e,d), e ve § parametrelerinin bir analitik fonksiyonudur.



Uyan 2.14

€ parametresi yerine €1, €9, . . . parametreleri alinarak

cok parametreli Lie grup doniigiimlerini tanimlamak miimkiindiir.

Tamm 2.1.5 (Sonsuz Kiiciik Doniisiimler)

€ parametreli

T =V(x;¢) (2.1.1)

Lie grup doniigiimii gozoniine alindiginda, (2.1.1) doniisiimiiniin ¢ = 0 da seri acilimi1

T =V(x;e)
OV (x;¢) 1, [0V (x;e)
:x+€[ Oe }|a:0+§€2{ Oc? }|E:0+“.
oV (x;
ot [%1 leeo +0(c?) (2.1.2)

olur. (2.1.2) agciliminda € parametresinin katsay1 fonksiyonu

OV (x;¢)

£(z) = v |e=0

ile ifade edilsin (hata terimleri gozardi edilmistir).

T =1x+¢e€(v)

doniistimiine (2.1.1) ile verilen Lie grup doniisiimiiniin sonsuz kiiciik doniisiimii denir.

¢(x) katsay1 fonksiyonuna da sonsuz kiiciik ad1 verilir (Bluman ve Anco 2002).



Teorem 2.1.6 (Lie Birinci Temel Teoremi)

7Z(0) = z baslangic degerli

dz _
pr £(T)

birinci mertebeden adi diferensiyel denkleminin ¢oziimii

T =V(z;e)

Lie grup doniisiimiine esdeger olacak sekilde 7(¢) parametrizasyonu ile yapilir.

Burada €', £’un tersi olmak iizere

ifadeleri vardir.

Tamim 2.1.7 (Sonsuz Kiiciik Uretecler)

V = (32, 5%, - - .) gradient operatdrii ve £'(z) = (¢!(z), £(),

lizere

V=_¢ @)V

veya

...) sonsuz kii¢iik olmak



ile tanimlanan V' operatoriine T = V (z; ) tek parametreli Lie grup doniisiimiiniin sonsuz

kiiiik iireteci (simetrisi) ad1 verilir. Burada &° katsay1 fonksiyonlari
§'(x) = e |e=0

bicimindedir.

Teorem 2.1.8 (Bluman ve Anco 2002)

T = V(x;¢) tek parametreli Lie grup doniisiimleri i¢in asagidaki esitlikler vardir:

3!
o0 k
_ € 1k
k=0
vk = yykt k=1,2,
VEF(z) =V (VF'F(2)), k=1,2,...

VOF(z) = F(x).
Sonug olarak F'(z) fonksiyonu, her mertebeden siirekli tiirevlere sahip ise
F(T)=F (e*Vz) = ¢ F(x)

olacaktir.
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Ornek 2.1.9 (Bluman ve Anco 2002)

Asagidaki tek parametreli ddonme dontistimii

T = zcos(e) + ysin(e),

y = —xsin(e) + ycos(e)

g0dz0niine alindiginda

g_‘: = —xsin(e) + ycos(e),
% = —xcos(e) — ysin(e),

olmak tlizere

5(‘77) — (gl(xa y)v 52(x7 y))

(o7,
— 88 e=0> 86 e=0

= (yv -z )
sonsuz kiiciikleri elde edilir. Sonsuz kiigiiklere karsilik gelen iiretec ise

V =£(2)V

2

0

=1

0 0
251(9C,y)% + 52(‘1'73/)8_3/

0 0

oz x@y

dir.

12



Diger taraftan (z,7) = (¢*Vz, e*"y) olmak tizere

Vo = yg—z — ggg_; =y

Vi = V(Va) =y —agl = —a

Vie =V (Vi) = ya(a_;) = xa(a_yx) =—y
Vie = V(i) =y 2 20

olur. Yukaridaki ifadeleri genel olarak yazarsak m = 1,2, ... olmak iizere

V4ml' =z, V4m+1l’ =y, V4m+2x = —z, V4m+3$ = —y

olarak ifade edilebilir. Buradan

oldugu acikca goriiliir.
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Benzer islemler y icin yapilirsa

I(—x)  O(—x)
V3 = — = —,
Y=y o z Y Y
I-y) 9(—y)
3 e —_ e
Viy =y o T 3y x,
ox ox
Viy =y— — r— =
Y yaaz w@y Y
olupr =1,2,... olmak iizere
V47"y =y, V4r+1y = —1, V4r+2y = —y, V4r+3

dir. Buradan da

3! 5! 21 4l

g3 &5 g2 &t
=—zl|le—=+=—... ) +yll—=+——..

= — xsin(e) + ycos(e)

elde edilir.

Tanim 2.1.10 (Total Tiirev)

z = (7;), u = u(z) ve u; = g—; olmak iizere total tiirev operatorii

o 9 0 ) 9

,,,,,,

y=x

)

(2.1.3)



biciminde ifade edilir (Bluman ve Kumei 1989).
Tamm 2.1.11 (Sonsuz Kiiciik Uretecin r. Uzanimi)
Tek parametreli

T =V (z,u;¢)

u=U(x,u;e)

Lie grup doniigiimlerine ait

- 0 0
V= ;f,(a:,u)% + n(m,u)%

sonsuz kiiciik tireteci i¢in birinci uzanim

0
VD =V 4+ ¢
dir. Burada
CO =,
G =Di(n) = > _uDi(&)
r=1

dir. (2.1.5) iiretecinin ikinci uzanimi

VO =y® 4 ciﬂ. o

J
i ] ir j
ou; ou,.

olup burada

z]r = Dr(ng) - Zugv«Dr(é)
r=1

15
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dir. ikiden daha biiyiik uzanimlar icin ise

pr(V") —pr(V"™ 1 Z i1.. ZTa j

1.0y Z1 K7

esitligi gecerlidir. Dolayisiyla (2.1.5) sonsuz kiiciik {iretecinin . uzanimi

) ) )
V" =g(x, U)% + n(x,u)% + G, u, Uk:)a_uk
0
+§11 (ZE u, U“...,Uil_”“)m

bicimindedir. Buradaki sonsuz kii¢iik fonksiyonlari

n
a Z uiDi(€
Giroiip =D, (Giyipy) Zun ir1sDi (§7)

olarak tanimlanir.

Teorem 2.1.12 (KDD in Degismezligi - Degismezlik Prensibi)

xr = (x;), n bagimsiz degisken, u = u(z) bagimh degisken, u; = % ve
d"u
Uiyig.. i = D1, Do, Do, klsml tiirevleri olmak iizere
E(ﬂ?, U, Ugy - . . >ui1i2...ir) =0

formundaki r. mertebeden KDD i ele alalim.

sl

= V(z,u;¢),

=U(z,u;e)

gl

16
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tek parametreli Lie grup doniistimlerine karsilik gelen simetri lireteci

+ n(x,u)g (2.1.10)

V =& (z,u) 0 5

&ci

olsun. Buna gore (2.1.9) tek parametreli Lie grup doniisiimii (2.1.8) denkleminin bir nokta

simetrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart
V(T)E(% Uy Uy - -5 Uiriy i) |21.8= 0 (2.1.11)

olmasidir (Olver 1991).

Uyanr 2.1.13

(2.1.11) kriterini uygularken dikkat edilmesi gereken kisim verilen (2.1.8) kismi diferen-

siyel denklemin mertebesi ile (2.1.6) uzaniminin ayni olma zorunlulugudur.

Lie grup liretecinin katsayilari olan &' fonksiyonlarinin degiskenlerine gore simetri donii-

stimleri dort farkli gruba ayrilabilir: n 4 1 degiskenli uzay iizerinde;

Nokta Simetri :
- i 0 0

bicimindeki iireteclere denir. Yani V' iiretecinin katsayilar1 sadece bagimsiz ve bagiml

degiskenlere bagli fonksiyonlardir.

Kontakt Simetri :

" 9 9
4 :Zzlé. (x7u7ui>% + 77(1’:“;%)%

bicimindeki iireteclere denir. Yani V' liretecinin katsayilar1 bagimsiz ve bagimh degisken-

lerin yaninda birinci mertebeden tiirevleri de iceren fonksiyonlardir.
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Bicklund Simetri : V iiretecinin katsayilar1 bagimsiz ve bagimli degiskenlerin yaninda
yliksek mertebeden tiirevleri de iceren fonksiyonlar oldugu durumdur. Bir bakima kontakt

simetrilerin genigletilmis halidir.
Yerel Olmayan (non-local) Simetri : V' iiretecinin katsayilar1 bagimsiz ve bagimli degis-

kenlerin yaninda ¢6ziimii olmayan integralleri iceren fonksiyonlar oldugu durumdur.

Ancak bu tezde sadece Lie nokta simetriler ele alinmisgtir.

2.2 Lie Cebiri

Her tek parametreli Lie grup doniisiimii, bir V' sonsuz kiiciik simetri iiretecine karsilik
gelir. n parametreli Lie grup doniisiimlerinin n-boyutlu sonsuz kiiciik iiretecleri bir Lie
cebirine kargilik gelir (Gilmore 1974, 2008). Lie cebiri giiniimiiz matematiginin gelismis
cisimlerindendir.

xr = (x;) olmak iizere

T = x; + €&(w)

formundaki sonsuz kii¢iik doniisiimler geometrik olarak

tanjant vektoriiyle ifade edilir. Dolayisiyla &(x), verilen doniisiimlerin bir tek parametreli
Lie grubunun tanjant vektor cismi adim alir. Tanjant vektor cismi birinci mertebeden

lineer diferensiyel operatorler ile gosterilir (Kiraz 2007):

0
al'i ’

V= ¢(x)

Tamm 2.2.1 (Kamiitator)

V;, n parametreli Lie grup doniisiimiine karsilik gelen sonsuz kiiclik simetri iireteci ve

18



o

i =1,2,...,n olmak iizere ¢ = (g;) parametresine bagh olarak verilsin. V; = &(a:)a—mi

ve V; =& (x)% herhangi iki simetri iireteci olmak iizere [, | kamiitatorii
Vi, V] = ViV = V;Vi (2.2.1)

ile tanimlanir.

Burada

= ) . 0
ViVy = Z&k(x)a? {Zfﬂ(l’)a—x}
k=1 F U= !

formundadir.

Tanmim 2.2.2 (n-boyutlu Lie cebiri)

K bir cisim ve L, K cismi iizerinde tanimli bir vektor uzay olsun. L vektor uzayi [, |
kamutator islemine gore kapali ve asagidaki ozellikleri saglhyor ise L ye n-boyutlu Lie

cebiri ad1 verilir ve L,, ile gosterilir.

Antisimetri Ozelligi : Her V;,V; € L, i¢in [V}, V}] = —[V}, Vi],
Bilineerlik Ozelligi : Hera,bc K ve V, Vi, Vi € L,, i¢in

Vi, aVj + bVi] = a[V;, Vi] + b[V;, Vi]

[aV; + 0V}, Vi] = a[Vi, Vi] + bV}, Vi,
Jacobi Ozdesligi . Her V;,V;, Vi € L, igin

Vi, Vi, Vil + [V, Vi, Vil + Vi, Vi V)] = 0.

Uyarn 2.2.3

Yukaridaki antisimetri 6zelliginden her V; € L, i¢in [V}, V;] = 0 oldugu agiktir.
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Ornek 2.2.4

e = (&1, €9, €3, €4), parametrelerine bagh olan

T = (xcos(er) — ysin(ey)) et + &9

y = (xsin(e1) + ycos(e1)) e + €3

Lie grup doniisiimiine karsilik gelen sonsuz kiiciik simetri iiretegleri

0 0 0

‘/vl__y%_l_xa_ya ‘/2_%’
0 0 0
V:s—a—y, ‘Q—x%‘i‘ya—y

olup Vi, V5, Vi, Vj iireteclerinin bir kamiitator tablosunu olusturalim:

Vi, i] = iV = ViV = 0,
V2, V] = VoV = VoV = 0
V3, V3] = V3V — VaV3 = 0
Vi, Va] = VaVa = VaVi = 0

Vi, Vo] = ViVa = VoV4

(2 2N _o(_ 9 9
—\or dy ) 0x Ox Y or Ay

20



[V, V3]

[V, Vi

[Va, V3] =

[V, Vi

[V, Vi

=WV; - V31,

N Yor y

_9
C Ox

:VYQa

=WVi - Vi

VoVs — V315
_99 0
Oz dy Oy
=LV = ViV,
_9 (9
- Ox 8$
_9
C Ox
= V5,
= V3V — V4V
_ 9 (9.
Oy 3x
_9
=3
— Vs

0
y(‘?y

0
yay

)=

)=

8+ 0
ox y@y

8+ 0
ox y@y
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Diger yandan Lie parantezinin antisimetri 6zelliginden dolay1

[V, V1] = V3,

[V3, V2] =0,

[Va, V1] = Vs,

[‘/217 ‘/2] = _‘/27

[Vi, ] =0

esitlikleri vardir. Yukaridaki hesaplamalari iceren kamiitator tablosu asagidaki gibidir:

Cizelge 2.2.1. V; simetrilerinin Lie kamiitator tablosu

ViVil| i Vs

Vi

Vi 0 -V
Va Vs 0
Vs | =V 0
Vi 0 =V

0
V
V3
0

2.3 Grup Degismez Coziimlerinin Simiflandiriimasi

Genel olarak p > s bagimsiz degiskenli diferensiyel denklem sisteminin G tam simetri
grubu olsun. GG grubunun her bir s—parametreli H alt grubuna grup degismez ¢oziimleri
ailesi karsilik gelir. Ancak bazi alt gruplar sonsuz coklukta oldugundan grup de8ismez
coziimlerin listelenmesi miimkiin olmayabilir. Bu nedenle grup degismez coziimlerin
siniflandirilmasinda etkili ve sistematik bir yonteme ihtiya¢ vardir. Bu da herbir diger
cOziimiin tiiretilebilecegi grup degismez ¢oziimlerin bir optimal sistemi ile mimkiindiir.
g € G ve g ¢ H kosulunu saglayan elemanlar, bir H degismez ¢6ziimiinii baz1 diger grup

degismez c¢oziimlere doniistiireceginden sadece cok iligkili olmayan ¢oziimler optimal

sistemde listelenmelidir.
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Onerme 2.3.1 (Olver 1993)

G, bir A diferensiyel denklem sisteminin simetri grubu ve H C G, s—parametreli alt
grup olsun. Eger u = f(z), A ya bir H—degismez ¢dziim ve g € G herhangi bir grup
eleman ise 0 zaman u = f(z) = g f(z) fonksiyonu bir H—degismez ¢oziimdiir. Burada

H = gHG™!, g alunda H’a eslenik alt gruptur.

Sonug olarak, grup degismez ¢oziimlerin siniflandirilmasi, eslenik altinda G' tam simetri
grubunun alt gruplarinin simniflandirilmasina esdegerdir. Dolayisiyla, bir Lie grubundaki
h — ghg™! eslenik doniisiimii ayrintili olarak incelenmeli ve sonra asil siniflandirma

sorununa doniilmelidir.

2.3.1 Adjoint temsil

G, bir Lie grubu olsun. i € G olmak iizere her g € G i¢in K,(h) = ghg™' grup eslemesi
G lizerinde bir difeomorfizm belirtir. Ayrica K, 0 Ky = Ky, K. = 1 oldugundan K,
kendi iizerinde G nin bir global grup hareketini belirler. Her bir K, eslenik doniisiimii,

bir grup homomorfizmidir:

Ky(hl) = Ky(h) Ko ().

d K, : TG |p— TG |k, diferensiyeli vektor alanlarimin sag degismezligini korumak
icin kolayca goriiliir. Dolayisiyla G’nin Lie cebiri lizerinde bir lineer doniigiim belirtir ve

bu diferensiyel, adjoint temsil adin1 alir:

Adgv) =d K,(v), veg (2.3.1)

Ayrica adjoint temsilin, g lizerinde G’nin bir global lineer hareketini belirttigi unutulma-

malidir:

Ad(gg)=Adgo Adg', Ade=1.
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Eger v € g tek parametreli H = {exp(ev) : ¢ € R} alt grubunu iiretirse o zaman Ad g(v)
nin K,(H) = gHg ! tek parametreli eslenik alt grubu iirettigi kolaylikla goriilebilir. Bu

nedenle yiiksek boyutlu alt gruplara genellestirilebilir.

Onerme 2.3.2 (Olver 1993)

H ve H, G deki g Lie cebirinin h ve h Lie alt cebirlerine karsilik gelen s—parametreli Lie
alt gruplar1 olsun. O zaman H = gHg ! eslenik alt gruplar1 olmast icin gerek ve yeter

sart h = Ad g(h) eslenik alt cebirler olmasidir.

Bir Lie cebiri lizerindeki bir Lie grubunun adjoint temsili, onun sonsuz kiiciik iiretegle-
rinden kolaylikla olugturulabilir. Eger v, {exp(ev)} tek parametreli alt grubunu iiretirse o

Zzaman

d
— le=o Ad(exp(ev))w, weg (2.3.2)

ad v |,= y
€

adjoint doniisiimlerine karsilik gelen tek parametreli grubunu iireten g’deki vektor alanidir.
Onerme 2.3.3 (Olver 1993)

G, g Lie cebirli bir Lie grubu olsun. Her v € g icin w € g deki ad v adjoint vektori
ad v |,= [w,v] = —[v, w] (2.3.3)

biciminde tanimlanir.

g C gl(n) Lie cebirli G C GL(n), bir Lie grup matrisi oldugunda yukaridaki ifadeler
kolaylikla goriilebilir. A, B € G, n x n tipinde matris olmak iizere K,(B) = ABA™!

oldugunda, adjoint doniisiim

AdA(X)=AXA', AcdG, Xeg
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eslenigi ile verilir.
Y € g olmak iizere A = €Y ve € a gore tiirevler icin
adY |x =YX - XY
= [X,Y]
ifadesi gl(n) lizerinde kamiitator parantezine karsilik gelir.

Bunun tersine, g Lie cebirinin kendi {izerindeki sonsuz kiiciik adjoint hareketi biliniyorsa,

w(e) = Ad(exp(ev))wy ¢oziimlii

Cfi—w =adv |y, w(0)=uw (2.3.4)
€

ADDS integre edilerek G Lie grubu altinda yatan Ad GG adjoint temsil yeniden olusturula-

bilir. Ya da Lie serilerinin toplami ile de daha basit olarak olusturulabilir:

oo €n
Ad(exp(ev) Z ﬁ (ad v)"
n=0
1
= wy — [v, wo| + Eez[v, [v, wol] — ... (2.3.5)

(2.3.4) iin ADD lerin bir lineer sistemi oldugu ve (2.3.5) in buna karsilik gelen iistel matris

oldugu kolaylikla goriilebilir.

2.3.2 Alt grup ve alt cebirlerin siniflandirilmasi

Tanim 2.3.4 (Olver 1993)

G bir Lie grubu olsun. s—parametreli alt gruplarin optimal sistemi, eslenik denk olmayan
s—parametreli alt gruplarin listesi olmasidir. Bu sistemin 6zelligi herhangi bir alt grubun
listedeki bir alt gruba tam olarak eslenik olmasi 6zelligi olmasidir. Benzer sekilde g

nin her bir s—parametreli alt cebiri, adjoint temsilin bazi elemanlar1 altinda listenin bir

25



tek elemanina denk oldugundan s—parametreli alt cebirlerin bir listesi, optimal sistemi

olusturur.

Uyar 2.3.5

Onerme 2.3.2, alt gruplarin optimal sistemini bulma ile alt cebirlerin optimal sisteminin

bulunmasinin esdeger oldugunu ifade eder.

2.3.3 Grup degismez coziimlerin simflandiriimasi

Tanim 2.3.6 (Olver 1993)

Bir diferensiyel denklem sistemine karsilik gelen s—parametreli grup degismez ¢oziimlerin

optimal sistemi, asagidaki ozelliklerle v = f(x) ¢oziimlerin toplamidir.

i) Listedeki her ¢oziim, diferensiyel denklem sisteminin bazi s—parametreli simetri grubu
altinda degismezdir.
ii) u = f(x), s—parametreli simetri grubu altindaki diger bir degigsmez ¢6ziim oldugunda

liste iizerinde f vif=g f ¢cOzlimiine resmeden sistemin bagka bir g simetrisi vardir.

Onerme 2.3.7 (Olver 1993)

G, bir A diferensiyel denklem sisteminin tam simetri grubu ve { H, }, G nin s—parametreli
alt gruplarinin bir optimal sistemi olsun. O zaman tiim H,—de8ismez ¢Oziimlerinin
birlesimi, optimal sistemdeki H,, i¢in A ya s—parametreli grup degismez c¢oziimlerin

bir optimal sistemidir.

2.4 Kaesirli Mertebeli Simetriler

Son zamanlarda kesirli mertebeli diferensiyel denklemler (KMDD), basta fizik olmak
tizere miihendislik, ekonomi ve biyoloji gibi cesitli bilim dallarindaki karmagik lineer

olmayan olgular1 tam olarak modellerdikleri i¢in yogun ilgi géormektedir (Hilfer 2000,
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Kilbas ve ark. 2006). Bu nedenle KMDD ler icin analitik ¢oziimlerin arastirilmasi son
derece onemlidir. Bilindigi gibi Lie simetri analizi diferensiyel denklemlerin ¢éziimlerini
olusturmak i¢in gii¢lii ve dogrudan bir yaklagimdir. Son on yilda, Lie simetri teorisi ve
diferensiyel denklemlere uygulanmasi iizerine yogun arastirmalar yapilmistir. Bununla
birlikte Gazizov ve ark. (2007) KMDD lerin simetri analizi i¢in Lie simetri yontemini ele
alip kesirli tiirevler i¢in uzanim formiillerini ifade etmislerdir. Literatiirde baz1 zaman ke-
sirli denklemlere Lie simetri analizi bu yaklagim kullanilarak uygulanmistir (Gazizov ve
ark. 2009, Sahadevan ve Bakkyaraj 2012, Wang ve ark. 2013, Huang ve Zhdanov 2014,
Lukashchuk 2015). Bir KMDD in belirleyici denklemi tam ve kesirli mertebeli sonsuz
diferensiyel denklemler icerdigi icin bir KMDD icin Lie simetrileri elde etmek, karsilik
gelen tam mertebeli diferensiyel denkleme gore daha karmasiktir. Bu alt kissmda KMDD

icin Lie simetri teorisi verilecektir.

(t, ) bagimsiz degigkenler ve u = u(t, z) bagimli degisken olmak iizere

F(t, 2, u, 0Mu, 0Pu, sy, . . ., Upy) = 0 (2.4.1)

(1 4+ 1)-boyutlu uzay-zaman KMDD’i gozoniine alinacaktir. Buradaki alt indisler kismi

tiirevleri ve kesirli tiirevler ise asagida tamimlanacak Riemann-Liouville anlamindadir.

Tamm 2.4.1 (Riemann-Liouville (R-L) anlaminda Kesirli tiirev)

Herhangi bir u(¢, ) fonksiyonunun o > 0 olmak tizere R-L anlamindaki kesirli tiirev

o 0%
i =
S t(t — s)" (s, z)ds n—1l<a<néeN
_J I'(n—a)otr ’ ’
a?’b
(%Zj ; a=neN
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biciminde tanimlanir (Podlubny 1999, Singla ve Gupta 2016). Buradaki I" fonksiyonu
['(z) = / e '*tdt
0
ile verilip standart Euler gamma fonksiyonu olarak adlandirilir.

Tanim 2.4.2

(2.4.1) denkleminin (2.1.5) formunda bir Lie nokta iiretecini kabul ettigini varsayalim,

oyle ki uzatilmig iireteg
X BN =X + (D Bgay + (PDBpp, + (P8, + ...+ (0, (2.4.2)

biciminde tamimlamir. Burada r, (2.4.1) denkleminin mertebesini ifade eder. ¢/ fonksi-

yonlari, 7. mertebeden uzatilmig fonksiyonlarini (2.1.7) bigciminde ve (C (ast) ¢ (5?‘”)) ise

(D =D () + € Df (ug) — D (§7uz) + D (uDi(€h)) — D (§'u) + £ D+ (),
(2.4.3)

¢ =DJ(n) + &' DJ(w) — DI(E"wy) + DY (uDy(€%)) — DI (Eu) + €7D (w),

biciminde tanimlanir. Ayrica D;, D, total tiirev operatorleri (2.1.3) ifadesindeki gibidir.

I'l+«)

F(a—/{—i—l)F(/{—Fl) olmak uzere

Genellestirilmis Leibnitz kurali ( “ ) =
k

© «

Dy (uv) =Y ) D2 (u) DE (v), (2.4.4)
k=0
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ve zincir kurali (Osler 1970, Podlubny 1999)

dmf(z(t) _ 3 ~ =) dt_i; [2(t)F"] a’f(z) (2.4.5)

xk

¢ =00 + (nu — BDL(E"))0u — udiin,

xT

+ Z ’ Oy, — ’ DIPY(Em) | DI (u)
r=1 r r+1
~ [ 8

= DL(EYDE (uy) + pugp. (2.4.6)
r=1 T

00 T m k—1
ﬁ T k 1 '
pe=> > > ~
r=2 m=2 k=2 n=0 | T m n RID(r—g+1)
am . ar7m+k,'7
—u)" o 2.4.7
X ( U) @xmu Oxr—mouk ( )

dir. Benzer sekilde 7(*? icin de (2.4.3) uzanim fonksiyonu

¢l =00 + (1, — aDy(€9))0fu — udn,

[e'e) a o
Y 0y — DY | DY (w)
r=1 T r+1
> a
> DI(EM)De™" (ug) + fa. (2.4.8)
r=1 r
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olup i, terimleri

dir.

Tamm 2.4.3 (KMDD icin Degismezlik Prensibi)

(2.4.1) denklemi icin degismezlik prensibi

X (@Bir) (F) |p=0=0

biciminde tanimlanir.

E'T(r—a+1)

(2.4.9)

(2.4.10)

Buradan hareketle uzay-zaman KMDD lerin simetri analizi bu yaklagim kullanilarak ko-

layca arastirilabilir.
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3. KORUNUM KANUNLARI

Korunum kanunlari, g6zoniine alinan fiziksel modelin enerji, momentum, kiitle korunumu
gibi temel Ozelliklerinin elde edilmesinde yaygin bir kullanima sahiptir. KDD in cok
say1daki korunum kanununun varlig1, integrallenebilmesinin giilii bir gostergesidir. Ozel-
likle varlik, teklik, kararlilik analizi ve niimerik semalarin analizinde uygulanir. Bunun
yaninda gozoniine alinan sisteme karsilik gelen yerel olmayan sistemlerin elde edilmesi

ve tam ¢Ozilimlerin olugturulmasinda da kullanilir.

Bu boliimde dncelikle korunum kanunlarinin temel bagintilar: verilecektir. Sonrasinda ise
carpan yontemi ile varyasyonel yaklasim, Ibragimov’un yeni korunum teoremi (2007),

cift indirgeme yonteminden bahsedilecektir.

3.1 Temel Bagintilar

Bu bolimde (z1,x2) = (,z) bagimsiz degiskenleri, u = wu(t,z) bagimh degiskeni
ve up = % kismi tiirevleri temsil edecektir. Burada A", n. mertebeden diferensiyel

fonksiyonlar kiimesidir.

(2.1.8) denklemi i¢in 7" = (T, T?,...,T") € A" korunum vektorleri
DT |216="0 (3.1.1)

diverjans ifadesi ile tanimlanir.

Tamim 3.1.1 (Varyasyonel Tiirev)

Euler-Lagrange operatorti,
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biciminde olup u nun tiirevlerine gore Euler-Lagrange operatorii

0 o S )
Su;  Ouy +Z(_1) Dj ...D,

jsa.
s>1 auijl...js

dir. Ayrica 51 ifadesine varyasyonel tiirev ad1 da verilir.
u

Tanim 3.1.2 (Euler-Lagrange Denklemi)

Lagrangian fonksiyonu
L=L(x,u,uy,...,u;) (3.1.3)

olmak tlizere

oL

5o =

0 (3.1.4)
ifadesine Euler-Lagrange denklemi adi verilir (Ibragimov 1993).
W =n— &uy — Eu, 3.1.5)

karakteristik fonksiyonu olmak iizere (2.1.7) uzamim katsayilariyla birlikte (2.1.5) X iireteci-

nin karakteristik formu

, 0 ) ) )

Xz{a+§w(%+W%+Di(W)a—m+DiDj(W)aTij+... (3.1.6)
biciminde ifade edilir.
N Noether operatorii asagidaki sekilde tanimlanir:
Ni=¢ 4+ W 0 +> Di, ... Di (W) o 3.1.7)
Ou; Ois, ...i,

s>1
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Teorem 3.1.3 (Noether Ozdesligi)

(3.1.2) Euler-Lagrange operatori, (3.1.6) karakteristik formlu iireteci ve (3.1.7) operatorleri

arasindaki iliski asagidaki ifade ile verilir:

X + Dy(€) = W% + Dy(N;) (3.1.8)

(3.1.8) esitligine Noether ozdesligi ad1 verilir (Ibragimov 1993).

Alman matematik¢i Noether (1918) ele alinan sistemin sayet Euler-Lagrange denklemi
ise, tim korunum kanunlarinin, sistemin kabul ettigi simetri 6zelliklerinden olusturuldu-
gunu gormiistiir. Ornek olarak varyasyonel integralin uzayda oteleme altinda lineer mo-
mentumun degismez kalmasini, zaman altinda Euler-Lagrange denklemleri i¢in enerjinin
degismez kalmasini ve rotasyonel doniisiim grubuna sahip iiretec altinda agisal momen-

tumun degismez kalacagini gostermistir.

Buradan hareketle korunum vektorleri ile sistemin iiretecleri arasindaki iligkiyi verelim.

Teorem 3.1.4

L Lagrangian olmak iizere {2 C R" i¢in

//Ldm (3.1.9)

Q

varyasyonel integralinin degismezligi (2.1.5) iireteci icin asagidaki sonsuz kiiciik testi ile

saglanir:

X(L)+LDi(¢) =0 (3.1.10)
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Teorem 3.1.5

(3.1.9) varyasyonel integrali, (2.1.5) iiretecine sahip olan grup altinda degismez ise
T = N'(L) (3.1.11)

biciminde tanimlanan 7" vektorii (3.1.4) Euler-Lagrange denklemi i¢in korunum vektoriidiir.
Uyan 3.1.6

Acikca goriilebilir ki, korunum vektorlerinin lineer birlesimleri de yine bir korunum vekto-
rlinii verir. Ayrica (3.1.4) denkleminin ¢oziimleri lizerinde sifir olan her bir vektor (3.1.4)

denklemi icin bir asikar korunum vektoriidiir.

Diferensiyel denklemler icin iki cesit asikar korunum kanunu vardir. Tlki (3.1.1)’deki

denklemin tiim ¢oziimlerini saglayan n—1i T' = (T") asikar korunum kanunudur. Ornegin;

Vyp = U,
(&)

v=\(—| +cxu, c¢>0
u x

sistemi i¢in

Dy (e cos(y/ev)fo. — ul)
+ D, (c sin(v/v)[ve — u] + v/eu cos(v/ev) | czu — %uxvm - vtD ~0

formundaki korunum kanunu birinci ¢esit asikar korunum kanunudur. Burada sistem total
tiirevde yerine yazildiginda total tiirevin igi sifir oldugu icin esitlik saglanir. Ikinci cesit
asikar korunum korunum kanunlarinda ise diverjans ifadesi diferensiyel denklemin sadece

coziimleri icin degil keyfi fonksiyonlar i¢in de saglamr. Ornegin;

Di(uy) + Dy(—ut) =0

34



ifadesi u = ¢(t, x) gibi keyfi diizgiin fonksiyon i¢in saglanir.

(3.1.9) varyasyonel integralin degismez olmasi, (3.1.4) Euler-Lagrange denkleminin X
tiretecli bir G grubunu kabul ettigini gosterir. Dolayisiyla Noether teoreminin uygulan-
masi icin oncelikle (2.1.8) denkleminin kabul ettigi X {iretecleri elde edilmelidir. Daha
sonra (3.1.9) Noether 6zdesliginden (2.1.8) denkleminin (2.1.5) bi¢cimindeki iiretecleri ile

(3.1.7) operatorlerinin iligkili olan iiretecleri se¢ilmelidir.

(3.1.9) varyasyonel integralin degismezligi, (3.1.4) Euler-Lagrange denkleminin degis-
mez olmasi i¢in yeterlidir, ancak gerekli degildir. Yani herhangi bir vektor alaninin diver-

jans1 Lagrangiana eklenirse Euler-Lagrange denklemi yine degismez kalacaktir.

Lemma 3.1.7

r=(x',2% ..., 2") ve u = u(x) olsun. f(z,u,uy,...,u,) € A fonksiyonu,

H = (h',..., h"™) vektor alaninin diverjansidir. Bu takdirde
)
of =0 (3.1.12)
ou

esitliginin saglanmasi icin gerek ve yeter sart

f=divH = D;(h") (3.1.13)

olmasidir.

Dolayisiyla ayni grup parametreli keyfi bir B = (B?") vektor alaninin diverjanst (3.1.9)
varyasyonel integralin degismezligi sartinda £ Lagrangiana eklenebilir. Bu durumda

(3.1.10) yeniden yazilirsa

X (L) + LD;(¢") = D;i(B") (3.1.14)

olur. Dolayisiyla (3.1.4) Euler-Lagrange denklemi degismezdir ve D;(T") = 0 korunum
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kanununa sahiptir. (3.1.14) esitliginin sagina eklenen D;(B?) terimi ile (3.1.11) korunum

vektori elde etme formiilu

oL

— B 3.1.15
” ( )

T'=¢L+w

olarak yenilenir.

Yiiksek mertebeden £ Lagrangianh | £ varyasyonel integrali, (2.1.5) iiretecine sahip bir
Q
G grubunun altinda degismez olmasi durumunda (3.1.15) ifadesi Euler-Lagrange denk-

lemi icin korunum kanununu verir. Yani, (3.1.7) ve (3.1.11) ifadeleri (3.1.15) de yerine

yazildiginda
; ; oL oL oL
T =L+ W {a—uz - D; (QTU) + D; Dy, (anjk) e .. ]
oL oL
1 D,(W) [auij D, (a) +]
oL
+ D; Dy (W) { —} +... (3.1.16)
8Uijk

elde edilir. Ornegin iigiincii mertebeden £ = L(z, u, uy, us, u3) Lagrangiani igin, sirasiyla,

(3.1.4) Euler-Lagrange denklemi ve (3.1.16) korunum vektorii sirasiyla

du  Ou Ou; Oup, Ougji,

i i oL oL oL
T e W {5’% D, (auij) + DDy <auijk)]

oL oL
+ D) {au“ D (au)]
iJ iJ
oL 1

8uijk

+ D; Dy (W) [

olacaktir.
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3.2 Carpan (Karakteristik) Yontemi ve Varyasyonel Yaklasim

Carpan yontemi, Lie simetri teorisi ile ilgili degildir. Ik olarak Steudel (1962) tarafindan
olusturulan ¢arpan yontemi gelistirilerek teorik yapisi olusturulmustur (Olver 1993, Anco

ve Bluman 2002).

Carpan yontemi kullanilarak 7" korunum vektorlerinin total tiirevi, (2.1.8) denkleminin

bir A fonksiyonu kat1 bigciminde

divT" = Dy(T") = AE (3.2.1)

yazilmistir. Bu yazilima karakteristik formu adi verilir. Ayrica A = (A, A, ..., A;)
fonksiyonlarina da ¢carpanlar (karakteristikler) denir. Yani A carpanlart (2.1.8) denkle-

mini tam hale getiren fonksiyonlardir.

Teorem 3.2.1

(2.1.8) normal ve tamamen bozulmamis diferensiyel denklem olsun. 7' ve T, A ve A
carpanlariyla belirlenen korunum kanunlar1 olsun. O zaman 7' ve T denk korunum ka-

nunlar1 olmast icin gerek ve yeter sart A ve A denk carpanlar olmasidir.

Acikcasi bu teorem ile (3.2.1) karakteristik formundaki bir korunum kanununun asikar

olmasi ile A karakteristiginin agikar olmasinin esdeger oldugunu ifade eder.

Simdi A ¢arpan fonksiyonlarinin nasil hesaplanacagini verelim. (3.2.1) ifadesindeki A
carpanlart i¢in belirleyici denklem (3.2.1) karakteristik formunun varyasyonel tiirevi alina-
rak

I(AE)
ou

=0 (3.2.2)

bulunur (Olver 2000). (3.2.2) belirleyici denklemi orijinal denklemin ¢oziim uzayinda

degil, keyfi u = u(x;) fonksiyonlari i¢in gecerlidir. (3.2.2) belirleyici denkleminde bagiml
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degiskenin tiirev ¢esitlerinin katsayilari sifira esitlenerek belirleyici denklem sistemi elde
edilir. Bu belirleyici denklem sisteminin ¢oziimlerine karsilik A carpan fonksiyonlari
elde edilir. Elde edilen herbir A ¢arpani ile bu ¢arpana karsilik gelen korunum vektorleri

uyumludur.

Bu yontemin uygulanist uzun ve karmagsiktir. Bu nedenle diisiik mertebeli ve az terimli
diferensiyel denklemler icin uygulanmasi kolay olabilir. Ancak yiiksek mertebeden veya
cok terimli diferensiyel denklemler i¢in pek kullaniglt bir yontem degildir. Bundan dolay1
Cheviakov (2007), A ¢arpan fonksiyonlarini hesaplayan GeM adli alt programint MAPLE

paket programu ile literatiire kazandirmistir.

3.3 Eslenik Denklem ve Eslenik Simetri

Herhangi bir L lineer diferensiyel operatoriine div(P) = D;(P) olmak iizere her bir u, v

icin

vL[u] — uL*[v] = div(P) (3.3.1)

olcak sekilde bir L* eslenik operatorii karsilik gelir. Burada P = (p*, p?, ..., p") vektor
alamdir. Ayrica L*[v] = 0 denklemine, L|u] = 0 denkleminin eslenik denklemi adi verilir.

Ayrica herhangi bir v = w i¢in

oluyorsa L operatoriine kendine esleniktir ad1 verilir.
Ornegin,
Lu] = a"(z)D;Dj(u) + V' (z) D;(u) + c(z)u

biciminde tanimlanan ikinci mertebeden L operatoriine karsilik L* eslenik operatorii
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(3.3.1) ifadesinden
L* = D;D; (a"(z)v) — D; (b'(z)v) + c(z)v

olarak elde edilir. Ayrica L* eslenik operatoriinde

olmasi1 durumunda L kendine egleniktir (Yasar 2009).

Tanim 3.3.1

r = (2} 2% ..., 2") bagimsiz, u = u(z) bagimh degiskenleri ve u’nun kismi tiirevleri

ile birlikte (2.1.8) r. mertebeden bir diferensiyel denklemi gézoniine alinsin. Bu takdirde

I(vE)
ou

=0, (3.3.2)

*
E (I’,'U/,U,Ul,’Ul,UQ,UQ, v o 7uij7vij7 000 7u7’7v7") =

denklemine (2.1.8) diferensiyel denkleminin eslenik denklemi denir. Burada v = v(x)

yeni bagiml degiskeni ve % varyasyonel (Euler) operatorii
o 0 0
— = —-1)°*Dj,...D;,— 333
(5U au + Z( ) J Js aujl,,,js’ ( )
s>1
bi¢imindedir.
Tamm 3.3.2
v = w i¢in (3.3.2) eslenik denklemi
E*(z,u,uy,Ug, - .oy Uijy ooy Uy) =0, (t+7=1,...,1)
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olup (2.1.8) orijinal denklemine 6zdes oldugu takdirde r. mertebeden (2.1.8) diferensiyel

denklemine kendine eslenik denklem adi verilir.

Ornegin,

2
Ug — C Uz = 0

klasik dalga denkleminin eslenik denklemi (3.3.2) ifadesinden

2
Vit — C Upy = 0

biciminde elde edilebilir. v = w icin eslenik denklem orijinal dalga denklemine esit

oldugundan kendine esleniktir.

Uyan 3.3.3

Burada dikkat edilmesi gereken kisim, v = w i¢in (2.1.8) diferensiyel denklemi kendine

eslenik olmasina ragmen

E(x,u,uy, ug, ..., Wi, ..o Uy) # B (z, 0, ur, ug, ..o Uiy .o, Uy

olabilir.

(2.1.8) denkleminin lineer olmayan kendine eslenikliginin tanimi asagidaki gibi verilmistir.

Tamim 3.3.4 (Lineer olmayan kendi esleniklik (Ibragimov 2011))

(2.1.8) denkleminin kendine eslenik olmasi demek ancak (3.3.2) eslenik denkleminin

¢(x,u) # 0olmak iizere v = ¢ dontigiimii ile (2.1.8) in tiim u ¢oztimleri i¢in saglanmasidir.
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Bu tanim belirsiz bir A fonksiyonu i¢in asagidaki esitlige denktir:

E*(Z‘, Uy U(1), V(1) U(2), U2)y -+ + 5 U(r)y U(T))‘Uzqg = )\E, (3.3.4)

veya 6(;)5) lomp = AE.

Ozellikle, v = ¢(x,u) doniigiimiinde v = w ise (2.1.8) denklemi siki kendine esleniktir,
v = ¢(u) ise yart kendine egleniktir ve v = ¢(x,u, u(1y, U), - - - , U(s)) ise diferensiyelli
lineer olmayan kendi eslenikliktir denir. Ayrica x, u ve tiirevlerini iceren A, \it, ... N\
fonksiyonlar1 hesaplanarak

E*|v:¢>(x,u,uu)7u<2) Ues)) = ()‘ + )‘ilDil +.oF )‘ilmith---is) E, (3.3.5)

,,,,,

ifadesi olusturulur.

Tanim 3.3.5 (Eslenik Simetri (Bluman ve ark. 2010, Anco ve Bluman 2002))

X = w(@, u, ugy, ), - - -, u)) - simetrisi (2.1.8) in bir eslenik simetrisi olmak iizere

ou

X,, simetrisi

w_
8u (9u1-1 Guil_“ir

(2.1.8) in eslenik denklemi ile hesaplanir.

3.4 Yeni Korunum Yontemi

Ibragimov (2006), varyasyonel prensibe sahip olmayan denklemler icin yeni korunum
yontemini gelistirmistir. Bu yontemin esas1 gézoniine alinan denklemin eslenik denklemi-
nin tanimlanmast ve denklemin “kuple” sisteme doniistiiriilmesine dayanir. Artik bu yeni
sistem Euler-Lagrange formundaki varyasyonel 6zellige sahip olan denklemlere doniisiir.

Bununla birlikte gézoniine alinan denklemin korunum kanunlar1 Noether metodu ile hesap-
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landiginda, eslenik denklemin ¢oziimii olan fonksiyon(lar) ortaya ¢ikmaktadir. Dola-
yistyla gozoniine alinan denklemin yerel de8iskenlerini igeren bir yap:r yakalanamaz.
Ciinkii korunum vektorleri ana denklemin bagimli degiskenleri ile beraber eslenik denk-
lemin ¢oziimlerini de igerir. Bu sikintiyr ortadan kaldirabilmek ic¢in son yillarda yine
Ibragimov tarafindan lineer olmayan kendi esleniklik kavrami ortaya atilmistir (Yasar

2009).

Teorem 3.4.1

(2.1.8) denkleminin kabul ettigi her Lie nokta, Lie-Bicklund ve yerel olmayan simetri
(2.1.8) orijinal denklemi ile (3.3.2) eslenik denklemi iceren sistem i¢in bir korunum ka-
nunu olugturur. Bu korunum kanununun vektorleri y = y(x) yeni bagimli degisken olmak

uzere
L=yE(z,u,u,ug, ..., u.) (3.4.1)

Lagrangiani olmak iizere

5L 5L
5W+§¥%”DAW)

6uij1j2---js

T =¢L+W

i=1,....n (3.4.2)

bicimindedir. Ayrica (3.4.2) ifadesi (3.1.16) ile ¢akisir.

3.5 Ozyineleme Yontemi

Cheviakov ve Naz (2016) tarafindan agikar olmayan korunum kanunlar1 ve ¢arpanlardan
yeni korunum kanunlari elde etmek icin yeni bir 6zyineleme formiilii gelistirilmigtir. Genel
durumda korunum kanunlarinin carpanlara ihtiyact olmadig1 bilinmektedir. Asagidaki

formiile gore bagimsiz degiskenlerin keyfi fonksiyonlari i¢in yap1 korunur.
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Lemma 3.5.1 ((")zyineleme Formiilii (Cheviakov ve Naz 2017))

(2.1.8) denklemi (3.1.1) asikar olmayan korunum kanununu kabul etsin. Bu takdirde

h = h(zx) bir keyfi diferensiyellenebilir fonksiyonu igin

DiE = D (hTZ / T >:0 (3.5.1)
oxt

diverjans ifadesi (2.1.8) in verilen herhangi bir ¢6ziimii izerinde saglanir.

3.6 Cift indirgeme Yontemi

X, (2.1.8) denkleminin kabul ettigi Lie simetri iireteci, 7 = (7%), (2.1.8) denkleminin
korunum kanunlari olsun. X simetrisi ile 7" korunum kanunu asagidaki ifadeyi sagliyorsa

X ile T iligkilidir:

[T, X]=X(T")+T'D;(¢) =T'D;(") =0, i=1,2,...,n. (3.6.1)

Teorem 3.6.1

X, (2.1.8) denkleminin herhangi bir simetrisi ve 7' = (7") de (2.1.8) denkleminin ko-

runum kanunu olmak iizere

T =T X]=X(T)+T'D;(¢) —T'D;(&"), i=1,2,....n (3.6.2)

ile tanimlanan 7 ifadesi, D, T |21.8= 0 olup (2.1.8) denkleminin bir korunum ka-

nunudur.

Teorem 3.6.2

(3.1.1), (2.1.8) denkleminin bir korunum kanunu olsun. Kontakt doniisiimler altinda, Ti
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fonksiyonlart .JD;T% = D;T" olur. Burada 7%, [T*, T2, ..., T"],

Dixy Dz
Doz Doxy
anl anQ

DlIn
D2$n

ann

(3.6.3)

ile tanimlanan Jakobiyen determinantinin 7. satirinin degistirilmesi ile elde edilen deter-

minantidir.

Teorem 3.6.3

(3.1.1), (2.1.8) denkleminin bir korunum kanunu olsun. Kontakt doniisiimler altinda

JD;T* = D;T" olan T" fonksiyonlar1 vardir. Burada

T 1
T2
"
olup
A—

= JA YT
f)lxl Dlﬂfg
Dgl‘l DQJZQ
anl Dnl'g

ve J = det(A) dir.

Lemma 3.6.4

Tl
T2

T?’L

Dlxn
Dan

Tl
T2

T’Vl

.., x™), n bagimsiz degisken, u = (u
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Dzl
D2§71

anil

1,2
LU

D1y
Doy

Dnj'Q

Dz,
D2jn

Dni'n

(3.6.4)

(3.6.5)

., u™), m bagimh de8isken ve



= (z',7% ...,7") bagimsiz deZiskenlerin degisimi olmak iizere herhangi bir f(z, u, u') =

(fY f%, ..., f™) vektorii asagidaki esitligi saglamak zorundadir:

A, (3.6.5) formunda olup

_Dl Dy ... Dl_ v e, _Dl Dy ... Dl_ o oo
Ds Dy ... Dy o oom . Ds Dy ... D, oo,
 Dw Dy ... Dy |\ S | Dw Do Dy [\ P2

(3.6.6)

ifadesi vardir.

Teorem 3.6.5 (Cift Indirgemenin Temel Teoremi)

D;T* = 0, (2.1.8) denkleminin bir korunum kanunu olsun. Bu denklem igin

0 0 0
X=€omtns-+) Guisiog—— (3.6.7)

1s
>1 3Uz‘1¢2...z‘s

simetrisinin benzerlik doniisiimii altinda 7 fonksiyonlar1 vardir dyle ki D;T% = 0 denk-

lemi i¢in X bir simetridir ve

XT! [T, X]
XT? T2, X

= J(A™HT | | (3.6.8)
X1 7", X]

dir. Buradaki A ve A™!, (3.6.5) formunda olup J = det(A) dir.

Sonug 3.6.6
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(2.1.8) denkleminin bir (3.1.1) korunum formu, bir X simetrisinin benzerlik doniistimii al-
tinda D; 7% = 0 korunum formuna indirgenmesi i¢in gerek ve yeter sart X ile 7”nin iligkili

olmasidir. Yani [T, X| = 0 olmasidur.

Sonugc 3.6.7 (Genellestirilmis Cift Indirgeme Teorisi)

n bagimsiz, m bagiml degigkenli bir ¢. mertebeden lineer olmayan KDDS i, bir (¢ — 1).
mertebeden lineer olmayan ADDS ne indirgenebilir. Burada KDDS, n indirgemeden her

birinde bir agikar olmayan korunum kanunu ile en az bir iligkili simetriye sahiptir.

3.7 KMDD i¢in Korunum Kanunlari

Simdi (2.4.1) KMDD i¢in korunum kanunlarini olusturalim.

(2.4.1)’e ait korunum kanunlarint olusturmak i¢in Ibragimov’un (2007) yeni korunum
yontemi verilecektir. KMDD’de olusum tipi denklem oldugu icin varyasyonel prensip
ile elde edilemeyecegi asikardir. Bu nedenle tam mertebeli KDD’de oldugu gibi ori-
jinal denklemi yardime1 bir fonksiyon olarak adlandirilan formal Lagrangian ile kuple
hale getirip Euler-Lagrange denklemleri haline sokmak ana hedeftir. Burada 6nemli olan
kisim, asagida olusturulacak olan eslenik denklemin, orijinal denklemin tiim Lie nokta,

Lie-Bécklund ve yerel olmayan simetrileri kabul etmesidir.

(2.4.1) denkleminin

L=uv(z,t)F

formal Lagrangiana sahip oldugunu kabul edelim. (3.3.1) eslenik denklemi, (3.1.2) Euler-

Lagrange operatorii ile
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olarak tanimlanir. Ayrica (2.4.2) Lie nokta simetrisini kesirli zaman tiirevi i¢in

—_ 9 8 9
- - . (ast)
X =7 Tl tg, t¢

9
ous

0
+¢*

.1
aux+ (3.7.1)

biciminde tanimlayalim. Lie karakteristik fonksiyonu W = n — 7u; — u, olmak iizere,

zaman kesirli diferensiyel denklem icin

_ 1)
X + Dy(1) + D,(§) = W@ + D,N'+ D,N*

Noether 6zdesligi gecerlidir.

t T

J(f9) = =) // l(f’_xfaﬂnd dt
0

t

olmak iizere N'* operatorii

,_.

Z )k D1k W)Dki—(— 1) J(W D — 0 ) (3.7.2)

t
prd ous! L ouy

biciminde tanimlanir. Benzer sekilde N* operatorii de

N* =&+ W (Z( 1)° D;af ) + D, (W) (Z(—l)s—lpjf%) +...

s>0 s>1

(3.7.3)
olarak verilir.

(2.4.1) denkleminin, X iireteci ve formal Lagrangiani ile beraber degismezlik prensibi

(XL + Dy(7)L + Dy(§)L) |2a1y=0 (3.7.4)
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dir. Dolayisiyla (2.4.1) denkleminin korunum kanunu

Dy(N'L) + D,(N"L) =0 (3.7.5)

formundadir.
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4. TAM COZUMLER

Bu boliimde literatiirde var olan tam ¢oziim yontemlerinden en genelleri olan genelles-
tirilmig Kudryashov yontemi, en basit denklem yontemi ve (G’ /G, 1/G) genisleme yonte-

minin teorisi verilecektir.

4.1 Genellestirilmis Kudryashov Yontemi

Kudryashov yontemi, lineer olmayan KDD’in tam ¢oziimlerini elde etmek i¢in Kudrya-
shov (1988) tarafindan verilmistir. Bu nedenle bu yaklasim Kudryashov yontemi olarak
adlandirilir. Kudryashov yontemi, lineer olmayan diferensiyel denklemlerin genis bir
sinifinin yalniz dalga ¢éziimlerinin olusturulmasina izin vermektedir. Bu yontemin avan-
taji, literatlirde var olan diger yontemleri kapsayacak sekilde olusturulmasidir. (Parkes
1994, 1996, Malfliet 1996, Fan 2000, Kudryashov 2008, 2012, Biswas 2009, Vitanov
2010) kaynaklarinda oldugu gibi Burgers-Korteweg-de Vries denkleminin, Kurumoto-
Sivashinsky denklemlerinin, Bretherton denklemi ve Kawahara denklemlerinin tam ¢o-
zlimleri elde edilmistir. Buna ek olarak (Ryabov 2010) da iigiincii mertebeden lineer ol-
mayan olusum denklem sinifi i¢in ilerleyen dalga ¢oziimleri elde edilmistir. Ayrica li-
teratiirde Kudryashov yontemi kullanilarak lineer olmayan olusum denklemlerinin iler-

leyen dalga ¢ozlimleri arastirilmistir.

Genellestirilmis Kudryashov yontemi adim adim asagida ifade edilmistir.

1. adim : (2.1.8) denkleminde

4.1.1)
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ADD elde edilir.

2. adim : (4.1.1) denkleminin bir ¢6zlimii

(2) = ap+ aQ(2) + ...+ anQV(2)
v = bo+b01Q(2) + ... +bMQM(z)

4.1.2)

biciminde olsun. Burada N, M tamsayilari, a;,b; (¢ = 1,...,N; j = 1,..., M) daha

sonra bulunacak keyfi sabitleri ve

1
Q(z) = 5 o (4.1.3)
fonksiyonu
O =0Q>-0Q 4.1.4)

diferensiyelinin ¢6zlimiinii ifade eder. (4.1.2) ¢oziimii (4.1.1) denkleminde yerine yazilarak

terimlerin derecelerinden N ve M tam sayilari bulunur.

3. adum : Elde edilen NV ve M tamsayilari ile (4.1.2) ¢6ziimii (4.1.1) denkleminde yerine

yazilir. Elde edilen denklem () ve kuvvetlerine gore bir polinom olarak yazilabilir.

4. adim : 3. adimdaki polinomun her bir katsayisi sifira esitlenerek a,; ve b; sabitlerini

belirleyen denklem sistemi elde edilir.

5. adim : 4. adimdaki belirleyici denklem sistemi ¢oziilerek a; ve b; katsayilar1 bulunur.

Dolayisiyla (4.1.1) denkleminin (4.1.2) ¢oziimii bulunmus olur.

4.2 En Basit Denklem Yontemi

Kurdyashov (2005) tarafindan lineer olmayan diferensiyel denklemlerin tam ¢oziimlerini
bulmak i¢in olusturulan yontemin merkezinde, en basit lineer olmayan diferensiyel denk-
lemlerin genel ¢oziimleri bulunmaktadir. Bu nedenle yontemin adi en basit denklem

yontemi dir. En basit denklem yonteminin diger yontemlerden avantajlari, literatiirdeki
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bir dizi yontemin genellemesi olmasi ve yontemin uygulanmasinin kolayligidir.

Yukarida bahsedildigi gibi en basit denklemler

G'(2) = aG(2)* + bG(2) (4.2.1)

Bernoulli denklemi ve

G'(2) = aG(2)* + bG(2) + d (4.2.2)

Riccati denklemi segilebilir. (4.2.1) Bernoulli denkleminin ¢oziimleri a < 0,0 > 0 i¢in

(veyaa > 0,0 < 0)

bexplb(z + C)]

G(z) = 4.2.
(2) = 1+ aexplb(z + C)] (4.2.3)
dir. Ayrica (4.2.2) Riccati denkleminin ¢oziimleri § = b* — 4ad olmak lizere
1 1
G(z)=—— (b + 6 tanh {—6’(2 + C’)}) : (4.2.4)
2a 2
ve
1 1 sechifz
G(z) =—— | b+ 0tanh | -0 2 4.2.5
(2) 2a ( vtan [2 z}) * C' cosh [%Qz} — %“ sinh [%92] ( )
bicimindedir.

En basit denklem yontemi (4.2.1) veya (4.2.2) denklemlerinin ¢oziimii olan G(z) yardimet

fonksiyonu gozoniine alinarak (4.1.1) denkleminin

y(z) = Z A (G(2)) (4.2.6)

cOziimiiniin aranmasidir. Burada M pozitif tamsayisi, (4.2.6) ¢6zlimiiniin (4.1.1)’de ye-
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rine yazilarak en yliksek mertebeden tiirevli terim ile lineer olmayan terim arasinda den-
geleme yontemi kullanilarak elde edilir. Ayrica A;, daha sonra hesaplanacak olan sabit-

lerdir.

Elde edilen M pozitif tamsayisi ile (4.2.6) ¢oziimii (4.1.1) denkleminde yerine yazilirsa ve
(4.2.1) veya (4.2.2) ifadeleri gozoniine alindiginda G(z) nin bir polinomu olarak cebirsel
bir denklem sistemi elde edilir. Bu polinomun tiim katsayilari sifira esitlenerek A; sabitleri

bulunur.

Buradan hareketle bulunan A; sabitleri ile (4.2.6) ¢oziimleri olusturulur.
43 (G'/G,1/G) Genisleme Yontemi

G"(€) +AG(§) = 43.1)

ikinci mertebeden ADD gozoniine alinsin. ¢ = % ve 1) = é olmak tizere (4.3.1) in

¢ ==& =\,
V=~ (4.3.2)

oldugu agiktir.

1. durum : \ < 0 i¢in, Ay, A, keyfi olmak iizere (4.3.1) denkleminin genel ¢oziimii
G(€) = A, sinh (5\/—)\) + Ay cosh (g«-x) + % (4.33)

dir. Ayrica 0 = A? — A2 olmak iizere

-

— 6 2+ ) 434

¢ 2
dir.
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2. durum : X\ > 0i¢in, Ay, As keyfi olmak iizere (4.3.1) denkleminin genel ¢coziimii
G(§) = Ay sin (5\5) + As cos (5\5) + % (4.3.5)
ve o = A3 + A i¢in

Y = (6% — 2u1) + N) (4.3.6)

Ao — u?
dir.

3. durum : )\ = 0 i¢in (4.3.1)’in genel ¢coziimii

G(§) = %52 + A€ + Ay (4.3.7)
Ve
2 _ 1 2
V= g, ) (438)
dir.

(2.1.8) lineer olmayan olusum denklemi ele alinsin. Burada F, u = u(z) ve U’nun kismi
tiirevlerinin bir polinomu olsun. (G'/G,1/G) genisleme yonteminin (Li ve ark. 2010)

uygulanmasin1 adim adim agiklayalim.

1. adim : Tlerleyen dalga doniisiimii, w sabiti olmak iizere

E=x+y—wt, u(x,yt)=U) (4.3.9)

bi¢cimindedir. Bu dalga doniisiimii (2.1.8) denklemini, U () ve tiirevlerinin polinomu olan

PUULU",..)=0 (4.3.10)
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ADD’ye doniistiirtir.

2. adim : (4.3.10) ADD inin ¢ ve v degiskenlerine bagiml olan
N N
UE) =) ag'+ > bj¢'v @3.11)
=0 j=1

¢Oziimii olsun. Bu ¢oziimdeki a; ve b;, 4. adimda tespit edilecek olan sabitlerdir.

3. adim : (4.3.11) ifadesi, (4.3.10) ADD’sinde yerine yazilirsa ve en yiiksek mertebeden
tiirevli terim ile lineer olmayan terim arasinda dengeleme yontemi kullanilarak NV pozitif

tam sayist hesaplanir.

4. admm : (4.3.2) ve (4.3.4) ifadeleri g6zoniine alinarak (4.3.11), (4.3.10)’da yerine
yazildiginda, (4.3.10) denklemi ¢ ve 1 nin bir polinomu olarak bulunur. Burada dikkat
edilmesi gereken kisim 1) nin derecesinin bir veya birden az olmasi gerektigidir. Bu poli-
nomun herbir katsayisin sifira esitleyerek bir cebirsel denklem sistemi bulunur. Bu sis-
tem, a;, b;, w, i1, Ay, Ay ve A(< 0) katsayilarini elde etmede kullanilir. Sistemin ¢oziimleri

icin MAPLE paket programini kullanmak faydali olacaktir.

5. adim : 2. durum icin de 4. adim benzer sekilde, (4.3.2) ve (4.3.6) ifadeleri g6zoniine
alinarak (4.3.11), (4.3.10)’da yerine yazildiginda ayni igslemler ile keyfi sabitler elde edile-
bilir. 3. durum i¢in de benzer sekilde 4. adimda oldugu gibi (4.3.2) ve (4.3.8) ifadeleri
g06zOniine alinarak (4.3.11), (4.3.10) de yerine yazildiginda ayni islemler yapilarak keyfi

sabitler bulunabilir.
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5. VARYANT BOUSSINESQ SiSTEMi

Bu boliimde, lineer olmayan olusum tiirii denklem sistemlerinden olan

Uy + VUp + UV + Ugpe = Oa
(5.0.1)

Uy + vy + uuy = 0

varyant Boussinesq sistemi ele alinmistir. (5.0.1) sistemi su dalgalarinin modellenmesinde
kullanilmaktadir (Fan, Hon 2003, Muatjetjeja, Khalique 2014). Burada u akis hizimi, v
toplam derinligi, x uzay degiskenini ve ¢ ise zaman degiskenini ifade etmektedir. (5.0.1)
sistemi i¢in literatiirde yapilan calismalar incelendiginde tam ¢oziimlerin ve korunum
kanunlarinin ¢alisildigi gozlemlenmektedir. Bu cgercevede tam coziimler icin baz1 6zel
varsayimlar altinda ilerleyen dalga tipi ¢oziimlerin olusturuldugu goriilmiistiir. (5.0.1)
sistemi i¢in dengeleme yontemi (Wang 1995) kullanilarak yalniz gezen dalga ¢oziimleri,
(Fan, Hon 2003) calismasinda (5.0.1) sisteminin soliton ¢éziimleri, rasyonel ¢oziimleri,
ticgen periyodik ¢ozilimleri, Jacobi ve Weierstrass ¢ift dalga ¢coziimleri genisletilmis tanh
yontemi kullanilarak elde edilmistir. Ayrica (Muatjetjeja, Khalique 2014) ve (Naz ve ark.

2010) ¢aligmalarinda klasik Noether yaklasimi ile korunum kanunlar1 olugturulmustur.

Bu boliimde, (5.0.1) sisteminin Lie grup teorisi aracilifiyla degismezlik prensipleri, lire-
tecleri ve simetri indirgemeleri incelenecektir. Simetri indirgemesinde Riccati denkle-
minin en basit denklem olmasi hali gézoniine alinarak tam ¢oziimler elde edilecektir.

Buna ek olarak carpan yaklagimu ile sistemin korunum kanunlar: olusturulacaktir.

5.1 Lie Grup Analizi

(5.0.1) sisteminin (2.1.10) Lie nokta simetrisi

X = é”(zf,a:,u,v)2 +T(z€,9c,u,v)2 + n(t,x,u,v)g + go(zf,yc,u,v)2

ox ot ou Ov G.1.D
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formundaki vektor alani ile olusturulur. (5.1.1) iireteci i¢in X ® uzanimi (denklemin

mertebesi 3 oldugu icin)

ot ov

0 0 0
+Ct(tvxauav)a_ut+Cx(tvxauav)au au—

T ,0) 50— o 9, 0) 5+ (1, 0,0)
t

X0 = (0,0, 0) o 70, 0,1,0) 0, 0,0) o+ {1 7,0, 0)
u

+ Cxx(t7 x? u? v)

o (5.1.2)

TXxT

olup bu uzanimdaki ¢*, %, (**, (*** ve ¢', ¢* katsay1 fonksiyonlari, (2.1.7)’den

Ct = Dy(n) — wDy(T) — uy Dy(§)

=0+ U (P — T1) — UITy + VM — UsVsToy — Ups — Uzl — UzVeEy,

("= Da(n) — w Dy (1) — up Dy (§)

=1y + uw(nu - gm) + VMo — UTy — Ul My — UV Ty — uigu — U Uz,

(" = Dy(C") = U Da(T) — uaaDy(§)
= Noa + 20a7o + Vallow — Ugoba — UaaUao + Ua(2N0u — Exa) — Uallaa
+ 2030 (v — Ew) — UaV2E0n + U3 (N — 260) — 2050200 — U3Ewu
— Upa Ty — U Vg Ty — Utgla Ty — UiTag — 2UgUsTay — UUsToy — 2Uply Tay

2
- 2utuacvx7_uv - utuxTuua

C* = Dy(C™) = Utae D (T) — Ugaa Dy (€)
= Newz + U (2Mazu — Exan) + 30eame + 32 (Newu — Exan) + 30 ave — Usnon
U3 (M — 3un) — Ununu — WTowe — Ut Taw — 2UaUprban + 3UaVe (2Noue — Exun)
+ 302 (Nuww — Evo) + 31200 (Muwo — 2Eau0) — 3UVeTawo — SUV2Tron — BUbUs o

2 2
- 6utuxvm7—:mw - 3utu;p7—muu - 2utazvm7—mv - 2uxutx7—mu - 2uxumzvx€uv - umurazfuu
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2,2 3 2 2 2
- 3umvx§uvv - 3umvx§uuv - QUxUtxvxTuv - uxuthuu - 3utuacvx7_uvv - ButuxvxTuuv
3 3 2 3 2 3
- utuxTuuu _I' anvvv - uzxvx&w - urxvxgvv - u:rzvgggvvv - utxvx’rvv - ’LLt’Umew

2 2
— Utgx Vg Ty — UgUtpz Vg Ty — utzzvxTv - uxazxvzfx - uxuxmcvxgu - szxegv,

¢' = Dy(@) — v Dy(T) — v Dy (€)

= s + Uy + Vs (Py — Tt) — UVsTy — ViTy — Vp&s — Uy — Vi0Es,

¢" = Do(p) — v:Do(7) — v:Ds(§)

= Qp + UsPu + Va (00 — &) — VT — UpUsTy — VpUuTy — Ug¥zy — VEw (5.1.3)
bicimindedir. (5.0.1) sistemi i¢in (2.1.11) de8ismezlik prensibi

X(B) (Ut yr VUy; + UVyg iy ua:xx) |(5.0.1) - 07

X® (uy + vy + wtty) |01y = 0 (5.1.4)
olup

¢+ + (v + 1y + ¢"u+ T =0

¢+ "+ nug 4+ Cu=0 (5.1.5)

sistemi elde edilir. (5.1.3)’deki uzanim katsayilar (5.1.5) sisteminde yerine yazilip u ve

v nin kismi tiirevlerinin farkli kombinasyonlarina gore diizenlenirse (5.1.5) sistemi

Uy (qu — UTy — TCC$$> + Ug (90 + VT, — U§$ + UPy, + 27]:czru - gazaxv) + (% (Qov — Ty — UT;B)
+ Vg (77 - é.t + UMy + UPy — uga: + 377sz) + Ui (3nxuu - szxu - Ufu) + Ug% (37735111} - ugv)
- UtQTU — UtUy (UT/u + 3Ta:acu) — UtV Ty — Uy (gu + VTy + 3Tx:vv) — VgUg (gv + UTU)

— UL VgUTy, — Ug Uy (U&; + Ufu - 677301“1 + 3§xwu) — Uty Ty — umxgarar + Ui (nuuu - 3§xuu)
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4 2 2 2
- uxguuu - 3utum7—xuu - 3utvx7_xvv - 6utuxvx7_xuv + u:c'Ux (3nuvv - ngv) - QUxeJ:g:cu
2 2
+ ug;vx (377uuv - 6€xuv> - 2utxvx7_xv - 2uxut:c7_xu - 2uxux:cvx§uv - uxu:c:rfguu
2,2 3 2 2 2
- guxvxguvv - 3uxvx€uuv - 2uxutazvx7—uv - uxuthuu - 3utuxvx7—uuv - 3utuxvx7_uvv
3 3 2 2 2 3
- utuxTuuu + /Uggnvvv - ummvxng - um:pvx&)v - uxvxgvvv - utmvxTvv - uxvxTvvv
2 2
— VpUtza Ty — UgUtzz Uz Ty — utmxvxTv - ux:vaxfﬁm - u:ru:vxmvmgu - uxxxvva + 901‘/ + /Unx

+ Uy + Npgz = 0, (5.1.6)

Uy (0 — &+ 0+ uny, — us) +up (N — T — uTe) — UpTy + vy (NoTe) — UWVLT,
— Uty (§u + uTy) — gy (& + To) + Ve (ol + umy) — veveTy — Uz, (& + uéy)

- Uifv — UtV UTy — Uiuﬁu TNt Pp Uy = 0 (5.1.7

elde edilir. (5.1.6) ve (5.1.7) denklemlerinde &, 7, 7, ¢ sonsuz kiigiikleri sadece (z, t, u, v)
degiskenlerine bagimli oldugu icin herbir u;, u,, vy, v., . . . degiskenleri ve farkli kombi-
nasyonlarinin katsayilari sifira esitlenebilir. Diger bir deyisle yukaridaki denklem sistemi

monomiallerine gore ayrilirsa

Pu — UTz — Tazz = 0,

© — Uy + V& + UPy + 2Nagu — Exzw = 0,
Yy + 17 —ut, =0,

n—& +vny — wpy — uy + 3neay = 0,
(32w — 3w — v6), = 0,

(300 — u§), =0,

&y + Ty + 3740w = 0,

(€ +ur), =0,

va + ufu -3 (2771; + fx)xu = 07

58



(1 — 32) e = 0,

(31 — &2)yy = 0,

(1 — 282),, = 0,

@+ Uy + UPs + Noga = 0,
Te =Ty =Ty =0,

§ox = &u =& =0,

Noww = 0,

Pu — & + 1 — 2un, —u& =0,
Ny + 7 —ut, =0,
v+ & +un, =0,

belirleyici denklem sistemine ulasilir. Burada 7, = 7, = 7, = 0 oldugundan 7 = 7(¢) ve
Eu = & = & = 0 oldugundan £ = & (t)x + & (t) oldugu agiktir. Bu ifadeler ile (5.1.8)

sistemi yeniden diizenlenirse

oy =0,

¢+ v&1 + wpy + 2Nz = 0,

0, +7 =0,

n— & — &+ ony — upy — Uy + gy = 0,
(312w — v(&17 + &2)),, = 0,

(3120 — u(Eax + &), = 0,

(G + & +ur), =0,

(200 +&1) 4, = 0,

(M = 3&1) = 0,

(3nu - gl)vv - 07
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(1 — 251)1“; =0,

P+ Vp + upg + Nage = 0,

Novo = 0,

pu — &1 — &+ 1 — 2un, —u§ =0,
20, + 71 =0,

Yy + 28 +un, =0,

Nt + @z +uny =0 (5.1.9)
halini alir. Buradan gerekli cebirsel islemler asagidaki gibi yapildiginda

=0, @, +7=0 = ¢=—Tv+ fi(t ),

—1
277’[1,_’_7—/:0 = n:7T1u+f2(t7x,U),

1 1
—T'U+f1+§UT'+U€1=O = (51—57/)0+f1:0,

f2zvv:f2m}v =0 = fg(t,(l],’(]) = Cs,

1

cg—(Lix+&),=0 = &= —3° & = c3t + cu,

T = —C1t+ (&)
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elde edilir. Sonug olarak 7, £, 17 ve ¢ sonsuz kiiciikleri

T(x,t,u,v) = —c1t + ¢,

1
E(z,t,u,v) = cgt — 502 + ¢4,
n(x,t,u,v) = e + c3,

o(x,t,u,v) = cyv. (5.1.10)

olarak tespit edilir. (5.1.10) sonsuz kiigiikleri, ¢y, co, c3, c4 keyfi sabitlerini icerdigi i¢in

(5.0.1) sistemi

0
X .
1 at7
0
X2 %7
0 0
Xo— — 442
27 ou +t8:v’
—1 1
X4 —mg—tg—k ug—i—vg (5.1.11)

lineer bagimsiz simetrilere sahiptir. Yani bir diger deyisle (5.0.1) sistemi, (5.1.11) simetri-

lerinin herbiri icin degismez kalir.

Ornegin X3 simetrisi igin X3~ = t5- + - — Uy 5w, — Uz, Uzanimi (5.0.1) sistemine

uygulandiginda

0 0 0 8)

3
Xé )(Ut + Vg + WUy + Ugaz) |5.0.1) = (V¢ + VUg + UVE + Ugas) (tﬁx + P um% — UmaT)t

=1.(0) + 1.(vz) — ug.(0) — v,.(1)

:O’
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0 0 0 0
X§3) (ug + ve + utty) 5.0 = (U + vz + uty) (t— + o Uy — vx—>

=1.(0) + 1.(uz) — uy.(1) — v,.(0)

=0.

oldugu agikga goriiliir. Dolayisiyla (5.0.1) sistemi X5 simetrisi altinda degismez kalmuagtir.

5.2 Simetri Indirgemeleri ve Tam Coziimler

Simetri indirgemeleri ve tam ¢oziimleri elde etmek icin asagidaki Lagrange denklem sis-
teminin ¢oziilmesi gerekmektedir:
dt d d d
- = == (5.2.1)

JC1U +C3 Cc1v

—ci1t + ¢ cst — %clx +cy

(5.1.10) sonsuz kiiciiklerdeki ¢; sabitlerinin asagidaki bazi1 6zel durumlart i¢in simetri

indirgemeleri ve varsa tam ¢oziimleri arastirilmistir.

1. durum : ¢; = o, c3 = 1, co = ¢4 = 0 keyfi sabitleri icin (5.1.10) sonsuz kii¢iik

fonksiyonlari

T(t, z,u,v) = —at,
Q

f(t,x,u,v) =t— 51‘,

n(t,z,u,v) = %u +1,

o(t,z,u,v) = av
olacaktir. Bu sonsuz kiiciiklere karsilik gelen simetri

X = —at% + (t — %a:) % + (%u + 1) gu + av% (5.2.2)
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bicimindedir. (5.2.1) Lagrange sisteminde (5.2.2) simetrisi yerine yazildiginda

dt d d d
_ fCa _— v o _av (5.2.3)
—at t—%5 Ju+l v
elde edilir. (5.2.3)’iin ilk iki teriminden
dt dx x 2
— - & = 1+ 2\t 524
—at  t—3F : Vi + Oé\/— ( )

ifadesi bulunur. Ayrica (5.2.3) sisteminin 1. ve 3. terimlerinin esitliginden (5.2.4) in-

varyanti gdzoniine alinarak

it _2(EQ)
Tt T St & u@’t)_a(\/f 1) (5.2.5)

coziimii bulunur. Benzer sekilde (5.2.4) sisteminin 1. ve 4. terimlerinin esitliginden de

dt i dv
—at  aw

o oot =L EZ) (5.2.6)

coziimii elde edilir. (5.2.5) ve (5.2.6) ifadelerindeki E ve F', (5.2.4) deki z nin keyfi

fonksiyonlaridir.

Son olarak (5.2.5) ve (5.2.6) ¢oziimleri (5.0.1) sisteminde yerine yazilirsa (5.0.1) sistemi

—%F’z —aF +2FE +2EF +2E" =0,

1 (F / 4 /
— | —+E|+F+5EF =0 (5.2.7)
V4 [0}

«

ADDS’ye doniisiir. (5.2.7) 2. mertebeden ADDS’nin ¢oziimii agik¢a bulunamamaktadir.

Ancak ADD’ler i¢in literatiirde var olan ¢esitli yontemler ile ¢oziilebilir.
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2. durum: ¢; = ¢y = ¢4 =0, c3 = 1 i¢in (5.1.10) sonsuz kiiciikleri

7(t, z,u,v) =0,
E(t,x,u,v) =t,
n(t, z,u,v) =1,
o(t, z,u,v) =0

olur. Bu sonsuz kiiciiklere karsilik gelen X5 simetrisi (5.2.1) Lagrange sisteminde yerine

yazildiginda

bulunur. Yani

icin

u(z,t) = g +E(2),
M%ﬂ=FS) (5.2.8)

olup (5.0.1) sistemi (5.2.8) ¢oziimleri ile

1
E +-E=0,
z

1
F'+-F=0 (5.2.9)

z
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ADDS’ye doniisiir. Bu (5.2.9) sistemi ¢oziildiigiinde agikca goriilebilir ki

Y

(5.2.10)

C1
Z
c

z

bicimindedir. z = ¢ olmak lizere (5.2.10) yardime1 ¢oziimleri (5.2.8) de yerine yazilirsa

coziimleri elde edilir.

3. durum: ¢; = o, ¢ = c3 = 0 ve ¢4 = 1 i¢in (5.1.10) sonsuz kiiciikleri

T(t, z,u,v) = —at,
E(t,x,u,v) = —%:c +1,
n(t, z,u,v) = %u,

o(t, z,u,v) = av

olup bu sonsuz kiiciiklere karsilik gelen simetri

olacaktir. Bu simetri ile (5.2.1) Lagrange sistemi

dt d du d
S dr _du_dav (5.2.11)
—at 1— %t % av
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olup (5.2.11) sisteminin ilk iki teriminin esitliginden

dt dx x?
— & z=

—at 1—%t oa—t

ifadesi bulunur. Ayrica (5.2.11) sisteminde sirasiyla 1. ve 3. ile 1. ve 4. terimlerinin

esitlikleri ele alinarak

u(z,t) = Z(Z_)t,
v(z,t) = 5(_21

coziimleri elde edilir. Bu ¢oziimler (5.0.1) sisteminde yerine yazildiginda

8232E" +12:'2E" 4 2:V/*(E'F + EF") + zF' + F = 0,
22F + 42Y2F' + 4:'?EE' + E =0 (5.2.12)
ticlincli mertebeden ADDS bulunur.
4. durum : ¢c; = c3 =0,y = 1 ve ¢y = o i¢in (5.1.10) sonsuz kiigiikleri
T(t’ x? u? U) = 17
€(t7 x? u7 U) = a?
n(t,z,u,v) =0
o(t,z,u,v) =0
olup bu sonsuz kiiciiklere karsilik gelen simetri

)(224—042
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olacaktir. Yukaridaki X simetrisi ile (5.2.1) Lagrange sistemi
—=—, du=0, dv=0
biciminde olacaktir. Buradan hareketle z = x — ot i¢in

u(z,t) =U(2)

v(x,t) =V (z)

cOziimleri bulunur. (5.0.1) sistemi bulunan u ve v ¢ozlimleri ile diisiiniildiigiinde (5.0.1)

sisteminden

U" +UV' + UV —aV' =0,

UU —aU +V' =0 (5.2.13)
ADDS elde edilir. (5.2.13) sistemi kolaylikla integre edilerek

U+ UV —aV =0, (5.2.14)

1
5U2—aU+V:o (5.2.15)
ikinci mertebeden ADDS’ye doniisecektir. Bu sistemdeki (5.2.15) denkleminden
o
V=aU - §U (5.2.16)

elde edilir. Buradan hareketle (5.2.16) ¢oziimii (5.2.14) de yerine yazildiginda

U”—%U3+%?U2—a%J:0 (5.2.17)

ikinci mertebeden lineer olmayan ADD elde edilir.
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5.3 En Basit Denklem Yontemi ile Tam Coziimler

Bu alt kisimda Kudryashov’un (2005) en basit denklem yontemi kullanmilarak (5.2.17)

denkleminin tam c¢oziimleri elde edilecektir.

Bernoulli Denklemi : G(z), (4.2.1) Bernoulli denkleminin bir ¢oziimii olmak tizere

(5.2.17) denkleminin bir ¢oziimiiniin

U(z) = Z A (G(2)) (5.3.1)

oldugu kabul edilsin. M tam sayis1 (5.2.17) denkleminin lineer olmayan terimi ile en
yiiksek mertebeden tiirevli terimin arasinda dengeleme yontemi kullanildiginda M tam-

sayis1 asagidaki gibi bulunur:
M+2=3M = M=1
Yani M = 1ic¢in (5.3.1) ¢oziimii
U(z) = Ao+ A1G(2), A1 #0 (5.3.2)

olacaktir. (4.2.1) ifadesi gozoniine alinarak (5.2.17) denkleminde (5.3.2) ¢coziimii yerine

yazilarak

1
<2A1a2 — §A§>> G® + (3A1ab — ngAf + ga/ﬁ) G?

1
+ (30{140141 - O[2A1 + A1b2 — gA(Q]Al) G + gOZA(Q) - a2A0 - 5148 =0 (533)

denklemi bulunur. Burada dikkat edilmesi gereken kisim, (5.3.3) ifadesi G(z) degiskenine
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gore bir cebirsel polinomdur. Dolayisiyla G(z) ve kuvvetlerinin katsayilari sifira esitlenerek

1 .
2A1a2 - 514% = O7 (534)
3 2 3 2
3A16Lb + 504141 - §A0A1 = O, (535)
3
3adgA; — oA + A — §A§A1 =0, (5.3.6)
3 2 2 1 3

denklem sistemi elde edilir. Bu sistemdeki (5.3.4) denkleminden

Al = F2a (5.3.8)

oldugu aciktir. (5.3.5)-(5.3.7) denklemlerinde A; = 2a ifadesi yerine yazildiginda yukari-

daki sistem
b+a—A;=0 (5.3.9)
a2 - =0 (5.3.10)
3ady —2a° — A2 =0 (5.3.11)

sistemine doniisiir. (5.3.9) denkleminden

Ao=b+a« (5.3.12)
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olacaktir. (5.3.12) ifadesi (5.3.11) de yerine yazilirsa

b=«

(5.3.13)

esitligi kolaylikla goriiliir. Ayrica (5.3.13) esitliginin, (5.3.10) ifadesini de sagladig1 goriil-

mektedir.

Dolayisiyla (5.3.2) ¢coziimiiniin keyfi sabitleri

A1:2CL
Ay =2b
b=«

biciminde elde edilir. Buradan hareketle (5.2.16) ifadesi ile birlikte (4.2.2) den (5.2.13)

denklem sisteminin ¢dziimleri a < 0,b > 0 i¢in

expla(z + O]
1 —aexpla(z+O))

Up(z) = 2a + 2aa

expla(z + C)]
(1 — aexpla(z + C)))?

Vi(z) = —2a%a

veyau(z,t) = U(z),v(z,t) = V(2) ve z = x — ot olmak lizere

expla(z —at + C)]

) =20 +2 ,
e, 1) =2+ aal—aexp[a(w—at—l—C’)]

expla(z —at + C)]
(1 — aexpla(z — at + C)])°

vi(z,t) = —2a%a

biciminde olacaktir.

70

(5.3.14)

(5.3.15)

(5.3.16)



Sekil 5.3.1b: C' =0,a =1,b0 = o = 1ig¢in (5.3.16) tam ¢oziimii

Diger taraftan a > 0,0 < 0 i¢in (4.2.3) den (5.0.1) denklem sisteminin tam ¢oziimleri

exp[—a(z + C)]
1 —aexp[—a(z+ C)]’

U(z) = 2a — 2ca

(2 — aexp|—a(z+ C))])

Va(2) = 2a° 5.3.17
2(7) = 2a (1 — aexp[—a(z — at + C)))? ( )
olur. Yani
B exp[—a(x —at + C)]
ug(z,t) = 20 — 2aa1 aexp—a(z—at+ O (5.3.18)
vy(z,t) = —20%a expl=a(z — ot + O)] (5.3.19)

(1 —aexp|—a(r —at + C’)])2
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bicimindedir. Benzer sekilde (5.3.8) deki A; = —2a katsayisi icin de (5.3.15)-(5.3.16)

coziimleri elde edilebilir.

Sekil 5.3.2b: C'=0,a =1, b= a = 1i¢in (5.3.16) tam ¢oziimleri

Riccati Denklemi : G(z), (4.2.2) Riccati denkleminin bir ¢oziimii olmak tizere (5.2.17)

denkleminin bir ¢oziimii

U(z) = Z A; (G(2)) (5.3.20)

oldugu kabul edilsin. Bernoulli denkleminde oldugu gibi en yiiksek mertebeden tiirevli
terim ile lineer olmayan terim arasinda dengeleme yontemi kullanilarak M = 1 oldugu

acikca goriilebilir. Yani (5.3.20) ¢oziimii
U(z) = Ao + A1G(2), AL #0 (5.3.21)

bicimindedir. (4.2.2) ifadesi gozoniine alinarak (5.2.17) denkleminde (5.3.21) ¢oziimii yeri-
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ne yazilirsa

1.
6a°A,G* + (12a2bA1 — §Af) G® + [(&ﬂd + Tab*)A; — ;AoAf + gaAf G?

+ |:(86Lbd + bg)Al — gA(Q)Al + 30[140141 — CY2A1:| G

(2ad* + b*d) A, — %Ag + ;aA?) —a?Ay =0

denklemi bulunur. Bu denklem G nin bir cebirsel polinomu olup GG ve kuvvetlerinin keyfi

katsayilar sifira esitlendiginde

6a*A;, =0 (5.3.22)

12a%bA, — %A:{’ =0 (5.3.23)

(8a*d + Tab*)A; — %AoAf + gaAf =0 (5.3.24)

(8abd + b*)A; — gAgAl + 3aAgA; — a*A; =0 (5.3.25)
(2ad® + b?d)A; — %AS + gaAg —a?Ay =0 (5.3.26)

denklem sistemi elde edilir. (5.3.22) denkleminden agikg¢a goriilebilir ki A; = 0 olmalidir.
Ancak bu durum (5.3.21)’de kabul edilen ¢6ziimiin yapisi ile celisir. Bu nedenle (5.2.17)

denklemi icin Riccati denklemi yardimci denklem olarak kullanilamaz.

5.4 Carpan Yontemi ile Korunum Kanunlan

Bu kisimda (5.0.1) sisteminin korunum kanunlarini bulmak i¢in carpan yontemi kul-

lanilacaktir.

Buradan hareketle (5.0.1) sisteminin korunum vektorleri (3.2.1) karakteristik formundaki

A; carpanlari ile asagidaki gibi yazilabilir:

Dy(T") + D,(T") = Al(vt + VU + UV + Upys) + AQ(ut + v, + uuy,) (5.4.1)
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(5.4.1) ifadesindeki A' = A'(t, 2, u, v, Uy, Upy) Ve A% = A%(t, 2, u, v, Uy, Uy, ) carpanlart

icin belirleyici denklemler (3.2.2) ifadesinden

)

0 =5 [Al(vt + Vg + UV + Uggy) + A% (uy + v, + uux)] (5.4.2)
0 1 )

0== [AY (v 4 Vg + U0y + Ugga) + A (ug 4 V5 + uty)] (5.4.3)
v

bicimindedir. (5.4.2) ve (5.4.3) ifadeleri, (3.3.3) varyasyonel tiirev tanimindan yararla-

narak acildiginda

_|9 9 9 3 0 1 2
0= [au Dy B, D, D 0 8uxzx:| [A (v + vug + Uty + Ugae) + A (us + Vg + utiy)]
0= Q—Di—Di [AY (v + vug + vy + Uggs) + A% (up + vy + utty)]
v tavt xavx t T x TTX t T T

sistemine doniisiir. Yani

0 = [Ay (v + vup + w0y + Ugae) + A (up 4 vy + uny) + A(vy) + A*(ug)| — Dy [A?]
— Dy [A, (v 4 vy + uvy + Uggs) + AL (w4 v + uug) + A (v) + A% (w)]
+ D? [A}Lm (Ve + VU + UVE + Uy ) + Aim(ut + v, + uum)}

- D? [AI (Vg + VU + UV + Uggy ) + A2

Uzzx Uzzx

(ug + vy + uug) + Al}

0 = [A} (v + Uy 4+ uvg + Uggy) + A2 (us + vy + ) + A (uy)]

— Dy [A'Y] = D, [A(u) + A7

dir. Buradaki iglemler karmasik ve uzun oldugu icin MAPLE programi kullanilarak A,
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ve A, icin belirleyici denklemler agagidaki gibi elde edilmistir:

At2t = 07 Aguzz = 07 A?)zzvzz = 0’
2 1 2 2 1 1 2
A7 = —A7, Ag,. =0, A, = ——A;
v v
2 32 2 1_ Upo
AUU - §sz1’ UzzxVzx = 07 At = _At7
3
AL =A% A2 = 5“%1\12)” + A2, Ay =AZ |
3
AL =0, A2 =0, AL =0,

Yukaridaki belirleyici denklemleri ¢6ziildiigiinde (5.0.1) sisteminin carpanlari

Al—lc 3 1 2 t — 2
=z ou” + 5 Cat + (et + cov 4 cp)u — crx + BCzumchganc(;,

A? = %(6uum + 3UZ + 4vgy + 3uPv + 30%) + (1t + 4 + c3u)v + C5 + Caligy
olarak bulunur. Burada cy, co, . . ., cg sabitlerine karsilik gelen altt korunum vektorii

T =tuv — v,

1 1
1Y = — étui + u, + §tv2 + tu*v — 2uv + tulgy — TUgg:
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1 1 1 1 1 1
TQt =+ —uv?® + =wPug, + —uui + —UppaV + = UV,

6 2 3 6 3 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1
Ty =3l + 02 — éuiv + guigc + Ul = JUiz¥ = Ul + Z—lu2u§ + 6u4v
L oL e Lo Ban 2 .
—U Uy + —UUUG + =V — = U Uy + —U VT + —UULV, + Ul U,
6 3 6 37Ty 3
1 1 1
Tg =§u21) + 57)2 + Euumn
1 1 1 1
T :§u2um + Uy + éutux + §u3v — §uutz;
Ty =uv,

1 1
TF =— Eui + 51}2 4 Uty + u2V;

TE =u,
1
T® ==u? + v;
oy
Ty =v,

elde edilir.

Benzer sekilde, 2. boliimiinde bahsedildigi gibi Cheviakov (2007) tarafindan A carpanlari-
nin hesaplanmasini kolaylagtirmak amaciyla MAPLE programina GeM adli paket prog-
ram yazilmistir. Elde edilen korunum kanunlar1 ve vektorleri bu paket program ile karsilas-

tirilarak sonuglar teyit edilmistir.
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6. SCHAMEL-KORTEWEG-DE VRIES DENKLEMI

Bu boliimde iyon-akustik dalgalarin lineer olmayan etkilesimi iizerine elektron yakalama

etkisinin incelenmesinde onemli bir rol oynayan
u+ ('’ + Bu) ug + Stgyy =0, B0 # 0 (6.0.1)

Schamel-Korteweg-de Vries (S-KdV) denkleminin integrallenebilme durumlari incelen-
mistir. Literatiir incelendiginde Togare ve Chakraborty (1974) dogrudan integral alma
yontemi ile (6.0.1) denkleminin yalmiz dalga ¢oziimlerini elde etmiglerdir. Lee ve Sak-
thivel (2011) tarafindan (6.0.1) denklemi i¢in bazi tam ilerleyen dalga ¢6ziimleri verilmis-
tir. Ayrica en genel Korteweg-de Vries (KdV) denklemi, ¢esitli matematiksel fizik alaninda

incelenen (6.0.1) denkleminin bir 6zel durumudur.

Ornegin (6.0.1) denkleminde 3 = 0 oldugunda
uy + au?uy + Stgey = 0
Schamel denklemi ve o = 0 oldugunda da
Uy + Butly + 0Ugye =0

cok 1yi bilinen KdV denklemi oldugu agik¢a goriilebilir.

6.1 Lie Grup Analizi

(6.0.1) S-KdV denkleminin (2.1.10) Lie nokta simetri iireteci

X = (2w 2 et u) 2 4t u) 2

ot ox ou 6.1.1)
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olsun. (6.0.1) i¢in degismezlik prensibi
X (ug + (au'”? + Bu)uy + Sttzer) |60.n= 0 (6.1.2)

bicimindedir. Buradaki X ), (6.1.1) iiretecinin 3. uzanim olup

0 0 0 0 0 0 0
(3) — - -~ t 2 T TT TITT
R R P ML TR W PR W (6.13)

ile tammlidir. Ayrica (6.1.3) uzatilmig simetrisindeki ¢*, ¢*, ¢**, (*** Kkatsay1 fonksi-

yonlari

¢" =Dy(n) — wDy(T) — uz Dy (€)

" =De(n) = uDe(7) — up Dy ()

bicimindedir. (6.1.3) ve (6.1.4) ifadeleri gbzoniine alinarak (6.1.2) degismezlik prensibi

2 3 2 4
— TulU; — Tuug Uty — 3Tpuy Uty — (ﬁm’u + 30Tpzu + a\/ﬂTu) Uty — 0Eyun Uy

— (BuTs + 0Tz + /UTy — Ny + T2) U + 6 (Nuu — 3Eeun) US — Tuu Uty
— (Buéu + 30€mau — 30Mzuu + aV/uy) U — 200Uty — 20€ 0 Un g

— 0Ty g Uizz — 0&uUgUpzy — OTuaUts — 0&ualoy — OTplUtze — 04 Usay

+ (Buny — Bubs + 30Nawu — 0asz + BN + av/un, — av/uéy — & + an) u,
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olarak elde edilir. (6.1.5) ifadesi wy, Uy, Utz Ugs, Utze, Uzz, terimleri ve cesitli kombi-
nasyonlarina gore cebirsel polinom olarak yazilmistir. (6.1.5) de 7, £, 7 sonsuz kiigiikleri
x,t, u degigskenlerine baglh oldugundan (6.1.5) in her bir tiirev katsayisi sifira esitlenerek

asagidaki belirleyici denklem sistemi olusturulabilir:

0Ty = 07, = 0,
677uuu - 07

BuTy + 30Tppy + a/ut, + &, =0,

BuTy + BToge + /Uty — ny + 7 = 0,

(6.1.6) belirleyici denklem sistemi MAPLE yardimiyla ¢6ziildiigiinde ii¢ durum ortaya

cikar:

1. durum : «, 3, ¢ sabitleri i¢in (6.1.6) nin ¢coziimleri

T(z,t,u) =1, &(z,t,u) =coy, 1z, t,u)=0
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bulunur ki, buradan ¢y, c5 keyfi sabitleri icin iki simetri iireteci vardir:

X) = 2 Xy = ﬁ (6.1.7)

2. durum : 5 = 0 ve «, ) sabitleri keyfi olmak iizere (6.1.6) nin ¢oziimleri
T(z,t,u) = c1 + 3est,  E(x,t,u) =co + czz, n(x,t,u) = —2c3u
bicimindedir. ¢, co, c3 keyfi sabitleri i¢in
0 0 0 0 0

X = — Xo=—. X53=3t— — — 2u— 6.1.8
! 27 o 3 38t+x3x u@u ( )

simetri {liretegleri elde edilir.

3. durum : j3, ) sabitleri ve & = 0 i¢in (6.1.6) nin ¢6ziimleri
T(x,t,u) =1+ 3eqat,  &(x,t,u) = co + 2e35t + cax, n(x,t,u) = & call
u

bicimindedir. ¢y, co, c3, ¢4 keyfi sabitleri i¢in asagidaki Lie nokta iiretecleri elde edilir:

X, %‘

X2 =g,
w12

Xy :3t% + 1:(% — u(%

(6.1.9)

6.2 Genellestirilmis Kudryashov Yontemi ile Tam Coziimler

3. boliimde teorisi verilen genellestirilmis Kudryashov yontemi (6.0.1) denklemi icin

adim adim uygulandiginda asagidaki sonuglar elde edilmistir.
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1. adim : (6.0.1) denkleminde, integrallenebilmeyi kolaylastirmak amaciyla

u(z,t) = v*(z,t) doniigiimii yapilirsa
v + av* v, + Buiuy 4 300,05, + OVVgpe = 0 (6.2.1)

denklemi elde edilir. Ayrica & = kx — wt ve v(z,t) = V() dalga degiskeni ile (6.2.1)

denklemi
—wVV' + k(aV2 + BVHV + K*S(VV" +3V'V") =0 (6.2.2)

ADD’ye doniisiir ki, bu denklem integre edildiginde

k
—%W + ?O‘v3 + %V“ + k5 (V2+VV") =0 (6.2.3)

ikinci mertebeden lineer olmayan ADD elde edilir.

2. adim : (6.2.3) lineer olmayan ADD nin bir ¢oziimii

V() = ap + a1 Q(§) + asQ*(&) + ... + an@N (§)
bo +01Q(§) + b2Q%(§) + ... + bar QY (€)

formunda olsun. (6.2.3) denklemindeki en yiiksek mertebeden lineer olmayan terimi V'
ile en yiiksek tiirevli terimi V'V arasinda dengeleme yontemi uygulandiginda N = 2 ve

M = 1 oldugu agik¢a goriilmektedir. Dolayisiyla (6.2.3) denkleminin bir ¢oziimii

ao + a1Q(§) + a2Q*(§)
V(&) = 6.2.4
©) bo + 01Q(&) ( )
bigimindedir. Ayrica @ fonksiyonu Q¢ = Q* — @ denkleminin ¢ziimii olup Q(¢) = 1:F1e€

biciminde verilir.

3. adim : Q¢ = Q* — (Q ifadesini gozoniine alarak (6.2.4) ¢oziimii (6.2.3) denkleminde
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yerine yazildiginda

(3kBas + 36k>5a3by) Q(&)® + (4kaasby — 60k*Sa3bi + 12kBaral + 24k>5arazb;

+ 120k0a3boby ) Q(€)™ 4 (24k>0a3b? + 12kaaiaib, + 12kBagas + 18kBa3a’

— 204k>da3boby — 6wazb? + 96k>aboby + 4kaazby — 36k>*5ajazb] + 120k>a3b3)Q(€)°
+ (—216Kk35a3b; + 12kaarazby — 12waiasb? — 12wa3boby + 84k>5asbob,

+ 36k5a0a1a2 + 12k6a as + 12kaa0a b1 + 12k35a1a2b2 + 12kaa1a2b1

— 144k35ayazboby + 144K>6a,1a9b3)Q(€)° + (12kaagasby + 3kBai + 96k>dasbs

— 12k35aga,b? + 12kaatasby — 12wagash? — 48k>*Sagaibob, + 36kBagat + 4kaath,
— 252k35a1a2b2 — 6wa1b2 6wa2b2 — 24wayasbgb; + 12/@35@%6061 + 12/{35@8172

+ 36k35a§b2 + 72k35a0a2b2 + 24kaagaiashy + 24k35agasboby + 18kﬂa0a2

+ 48k 0ayasboby ) Q(€)* + (12kaaga’ib, + 32kﬂaga1a2 + 24k35a0a1b3 + 1081@35a1a2b8
— 60]</3c5a1b2 + 4kaalby — 241{:35@(2)1)0(71 — 12k35a2boby + 24kaagaiasby — 12walbyb,
- 12wa1a2bg + 12k35a0alb% — 12Ol~<,'3(5aoagl)(2J + 24k35agasboby — 24wagasboby

+ 12kaadasby + 96k*Sagarboby + 12kBaga’ — 12wagarb? — 36k35a2b?)Q(€)?

+ (—36k*6agar b + 24Kk>5alb? — 12wagasby — 6walby + 12kaagatby + 36k*6aiboby
+ 18k6a§b? — 24wagaibgb; + 24/{35@%6(2) + 48k35a0a2b3 + 12/{Ba3a2 — 48k35agaiboby
— 6wagh? + 12kaajazby + 12kaajaiby)Q(€)? + (—12k*dagboby — 12wagar by
+12kBagay + 12kaadarby + 12k*5aga by — 12wadboby + 4kaaib )Q(€)

+ (3kBag + 4kaajby — 6walby) =0 (6.2.5)

denklemi elde edilir. Burada dikkat edilmesi gereken kisim her b1r tureV1 icin

Qe = Q* — Q ifadesinin kullanilmasidur.

4. adim : (6.2.5) denklemi, () yardimci fonksiyonuna gore polinom bic¢iminde ifade
edilebildiginden () ve kuvvetlerinin her bir katsayisi sifira esitlenerek asagidaki belir-

leyici denklem sistemi elde edilir (Asagidaki denklemlerde basit cebirsel diizenlemeler
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yapilmistir.):

Q%(¢): Bas + 12k%3by = 0,

Q7 (&) aa3by — 15k%0asb? + 3Baya; + 6k*6arb? + 30k*Sagbeb, = 0,

Q&) : 24K*6a3b? + 12kaarasb, + 12kBagas + 18kBaas — 204k>Sasbob, — 6wasb]

+ 96k>5a1boby + dkaaiby — 36k Sarasbi + 120k>5a3b5 = 0,

Q%(&):  — 18k Jagh] + kaayazby — wa b — wasboby + Tk*asbyby
+ 3kBagaras + kﬂa? + kaagasby + k35a1b2 + kozalbl

— 12k*Sa1boby + 12k35a1b3 = 0,

Q*(&) :  12kaagazby + 3kBai + 96k>Sasby — 12k*Sagarbt + 12kaaiasby — 12wagasb?
— 48k35agarboby + 36kBaga® + 4kaa’b, — 252/4:35(11&2192 — 6wa?b? — 6wa262
— 24waqasbgb; + 12k35a1bobl + 121{:35&362 + 361{:35&%2 + 72k35a0a262

-+ 24]6@@0&1@261 + 24]€ (5&0@2[)0[)1 + 18]{35&0@2 + 48k3(5a1a2bobl = O

Q%(&): 3kaagalb, + 8kBajayay + 6k*dagar by + 27k*dayasby — 15k>6a3by
+ kaaiby — 6k*6agboby — 3k*dazboby + 6kaagarasby — 3waibyby
- 3&]&1&2(78 + 3k3(5a0a1b% - 3Ok35a0a2bg + 6k3(5a0a2b0b1 - 6wa0a2b0b1

+ 3k’ocaga2bl + 24k35agayboby + 3/{:Ba0ai’ — 3wa0a1b% — 9]@35@36% =0,

Q&) — 6Kk*6aparb] + 4k*dadb] — 2wagazby — waibs + 2kaagaiby
+ 6]€35a0b0b1 + 31{76@3132 4wa0a1bob1 + 4]{;35@%63 + 8k35a0a2b(2)
+ kaﬂagag — 8k35agaibyby — wagb? + 2kaa%a2bo + 2k‘aa(2)a1b1 =0,
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Q&) :  —3k*5agbyb; — Bwalbg + 31{:6@%&1 + 3kaagaiby + 3k35a1b3

— 3wapbyb; + kaagbl =0,

sabit :  3kfBaj + 4kaagby — 6wb; = 0. (6.2.6)

5. adim : (6.2.6) sistemi MAPLE yardimu ile ¢oziildiigiinde

—4 8 —4o

) = 2%, )
% 53 0; ai 53 0; Qg 53 0
by = —2by, by € R, 6.2.7)
o @ A —1603
 5y/=3B5 3758386
katsayilari bulunur. Yani (6.2.4) ¢oziimii, Q(§) = 1= olmak iizere

Vo - da@=12 " (ﬁ - 1>2

5820 —1) 5B<1:§e§ _1)

olacaktir. Diger bir deyisle

2
1
4o 1
U(]j, t) — (1 + e<5\/—a3766>m+(375/136a_33[35)t )

(6.2.8)
2
58 1
<1 == o572 )+ (5750 )1 )

dir. Benzer sekilde (6.2.6) sisteminin diger ¢oziimlerine karsilik gelen tam c¢oziimleri

hesaplanarak Cizelge 6.2.1 de verilmistir. Bu ¢izelgede s6z konusu olan bazi ¢oziimlerin

niimerik simiilasyonlar1 Sekil 6.2.1a-b-c-d-e olarak verilmistir.
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Sekil 6.2.1e: o = —15,8 = 4,7 = =3 i¢in V57
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6.3 En Basit Denklem Yontemi ile Tam Coziimler

G(z), en basit denklemi (4.2.1) (veya (4.2.2)) saglayan bir fonksiyon olmak iizere (6.2.3)

denkleminin ¢6ziimii

V(z) = Z A; (G(2)), (6.3.1)

olsun. Burada M pozitif sayisi en yiiksek mertebeden tiirevli terim ile lineer olmayan

terim arasinda dengeleme yontemi ile M = 1 elde edilir. Dolayisiyla (6.3.1) ¢oziimii

olur.

Bernoulli Denklemi : (4.2.1) esitligi g6zoniine alinarak (6.2.3) denkleminde (6.3.3) yer-

ine yazildiginda

kA ka A3
(3k35A§a2 + %) G* + (2k136A1A0a2 + % + 5k35 A2ab + ,BkAoA:{’) G®
2
wA; koA BEAG
> T3 i~

A2 B
+ (_% + 2k 0 ATV + ka Ao AT + 3k°0A; Agab +

(—wApAy + kaAZA; + K35 A Agh® + BRASA,) G — 0

G’nin bir cebirsel polinomu elde edilir. Polinomlarin esitliginden elde edilen polinomun
tiim katsayilari sifira esitlenerek asagidaki cebirsel denklem sistemi elde edilir. (Asagidaki

sistem elde edilirken basit cebirsel islemler yapilmistir.)

120a*k* + BAT =0

Ada+ 3ATBAg + 150abk? Ag + 66 Aga’k* = 0
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—wA; + 4KV Ay + 2kaAg Ay + 6k3abd Ay + 3kBAZA, = 0

—w + kaAy + k0?0 + kBA; = 0

—6w + 4ka Ay + 3kBA3 = 0. (6.3.3)

(6.3.3) belirleyici denklem sistemi MAPLE yardimu ile ¢oziildiigiinde

___ 6kao B o __5kb
Al—q:m, A()l—O, W—4]€b(5, Oé—:FQ\/ 3B(5
_ Gkao kb e _5kb
Al = :F\/TB(S’ A02 = iQﬁV —Bﬁé, w = 4k°b 5, a =4 B vV BB(S (634)
2
Al = F 65;26, A03 = i%\/ —3ﬂ(57 W = 4]€3b25, a = :F%kb\/ —36(5

coziimleri bulunur. (4.2.3)’deki G fonksiyonunu gozoniine alarak (6.3.4)’de bulunan kat-

sayilart sirasiyla (6.3.3)’de yerine yazildiginda

6kad

Vi) = F 7=55G(2)
_ _Ghab) ( exp [b(z + C)] )
/=386 \1 —aexp[b(z+C)] )’
Vio(2) = i% —360F %G@
Lk 6kabd [ exp [b(€ + O)]
_iQB 355:F\/T55(1—aexp[b(f+c)]>7

Vis() = i%k”\/—:wa SR

V=355
L 2kb 6kabd exp [b(¢ + O]
= VU <1 ~aoxp [b(§+0)]) (©3:2)

88



dir. 8,9, k, a, b, C' keyfi sabitlerine verilen 6zel degerler i¢in asagidaki sekiller bulunmustur.

Sekil 6.3.1c: 3 =16,y = -3,k =a=b=1,C = —1 icin Vi

Riccati Denklemi : ikinci en basit denklem olarak (4.2.2) Riccati denklemi secilebilir.

Dolayisiyla (4.2.2) g6zoniine alinarak (6.3.3) ifadesi (6.2.3) de yerine yazildiginda

5]51431 3 2642 4 3 2 3 3 2 ka5 3
1 + 3k°a“0 AT ) G" + (| 5k°abd A + BkAgAT + 2k°a”dAp Ay + ?Al G
36k

w
+ (4k3ad5A§ — §A§ + TASA% + kaAg A3 + 3k*abS Ag Ay + 2k3b25A§) G?

(2k3adA0A1 + kOdAgAl + k3b25A0A1 — QJAoAl + ﬁkAgAl + 3]{?3661514%) G

k k
’%Aé - gAg + ?O‘Ag + K320 A% + KPbdd Ag Ay = 0

G nin bir cebirsel polinomu bulunur. Bu polinomun katsayilari sifira esitlenerek asagidaki
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denklem sistemi bulunur (Asagidaki sistemlerde basit cebirsel islemler yapilmistir):

BAT + 12k*a*5 = 0

15k*abd Ay + 3BA0AT + 6k*a’6 Ay + a A3 = 0

8k3adS A, — wA; + 3BkAZA, + 2kaAg Ay + 6k>abd Ay + 4k*D*5A; = 0

2k3adAg + ka A2 + KPb20Ag — wAy + BAS 4 3k3bdo A, = 0

3BkAL — 6wAZ + dka A} + 12k3d?5 AT + 12k3bd0 Ag Ay = 0

Yukaridaki cebirsel denklem sistemi MAPLE yardimiyla ¢oziildiigiinde

w_ 6kad gy 200/ =360 — 15kb56
1=+ /—_3657 0 — —56 /——365 )
(6.3.6)
B —16ka? B T5k%0? 36 + 4o
~ 78 ¢ TT300k2dB0
keyfi sabitleri bulunur.
Dolayisiyla, (6.2.3) denkleminin ¢oziimleri (4.2.4) ve (4.2.5) i¢in
—3k6 [b+ Otanh (16 2004/ — -1
Vi(6) = b+ 9tanh (366)] | 20v/~353 SkbH0 6.3.7)
V=306 —58+v/ =306
6kad | b+ Otanh [$6(¢ + O)] sech [$6¢]
VQ(@ :\/TB(S %2, + 2a
C cosh [%95} ) sinh [%05]
200/ =360 — 15kb50 6.3.8)
—58y/—3060 o
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bicimindedir. Ayrica «, 3,9, k, b, d sabitlerinin 6zel degerleri icin sekiller ¢izilmistir.

Sekil 6.32a: a=1,8=4,v=—3,k=75,b=4,d = —2icin Vi

Sekil 6.32b: a=1,0=4,7v=-3,k=75b=4,d = —2i¢in Vo

d = 0 i¢in kolaylikla goriilebilir ki (4.2.1) ile (4.2.2) esittir. Bununla birlikte sirasiyla
(4.2.1) ve (4.2.2) denklemlerinin ¢6ziimleri olan (4.2.3) ve (4.2.4), a = —1 i¢in ¢akigsmakta-
dir.

6.4 Carpan Yontemi ile Korunum Kanunlar

(6.0.1) denklemi igin garpan fonksiyonu 3. mertebeden A = A(t, x, v, vy, Ugg, Upe ) bigimin-

dedir. Bu carpana karsilik gelen belirleyici denklem (3.2.2) den

% {A (vvt + av*v, + Briu, + 300,00 + 5vvmm)} =0 (6.4.1)
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dir. (6.4.1) ifadesi acilarak A carpani icin belirleyici denklemler elde edilir. (6.4.1) belir-
leyici denklemi ¢oziildiigiinde carpanlar asagidaki gibi elde edilir:

1
A=¢ (vmvm +v2 + %114 + %Ug) + §CQU2 + c3. (6.4.2)

(6.4.2) carpani ile (3.2.1) esitligi kullanilarak

1 1 1
T = ZU4’ T = 500, + 50&)5 + 657)6;

2 1
Ty =%, T5 = 20(vvge +v2) + gavg + §5v4;

1
Tj = co=0* (56" + 8av® + 300vu, + 30802),

, 1 93208 + 24 BT + 160205 + T2B60°0,, + 288520020,

3 = Tias (6.4.3)

+1446%0%02 + 2885200204, + 1446%02 — T20v%0,0,

korunum vektorleri elde edilir. Yani, ¢arpan yontemi (6.0.1) denklemi i¢in ii¢ adet ko-

runum kanunu verir.

6.5 Yeni Korunum Yontemi ile Korunum Kanunlar:

Bu alt kistmda Ibragimov’un yeni korunum teoremi kullanilarak (6.0.1) denkleminin ko-
runum kanunlari ingaa edilecektir (Yasar ve San 2016). (6.0.1) denkleminin eslenik denk-

lemi y yeni bagiml degisken olmak iizere (3.3.2) ifadesinden

0
E*(t,x,v,y,. .., Veze, Yzzz) =50 [y (2th + 200%v, + 26030, + 650,V + 25vvxm)}

= — 200%y, — 283 ys — 201 — 20U2s (6.5.1)
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bicimindedir. Acik¢a goriilebilir ki y = v icin (6.5.1) denklemi (6.0.1) denklemine denk
olmadigindan kendine eslenik degildir. (3.4.1) denkleminden (6.0.1) ve (6.5.1) sisteminin

Lagrangianm
L=y (21}% + 2000, + 28030, + 66V, U4, + 26vvzm) (6.5.2)

olacaktir. Dolayisiyla (3.4.2) kullanilarak (6.0.1) denkleminin kabul ettigi X, = % icin

korunum vektorleri sirasiyla

Ty =1L + W% = 0.L + (—vy)2vy
¢

= — 200,y

32%L+w{a£—1%(2£)+pg(aﬁ)]

8% avgm avxmx
Y oc , or

=y (QUUt + 200%v, + 26030, + 650,V + 251)%”)
— Uy [y(2ow2 + 280% + 600, ) — Do (66v,y) + Di(%vy)}
— Dy (v,) [66v,y — Dp(26vy)] — D2 (v,) [20vy]

=200y + 209, (vi + vvm) — 200V Yz

olarak elde edilir. Benzer sekilde tiim korunum kanunlar1 bulunarak Cizelge 6.4.1 de

verilmistir.

Cizelge 6.5.1 de elde edilen korunum kanunlar1 yerel degildir. Bu da (6.5.1) eslenik denk-
leminin ¢oziimlerine bagiml olduklarini gosterir. Bununla birlikte Ibragimov’un lineer

olmayan kendi eslenik tanimi1 kullanilarak yerel korunum kanunlari elde edilebilir.
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74 (0299 — agg — Taargg—) +
zf ?@5@@ + %009 + *Tazeg + aage9 + mpﬁvmv +
fi N\.Hb\w@w%@ - maﬂgwm\w - wgﬁgwdw - ﬂQQN‘ — mﬂrﬁ mﬂN«
g0 — #0199 — TTaagg — Iatalggl — 7ag8 — laarg ’
fi%aaxg — fiag — fi Asaaa@wm + %09 + a0 + aamadmv 1 = p
fi (*"aa3g oy + 0369y + "y _agg—) +
23 (Tagg/oy — 0g) + fi (%, _agg + 08t + avg + faygy) = & ey
fitaygy — fig = ®if
T2 (agy — taage9 — Taxer—) +
*fi (®aag9 + 170399 + T*aareyg 4 Ta199 + FaT9g + “aagy) +
g [ 29TT — "Tatage — Matagigy — MTaageg — fagaig9— _ oz sty
H,0909 — wamw — 0F — *Faag] — taxg ©
fi ("aax — .0 — Taage + “TaagE + “ag0nge + “aapog) g = Y
z TETO007 — Agaaawm + m@%mv + fitnag = Zf c

Z Hrﬁ NN

i franr — 2 iz

¢— = ?N
Thirngg — i (Traagg + Tatagg) +
L fi ("Taagg — Matagy — "ralagg — gy — laa0g—) = L 2l Ty
T T
L 1L
fi (***aaQg + *aag9 + “agagg + Ta00g) = lL
wninp ‘¢ wninp ‘g wnanp ‘|

LIQ[IOI[OA WNUNIOY UI[IP IP[A YeIe[Iue[[ny MUUQA wnunioy 1wk urdi (1°()°9): 1°S°9 IS[AZL)
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6.6 Cift Indirgeme Yontemi

(6.0.1) denkleminin X; = 8:}0’ Xy = 31metr1 iiretecleri (3.6.1) ifadesinden
b, (L) 4, B s 0 (6.6.1)
v Ve | = .6.
2 3 4 *

korunum kanunu ile iligkilidir. X; ve X, iireteclerinin lineer birlesimi olan

iireteci i¢in X ’in kanonik koordinatlart s = x, r = cx —t ve v dir. T' = (T7,T7), X ile
iligkili oldugundan 7™ nin degeri

T"Dy(r) + T D,(r)

T" =
Di(r) Dy (s) = Da(r) Di(s)
v? Bt )
5 Dy(cx —t) + ?+T+5U2+5U%x D, (cx —t)
- Dy(cx — t)Dy(x) — Dy(cx — t)Dy(z)
712 6 4
_—3 +c (T + e + (511 + 51)1}9“)
N —1
v* acvd Bev? N
—E — T — T — 5CUx — 5C’U'Uxx
v ac®  Bevt
=5 "3 "1 " dc(evy)” = dev(coy,)
v* ac®  Bev? 2
]{?1 —E — T — T —oc’v 5C VUpyp (662)
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olarak elde edilir. (6.6.2) denklemini ¢6zebilmek i¢in v, = p ve v,,, = p% degiskenleri

kullanilirsa (6.6.2) denklemi

ADD’ye doniigiir. Bu denklemin ¢oziimii C integral sabiti olmak iizere

. V/15¢ (=5Bcvs — 8acvd + 15v* — 60k v2 + 60C;0¢3)

205c%0 (6.6.3)

p(v)

dir. v, = j—j = pifadesi (6.6.3) denkleminde yerine yazilip integre edildiginde C'; integral

sabiti olmak tizere

300cv

r+ Cy = :F/ dv
v/ —156¢ (58cv8 + 8acv® — 1501 + 60k v2 — 60C;0c3)

(6.6.4)

kapal1 ¢oziimii elde edilir.
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7. KONOPELCHENCHO-DUBROVSKI SISTEMI

Bu boliimde lineer olmayan (2 + 1) boyutlu

3
Up — Ugpy — ODUUL + §a2u2ux — 3v, + 3auv =0,

Uy = Uy (7.0.1)

Konopelchenko-Dubrovsky (K-D) sisteminin iki degiskenli (G’ /G, 1/G) genigleme yonte-
mi uygulanarak tam ilerleyen dalga ¢6ziimleri elde edilecektir. (7.0.1) de u = u(zx, y,t),
v = v(x,y,t), alt indisler kismi tiirevleri, a ve b reel parametreleri ifade eder. Ayrica
(7.0.1) sistemi, u,, = 0 i¢in Gardner denklemine, a = 0 igin ise iyi bilinen Kadomtsev-

Petviashvili denklemine doniisiir.

Literatiirde, (Wazwaz 2004) de, (7.0.1) sisteminin siniis-kosiniis yontemi kullanilarak tam
ilerleyen dalga c¢oziimleri elde etmistir. Wang ve Zhang (2012) gelistirilmis genisleyen

tanh fonksiyon yontemi ile yeni tam ¢oziimleri elde etmiglerdir.

Ayrica bu boliimde, (7.0.1) sisteminin yerel korunum kanunlari olusturulmustur. Bu

amagla carpan yontemi (Olver 1993, Steudel 1962) uygulanmigtir.

7.1 (G'/G,1/G) Genisleme Yontemi ile Ilerleyen Dalga Coziimleri

Bu kisimda, (7.0.1) sisteminin (G’/G,1/G) genisleme yontemi ile tam ilerleyen dalga

coziimleri elde ediecektir.

§ = = + y — wt dalga degiskeni i¢in u(x,y,t) = U(E) ve v(z,y,t) = V(£) bagimh

degiskenleri (7.0.1) sisteminde yazilirsa

—wU' = U" —6bUU’ + gaQUQU’ — 3V’ +3aU'V =0, (7.1.1)

u=v (7.1.2)
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ADDS’ye doniisiir. (7.1.2) integre edilip integral sabiti géz ardi edildiginde
V=U (7.1.3)
esitligine ulagilir. (7.1.1) denkleminde (7.1.3) ifadesi yerine yazilirsa
—(w+3)U = U" —3(20 — a)UU' + gaQUQU’ =0
ADD’ye bulunur. Yukaridaki ADD integre edilirse 3 integral sabiti olmak iizere
a? 3

5U?’+§(a—2b)U2— (w+3)U-U"=8 (7.1.4)

ikinci mertebeden ADD’si bulunur. (7.1.4) denkleminin en yiiksek mertebeden lineer
olmayan terimi U? ve tiirevli terimi U” arasinda homojen balans uygulamrsa N = 1

pozitif tam sayis1 bulunur. Yani (7.1.4) denkleminin bir ¢éziimii
U(§) = a0+ a19 + b1 (7.1.5)

olarak kabul edilir. Buradaki a, a;, b; daha sonra hesaplanacak sabitlerdir.

1. durum (Hiperbolik fonksiyon coziimleri) : A < 0 oldugunda (4.3.2) ve (4.3.4)
esitliklerini gdozoniine alarak (7.1.5) ifadesi (7.1.4) de yerine yazilip herbir ¢, ¢ ve cesitli

kombinasyonlarinin katsayilar sifira esitlendiginde

¢ adPaip® — 4p® — 3a’bIN + a*aiN’o — 4\20 = 0,

d*) . 3ataiu® — 4p® — @b — 4\%0 + 3a*a? N’ = 0,
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¢* 1 — 201\ uo + 6aai N ulo — 3atagh? NP o + 6bb2 A + 3aagai o — 3abiNo
— 3ab? \i® + 6a%agaiN2op? — 6baiNto? — 2a*b3 N2y — 6ba’ it + 3atagaipt

+ 3aaipt — 3a’agb? Ap? + 3aal \'o? — 12ba2N2op? + 6bb2 N30 — 2b A = 0,

¢ P A abip® + afagbyp® — 2bbyp® + Nop + a*biApu — 2bbi N0 + a*aghi N0

abl)\Qa = O,

¢ —2ptw+ 3atajp® — AN — 12bagu® + 6aaop® — 6p* — 12bag\*o + 6aag\’o

— 6)\%0 + 3a’ag 0 — 4N’0 — dwX?o — 3a*bIN® = 0,

Y 12aap\op® + 6a*ai N op® — 24bag o p® + 2 ut — 2wpt — dw *op® + 6aaghto?
— 12bagA*o” 4 3a*bN*1? — a*b2 N o + 3alai N o? — 12001 \2op + 6ab N op
+ 6a*bagAp’® — 2wA*o? + 6aaou® + 3a’aliu® — 12bagu* — 12bby \p® + 6aby \pi®

+ 6aaghy Nop — 2X%0% — 6X10? — 120%0p?* — 6 = 0,

sbt: —6ag\o? — 2B\*0? — 6aou* — 2Bu* + 3aaiyt — 2waou® — 6badu* + a*alyt
— 2b1)\2,u3 — 3a2agbf)\4a — 3&26106%)\2#2 + 6aa(2))\20u2 — 4wa0)\20u2
— 12ba2 )20 p® + 2a%ai N2op® — 26263 NP + 3aaiNo? — 2wag\to?
— 6baN'o? + a’ai\o? — 120N op? — 4BN2op? — 20 Mo — 3abiNto

— 3abi N2 p? + 6bb2 A o + 62N =0
cebirsel sistemi bulunur. Bu sistem MAPLE yardimiyla c¢oziildiigiinde

a—2b 1 1 [p?2+ N0
—— 5 a; = +-—, hh=FN\—7—
a a

-

ag =
a
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9a? + a’\ — 12ab + 12b?
2a? ’

a® — 6a%b + 12ab® — 8b3 + a*\ — 2a’b\
2a4

W =

b=

keyfi sabitleri elde edilir.
Elde edilen bu sabitler ile (7.1.4) denkleminin tam ¢oziimleri

—2b A h (v/—A Ay sinh (v/—A\
U1(§):—aa22 +%\/_—)\ .1cos (_\/_f)—i- 9 SIn (:/_f ;
A; sinh (\/_)\5) + As cosh (\/_)\5) + 3

n 1 u? + No 1
a - A; sinh (\/ —)\f) + Ay cosh <\/__)\€) N %7

a—=2 1 - A; cosh (V=XE) + Az sinh (V=X¢

Us(§) = Y ' .
“ a Aj sinh (vV=XE) + Ay cosh (V=XE) + 3
1 4+ Mo 1 016
a \/ —A Aysinh (VEAE) 4 Ay cosh (VEAE) + %
biciminde bulunur. (7.1.6) da p bir keyfi sabit, £ = z +y + <9“2+“2’\2*a122“b+12b2) t ve

o= A? — AZdir.

A; =0, Ay # 0 ve pp # 0 igin (7.1.6)’nin tam ¢oziimleri

ul(x7yat) :’Ul(*ray?t)
9a? + a’\ — 12ab + 12b*

tanh {(x—i—qu

)0

1 202
=—v=A
9a? 2\ — 12ab + 1202
Tl (o e
a—2b
-—

100



UQ([L', Y, t) :UQ(xv Y, t)

2 2N —12 1202
e — 9a“ + a“\ ab + 12b D v
_ 1\/_>\ 2a2
~a 2 2\ — 12ab + 1202
@ sech [(x—l—y—l—(ga e 52 w )t) \/—)\1
-2
—“26 (7.1.7)
a

yalniz gezen dalga ¢oziimlerini verir.

Ay #0, Ay = 0 ve = 0igin (7.1.6) tam ¢oziimleri

ui(x,y,t) =vi(x,y,t)

2+ a\ — 12ab + 12b*
coth Kx—i—y%— <9a Ak (" t> vV=A

2a2

9a% + a?\ — 12ab + 12b2
cosech[(m+y+( “ +4 wr )t) \/—)\}

2a?

1
:a\/ —)\

a— 2b
— g

u2($7 Y, t) :UQ(.CI?, Y, t)

2 2A—12 1202
cothK$+y+(9a +a?\ — 12ab + b)t) __A]

1 2a?
=—-V-A 2 2
A — 12ab + 120°
“ cosech [(x—i—y—l— (9a ra 52 wr )t) \/—)\}
—2b
- (7.1.8)

yalniz gezen dalga ¢oziimlerini verir.

2. durum (Trigonometrik fonksiyon c¢oziimleri) : A > 0 oldugunda (4.3.2) ve (4.3.6)
esitlikleri altinda (7.1.5), (7.1.4) denkleminde yerine yazildiginda ¢ ve ¢ nin polinomu

elde edilir. Bu polinomun tiim katsayilar sifira esitlendiginde

¢ afaip® — 4p* — 3aPVIN + 4N*0 — a*aiNio = 0,
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P*p: —4p® + 3a%aPu? — a’biN — 3a%a? Mo + 40?0 = 0,

¢* 1 —6aaiNop® + 20\ o — 3ataghiAu? + 3atapaipt + 6bbIAL? + 3abiNio
— 666N 0 + 3aaut — 2a*03 N + 3a’agbi N30 — 3abiAp? + 3aaiNto?

— 6ba?pt + 120ai N o p® + 3aapaiN'o? — 6a’agai N op® — 20 A\ = 0

o i+ aPagbip® + abyp® — 2bbyp® — Nop + a*bP A — a*agh N2o — aby No

+ 261 \%0 = 0

¢ 3a’apu® — 2w’ + 6aaop® — 12baou® — 6p* — 4Ap? + 4X\P0 — 3a*bIN?

— 3a2a(2)/\2cr + 2020 + 12bag\*o + 60%0 — 6aag\?c = 0

Y —6M0 12020 — 6pt + 24bagNPop? — 6a*ai N op® — 12aap\ o
—2X%0% 4 20t — 2wpt + 3a%ai N p? + 6aaghto’® + 3abIN P
— 12bag\*o? + aQb%XLJ + 4w)\2<7,u2 — 6abl)\3a,u + 12bbl)\30,u + 6a2a0b1)\u3
+ 3a%aou® — 2wAN*o? + 6aagu® — 12bagu® + 6abi \p® — 12bby N\

— 6a2aobl)\3au =0

sbt: —6agu® — 2Bu* — 6ag\*o? — 28N 0? — 2wagu* — 6balut + a*adut 4 3aaky’
— 201 N2 ® + 3a’aphi Mo — 3alaghi N p? + dwag o p? + 120ba2 N0
—2a%aiN*op? — 6aaiNiou’® — 2a*b3 N3 — 2wag\to? — 6bag\ta? + a*ai\to?
+ 3aag\'o? + 120\ opi® + 48N 2o p® + 3abi o — 3abi \*u® — 6bbIN o

+ 6bbIAN U + 20 Mo = 0
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cebirsel denklem sistemi bulunur. Bu sistem MAPLE yardimiyla ¢oziilerek

a—2b 1 2 _\o
Qg = — 9 a; = +-—, b1::F ’u—a
a a A
9a® + a’\ — 12ab + 12b? a® — 6a%b + 12ab® — 8b® + a>\ — 2ab\
W= ) ﬂ = -
2a2 2a*
katsayilart bulunur.
Bulunan katsayilar ile (7.1.4) denkleminin tam ¢oziimleri
a—9 1 ~Aicos (f\/X) — Ay sin (f\/X)
Ui(§) =——5—+ VA
¢ @ A sin (f\/X) + A, cos (f\/X)
1 /X0 — p? 1
b A A sin <§\/X> + A, cos (ﬁﬁ) + %

__a-2b 1\/XA1 cos (ﬁx/i) — Apsin (5&)

Uz(§) = a2 a Ay sin <§\/X> + A, cos (f\/x)

1 [N — 2 1
Y AN (7.1.9)

a4 A Apsin (fﬂ) + Aj cos (fﬁ) + %

formundadir. Burada y bir keyfi sabit, £ = z 4 y + @ =00"b+12a07 =807 +a?A-2a%0); v

o= A?+ A2 dir.

Ay =0, Ay # 0 ve = 01i¢in (7.1.9) ¢oziimleri

uy(z,y,t) =vi(x,y,t)

. s a® — 6a®b + 12ab®> — 86> + a®\ — 2a2b)\t
—tan ||z
_l\/x Y 2a*
" a , a® — 6a®b + 12ab®> — 86> + a3\ — 2a%b\
+isec || v+ 1y + 5 t
a—2b
-
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Uz(l', Y, t) :UQ(.T/', Y, t)

tan | (24 0+ a® — 6a®b + 12ab®> — 86> + a3\ — 2a26)\t
_lﬁ Y 2a*
T a , a® — 6a%b + 12ab?® — 8b® + a®\ — 2ab\
+isec ||z +y+ 5ql t
-2
_4 . b (7.1.10)

olarak bulunur.

3. durum (Rasyonel fonksiyon ¢oziimleri) : A = 0 oldugunda benzer sekilde (4.3.2)
ve (4.3.8) esitlikleri altinda (7.1.5), (7.1.4) ADD de yerine yazilip benzer islemler uygu-

landiginda

¢ a?alA? — 4A% + 8Ayu — 2a*a? Agp + 3a*b? = 0,
™) . 3a*a? A — 4A? — 6a%a? Ayp + @bt 4+ 8Ayu = 0,
¢ 0 201 ATp — 4by Agp® — 12aa] Asp* — 24ba? Asp® — 2a”b3p — 6bbT A2
+ 3a’aghi AT — 12aaga’ AT Ay — 6ab? Agp + 12603 Ay — 6a*aght Agpu
+ 3ab] A3 — 12aa3 AT Agp + 12a%apai Asp + 3aal AT — 6bai Al

+ 3a’agal AT + 24bai A7 Agp = 0,

¢¢ . CLQ(loblA% + (lblA% - 2bb1A% + A%/L - 2(lb1A2/L — CLQb%M + 4bb1A2M

— 2a2a0b1A2,u - QAQIM = O,

¢: —2w+ 6aag — 12ba0+3a2a(2) —6=0,
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¥ 4a®bPp? — 24bb Agp® + 12bby A2 j — 6a’aghy A2 — 6aby A2 4 8 Agy®

+ 12ab1A2,u2 + 12a2a0b1A2u2 + 12a2a§A§,u2 — 2(,<JA‘1l — 24A§;L2 — 4A%u2

— 8WAZ? + 48bag A2 Agp + 6aag AT — 12bag A} + 3aai Al — 6A7

+ 24aag Ap® + 24 AT Ao — 48bag Asp* — 24aag A3 Asp

— 12a°ai AT Ao + 8w AT Ay = 0,

sabit . — 2wag — 6ag — 6ba§ + a2a8 + Baag —26=0

cebirsel denklem sistemi elde edilir.
Bu sistem MAPLE ile coziiliirse

a—2b
apg = —

a

3 (302 — 4ab + 47
2a? ’

w=—

sabitleri bulunur.

2 ) a; = +-—,
a

(3a%—4ab+4b2)

Bulunan sabitler ile (7.1.4) denkleminin tam ¢oziimleri £ = = + y + > 5.7 tve u
bir keyfi sabit olmak iizere
Uy (6) = a—2b 1  pué+ A +\/A%_2/,LA2 1
BT T ek At A a BE2 4 A6+ Ay’
—-2b 1 A A? —2uA 1
Ua() = —° et A VAL 2 (7.1.11)

a? 5%52 + A6+ Ay

a 5+ A+ Ay



bicimindedir. Yani diger bir deyisle

U1<$,y,t) U1($7y7t)
1 3(3a%—4ab+4b3)

= 2
u [m ty+ —3(3“2‘4ab+4b2>t] + A, [a: +y+ —3(3“2‘;‘21’*4”2)4 1A,

2a2

2_
vA“A {u [:x +y+ —3(3“2‘2‘2‘;’)*“’2%] v Al}

a

+ 2
u [;E +y+ Wt] + A [x Yyt 3(3a2_2tc;b+4b2)t] + A,
a—2b

-

ug(x,y,t) :’Ug(iﬂ,y,t)
__1{# [:E+y+ 3(3a2—2t112b+4b2)t} —i—Al}

a

- 2
e oty S P T s ]

2_
VAT 2042 {M [z Yyt 3(3a2—2tc;b+4b2) t} 4 Al}

a

4 2
u [:U +y+ Mt] T A [$ Ly4 3(3a2—2ta2b+4b2)t} + A,

2a?

a—2b (7.1.12)

yalniz gezen dalga coziimleri elde edilir.

7.2 Carpan Yontemi ile Korunum Kanunlari

(7.0.1) K-DS i¢in, ¢arpan yontemi uygulandiginda ¢arpanlar

—1
A= g(clau + ¢o)

Ay = %(21} + au®) + cou + c3F(t)

olarak elde edilir.
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c1 = 1, cg = ¢35 = 0 olmak iizere

1 1
All = —gu, A21 = 5(27] + CL'LL2>

carpanlarina karsilik gelen korunum vektorleri asagidaki gibidir:

—1
Tlt = ?’Lﬂ

-1 2 1 1
TF = —a*u® + Sbu® — ~au? -
8 3 2 3 6

1
U= aau3 + uw;

¢y = 1, ¢c; = ¢35 = 0 olmak iizere

-1
Ao = —, Aoy =u

3a
carpanlarina karsilik gelen korunum vektorleri asagidaki gibidir:

-1
g ——
2 3a u,

a’u?® — 6bu? + 6auv — 2uy,

Ty = —
2 6a ’
Ty _2v+ auQ.
2a
Son olarak ¢3 = 1, ¢; = ¢ = 0 olmak iizere
A13 = O, A23 = F(t)
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carpanlarina karsilik gelen korunum vektorleri asagidaki gibidir:

T2t =0,
TZI = - UF(t)7
Ty =uF(t).
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8. LOGARITMIK KdV VE KP-BENZERI DENKLEMLER

Lineer olmayan KDD teorisinde, Korteweg-de Vries (KdV) ve Kadomtsev-Petviashvili
(KP) denklemleri onemli bir yere sahiptir. Bu integrallenebilir denklemler kabaca s18 su
dalgalarinin dinamiklerini modeller. Bu modellerin ardindaki fiziksel ¢oziimler genellikle
yalmiz gezen, soliton (sabit bir hizla yayilirken seklini koruyan yalmiz gezen dalga tipi),

coklu soliton, tepe soliton vb. gibi baz1 6zel tipte dalgalardr.

Klasik KdV denklemi

Ve + 6V, + Vggr = 0 (8.0.1)

formunda olup s1g su dalgalar1, optik ve harmonik kristallerde akustik dalgalar gibi bircok

fiziksel siirecte ortaya cikar.

Cok yakin bir zamanda, Sen ve ark. (2012) KdV-benzeri

U + Vg (INV), — Vg = 0 (8.0.2)

denklemini gelistirmislerdir. (8.0.2) denklemi, yalniz gezen dalga c¢oziimiinii paylagsan
denklemleri arastiran bir genetik programda kesfedilmistir. (8.0.2) denklemi, lineer ol-
mayan taginim, yayilma ve dagilim arasinda bir koprii olusturur. Wazwaz (2015) (8.0.2)
KdV-benzeri denkleminin (8.0.1)’in yalniz gezen dalga ¢oziimiine sahip oldugunu goster-

mistir. Buna ek olarak (8.0.2)’nin varyant formlar1 aragtirilmigtir.

(8.0.1) denkleminin bir genislemesi olan KP denklemi

(v + 6vV, + Vygy), + kvyy =0 (8.0.3)

ile verilmistir. (8.0.3) denklemi (Wazwaz 2016) da kuasi bir boyutlu s1g su dalgalarinin

olusumunu, (Kadomtsev ve Petviashvili 1970) de kiiciik genlikli lineer olmayan uzun
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dalgalar1 tanimlamaktadir.

(Wazwaz 2016) da, (8.0.3) denkleminin bir varyanti olan logaritmik KP-benzeri denk-

lemi tiiretilmistir:
(V¢ + 2030 (IN2) , — Vig), + Vyy = 0. (8.0.4)

Ayrica Wazwaz calismasinda Gaussian seklindeki yalmz gezen dalga ¢oziimlerini elde

etmigtir.

8.1 Logaritmik KdV-Benzeri Denklemi

Bu alt boliimde,
U+ Vg (IN2) | — Uy = 0 (8.1.1)

denklemi icin carpanlari, eslenik denklemi ve korunum kanunlar1 elde edilecektir.

Analize daha kolay devam edebilmek i¢in

v(z,t) = et®? (8.1.2)
doniisiimii ile (8.1.1) denklemi yerine

Ut — 2UplUzy — Ugzz = 0 (8.1.3)

denklemi kullanilacaktir.
Lie grup analizi (8.1.3)’e uygulanip hesaplamalar yapildiginda sonsuz kiigiikler

c
&= it + ey, §2:§1$+C4, 1N =c3

110



olarak elde edilir. Yukaridaki sonsuz kiiciiklere karsilik gelen Lie simetrileri asagidaki

gibidir:

0

X, =—

1 at’

0

Xy =—

2 au7

0

Xy =—

3 axﬂ
o 1 0

8.1.1 Carpan yontemi ile korunum kanunlari

Carpan yontemi uygulandiginda (8.1.3) denkleminin ¢arpanlari

Al(x7t7u) =4,

Ag(z,t,u) =e*" (8.1.5)
olarak elde edilir. Ayrica bu ¢arpanlara karsilik gelen korunum vektorleri

t
Ty, =u,

x 2

T — Ugy

1 1
t - ~2u
]21_—2+2@ )

TS = — Ug,e™
Ti, = — tu, — 3 TUas
T3 =2u2 + 2 L2 + + gy +
=-U Uz Uty S XU Ugy SUzx Utz X Ugzy
127" L 3 ter T3
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1
T2t2 = (—tut — g.rux) €2u,

2 2 2 1

biciminde bulunur.

Bunlara ek olarak, (3.5.1) dzyineleme formiilii kullanilarak yeni yerel olmayan korunum

kanunlar asagidaki gibi olugturulur:

E}, =h(z,t)u — /ht(:c,t)u dt,

EY = — h(z, t)u2 — h(z, t)ug, + / (ho(z, t)u? + ho(z, t)uy,) du;

B == gh(z,0) + ghz ™ - / (—§ht(ﬂc, t)+ éht(x,t)e%) dt,

E%=—M%ﬂww%+/m@wmm¥%ﬁ

1 1
El, = — h(z,t) (tut + gztux) + /ht(:mt) <tut + ga:ux) dt,

Eﬁ:—Maw%ﬁ%+/ﬁamw%w%Mz

1 1
El, = — h(z,t) <tut + guz> e + /ht(x, t) (tut + §u$) e* dt,

2 2 1
EQmQ :h(l‘7 t) (Qtutuaz:c + §$u$ua:a: + gua:a: + tuta:a: + gl‘ua}azw> 62u

2 2 1
— /hx(x, t) (Qtutum + gzuxum + gum + tUppy + gxumz) e? dx.

8.1.2 Eslenik denklem ve lineer olmayan kendi esleniklik

‘C =w (ut - quua:m - uwxx) )
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(8.1.3) denkleminin formal Lagrangian1 ve w = w(z,t) yeni bagiml degiskeni olmak

tizere eslenik denklem

FF=— =
ou

— Wi — 2WaplUy — 2Walpr + Wege (8.1.7)

bicimindedir. Ayrica (8.1.7) de w = w i¢in (8.1.3) orijinal denklemine denk olmadig1 i¢in
(8.1.3) denklemi kendine eslenik degildir.

¢ # 0 olmak tizere w = ¢(x,t,u) igin (3.3.4) esitligi

F*|w:¢(:c,t,u) = A (ut — 2UgUpy — u:m::v)

ifadesine doniisiir. Yukaridaki esitlikten
P =20, & ¢ =1, Py = €™ (8.1.8)

¢ fonksiyonlar1 elde edilir. Bu ¢; ve ¢ fonksiyonlarinin (8.1.5) carpan fonksiyonlar ile

ayni olduklari agiktir.

8.1.3 Eslenik simetri

9
7777 )/ Ou

formundadir. (3.3.6) esitligi yeniden yazildiginda asagidaki gibi « ve kismi tiirevlerini

iceren cebirsel polinomu elde edilir:

OF OF OF OF OF
o0 () 0 () ) ot )

3

= — Wy + Wrzr + (3wmu - 2wm)xux + (3wxu - wa)uui + (Wuu - Qwu)uu

+ (Bway — 2wz ) Uy + 3(Wyn — 2wy ) Uy Uy
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Yukaridaki cebirsel polinomun tiim katsayilari sifira esitlenerek

Uplzg @ Wyy — 2wy = 0,

Ugg o BWey — 2w, = 0,
wy t (Waw — 2wy)w =0,
u?: (Bwey — 2wy )y =0,
Uy © (BWey — 2w )z = 0,

Uy @ — Wi+ Wage = 0, (8.1.9)
diferensiyel sistemi bulunur. (8.1.9) sistemi ¢oziildiigiinde
wi(u) =1, wo(u) = e (8.1.10)

bulunur. (8.1.10) da bulunan w; ve w, fonksiyonlarinin (8.1.5) carpanlar1 ve (3.3.6)

fonksiyonlart ile ayn1 oldugu asikardir.

8.1.4 Cift indirgeme yontemi

Genellestirilmis ¢ift indirgeme teoreminden yararlanarak (3.6.1) esitligini saglayan iliskili
simetri ile (1 + 1) KdV-benzeri i¢in indirgenmis korunum formu elde edilebilir. (8.1.6)
korunum vektorleri ile (8.1.4)’de verilen X; ve X3 simetrileri iligkilidir. Dolayisiyla
X = % kanonik iireteci olmak iizere X = % + k% simetrisi ile indirgenmis korunum

formu agagidaki gibi elde edilir:

veya
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(3.6.4) formiilii kullanildiginda

A -k 1 Tt
A 1 0 T*
kw + w? + w"

—Ww

veya

T":kw+w/2—|—w”

T" = —q
olarak bulunur. Yukaridaki sistemin ilk denklemi i¢in C' integral sabiti olmak iizere
kw+w? +w”" =C (8.1.11)

cqews z . .
esitliginde w' = z ve w” = S ifadeleri yazilirsa
w

d
ﬁ b2 = (0 — kw)z! 8.1.12)

1. mertebeden ADD’si elde edilir. ¢; integral sabiti olmak tizere (8.1.12) denkleminin

¢cOzuimi

1
z(w) = 5 (4C + 2k — 4kw + 4cle’2w)1/2

olarak bulunur. Bu ¢6ziimde 6zel olarak ¢; = 0 kabul edilirse z = w’ i¢in

4C + 2k — n?k* — 2nk*cy — c3k?
win) = 4k

(8.1.13)
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¢oziimii elde edilir ki, (8.1.13)’deki ¢, integral sabiti olup n = = — kt ve w(n) = u(z,t)

ifadeleri (8.1.13) ifadesinde yerine yazildiginda (8.1.3) denkleminin ¢oziimii

_ AC + 2k — k* — 2k?coy(x — kt) — kP (@ — kt)?

t 8.1.14
olarak elde edilir.
Sekil 8.1.1: C =0, ¢, = k = 1igin (8.1.14) ¢coziimii
8.2 Logaritmik KP-Benzeri Denklemi
Bu kisimda, lineer olmayan KP-benzeri denklemi
Fo (v + 205,(I00)y — Vggy), +0yy =0 (8.2.1)

incelenecektir. Lie grup teorisi (8.2.1) denklemine uygulandiginda sonsuz kiigiikler

T =1t + 9,

C C
== Syt orte,

27779
2c
&, :?ly + eyt + s,
N =C3v
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olup sonsuz kiigiiklere karsilik gelen simetriler

Xo za—y,

Xy :8;%,

B :%1 o 0

X5 =— Yo, + ta_y’

X, :t% v %x% + %ya% (8.2.2)

olarak elde edilir.

8.2.1 Carpan yontemi ile korunum kanunlari

(8.2.1) denklemine carpan yontemi uygulandiginda denklemin carpanlari asagidaki gibi

elde edilir:
A@,y,t,v) = f(t)y + g(t)
veya
Ai(z,y,t,0) =f(t)y, (8.2.3)
As(z,y,t,v) =g(2). (8.2.4)

(8.2.3) ve (8.2.4) carpanlarina karsilik gelen korunum vektorleri sirasiyla

T = 2 F(thyve,
T = % (4f () 0050 — f/ ()% = 2 (£)0Vgee + f(E)V01),
TV = —f(t)v + f(t)yvy; (8.2.5)
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1
Ty = ég(t)vm
1
T3 = 5 (49(t)vaves — g ()% = 29(t) 000 + g(t)00r)
T3 = g(t)v, (820

olarak bulunur.

Diger taraftan, (8.2.5), (8.2.6) korunum vektorleri (3.5.1) 6zyineleme formiiliinde kul-

lanildiginda asagidaki sonsuz yerel olmayan korunum vektorleri elde edilir:

g P00, / FOLO g
92 2
2
B L0 (4 )0y — 1007 — 2 (rmae + 01000

EY =2(t)y (yo, —v) — / £2() (yo, — v) dy;

g9 _/g’(t)g(t)v gt
2 T 9 T )

Ej —% (49()vpv50 — ' ()0 = 29 () VU300 + g(t)v0)

B3 =¢*(t)v,.

8.2.2 Eslenik denklem ve lineer olmayan kendi esleniklik

(8.2.1) denkleminin formal Lagrangiani

2 2
L=uw <vt$ folrlime y oluw _gluler gy ot Uyy> (8.2.7)
v v v

w = w(x) yeni bagiml degisken olmak iizere (8.2.7) nin varyasyonel tiirevleri alinarak

2 3
F* = Wiy + Wy — Wagee — 2 ~2 T e e e
(Y v (Y v v
(8.2.8)
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eslenik denklemi elde edilir. w = v i¢in (8.2.8) denklemi, (8.2.1) denklemine denk ol-

madigindan kendine egslenik degildir.

w yeni bagimli degigken olmak iizere ¢ # 0 olmak iizere w = ¢(x,y,t,u) i¢in (3.3.4)

esitligi
VU v2 v20
TYrxrx T
F*‘w=¢:)\ Vgp + 2—— + 22 —2-Z — Ugaza T Uyy
v v v?

olur. Benzer sekilde yukaridaki esitlikten elde edilen denklem sisteminden

¢x :OJ

Dyy =

ifadeleri elde edilir. Bu sistem ¢oziildiigiinde (8.2.4) carpanlar1 ile ayn1 sonuglar elde

edilir. Yani,

dir.

8.2.3 Eslenik simetri

9

5 olmak iizere
v

(8.2.1) denkleminin bir eslenik simetrisi X,, = w(z,y,t,v,v(), ... ,v(s))

(3.3.6) esitligi yeniden yazildiginda

.\ OF oF OF o [ OF o [ OF
(Lr)w=w 5 D, (wavx) + DD, (w(%m) + D3 (w(?vm) + D, (wavyy)

OF OF
- D? D?
* (w avzzx ) + * (w 8Uzzxx >

ifadesi elde edilir. Yukaridaki esitliin sag tarafinda (8.2.1) yerine yazilip v; tiirevlerine

gore diizenlendiginde elde edilen denklemin her bir katsayisi sifira esitlenerek w icin be-

lirleyici denklem sistemi olusturulur. Bu sistemin ¢6ziimii uzun ve karmasik oldugundan
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MAPLE programi yardimiyla

basit sistemi bulunmugtur. Bu sistemin ¢oziimlerinin (8.2.4) ¢arpan fonksiyonlari ile ayn1

sonuglarin elde edildigi agik¢a goriiliir:

w=w(yt)=f(t)y +g(t). (8.2.9)

8.2.4 Cift indirgeme yontemi

Yukarida belirtildigi gibi logaritmik KP-benzeri denkleminin alti tane Lie nokta iireteci
vardir. Asagidaki tabloda (8.2.2) simetrileri ve (8.2.5) korunum vektorleri arasindaki iligki

(3.6.1) esitligi kullanilarak incelenmistir.

Cizelge 8.2.1. (8.2.1) denkleminin simetrileri ve korunum vektorleri arasindaki iligki

X1 | Xo | X3 Xy X5 X
g(t) = 2icin
i
T = | 10 ol oo |70/ 0 ng;Ao
Ty
f(t) = 2i¢in
7
2= | 15 0 |#0] 0 |T220|#£0] 0
2

Uyan 8.2.1

Hesaplamalarin basitlesmesi a¢isindan f(¢) = 2 ve g(t) = 2 olarak alinmugtir.
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T* korunum vektorii ile X, X, ve X3 simetrileri iligkili oldugu icin X, X5, X3 simetri-

lerinin bir lineer birlesimi olan
0
— 4 Cy— (8.2.10)

simetrisi 6zyineleme korunum formunda yerine yazilirsa

@:@:@:@, dv=dr=ds=dw=0
1 c Co 1

veya
r=y—ct, s=x—ct, g=t, w(rs)=v (8.2.11)
yeni degiskenleri bulunur. Dolayisiyla (3.6.4) formiilii kullanilarak

T = cow, — 2w,

waSS
T° = 2cow, + 2Wggs + oW, — 4

w

q _
T = —wy

yeni korunum vektorleri elde edilir. Burada D, 7" + D T* = 0 oldugu agik¢a goriilebilir.
Benzer sekilde Y = % + % icinY = % kanonik formu gézoniine alinarak D, 7" =

olmak tizere

4 /1,1
T" = 2(c; — coes — i)' + 2u”" — wa
u
T™ = (ca+ 2c3)u’
elde edilir. Son olarak
4 1,1
T = C = 2(c; — eacs — A + 2" — 2L (8.2.12)
u
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ifadesinde C' = 0 i¢in (8.2.12) denklemi iki kez integre edildiginde

1
u'(n) = :F§ \/601 +9(¢1 — cacg — A)u? — 6Cu? (8.2.13)

birinci mertebeden ADD bulunur.
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9. ZAMAN KESIRLI SCHAMEL-KORTEWEG-DE VRIES DENKLEMI

Bu béliimde a, b, ¢ keyfi sabitleri ve bc # 0 olmak iizere
F: w4+ (au1/2 + bu) Uy + Clpyy = 0, (9.0.1)

zaman kesirli Schamel-Korteweg-de Vries denklemi i¢in Lie simetri analizi yapilarak ko-

runum kanunlar1 olusturulmustur.

9.1 Lie Grup Analizi

(9.0.1) denklemi (2.1.5) formunda bir Lie simetri iiretecini kabul etsin. Bu durumda den-

klemin uzatilmus iireteci

X(af’) :7’(,1‘7 t, u)g + é(l’, t, u)2 + 77(% i u)i

ot Ox ou
0“ 0 0 0
(ast) T Tx TTT
S el Sl S vy 9.1.1)

bicimindedir.

(2.4.8) kesirli uzanim fonksiyonu ve (2.1.7) standart uzanim fonksiyonu (2.4.10) degismezlik

prensibinde kullanilarak asagidaki belirleyici denklem sistemi elde edilir:

N = & = §u = To = Ty =0

—ar + 3¢, =0

—&oz + Nou =0

(1 —a)me + 214, =0

(2 — &)t + 304w =0

2u (a + bul/Q) (& —amy) — 2cut/? ] . (2bu1/2 + a) n =0

0% 0%
aul/an + bun, + Napww + %77 — u%(nu) =0
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¢ 8" « n+1
() — D7) =0, n=12,..., 9.1.2)
n n+1

(9.1.2) belirleyici denklem sistemi MAPLE yardimiyla ¢oziildiigiinde

T(z,t,u) =0
f(x, ta 'LL) =
n(x,t,u) =0 (9.1.3)

sonsuz kiiciikleri elde edilir. Bu sonsuz kiiciiklere karsilik gelen simetri
X = = (9.1.4)

olarak elde edilir.

9.2 Korunum Kanunlari

Bu alt boliimde (9.0.1) zaman kesirli Schamel-Korteweg-de Vries denkleminin (9.1.4) Lie

nokta simetleri kullanilarak korunum kanunlari olusturulacaktir.

(9.0.1) diferensiyel denklemi i¢in v = v(x,t) yeni bagimli degigken olmak iizere formal

Lagrangian
L=v [uto‘ + (aul/2 + bu) Uy + cuwg}
bicimindedir. Bu formal Lagrangianin varyasyonel tiirevi ile
F*: (D})'v— (au1/2 + bu) Vyp — CUppy = 0

eslenik denklemi elde edilir. (9.1.4) X = % simetri Uiretecine karsilik gelen karakteristik

W = —u, olduguna gore (3.7.2) ve (3.7.3) operatorleriyle birlikte (9.0.1) denkleminin
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korunum vektorleri sirasiyla

oL oL oL
Tt — Dafl . Da72 D _ D2
L+ DI (W) 0D i) taD,?‘u J (M/’ ¢ (8D§‘u>)

= Df‘_l(um)v + D?_2(U:c> — J(—uy, vyt)

. oL ., or oL 2y OL
e W (G Dign ) DV (<D ) DR

o
=Up UV — CUgUgy + Clgg Uy

olarak bulunur.

Diger taraftan (9.0.1) denklemi icin lineer olmayan kendi esleniklik yontemi gézoniine

alinsin. v = ¢(x,t,u) ve

(% :¢$ + ¢uum

tiirevleri F* |,_s= AF esitliginde yerine yazildiginda

(D) ¢ — (au? + bu) (bew + 2004ty + Gullny + Guuti?)

=\ [uta + (au1/2 + bU) Uy + Cuxm:]

ifadesi elde edilir. Bu ifade, v’nun tiirevli terimlerine gore diizenlenir ve esitligin her iki

tarafindaki katsayilar esitlenirse

Uy © — 3 (au1/2 + bU) Ou — 3COzzy = A (au1/2 + bu)

Upy @ — (au1/2 + bu) Oy — 3Pz, =0
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[\

up o — (au1/2 + bu) Ouu — 3CPzuu = 0

Uplpy @ — 3CPu =0

Uggw o — CPy = CA

Ul — CPyuu =0
sabit : — (au1/2 + bu) Orz — CPpze = 0

kesirli :  (Dg)" ¢ = Auy
sistemi elde edilir. Bu sistemin ¢6ziimiinden f(¢) ve g(t) keyfi fonksiyonlari i¢in

¢=v=f(t)r+g(t) (9.2.1)

bulunur.

(9.2.1) ifadesinde ¢(t) = 0 oldugunda v; = f(¢)z i¢in Lagrangian
L=f(t)x [uf + (au1/2 + bu) Uy + cumm]

bicimindedir. Dolayisiyla (9.0.1) denkleminin korunum vektorleri

1t =3 D0} (e ) = (UM OV DE ()

— i D VM (=, ) DE (f(H)x) — (= 1)"J (—ug, DY (f(t))),

oL oL oL
ou, T P=V) S

= — f(t)x (au? + bu) uy + of )y — cf () TUsgs

Tr =w + D3(W)

Oy

olarak elde edilir.
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Benzer sekilde (9.2.1) ifadesinde f(t) = 0 oldugunda v, = ¢(t) i¢in Lagrangian
L=g(t) [up + (au1/2 + bu) Uy + gy ]

olup (9.0.1) denkleminin korunum vektorleri

1t =3 D0 () = (UM OV DL (0)
=3 D () DE(g(1)) — (—1)"T (—us, DY (g(1)))
. oL Y Vi
Ty _WE + D, (W) S + DZ(W) S

=—g(t) (au1/2 + bu) uy — g(t)tgas

bicimindedir.
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10. SONUCLAR VE TARTISMALAR

Bu doktora tezinde lineer olmayan KDD’lerin bagimsiz degiskenlerden biri ¢ zaman olan
OTDD ve OTDDS ayrintili bir sekilde ele alinmistir. G6zoniine alinan denklem veya
sistem i¢in Lie grup analizinin teorik yapis1 ve uygulamasi verilmistir. Diferensiyel denk-
lemlerin korunum kanunlarinin olusturulmasinda ii¢ yaklasim ele alinarak iligkileri aras-
tirtlmistir. Buna ek olarak simetriler ile korunum kanunlarinin iligkisiyle tanimlanan cift
indirgeme yonteminin uygulamasi verilmistir. Ayrica literatiirdeki en genel tam ¢6ziim

bulma yontemlerinden ii¢ tanesi gozoniine alinarak algoritmik uygulanisi verilmistir.

Tezin birinci boliimii olan giris kisminda Lie gruplarinin 6nemi, tarihsel siireci ve ko-
runum kanunlar1 arasindaki iligkiler sunulmugstur. Korunum kanunlarimi bulmak icin li-
teratlirde va rolan 6nemli bazi yaklagimlarin neler oldugu vurgulanmigti. OTDD den-
klemlerinin analitik ¢6zlimlerini elde etmek i¢in literatiirde var olan yaklagimlardan bahse-

dilmistir.

Ikinci, iiciincii ve dérdiincii boliimlerinde, tezin alt yapisim olusturacak olan temel kavram-

lar, tanimlar ve teoremler ayrintili bir bi¢imde verilmistir.

Besinci boliimde varyant Boussinesq sistemi ele alinarak sisteme Lie grup analizi uygu-
lanarak Lie nokta simetrileri elde edilmistir. Simetrilerdeki keyfi sabitlerin dort 6zel du-
rumu i¢in simetri indirgemeleri bulunmustur. Ardindan en basit denklem yOntemi ile
sistemin indirgenmis denkleminin tam coziimleri elde edilmistir. Ayrica ¢arpan yontemi
ile sistemin carpan fonksiyonlari elde edilmis ve bu carpanlara karsilik gelen korunum
kanunlari olusturulmustur. Elde edilen ¢arpanlar ve korunum kanunlar1 GeM paket prog-

rami ile karsilagtirilarak sonuglar teyit edilmistir.

Altinci boliimde Schamel-Korteweg-de Vries denklemi ele alinmistir. Denklemin Lie
grup analizi ile ii¢ farkli durum icin Lie nokta simetrileri elde edilmistir. Ardindan denk-
leme genellestirilmis Kudryashov yontemi sistematik olarak uygulanarak denklemin tam

coziimleri elde edilmigtir. Bu ¢oziimler Cizelge 6.2.1°de ifade edilmistir. Ayrica keyfi
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sabitlere verilen keyfi degerler i¢in denklemin sayisal simiilasyonlar1 Sekil 6.2.1a-b-c-d-e
ile sunulmustur. Buna ek olarak en basit denklemlerden Bernoulli denklemi g6zoniine
alinmistir. Bernoulli denkleminin ¢oziimlerinden yola ¢ikarak S-KdV denkleminin tam
coziimleri elde edilmistir. Ayrica bu ¢oziimlere karsilik gelen bazi simiilasyonlar Sekil
6.3.1a-b-c ile sunulmustur. Ardindan en basit denklemlerden bir digeri olan Riccati
denklemi ele alinarak S-KdV denkleminin tam ¢oziimleri arastirilmigtir. Bulunan tam
coziimler Sekil 6.3.2a-b ile sayisal olarak simiilasyon edilmistir. S-KdV denklemi i¢in
carpan yontemi kullanilarak denklemin carpanlar elde edilmis ve bu carpanlara karsilik
gelen korunum kanunlar1 olusturulmustur. Bunun yaninda Ibragimov’un yeni korunum
teoremi ile denklemin yerel olmayan korunum kanunlar1 olusturularak Cizelge 6.5.1°de
ifade edilmistir. Son olarak elde edilen korunum kanunlari ile iligkili olan simetriler kul-

lanilarak ¢ift indirgeme yontemi ile denklemin kapali ¢éziimleri bulunmustur.

Yedinci béliimde, (2 + 1) boyutlu K-DS nin Lie grup analizi yapilmistir. Ayrica sistemin
bazi tam ¢odziimlerini bulmak i¢in (G'/G,1/G) genisleme yontemi uygulanmigtir. Bu
sonuclardan bazilari literatiirdeki diger caligsmalarla uyumlu olup ayrica yeni sonuglar da
elde edilmistir. Bu ¢alismada elde edilen sonuglardan (G'/G, 1/G) genisleme yontemi,
lineer olmayan OTDD i¢in giiclii, etkili ve uygun bir yontem oldugu goriilmiistiir. A¢ikca
bu yontemin diger yontemlerden daha genel uygulamalara sahip oldugu sdylenebilir. Ele
alinan sistem icin korunum kanunlar1 ¢carpan yaklagimi ile olusturulmustur. Bu yontem
tic carpan1 ve dolayisiyla da ii¢ korunum kanununu olusturmustur. Burada olusturulan

korunum kanunu ile sistemin ¢oziimleri ve indirgemeleri yapilabilir (Bokhari 2011).

Sekizinci boliimiin ilk kisminda logaritmik KdV-benzeri denklemi ele alinmistir. Denk-
lemin Lie grup analizi yapilarak Lie nokta simetrileri elde edilmistir. Ayrica ¢arpan
yontemi ile denklemin ¢arpanlari ve bu ¢arpanlara karsilik gelen korunum kanunlart olus-
turulmustur. Olusturulan korunum kanunlar1 6zyineleme formiiliinde kullanilarak denk-
lemin yerel olmayan korunum kanunlar1 da elde edilmistir. Ibragimov’un gelistirdigi

eslenik denklem tanimi kullanilarak denklemin eslenik denklemi elde edilmistir. Buradan
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hareketle lineer olmayan kendi egleniklik ile elde edilen ¢ fonksiyonlarinin ¢arpanlar ile
esit oldugu goriilmiistiir. Buna ek olarak denklemin eslenik simetrileri elde edilmistir.
Eslenik simetrinin w sonsuz kiigiik fonksiyonlarinin yukarida bahsedilen ¢ fonksiyon-
larina ve carpanlara esit oldugu gosterilmistir. Olusturulan korunum kanunlar ile iligkili
simetriler kullanilarak cift indirgeme yontemi ile denklemin analitik ¢oziimleri elde edil-
migstir. Elde edilen ¢oziimler i¢in Sekil 8.1.1 sayisal simiilasyonu sunulmustur. Boliimiin
ikinci kisminda logaritmik KP-benzeri denklemi ele alinarak denklemin Lie nokta simetri-
leri elde edilmistir. Carpan yontemi ile denklemin carpanlar1 ve bu ¢arpanlara karsilik
gelen korunum kanunlari1 olusturulmustur. Olusturulan korunum kanunlar1 6zyineleme
formiiliinde kullanilarak yerel olmayan korunum kanunlari elde edilmistir. Ayrica orijinal
denklemin eslenik denklemi elde edilerek lineer olmayan kendi esleniklik ile elde edilen
¢ fonksiyonlarinin denklemin A carpan fonksiyonlarina esit oldugu goriilmiistiir. Bun-
lara ek olarak denkem icin eslenik simetriler elde edilerek w sonsuz kii¢iik fonksiyon-
larinin yukarida bahsedilen ¢ fonksiyonlarina ve A ¢arpan fonksiyonlarina esit oldugu
acikca goriilmiistiir. Son olarak KP-benzeri denkleminin korunum kanunlar ile iligkili
simetriler kullanilarak cift indirgeme yontemi ile denklem birinci mertebeden ADD’ye
indirgenmigtir. Bazi 0zel durumlar icin indirgenmis ADD’in analitik ¢6ziimleri bulu-

nabilir.

Dokuzuncu boliimde, zaman kesirli Schamel-Korteweg-de Vries denklemi ele alinarak
denklemin Lie grup analizi yapilarak simetrileri elde edilmistir. Ayrica korunum ka-
nunlar1 olusturulmustur. Bunlara ek olarak lineer olmayan kendi esleniklik ile korunum

vektorleri elde edilmisgtir.

Tiim bu elde edilen sonuclarin yaninda ileride ¢alisilmasi diisiiniilen acik problemler de
mevcuttur. Ornegin, yerel olmayan simetrileri bulmak icin genel literatiirde heniiz bir
genel yaklagim yoktur. Bunu bulmak ic¢in ilerideki ¢aligsmalarda algoritmik bir yontem
gelistirmek istiyorum. Bir diger acik problem kesirli mertebeli diferensiyel denklem-

ler i¢cin yerel olmayan simetrilerin arastirllmasidir. Ayrica zaman kesirli terimin yanina
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uzay kesirli terimin ¢arpim olarak gelmesi halinde Lie grup analizinin arastirilmasi da
acik problemlerdendir. Bu tez ¢alismasinda R-L anlaminda kesirli mertebeli tiirev ope-
ratorli kullanilmigtir. Bunun haricinde Caputo anlaminda kesirli tiirev operatorii i¢in de
Lie simetri analizi ve korunum kanunlarinin olusturulmasi ilerideki caligma konularindan
olacaktir. Bir diferensiyel denklem (veya sistem) homojen dengeleme 6zelligine sahip
degilse tam coziimlerin nasil elde edilecegi acgik bir problem olarak durmaktadir. Bu

problemi ele alacak bir yaklagim gelistirmek istiyoruz.
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