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Bu ¢alismada 6zel bir egri ailesi olan Tate normal formdaki eliptik egriler ile eslesen
rekurrent Somos 4 dizileri ele alinmis ve bu dizilerin 4, = 1 olmak tlizere n >0 i¢in

tim 4, terimlerinin birer tamsay1 olduklar1 gosterilmistir. Bir uygulama olarak, bu
dizilerdeki kare ve kiip terimlerin sonsuz ¢oklukta bulundugu belirlenmistir.

Calismanin birinci béliimiinde, ikinci ve iiglincli boliimlere temel olusturacak kavramlar
verilmistir. Genel olarak lineer ve bilineer rekurrent diziler incelenerek bu dizilerin
temel Ozellikleri iizerinde durulmustur. Bu bdliimiin son kisminda eliptik egriler ele
almmis ve temel 6zellikleri belirtilmistir.

Calismanin ikinci boliimiinde, rekurrent eliptik bolinebilir diziler ile ilgili temel
kavramlar ve teoremler ifade edilmistir.

Ugiincii bolim ise calismanin ana kismini olusturmaktadir. Bu boliimde, oncelikle,
genel olarak rekurrent Somos dizileri tanimlanmis ve bu dizilerin genel 6zellikleri
iizerinde durulmustur. Daha sonra Tate normal formdaki eliptik egriler ile eslesen
Somos 4 dizilerinin tiim terimlerinin birer tamsay1 olduklar1 gosterilmistir. Uygulama
olarak, bu dizilerdeki kare ve kiip terimlerin neler olduklar1 belirlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Somos dizileri, Somos 4 dizileri, Eliptik boliinebilir diziler, Tate
normal form, Eliptik egriler.
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In this work, a family of Somos 4 sequences is given and it is proved that all Somos 4
sequences associated to Tate normal forms with 4, = £1 consist entirely of integers for

n > 0. As an application, it is shown that there are infinitely many squares and infinitely
many cubes in Somos 4 sequences associated to Tate normal forms.

First chapter is the basis for the second chapter and the third chapter. Linear and bilinear
recurrence sequences are discussed in this chapter. Also elliptic curves are considered in
this chapter.

In the second chapter, elliptic divisibility sequences are examined.

Third chapter is the main part of the work. First, Somos sequences are defined. Then by
obtaining the general terms of Somos 4 sequences associated to Tate normal forms, it is

proved that these sequences with /4 , = =1 consist entirely of integers for n > 0. Finally,

as an application, square terms and cube terms of these sequences are determined by
using general terms.

Key words: Somos sequences, Somos 4 sequences, Elliptic divisibility sequences, Tate
normal form, Elliptic curves.
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REKURRENT DIiZILER VE UYGULAMALARI

1. BOLUM

ON BIiLGILER

Bu boliimde calismada kullanilacak olan bazi temel kavramlar tanimlanacak ve bazi
temel teoremler verilecektir. Kisim 1.1 de genel olarak rekurrent diziler ve bu dizilerin
temel ozellikleri iizerinde durulacaktir. Kisim 1.2 de bilineer rekurrent diziler ile ilgili
baz1 kavram ve o6zellikler verilecektir. Kisim 1.3 de dizilerde periyodiklik kavrami ele
almacaktir. Kisstm 1.4 de lineer rekurrent dizilerde asal terimler ile ilgilenilecek ve
bunlarla ilgili baz1 sonuglar verilecektir. Kisitm 1.5 de ise bilineer dizilerle yakindan
ilgiler1 olan eliptik egriler ele alinacak ve bu egrilerin genel 6zellikleri lizerinde

durulacaktrr.

1.1 Rekurrent Diziler

Ik olarak, birimi 1 olan degismeli bir R halkas iizerinde tanimlanmis bir indirgeme
bagintisia sahip olan lineer diziler ele alinacak ve daha sonra kullanilacak kavramlar

hakkinda genel bilgiler verilecektir.

x € N olmak tizere

a(x+n)=sa(x+n-1)+...+s, _a(x+1)+s, a(x) (1.1)

homojen bagmtisin1 gercekleyen a(x) € R terimlerinin olusturdugu a = (a(x)) dizisi
dikkate almacaktir. Bu esitlikteki s; sabit katsayilari, katsayr halkasi olarak adlandirilan

R halkasinin sifir boleni olmayan elemanlaridir.

Yukarida verilen (1.1) bagmtist ile iligkili olan
fX)=X"-s X" —..=5, X —s,

polinomu, a = (a(x)) dizisinin karakteristik polinomu olarak adlandirilir ve bu durumda

(1.1) indirgeme bagintisinin mertebesi n dir denir.



R halkas1 sifir bolensiz ise herhangi lineer rekurrent a dizisi minimum uzunluktaki bir
indirgeme bagmntis1 gercekler, bu minimum uzunluktaki indirgeme bagintisinin
karakteristik polinomu a dizisinin minimum polinomu olarak adlandirilir. Bu durumda
minimum polinomun derecesi lineer rekurrent a dizisinin mertebesi olur ve dizinin

minimum polinomu karakteristik polinomu bdler.

Mertebesi 2 ve 3 olan lineer rekurrent diziler sirasiyla ikili ve ii¢lii rekurrent dizi olarak
adlandirilir. Ozel olarak Z, Q, @, R, C ve Q, halkalar1 iizerinde tanimli lineer diziler

sirasiyla tamsayi, rasyonel, cebirsel, reel, karmagsik ve p-adic lineer rekurrent diziler

olarak adlandirilir.

Homojen olmayan lineer bagintilar, x € N olmak {izere

a(x+n)=sa(x+n-1)+..+s _a(x+1)+s a(x)+s,,,

formundaki bagintilardir. Bu formdaki bir a dizisi de mertebesi n + 1 olan homojen

n-1
a(x+n+1)= (s, +Da(x+n)+ Z(sm — fa(x+n—i)—s,a(x)
i=1
bagintisini gercekler. Bu diziye karsilik gelen karakteristik polinom ise

F(X)=(X"-sX""'—.—s_X—s5)X-1)

seklindedir.

(1.1) bagintisin1 gercekleyen n mertebeli lineer rekurrent dizinin a(1), ..., a(n) terimleri
dizinin baslangi¢ terimleri olarak adlandirilir ve bu baslangi¢ terimleri (1.1) bagintisi
yardimiyla dizinin diger terimlerini tanimlar. Eger s, elemanmnin R halkasinda tersi var
ise dizi ters yonde,

a(0), a(-1), a(-2), ...

seklinde devam eder.

Ele alman diziler halka yerine bir cisim iizerinde de tanimlanabilir. £, bir cisim iizerinde

tanimli bir polinom olmak tizere (1.1) bagntisin1 gercekleyen lineer rekurrent dizilerin



kiimesi L(f), karakteristik polinomu f olan lineer rekurrent dizilerin kiimesi ise L*(f) ile
gosterilir. Eger g polinomu f polinomunu béliiyor ise L(g) < L(f) dir. f polinomu
indirgenemez ise L*(f) kiimesi, L(f) kiimesindeki sifir dizisi disindaki tiim dizileri icerir.

Tanimlanan bu kiimelerin 6zellikleri asagidaki teorem ile 6zetlenebilir:

1.1.1 Teorem. f ve g ayni cisim lizerinde taniml1 iki polinom olsun.
i {c(x) : c(x) = a(x) + b(x), a € L(f), b € L(g)} = L(okek(f, 2)),
i L(f) N L(g) = L(obeb(f, g)),
iii. Ligc L) f | g

a € L(f), b € L(g) olmak tizere, eger c(x) =a(x)b(x) ise c yine bir lineer rekurrent dizi

belirtir, ancak bu dizinin karakteristik polinomu dogrudan f ve g polinomlari ile elde

edilemez (Everest ve ark. 2003).

0y, Kronecker delta fonksiyonu olmak iizere, baslangi¢ degerleri
a(j)=06;, Lj=1,..,n

olan a; dizilerine temel dizi denir, bu dizilerin sayisinin » tane oldugu agiktir. Verilen

(1.1) bagintisin1 gergekleyen herhangi bir dizi, uygun temel dizilerin

a(x) = Za(i)al.(x), xeN
i=l
bi¢iminde lineer terkibi olarak bir tek sekilde ifade edilebilir. Bunu gérmek i¢in esitligin
sag tarafinin (1.1) bagintisin1 gergekledigini gostermek yeterlidir. Dolayistyla L(f) dizi

kiimesi n boyutlu bir lineer uzaydir.

Son esitlikte, x + 4 kaymasi yapilarak
a(x+h)=> a(h+i)a(x), xeN,heZ
i=l1

esitligi elde edilebilir.

L(f) dizi kiimesi bir lineer uzay oldugu gibi ayn1 zamanda, dizilerin denklik siniflar1



kullanilarak bir grup olarak da diisiiniilebilir. Ozel olarak tekrar etmeyen, yani katli

olmayan koklerin dikkate alinmasi halinde, f polinomu karakteristigi 0 olan [ cismi

iizerinde tanimli monik kare serbest bir polinom olacaktir. Dogal olarak dizinin her iki

yanini dikkate almak daha uygundur. a, b € L(f) olmak {izere, belli bir A F', le Zve
her x € Z igin

Aa(x+1) = b(x)

1se a ve b dizilerine denk diziler denir.

Tanim dikkate alindiginda, denk dizilerin birbirlerinden sadece kayma ve terimlerinin
sifirdan farkli sabit kat1 kadar farkli olduklar1 goriiliir. Bu sekilde tanimlanan bagintinin
bir denklik bagintis1 oldugu agiktir. Bu denklik bagmtisinin L(f) lizerinde belirlemis
oldugu denklik smiflar1 G(f) ile gosterilir. G(f) lizerindeki grup yapisini belirlemek i¢in,

n

determinant1 A ile gosterilen, nxn tipindeki W :(a;“)i’ ;-1 Vandermonde matrisi

kullanilacaktir. Vandermonde matrisi, ¢; € R olmak iizere

2 n—1
I a «a ... «
1 o, a ... o
=11 a, a .. a"
1 a, a a,"" |
bi¢imindedir. W matrisinin j. siitununu (0, ..., 0, 1)’ ile degistirerek elde edilen matrisin

determinanti ise A ; ile gdsterilsin. Bu durumda her a € L(f) dizisinin

1 n
a(x) = —ZAiaiaix
A i=l1

seklinde tek tiirlii temsili vardir.

a ve b dizileri a <>[a,,...,a,] ve b<>[b,,...,b,] biciminde yazilarak a ve b dizilerinin
carpimi olan ¢ dizisi ¢ «<>[a,b,,...,a,b,] olarak tanimlanabilir. Bu durumda bu iki

denklik smifinin ¢arpimi, temsillerinin ¢arpimi olarak tanimlanirsa bu islem ile G(f)

degismeli bir grup olur.



1.2 Bilineer Rekurrent Diziler

k

\_xJ , x sayisinin tam degeri olmak tizere, eger belli k ve a,,a, ,...,a{
2

J sabitleri i¢in

u(x)u(x—k)= Zaiu(x —Du(x—j)

i+ j=k;1<i<j

sonlu bagintis1 ger¢ekleniyor ise u dizisine, bilineer rekurrent dizi denir.

k=4 ve k=5 olmas1 halinde u dizisi ikili; k = 6 ve k = 7 olmas1 halinde ise ziclii olarak
adlandirilir. Dikkat edilirse mertebesi & olan her lineer rekurrent dizi, mertebesi k£ olan
bir bilineer rekurrent dizi belirtir. Ornegin,

0,1,1,-1,1,2,-1,-3,-5,7, -4, -23, 29, 59, 129, -314, —65, 1529, -3689, —8209, ...

olarak verilen lineer rekurrent dizi ayn1 zamanda,
u(x)u(x —6) = —u(x — Du(x = 5) + 2u(x — 2)u(x — 4) + 2u(x - 3)*

bagintisi ile ifade edilebileceginden, ti¢lii bilineer rekurrent dizi olarak da diisiiniilebilir.
Daha genel olarak, tanimi daha sonra verilecek olan, iki eliptik bdliinebilir dizinin

carpimi dortlii bilineer dizi belirtir.

Diger yandan N. Stephen tarafindan verilen bir sonug¢ bilineer rekurrent diziler ile
eliptik egriler iizerindeki noktalar yardimiyla elde edilen diziler arasindaki iliskiyi
ortaya koyar; £ = 4 halinde tanimlanan her bilineer rekurrent dizi ya bir eliptik
boliinebilir dizi belirtir ya da uygun bir eliptik egri lizerinde alman P = (0, 0) ve Q

noktalar1 i¢in (x,,y,) =0+ [n]P olmak iizere

u(n) = (=1)"""2x _x x Cox"x,"
dizisini belirtir. Burada Q + [n]P ile, egri iizerindeki P noktasinin » kati ile Q noktasinin
toplamlar1 olan nokta belirtilmektedir (ayrintilar 1.5 kisminda ele alinacaktir).
Morgan Ward

a(x + y)a(x - y) = a(y + Da(y - Da(x)* —a(x + Da(x - Da(y)’



bagmtisin1 gercekleyen -iki yonlii- dizileri dikkate almistir. Caligmalar sonucunda bu
dizilerin eliptik fonksiyonlar ile ifade edilebilecegi ve bu dizilerin eliptik egriler ile
aralarinda iligkiler oldugu sonucuna varmistir. Bundan dolay1 bu dizilere eliptik diziler

adin1 vermistir.

(fj, modiilo » de x tamsayisimin Legendre sembolii olmak iizere a(x) = x, b(x) = [g]
n

ve a, # a, i¢in
X X
—(x-)/2 O —Q,
2) —_—
a —Q,

c(x) = (o
olarak tanimlanan diziler yukarida verilen bagintiy1 gercekler.

u bir tamsay1 dizisi olmak tizere m|n olmasi halinde u(m)|u(n) ve her m>n=>1 igin u
dizisi

u(m+ n)u(m —n) =u(m+Du(m —Du(n)* —u(n+Du(n—Du(m)* (1.2)

rekurrent bagintisin1 gercekliyor ise u dizisine eliptik boliinebilir dizi denir.
n = 2 olmasi halinde u eliptik boliinebilir dizisi bir ikili bilineer rekurrent dizi olur.

Bazi diziler yukarida verilen (1.2) bagintisini asikar olarak gergekler. Ornegin, her n > 0
tamsayisi1 i¢in u(n) = n tamsay1 dizisi ve
0,1,-1,0,1,-1, ...

dizisi (1.2) bagmtisin gercekler. Diger yandan rekurrent bagintisi
u(n+2)=4u(n+1)—u(n)

olan
0, 1, 4, 15, 56, 209, 780, ...

dizisi de (1.2) bagntisin1 gergekler. Ward bu sekildeki dizilere singiiler dizi adini

vermis ve (1.2) bagintisin1 gercekleyen bu singiiler dizilerin, a + b € Z ve ab = 1 olmak

uzere



a"-b"

u(n) = -

formundaki Lucas dizileri oldugunu gostermistir.

Ornegin, a =2 +\/§ ve b=2 _\/5 olarak alindiginda yukarida verilen O, 1, 4, 15, ...
dizisi elde edilir. Boylece tiim singiiler diziler belli bir 6 € Q i¢in,

formundadir. Ayrica o, Weierstrass o -fonksiyonu olmak iizere,

o(nz)

o(z)"

7,(2)=

olarak tamimlanan 7, (z) fonksiyonu da (1.2) bagntisin1 gergekler.

(1.2) bagntisinin hesaplanmasi (1.1) bagntisima gore daha kolaydir. (1.2) bagmtisin-

dan,

uRn+1) =um+2un)’ —u(n—Du(n+1)° (1.3)
un)u(2) = u(n +2u(m)u(n —1)> —u(n)u(n - 2)u(n +1)* (1.4)

bagintilari elde edilir. Bu iki baginti,

e Ao M)

bi¢iminde tek bir bagint1 altinda toplanabilir.

u(n)u

Ward,
w(0)=0,u(l)=1ve u(Qu3)=0

ise (1.2) bagmtisinin ¢oézliimlerini has ¢oziim olarak isimlendirmistir. Bu sekildeki has

¢Ozlimiin eliptik boliinebilir dizi olmasi icin gerek ve yeter sart u(2), u(3) ve u(4)



terimlerinin tamsay1 olmasi, u(2)|u(4) ve (1.3) ile (1.4) bagmtilarinin her n > 0

tamsayis1 i¢in gerceklenmesidir. Boylece 0<i<4 i¢in u(i) terimleri bir tek eliptik

boliinebilir dizi tanimlar ve bu terimler dizinin baslangi¢ terimleri olarak adlandirilir.
Eliptik boliinebilir diziler 2. boliimde ayrintili bir sekilde ele alinacaktir.
1.3 Periyodiklik

a(x) bir dizi olmak tizere belli # € N ve her x > X i¢in

a(x + 1) =a(x)

esitligi gercekleniyor ise a dizisine bir periyodik dizi denir. Bu esitligi ger¢gekleyen en
kiiciik # > 0 degerine ise a dizisinin periyodu denir. Eger periyodiklik bagntis1 xo = 0

icin gercekleniyor ise diziye tam periyodik dizi denir.

Her tam periyodik dizi bir lineer rekurrent dizi belirtir. Diger yandan bir cisim iizerinde

tanimli olan periyodik dizi de bir lineer rekurrent dizi belirtir.

g" istel fonksiyonunun periyodu ¢arpimsal mertebesi veya kuvvetidir; g fonksiyonunun

periyodu ise (g") dizisinin periyodudur.

Sonlu bir R halkasi lizerinde tanimli mertebesi » olan lineer rekurrent bir dizi
periyodiktir ve periyodu tS|R|" —1 dir. Eger dizinin ardisik » tane terimi sifir ise
sonraki tiim terimleri de sifirdir ve bdylece bu dizinin periyodu 1 olur. R iizerinde
taniml bir dizide sifirdan farkli olan en ¢ok |R|n —1 tane n-liler olabilir. Boylece belli
1<I<k<|R" igin,

(a(k),....,a(k+n-1))=(a(l),...,a(l + n—1))

seklinde birbirine 6zdes olan iki tane n-1i vardir. Dolayisiyla x >/ i¢in,

ax)=a(x+k—-1)



olur. Eger 1), R halkasinda tersi olan bir eleman ise dizi ters yonde de devam eder ve
boylece her x>1 i¢cin a(x)=a(x+[/—k) olur. Periyodu en cok |R|" olan diziler R

uzerinde tanimhi M-dizileri olarak adlandirilir.

Ozel olarak sonlu bir R halkas: iizerinde tanimlanmus lineer olmayan rekurrent dizinin
periyodu en ¢ok |R|n olabilir. Ayrica,

a(x+n)=s(x)a(x+n-D+..+s, _ (x)a(x+1)+s, (x)a(x)

bagmtisin1 gergekleyen bir tamsayr dizisi de herhangi m € N i¢in modiillo m de

periyodiktir ve periyodu ¢ < m"*" dir.

Periyodun uzunlugu ashinda {¢,,...,«,} karakteristik koklerinin 6zellikleri ile iliskilidir.

R =T ve karakteristik polinom kare serbest (karesiz) oldugunda, i = 1, ..., n i¢in, eger ¢

a' =1

1

esitligini gercekleyen en kiiciik negatif olmayan tamsayi ise dizinin periyodu ¢ olur.

f(0) =0 ozelligindeki her /' € F,[X] polinomu i¢in
SO | (X" =1)
olacak sekilde en kiiciik 77 € N sayist belirlenebilir, bu 7" degerine f polinomunun

periyodu denir ve 7' = per(f) olarak gosterilir.

/ polinomunun kokleri ¢;,...,a, ve bu koklerin kathliklari da n,,...,n, ile gosterilsin.

m

N =maks{n,,...,n, } olmak lizere f polinomunun periyodu

[10g, |

per(f)= p okek(per(a), ..., per(an))

olarak elde edilir. Eger f polinomu kare serbest monik polinom ise L*(f) kiimesindeki

her bir dizinin periyodu,
t=per(f) [(¢" =1)

olur.



1.3.1 Teorem. Bir cisim {lizerinde tanimlanmis f(0)=0 o0zelligindeki f monik

polinomu i¢in asagidaki 6zellikler gergeklenir.
o L*(f) kiimesinden alinan her bir dizinin periyodu aym olup ¢ = per(f) olarak
gosterilir,
e [(f) kiimesinden alinan bir dizinin periyodu ¢ degerini bdler,
e L(f) kiimesinde olup en kii¢lik 7 periyoduna sahip dizilerin sayisi,

1 n ¢ift sayida asal carpana sahip olan karesiz say1
u(n)=-<-1 nteksayida asal carpana sahip olan karesiz say1

0 n asal carpanlarin karesi

olmak iizere,

zlu(T/d)qder(obeb(f(X), X9-1))

d|T

dir (Everest ve ark. 2003).
1.4 Lineer Rekurrent Dizilerde Asal Terimler

[P asal sayilarin kiimesi olmak tizere herhangi bir a dizisi ve belli bir N € N igin x <N

ve a(x) € [P 6zelligindeki terimlerin sayis1 P, (N) olarak gosterilir. Genellikle N — oo

halinde P (N)— oo olur. Ancak bazi1 6zel dizilerde P, (N) degeri i¢in bir iist smir

bulunabilir. Ornegin, a,(x)=2"+1 ve a_(x)=2" -1 dizileri dikkate alindiginda,

a,(x) dizisinin terimleri, sadece x = 2" olarak alinmasi halinde asal olabilir. Dolayisiyla
P, (N)<logN

olarak elde edilir. Ikinci dizinin terimleri ise sadece x = p € P olarak alindiginda asal

degerler verir ve boylece

P, (N)=O(N/log N)

olarak elde edilir.

Hatirlanacag gibi, £ € N olmak iizere 2% 41 bicimindeki asal sayilara Fermat asallari,

p € P olmak tlizere M, = 27 —1 bi¢imindeki asal sayilara ise Mersenne asallar: denir.



Bilinen genel sonuglardan birisi de
N-P(N)—>w

oldugudur. Bu sonug, dizinin, ayn1 zamanda sonsuz ¢oklukta asal olmayan teriminin de

oldugunu gostertir.

Daha sonra ele almacak olan eliptik boliinebilir bir a dizisi i¢cin P,(N) degeri bir st

sinira sahiptir.

Dubner ve Keller, Fibonacci dizisinin 10°. terimine kadar olan asallar1 belirlemislerdir.

Fibonacci dizisinin bilinen en biiylik asal terimi ise a(81839) terimidir.

Bir baska 6rnek olarak
a(n)=(a(n—Da(n-6)+a(n-3)a(n—4))/ a(n—-"17)
bagintisini gercekleyen
1,1,1,1,1,1, 1,2, 3,4, 6, 12, 24, 72, 144, 288, 864, 3456, ...

dizisinin her bir terimi 2“3” formundadir, dolayisiyla bu dizinin sadece 2 tane asal terimi

vardir.

1.4.1 Uyan. Gosterim kolaylig1 olmasi i¢in bundan sonra bir a dizisinin n. terimini

gostermek i¢in a(n) gosterimi yerine a, gosterimi kullanilacaktir.

1.5 Eliptik Egriler

Bu kisimda hem eliptik boliinebilir diziler ile hem de Somos dizileri ile iliskili olan

eliptik egri kavramu lizerinde durulacaktir.

1.5.1 Tamim. F karakteristigi 2 ve 3 ten farkl bir cisim olsun. 4, B € [F olmak iizere

E:y'=x+Ax+B



bicimindeki denklemin tiim ¢oziimlerinin olusturdugu swral ikililerin kiimesine bir
eliptik egri denir. Bu denkleme E eliptik egrisinin Weierstrass normal formu veya

sadece Weierstrass formu denir.

Eger E, F cismi iizerinde tanimli bir eliptik egri ise E egrisi iizerindeki noktalarin
kiimesi E(IF) ile belirtilir, yani
EF)={0}U{(x,y) e FxF|)?=x+Ax+B}

dir. O = (0, ) ile gosterilen ve “sonsuzdaki nokta ad1 verilen noktanin daima £ eliptik

egrisi lizerinde oldugu kabul edilir.

1.5.2 Tanmm. a;, a», a3, as, as € IF olmak tlizere

E:y2+a1xy+a3y=x3+a2x2+a4x+a6

bicimindeki denkleme £ eliptik egrisinin Weierstrass uzun formu denir.

Weierstrass uzun formda verilmis olan bir £ egrisi i¢in Tate degerleri
b, = a12 +4a,
bs= ai az +2aq
b = a32 + 4dag
bg = afaﬁ—al as as +4a2a6+a2a32— ai
Cq = b22 — 241)4

olarak tanimlanir. Bundan baska FE eliptik egrisinin diskriminanti ve j degismezi

3

AE)=— b2 by — 853~ 27b2+9by by bs Ve j= CK‘*

olarak tanimlanir.

1.5.3 Tammm. E eliptik egrisi f{x, y) = 0 denklemiyle verilmis olsun. Bu durumda
P = (x0, y0) € E noktasmin E egrisinin bir singiiler noktas: olmasi i¢in gerek ve yeter

sart

0 0
l (x0,v0) =0 ve l (x0,10) =0
ox oy



olmasidir.

%
M N \L/ ~

Ep:y?=a%+17 E:y?=23+1z sy =28 —42? + 16

Sekil 1.1 Eliptik egri 6rnekleri

Eger P = (xo, y0) noktasinda birinci kismi tiirevler sifirsa singiiler nokta kath bir
noktadir. Bu kathi nokta, iki farkli tegetinin olmasi halinde diigiim (node) noktas, iki
tegetinin ¢akigsmasi halinde ¢ikinti (cusp) noktas: olarak adlandirilir. Singiiler noktalari
olan egriye singiiler egri, singiiler noktalar1 olmayan bir egriye de singiiler olmayan

egri denir.

Eliptik egriler, iizerinde tanimlanan toplama islemi yardimiyla aslinda bir degismeli
grup belirtmektedirler. Bdylece eliptik egriler iizerinde cebirsel islemler de

yapilabilmektedir.

1.5.4 Tamim. E eliptik egri, O = (0, ©) ve P, Q € E olmak lizere P ve Q noktalarindan
gecen [ dogrusunu dikkate alinsin (Sekil 1.2). E eliptik egrisini belirten Weierstrass

esitliginin derecesi 3 oldugundan / dogrusu ile E eliptik egrisi, P ve Q noktalarindan

Sekil 1.2 Eliptik egri iizerindeki toplama islemi



farkli R gibi tiglincli bir noktada daha kesisir. P ve Q noktalarinin toplami, yani P + Q

noktasi, az 6nce elde edilen R noktasinin x eksenine gore simetrigi olarak tanimlanir.

Bu toplama islemi analitik olarak soyle ifade edilebilir: P = (xi, y1) ve Q = (x2, )2), E
eliptik egrisi lizerinde farkli iki nokta ve bu iki noktadan gegen / dogrusunun denklemi
y=mx+bise

V¥ =x+Ax+Bvey=mx+bh
denklemlerinden
X —m*x*+(4—-2mb)x+B-b*=0

esitligi elde edilir. Bu kiibik polinomun kdékleri xj, x, ve x3 olmak iizere R = (x3, y3)

noktasinin x eksenine gore simetrigi olan nokta
P+ Q= (x3,-13)

noktasidir.

Eger P = (x1, 1) ve QO = (x1, »2) noktalar1 E eliptik egrisi lizerinde apsisleri ayn1 olan
farkli iki nokta ise bu durumda P ve Q noktalarindan gegen dogru x-eksenine diktir,
dolayisiyla E eliptik egrisi ile P ve Q noktalarindan gegen dogru sonsuzdaki O

noktasinda kesisir. Boylece bu durumda P + Q = O olur.

E eliptik egrisi tizerindeki P = (x1, 1) noktasinin kendisiyle toplammin bulunmasi
halinde E eliptik egrisinin bu noktadan gegen tegetinin kullanilmasi gerekir. Bu
durumda, bu teget dogrunun denklemi ile E eliptik egrisinin denkleminin ortak
¢Oziimiinden elde edilen kiibik polinomun kokleri x; = x, ve x3 olmak iizere R = (x3, y3)
noktasinin x eksenine gore simetrigi olan nokta

P+P=2P= (X3, —y3)

noktasidir. Ozel olarak y; = 0 ise bu noktadan gecen teget dogru x-eksenine dik
olacaktir. Bu durumda P + P = 2P = O olarak elde edilir.

E eliptik egrisi lizerindeki herhangi bir P = (xi, y1) noktas1 ile sonsuzdaki O noktasindan

gegen dogru E eliptik egrisini belli bir P’ = (x;, —y;) noktasinda keser. Bu durumda P’



noktasinin x-eksenine gore simetrigi yine P noktast oldugundan P + O = P olarak elde

edilir.

1.5.5 Teorem. E, [F cismi iizerinde tanimli bir eliptik egri olsun. Bu durumda E eliptik
egrisi lizerindeki noktalar asagidaki 6zellikler1 gergeklerler:

i. Her Py, P, € E(F) i¢in P, + P, = P, + Py dir (degisme Ozelligi),

ii. Her P € E(F) i¢in P + O = P dir (birim eleman 6zelligi),

iii. Her P € E(F) i¢cin P+ P’ = O olacak bigimde bir P’ € E(F) vardir ve P' = —P dir
(ters eleman 6zelligi),

iv. Her Py, P, P; € E(F) igin (P, + P,) + P; = Py + (P, + P3) dir (birlesme 6zelligi)

(Washington 2003).

Yukarida verilen teorem, E eliptik egrisi tlizerindeki noktalarin olusturdugu kiimenin
toplama islemine gore bir degismeli grup ve sonsuzdaki nokta “O” noktasinin da bu

grubun bu toplama islemine gore birim elemani oldugunu belirtmektedir.

Eliptik egrinin Weierstrass uzun formda verilmesi halinde de toplama islemi analitik

olarak benzer sekilde ifade edilir.

1.5.6 Tamim. E, I cismi iizerinde tanimli bir eliptik egri ve n € N olsun. Bu durumda

nP=0

olacak bi¢gimdeki P € E(IF) noktasma bir biikiim (torsiyon) noktasi ya da bir sonlu

mertebeli nokta denir. Bu sart1 gergekleyen en kiiciik » sayisina P noktasinin mertebesi
denir. Eger P noktas1 bir biikiim noktas1 degilse bu nokta sonsuz mertebeli nokta olarak

adlandirilir.

Eln]={P e EF)|nP=0}

kiimesine ise E eliptik egrisinin n biikiim noktalarinin kiimesi denir.



Dikkat edilirse E[n] kiimesi E(F) iizerinde tanimlanmistir ve istelik E[n], E(F)

grubunun bir alt grubudur. Burada her » € N i¢in O € E[n] oldugu agiktir. Asagidaki

teorem E[n] grubunun grup yapisini ortaya koymaktadir.

1.5.7 Teorem. E, F cismi lizerinde tanimli bir eliptik egri, » € N olmak {izere F
cisminin karakteristigi » sayisin1 bolmiiyor veya sifir ise
Enl=7Z, ® Z,

dir. Eger F cisminin karakteristigi p > 0 ve p | n ise p { m olmak tizere n = p'm i¢in

Enlz2Z, ® Z, veyaE[n|=Z, ® Zy
dir (Washington 2003).

E eliptik egrisinin iizerinde tanimli oldugu cisim olduk¢a onemlidir. Bu cisim eliptik
egrinin noktalar1 kiimesinin grup yapisim1 dogrudan ilgilendirir. Eliptik egrinin lizerinde
tanimlanmis oldugu cismin QQ cismi olarak seg¢ilmesi halinde akla gelen ilk soru eliptik

egri lizerindeki rasyonel noktalarin sayisinin ne oldugu olmustur. Bu halde eliptik egri
iizerindeki rasyonel noktalarin sayisinin sonsuz olmasi beklenen bir cevap oldugu halde
bu say1 sonlu da olabilir, 6zellikle bu saymin sonlu olmasi durumu oldukga ilgingtir.

Diger yandan E(Q), E(IF) grubunun bir degismeli alt grubu oldugundan £(Q) grubunun
grup yapismin belirlenmesi de bu halin 6nemli problemlerinden birisi olmustur. E(Q)
grubunun grup yapisiyla ilgili olarak verilen asagidaki teorem Q cismi i¢in verildigi

halde her hangi bir say1 cismi iizerinde de gecerlidir.

1.5.8 Mordell-Weil Teoremi. £, Q cismi iizerinde tanimli bir eliptik egri olsun. Bu

durumda E(Q) sonlu iiretecli bir abelyen gruptur (Silverman 1986).

1.5.9 Tammm. E, Q cismi lizerinde tanimli bir eliptik egri olsun. £ egrisinin sonlu

mertebeli noktalarinin olusturdugu alt gruba E eliptik egrisinin forsiyon alt grubu denir

ve bu alt grup Eis(Q) ile gosterilir. » > 0 tamsay1 olmak iizere Es(Q) ® Z" grubuna E

eliptik egrisinin Mordell-Weil grubu ve r sayisia da E eliptik egrisinin rank: denir.



1.5.10 Uyan 1. Sonlu iiretecli abelyen gruplarin temel teoremi geregi, £ eliptik egrisi
i¢cin

E(Q)=Eo(Q) ® Z'
dir (Washington 2003).

2. E, Q tizerinde tanimli bir eliptik egri ise Eirs(Q) sonludur (Washington 2003).

3. r = 0 olmast durumunda Q fiizerinde tanimli E eliptik egrisi {izerinde sonlu tane

rasyonel nokta olacagi, yani £(Q) grubunun sonlu olacagi agiktir.

4. QQ tizerinde tanimh E eliptik egrisi verildiginde Ei(Q) nun izomorf olabilecegi tiim

gruplar B. Mazur’un asagidaki teoremiyle verilmistir.

1.5.11 Teorem. E, Q lizerinde taniml1 bir eliptik egri olsun. Bu durumda

EurlQ) = 7, :1<n<10,n=12
ol Q)= Lyx,, :1<n<4

olur. Bundan bagka bu gruplardan her birisi i¢in Ei(Q) bu gruplara izomorf olacak

sekilde bir E eliptik egrisi de vardir (Mazur 1978).

Verilen bir E eliptik egrisi uygun birasyonel doniisiimlerle £ egrisinden daha basit bir

yapiya sahip bir E’ eliptik egrisine doniistiiriilebilir.

1.5.12 Tanim. [F cismi Uzerinde tanimli

E:y2+a1xy+a3y=x3+a2x2+a4x+a6

\

E':y?+axy' +aly'=x"+a\x"* +a,x"+a,
eliptik egrileri verilsin. Bu durumda E egrisini £’ egrisine doniistiiren

x=u’ x'+r, y=u3 y'+u2s:c’+t (u,r,s,t e F,u#0) (1.5)

dontistimleri varsa E ve E' eliptik egrilerine IF cismi tizerinde birasyonel denktir denir.



Bu doniistimlerin tersleri vardir ve tersleri

1

u (y—sx+sr—t)

1 ,
X=— (=), y'=
u

bicimindedir. Bu doniisiimlere birasyonel denmesinin nedeni kendisi ve tersinin
rasyonel doniisiimler olmasidir. Bu durumda (1.5) de verilen doniisiimler £ ve E'

eliptik egrileri arasinda birebir-6rten bir doniisiim belirtir ve boylece [F cismi lizerindeki

birasyonel denklik iliskisi bir denklik bagmtis1 olur. Bu egriler arasindaki bu birebir-

orten dontisim E(F) ve E'(IF) gruplar1 arasinda bir izomorfizm olusturur. Bu durumun
tersi dogru degildir, yani £ ve E' egrileri F cismi {izerinde birasyonel denk olmasalar

bile E(F) ve E' (F) gruplar1 izomorf olabilir.

Asagidaki teoremler dikkate alindiginda bir eliptik egrinin bolim polinomlar: ile bu
bolim polinomlar1 ile elde edilen eliptik boliinebilir diziler arasindaki iligkiler

goriilmektedir.

1.5.13 Teorem. IF cismi lizerinde tanimli
E :y2 =X +Ax+B

eliptik egrisinin y,, € Z[A, B, x, y] boliim polinomlar1

I//OZO,
Y1 = 13
w2 =2y,

w3 =3x"+ 64x> + 12Bx — A%,
wa = 4y(x° + 54x* +20Bx° — 54%* — 44Bx — 8B* — 4°)

ve n > 2 igin,

_ 3 3
li[/2n+] _l//n+2l//n _l//n—]l//nﬂ ’

v, :(szl//j—] —y, ]
v,

ve n <0 igin

l//fn == l//n
bicimindedir (Washington 2003).



1.5.14 Teorem. Bir eliptik egrinin boliim polinomlari her n, m € Z i¢in

l//m+nwm—n =W7n+]q/m—]q/s _WnHWn—]W;
esitligini gerceklerler (Charlap ve Robbins 1988).

E eliptik egrisi sonlu mertebeli ve mertebesi N olan bir O = (x, y) noktasmi bulunduran
bir eliptik egri olsun. £ eliptik egrisi uygun bir birasyonel doniisiim ile sonlu mertebeli
ve mertebesi N olan P = (0, 0) noktasini bulunduran bir eliptik egriye doniistiiriilebilir.
Bu sekilde hareket edilerek, sonlu mertebeli noktalar bulunduran her bir eliptik egri
sonlu mertebeli noktast P = (0, 0) noktas1 olan 6zel eliptik egrilere doniistiiriilebilir.
P = (0, 0) noktasin1 sonlu mertebeli bir nokta olarak bulunduran eliptik egriler ailesi

Tate normal formdaki eliptik egriler olarak adlandirilir.

1.5.15 Tamim. P = (0, 0) sonlu mertebeli bir nokta ve mertebesi N olmak iizere P

noktasmi bulunduran £ eliptik egrisinin Tate normal formu

Ey: y*+(—c)xy—by=x"—bx’

olarak tanimlanir.

Eger Mazur teoremi dikkate alinirsa, bir eliptik egri iizerindeki sonlu mertebeli
noktalarin mertebelerinin ancak 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 veya 12 olabilecegi goriiliir.
Tate normal formdaki her bir eliptik egri icin P = (0, 0) noktasi en biliyiik mertebeye
sahip noktadir.

N=2,3,4,5,6,7,8,9, 10 veya 12 ve P = (0, 0) noktas1
Ey: y*+(—c)xy—by=x" —bx’
eliptik egrisi lizerinde en yiiksek mertebeye sahip olan nokta olmak iizere, Tate normal
formdaki eliptik egriler, bir o € Z parametresine bagli olarak
I.N=4=b=a ve c=0
2. N=5=b=avec=a
3.N=6=>b=a+a’vec=a

4. N=T=b=a’-a’vec=a’-a



5. N=8=b=Qa-l)a-1) vec="2
(04

6. N=9=b=cla(a-1)+1) ve c=a’(a-1)

2 2 3 _ 2
7. N:10:>b:L2 ve c:w
a—(a-1) a—(a-1)

—20%— 2 a2
8. N=l2mp=C0200 2D G Sdatle-za)

a-1 (o —1)°

bi¢iminde smiflandirilir (Husemdller 2004).



2. BOLUM
ELIiPTiK BOLUNEBILIR DiZiLER

Bu boliimde eliptik boliinebilir diziler ele almacaktir. Kisim 2.1 de eliptik dizi ve eliptik
boliinebilir dizi kavramlar1 tanimlanarak bu dizilerin temel Ozellikleri iizerinde
durulacaktir. Kistm 2.2 de denk dizi kavramu agiklanacaktir. Kisim 2.3 de 6zel bir
eliptik dizi smifi olan Lucas dizileri ve singiiler dizi kavrami ele alinacak ve bu dizilerin
ozellikleri belirtilecektir. Kistm 2.4 de eliptik boliinebilir diziler ve eliptik egriler
arasindaki iligkiler incelenecektir. Kisim 2.5 de modiilo p de indirgenmis eliptik
boliinebilir dizilerin simetri ve periyodiklik 6zellikleri ile ilgili olan bazi teorem ve
konjektiirler verilecektir. Son olarak Kisim 2.6 da ise eliptik boliinebilir dizilerdeki kare

ve kiip terimlerin belirlenmesi ile ilgili elde edilen sonuglar verilecektir.
2.1 Eliptik Boéliinebilir Diziler

2.1.1 Tanmim. Terimleri rasyonel say1 olan bir (%,) dizisi m, n € Z olmak iizere

h, h =h

m+n""m-n m+1

h h*—h_ h h°’ (2.1)

m—1""n n+l""n—-1""m

bagintisini gergekliyor ise (/4,) dizisine bir eliptik dizi denir.

(h,) eliptik dizisinin tiim terimleri birer tamsay1 ve n | m ozelligindeki her m, n € Z icin

Bl By ise (hy,) eliptik dizisine bir eliptik boliinebilir dizi denir.

2.1.2 Ornek 1. Terimleri
..., 0,1,-2,3,-701, 5581, w, —688793515, w,
2 4
olarak verilen dizi bir eliptik dizidir. Ancak boliinebilirlik 6zelligi gerceklenmediginden

bir eliptik boliinebilir dizi degildir.



2. n € Z olmak tizere (h,) = n olarak tanimlanan, Z tamsayilar dizisi eliptik boliinebilir

diziler i¢in en temel Ornektir.

3. Baglangig terimleri Fo =0, F; =1 olan ve n> 2 i¢in

F,=F

n+l

+F,_,

lineer bagntisi ile tanimlanan
0,1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89, ...
Fibonacci dizisi bir boliinebilir dizidir. Bu dizi yardimiyla elde edilen ve n > 0 i¢in

Lin-nn-2)

h =(=1) F. ve h_ =-h

bagintisi ile tanimlanan
- a0 33 23 _13 _13 03 17 19 _23 _33 53 83 _133 _213

(h,) dizisi 1se bir eliptik bolinebilir dizidir.

Bir eliptik boliinebilir dizinin terimlerinin bulunmasi i¢in, adina duplikasyon formiilleri

denen formiiller kullanilir. 11k olarak

h>—h _h h°’

m—1""n n+l1""n—-1""m

h, h _=h

m+n""m-n m+1

h

bagintisinda n = 2 olarak almirsa, her m € Z igin

hm+2hm—2 = hm+]hm—] h22 - h3hl hm2 (2.2)
toplama formiilii elde edilir. Diger yandan
hm+nhm—n = hm+lhm—]hn2 - hn+]hn—] hm2

bagintisinda m =n + 1, n = n ve daha sonram =n + 1, n=n — 1 olarak alinirsa, sirasiyla

h>—h

n+2""n n—1

h h (2.3a)

n+l

2n+]hl =h

h2nh2 = hn (hn+2hn—]2 - hn—ZhnHZ) (23b)

duplikasyon formiilleri elde edilir.



2.1.3 Uyan 1. Her n > 0 i¢in 4, terimleri sifirdan farkli ise (2.3a) bagntis1 yardimiyla
baslangi¢ terimleri

ho=0,h1 =1, hy, h3, hy

olan (%,) eliptik boliinebilir dizisi bir tek sekilde belirlenir, 4, # 0 ise (2.3b) bagintilar:

yardimiyla baslangic terimleri

ho=0,h1 =1, hy, h3, hy

olan (h,) eliptik boliinebilir dizisi bir tek sekilde belirlenir.

2. Daha 6nce 1. boliimde de belirtildigi gibi,
h0=0,h1=1, h2h3 #0

olmak iizere (2.1) bagmtismnin bir ¢6zimii Ward tarafindan has ¢oéziim olarak

adlandirilmistir. Bu sekildeki bir has ¢oziimiin bir eliptik bolinebilir dizi olmasi i¢in

gerek ve yeter sart h2|h4 olmak tizere h, h3, hsterimlerinin birer tamsay1 olmasidir.

2.2 Denk Eliptik Boéliinebilir Diziler

2.2.1 Teorem. (4,) bir eliptik boliinebilir dizi olsun. Bu durumda sifirdan farkli olan

herhangi bir 8 € R sayis1 ve her n € Z igin,
h,'=60""h,

olarak tamimlanan (/") dizisi de bir eliptik boliinebilir dizidir (Ward 1948).

Bu teoremin bir sonucu olarak Ward, eliptik boliinebilir dizilerdeki denklik kavramini

asagidaki gibi ifade etmistir.

2.2.2 Tamm. (h,) ve (h,") iki eliptik boliinebilir dizi olsun. Eger her n € Z igin,

h,'=60""h,

esitligini gergekleyen sifirdan farkli bir & € R sayis1 varsa, (h,) ve (h,") dizilerine

denk diziler denir.



2.2.3 Uyan 1. Ward yukarida verilen denklik kavramini ifade ederken 6 sayisiyla ilgili
bir kisitlama belirtmedigi halde gercekte O sabiti bir rasyonel sayidir. Gergektende,

' o X ‘ 313
hyhy #0 ise 0° =2 ve 0 == sayilar1 birer rasyonel say1 olacagindan (998) =0

2 3

sayist da bir rasyonel sayidir.

2. hyh, # 0 oOzelligindeki her bir (4,) eliptik dizisi bir eliptik boliinebilir diziye denktir
(Ward 1948).

2.3 Lucas Dizileri ve Singiiler Diziler
Eliptik boliinebilir diziler, daha 6nce Edouard Lucas tarafindan calisilmis olan
boliinebilir dizilerin bir genellestirilmesidirler. Ward, Lucas dizileri i¢in verilen

sonuglar1 eliptik boliinebilir diziler i¢in genisletmistir.

2.3.1 Tamim. ¢ bir rasyonel say1 ve a, b sayilar1 x* —cx+1 polinomunun kokleri olsun.

Hern € Z i¢cin a # b ise,

a"-b"
[, =
a—-b
ve a =b ise,
[ =na™

olarak tanimlanan (/,) dizisine c ile parametrelendirilen Lucas dizisi denir.

Her bir (/,) Lucas dizisi (2.1) bagmtisin1 gercekler ve boylece her bir (/,) Lucas dizisi bir
eliptik dizidir. Bununla birlikte bir (/,) Lucas dizisinin eliptik boliinebilir dizi olmas1

icin gerek ve yeter sart ¢ sayisinin bir tamsay1 olmasidir.

2.3.2 Tamm. h,h, # 0 olmak tizere (h,) eliptik boliinebilir dizisinin diskriminanti,

A(hy, hy,hy) =h%(—h4“ —3h, k" +(=3h," —8h, h Yk, +(20hy By —h, Y, + by by 16k, %)

3
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olmak tzere A(h,,h;,h,) = 0 ise (h,) dizisine bir singiiler dizi, aksi halde bir singiiler

olmayan dizi denir. Ozel olarak, p bir asal say1 olmak iizere A(h,,h,,h,) = 0 (mod p)

ise (h,) dizisine modiilo p de singiiler dizi denir.

2.3.3 Uyan 1. (h,) ve (h,") denk dizilerinin diskriminantlar1 arasindaki iligki,
A(hy,hy,h) =0 A(h," by h,")

seklindedir. Dolayisiyla (£,') dizisinin singiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sart (4,)

dizisinin singiiler olmasidir.

2. (h,) bir singiiler eliptik boliinebilir dizi ve r, s tamsayilar1 s#1 i¢in A, =r,

hy=s(r’*=s>), h, =rs’(r* —2s’) dzelligindeki tamsayilar olmak iizere

rals
2

ve 0% =5

N

olsun. Bu durumda (/,) bir Lucas dizisidir ve her n € Z i¢in 0 # 0 olmak iizere,

h o=0""1

dir (Ward 1948). Dolayisiyla her bir singiiler eliptik boliinebilir dizi bir Lucas dizisidir

veya bir Lucas dizisine denktir. O halde Z tamsayilar dizisi de 6zel bir Lucas dizisi
olduguna gore (¢ = 2 olmasi hali) her bir singiiler eliptik boliinebilir dizi Z tamsayilar

dizisine denktir.
2.4 Eliptik Béliinebilir Diziler ve Eliptik Egriler Arasindaki Iliskiler

Daha once belirtildigi gibi, Q cismi lizerinde tanimli bir eliptik egrinin bdliim

polinomlar1 her m, n € Z igin

l//m+nl//m—n = li[/m+]li(/m—lli[/r12 _l//n+]l//n—]l//m2



bagmtisin1 gergekler. Dolayisiyla eliptik egri tizerindeki herhangi bir P = (x1, y1)

rasyonel noktasi da bu bagmtiy1 gercekler. Boylece her n € Z igin
h, =y, (x,»)

olarak tamimlanan (4,) dizisi bir eliptik dizi olur. Bu durumun tersinin de dogru

oldugunu Ward asagidaki teorem ile ifade etmistir.

2.4.1 Teorem. h,h, # 0 olmak iizere (h,) bir eliptik dizi olsun. Bu durumda Q iizerinde

taniml
E:y*=x"+A4x+B
eliptik egrisi ve v, , E eliptik egrisinin n. boliim polinomunu gostermek tizere her n € Z
i¢in,
h, =y, (x,»)

olacak bicimde FE eliptik egrisi lizerinde bir P = (x;, y;) rasyonel noktasi vardir.

Ozel olarak (h,) eliptik dizisi ile eslesen E eliptik egrisinin 4 ve B katsayilar1 ve P = (x1,
y1) rasyonel noktasinin koordinatlari, (4,) eliptik dizisinin 4,, A3, hs baslangic terimleri
yardimiyla asagidaki gibi ifade edilebilir;

A= —W (2 +4hh, — 161K + 6h2°h2 — 8K h3h, +4h3h} +16hihS +8h2hh2 + 1Y),
2773

L (B3 +6hPh, — 24h7H3 +15h3°h2 — 60K I3h, + 201Ih] + 1203 K

2°3° 37

—36hyh3hy + 15 hy — 48h5hSh, +12h)hihy +64hShy + 6hyhy + 48hshShy +12h3h3hy +hs),

2
h,+h; h 1
P=x,y)= [( ;zzh ZJ +ﬁ, Eth
2113 2

dir (Ward 1948).



2.4.2 Uyan 1. 4, B € Q olmak iizere, /, # 0 6zelligindeki bir (%,) eliptik dizisinin
E:y*=x"+A4x+B

eliptik egrisinin belli bir P noktasinda hesaplanan boliim polinomlarmin dizisi olmasi

5

icin gerek ve yeter sart 4, = —h,” olmasidir (Ward 1948).

2. E eliptik egrisi bir singiiler egri olsa dahi teoremde belirtilen P noktasi bir singiiler

nokta olamaz. Ciinkii eliptik egri lizerindeki bir singiiler noktanin y-koordinati sifir olur;

ancak teoremde de belirtildigi gibi P noktasmin y-koordinati Ehz # 0dir.

3. R. Shipsey (2000) doktora tezinde yukarida belirtilen singiiler olmayan P noktasini
P = (0, 0) noktasi alarak ve bu noktadaki /2, =y, (0, 0) boliim polinomlarini kullanarak

dizinin terimleri i¢in daha basit olan alternatif formiil tanimlamstir.

Eliptik dizinin eslesmis oldugu eliptik egrinin uzun formu dizinin terimleri yardimiyla

bulunmak istenirse asagidaki teorem yardimiyla bu egrinin katsayilar1 belirlenebilir.

2.4.3 Teorem. h,h, # 0 olmak tizere (h,) bir eliptik dizi olsun. Bu durumda (%,) eliptik
dizisi ile eslesen

E:y’+axy+a,y=x"+a,x’ +a,x

eliptik egrisinin katsayilari, dizinin baslangi¢ terimleri yardimiyla asagidaki gibi ifade
edilir:
as = keyfi

az=hy

_ h2h32 + (h4 +h25)a4 _h2h3a42
h,’h,

2

h, +h, —2h,hya,
h22h3

a, =

dir (Swart 2003).



2.4.4 Uyan 1. Daha once eliptik egriler boliimiinde tanimlanan eliptik egrinin Tate

degerleri de (4,) dizisinin baglangic terimleri yardimiyla asagidaki gibi ifade edilir:

bg:h3

b6:h22

5 _hythy)
b 2

b = ba +4h3'

2 h22

2. (hy) dizisinin eliptik boliinebilir dizi olmasi halinde eliptik egrinin katsayilarmin 6zel
secilmesi gerekir. Bu durumda, (4,) eliptik dizisinin bir eliptik boliinebilir dizi olmasi
icin gerek ve yeter sart dizinin eslestigi eliptik egrinin a3, bg ve bsbg katsayilarinin

tamsay1 olmasidir.

Ward asagidaki teorem ile birasyonel denk olan eliptik egrilerin denk eliptik diziler ile

eslestigini gostermistir.

2.4.5 Teorem. h,h, #0 ve h,'h,'#0 ozelligindeki (h,) ve (h,") eliptik dizilerinin
eslestigi eliptik egriler £ ve E' olsun. Bu durumda (4,) ve (4,") eliptik dizilerinin 6 # 0
olmak tizere her n € Z igin

h,'=60""h,

esitligi altinda denk olmasi i¢in gerek ve yeter sart u :% sabiti ve belli s € Q rasyonel

sayisi i¢in (0, 0) noktasini (0, 0) noktasina resmeden

2 2
x=u’x'" ve y=uy+u’sx'

degisken degisimleri altinda £ ve E' eliptik egrilerinin birasyonel denk olmasidir (Ward
1948).



Ward asagidaki teorem ile bir eliptik dizi ve bu dizinin eslestii eliptik egrinin

diskriminantinin ayn1 oldugunu gostermistir.

2.4.6 Teorem. h,h, # 0 olacak sekilde (4,) eliptik dizi ve E ise bu dizi ile eslesen
eliptik egri olsun. Bu durumda (%,) eliptik dizisinin diskriminanti ile £ eliptik egrisinin
diskriminant1 aynidir. Boylece (4,) eliptik dizisinin singiiler olmasi i¢in gerek ve yeter

sart E eliptik egrisinin singiiler olmasidir (Ward 1948).

2.4.7 Ornek. (h,) = n olarak tanimlanan 7Z tamsay1 dizisi bir singiiler dizidir. Bu dizi ile

eslesen eliptik egrinin Tate degerleri,

by =hy =3
by=h," =4
b4_h4+h25_6
hyh;
b,> +4h
b, =—*—2=12
h2

olarak elde edilir. Boylece E eliptik egrisinin diskriminanti,
A(E)=-b,’b, —8b,” —27b," +9b,b,b, =0

olup, E singiiler egridir.
2.5 Modiilo p de indirgenmis Eliptik Béliinebilir Diziler

Bu kisimda Ward ve Shipsey tarafindan verilen, simetri ve periyodiklik 6zellikleri ile

ilgili olan bazi teorem ve konjektiirler ele alinacaktir.

2.5.1 Tanmim. (4,) bir eliptik boliinebilir dizi ve p bir asal say1 olmak iizere

h,=0 modp" < n=0 (mod N)



olacak sekildeki belli en kiigiik N pozitif tamsayisina p” sayisinin (4,) eliptik bolinebilir

dizisindeki rank: denir ve p" sayisinm ranki N, olarak gosterilir.

2.5.2 Ornek. Baslangi¢ terimleri 0, 1, —1, -2, 5 ve terimleri
.., 0,1,-1,-2,5,3,-44, 101, 835, —5446, —19191, 428647, —1913560, ...

olarak elde edilen (4,) dizisinin modiilo 5 deki rank1 N; = 4 diir.

Asagidaki teoremi Ward, p >3 hali i¢in eliptik egrileri kullanarak ispat etmistir. Ancak

daha sonra Swart p =2 ve p = 3 hallerini de kapsayan daha genel bir ispat vermistir.

2.5.3 Teorem. (/,), tek sifir terimi 4 olan bir eliptik boliinebilir dizi, p asal sayis1 i¢in

N, 24 vedizinin h, terimini b6len en biyiik asal kuvvet p™ olsun. Bu durumda

. S : N, r<w
i. ptek asal say1 veyap =2 ve lstelikw>2 ise N, = ,
PN, r>w
N, r=1
ii. egerp=2vew=1lisebelli v>2 icin N, =<2N, 2<r<v dir (Ward 1948,
2N, r>v

”

Swart 2003).

Ward tarafindan, eliptik boliinebilir diziler i¢cin sadece s, ¢ > 0 sayilar1 kullanilarak ifade

edilen simetri formiilii daha sonra Swart tarafindan s, ¢ € Z sayilar1 i¢in genisletilmistir.

2.5.4 Teorem. (h,) bir eliptik boliinebilir dizi ve p asal sayis1 i¢in N, 24 olsun. Bu
durumda her s, ¢ € Z i¢in,

b, =¢" (<b))" h, (mod p)

t+sN;

olacak sekilde b; ve c¢; tamsayilar1 vardir ve istelik

hy )'h
= w (mod p) ve c

hN] -2 N, -2

_ hN] Ll

b]

(mod p)



dir (Ward 1948, Swart 2003).

2.5.5 Tanim. (4,) bir eliptik boliinebilir dizi olsun. Eger yeterince biiyiik » sayilar1 i¢cin
h, . =h, (modm)

olacak bicimde pozitif bir 7 sayis1 varsa (4,) eliptik boliinebilir dizisi modiilo m de

periyodiktir denir. Eger bu denklik her n € Z i¢in gergekleniyorsa bu durumda (4,)

eliptik boliinebilir dizisi modilo m de tamamen periyodiktir denir. Bu denkligi
gercekleyen en kiigiik pozitif 7 sayisma (4,) eliptik boliinebilir dizisinin modiilo m deki

periyotu denir.

2.5.6 Ornek. Baslangi¢ terimleri 0, 1, —1, -2, 5 ve terimleri
.., 0,1,-1,-2,5,3,-44, 101, 835, —5446, —19191, 428647, —1913560, ...

olarak elde edilen (%,) dizisinin modiilo 5 deki periyotu 7 = 16 dir.

by ve c;, daha Once verilen simetri teoremindeki tamsayilar olmak iizere, Ward
asagidaki teorem yardimiyla bir eliptik boliinebilir dizinin ranki ile periyodu arasindaki

ilisk1yi ortaya koymustur.

2.5.7 Teorem. (h,) bir eliptik boliinebilir dizi ve p asal sayis1 igin N, = 4 olsun. Bu
durumda

¢ =1(modp) ve (=b)" =1 (mod p)

olacak sekilde bir en kiigiik 7, pozitif tamsayis1 varsa, (4,) eliptik boliinebilir dizisi

modiilo p de periyodiktir ve periyot 7, N, dir. Bundan baska t, | (p — 1) (Ward 1948).

Ward, p tek asal say1 olmak tlizere 7, degerinin tam olarak belirlenebildigini asagidaki
teoremi ile ifade etmistir.

2.5.8 Teorem. (%,) bir eliptik boliinebilir dizi ve p tek asal sayis1 icin N, > 4 olsun.



h2

(modp) ve hy_, (modp)

N, -2
* . . . . o .
sayllarinin Z , kiimesindeki mertebeleri sirasiyla ¢ ve k olsun. a sabiti,

1 € ve K tek sayiise
a =<—1 &vex,?2nin ayn kuvvetleriile boliinebili yorsa
0 diger hallerde

olmak iizere
7, = 2% okek(e, k)

dir (Ward 1948).

Bu teoremde p asal sayisinin tek olma kisitlamasi gereklidir. Cilinkii p = 2 olarak almirsa

T, | (p — 1) o6zelligi geregi 7, =1 olur. Ancak teorem geregi r, =2 dir.

2.5.9 Ornek. Baslangi¢ terimleri 4o = 0, hy = 1, h, = 3, h3 = 18 ve hy = 7 olarak segilen
eliptik b6 liinebilir dizinin p = 5 asal sayis1 i¢cin modiilo 5 de indirgenmis terimleri

..»0,1,3,3,2,2,4,0,1,3,3,2,2,4,0, ...

olarak elde edilir. Dikkat edilirse N; = 7 dir. Bununla birlikte,

4 (5) ve By =4 (5)

N,-2

olarak belirlenebilir. Modiilo 5 te 4 sayisinin mertebesi 2 oldugundan ¢ = k =2 olarak
elde edilir. Boylece o =—1 olup 7, =1 dir. Dolayistyla 7 =7, N, =7 olarak bulunur.

Eger dizinin terimleri dikkate alinirsa periyotun 7 oldugu goriilmektedir.

Yukarida verilen dizinin, p = 5, 7 ve 11 asal sayilar1 dikkate alinarak belirlenen ¢, «,

o ve t, sabitleri ile rank ve periyot degerleri asagidaki tabloda verilmektedir.
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Ward, (h,) eliptik boliinebilir dizisinin modiilo p de rankinin N; = 2 veya N; = 3 olmasi
halinde (4,) eliptik boliinebilir dizisinin genel terimi i¢in asagidaki teoremi ifade

etmistir.

2.5.10 Teorem. (4,) eliptik boliinebilir dizi olsun. p asal sayismin dizideki rank1 Ny = 2

ise,
0 (mod p) n=2k
= Sk Ly
(-1)? hy2 (mod p) n=2k+1
eger N =3 ise,
0 (mod p) n =3k
G Lk
h, =4(=h,)? h,2 (mod p) n=3k+1
LI 1
—(—hz)z(k Dk 2)h45k(k+l) (mod p) n=73k+2

dir (Ward 1948).

C. Swart (2003) doktora tezinde daha once Ward ve Shipsey tarafindan simetri ve
periyodiklik ile ilgili modiilo p de verilen bazi teoremleri modiilo p" i¢in genisletmistir.
Teorem 2.5.4 de verilen Ward’in simetri formiilii modiilo p" ye asagidaki gibi

genisletilmistir.

2.5.11 Teorem. (4,) bir eliptik boliinebilir dizi ve p asal sayist ig¢in N, >4 olsun. Bu

durumda her s, t € Z ve r € N igin

hw, =c,"(<b,)" h, (mod p")



olacak sekilde b, ve ¢, tamsayilar1 vardir ve iistelik

hy Y h
b, = —( N""]] hy (modp") ve ¢ =—=— hy (mod p")
hN,-z h-] hN,‘—Z

dir (Swart 2003).

Dikkat edilirse p asal sayisi A, terimini b6lmediginden, A, _, terimini de bdlmez.

Boylece b, ve ¢, sabitleri tanimlidir.

Swart, Teorem 2.5.7 de Ward tarafindan (4,) eliptik boliinebilir dizisinin periyodikligi

ile ilgili verilen teoremi modiilo p” igin asagidaki gibi genisletmistir.

2.5.12 Teorem. (/,) bir eliptik boliinebilir dizi ve p asal sayist i¢in N, = 4 olsun. Bu

durumda

¢, =1 (modp") ve (-b)" =1 (modp)

olacak sekilde bir en kiiciik 7, pozitif tamsayis1 varsa, (%,) eliptik boliinebilir dizisi

p ' (p-1) dir (Swart

modiilo p” de periyodik ve periyodu 7 N, dir. Bundan baska z,

2003).

2.6 Eliptik Boliinebilir Dizilerde Kare ve Kiip Terimler

Eliptik boliinebilir diziler, terimleri tamsayr olan bdliinebilir Lucas dizilerinin bir
genellemesidir. Bu sebeple dncelikle Lucas dizilerinin kare terimlerinin belirlenmesi ile
ilgili yapilan caligmalar1 ele almak bu kismin daha iyi kavranmasini saglayacaktir.
Calismanin bundan sonraki kisminda, bir dizinin kare terimleri “/1” ve kiip terimleri “C”

simgeleri ile gosterilecektir.

P ve Q sifirdan farkli aralarinda asal tamsayilar ve Uy = 0, U; = 1 olmak tizere n > 2
icin {U,(P, Q)} Lucas dizisi,
Un = PUn—] _QUn—Z



rekurrent bagntist ile tamimlanir. Bir¢ok matematik¢i hangi 6zellikteki P ve Q
tamsayilarindan elde edilen U,(P, Q) teriminin [| veya C olabilecegi sorusuna cevap

aramistir.

Ik olarak T. N. Shorey ve R. Tijdeman (1986), {U,(P, Q)} Lucas dizisinde sonlu tane [

terim bulunabilecegini gostermistir.

P. Ribenboim ve W. L. McDaniel (1996), éncelikle P ve O tek tamsay1 ve P> —40 >0
olmak tizere n =0, 1, 2, 3, 6, 12 i¢in U, = [ oldugunu gostermistir. Ardindan daha sonra
ki calismalarinda su sonuclar1 elde etmislerdir:

1. P cift tamsay1 ve Q =1 (mod 4) olmak iizere n > 0 i¢in n bir [] veya bir kare sayinin
iki kat1 ise U,(P, Q) = [ dir ve bununla birlikte » dogal sayismin tiim asal ¢arpanlari
P? —4Q ifadesini boler.

2. p* | n dzelligindeki p asali ve u = 1, ..., ¢ i¢in U ..=[dir.

3. Eger n cift tamsay1 ve P sayis1 [] veya bir kare saymnm iki kat1 ise U, =[] dir.

4. U A [l olacak sekilde P, O tamsay ¢ifti ve p tek asal yoktur.

A. Bremner ve N. Tzanakis (2004), yukarida Ribenboim ve McDaniel tarafindan
verilmis olan sonuglar1 genellestirerek n = 2, 3, 6, 12 i¢in U, = (P, Q) terimlerini a, b €
Z olmak tizere asagidaki gibi belirlemislerdir:

i U,=0oP=d

ii. Us=0<P=d,0=d-b

—a® +12a*b* —9b*

iii. Us=0<P=3ab, 0= >

iv.  Un=0a(@P,0)=(,-1)

Dolayisiyla, bu sonuglardan 12. terimi [J olan tek Lucas dizisinin Fibonacci dizisi
oldugu ve bundan baska

U= (P,0)= (£2, 1)



ve bdylece 9. terimi [ olan dizilerin U, = n ve U, , =(-1)"" &zelligindeki diziler
oldugu sonucunu elde etmislerdir. Bremner ve Tzanakis tarafindan verilen diger
sonuglar su sekildedir: QO = 1 ise P#%1,+2 olmak iizere P ve Q sifirdan farkh
aralarinda asal tamsayilar olsun. Bu durumda,

i. n=2,...,7 ise sonsuz ¢oklukta (P, Q) tamsayi ¢ifti i¢in U,(P, Q) =[] dir.

ii. n=238, ..., 12 ise U,(P, Q) =[] olacak sekildeki terimler sadece Us(1, —4) = 212,
Us(4, —17) = 6207 ve Upy(1, —1) = 127 dir.

Gezer (2013), Tate normal formdaki eliptik egriler ile eslesen sifir terim bulunduran
eliptik boliinebilir dizilerin genel terimlerini belirleyerek bu dizilerin tiim kare ve kiip

terimlerinin neler oldugunu belirlemistir.

N e {4, ..., 10, 12} olmak iizere N. terimi sifir olan eliptik bolinebilir (4,) dizisinin
genel terimleri asagidaki gibidir (Gezer 2013):

1. N=4i¢in

+1 n=1,56(mod8) 3 n=13(mod4)
&= _
-1 n=2,3,7 (mod38) 4 n=2 (mod4)

olmak tizere

{n2-p)/8}

h, =¢a ,
2. N=51¢in
+1 n=14,7,8 (mod10) 2 n=14(mod5)
E = =
1 17=23,69 (modl0) P13 n=2,3 (mod5)

olmak tizere

B = eg 2 p)s)

n 2

3. N=61¢in



olmak tizere

4. N=171i¢in

olmak tizere

5. N=8i¢in

olmak tizere

+1 n=14,5,9,10 (mod12)
-1 n=237,8,11 (modl12)

n=14,5 (mod7)
n=2,36 (mod7)

5
p =18
9

n=1,2,4,5 (mod6)
n=3 (mod 6)

i :8a{(5n2—p)/12}(a+1){(n2—k)/3}

n=15 (mod6)
n=2,4(mod6)
n=9 (mod 6)

5 n=1,6(mod7)
p=<6 n=25(mod7)

3 n=3,4(mod7)

n=1,6 (mod?7)
n=2,5 (mod7)
n=3,4 (mod7)

i :8a{(5nz—p)/7}(a _1){(3n2—q)/7}

n=13,5"7 (mod &)
n=2,6 (mod 8)
n=4 (mod 8)

n=1,4,59,10,13,14 (mod16)
n=273,6711,1215 (mod16)

n=1,7 (mod 8) 7  n=1,7 (mod8)
n=2,6 (mod8) 12 n=2,6 (mod8)
n=3,5 (mod8) T=15  n=35(mod8)
n=4 (mod3S) 16 n=4 (mod3y)



h = sa {(15n2—p)/16}(a B 1){(7n2—q)/16}(2a B 1){(3n2—k)/8}

2

6. N=9 i¢in
+1 n=14,581112,1516 (modl18)
PO
-1 n=23,6,7,10,13,14,17 (mod18)
7 n=1,8(mod9) 4 n=18(mod9)
10 n=2,7 (mod9) _J7  n=2,7(mod9)
P=19  n=36(mod9) 719 1=3,6 (mod9)
4  n=4,5(mod9) 10 n=4,5(mod9)
[0 n=36 (mod 9)
|1 #=0,1,2,4,5,7,8 (mod 9)

olmak tizere

h =ea {(7n2—p)/9}(a _1){(4n2—q)/9}(a2 —a+ 1){(712—1()/3}’

7. N=10 i¢in
+1 n=14,5,8,9,13,14,17,18 (mod 20)
PO

-1 n=23,6,7,11,12,15,16,19 (mod 20)
21 n=19 (mod10) 9 n=1,9 (mod10)
24  n=2,8 (modl10) 16 n=2,8(modl10)
p=419 n=3,7 (mod10) qg=421 n=3,7 (mod10)
16 n=4,6 (modl0) 24 n=4,6 (mod10)
25 n=5 (modl0) 25 n=5 (modl0)

n=1,4,6,9 (mod 10)
k=13 n=2,3,7,8 (mod10) 5=

{5 n=1,3,5,7,9 (mod10)
n=>5 (mod 10)

4 n=2,4,6,8 (modl0)
olmak uzere

h, = a7 o om0 2 1)~ 2 -],

n



8. N=12i¢in

{+1 n=1,5,9,13,14,16,17,18,20,21,22 (mod 24)

“Tlo1 #=2,3,4,6,7.8,10,11,15,19,23  (mod 24)
n=1,11(mod12) 59 n=1,11(mod12)

4 n=2,10 (mod12) 44  n=2,10 (mod12)

9 n=3,9 (modl12) 51 n=3,9 (modl2)
P=N6 n=48 mod12) 717156 n=48 (mod12)
13 n=5,7 (mod12) 35 n=5,7 (mod12)

12 n=6 (modl2) 60 n=6 (modl2)

1 n=15,711(mod12)

n=2,10 (modl2)
k=<9 n=3,9 (mod 12)
16 n=4,8 (mod 12)
12 n=6 (mod 12)

3 n=L3,5,7,9,11(mod12)
s=<4 n=26,10 (mod 12)

i {1 n=1,2,4,57,8,10,11 (mod12)
0 n=48 (mod 12)

0 n=3,69 (mod 12)
olmak uzere

h =ea {(nz—p)/lz}(a _ 1){(59n2—q)/24}(2a _ 1){(n2—k)/24}

«(Ba® =3a + 1)@ = 2a> )" 98 (2 — 202 — 1)l
dir.

N e {4, ..., 10, 12} olmak iizere N. terimi sifir olan eliptik boliinebilir (4,) dizisinin

kare ve kiip terimleri ise asagidaki gibi belirlenmistir:

N =4 Hali.

2.6.1 Teorem. (/,), her n=0 (mod 4) icin A, = 0 olacak sekilde eliptik boliinebilir dizi
olsun. Bu durumda,

l.i n=1,7 (mod 8) ise her a # 0 i¢in A, =[] dir.



ii. a=0<her n>0 i¢in h, =[] dir.
2.i. n=13,5,7 (mod8) ise her a # 0 i¢in &, = C dir.
ii. a=C< her n>0 icin 4, = C dir (Gezer 2013).

N =5 Hali.

2.6.2 Teorem. (/,), her n=0 (mod 5) icin 4, = 0 olacak sekilde eliptik boliinebilir dizi
olsun. Bu durumda,
l.i n=1,4,6,9 (mod 10) ise her o # 0 i¢in A, =[] dir.
ii. a=0<her n>0 i¢in h, =[] dir.
2.i. n=1,3,4,11,12,14 (mod 15) ise her a # 0 i¢in A, = C dir.
ii. a=C< her n>0 icin i, = C dir (Gezer 2013).

N = 6 Hali.

2.6.3 Teorem. (/,), her n=0 (mod 6) i¢in 4, = 0 olacak sekilde eliptik boliinebilir dizi
olsun. Bu durumda,
l.i n=1,5,7,11 (mod 12) ise her a # —1,0 i¢in A, =[] dir.
ii. n=4,8 (mod12) ise h, =< a+1 =[dir.
iii. Diger hallerde, her a # —1,0 i¢in A, = [ dir.
2.i. n=1,3,9,15,17 (mod 18) ise her a # —1,0 i¢in 4, = C dir.
ii. n=4,14 (mod18) ise h,=C < a+1 = Cdir.
iii. n=28,10 (mod18) ise &, = C < o= Cdir.
iv. Diger hallerde, her a # —1,0 icin 4, = C dir (Gezer 2013).

N =17 Hali.

2.6.4 Teorem. (/,), her n=0 (mod 7) icin A, = 0 olacak sekilde eliptik boliinebilir dizi
olsun. Bu durumda,

1.7 n=1,13 (mod 14) ise her o # 0,1 i¢in A, =[] dir.

ii. n=2,3,11,12 (mod 14) ise h, =< a—1 =[]dir.



iii. n=4,5,9,10 (mod14) ise h, =1 < a="[]dir.
iv. Diger hallerde, her a # 0,1 i¢in A, # [ dir.
2.1 n=1,3,8,13,18,20 (mod 21) ise her a # 0,1 i¢in Ak, = C dir.
ii. n=4,6,10,11,15,17 (mod21) ise h, = C & o= Cdir.
iii. n=9,12 (mod2l) ise h, = C< a—1=Cdir.
iv. Diger hallerde, her o # 0,1 i¢in 4, = C dir (Gezer 2013).

N = 8 Hali.

2.6.5 Teorem. (/,), her n =0 (mod 8) icin 4, = 0 olacak sekilde eliptik boliinebilir dizi
olsun. Bu durumda,
l.i n=1,4,12,15 (mod 16) ise her o # 0,1 i¢in A, =[] dir.
ii. n=3,13 (mod16) ise h, =< (a—1)2a —1)="[1dir.
iii. n=5,11 (mod16) ise h, =1 < a2a —1)=1[1dir.
iv. Diger hallerde, her a # 0,1 i¢in A, # [ dir.
2.i n=1,7,17,23 (mod24) ise her a # 0,1 icin &, = C dir.
ii. n=3,4,20,21 (mod24) ise h, = C < a= Cdir.
iii. n=6,18 (mod24) ise h, = C < 2a—1=Cdir.
iv. n=9,15 (mod24) ise h, = C< a—1=Cdir.
v. Diger hallerde, her  # 0,1 i¢in 4, = C dir (Gezer 2013).

N =9 Hali.

2.6.6 Teorem. (/,), her n=0 (mod 9) icin 4, = 0 olacak sekilde eliptik boliinebilir dizi
olsun. Bu durumda,
1. n=117 (mod 18) ise her o # 0,1 i¢in A, =[] dir.
ii. n=5,13 (mod18) ise h, =11 < a="[dir.
iii. Diger hallerde, her a # 0,1 i¢in A4, # [ dir.
2.i. n=13,6,12,15,21,24,26 (mod27) ise her o # 0,1 i¢in 4, = C dir.

ii. n=4,23 (mod27) ise h,= C < (a’ —a +1)°=Cdir.



iii. Diger hallerde, her a # 0,1 icin 4, = C dir (Gezer 2013).

N =10 Hali.

2.6.7 Teorem. (4,), her n =0 (mod 10) icin 4, = 0 olacak sekilde eliptik boliinebilir dizi
olsun. Bu durumda,
l.i n=1,9,11,19 (mod 20) ise her a # 0,1 i¢in A, = dir.
ii. n=4,16 (mod20) ise h, =1 < —a’ +3a —1="[]dir.
iii. n=5,15 (mod20) ise h, =11 < a=1[]dir.
iv. Diger hallerde, her a # 0,1 i¢in A, # [ dir.
2.i. n=111L19,29 (mod30) ise 4, = C dir.
ii. n=3,27 (mod30) ise h,= C < —a’ +3a —1=C dir.
iii. n=17,13,17,23 (mod30) ise &, = C < 2a —1= Cdir.
iv. Diger hallerde, her a # 0,1 i¢in 4, = C dir (Gezer 2013).

N =12 Hali.

2.6.8 Teorem. (%,), her n=0 (mod 12) i¢in 4, = 0 olacak sekilde eliptik boliinebilir dizi
olsun. Bu durumda,
1.7 n=1,23 (mod 24) ise her o # 0,1 i¢in A, =[] dir.
ii. n=5,19 (mod24) ise h, =1 < 3a” —3a +1="11dir.
iii. n=4,8,16,20 (mod24) ise h, =1 < a =-3 diir.
iv. Diger hallerde, her o # 0,1 i¢in A, = [ dir.
2. i n=1,35 (mod36) ise her o # 0,1 i¢in &, = C dir.
ii. n=3,9,15,21,27,33 (mod36) ise h, = C < a —1= Cdir.
iii. Diger hallerde, her a # 0,1 i¢in 4, = C dir (Gezer 2013).

2.6.9 Ornek. N = 12 hali i¢in o = 2 olarak secilmesi durumunda elde edilen Tate

normal formdaki

E:y*+43xy-210y = x° —210x°



eliptik egrisi ile eslesen eliptik boliinebilir dizinin n =

terimleri asagidaki gibidir:

]’lz() — 2182 3166 5133 7150
hyy = 2201 3183 5147 7165
]’l22 — 2221 3201 5161 7181
fip3 = —2242 3220 5176 7198
]’l24 = 0

]’l25 — 2286 3260 5208 7234
fiog = —2309 3281 5225 7253
Jryy = —2333 3303 5243 7273
fipg = —2358 3326 5261 7294
]’l29 — 2384 3350 5280 7315
hiyo = —2%11 3375 5300 7337
hyy = —239 3400 5320 7360
h33 — 2498 3453 5363 7408
fiyg = —2529 3481 5385 7433

fiys = =261 3510 5408 7459

20, ..., 35 icin elde edilen

Dikkat edilirse a = 2 i¢in 3a’ —3a +1 ifadesi bir tam kare say1 belirtmediginden

dizinin sadece n =1,23 (mod24) o6zelligindeki

242 ~22 1 1 2 2 2 234
hy3 = 2742 3220 5176 7198 o o = 286 3260 5208 723

terimleri birer tam kare sayidir. Diger yandan n=1,35 (mod36) Ozelligindeki

terimlerden biri olan /35 =

561 2510 2408 ~459
=27 377570 T

terimi de bir kiip sayidir. Bununla birlikte

a =2 i¢in a — 1 ifadesi bir kiip say1 oldugundan Teorem 2.6.8 de belirtildigi gibi

]’lz] — 2201 3183 5147 7165’ ]’l27 — _2333 3303 5243 7273’ ]’l33 — 2498 3453 5363 7408

terimleri birer kiip sayidir.



3. BOLUM
SOMOS DIiZILERI ve BU DIiZILERIN TAMSAYI OLMA OZELLIGI

Bu boliimde Somos dizileri ele alinacaktir. Kisim 3.1 de genel olarak Somos dizilerinin
tanimi1 verilecek ve ardindan ¢caligmanin da temelini olusturan Somos 4 dizileri ile ilgili
bazi temel kavramlarin tizerinde durulacaktir. Kisim 3.2 de modiilo p" de indirgenmis
olan Somos 4 dizileri incelenecektir. Kisim 3.3 de Somos 4 dizilerinde periyodiklik
kavrami agiklanacak ve Robinson’un Somos(4) dizileri i¢in verdigi konjektiirler ele
almacaktrr. Kisim 3.4 de Somos 4 dizileri ile eliptik egriler arasindaki iliskiler
incelenecektir. Kisim 3.5 de Tate normal formdaki eliptik egriler ile eslesen Somos 4
dizilerinin genel terimleri verilecek ve bu genel terim formiilleri yardimiyla bu dizilerin
tiim terimlerinin tamsay1 oldugu gosterilecektir. Kisim 3.6 da ise Tate normal formdaki
eliptik egriler ile eslesen Somos 4 dizilerinin terimlerinden hangilerinin bir tam kare

veya tam kiip olduklar1 belirlenecektir.
3.1 Somos Dizileri

3.1.1 Tanmm. (4,) bir rasyonel say1 dizisi olsun. Eger (4,) dizisi, k, n € Z, k>4 ve
) k.. .
i=12,.., 5 icin A, € Q olmak lizere

k

2l

hnhn—k = 2“z'hn—ihn—kﬂ'

i=l1

bagintisim1  gergekliyor 1ise (4,) dizisine katsayilar1 A, ve baslangic terimleri

hy,h,,....,h,_, olan bir Somos k dizisi denir. Ozel olarak tiim katsayilar1 ve baslangic

terimleri 1 olan (4,) Somos dizisi Somos(k) ile gdsterilir.

Caligmanin temeli Somos 4 dizileri iizerine oldugundan ilk olarak bu dizilerin genel

Ozellikleri Uzerinde durulacaktir.



Mertebesi iki olan bir lineer bagmtidan elde edilen tiim rasyonel diziler birer Somos 4
dizisi belirtirler. Ornegin 4 ve B rasyonel katsayilar olmak iizere her n tamsayis1 i¢in

hn+] = Ahn + Bhn—l

lineer bagntis1 yardimiyla elde edilen (4,) dizisi dikkate alindiginda,

h

n+2

h —Ah
hn—2 = (Ahn+] + Bhn )(nTn—]]

2
_Bhn_])ﬁhn _A_h
B

= (h B n+l

hn—l + hn2

n+l

2

=(Ahn)ﬁhn—A—h +h’
B B

n—1 n

h

n+l

A? A?
=" h h_ +|—+1|n°
B B

olacak sekilde diizenleme yapilabilir ve boylece

A2
A== ve =2 +1
B

katsayilar1 ile beraber (4,) bir Somos 4 dizisi belirtir. Bundan bagka
Fn+] :Fn+Fn—]
lineer bagintisi ile tanimlanan Fibonacci dizisi, katsayilart 4, = -1 ve A, =2 olan bir

Somos 4 dizisi,

M, =2"-1=3M, —2M

n-2

lineer bagmtisi ile tanimlanan Mersenne dizisi de katsayilar1 4, :% ve A, = —% olan

bir Somos 4 dizisi belirtirler.

Diger yandan her bir Somos 4 dizisi bir lineer bagint1 ger¢eklemek zorunda degildir,

bununla birlikte, (%,) Somos 4 dizisinin 4, B € QQ olmak {izere mertebesi iki olan

hn+] = Ahn + Bhn—l



lineer bagintisii gerceklemesi i¢in gerek ve yeter sart katsayilarin

oy =hhy h,* —hh,

4 hoh, —h’ hh, —h’
0f2 T Y oft2 T 1Y

olarak se¢ilmesidir.

3.1.2 Tanim. ¢ € Z ve (h,) bir Somos 4 dizisi olmak {izere
[ =h

n n+t

olarak tanimlanan (/,) Somos 4 dizisine, (4,) dizisinin bir #-kaymas: denir.

3.1.3 Ornek 1. Somos(4) dizisinin terimleri
...,314,59,23,7,3,2, 1,1, 1, 1, 2, 3,7, 23, 59, 314, 1529, 8209, ...

seklindedir.

2. Baslangig terimleri 1, 2, 5, 8 ve katsayilar1 A, =3 ve A4, =2 olan

38384 8834453 2401378997 1834494860211

> 9 9 e

1,2,5,8,98, 799,
20 200 1000

Somos 4 dizisinin hicbir terimi sifir olmadigindan, bu dizi ve bu dizinin herhangi bir

kaymasi bir eliptik dizi denklemini ger¢eklemez.

3.1.4 Teorem. (%,) ve (h,") Somos 4 dizilerinin denk dizi olmasi i¢in gerek ve yeter sart

D € QQ olmak tizere her n € Z igin

hi'=a" B'yh,
olacak sekilde a,f,y € @(\/5 ) sayilarmin var olmasidir. Buna gore, (/4,) Somos 4
dizisinin

s 1L, 1,1

sabit dizisine denk olmasi i¢in gerek ve yeter sart



h—2 h() h—] h] hOhZ
T

-1 h02 hl ’

esitliginin ger¢eklenmesidir (Swart 2003).

3.1.5 Tanmm. p bir asal sayt olsun. Eger (4,) Somos 4 dizisinin tiim terim ve
katsayilarmin paydasindaki tamsayilar p ile aralarinda asal ise p asal sayisina (4,)

Somos 4 dizisi i¢in kabul edilebilir asal sayr denir.

Swart doktora tezinde asagida verilecek olan teoremi ifade ve ispat ederek Somos 4
dizileri icin kabul edilebilir olmayan asal sayilarin hangi o6zellikte olduklarmi

belirlemistir.

olmayan asal say1 olsun. Bu durumda p asali ya A, ve A, katsayilarindan birinin

paydasini boler ya da indis kiimesinden segilen herhangi ¢t € Z i¢in h, h_ , h_ ,, «h

12 T+l T2 TU+3

terimlerinden birinin pay ya da paydasindan birini boler (Swart 2003).

Ornegin, baslangic terimleri 2, 3, 5, 7 ve katsayilar1 A, =2, A, = 8 olan Somos 4 dizisi

2.3.5.7. 121, 534, 124604 ’ 41560408 ’ 9019812896 158849002341504
5 5.7 5.7 5°.7°

D) 9 s

olarak elde edilir. Boylece bu dizi i¢in kabul edilebilir olmayan asal sayilar 5 ve 7

olarak belirlenir.
3.2 Modiilo p" de indirgenmis Somos 4 Dizileri
Bu kisimda Somos 4 dizilerinin modiilo p” deki 6zellikleri iizerinde durulacaktr. Ilk

olarak daha 6nce eliptik boliinebilir diziler i¢in modiilo p de verilen rank tanimi Somos

4 dizileri igin modiilo p” de asagidaki gibi yeniden diizenlenebilir.



3.2.1 Tamim. (%,) Somos 4 dizisinin belli bir /; terimini bdlen p" kabul edilebilir sayisi
i¢in,

h,=0 (modp’) < n=k (modN)

olacak sekilde N pozitif tamsayisi var ve iistelik NV sayisi bu 6zellikteki en kiiciik say1 ise
bu N sayisina p" sayismin (h,) dizisindeki ranki denir. Genel olarak p” sayisinin (%,)

dizisindeki ranki N, ile gosterilir.

3.2.2 Ornek. Katsayilar1 4, =1, A4, =2 ve baslangi¢ terimleri 3, 3, 3, 3 olan Somos 4

dizisinin modiilo 5 te terimleri
...,0,4,3,3,3,3,40,4,2,3,2,3,1,0,1,2,2,2,2,1,0,1,3,2,3,2,4,
0,4,3,3,3,3,4,0, ...

bicimindedir. Boylece elde edilen Somos 4 dizisinin modiilo 5 te rank1 N; = 7 dir.

3.2.3 Teorem. (4,), katsayilar1 A,, 4, olan Somos 4 dizisi olmak iizere bu dizinin kabul
edilebilir p asal sayis1 dizinin en az iki terimini bolsiin ve tistelik N, belli £ indisi i¢in
p| hi ve p| hi+n olacak sekildeki en kiiglik pozitif tamsay1 olsun. Bu durumda,

1. N=1ise ya p asal sayis1 dizinin tiim terimlerini boler ya da p|A, dir.

2. N =2 ise p asal sayis1 A, katsayisin1 boler ancak A, katsayisini bolmez ve p

asal sayisi1 i¢in rank 2 dir.

3. N =3 ise p asal sayis1 A, katsayismi boler ancak A, katsayisini bolmez ve p

asal sayisi i¢in rank 3 tiir.

4. N >4 ise p asal sayis1 A, ve A, katsayilarin1 bolmez (Swart 2003).
3.3 Somos 4 Dizilerinde Periyodiklik

3.3.1 Tamim. (%,) bir Somos 4 dizisi olsun. 4, h_,, h _,, h . terimleri ile aralarinda asal

12 T+l T2 T 43
olan belli kabul edilebilir p asal sayis1 ve belli s, ¢ indisleri i¢in j = 0, 1, 2, 3 olmak {izere

ht+j = hs+j (mOdpr)

denkligi gergekleniyor ise (4,) Somos 4 dizisi modiilo p" de periyodiktir denir.



Eger (h,) Somos 4 dizisi modiilo p” de periyodik ise dizinin periyodu f—s sayisini

boler.

3.3.2 Ornek. Katsayilar1 4, =1, A4, =2 ve baslangi¢ terimleri 3, 3, 3, 3 olan Somos 4

dizisinin modiilo 5 te terimleri
...,0,4,3,3,3,3,40,4,2,3,2,3,1,0,1,2,2,2,2,1,0,1,3,2,3,2,4,
0,4,3,3,3,3,4,0, ...

bi¢cimindedir. Bdylece modiilo 5 te periyot 7, = 28 olarak elde edilir.

Swart doktora tezinde ranki 4 ten biiyiik olan Somos 4 dizilerinin periyodikligi ile 1lgili

asagidaki teoremi ifade ve ispat etmistir.

3.3.3 Teorem. (/,), en cok bir tane terimi sifir olan bir Somos 4 dizisi ve p, p sayisiin
herhangi iki kati arasinda (/%,) dizisinin p ile aralarinda asal olan en az dort terimi var

olacak sekildeki bir kabul edilebilir asal say1 olsun. Bu durumda her » € N i¢in (4,)

Somos 4 dizisi modiilo p" de periyodiktir (Swart 2003).

Robinson (1992), Somos(4) dizileri i¢in baz1 konjektiirler vermis ve ardindan Swart bu

konjektiirlerin bazilarmin ispatlarini da iceren teoremleri ifade ve ispat etmistir.

Robinson tarafindan verilmis olan ilk konjektiirler, Somos(4) dizisinin ranki ile ilgili

olan konjektiirlerdir.

3.3.4 Konjektiir. p tek asal sayis1 Somos(4) dizisinin belli bir terimini boliiyor ise her

r € N i¢in p" sayis1 bu dizinin belli bir terimini boler (Robinson 1992).

Burada p asal sayismin tek olma kisitlamasi gereklidir, bu kosul kaldirilamaz bir
kosuldur. Ornegin (h,) bir Somos(4) dizisi ise 2 | hs oldugu halde (4,) dizisinin 4 ile

boliinebilen higbir terimi yoktur. Swart, tezinde bu konjektiiri Somos 4 dizileri i¢in

ispatlanabilmis degildir.



3.3.5 Teorem. (%,) bir Somos 4 dizisi ve p, A4, ile aralarinda asal olan ve dizinin tiim

terimlerini degil sadece belli bir terimini bdlen kabul edilebilir tek asal say1 olsun. Bu
durumda ya (4,) dizisinde p asalinin tiim katlar1 p sayisinin tam olarak ayni kuvveti ile

boliiniir ya da (%,) dizisinin belli bir terimi her » € N i¢in p” ile boliiniir (Swart 2003).

3.3.6 Konjektiir. Somos(4) dizisinin belli bir terimini bolen her asal kuvvet Somos(4)

dizisinde diizgiindiir, yani bu asal kuvvet i¢in dizinin ranki mevcuttur (Robinson 1992).

Ornegin, Somos(4) dizisindeki her bir 17. terim 11 asal sayis1 ile bdliinebilir.

3.3.7 Teorem. (/,) baslangi¢c terimleri sifirdan farkli olan bir Somos 4 dizisi ve p,
dizinin en az iki terimini bdlen kabul edilebilir bir asal say1 olsun. Bu durumda p

asalmin diizglin asal olmamasi i¢in gerek ve yeter sart p sayisinin dizinin tim

terimlerini degil ancak belli ardisik iki terimini bolmesidir. Ayrica bu halde p|A, olur

(Swart 2003).

Eger p, 4,4, ile aralarinda asal ise (%,) dizisinin belli bir terimini bdlen p sayisinin her
bir kuvvetinin (4,) dizisinde diizgiin oldugu gosterilmistir. Somos(4) dizisi i¢in 4; = 4,
= 1 oldugundan bu teorem ile ikinci konjektiiriin ispat1 verilmis olur. Diger yandan p,
A A, sayismi bolen bir diizgiin asal say1 ve p’, (h,) dizisinin belli bir terimini boliiyor ise

p’ sayisinin da diizgiin oldugu heniiz ispatlanmis degildir.

Asagidaki konjektiir, dizinin ranki ile diizgiin asal say1 arasindaki iligkiyi ortaya

koymaktadir.

3.3.8 Konjektiir. p, Somos(4) dizisinde ranki1 N; olan diizgiin asal say1 ise N, sayisinin

belli bir kat1 p asalina ¢ok yakindir (Robinson 1992).

Robinson, Somos(4) dizisinin belli bir terimini bélen her bir p < 2000 asalinin rankinin

N; < 1.1p + 6 oldugunu bulmustur.



3.3.9 Teorem. (/,) bir Somos 4 dizisi ve p, (h,) dizisinde rank1 N, olan diizgiin asal

olsun. Bu durumda

N <p+1-2{p
olur (Swart 2003).

Swart tarafindan elde edilmis olan bu sinir Robinson tarafindan verilmis olan

N, <1.1p +6 smirmndan daha iyi bir smirdir.

3.3.10 Konjektiir. p, Somos(4) dizisinde ranki N; olan bir tek asal ve p", p asal
sayisinin Somos(4) dizisinde p nin tiim katlarini bélen en biiyiik asal kuvvet olsun. Eger
r> wigin p" sayis1 Somos(4) dizisinde herhangi bir terimi boliiyorsa dizinin ranki

Nr = pr_WN]

ve r <w igin N, = N, olur (Robinson 1992).

Swart, N; > 4 kisitlamasi ile asagidaki teoremi ispatlamistir. Diger yandan Somos(4)
dizisindeki her bir diizgiin p asali icin N; > 5 oldugundan bu teorem, 4. konjektiiriin

ispati gergekler.

3.3.11 Teorem. (/,), en ¢ok bir tane sifir terim bulunduran bir Somos 4 dizisi ve p,

ranki N, >4 olan diizgiin bir asal say1 olsun. p”, (4,) dizisinde p nin tiim katlarmni bolen

w+l

en biiyiik asal kuvvet olmak iizere dizinin belli terimi p"" ile bdliinsiin. Her » € N icin

p’ diizgiin ve (h,) dizisindeki ranki N, olsun. Bu durumda, eger p tek asal veya p = 2 ve

w>2 ise

N =

”

N, r<w
PN, r>w

dir, eger p =2 ve w=1ise belli v>2 icin

N, r=
N, =42N, 2<r<v
2N, r>v

”



dir (Swart 2003).

Robinson tarafindan Somos(4) dizilerinin periyodikligi ile ilgili verilmis konjektiirler de

vardir. Asagida verilen konjektiirler so6z edilen konjektiirlerdir.

3.3.12 Konjektiir. (4,), Somos(4) dizisi olsun. Her p tek asali ve her » € N i¢in (4,)

dizisinin modiilo p" deki periyodu, (h,) dizisinin modiilo p deki periyodunun p"'

katidir (Robinson 1992).

p = 2 hali olduk¢a farklidir. Robinson tarafindan, her » € N i¢in (4,) Somos(4) dizisinin
modiilo 2" deki periyotlarmin

T :5,7132: 10, T3 = 10, 7134:20, 7125:40, TC6:80,

oldugu, yani (%,) dizisinin modiilo 4 ve modiilo 8 deki periyotlarmin ayni oldugu

gosterilmistir.

3.3.13 Teorem. (%,) bir Somos 4 dizisi ve p, (h,) dizisinde ranki N, 25 olacak
bigimdeki diizgiin tek asal say1 olsun. Bundan baska » € N olmak tizere, p” dizinin belli

terimini bolen bir say1 ve p”, (h,) dizisinde p sayisinin tiim katlarmi bolen en biiyiik asal

kuvvet olsun. Bu durumda (%,) dizisinin modiilo p" deki periyodu

T, r<u
T, =

p'n, rzu

olacak bicimde bir u < w pozitif tamsayis1 vardir (Swart 2003).

Somos(4) dizisinin belli bir terimini bolen her bir p asal sayisi i¢in dizinin rank1 N, > 5

oldugundan w = 1 olarak alinmas1 halinde bu teorem Robinson’un 5. konjektiiriinii

ispatlamis olur.

3.3.14 Konjektiir. (%,), Somos(4) dizisi ve p, (h,) dizisinde rank1 N, olan diizgiin asal
say1 olsun. Bu durumda (4,) dizisinin modiilo p deki periyodu N, sayisinin bir katidir

ve (p—1)N, sayisinin bir bdlenidir (Robinson 1992).



Swart bu konjektiiriin Somos 4 dizileri i¢in ger¢eklenmedigini bir 6rnek ile gostermis-
tir. (h,), baslangic terimleri 1, 4, 6, 6 ve katsayilar1 A, =-1, 4, =3 olan Somos 4
dizisi ve p = 7 olarak alinirsa, dizinin terimleri
...,0,1,4,6,6,0,6,1,4,6,0,3,6,1,4,0,1,3,6,1,0,1,1,3,6,0,3,1,1,3,0,6, 3, 1,
1,0,1,6,3,1,0,4,1,6,3,0,6,4,1,6,0,6,6,4,1,0,4,6,6,4,0,1,4,6,6,0, ...

olarak elde edilir. Boylece (4,) Somos 4 dizisinin p = 7 i¢in rankin N, =5 ve periyotu
7, =60 oldugu halde dizinin periyotu, (p —1)N,= 30 degerini bélmemektedir, yani

Robinson tarafindan Somos(4) dizileri i¢in verilen bu konjektiir Somos 4 dizileri i¢in

gerceklenmemektedir.
3.4 Somos 4 Dizileri ile Eliptik Egriler Arasindaki iliskiler

Bu kisimda verilen bir eliptik egriye karsilik gelen Somos 4 dizisi ve verilen bir Somos

4 dizisine karsilik gelen eliptik egrinin nasil elde edildigi lizerinde durulacaktir.

E:y’+axy+a,y=x"+a,x’ +a,x+a,

Q cismi tizerinde tanimli bir eliptik egri, P =(x,y) ve O =(x,,»,) rasyonel noktalar1
da bu eliptik egri lizerinde singiiler olmayan farkl: iki nokta olsun. QO + [n]P # 0 olacak
sekildeki her n € Z i¢cin O+ [n]P =(x,,y,) olarak gosterilsin. Bu sekilde tanimlanan
(xn, yu) noktalarmin x, koordinatlari

ey Xy Xgs X, .

seklinde rasyonel sayilarin bir dizisini olusturur.

Diger yandan Q+ [n]P =(x,,»,) noktasmmn koordinatlart kullanilarak s ve s,
sifirdan farkli rasyonel sayilar olmak tlizere

— 2
A

n+l
n—1

— 2
X —X)S
el :_M’ ng_l

N

n+l



olarak tanimlanan (s,) dizilerinin olusturdugu dizi ailesi S, ,, dizi ailesi olarak

adlandirilir. Bu dizi ailesinden se¢ilen herhangi bir dizinin, £ eliptik egrisi iizerindeki

O+ [n]P noktalarinin x-koordinatlariin olusturdugu dizi ile eslestigi agiktir.

3.4.1 Uyan 1. S, ,, dizi ailesinden segilen bir dizinin sifir terim bulundurmasi igin

gerek ve yeter sart (P), singiiler olmayan P noktasi ile iiretilen grup olmak iizere Q €

(P) olmasidir.

2. Herhangi bir (s,) dizisinin S , , dizi ailesine ait olmasi i¢in gerek ve yeter sart

S S

ZnzlZntl

s, =0=0+[n]P=0 ve x —x=- >

S

n

olmasidir.

Siop dizi ailesindeki diziler ile Somos 4 dizileri arasindaki iliski, Swart tarafindan

asagidaki teorem ile ortaya konmustur.

3.4.2 Teorem. Q lizerinde taniml1 £ eliptik egrisi,
E:y’+axy+a,y=x"+a,x’ +a,x+a,

olsun. P = (0, 0) ve O = (x,,y,) noktalar1 da E eliptik egrisi lizerinde singiiler olmayan
rasyonel noktalar olmak tizere QO+ [n]P # 0 olacak sekildeki her n € 7Z igin
Q+[n]P = (xn, yn) olarak gosterilsin. Bu durumda S, ,, dizi ailesinden segilen (s,)
dizisi, katsayilar1

A =a, ve A, =a4(a4+a]a3)—a32a2

ve baslangi¢ terimleri,

s_, ve s, sifirdan farkli keyfi rasyonel say1

xs2
5, = —20%
S



3
_ (a,xy —ay,)s,
2

S

s, =
olan bir Somos 4 dizisidir (Swart 2003).

3.4.3 Ornek. E eliptik egrisi
E:y*—2xy+4y=x"+x" +6x

ve egri lizerindeki singiiler olmayan rasyonel noktalar P = (0, 0) ve Q = (1, 2) olsun.
s_, = s, =1 olarak secilirse
A =a32 =16 ve A, =a4(a4+a]a3)—a32a2 =-28

ile

=2

3
(a,x,—a,y,)s
sp=——"==1 ves §5,=—>+t23-0-0
S s

olarak elde edilir. Boylece E eliptik egrisi ile eslesen Somos 4 dizisinin katsayilar1 A, =
16 ve A, =-28, baslangi¢ terimleri ise 1, 1, —1, 2 olup elde edilen
e 1,1,-1,2,4,-176, 6080, —239104, 90435584, 59081555968, ...

Somos 4 dizisi S, , dizi ailesine ait bir dizidir.

3.4.4 Uyan 1. Eliptik egri ile eslesen Somos 4 dizisinin A, ve A, katsayilar1 sadece
eliptik egrinin katsayilarma bagl oldugu halde dizinin baslangi¢ terimleri QO noktasina,

eliptik egrinin katsayilarina ve s | ile s, terimlerinin se¢imine baghdir.

2. Eliptik egrinin katsayilar1 tamsay1 ise dizinin A, ve A, katsayilarinin da tamsayi

olduklar1 aciktir. Bundan baska (4,,4,) =1 < (a;,a,) =1 dir.

3. O noktasi yerine ¢ € Z olmak lizere Q'= Q+[t]P noktasmin seg¢ilmesi halinde bu
noktanin koordinatlar1 yardimiyla elde edilen dizi S ,.(,)» » ailesine ait olan bir dizidir,

bu dizi S, , , dizi ailesine ait olan bir dizinin #-kaymasi olur.



' '

4. 5, ve s, terimler1 yerine, farkli 5 ' ve s,' se¢iminin yapilmasi halinde elde edilen

dizi, Sj , p dizi ailesindeki dizilerden bir tanesine denk olan dizidir.

N. Stephens, verilen bir Somos 4 dizisinin katsayilarini ve baslangi¢ terimlerini
kullanarak bu dizi ile eslesen eliptik egrinin nasil belirlenecegini ortaya koymus ve bu

durum Swart (2003) tarafindan asagidaki teorem ile ifade ve ispat edilmistir.

3.4.5 Teorem. (s,), A, katsayis1 pozitif tam kare say1 olan bir Somos 4 dizisi olsun. (s,)
Somos 4 dizisi ile eslesen E eliptik egrisinin katsayilar1 ve bu egri lizerindeki singiiler
olmayan Q = (x,,y,) noktasmin koordinatlari,

as keyfi

2
a, 4 —2a, + ol - A +h“h2
mh,  hoh,  hyh

__aj+%4fumj@+hw;+amﬁ

A Ahohy by
hyh, —a,hyhhy + hyhy
’ h12 Yo a3h13

dir (Swart 2003).

3.4.6 Ornek. Katsayilar1 A, =1, A, =2 ve baslangic terimleri 1, 1, -2, -3 olan Somos
4 dizisi ile eslesen eliptik egrinin katsayilar1 yukarida verilen teorem yardimiyla
as = —1 (keyfi)

a3=i\/ﬂ,_]=1

2
a, _ 1 —2a4+h°h3 +}“‘h‘ +h“h2 =3
a3 hth hOhZ hOhl




La, +, N a,(hy by +hhy)” + k) _
A Ayhohy b,

—4

a, =

olarak elde edilir. Boylece E eliptik egrisinin
E:y*+3xy+y=x"—4x’ —x

oldugu goriilir. Bu egri lzerindeki singliler olmayan O =(x,,y,) noktasinin
koordinatlar1 egrinin katsayilar1 ve dizinin terimleri kullanilarak

hh, 3 —a,hhh, +h’h 11
xO:_O_;:_ ve Vo = 4" h 23 o _ M
h, 4 a3h1 8

olarak bulunur. Bu durumda katsayilar1 A, =1, A, =2 ve baslangi¢ terimleri 1, 1, -2,

—3 olan Somos 4 dizisi, P = (0, 0) olmak tizere S, , , dizi ailesine aittir.

3.4.7 Uyar. a4 katsayis1 veya a3 katsayisinin isareti ile ilgili yapilan farkli se¢imler
sonucunda farkl eliptik egriler elde edilecegi aciktir. Ancak bu halde elde edilen eliptik

egriler birasyonel denk egrilerdir.

3.4.8 Teorem. (s,) € S; , g0 V€ (s.) € S .0 .0.0) dizileri verilsin. Sifirdan farkl belli

a, B,y € Q\{0} sabitleri ve her n € Z igin,
Snl:anzﬁn ;/Sn
olmak iizere (s,) ve (s,") Somos 4 dizilerinin denk olmasi i¢in gerek ve yeter sart £ ve £’

1
eliptik egrilerinin, u = i(—] olmak iizere belli s € Q igin
a

2. 302!
X=uxve y=uy-tusx

degisken degisimi altinda birasyonel denk olmasidir (Swart 2003).
3.5 Somos 4 Dizilerinde Tamsayilik Ozelligi

Somos £k dizilerinin tanimi dikkate alindiginda, dizinin terimlerinin elde edildigi

bagmtmin bélme islemi icerdigi ve dolayisiyla da bu dizilerin katsayilar1 ve baslangig



terimleri birer tamsay1 secildigi halde bu dizilerin terimlerinin her zaman birer tamsay1
belirtmeyecegi agiktir. Ornegin katsayilar1 A, =1, A, =2 ve baslangig terimleri 2, 3, 5,
7 olan Somos 4 dizisinin terimleri

- 1184’ ﬁ’ ﬂ’4’ 4.2.3.5.7, ﬂ’ 551’ 1898’ 101125’
9 3 3 2 6 3 18

olarak elde edilir.

Bu nedenle tiim terimleri tamsay1 olan Somos £ dizilerinin belirlenmesi 6nemli bir
problem oldugu gibi bu dizilerin belirlenmesi lizerine yapilan c¢aligmalar halen
stirmektedir. Bu diziler ile ilgilenen ilk kisi M. Somos (1989), Somos(6) dizisinin tiim
terimlerinin tamsay1 oldugunu gostermistir. Daha sonra J. Malouf (1992), Somos(4)
dizisinin tiim terimlerinin tamsay1 oldugunu gdésteren ilk kisidir. Benzer sekilde D. Gale

(1991), Somos(k) dizilerinin tamsay1 6zellikleri ile ilgili ¢alismalar yapmuistir.

Somos dizileri iizerine yapilan diger ¢alismalar ve uygulamalar su sekildedir; N. Elkies,
Somos dizileri ile eliptik egriler arasindaki iliskiyi kurmustur. A. J. Van Der Porten
(2006), stirekli kesirleri kullanarak, her Somos 4 dizisinin bir Somos £ dizisi oldugunu
gostermistir. Fomin ve Zelevinsky (2002), Somos 4 dizisinin tiim terimlerinin Laurent
polinomlar1 ile ifade edilebilecegini gostermistir. A. Hone ve Swart (2008), Somos 4
dizileri ve bu diziler ile eslesen eliptik egrilerin iizerindeki noktalarin koordinatlarinin
dizisi arasinda iliskiyi kurmuslardir. Bu iliskiyi kullanarak Somos 4 dizilerinin Laurent

ozelliginden daha gii¢lii bir bagintiy1 ger¢ekledigini gostermiglerdir.

Su ana kadar k=4, 5, 6, 7 halleri i¢cin Somos(k) dizilerinin birer tamsay1 dizisi oldugu
bilinmektedir. Ancak bu durum k£ = 8 hali i¢in dogru degildir. Ger¢ekten de k£ = 8 i¢in
Somos(8) dizisinin terimleri

L 13,7,4,1, 1,1, 1,1,1,1, 1,4, 7, 13, 25, 61, 187, 775, 5827,

420514 28670773 6905822101

D) 9 s

14815,
91 2275

bi¢imindedir.



Bu ¢alismada da Somos 4 dizilerinin tamsay1 olma 6zelligi ele alinmis ve Tate normal

formdaki

Ey: y*+(-c)xy—by=x—bx’

eliptik egrileri ile eslesen Somos 4 dizilerinin tiim terimlerinin tamsay1 olduklar1

belirlenmistir.

Eliptik egriler kisminda Tate normal formlarin a parametresine bagli olarak

I.N=4=b=a ve c=0

2. N=5=b=avec=a
3.N=6=>b=a+a’vec=a

4. N=T7=b=a’-a’vec=a’-«a

5. N=8=b=Qa-l)a-1) vec=2
[04

6. N=9=b=cla(a-1)+1) ve c=a’(a—1)

2 3 2
T N=10mb=—S% 2L 30 a
a—(a-1) a—(a-1)
- 2 _ 2 B ’
8. N=l2mp=S2e20 oD Gor detlla-2a’)

a-1 (a-1)°
seklinde smiflandirildig: belirtilmisti. Ancak bu durumda N = 8, 10, 12 hallerinde

Ey: y*+(-c)xy—by=x" —bx’

denklemi ile ifade edilen Tate normal formdaki eliptik egrinin katsayilar1 birer rasyonel
sayidir. Fakat caligmada katsayilar1 tamsay1 olan eliptik egriler dikkate alinacagindan

uygun doniisiimler yardimiyla
B =QRa-1)(a-1)
c=a—(a-1)
7=0Ba’ -3a+1)(a-2a?)
0=20-2a’-1

olmak tizere, Es, £ ve Ej; eliptik egrilerine birasyonel denk olan tamsay katsayili

E): v +(a—-Pxy—a’By=x"—a’px’



Ey':y*+(" —afs)wy—a’fs'y=x" —a’fe’x’
1,2 3 8 .3 4 2
E,"yv +(a-D{(a-1)"-t)xy—(a -1’1 =x" —(a —1)" 76k

eliptik egrileri elde edilir. E,', E,', E,,' egrileri kullanilacag1 halde gosterimde bir

10 »
karigiklik olmamasi i¢in bu egriler yerine siasiyla tekrar Eg, Ejo ve Ej» gosterimi

kullanilacaktir.

3.5.1 Teorem. E)y, mertebesi N olan P = (0, 0) noktasin1 ve her n € Z i¢cin Q + nP # O

olacak bigimdeki tamsay1 koordinath O = (x, y) noktasin1 singiiler olmayan nokta olarak
bulunduran Tate normal formdaki eliptik egri olmak tizere (4,), &, = =1 olacak sekilde

Ey eliptik egrisi ile eslesen Somos 4 dizisi olsun. Bu durumda (4,) Somos 4 dizisinin

n > 0 icin tiim terimleri tamsayidir (Gezer ve ark. 2015).

Ispat. P ve O teoremde ifade edilen tamsay: koordinath noktalar, h, sifirdan farkh

keyfi tamsay1 olmak iizere [, ¢, 7, @ daha Once ifade edilen sabitler ve

N A A, h, h,

4 a’ a’ —xh_"'h,’ —ayh " h’

5 a’ a’ —xh_"'h,’ —ayh " hy’

6 | a’(a+1)? o’ (@+1) | —xh "h’ | —a(a+D)yh h)’

7| a*(a-1)> a’(a-1° | —xh'h’ | —a*(@-Dyh h

8 a’p? atp’ —xh_"'h,’ —a’Byh_ " hy’
9 7/2 7/3 - Xh—l_]ho2 - Wh—l _2h03
10 a(} 2g8 a9ﬂ3g]0 —xh_]_]h02 —a3ﬂg4yh_]_2ho3

12 (a_1)16T292 (06—1)201'393 —xh_]_]hoz _(OC_1)82_9);}1_]—2}103




y=a’(a-1)(a’ —a+1)

olsun. Bu durumda Tate normal formdaki Ey eliptik egrisi ile eslesen (%#,) Somos 4

dizisinin A, A, katsayilar1 ve h,, h, baslangi¢ terimleri Teorem 3.4.2 yardimiyla

yukaridaki gibi elde edilir.

Tekrardan kaginmak amaciyla, teoremin ispatt N sayismin her degeri i¢in yapilmak
yerine sadece N = 8 hali i¢in verilecektir. Diger haller benzer sekilde elde edilebilir. N =
8 olmas1 halinde yukaridaki tablodan Eg eliptik egrisi ile eslesen Somos 4 dizisinin

katsayilari

ve baslangi¢ terimleri

: xh,’ o’ Byh,’
1 ]’l_] b 2 h_]2
olarak elde edilir. Boylece,
h,oh, = 2Ah, 0, + Azhnz

bagintis1 kullanilarak

_a' B —ap)hy’
h.)’

h3

_ —a]4ﬁ5(x3 _axy_yz)hOS
h'

hy

6

—a? B apxt +x7y =20 By —axy® + o’ By -y hy,

5
xh_

hs =

olarak bulunur. Dikkat edilirse dizinin A3 ve h4 terimleri Z[ a, x, y, h_]i],ho] katsayilar

halkasmnin birer elemani olmasina ragmen /s teriminin paydasinda Q noktasinin birinci
bileseni olan sifirdan farkli x sayisi oldugundan /s terimi bu katsayilar halkasmin bir

elemani degildir. Ancak

Eg:y*+(a-Bxy—a’fy=x"—a’fx’



denklemi kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilmasi halinde, x degeri As teriminin
payini boler ve boylece

a23ﬂ9(ax3 _a2xy_y2)h06
- 5
h 1

hy =

olarak bulunur. Benzer sekilde hareket edilerek, Somos 4 dizilerinin genel bagintisi

yardimiyla
he=aP B (—x* +a’Bx’ +2ax*y +2x°y? =20’ B’y —apfx’y’

2.2 2

—a’x’yr v at Py’ =200y’ + By -y, vk’
terimi elde edilir. Bu durumda da /% teriminin paydasinda Q noktasmin ikinci bileseni
olan sifirdan farkli y sayisi oldugundan A¢ terimi de Z[a,x,y, h_]i],ho] katsayilar
halkasmin bir eleman1 degildir. Benzer sekilde
Eg:y” +(a=Pyy—a’fy=x"—a’fx’
denklemi kullanilarak ve gerekli diizenlemeler yapilarak

_aP @B (@ —a =Py —a’ Py - (@’ —a’)y )k
h*

hé

olarak elde edilir. Benzer durum (%,) Somos 4 dizisinin /7 terimi i¢in de s6z konusudur.
Dolayisiyla yukaridaki gibi hareket edilerek (/4,) Somos 4 dizisinin yedinci terimi
h,=—a®B (a'B-a’P)x’ +(a* -a’ +a’B-2a°P)x’y— (¢’ —a’ - Bxy*
+@'f-a’ Py -(a’~a' ~a’ By h Ih)

olarak elde edilir.

P noktasiin mertebesi 8 oldugundan dizinin ardisik her bir terimi daha 6nceki 9 terim
yardimiyla elde edilebilir. Boylece Es eliptik egrisi ile eslesen Somos 4 dizisinin genel
terimi;

+1 1=0,3,6,8,9,13,14,15 (mod16)
Po—
-1 n=1,2,4,57,10,11,12 (mod16)



n=0 (mod8) -3 n=3 (mod8)
n=3,5 (mod8) 0 n=0,2 (mod8)
p=1<12 n=2,6 (mody) qg=4 8 n=4,6 (mod8)
15 n=1,7 (mod8) 1 n=1,5 (modg)
16 n=4 (mody) 13 n=7 (mod8)
0 n=0 (mody)
3 n=13,57 (mod8) k n=k (mod8),k =7
"T14 n=26 (mods) m:{—l n=k (mod8) k=7
8 n=4 (mod8)
1 n=0,7 (mod8)
X n=1(mod8)
y n =2 (modg)
P(a,x,y) = x° —ay n =3 (mod8)
X —axy—y° n =4 (mod8)
ax’ —a’xy -y’ n=5 (mod8)
a’p’ —(a-1)’x"y—a’pry—a’(a—-1)y’ n=6 (mod8)

O, =—-a'Bla-Dx’+2a*(a-1)’x’y+a’Bla-Dxy—(a-1V’xp* +a’(a —1)*y?
olmak tizere

h —ca {(ISnz—p)/l6}(a ~1) {(7n2—6n—q)/16}(2a _ 1){(3/12—/*)/8}

{(n-m)/8} ; —n n+l (31)
ng(OC,X,)/)[QS(a,x,y)] h,"h,

olarak elde edilir. Boylece N = 8 i¢in /4  =h,= + 1 olmasi halinde (%,) Somos 4 dizisinin

tiim terimlerinin birer tamsay1 oldugu sonucu elde edilmis olur. Diger haller de buna

benzer sekilde gosterilebilir.

3.5.2 Teorem. E)y, mertebesi N olan P = (0, 0) noktasini ve her n € Z icin Q +nP # O

olacak bicimdeki tamsay1 koordinath Q = (x, y) noktasini singiiler olmayan noktalar

olarak bulunduran Tate normal formdaki eliptik egri olsun. ¢, 7,8 ve y daha Once

tanimlanan sabitler, (4,), daha Once tabloda belirtilen katsayilara ve baslangig



terimlerine sahip olan Somos 4 dizisi ise (4,) Somos 4 dizilerinin genel terimleri

asagidaki gibidir:

1. N=4i¢in
-1 n=12,45 (mod8)
Po—
+1 n=0,3,6,7 (modg8)
n=0 (mod4)
k n=k (mod4),k#3
p=<3 n=13 (mod4) m=
-1 n=k (mod4),k=3
n=2 (mod4)

1 n=0,3 (mod4)

X n=1(mod4)

y n =2 (mod4)
0, = x’ -y

olmak tizere

h =ea {(3n2_p)/8}P4 (@.x, y)[Q4 (@.x, y)]{(n—m)/4} By

dir.
2. N=51¢in

-1 n=12,4,5,8 (modl0)
Po—
+1 n=0,3,6,7,9 (modl10)

0 n=0 (mod))
k n=k (mod5S),k +#4
p=<2 n=14 (mod5) m=
-1 n=k (mod5),k=4
3 n=2,3 (mod))

1 n=0,4 (mod5)
n=1(mod5)
P5 p—l
y n=2 (mod5)

X -y n =3 (mod5)

O, =x’ —Xy-y

olmak tizere



W= o {(2nz_p)/5}135 (a,x,y)[Q5 (. x, y)]{(n—m)/S}h_] Iy
dir.
3. N=61¢in

+1 n=0,3,6,7,11 (modl12)
Po—
-1 n=1,2,4,58,9,10 (modl12)

0 n=0 (mod6)
3 n=13 (modo6)
0 n=0,3 (mod6)
p=<4 n=2 (modo6) q=
I n=12,45 (modb6)
7 n=5 (mod6)
12 n=4 (mod6)

kK n=k (mod6),k#5
m =
1 n=k (mod6),k=5

1 n=0,5 (mod6)
X n=1(modo6)
P = y n =2 (mod6)
x' =y n =3 (mod 6)
X —xy—y’ n =4 (modo6)

O, = (a +1x’ —(a +Dxy - y*
olmak iizere
h, =202 ) 0P o, 0w )
dir.
4. N="171i¢in

+1 17=0,3,6,7,10,13 (mod14)
PO
-1 n=12,4,58,9,11,12 (modl4)



0 n=0 (mod7)
0 n=0 (mod7)

2 n=1 (mod7)
3 n=3 (mod7)

3 n=23 (mod7)

p =15 n=1,6 (mod7) q=

4 n=6 (mod7)
6 n=2,5 (mod7)

7 n=5 (mod7)
10 n=4 (mod7)

9 n=4 (mod7)

kK n=k (mod7),k#6
m =
1 n=k (mod7),k=6

1 n=0,6 (mod7)
X n=1(mod7)
P y n=2 (mod7)
T x*—y n=3(mod7)
x—xy—y’ n=4 (mod7)
ax’ —axy -y’ n=5(mod7)

Q. =a’x’ —(a-Dx’y-a’xy—y°
olmak tizere
hn =ca {(SnZ—P)/7}(a _ 1){(3n2—n—11)/7}f)7 (O(,X, y)[Q7 (O(,X, y)]{(n—'”)/7}h_] ‘”ho’”'l

dir.

5. N=8i¢in

+1 n=0,3,6,8,9,13,14,15 (modl16)
Po—
-1 n=1,2,4,57,10,11,12 (mod16)



n=0 (mod8) -3 n=3 (mod8)
n=3,5 (mod8) 0 n=0,2 (mod8)
p=1<12 n=2,6 (mody) qg=4 8 n=4,6 (mod8)
15 n=1,7 (mod8) 1 n=1,5 (modg)
16 n=4 (mody) 13 n=7 (mod8)
0 n=0 (modf)
3 n=13,57 (mody) k n=k (mod8),k =7
"T14 n=26 (mods) :{—1 n=k (mod8),k=7
8 n=4 (mod8)
1 n=0,7 (mod8)
X n =1 (mod8)
y n=2 (modS8)
P(a,x,y) = x'—ay n =3 (mod8)
x —axy—y° n=4 (mod8)
ax’ —a’xy—y’ n=5 (mod8)
a’p’ —(a-1)’x’y—o’pfry—a’(a-1)y’ n=6 (mod8)

=—a'Bla-Dx’+2a’ (a-1)’x*y+a’Bla—Dxy —(a -1’ xy*> +a’ (a -1)* y*
8 y
olmak iizere

h o= co {(15n2—p)/16}(a _ l){wnz—en—q)/]e}(za _ l){(3"z_r)/8}138(0£,x,y)[Q8 (@,x, y)]{(n—m)/8}h_] Ty

dir.

6. N=9 i¢in

+1 n=0,3,6,7,10,11,13,14,17 (mod18)
PO
-1 n=1,2,4,58,9,12,1516 (modl18)



0 n=0 (mod9) 0
5 n=1 (mod9) )
6 n=2 (mod9) 3

p=13 n=3,5 (mod9) q= 1
14 n=4,7 (mod9) 9
-3 n=6 (mod9) 6
9 n=8 (mod9)

=

1 n=12,4,5,7,8 (mod9) k
m
0 n=0,3,6 (mod9)

1
x
Y
x’ -y
3 2
X —xy-y
(@’ —a+Dx’ —(a’ —a+Dxy—y*

n=0 (mod9)
n=1 (mod9)
n=2,3 (mod9)
n=4,7 (mod9)
n=5 (mod9)
n=6,8 (mod9)

n

n

(@ —a’+a)x’ —(a-Dx’y—(a’ —a’ +o)xy—y’

(a*-a’+a’ )t +x’y—(a' -’ +a’)x’y—(a’ +D)xy* =’

k (mod9),k =8
k (mod9),k =8

n=0,8 (mod9)
n=1(mod9)
n=2 (mod9)
n =3 (mod9)
n=4 (mod9)
n=5(mod9)
n=6(mod9)
n=7 (mod9)

Q,=a’(a’ —a+1)’x*—(a’-2a’ +a’ -)x’y—a’(a’ —a+1)’x’y —(a’ +D)xy* -y’

olmak tizere

hn —ca {(7;12—2}171])/9}(& _ 1) {(4nz,2n—q)/9}(a2 —a+ 1){(,,24)/3}])9 (a,x, y)[Q9 (a,x, y)]{(nfm)/9}h7]7nh0n+]

dir.

7. N=10 i¢in

-1 n=12,4,5,8,10,11,15,16

(mod 20)

{+1 n=0,3,6,7,9,12,13,14,17,18,19 (mod 20)
PO



n=0 (modl10)

n=1 (modl10)
12 n=2 (modl0)
15 n=3 (modl10)
36 n=4 (mod10)
35 n=5 (mod10)
32 n=6 (modl0)
27 n=7 (modl10)
20 n=8 (mod10)
11 n=9 (modl0)

0 n=0 (mod10)

21 n=19 (modl10)

24 n=2,8 (mod10)

p=39 n=3,7 (mod10) q=
36 n=4 (mod10)

25 n=5 (modl0)

16 n=6 (modl0)

0 n=0 (modl0)
0 n=0 (modl0)
2 7=1,69 (modl0)
5 17=1,3579 (modl0)
r=13 n=23,78 (modl0) s=
4 1n=2,68 (modl0)
7 n=4 (modl0)
8 n=4 (modl0)
5 n=5 (modl10)
k' n=k (mod10)k =9
m =
1 n=k (mod10),k=9
1 7=0,9 (mod 10)
X n=1(mod10)
v n=2 (mod10)
x' =g’y n =3 (mod10)
X —clxy—y? n =4 (mod10)
P a’x’ —a’cixy—g’ n =5 (mod10)
. a’el’ —(a-Dx’y—-a’sc’xy—-¢’y° n=6 (mod10)

a*a-1)¢*x’ —a(a-1)Ba—1)ex’y

+(a-Dxy’ —a*Qa-c*xy—ac’y’
a'Qoa-D’x’ —(a—=Dx’y

—o’(a-1)Ra’ +2a-D)¢*x*y—a’ Qa —1)g xy n =8 (mod10)

3.5.,2

+(a-D)Q2a* +2a -y’ —a’s’y

n="7 (mod10)

O =-a’Ra-Ds*x> +(a-DRa* +2a -’ y+a’ (a -1)2a’* +6a” —5a +1)g’x”y
—(a-Dx*y* +a’Qa-Dc’xy+(a* =10 +4a —)(a - 1)¢*xy* +a’c’y?

olmak tizere



h =ea {(21n2-p)/2o}(a _ l){(enz—zn—q)/zo}(za _ l){(znz—r)/S}g{(5n2—s)/4}

x B (“axa)’)[Qlo (aaxaJ’)]{(n_m)/]o}h—l_nhow

dir.
8. N=12i¢in
+1 n=0,3,8,9,13,14,16,17,18,19,22,23 (mod 24)
& =
-1 n=12,4,5,6,7,10,11,12,15,20,21 (mod 24)
0 n=0,2 (modl2) 0 n=0 (modl2)
-1 n=1 (mod 12) 59 n=L11 (modl2)
n=3,11 (modl2) 44 n=2,10 (mod12)
B n=4,10 (modl12) _J51 n=3,9 (modl2)
P25 n=59 (modl2) 77180 n=4 (modl2)
12 n=6 (mod12) 35 n=5,7 (modl2)
23 n=7 (mod 12) 60 n=6 (modl2)
24 n=8 (mod12) 56 n=8 (modl2)
0 n=0 (modl2)
1 n=111 (mod12)
0 n=0,8 (modl2)
4 n=2,10 (modl12)
3 n=13,579,11 (mod12)
r=<49 n=39 (modl2) s =
4 n=2,6,10 (mod12)
16 n=4,8 (modl2)
8 n=4 (modl2)
25 n=5,7 (modl12)
12 n=6 (mod12)
e 1 n=12,45,7,8,10,11 (mod12) L n=k (modl2),k#11
1o #=0,3,6,9 (mod 12) -1 n=k (modl2),k =11

O, =a’(12a* —42a’ +58a” =37a +10)(a —1)° x°
~0a’ -3a+1)(B0a” —66a* +63a’ —31a’ +8a —1)(a—1)"x*
+20°Ba’ —da+2)(a-1)x"y+a’x’y?
—a’(12a° —138a” +362a* —457a° +319a’ —121a +20)(a —1)*x’y
+03a’ -3a +1)(28a’ —60a* +56a° —27a” +Ta —1)(a —-1)"x*y

—0(12a” =16a” +8a —)(a -1)"* x> =0’aBa’ =3a + ) (a -1)* y*,



1 n=0,11(mod12)
X n=1(mod12)
y n=2 (mod12)
' =(a-1)"y n =3 (mod12)
¥ —(a-D*xy-y° n=4 (modl12)
& —0(a-1)'xy—(a—-1)y’ n=>5 (mod12)
O(a -1 Ba’ -3a+1)x’ —(2a’ —a)x’
(a-1)"(CBa a+)x’ —Q2a” —a)x"y n=6(mod12)
—0(a -1 Ba’ -3a+)xy—(a-1)°y*
O(a —-Dx* +0(a’ +a -1)(a 1)’ x*
(@-Dx"+0(a” +a-Dla -1’y )7 (mod12)
~Ba’ =3+ Dxy’ —0aa -1)(a -1) y*
0% (-1 x* 231 0(a? —a+1 1) 2
(a-D)'x"+ax’y+0(a” —a+1)(a—-1)"x"y n=8 (mod12)
+QRa-1)(a-1xp* +0o(a —1)" y?
By, = 0°Ba’ =3a+1)(a-1)°x"
+(6a’ -Ta+3a’(a -1 x’y+a’x*y?
+0QRa’ —a+D)Ba’ -3a+)(a-1)"x"y n=9 (mod12)

— (=17 @8a’ -1la* +6a —1)xy*
—0aBa’ -3a+1)(a-1)"y?

20° B’ —4o+2)(a -1 x> +0(3a* —=3a +1)
x(14a” =36a* +40a” —23a* + Ta —1)(a 1) x*
+a’x'y—a’Ba’ —4a +2)
x(12a’ =24a* +18a —5)(a -1)*x’y - 0(3a’® —3a +1)
x(12a’ =30a* +33a” —19a” + 6a —1)(a —1)"' x*y
+009a” —13a’ + 7o —)(a 1) xp*
+0%aBa’ -3a+)(a-1)"y’

n=10 (mod12)

olmak tizere

L= o {(nz—zn—p)/lz}(a _ 1){(59n2—q)/24}(2a _ 1){(n2—r)/24}T {(3n2—s)/8}9 {n2=0)/3)

x Py (%, Y)On (s x, )] "y

dir (Gezer ve ark. 2015).

Ispat. n iizerinden tiimevarim yontemi uygulanarak, sadece N = 8 hali ispat edilecektir.

Diger haller benzer sekilde elde edilebilir. n = 7 i¢in (3.1) esitliginden




h,=—a®B (a'B-a’P)x’ +(a* -a’ +a’B-2a°P)x’y— (¢’ —a’ - Bxy*
+@*f-a’ Py —(a’ —a' —a’ By’ ' I h

olarak bulunur. Bu terim, Teorem 3.4.2 ve Somos 4 dizisinin terimlerini veren genel
bagintidan elde edilen /7 terimi ile karsilastirildiginda esitligin » = 7 i¢in gergeklendigi
goriiliir. n>7 ve n=0 (mod 8), n # 0 (mod 16) olmak tizere (3.1) esitliginin n» + 1 i¢in
gergeklendigi kabul edilsin. (3.1) esitligi yardimiyla, & € N olmak iizere

_ 60k>+30k+3 28k +11k+1 24k%+12k+1 k,  —(8k+2)7 8k+3
—a (=1 (2a -1 yQ ",

h

n+2
olarak elde edilir. Diger yandan, timevarim hipotezi geregi,

2 2 2
]’l - a(yOk -30k+3 (a _ 1)28k —17k+2 (2& _ 1)24k —12k+1
n—=2

x (o’ e’ —(a =) x*y —a* fry —a* (@ - 1)y h, P h

0k>-15k 28k 10k 24k2—6k ~ k7 —(8k=1); 8k
By == 7 (o =)™ o =) 9 L

n—

h — a()Ok (a _ 1)28k -3k (20( _ 1)24k Q8kh_] —8kh08k+l

n

2 2 2 k —(8k+1 8k+2
h — aéOk +15k (O( _1)28k +4k (20( _1)24k +6k xQ8 h_] (8k+ )ho +

n+l

oldugundan bu terimler ve A, =a’B*, A,=a’B’ katsayilar1 bir araya getirilerek Es
eliptik egrisinin denklemi yardimiyla, » =0 (mod 8), n # 0 (mod 16) halinde

60k>+30k+3 28k +11k+1 24k +12k+1 ky  —(8k+2); 8k+3
By = =0 P (o = 1) Qg — )P R 0 T

n+2

olarak elde edilir. =0 (mod16) olmasi halinde de benzer sonug¢ elde edilecektir.
Boylece n=0 (mod 8) olmak tlizere n + 2 icin (3.1) esitliginin gergeklendigi ispat
edilmis olur. Diger haller de benzer sekilde gosterilebilir. Boylece ispat tamamlanmis

olur.

3.5.3 Sonug¢. Yukaridaki teoremden de goriildiigli gibi, Tate normal formdaki eliptik

egriler ile eslesen (/,) Somos 4 dizisinin her bir terimi

R=7[a,x,y,h " h]

halkasinin birer elemanidir. Ozel olarak 4_ = *1 ise (h,) Somos 4 dizisinin n>0 igin

tiim terimleri tamsayidir.



3.5.4 Ornek. Asagidaki tabloda N = 8 halinde Ej eliptik egrisi ile eslesen (4,) Somos 4
dizisinin n = 1222, ..., 1231 i¢in Teorem 3.5.2 yardimiyla elde edilen &, p, g, r, m

degerleri ve Pg polinomlar1 verilmistir.

n =(mod16) | =(mod8) | ¢ |P |q |r Ps(a, x, ) m
1222 6 6 +1 12| 8 [4| &’ —(a-1)y | 6
— Py — o(a—1) )
1223 | 7 7 —1[15[13 |3 1 -1
1224 | 8 0 +1[ o]0 [0 1 0
1225 9 1 +1[15]1 |3 X 1
1226 | 10 2 —1]12] 0 |4 Y 2
1227 | 11 3 -1 7] -3|3 X —ay 3
1228 | 12 4 -1|16| 8 |8 X —axy -y 4
1229 | 13 5 +1| 71 [3] ax-adxy—) 5
1230 | 14 6 +1[12| 8 |4 B —(a-DYy | 6
— Py — o(a—1))*
1231 15 7 +1[15[13 |3 1 -1

Tabloda verilen degerler kullanilarak Eg eliptik egrisi ile eslesen (%,) Somos 4 dizisinin
1222. terimi, daha 6nceki terimlere ithtiya¢ duyulmadan,

hmz —sa {(]5.]2222—17)/]6}(“ _ 1){(7.]2222—6.]222—(1)/]6}(2“ _ 1){(3.12222—r)/8}

x Py (ct, %, )[04 (et x, p) |2 7™

genel terim formiilii ile dogrudan hesaplanabilir. Ornegin a = -9 olarak secilmesi
halinde elde edilen

Eg:y*— 199xy + 138510y = x° — 15390x°

eliptik egrisi ve bu egri iizerindeki P = (0, 0) noktasi ile singiiler olmayan Q = (=210,
—3900) noktas1 kullanilarak Eg eliptik egrisi ile eslesen (4,) Somos 4 dizisinin 1222.

terimi /i_; = hp = 1 olmak tizere



h1222 = (+1)(_9){(15.]2222_]2)/]6}(_10){(7.]2222—6.]222—8)/]6}(_19){(3']2222_4)/8}
x B (-9,-210,- 3900)[Q8 (-9,-210,— 3900)]{(1222—6)/8}

65431 22800365 £653923 1 559981
=-2 3 5 19

olarak elde edilir. Benzer sekilde (/#,) Somos 4 dizisinin tabloda verilen diger dokuz

terimi de genel terim formiiliinden asagidaki gibi elde edilebilir:

h1223 -
656370 2809539 £656064 561816
h1224 =2 3 5 19 .

655299 22804949 £654993 1560898
-2 3 5 19 ,

h1225 — _2657442 32814130 5657136 7 19562734’
h1226 — _2658515 32818726 5658209 13 19563653’
h1227 e _2659589 32823327 5659283 19564573’
h1228 — 2660664 32827929 5660358 19565494’
h]229 - _2661740 32832537 5661433 19566415’
h]230 i _2662819 32837148 5662509 19567337’

663894 2841762 £663586 568260
h1231 =2 3 5 19 .

Dizinin terimlerinin indisleri biiyiidiik¢ce, dizinin terimlerinin de oldukc¢a biiyiik
sayllardan olustugu goriilmektedir. Somos 4 dizileri i¢in verilen indirgeme bagintisi
kullanilarak bu dizinin istenen bir teriminin bulunmasi, bu terimden Onceki terimlerin
de bulunmasini gerektirdiginden, bilgisayar kullanilsa da, bu islem olduk¢a uzun bir
zaman almaktadir. Bununla birlikte yukarida verilen genel terim kullanilarak dizinin
istenen herhangi terimi kiiciik bir hesaplama sonrasinda ¢ok kisa bir zamanda elde
edilebilmektedir. Ornekte dizinin 1222, ..., 1231. terimleri verildigi halde ¢ok daha
biiyiik indise sahip terimlerinin de, benzer sekilde, kiigiik bir hesaplama sonrasinda ¢ok

kisa bir zamanda elde edilebilecegi agiktir.

3.5.5 Uyar1. Somos 4 dizilerini tanimlayan

hoh _,=Ah, h_ +Ah’

n+2 n+l

bagintis1 yardimiyla (4,) Somos 4 dizisinin negatif indisli terimleri de elde edilebilir.

Ancak n < 0 igin (h,) Somos 4 dizisinin terimleri tamsay1 olmayabilir. Ornegin,



E, :y> +586xy —948480y = x* —59280x"

eliptik egrisi ve bu egri tizerindeki P = (0, 0) ile singiiler olmayan Q = (-21945,
0828225) noktalar1 dikkate alindig1 taktirde E1, eliptik egrisi ile eslesen (4,) Somos 4
dizisinin katsayilar1

A, =899614310400, A, =53329136320512000
ve baslangi¢ terimleri
h,=h,=1,h =21945h, = 9321874848000

olarak elde edilir. Bu durumda £, eliptik egrisi ile eslesen (4,) Somos 4 dizisinin
negatif indisli terimlerinin bazilar1

75751032939797362507776000000 2806796648448000 — 948480 1.1.21945

14641 1331 121

bi¢imindedir. Gortldiigi gibi, dizinin A ,, A, ve h_, terimleri birer tamsayi

degildirler.

Iki veya {ic mertebeli torsiyon noktaya sahip olan Tate normal formda eliptik egri
yoktur. Ancak D. S. Kubert ikinci ve liglincii mertebeden torsiyon noktaya sahip olan
eliptik egrileri sirasiyla

E,:y'=x’+a,x’+a,x ve E;:y +axy+a,y=x’
olarak belirlemistir (Kubert 1976). Dolayisiyla 4_; ve hg sifirdan farkli keyfi tamsayilar

olmak iizere E, ve Ej3 eliptik egrileri ile eslesen Somos 4 dizilerinin /4;, A, baslangic

terimleri ve A,, A4, katsayilar1 sirasiyla
A =0, =a’ ve h =-xhh’, h,=-axh "h,’
A =a,, A =0 ve b o=-xh,h’, h,=ayh "h

bicimindedir. Boylece E, ve Ej eliptik egrileri ile eslesen Somos 4 dizilerinin genel
terimleri, bu dizilerin baslangi¢ terimleri ve katsayilar1 kullanilarak basit bir hesaplama

sonucu asagidaki gibi elde edilir.



3.5.6 Teorem. £y, mertebesi N olan P = (0, 0) noktasin1 ve her n € Z i¢in Q+nP # O

olacak bicimdeki tamsayr koordinath Q = (x, y) noktasini singiiler olmayan noktalar
olarak bulunduran E, veya Ej3 eliptik egrileri olsun. Ey eliptik egrisi ile eslesen ve
baslangi¢ terimleri ile katsayilar1 yukaridaki gibi ifade edilen (4,) Somos 4 dizisinin
genel terimleri:

i. N=21ise

g_{+1 n=0,3 (mod 4) {0 n=0 (mod?2) {0 n =0 (mod?2)

~1  n=1,2 (mod 4) I n=1(mod2) “1-1 n=1(mod2)

olmak tizere

h o= 8a4{(nZ_p)/4}x{(n—q)/2}h_]—nh0n+] (3.2)
dir.
ii. N=73ise
+1 n=0,2 (mod3) 1 n=1L2 (mod3)
E = =
-1 n=1 (mod3) 0 n=0 (mod3)

0 n=0(mod3)
I n=1 (mod3)

q= r=<1 n=1 (mod3)
0 n=0,2 (mod3)
-1 n=2(mod3)

olmak tizere

2
-p)/ _ _
hn — wS{(n p) 3}qu{(n r)/S}h_] nh0n+l

dir (Gezer ve ark. 2015).

Ispat. n iizerinden tiimevarim yontemi uygulanarak sadece N = 2 hali icin ispat

verilecektir. N = 3 hali benzer sekilde ispat edilebilir. n = 2 i¢in

R e VEY S EA YT Iy
h, =¢a, X h, "h,

esitligi kullanilarak %, = —a,xh_ ~h,’ olarak elde edilir. Bu terim Teorem 3.4.2 den elde

edilen /4, terimi ile karsilastirildiginda teoremin » = 2 i¢in gerceklendigi goriliir. n > 2



ve n=0 (mod?2), n#0 (mod4) olmak lizere (3.2) esitliginin n + 1 igin gerceklendigi
kabul edilsin. (3.2) esitligi yardimiyla £ € N olmak {izere

h =q {(nz+4n+4)/4}x{(n+2)/2}h_]—n—2h n+3

n+2 — %4 0

olarak elde edilir. Benzer sekilde

2_ _ _ _
{(n 4n+4)/4}x{(n 2)/2}]’1_] m2y el

hn—2 =4a, 0

2 2n)/4 -
hn_] :_a4{(n 2n) }x{n/z}h_] n+lh0n

h o= _a4{n2 /4}x{n/2}h_]—nh0n+l

el ey, -1 ne2
h,, =a, X h, " h,

oldugundan bu terimler ve A, =0, A, =a,” katsayilar1 kullamlarak indirgeme bagmtisi
yardimiyla

_{reaneayia) fi2yinly —n-2g ne3
h,,=a X h, = "h,

n+2 4
olarak elde edilir. n»=0 (mod4) olarak alinmasi halinde de benzer sonug¢ elde
edilecektir. Boylece n =0 (mod?2) olmak iizere n + 2 i¢in (3.2) esitliginin gergeklendigi
ispat edilmis olur. Diger haller de benzer sekilde gosterilebilir. Boylece ispat

tamamlanmis olur.

3.5.7 Ornek. Asagidaki tabloda N = 2 halinde E, eliptik egrisi ile eslesen (%,) Somos 4
dizisinin n = 1801, ..., 1806 i¢in Teorem 3.5.6 yardimiyla elde edilen &, p, g degerleri

verilmistir.

n =(mod4) | =(mod2) | ¢ | p | ¢
1801 1 1 -1 |+1]-1
1802 | 2 0 -1101]0
1803 | 3 1 +1 | +1 | -1
1804 | 0 0 +11 0|0
1805 | 1 1 -1 |+1]-1
1806 | 2 0 -1101]0




Tabloda verilen degerler kullanilarak E; eliptik egrisi ile eslesen (%,) Somos 4 dizisinin
1801. terimi, daha 6nceki terimlere ihtiya¢ duyulmadan,

{(180]2‘1’)/4}x{(1801—q)/2}h_]—nh n+l

hyg, = €a, 0

genel terim formiilii ile dogrudan hesaplanabilir. Ornegin

E,:y*=x"+6x"—18x
eliptik egrisi ve bu egri lizerindeki P = (0, 0) noktasi ile singiiler olmayan Q = (-8, 4)
noktasi kullanilarak £, eliptik egrisi ile eslesen (%,) Somos 4 dizisinin 1801. terimi 4_; =

ho = 1 olmak {izere
hl80] = _(_18){(1801Z—I)/4}(_8){(1801+1)/2}

1 1621
— 28 3603 3 621800

olarak elde edilir. Benzer sekilde (4,) Somos 4 dizisinin tabloda verilen diger bes terimi

de genel terim formiiliinden asagidaki gibi elde edilebilir:

814504 1623602
higor =2 3

2

815408 1625404
higos =2 3

2

_ 816310 1627208
higos =2 3 ,

_ A817215 41629012
higos =2 3

2

_ _~8I8118 71630818

3.6 Tate Normal Formdaki Eliptik Egriler ile Eslesen Somos 4 Dizilerindeki Kare

ve Kiip Terimler

Bu kisimda, bir uygulama olarak Tate normal formdaki eliptik egriler ile eslesen Somos
4 dizilerinin terimlerinden hangilerinin bir tam kare veya tam kiip olduklar
belirlenecektir. Hemen belirtmek gerekirse bu dizilerin terimleri i¢inde sonsuz ¢oklukta
tam kare ve tam kiip terim vardir. Dizinin terimlerinden hangilerinin bir tam kare ve bir
tam kiip oldugu sorusuna asagidaki teorem ile yanit verilmektedir. Daha Once
belirtildigi gibi, dizinin tam kare ve tam kiip terimleri, swrasi ile, “1” ve “C” gosterimleri

ile belirtilecektir.



3.6.1 Teorem. (%,), h , =+l olmak iizere herhangi Tate normal formdaki bir eliptik
egri ile eslesen Somos 4 dizisi olsun. Bu durumda N € {4, ..., 10, 12} olmak iizere

i. n=—1(mod2N) ise sifirdan farkli her «,x, y i¢in A,= [ dir,

ii. n=-1(mod3N) ise sifirdan farkli her «, x, y i¢in s, = C dir (Gezer ve ark. 2015).

Ispat. (4,), h_ = +1 olmak iizere Tate normal formdaki eliptik egri ile eslesen Somos 4
dizisi olsun. Sonug¢ 3.5.3 geregi (h,) Somos 4 dizisinin her bir terimi P(a,x,y,h,)
polinomlarmin ¢arpimidir ve tiistelik bu polinomlar ikiser ikiser aralarinda asaldir. Bu
durumda her bir ¢arpan kare ise /4, terimi karedir. Benzer durumun kiip olma hali i¢in de
gecerli oldugu aciktir. Burada N = 8 hali i¢in ispat verilecektir.

i. hali i¢in n =—-1 (mod 16) ise k € N olmak iizere n = 16k — 1 dir. Buradan (3.1) esitligi
yardimiyla,

]’l — a30k(8k—]) (a _ 1)4k(28k—5) (2a r 1)]2k(8k—]) Q82/€h016k

n

olarak elde edilir. Bu esitlikten 4, =[] oldugu goriiliir.

ii. hali i¢cin n=-1(mod?24) ise k € N olmak iizere n = 24k — 1 dir. Buradan (3.1)
esitligi yardimiyla,

hn — ga45k(12k—1) (0{ _ 1)6k(42k—5) (20( _ 1)]8k(]2k—]) Q83kh024k

olarak elde edilir. Bu esitlikten /4, = C oldugu goriiliir.

3.6.2 Uyan. Yukaridaki teorem N = 2, 3 i¢in E, ve Ej eliptik egrileri ile eslesen (4,)

Somos 4 dizileri i¢in de gegerlidir.

3.6.3 Uyari. Teorem 3.6.1 de, n=-1 (mod 2N) ise sifirdan farkli her «,x,y icin A, =
[Jve n=-1(mod3N) ise sifirdan farkli her «,x,y icin A4, = C oldugu ifade edildi.

Asagidaki teoremlerde, Tate normal formdaki eliptik egriler ile eslesen Somos 4
dizilerindeki kare ve kiip terimlerin hangi 6zellikteki terimler olduklar1 genel olarak

belirtilmistir.



3.6.4 Teorem. (h,), h , =+1 ve hy =[] olmak iizere Tate normal formdaki herhangi bir
eliptik egri ile eslesen Somos 4 dizisi olsun. Bu durumda,
N =2 Hali: n=0 (mod 4) icin “A, =017,
n=1(mod4) i¢in “h, =< x=01",
n=2 (mod4) icin “h, =< ax=101".
N =3 Hali: n=0 (mod 6) icin “A, =17,
n=1(mod6) igin “h, =< x=01",
n=2,3 (mod6) igin “h, =< azy =11,
n=4 (mod 6) icin “h, =1 < azxy =[1".
N =4 Hali: n=0 (mod8) i¢in “h, =",
n=1(mod8) i¢in “h, =[1< Py=1011",
n=2 (mod8) icin “h, =< aPs=11",
n =3 (mod38) igin “h, =< aQs=11",
n=4(mod8) igin “h, =< Qs =117,
n=5,6 (mod8) i¢in “h, =1 < aPsQs=11".
N =5 Hali: n=0 (mod10) i¢in “A, =17,
n=1(mod10) i¢in “h, =< Ps=1[1",
n=2,3 (mod10) i¢cin “h, =< aPs =117,
n=4,5(mod10) i¢in “h, =< Qs =117,
n =6 (mod10) i¢cin “h, =[] < PsQs =117,
n=7,8 (mod10) icin “h, =1 < aPsQs =11".
N =6 Hali: n=0 (mod12) i¢in “h, =17,
n=1(mod12) i¢in “h, =1 < Ps =117,
n=2,4(modl12) i¢cin “h, =< a(a+ 1)Ps =117,
n=3(mod12) i¢in “h, =1 < (a+ 1)Ps =117,
n=5(modl12) icin “h, =< aQs=1",

n=6(mod12) igin “h, =< Qs =7,



n=7 (mod12) i¢in “h, = < aPsQs =11,
n=28,9,10 (mod12) i¢in “h, =1 < a(a+ 1)PsQs =17.
N =17 Hali: n=0 (mod14) i¢in “h, =117,
n=1(mod14) i¢cin “h, =< P;=11",
n=2,3,4 (mod14) i¢in “h, = < (a— 1)P; =117,
n=5(modl14) icin “h, =< aa—1)P; =117,
n=6,7 (mod14) i¢in “h, =1 < aQ; =117,
n =8 (mod14) i¢in “h, =1 & aP70; =117,
n=9,10,11 (mod14) i¢in “h, =1 < a(a— 1)P,Q7 =17,
n=12 (mod14) i¢in “h, =< (a— 1)P;Q;=011".
N =8 Hali: n =0 (mod 16) i¢in “A, =17,
n=1(mod16) i¢in “h, =< Pg=11",
n=2,56(mod16) i¢cin “h, =< a(a—1)2a —1)Ps =117,
n=3,4 (mod16) i¢in “h, =1 < (a— 1)2a —1)Ps =117,
n=7 (mod16) i¢cin “h, =< aQs =",
n=8 (mod16) i¢cin “h, =1 < (a—1)Qs =171,
n=9 (mod16) i¢cin “h, =< aPsQs =11,
n=10,14 (mod 16) i¢in “h, = < a(2a — 1)PsQs =17,
n=11(mod16) icin “h, =< aa— 1)2a —1)PsQs =11,
n=12 (mod16) icin “h, =< 2a —1)PsQs =11,
n=13 (mod16) i¢cin “h, =< (a— 1)2a —1)PsQs =11
N =9 Hali: n=0 (mod18) i¢in “A, =117,
n=1(mod18) i¢in “h, =< Py=11",
n=273,4(mod18) icin “h, =0 < (a— 1) —a+1)Po=0"
n=5(modl18) i¢cin “h, =< (a—1)Py =117,
n=06 (mod18) icin “h, =[1< aPy =117,

n=7 (mod18) i¢cin “h, =< a(a— 1)Py =117,



n=28,9,10 (mod 18) i¢in “h, =1 <= a(? — a + 1)Qo =11",
n=11,12,13 (mod 18) i¢in “h, = < a(a — 1)PsQg =71,
n =14 (mod18) i¢in “h, =< a(a - 1)(052 — o+ 1)PyQy =11,
n=15 (mod18) i¢in “h, = < (& — a0 + 1)PoQo =7,
n=16 (mod18) i¢in “h, =1 < (a— 1)(? — a+ 1) PoQo ="
N =10 Hali: n=0 (mod 20) i¢in “A, =17,
n =1 (mod 20) i¢in “h, =1 < Py =117,
n=2,3,4,5 (mod20) i¢in “h, =< a(a—1)2a—1)Py=1",
n =6 (mod 20) i¢in “h, =1 < aPo=11",
n =7 (mod 20) i¢in “h, = < a2a— 1)Pp =117,
n =8 (mod 20) i¢in “h, =< a2a— 1) P1o =117,
n =9 (mod 20) i¢in “h, =[1< Qo=117,
n =10 (mod 20) i¢in “A, =1 < ag Q1o =117,
n=11 (mod 20) i¢in “A, =1 < (o — 1)P10Q10 =1,
n=12,14 (mod 20) i¢in (o — 1)2a — 1)g P1oQ10 =11,
n=13,15 (mod 20) i¢in “A, =1 < aRa — 1)P1oQ10 =117,
n =16 (mod 20) i¢in “A, =1 < ¢ P1oQ10="11",
n=17,18 (mod 20) i¢cin “h, =1 < a(a—1)2a— 1)P1oQio=11".
N =12 Hali: n=0 (mod 24) i¢in “h, =17,
n=1(mod24) i¢in “h, =< P, =11,
n=2,3,4,10 (mod 24) i¢cin “h, =< A0 P, =11,
n=>5 (mod24) i¢cin “h, =< APnL=010",
n=6 (mod24) i¢in “h, =< 2o — 1) A P, =117,
n=7 (mod24) i¢in “h, =1 < a(a—1)2a—- 1P, =117,
n =8 (mod 24) i¢in “h, =< (a—1)0 P, =11,
n=9 (mod24) i¢cin “h, =< (a—1)2a—-1)0 P, =117,

n=11(mod 24) igin “h, = 1 < (a— 1)2a—1)A Q1 =",



n=12 (mod 24) icin “h, =< Q=017

n=13 (mod 24) i¢cin “h, = < (a— 1)Q2a— 1) A P20, =117,
n=14,16,21,22 (mod 24) i¢in “h, =1 < AOP12Q12 =11,
n=15 (mod24) i¢cin “h, =< (a— DQRa—-1)0 P1201, =7,
n=17 (mod 24) i¢cin “h, = < (a— 1)2a— 1)P1201, =1,
n=18 (mod 24) i¢cin “h, =< aa—1)A P20 =17,

n =19 (mod 24) i¢in “h, =1 < aAP1,Q1 =17,

n =20 (mod 24) i¢cin “h, =< (aa— 1) P20, ="

Ispat. (h,), h, =+1 ve hy =[] olmak {izere Tate normal formdaki eliptik egri ile eslesen

Somos 4 dizisi olsun. Sonug¢ 3.5.3 geregi (h,) Somos 4 dizisinin her bir terimi

P(a,x,y,h,) polinomlarmin ¢arpimidir ve iistelik bu polinomlar ikiser ikiser aralarmda

asaldir. Bu durumda her bir carpan kare ise 4, terimi karedir. Burada tekrardan
kacinmak amaciyla sadece N = 4 hali i¢in ispat verilecektir. Diger haller de genel terim

formiilii kullanilarak benzer sekilde ispat edilebilir.

1. n=0 (mod8) ise k£ € N olmak iizere n = 8k dir. Teorem 3.5.2 de N = 4 hali i¢in
verilen genel terim formiilii kullanilarak,

_ 24K 4 2k
hn = Q4

olarak elde edilir. Bu esitlikten “A, =" oldugu goriiliir.

2. n=1(mod8) ise k € N olmak iizere n = 8k + 1 dir. Teorem 3.5.2 de N = 4 hali i¢in
verilen genel terim formiilii kullanilarak,

_ 24k +6k 2k
hn = B& Q4

olarak elde edilir. Bu esitlikten “A, =[] < P4 =[1” oldugu goriiliir.

3. n=2 (mod8) ise k € N olmak lizere n = 8k + 2 dir. Genel terim formiilii yardimiyla,

_ 24k +12k+1 2k
h, =-a k0,

n



olarak elde edilir. Bu esitlikten “A, = [ < aP4 = [ oldugu goriiliir.

4. n=3 (8) i1se k € N olmak iizere n = 8k + 3 diir. Genel terim formiilii yardimiyla,

_ 24KP+I8K+3 y 2K+
hn = Q4

olarak elde edilir. Bu esitlikten “%, =[] << aQs =" oldugu goriiliir.

5. n=4 (mod8) ise k € N olmak tizere n = 8k + 4 diir. Genel terim formiilii yardimiyla,

_ 24K% +24k+6 y 2k+1
hn =-a Q4

olarak elde edilir. Bu esitlikten “A, =[] <> Q4 = [1” oldugu goriiliir.

6. n=5 (mod8) ise k € N olmak iizere n = 8k + 5 dir. Genel terim formiilii yardimyla,

_ 24k%+30k+9 2k+1
h, =-a PO,

olarak elde edilir. Bu esitlikten “4, =[] << aPsQ4 = [1” oldugu goriiliir.

7. n=6 (mod8) ise k € N olmak iizere n = 8k + 6 dir. Genel terim formiilii yardimryla,

_24k%*+36k+13 2k+1
hn = P4Q4

olarak elde edilir. Bu esitlikten “4, =[] << aPsQ4 = [ oldugu goriiliir.

3.6.5 Teorem. (h,), h , ==x1 ve hp = C olmak lizere Tate normal formdaki eliptik egri
ile eslesen Somos 4 dizisi olsun.
N =2 Hali: n=0 (mod6) i¢in “A, = C”,
n=1(mod6) icin “h,=C=>x=C,
n=2 (mod6) icin “h, = C <= ax=C,
n=3 (mod6) icin “h, = C < as’x*=C",
n=4 (mod6) icin “h, = C < apx” = C.
N =3 Hali: n=0 (mod9) i¢in “A, = C",

n=1(mod9) icin “h, = C < x=C",



n=2 (mod9) i¢in “h, = C < azy=C",
n=3(mod9) i¢cin “h,=C<=y=C",
n=4 (mod9) icin “h, = C < as’xy = C,
n=5 (mod9) icin “h, = C < as’y* = C7,
n=6(mod9) icin “h, = C < y* =C,
n=7 (mod9) icin “h, = C < asxy* = C".
N =4 Hali: n=0 (mod12) i¢in “h, = C",
n=1(modl2) i¢in “h,=C < Py =",
n=2 (modl2) igin “h, = C < aPy=C",
n=3,4 (mod12) i¢in “h, = C < 04 =C",
n=5 (modl12) igin “h, = C < Py04=C,
n=6(mod12) icin “h, = C < aPyQs=C",
n=7,8 (modl2) icin “h, = C < 04 =C",
n=9 (modl2) i¢in “h, = C < Ps0s =C",
n=10 (mod12) i¢in “h, = C < aPsQs* = C".
N =5 Hali: n=0 (mod15) i¢in “h, = C",
n=1,3 (mod15) igin “h, = C < Ps=C",
n=2 (modl5) igin “h, = C = aPs=C",
n=4 (modl5) igin “h, = C <= Qs =C,
n=5 (modl5) i¢in “h, = C < aQs = C”,
n=6 (modl5) i¢in “h, = C < o0s=C",
n=7,8 (mod15) igin “h, = C & aPsQs = C,
n=9 (modl5) icin “h, = C = o° 05" = C,
n =10 (mod15) icin “h, = C = aQs” = C,
n=11,12 (mod15) i¢in “h, = C < PsQs* = C”,
n=13 (mod15) icin “h, = C & aPsQs* = C”.
N =6 Hali: n=0 (mod18) i¢in “h, = C",



n=1,3 (mod18) igin “h, = C < Ps=C",

n=2 (modl8) i¢cin “h,=C < a(a+ 1)Ps=C",

n=4 (modl8) icin “h, = C < o(a+1)’Ps=C",

n=5 (modl18) icin “h, = C = (a+1)’0s = C,

n=6(modl8) icin “h, = C < o’ Qs=C",

n=7 (modl8) i¢cin “h, = C < a(a+ 1)PsQs = C”,

n=8 (modl18) icin “h, = C < aPsQs=C",

n=9 (modl18) icin “h, = C <= o’ Ps0s = C",

n =10 (mod18) igin “h, = C < PsQs = C",

n=11(modl18) icin “h,=C < (a+ 1)0s = C,

n=12 (mod18) icin “h, = C < aQs’ = C,

n=13 (mod18) icin “h, = C = o(a+ 1)’Ps0s" = C,

n=14 (mod18) icin “h, = C = a(a+ 1)*’Ps0s’ = C”,

n=15 (mod18) icin “h, = C < aPsQs" = C”,

n=16 (mod18) icin “h, = C < a(a+ 1)PsQs’ = C”.
N =7 Hali: n=0 (mod21) igin “h, = C”,

n=1,3 (mod21) igin “h, = C < P;=C",

n=2 (mod21) i¢in “h, = C < o (a -1)P;=C",

n=4 (mod21) i¢in “h, = C < aa— 1)*P;=C",

n=5(mod2l) icin “h, = C < o’P7=C",

n=6(mod21) i¢in “h, = C < a(a—1)’0,=C",

n=7 (mod21) i¢in “h, = C = o (a—1)°0,=C",

n=8,12 (mod21) i¢in “h, = C < (a— 1)’P;07=C",

n=9 (mod21) igin “h, = C < P;07=C",

n=10 (mod21) i¢in “h, = C < o(a— 1)’P:0;=C",

n=11(mod21) igin “h, = C = a(a— 1)P;0,=C",

n=13 (mod2l) i¢in “h, = C < (a— 107 =C",



n=14 (mod21) i¢in “h, = C < o (a— 107> =C",
n=15 (mod21) i¢in “h, = C = a(a— P07 =C7,
n=16 (mod21) i¢in “h, = C < o(a— 1)*P,0:*=C7,
n=17,19 (mod21) i¢in “h, = C < o*(a— 1)P;07=C",
n=18 (mod21) i¢in “h, = C < o?P:07*=C".
N =8 Hali: n=0 (mod 24) i¢in “h, = C”,
n=1(mod 24) i¢in “h,=C < Ps=C",
n=2,6 (mod24) i¢in “h, = C <= (a— 1)2a—1)Py=C",
n=3,5 (mod24) i¢in “h, = C < Py =C",
n =4 (mod 24) i¢in “h, = C = (a—1)’Qa—-1)YPs=C",
n=7 (mod 24) i¢in “h,=C < Qs =C",
n =8 (mod 24) i¢in “h, = C < (a— 1)Qs = C”,
n=9 (mod24) igin “h, = C <= (a— 1)’Ps0s=C",
n=10 (mod 24) i¢in “h, = C = (a - 1)2a— 1)PsQs* = C,
n=11,19 (mod 24) i¢in “h, = C < o*(a - 1)Ps0s* = C”,
n=12 (mod 24) i¢in “h, = C = (a— 1)Q2a—1)*PsQs = C”,
n =13 (mod 24) i¢in “h, = C < &’ P30 = C,
n =14 (mod 24) igin “h, = C & (a— 1)’Qa - 1)PsQs= C”,
n=15 (mod 24) i¢in “h, = C <= (a— 1’05’ = C,
n=16 (mod 24) i¢in “h, = C <= (a— 1)05* =,
n=17 (mod 24) i¢in “h, = C < Ps0s’ = C”,
n =18 (mod 24) i¢in “h, = C = (2a - 1)PsQs = C,
n =20 (mod 24) icin “h, = C = o*(a - 1)’Qa— 1)’Ps0s* = C”,
n =21 (mod 24) i¢in “h, = C < o*(a— 1)*Ps0s* = C,
n =22 (mod 24) i¢in “h, = C = (a- 1)’ Qa - 1)PsQs’ = C".
N =9 Hali: n=0 (mod 27) i¢in “h, = C”,
n=1,3 (mod 27) i¢in “h, = C < Py=C",



n=27 (mod27) icin “h, = C = oA(a— 1) — a + 1)Py=C",
n=4 (mod?27) icin “h, = C= a(a— 1) — a+ 1)*Py=C",
n=5 (mod27) i¢in “h, = C <= (& —a+ 1YPy=C",
n=6 (mod?27) i¢in “h, = C <= (a— 1Py =C",
n=8 (mod 27) i¢in “h, = C <= (a— 1’0y =C",
n=9 (mod?27) i¢in “h, = C < a(a— 1)Qy=C",
n =10 (mod 27) igin “h, = C < PoQy = C,
n=11(mod27) i¢in “h, = C = a(c’ — a + 1)PeQo = C”,
n=12 (mod27) i¢in “h, = C <= oo — 1)PeQ = C”,
n =13 (mod 27) i¢in “h, = C = ala— 1)*(® — a + 1)’PsQy = C”,
n=14 (mod 27) i¢in “h, = C = ?(a— D) — a+ 1)’PeQs = C”,
n =15 (mod 27) igin “h, = C < aPyQy = C”,
n=16 (mod 27) i¢in “h, = C = (a— 1) — a+ 1)PsQo=C",
n=17 (mod 27) i¢in “h, = C = a(a — 1)0¢* = C”,
n=18 (mod 27) i¢in “h, = C = ?(a— DX’ — a+ 1)0s*= C,
n =19 (mod 27) i¢in “h, = C < PyQo” = C”,
n =20 (mod27) icin “h, = C < (a— 1) — a+ 1)PyQo* = C,
n=21(mod27) icin “h, = C = o(a— 1)’PeQy* = C”,
n=22 (mod27) i¢in “h, = C < a(a— 1) — a+ 1YPsQs’=C",
n =23 (mod27) icin “h, = C = a(a— 1) — a + 1)*PeQy* = C”,
n =24 (mod27) icin “h, = C < (o — 1)PoQy* = C”,
n =25 (mod27) icin “h, = C = o(a— 1) — a + 1)PsQo” = C.
N =10 Hali: »=0 (mod30) i¢in “A, = C”,

n =1 (mod30) igin “h, = C < P1o=C",

n =2 (mod 30) i¢in “h, = C < (a—1)2a—-1)g Pio=C,

n =3 (mod 30) i¢in “h, = C< ¢ P1o=C",

n =4 (mod 30) i¢in “h, = C = (a— 1Y Qa—-1)*Piy=C",



n =5 (mod30) i¢in “h, = C < aPy=C,

n=6 (mod30) i¢in “h, = C <= ala— 1) ’Qa-1)¢*Piy=C",

n =7 (mod30) i¢in “h, = C = (a— 1Y Qa—-1)Piy=C",

n =8 (mod 30) i¢in “h, = C < Qa—1)g Pioy=C,

n=9 (mod30) i¢in “h, = C <= (a— 1YQa—-1)¢c 01p=C",

n =10 (mod 30) i¢in “4, = C <= (a—1Y’Qa—-1)¢*0i=C",

n=11 (mod30) igin “h, = C = (a—1)*P1oQ10=C",

n =12 (mod 30) i¢in “h, = C <= ¢ *P1o010=C",

n =13 (mod 30) i¢in “h, = C = (a— 1)’ Qa - 1)P1¢Q1 = C",

n =14 (mod 30) igin “h, = C = (a— 1)2a - 1)*P1oQ10 = C",

n=15 (mod 30) i¢in “h, = C = a(a— 1)’ Qa—-1)*¢ P1oQi0=C",

n =16 (mod 30) i¢in “4, = C <= aa— 1)g P1oQ10 = C,

n =17 (mod 30) i¢in “h, = C <= (a— 1)2oa— 1)P1oQ10 = C,

n =18 (mod 30) i¢in “h, = C <= (a— 1)’ ¢ *P1o010 = C",

n=19 (mod 30) i¢in “h, = C = (a—1)01° = C,

n =20 (mod 30) icin “h, = C = (a—- 1)Qa - 1)c*01*=C",

n =21 (mod30) i¢in “h, = C = (a— DQa— 1)’ ¢ P1o01s* = C”,

n =22 (mod 30) icin “h, = C <= (a - 1’Qa-1)¢ P1eOio* = C,

n =23 (mod30) igin “h, = C = (a— 1)2a— 1)P1o01° = C,

n =24 (mod 30) icin “h, = C <= Qa—1)¢ P1oQ1o* = C”,

n =25 (mod 30) icin “h, = C < a(a— 1)P10010° = C”,

n =26 (mod 30) icin “h, = C < ac P1oOio" = C,

n =27 (mod 30) icin “h, = C < ¢ P1o01° = C,

n =28 (mod 30) icin “h, = C <= (a— 1)2a— 1)¢ Pi1e01* = C.
N =12 Hali: n=0 (mod36) i¢in “A, = C”,

n=1(mod?36) igin “h, = C < P =C",

n=2 (mod36) icin “h, = C < (a— 1’A60P;, = C,



n =3 (mod 36) i¢in “h, = C < (a—1)*P,=C",

n =4 (mod 36) i¢in “h, = C < 1 26P1,=C",

n=5 (mod36) icin “h, = C < 0°P1,=C",

n=6 (mod36) i¢cin “h, = C <= a(a— 1) ’Qa—1)AP;,=C",
n=7 (mod36) i¢in “h, = C = a(a—1)’Qa-1)0P,=C",

n =8 (mod 36) i¢in “h, = C = A(a—1)’Qa-1)P,=C",
n=9 (mod36) i¢in “h, = C <= a(a—1)’P,=C",

n =10 (mod 36) i¢in “h, = C = (a— 1)2a - AP, =C",
n=11(mod36) i¢in “h, = C = (a— 1QRa—-1)*60,,=C",

n =12 (mod 36) i¢in “h, = C < aQi, = C”,

n =13 (mod 36) i¢in “h, = C = (a— 1Y Qa—-1)P10,=C",
n =14 (mod 36) i¢in “h, = C < ’Qa - 1)’AFP101n = C,
n=15 (mod 36) icin “h, = C = a(a— 1)°’P12012= C,

n=16 (mod 36) i¢in “h, = C <= (a— 1YQa—- 1)A*0P1,01,=C",
n=17 (mod36) icin “h, = C = (a— DQRa-1)*Pn0,=C",
n =18 (mod 36) icin “h, = C = (a— 1)’Qa— 1)AP10;,=C",
n=19 (mod 36) icin “h, = C <= a(a - 1)’Qa-1)*P10;,=C",
n =20 (mod 36) igin “h, = C & aRa - 1)0P1,01,=C,

n =21 (mod36) i¢in “h, = C = o(a— 1)*P101n=C",

n =22 (mod 36) icin “h, = C = Qa— 1)’AP,01,=C",

n =23 (mod36) icin “h, = C = a(a—1)’Qa- 1)#0,>=C",

n =24 (mod 36) icin “h, = C = 01> =C",

n =25 (mod36) icin “h, = C < (a - 1)Q2a— 1)*0P1n0" = C,
n =26 (mod 36) icin “h, = C < a(o— 1)2a— AP0 = C,
n =27 (mod 36) icin “h, = C < (a— 1)’Pn0" = C,

n =28 (mod 36) icin “h, = C <= (a— 1)Q2a— 1)’A*P1,0,° = C,
n =29 (mod 36) icin “h, = C < a(a— 1)’Qa— 1)0P1,01* =C”,



n =30 (mod 36) icin “h, = C = a(a— 1)*Qa— DAPL0L = C7,
n =31 (mod 36) i¢in “h, = C <= ad’P1,01,°=C = h,=C",

n =32 (mod36) icin “h, = C < (a—1)0°P,0,> =C",

n =33 (mod 36) i¢in “h, = C < (a— 10°P1,01,° = C,

n =34 (mod 36) icin “h, = C < (a— 1)’ A0P1201,° = C.

Ispat. Tekrardan kaginmak amaciyla sadece N = 4 hali i¢in ispat verilecektir. Diger
haller de genel terim formiilii kullanilarak benzer sekilde ispat edilebilir.

i. n=0 (modl2) ise k € N olmak tizere n = 12k dir. Teorem 3.5.2 de N = 4 hali i¢in
verilen genel terim formiilii kullanilarak

_ 18K~ 3k
hn =a Q4

olarak elde edilir. Bu esitlikten “A, = C” oldugu goriiliir.
ii. n=1(mod12) ise k € N olmak {lizere n = 12k + 1 dir. Teorem 3.5.2 de N = 4 hali i¢in

verilen genel terim formiilii kullanilarak,

_54k%+9k 3k
h =a PO,

n

olarak elde edilir. Bu esitlikten “A, = C < P4 = C” oldugu goriiliir.

iii. n=2(mod12) ise k € N olmak tlizere n = 12k + 2 dir. Genel terim formiilii
yardimiyla,

54k 18K+ 3k
h,=a k0,

n

olarak elde edilir. Bu esitlikten “A, = C < aPs = C” oldugu goriiliir.

iv. n=3(mod12) ise £ € N olmak tlizere n = 12k + 3 diir. Genel terim formiilii

yardimiyla,

54k 427k+3 y 3k
h,=a 0,

n

olarak elde edilir. Bu esitlikten “A, = C < Q4 = C” oldugu goriiliir.
v. n=4(mod12) ise £k € N olmak iizere n = 12k + 4 diir. Genel terim formiilii

yardimiyla,

5S4k 436k+6 y 3k
hn a Q4



olarak elde edilir. Bu esitlikten “A, = C < Q4 = C” oldugu goriiliir.
vi. n=5(mod12) ise £k € N olmak iizere n = 12k + 5 dir. Genel terim formiilii
yardimiyla,

54k 45k+9 3k+1
hn =a P4Q4

olarak elde edilir. Bu esitlikten “A, = C < P4Q4 = C” oldugu goriiliir.
vii. n=6 (mod12) ise £ € N olmak iizere n = 12k + 6 dir. Genel terim formiilii
yardimiyla,

_54k%+54k+13 3k+l
hn = P4Q4

olarak elde edilir. Bu esitlikten “%, = C < aPsQs4 = C” oldugu goriiliir.
viii. n=7 (mod12) ise k € N olmak lizere n = 12k + 7 dir. Genel terim formiilii

yardimiyla,

_54k%+63k+18 oy 3k+2
h, =a 0,

n

olarak elde edilir. Bu esitlikten “%,= C < 04° = C” oldugu goriiliir.
ix. n=8(mod12) ise k¥ € N olmak lizere n = 12k + 8 dir. Genel terim formiilii

yardimiyla,

U 54k2+T72k+24 oy 3k+2
h,=a 0,

olarak elde edilir. Bu esitlikten “%, = C < 04° = C” oldugu goriiliir.
x. n=9 (mod12) ise £k € N olmak iizere n = 12k + 9 dur. Genel terim formiilii
yardimiyla,

h =«

54k%+81k+30 3k+2
n P4Q4

olarak elde edilir. Bu esitlikten “%, = C < P404* = C” oldugu goriilir.
xi. n=10 (mod12) ise k£ € N olmak iizere n = 12k + 10 dur. Genel terim formiilii
yardimiyla,

L 54k%+90k+37 3k+2
h, =a P,0,

olarak elde edilir. Bu esitlikten “%, = C < aP40s> = C” oldugu goriilir.



3.6.6 Ornek. N =5 i¢in a = 5 olarak segilmesi halinde
Es:y* —4xy—5y=x" - 5x°

eliptik egrisi elde edilir. Bu eliptik egri tizerindeki P = (0, 0) ve singiiler olmayan Q =
(2, 12) noktalar1 kullanilarak Es eliptik egrisi ile eslesen (/4,) Somos 4 dizisinin n = 150,
..., 160 icin Teorem 3.5.2 yardimiyla elde edilen terimleri, #_; = hp = 1 olmak iizere,
asagidaki gibi elde edilir:

hyso = 2150 59000

hys; = —2151 59120

hysy = —2152 3 59241

hysy = —2153 59363

Biyss = 2155 59486

hyss = 2155 59610

hysg = —2156 59734

hys, = —2157 3 59859

hiysg = —2158 59985

hyso = 2160 510112

160 £10240
h]ﬁ() =2 5

Dizinin yukaridaki terimleri dikkate alindiginda, dizinin Ajso, hise, hico Ve hiso

terimlerinin birer tam kare olduklar1 goriilmektedir.

150 =0 (mod10), 160 =0 (mod10) oldugundan dizinin 459 ve hjeo terimlerinin kare
olmasi i¢in herhangi bir se¢im gerekmemektedir. Benzer durum 159 = -1 (mod10)
oldugundan /59 terimi i¢in de s6z konusudur. Diger yandan, 156 =6 (mod10)

oldugundan /56 teriminin bir tam kare olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosulun PsQs =[]
oldugu goriiliir, bu halde Es eliptik egrisi ile eslesen (4,) Somos 4 dizisi i¢cin
Ps=x=2ve QOs=x"—xy—y=-32

oldugundan PsQs = [ dir.



Dikkat edilirse, (h,) Somos 4 dizisinin /50 terimi bir kiip sayidir ve {stelik
150 =0 (mod15) denkligi gerceklenmektedir. Dizinin bir diger kiip terimi ise /;s3
terimidir ve Teorem 3.6.5 geregi Ps = C olmasi beklenir. Gergekten de Es eliptik egrisi
ile eslesen (%,) Somos 4 dizisi i¢in n = 153 olmak lizere

Ps=x"—y=2"—12=-8
olarak elde edilir ve boylece Ps = C dir.
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