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GİRİŞ 
 

 
 Kısmi diferensiyel denklemler teorisinden de bilindiği gibi reel uzayda eliptik 

denklemler için Dirichlet ve Neumann adıyla bilinen iki temel sınır değer problemi 

tanımlanmıştır. Reel uzayda bazı problemlerin  çözümleri kompleks diferensiyel 

denklemlerin çözüm metotları ile aşılmıştır. Mesela  

     0=+ yyxx uu                               (0.1) 

Laplace denkleminin reel uzayda genel çözümü olmadığı halde kompleks uzayda bu 

denklemin genel çözümü mevcuttur.  

 Düzlemde birinci mertebeden en basit eliptik sistem Cauchy-

Riemann sistemidir. Cauchy-Riemann sistemi kompleks formda  
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olmak üzere  

     0=
z

w          (0.2) 

dır. 

I.N.Vekua (0.2) den daha genel olan  

     0=++ wbaww
z

            (0.3) 

formundaki denklemlerle ilgilenmiştir. Daha sonra (0.3) denkleminden daha genel olan 

Lineer olmayan 

     ( )wwzFw zz
∂=∂ ,,         (0.4) 

denklemi W.Tutschke tarafından incelenmiştir. En son olarak ise İshak ALTUN, Kerim 

KOCA ve Binali MUSAYEV tarafından (0.4) denklemi iki metrik kullanılarak 

incelenmiştir. Biz ise bu çalışmada aynı metotla (0.4) denkleminden elde edilen  
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sisteminden daha genel olan  
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Lineer olmayan singüler integral denklem sistemlerinin çözümlerinin varlık ve tekliğini 

inceleyeceğiz.  
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BÖLÜM 1 

 

TEMEL BİLGİLER 

Bu bölümde daha sonraki bölümde ele alınacak olan lineer olmayan singüler integral 

denklem sisteminin incelenmesinde temel teşkil eden kavram ve sonuçlar ile ilgili ön 

bilgiler verilmektedir. 

1.1. Metrik Uzaylar 

Tanım1.1.1. Boş olmayan bir X kümesi ve  

 +→ RXXd x: ,   ( ) ( )yxdyx ,, → , [ )∞=+ ,0R  

dönüşümü verilsin. Eğer bu d dönüşümü Xzyx ∈∀ ,, için 

 
( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )ieşitsizliğÜçgenyzdzxdyxdM

xydyxdM
yxyxdM

   ,,,  3
,,  2

0,  1

+≤

=
=⇔=

 

özelliklerini sağlıyorsa, X üzerinde uzaklık fonksiyonu ya da metrik adını alır. ( )dX ,  

ikilisine metrik uzay adı verilir  

Örnek 1.1.2.: [ ] ( )RbaRba ∈⊂ , ,    üzerinde tanımlı reel değerli sürekli fonksiyonların 

kümesi [ ]baC ,  olsun. [ ]baCgf ,, ∈  için  

 ( ) ( ) ( ) [ ]{ } ,: max, battgtfgfd ∈−=∞  

şeklinde tanımlanan [ ] [ ] +∞ → RbaCbaCd ,x,: dönüşümü [ ]baC ,  üzerinde bir metriktir.  

(Musayev ve Alp. 2000) 

Örnek 1.1.3.: ∞<≤ p1  olmak üzere [ ]baCgf ,, ∈  için  

 ( ) ( ) ( )
pb

a

p
p dssgsfgfd

1

, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= ∫  

biçiminde tanımlanan [ ] [ ] +→ RbaCbaCd p ,x,: dönüşümü [ ]baC ,  üzerinde bir metrik 

ve dolayısıyla [ ]( )pdbaC ,,  bir metrik uzaydır. (Musayev ve Alp. 2000) 
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Tanım1.1.4.: [ ] ( )∞<<<∞−→ baRbaf  , ,:  fonksiyonu verilmiş olsun. Eğer her bir 

[ ]batt ,, 21 ∈  için 

 ( ) ( ) α
2121 ttAtftf −≤−  

olacak şekilde 0>A ve ]1,0(∈α  sayıları varsa f fonksiyonu [ ]ba,  üzerinde Hölder 

koşulunu sağlar denir. A tek olmadığından Ainf sayısına Hölder katsayısı , α  sayısına 

ise Hölder üssü denir. [ ]ba,  üzerinde α  üssü ile Hölder koşulunu sağlayan bütün 

fonksiyonların kümesi ( ) [ ]baC ,α  (veya kısaca ( )αC ) ile gösterilir.  

( ) [ ]( )baC ,α [ ]baC ,⊂  olduğu açıktır. 21 αα < ise ( ) [ ]( )baC ,2α ( ) [ ]( )baC ,1α⊂ olduğu 

kolaylıkla gösterilebilir. Fakat bunun tersi doğru olmayabilir. Örneğin, herhangi 

[ ]1,0, 21 ∈tt  için ( )10  , 2121 <<−≤− αααα tttt olduğundan ( ) ( ) [ ]( )1,0αα Cttu ∈=   

olur. Öte yandan herhangi [ ]1,0∈t  için  

( ) ( ) αtutu =− 0  

olduğundan ( )1,αα ∈′ sayısı için 0→t  iken  

( ) ( ) ∞→=− ′−′− ααα ttutu 0  

dolayısıyla ( ) [ ]( )1,01αCu∉  dir.  

( ) [ ]( ) ( )10 , , ≤< αα baC  kümesi verilsin. ∈u ( ) [ ]( )baC ,α için      

 ( ) ( ) ( ) [ ]{ } ,,  :   sup, 212121 batttttutuuH ∈−−= −αα   

olsun. ∈vu, ( ) [ ]( )baC ,α  için  

   ( ) ( ) ( )α,,, vuHvudvud −+= ∞                (1.1.1) 

şeklinde tanımlanan d: ( ) [ ]( )baC ,α x ( ) [ ]( )baC ,α
+→ R dönüşümünün ( ) [ ]( )baC ,α  

üzerinde metrik olduğu gösterilebilir.  

Tanım 1.1.5.: Bir ( )dX ,  metrik uzayı, Xx ∈0 noktası ve pozitif r sayısı verilsin.

 
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }rxxdXxxS

rxxdXxxS

r

r

≤∈=

<∈=

00

00

, :

, :
 

ve 
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 ( ) ( ){ }rxxdXxxr =∈= 00 , :σ  

kümelerine sırasıyla 0x merkezli ve r yarıçaplı açık yuvar, kapalı yuvar ve yuvar yüzeyi 

denir. ( )0xSr  açık yuvarına Xx ∈0  noktasının bir komşuluğu(r-komşuluğu), 

( ) ( ) { }000

0
/ xxSxS rr =  kümesine de Xx ∈0  noktasının delinmiş komşuluğu(delinmiş r-

komşuluğu) denir.  

 ( )dX ,  metrik uzayı, XA ⊂  alt kümesi ve Xx∈  noktası verilsin. Eğer 0 >∀r  

için ( )0

0
xS r φ≠∩ A  ise x noktasına A nın bir limit noktası denir. XA ⊂  kümesinin 

bütün limit noktalarından oluşan A′ kümesi ile A nın noktalarından oluşan kümeye A 

nın kapanışı adı verilir ve A  ile gösterilir. A= A  ise A kümesine X de kapalı bir küme 

adı verilir. XB ⊂  ve Bx∈  olsun. ( ) BxSr ⊂ olacak şekilde 0 >r  sayısı varsa, x 

noktasına B nin bir iç noktası denir ve B’nin iç noktalarının kümesi 
0
B  ile gösterilir. 

B=
0
B  ise B kümesine X de açık küme denir.  

Tanım1.1.6.: ( )dX ,  bir metrik uzay olmak üzere XNf →:  fonksiyonuna X de (veya 

X içinde) bir dizi adı verilir ve ( ) ( )nxfnf =  ile gösterilir. ( )kn , N içinde 1+< kk nn , 

k=1,2,… ve ∞=
∞→ kk

nlim koşullarını sağlayan herhangi bir dizi olmak üzere ( ) Nkx
kn ∈ ,  

dizisine ( )nx  dizisinin bir alt dizisi denir.  

Tanım 1.1.7.: ( )dX ,  metrik uzayı içinde bir dizi ( )nx  ve Xx ∈0  olsun. Eğer 

( ) 0,lim 0 =
∞→

xxd nn
 ise, başka bir deyişle, eğer 0>∀ε  ve 00   nnNn >∀∋∈∃  için 

( ) ε<0, xxd n  oluyorsa, ( )nx  dizisi 0x  noktasına yakınsıyor denir ve  

0xxn →  ya da  0lim xxnn
=

∞→
 

şeklinde gösterilir. 

Tanım 1.1.8.: ( )dX ,  bir metrik uzay ve A, X’in boş olmayan bir alt kümesi olsun.  

( ) ( ){ }AyxyxdAd ∈= ,:,sup  
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sayısına A kümesinin çapı denir. ( ) ∞<Ad  ise A’ya X‘de sınırlı bir küme denir. X 

içindeki  ( )nx  dizisinin terimlerinden oluşan küme X’ de sınırlı ise ( )nx  dizisine X’de 

sınırlı bir dizi denir.  

Tanım 1.1.9.: ( )dX ,  bir metrik uzay ve X içinde bir dizi ( )nx  olsun. 0>∀ε  için 

εnnm >,  olduğunda ( ) ε<mn xxd ,  olacak şekilde ε  sayısına bağlı bir Nn ∈ε  sayısı 

varsa ( )nx  dizisine X içinde bir Cauchy dizisi denir. (Musayev ve Alp, 2000) 

Teorem 1.1.10.: Aşağıdaki önermeler doğrudur: 

(a)  Metrik uzay içindeki yakınsak her dizi Cauchy dizisidir.  

(b)  Metrik uzay içindeki her Cauchy dizisi sınırlıdır. 

(c)  Bir ( )dX ,  metrik uzayında bir ( )nx  Cauchy dizisi Xx∈  

noktasına yakınsak bir ( )
knx  alt dizisine sahipse ( )nx  dizisi de x’e yakınsar. 

(d) ( )dX ,  metrik uzay olmak üzere ( )nx  ve ( )ny  X içinde birer Cauchy     dizisi ise 

( )( )nn yxd ,  reel sayı dizisi yakınsaktır. (Musayev ve Alp, 2000) 

Tanım 1.1.11.: Bir ( )dX ,  metrik uzayındaki her Cauchy dizisi X içinde bir limite 

sahipse, bu ( )dX ,  metrik uzayına tam metrik uzay adı verilir.   

Örnek 1.1.12.: [ ]( )∞dbaC ,,  uzayı tamdır. (Musayev ve Alp, 2000) 

Lemma 1.1.13.: ( ) [ ]( )baCvu ,, α∈  için ( ) ( ) ( )α,,, vuHvudvud −+= ∞ olmak üzere 
( ) [ ]( )baC ,α  metrik uzayı tamdır.  

İspat: ( ) [ ]( )baC ,α  içinde bir Cauchy dizisi ( )nf olsun. Bu durumda 0>∀ε  için 

Nn ∈∃ ε  öyle ki εε nmnn ≥≥ , eşitsizliklerini sağlayan Nmn ∈∀ ,  için  

                                         ( ) ε<mn ffd ,                                                                   (1.1.2) 

olur. Şu halde (1.1.1)’e göre εnmn ≥∀ ,  için 

                                         ( ) ε<∞ mn ffd ,                                                                 (1.1.3) 

olur. [ ]( )∞dbaC ,,  uzayı tam olduğundan [ ]baCf ,0 ∈∃  öyle ki  
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( ) 0,lim 0 =∞∞→
ffd nn

                        (1.1.4) 

dır. 

( ) [ ]( )baCf ,0
α∈  olduğunu gösterelim. ( )nf  dizisi ( ) [ ]( )baC ,α  içinde bir Cauchy dizisi 

olduğundan sınırlıdır, yani 0>∃M  sayısı vardır ki  

( ) Mfd n ≤θ, , n=,2,… 

dir. O zaman her [ ]batt ,, 21 ∈  noktaları ve Nn∈∀  için  

( ) ( ) α
2121 ttMtftf nn −≤−  

olduğu elde edilir. Bu eşitsizlikte ∞→n  için limite geçilirse  (1.1.4)’e göre  

( ) ( ) α
212010 ttMtftf −≤−  

olduğu ve dolayısıyla ( ) [ ]( )baCf ,0
α∈  olduğu görülür. Şimdi ( ) 0,lim 0 =

∞→
ffd nn

 

olduğunu gösterelim.  

(1.1.2)’ ye göre herhangi [ ]batt ,, 21 ∈  noktaları ve εnmn ≥∀ ,  sayıları için  

( ) εα <− ;mn ffH  

veya 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] α
212211  tttftftftf mnmn −<−−−  

olur. Bu eşitsizlikte sabit εnn ≥  için m ∞→  iken limite geçersek εnn ≥∀ sayısı ve 

[ ]batt ,, 21 ∈∀  noktaları için ((1.1.4)’e göre ( ) ( )tftfmm 0lim =
∞→

olduğundan) 

   ( ) ( ) ( ) ( )[ ] αε 21202101  tttftftftf nn −≤−−−              (1.1.5) 

olduğu elde edilir. (1.1.4) ve (1.1.5) ten ( ) 0,lim 0 =
∞→

ffd nn
olduğu ve  dolayısıyla 

[ ]( )∞dbaC ,,  metrik uzayının tam olduğu görülür.  

Tanım 1.1.14.: ( )dX ,  metrik uzay ve XE ⊂  kümesi verilsin. E içindeki her dizinin, 

limiti E den olan yakınsak bir alt dizisi varsa, E kümesine X’ de kompakt küme adı 

verilir. X  kompakt küme ise ( )dX ,  metrik uzayına kompakt metrik uzay adı verilir.  
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Tanım 1.1.15.: ( )dX ,  metrik uzayında açık kümelerin bir ailesi ( ) Ω∈= λλDD   olsun. 

Eğer bir XE ⊂  kümesi için λλ
DE

Ω∈
∪⊂  oluyorsa D ailesine E kümesinin bir açık 

örtüsü denir. Eğer Ω⊂Ω0  sonlu ve λλ
DE

0Ω∈
∪⊂ ise λλ

DD
0

0 Ω∈
∪=  ailesine E kümesinin 

sonlu bir alt örtüsü adı verilir. E kümesini örten D ailesinin her kümesinin çapı 0fε  

sayısından büyük değilse D örtüsüne E kümesinin ε   örtüsü denir. 

Tanım 1.1.16.: ( )dX ,  metrik uzayı ve XE ⊂  kümesi verilsin. Eğer 0>∀ε  sayısı 

için E kümesinin sonlu ε   örtüsü varsa E kümesine X’de tamamen sınırlı bir küme 

denir. Tamamen sınırlı bir kümenin sınırlı olduğu açıktır.   

Teorem 1.1.17.: (Hausdorff) ( )dX ,  metrik uzay ve XE ⊂  kümesi verilmiş olsun. 

E’nin X’de kompakt olması için gerek ve yeter koşul  0>∀ε  için E nin sonlu ε  

örtüsünün var olmasıdır. (Musayev ve Alp, 2000) 

Sonuç 1.1.18.: ( )dX ,  tam metrik uzayının her kompakt alt kümesi kapalı ve sınırlıdır. 

(Musayev ve Alp, 2000) 

Teorem 1.1.19.: Kompakt ( )dX ,  metrik uzayı tamdır. (Musayev ve Alp, 2000) 

Tanım 1.1.20.: [ ]( )( )∞dbaC ,,  metrik uzayı ve [ ]baCE ,⊂  alt kümesi verilsin.  

(a) Eğer Ef ∈∀  ve [ ]bat ,∈∀  için ( ) Mtf ≤  olacak şekilde 

bir 0>M  sayısı varsa E kümesi düzgün sınırlıdır. 

(b) Eğer Ef ∈∀  ve 0>∀ε , [ ]batt ,, 21 ∈∀  için 

δ<− 21 tt ( ) ( ) ε<−⇒ 21 tftf  olacak şekilde bir ( )εδδ =  sayısı varsa, E kümesinin 

elemanları aynı dereceden düzgün süreklidir denir.   

Teorem 1.1.21.: (Arzela-Ascoli) Kapalı ve sınırlı [ ] Rba ⊂,  aralığı ve [ ]baC ,  uzayının 

bir E alt kümesi verilsin. E kümesinin [ ]baC ,  de kompakt olması için gerek ve yeter 

koşul E nin düzgün sınırlı ve elemanlarının da aynı dereceden düzgün sürekli olmasıdır. 

Örnek 1.1.22.: 0>M  olmak üzere ( ) [ ]( )( )dbaC ,,α  Hölder uzayının 

( ) ( ) ( ) [ ]( ) ( ){ } ( )θθαα
MSMxdbaCxMC =≤∈= ,:,  kapalı kümesi [ ]( )∞dbaC ,, ’de 

kompakt bir kümedir.  
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        Gerçekten, ( ) ( )MCf α∈∀   için  

( ) ( ) ( ) MfHfdfd ≤+= ∞ αθθ ;,,  

olduğundan, ( ) ( )MCf α∈∀  ve [ ]bat ,∈∀  için ( ) Mtf ≤  ve 0>∀ε  için 
αεδ
,

1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

M
 

alırsak, [ ]batt ,, 21 ∈∀  ve ( ) ( )MCf α∈∀  için 

( ) ( ) εδδ αα =<−≤−⇒<− MttMtftftt 212121  olur. Dolayısıyla ( ) ( )MC α  

kümesi [ ]( )∞dbaC ,, ’de düzgün sınırlı ve aynı dereceden süreklidir. Buradan da Teorem 

1.1.21 gereğince ( ) ( )MC α ’nin [ ]( )∞dbaC ,, ’de kompakt bir küme olduğu görülür.  

Teorem 1.1.19 ve Örnek 1.1.22 den aşağıdaki lemmanın doğruluğu görülür.  

Lemma 1.1.23.: ( ) ( )MC α  kümesi [ ]( )∞dbaC ,,  uzayının tam alt uzayıdır. 
( ) ( )MCvu α∈,  için  

( ) ( ) ( )
2

1

2
2 , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= ∫

b

a

dttvtuvud  

şeklinde tanımlanan ( ) ( ) ( ) ( ) +→ RMCMCd αα x:2  dönüşümünün bir metrik olduğu 

açıktır.  

Lemma 1.1.24.: ( ) ( )( )2,dMC α  metrik uzayı tamdır.  

İspat: ( )nf , ( ) ( )( )2,dMC α  içinde bir Cauchy dizisi olsun. Lemma 1.1.23’ e göre  

( ) ( ) 0,lim,lim
002 == ∞∞→∞→

ffdffd nnnn
 

olacak şekilde bir ( ) ( )MCf α∈0  fonksiyonu vardır. Buradan [ ]baLf ,20 ∈  ve 

( ) 0,lim 02 =
∞→

ffd nn
 olduğu elde edilir.  

Lemma 1.1.25.: ( ) ( )MC α  kümesinde ∞d  ve 2d  metriklerine göre yakınsamalar 

denktir.  

İspat: ( ) ( )MCuu n
α∈,0 , n=1,2,…olsun.  

( ) ( ) 0,lim0,lim 020 =⇒=
∞→∞∞→

uuduud nnnn
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olduğu açıktır. Bu sonucun tersinin de doğru olduğunu gösterelim. [ ]bahxx ,, ∈+   ve 
( ) ( )MCf α∈  olsun. 0>h  için  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫∫
++

−+=
hx

x

hx

x

dttfxf
h

dttf
h

xf 11  

ve 0<h  için  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫∫
−−

−+=
x

hx

x

hx

dttfxf
h

dttf
h

xf 11  

olduğundan [ ]bax ,∈∀  ve 0≠h  için  

( ) ( ) α

α
θ hMfd

h
xf

+
+≤

1
,1

2  

olduğu elde edilir. 

 ( ) ( )MCuu n
α∈,0 , (n=1,2,…) ve ( ) 0,lim 02 =

∞→
uud nn

 olsun. Yeteri kadar büyük n 

ler için sonuncu eşitsizlikte ( )02 ,uudh n=  alırsak  

( ) ( ) ( ) ( )020
2

1

20 ,
1
2, uudMuudxuxu nnn

α

α+
+≤−  

eşitsizliği elde edilir. Buradan da  

( ) ( ) 0,lim0,lim
002 =⇒= ∞∞→∞→

uuduud nnnn
 

olduğu anlaşılır.  
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1.2. Normlu Uzaylar 

 

Tanım1.2.1.: X boş olmayan bir küme ve K cismi R veya C olsun.  

 
( )
( ) xXXK

yxyxXXX
αα →→
+→→+

x,  ,x:.
,  ,x:

 

dönüşümleri ile toplama ve çarpma işlemlerini tanımlayalım. Her 

KbaXzyx ∈∈ ,    ve,,  için aşağıdaki koşullar sağlansın. 

( ) ( )
xxxXx

zyxzyx
xyyx

=+=+∈
++=++

+=+

θθiçin  Her  .3
 .2
 .1

 

eşitliğini sağlayan bir tek X∈θ (sıfır elemanı) vardır. 

( ) ( ) θ=+−=−+∈ xxxxXx için  Her  .4   

eşitliğini sağlayan bir tek Xx∈−  vardır. 

5. Her Xx∈  için 1.x= x; 

6. ( ) ayaxyxa +=+  

7. ( ) bxaxxba +=+  

8. ( ) ( )bxaxab =   

Bu durumda X kümesine K cismi üzerinde bir vektör uzayı (lineer uzay) ve 

elemanlarına da vektör veya nokta adı verilir. K=R alınırsa X’e bir reel vektör uzayı, 

CK =  alınırsa X’e bir kompleks vektör uzayı adı verilir.  

 Vektör uzayı tanımından şu basit sonuçları elde edebileceğimiz kolayca görülür.  

( )
( )
( ) ( )
( )
( )
( )

dıırçözümü var 
bir n tek denklemini   nde verildiğvi vektörler, 

; ise ..   ve0 
; ise .. üzereolmak   

;.1  
;.için  Her  
;.0için  Her  

Xyzx
zyxXzyf

yxyaxaae
baxbxaxd

xxc
aKab

xXxa

∈−=
=+∈

==≠
==≠

−=−
=∈
=∈

θ

θθ
θ

 

Tanım 1.2.2: X bir vektör uzayı ve Y, X’in boş olmayan bir alt kümesi olsun. Y, X 

vektör uzayındaki işlemlere göre kendi başına bir vektör uzayı oluşturuyorsa , Y ye X in 

bir alt uzayı denir.  
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Tanım 1.2.3: X bir vektör uzayı olmak üzere nxxx ,..., 21 X∈  verilsin. Kaaa n ∈,...,, 21  

olmak üzere  

 nn xaxaxa +++ ...2211  

şeklindeki bir toplama nxxx ,...,, 21  nin bir lineer kombinasyonu denir.  

 XM ⊂≠φ  

ise M den alınan her sonlu sayıdaki vektörün lineer kombinasyonlarının kümesine M 

nin gereni(Span) denir ve Span M ile gösterilir. Span M, X in bir alt uzayıdır ve bu alt 

uzaya M nin ürettiği alt uzay denir. φ=M   ise Span M=θ  olur. 

Tanım 1.2.4.: X bir vektör uzayı ve { } XxxxxM n ⊂= ,...,,, 321  olsun. Kaaa n ∈,...,, 21  

olmak üzere nn xaxaxa +++ ...2211 =0 eşitliği ancak ve ancak  

 0...21 === naaa  

olması halinde gerçekleşiyorsa nxxx ,...,, 21  vektörlerine lineer bağımsız, aksi halde 

lineer bağımlıdır denir.  

Tanım1.2.5.: X bir vektör uzayı ve M, X’in boş olmayan bir alt kümesi için  

1. M lineer bağımsızdır. 

2. X=Span M   

ise M ye X in bir tabanı veya bir bazı denir.  

 Eğer { }nxxxM ,...,, 21= , X in bir tabanı ise her Xx∈  vektörü Kaaa n ∈,...,, 21  

olmak üzere nn xaxaxax +++= ...2211  şeklinde tek bir gösterime sahiptir.  

 Eğer X vektör uzayının bir sonlu tabanı varsa X’e sonlu boyutlu bir vektör uzayı, 

aksi halde sonsuz boyutlu bir vektör uzayı denir. Sonlu boyutlu bir X vektör uzayının 

bir tabanındaki vektörlerin sayısına X’in boyutu denir ve Boy X ile gösterilir. 

Tanım 1.2.6: 21   veYY   X vektör uzayının iki alt uzayı olsun. Eğer Xx∈∀  elemanı 

11 Yy ∈  ve 22 Yy ∈  olmak üzere 21 yyx +=  şeklinde tek bir gösterime sahipse, X 

vektör uzayı  21   veYY  uzaylarının direkt toplamıdır denir ve 21 YYX ⊕=  olarak yazılır. 

2Y ’ye 1Y ’in (ya da 1Y ’e 2Y ’nin) cebirsel tümleyeni denir.  

 Eğer 21   veYY , X vektör uzayının iki alt uzayı ise  

 { }221121 ,: YyYyyyY ∈∈+=  

olmak üzere  
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( ) ( )212121 YYBoyBoyYBoyYYYBoy ∩−+=+  

dir. Bu durumda  

( ) 2121 BoyYBoyYYYBoy +=⊕  

olduğu açıktır. 

 Eğer 21   ve XX aynı cisim üzerinde tanımlı vektör uzayı ise 111 , Xyx ∈  ve 

222 , Xyx ∈  vektörleri üzerindeki cebirsel işlemleri  

( ) ( ) ( )22112121 ,,, yxyxyyxx ++=+  

( ) ( )2121 ,, axaxxxa =  

şeklinde tanımlarsak 21xXXX =  kartezyen çarpımı bir vektör uzayına dönüştürülür.  

 nXXX ,...,, 21  aynı cisim üzerinde tanımlı vektör uzaylarının kartezyen çarpımı 

 nXXX x...xx 21  

ye bu çarpım üzerinde cebirsel işlemler aşikar biçiminde tanımlanır.  

 XXXX n ==== ...21  

çarpımı nX  ile gösterilir. 

 Bir X vektör uzayının Bir Y alt kümesi verilsin. Eğer Yyy ∈21 ,   olduğunda  

 ( ){ } YyyyXyM ⊂≤≤−+=∈= 10,1: 21 λλλ   

oluyorsa Y alt kümesi dışbükeydir (konvekstir) denir. 

 Herhangi bir D kümesi ve bir X vektör uzayı verilsin. Tanım kümesi D ve 

görüntü kümesi X’in bir alt kümesi olan bütün fonksiyonlar kümesi  

 ( )gf + ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) KaDttftftgtft ∈∈=+=  , , , αα         (1.2.1) 

cebirsel işlemleri altında bir vektör uzayı oluşturur ve E(D;X) ile gösterilir. Farklı D 

kümeleri ve farklı X vektör uzayları durumunda çeşitli E(D;X) vektör uzayları elde 

edilir.  

Örnek 1.2.7.: [ ]( )RbaC ;,  uzayı [ ]baD ,=  ve [ ]baCX ,= , [ ]ba,  üzerinde sürekli ve 

(1.2.1) işlemleri altında reel bir vektör uzayı oluşturan reel değerli bütün fonksiyonlar 

kümesi olsun. Bu durumda [ ]( )RbaC ;, = [ ] [ ]( )baCbaE ,;,  reel bir vektör uzayıdır. 

Benzer şekilde, [ ]( )CbaC ;,  kompleks vektör uzayı tanımlanır.  

 Eğer X vektör uzay metrik uzay ise X’e lineer metrik uzay adı verilir.  
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Tanım 1.2.8.:X bir K cismi üzerinde vektör uzayı olsun.  

 xxRX →→ +  ,:.    

dönüşümü  KaXyx ∈∀∈∀   ve,  için 

( )
( )
( ) ( )ieşitsizliğÜçğen   3

  2

0 1

yxyxN

xaaxN

xxN

+≤+

=

=⇔= θ

 

özelliklerini sağlıyorsa X üzerinde norm adını alır ve bu durumda ( ).,X  ikilisin e bir 

normlu vektör uzayı denir. (N1)-(N3) özelliklerine norm aksiyomları denir.  

 ( ).,X  normlu bir uzay olmak üzere  

 ( ) yxyxdRXXd −=→ + , ,x:  

şeklinde tanımlanan uzaklık fonksiyonunun X üzerinde bir metrik olduğu kolayca 

görülür. Gerçekten, Xzyx ∈∀ ,,  için  

( )
( ) ( ) ( ),, 1,

,00,

xydxyxyxyyxyxd

yxyxyxyxd

=−=−−=−−=−=

=⇒=−⇔=−⇔= θ
 

ve (N3) aksiyomundan dolayı  

( )
( ) ( )                                                   

,
z,ydx,zd 

yzzxyzzxyxyxd
+=

−+−≤−+−=−=
 

olduğundan d, X üzerinde bir metriktir. Böylece, ( ).,X∀  normlu uzaydan bir ( )dX ,  

metrik uzayı elde edilebilir. Bu yolla elde edilen d metriğine .  normunun indirgediği 

metrik denir.  

Lemma 1.2.9.: ( ).,X  normlu bir uzay, Xyx ∈,  için ( ) yxyxd −=,  ve Ka∈  

olsun. Bu durumda  

( ) Xzyxa ∈∀ ,,  için ( ) ( )yxdzyzxd ,, =++ (d nin öteleme özelliği) 

( ) ( ) ( )yxdaayaxdb , , = (d’ nin mutlak homojenlik özelliği) 

özellikleri doğrudur. 

Tanım 1.2.10.: ( ).,X  normlu uzayı içinde bir dizi ( )nx  ve Xx ∈0  olsun. Eğer  

 0lim 0 =−
∞→

xxnn
 

ise ( )nx  dizisi 0x  noktasına yakınsıyor denir ve  
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 0xxn →  ya da 0lim xxnn
=

∞→
 

olarak ifade edilir. Normlu uzayda tanımlanan bu yakınsamaya norma göre yakınsama 

adı verilir.  

 Bir normlu uzay ( ).,X  ve bunun bir alt kümesi A olsun.  

 ( ) { } 0, :sup ≥∈∈−= AyAxyxAd  

sayısına A kümesinin çapı denir. Eğer bir XA ⊂  kümesinin çapı sonlu ise A kümesine 

sınırlı küme denir. X içindeki  ( )nx  dizisine karşılık gelen noktalar kümesi sınırlı ise 

( )nx  dizisine sınırlı dizi denir.  

Tanım 1.2.11.: ( ).,X normlu bir uzay ve bu uzay içinde bir dizi ( )nx  olsun. Her 0>ε  

için εnnm >,  olduğunda ε<− mn xx  olacak şekilde ε ’a bağlı bir εn  bulunabiliyorsa  

( )nx  dizisine Cauchy dizisi denir. 

Lemma 1.2.12.: ( )dX ,  bir metrik uzay ve d metriği öteleme ve mutlak homojenlik 

özelliklerine sahip olsun. O halde Xx∈   için ( )θ,xdx =  olmak üzere ( )dX , ve 

( ).,X  uzaylarının topolojik yapıları aynıdır, yani ( )dX ,   ( ).,X  içinde her yakınsak, 

sınırlı ve Cauchy dizisi ( ).,X  ( )dX ,  içinde surasıyla yakınsak, sınırlı ve Cauchy 

dizisidir. (Musayev ve Alp, 2000) 

Tanım1.2.13.: Bir   ( ).,X  normlu uzayındaki her Cauchy dizisi X içinde bir limite 

yakınsıyorsa, bu  ( ).,X  normlu uzayına tam normlu uzay veya Banach uzayı denir.  

Örnek 1.2.14.: [ ]( )KbaC ,,  uzayı ( ) [ ]{ } ,: max baxxff ∈=
∞

 normuna göre Banach 

uzayıdır. (Musayev ve Alp, 2000) 

Örnek 1.2.15.:  ( ) [ ]( )10, ≤< αα baC   uzayı ( ) ( )αθ
α

;, fHffdf +==
∞

  normuna 

göre bir Banach uzayıdır. (Musayev ve Alp, 2000) 

Örnek 1.2.16.:(Riesz-Fischer Teoremi) ( ) ∞<≤ pELp 1,  vektör uzayı, ( )ELf p∈  için  

 ( )
p

E

p

p
dxxff

1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∫  

normuna göre bir Banach uzayıdır. (Musayev ve Alp, 2000) 
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Tanım 1.2.17.: X ve Y boş olmayan kümeler ve XD ⊂  olsun. D’nin her elemanına 

Y’nin bir elemanını karşılık getiren bir kurala D’den Y’ye bir operatör veya dönüşüm 

denir. A operatörünün x’e karşılık getirdiği eleman A(x) ile gösterilir. A operatörünün 

Dx∈ ’yi, A(x) Y∈  ye götürdüğünü belirtmek için YDA →:  gösterimi kullanılır. (Bu 

gösterim, D yi Y ye gönderen A operatörü veya A, D’den Y’ye şeklinde okunur).   

 Bu durumda D ye A operatörünün tanım kümesi denir ve genellikle D(A) ile 

gösterilir.  

 ( ) ( ) ( ){ }ADxxAyYyARR ∈=∈== ,:  

kümesine A operatörünün değer(veya görüntü) kümesi denir. A operatörünün yaptığı bu 

işlem  

 ( ) ( ) YARADX
A

⊂→⊃  

şeklinde veya kısaca YXA →:  biçiminde gösterilir. Bu gösterimde ( ) XAD ≠  veya 

( ) YAR ≠  olabilir. 

Tanım 1.2.18.: X,Y,Z kümeleri  ve ZYBYXA →→ :,:  operatörleri verilsin. 

( ) ( )BDAR ⊂  ise Xx∈∀  için ( ) YxA ∈  olduğundan  

 ( )( ) ZxAB ∈  

dir. X den Z’ye ( )( ) ( )( ) ( )ADxxABxBA ∈= ,  ile tanımlı operatöre B ile A’nın bileşkesi 

denir ve BA ile gösterilir. Hatta AB operatörünün tanımlı olması (bu yalnız Z=X olması 

halinde geçerlidir. ) durumunda da genellikle BAAB ≠  olur. 

Tanım 1.2.19.: YXA →:  operatörü için A(X)=Y oluyorsa, A operatörüne örten veya 

surjektif, aksi halde içine operatör adı verilir. Buna göre eğer A örten bir operatör ise 

Yy∈∀  için A(x)=y olacak şekilde Xx∈  vardır. 

Tanım 1.2.20.: YXA →:  operatörü için herhangi Xxx ∈21 ,  için  

 ( ) ( )2121 xAxAxx ≠⇒≠  

ya da buna eşdeğer olarak  

 ( ) ( ) 2121 xxxAxA =⇒=  

oluyorsa A operatörüne birebir veya injektif operatör denir.  

Tanım 1.2.21.: Hem birebir hem de örten olan operatöre birebir örten veya bijektif 

operatör denir. 
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Tanım1.2.22.: X ve Y metrik uzayları ve YXA →: operatörü verilsin. Aşağıdakiler 

sağlandığında A operatörü ( )ADx ∈0  noktasında süreklidir denir.  

(a) ( ) ( ) ( ) ( )( ) εδδε <<∈∀∋>∃>∀ 00 ,iken  ,için    0,0 xAxAdxxdADx YX dir.  

(b) ( )ADx ∈0  noktasına yakınsayan ( ) ( )ADxn ⊂∀  için ( ) ( )0lim xAxA nn
=

∞→
 

( ) ( )( )( )0,lim veya 0 =
∞→

xAxAdYn
 dır.  

Tanım 1.2.23.: Eğer YXA →: operatörü D(A) nın her noktasında sürekli ise, A 

operatörü D(A) üzerinde süreklidir denir.   

Tanım 1.2.24.: X ve Y normlu uzayları ve YXA →:  operatörü verilsin. A 

operatörünün sürekli olması için gerek ve yeter şart Y uzayında açık (veya 

kapalı) ( )ARF ⊂∀  kümesi için ( ) ( )ADFA ⊂−1  kümesinin X uzayında açık(veya 

kapalı) bir küme olmasıdır.  

Tanım 1.2.25.:X ve Y normlu uzaylar ve A tanım kümesi ( ) XAD ⊂  ve görüntü kümesi 

( ) YAR ⊂  olan bir operatör olsun. Eğer A operatörü D(A)’nın X’de sınırlı her kümesine 

R(A)’nın Y’de sınırlı bir kümesini karşılık getiriyorsa A operatörüne sınırlı bir operatör 

adı verilir.  

Tanım1.2.26.: X ve Y aynı bir K cismi üzerinde iki lineer uzay ve YXA →:  operatörü 

verilsin. Eğer ( )AD , X’in bir alt uzayı, ( )ADyx ∈∀ ,  ve K∈∀ βα ,  için 

( ) ( ) ( )yAxAyxA βαβα +=+  ise A operatörüne lineer operatör denir.  

Teorem 1.2.27.: YXA →:  bir lineer operatör olsun. A tek bir noktada sürekli ise, her 

noktada süreklidir. (Musayev ve Alp, 2000) 

Tanım1.2.28.: YXA →:  bir lineer operatörü verildiğinde ( )ADx∈∀  için  

 ( ) xcxA ≤                                (1.2.2) 

olacak şekilde sabit bir 0>c  sayısı varsa A operatörü D(A) üzerinde sınırlıdır 

denir.(1.2.2) eşitsizliğini sağlayan 0>c  sayılarının en küçük alt sınırına YXA →:   

sınırlı lineer operatörünün normu denir ve A  ile gösterilir.  

 ( ) ( ){ }xcxAADxcA ≤∈∀>= için  :0inf  
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1.3. Banach Sabit Nokta ve Schauder Prensipleri. 

 

Tanım1.3.1.: Bir ( )dX ,  metrik uzayı, XD ⊂  kapalı kümesi ve DDA →:  operatörü 

(veya dönüşümü) verilmiş olsun. Eğer Dyx ∈∀ ,  için 

                                            ( ) ( )yxdAyAxd ,, α≤                          (1.3.1) 

olacak şekilde 10 <≤ α  sayısı varsa DDA →:  operatörüne daralma 

operatörü(daralma dönüşümü) denir. 
** xAx =  

olacak şekilde Dx ∈*  vektörüne DDA →:  operatörünün sabit noktası denir.  

Teorem 1.3.2.: (Metrik Uzaylarda Daralma Dönüşümü Prensibi) 

( )dX ,  tam metrik uzayının XD ⊂  kapalı kümesinde DDA →:  daralma 

operatörünün tek bir Dx ∈* sabit noktası vardır ve her bir Dx ∈0  başlangıç noktası 

için  

     ,...2,1,1 == − nAxx nn                                      (1.3.2) 

şeklinde tanımlanan ( )nx  dizisi (iterasyon prosesi) *x  vektörüne yaklaşır ve  ( )nx  

dizisinin *x ’a yakınsama hızı 

              ( ) ( )01
* ,

1
, xxdxxd

n

n α
α
−

≤                                   (1.3.3) 

eşitsizliği ile verilir. (Musayev ve Alp, 2000) 

İspat: ,...2,1,, 11 === −+ nAxxAxx nnnn olduğundan (1.3.1)’e göre  

 ( ) ( ) ( )111 ,,, −−+ ≤= nnnnnn xxdAxAxdxxd α  

dir. Benzer eşitsizlikler sırayla kullanılarak  

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )01

01
1

11

,
1

1

,...

,...,,

xxd

xxd

xxdxxdxxd

n
p

npn

nnpnpnnpn

α
α
α

αα

−
−

=

++≤

++≤
−+

+−+++

                                    (1.3.4) 

dir. 0lim =
∞→

n

n
α  olduğundan son eşitsizliğe göre ( )nx  dizisi Cauchy dizisidir. X tam 

metrik uzay olduğundan *lim xxnn
=

∞→
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 olacak şekilde bir Xx ∈*  vektörü vardır. ,...2,1,0=∀n için Dxn ∈  ve D kapalı 

olduğundan Dx ∈*  dir. (1.3.1)’e göre  

 ( ) ( ) ( ) ,...2,1,0,,,, ***
1 =≤=+ nxxdAxAxdAxxd nnn α  

ve  

 ( ) 0,lim * =
∞→

xxd nn
 

olduğuna göre ( ) *
1

*
1 lim  veya0,lim AxxAxxd nnnn

== +∞→+∞→
 dır. Buradan ** Axx = , yani 

Dx ∈*  vektörü x=Ax denkleminin bir çözümüdür. Bunun tek bir çözüm olduğunu 

gösterelim. Dy ∈*  vektörü de x=Ax denkleminin bir çözümü olsun. Bu durumda  

 ****** yxAyAxyx −≤−=− α  

dır ve dolayısıyla ** yx − =0, yani ** yx =  olur. (1.3.4) eşitsizliğinde ∞→p  iken 

limite geçersek (1.3.3) eşitsizliği elde edilir.  

Sonuç 1.3.3.: A operatörü (X,d) tam metrik uzayında tanımlı ve ( ) XXA ⊂  olsun. Eğer 

A operatörü X üzerinde daralma operatörü ise, A operatörünün tek bir Dx ∈*  sabit 

noktası vardır ve her başlangıç Dx ∈0  vektörü için (1.3.2) şeklinde tanımlanan ( )nx  

dizisi *x  vektörüne (1.3.3) hızla yaklaşır. (Musayev ve Alp, 2000) 

Sonuç 1.3.4.: (X,d) tam metrik uzayının ( ) ( ){ }raxdXxaSr ≤∈= ,:  kapalı yuvarında 

tanımlı ( ) XaSA r →:  operatörü verilmiş olsun. A operatörü ( )aSr  üzerinde daralma 

operatörü ve ( ) ( )raAad α−≤ 1,  ise A operatörünün tek bir ( )aSx r∈*  sabit noktası 

vardır. Her ( )aSx r∈0  başlangıç vektörü için (1.3.2) şeklinde tanımlanan ( )nx  dizisi *x  

vektörüne (1.3.3) hızla yaklaşır. (Musayev ve Alp, 2000) 

 Şimdi sabit nokta prensibinin (Teorem 1.3.2) aşağıdaki değiştirilmiş formunun 

ispatını verelim.  

Teorem 1.3.5.: ( )dX ′,  bir kompakt metrik uzayı verilmiş olsun. Eğer 

(a) X üzerinde öyle d ′′ metriği tanımlanmıştır ki X içinde d ′metriğine göre yakınsak 

her ( )nx  dizisi d ′′ metriğine göre de yakınsaktır.  

(b) operatörü : XXA → d ′′ metriğine göre daralma dönüşümüdür, yani Xyx ∈∀ ,  için  

( ) ( )yxdlAyAxd ,, ′′≤′′  
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olacak şekilde 10 <≤ l  sayısı vardır; koşulları sağlanıyorsa x=Ax denkleminin tek 

çözümü ardışık yaklaşımlar yöntemi ile bulunabilir. Ardışık yaklaşımlar d ′  metriğine 

göre yakınsaktır.  

İspat: Banach sabit nokta prensibinin uygulanabilmesi için ( )dX ′,  metrik uzayının 

d ′′ metriğine göre de tam olduğunu gösterelim. ( )nx , X içinde d ′′ metriğine göre bir 

Cauchy dizisi olsun. ( )dX ′,  metrik uzayı kompakt olduğuna göre ( )nx  dizisinin 

d ′metriğine göre yakınsayan ( )
knx  alt dizisi vardır.  

 d ′metriğine göre 0lim xx
knk
=

∞→
, yani ( ) 0,lim 0 =′

∞→
xxd

knk
 olsun. Teoremin (a) 

hipotezine göre ( ) 0,lim 0 =′′
∞→

xxd
knk

 yazabiliriz.  

( ) ( ) ( )00 ,,, xxdxxdxxd
kk nnkk ′′+′′≤′′  

eşitsizliğinde ∞→k  iken limite geçersek,  

( ) 0,lim =′′
∞→ knkk

xxd  

( )( )göre olduğldu dizisiCauchy bir  göre metriğetr,dxn ′′  ve  

( ) 0,lim 0 =′′
∞→

xxd
knk

 

olduğuna göre ( ) 0,lim 0 =′′
∞→

xxd kk
 olduğu ve dolayısıyla ( )nx  dizisinin d ′′ metriğine 

göre yakınsak olduğu anlaşılır. Bu da ( )dX ′′,  metrik uzayının tam olduğunu gösterir.  

 Axx = denkleminin çözümü *
0x  olsun. ,...2,1,, 10 ==∈ − nAxxXx nn  olmak 

üzere  

       ( ) 0,lim *
0 =′

∞→
xxd nn

           (1.3.5) 

olduğunu gösterelim. Nn∈∀  için 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )*
00

*
02

2*
01

*
01

*
0 ,...,,,, xxdlxxdlxxdlAxAxdxxd n

nnnn ′′≤≤′′≤′′≤′′=′′ −−−  

eşitsizliği doğru olduğundan ve 0lim =
∞→

n

n
l  olduğuna göre  

     ( ) 0,lim *
0 =′′

∞→
xxd nn

                    (1.3.6) 

elde edilir. 

        ( )nx dizisi için ( ) 0,lim *
0 ≠′

∞→
xxd nn

 olsun. Bu durumda ( )nx  dizisinin 

        ( ) dxxd
kn ≥′ *

0,                                               (1.3.7) 
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olacak şekilde ( )
knx  bir alt dizisi ve bir 0>d  sayısı vardır. ( )dX ′,  metrik uzayı 

kompakt olduğundan ( )
knx  dizisinin d ′  metriğine göre yakınsak ( )

mknx  alt dizisi vardır. 

*
0

~lim xx
mknm
=

∞→
 

 yani  

             ( ) 0~,lim *
0 =′

∞→
xxd

mknm
                   (1.3.8) 

olsun. *
0

*
0

~xx =  olduğunu gösterelim. 

 d ′  üzere yakınsamadan d ′′  üzere yakınsama çıktığından (1.3.8)’e göre  

             ( ) 0~,lim *
0 =′′

∞→
xxd

mknm
                           (1.3.9) 

olur. (1.3.6) den dolayı  

             ( ) 0,lim *
0 =′′

∞→
xxd

mknm
             (1.3.10) 

dır. (1.3.9) ve (1.3.10) den *
0

*
0

~ xx =  olduğu, yani  

             ( ) 0,lim *
0 =′

∞→
xxd

mknm
                 (1.3.11) 

olduğu elde edilir.  

 (1.3.7) eşitsizliğinde ( )
knx  dizisi yerine onun ( )

mknx  alt dizisini alırsak  

                ( ) dxxd
mkn ≥′ *

0,                                   (1.3.12) 

olduğu elde edilir. (1.3.11) ve (1.3.12) dan d=0 olduğu anlaşılır. Bu ise 0fd  olması 

ile çelişki olduğundan ( ) 0,lim *
0 ≠′

∞→
xxd nn

 olması yanlıştır. Demek ki ( ) 0,lim *
0 =′

∞→
xxd nn

 

dır. (Hüseynov ve Muhtarov,1980) 

Teorem 1.3.6: A operatörü X normlu uzayından Y normlu uzayına lineer olsun. A 

operatörü D(A) üzerinde sürekli ve D(A)içinde her sınırlı alt kümeye Y nin kompakt bir 

kümesini karşılık getiriyorsa A ya tamamen sürekli bir operatör denir. (Musayev ve 

Alp. 2000) 

Teorem 1.3.7:A operatörü X normlu uzayının dışbükey D alt kümesini kendisine 

dönüştürür ve A operatörü D üzerinde tamamen sürekli ise onun D üzerinde sabit 

noktası vardır. (Musayev ve Alp. 2000) 

NOT: İspatlanmış teoremde A operatörü d ′  metriğine göre bir daralma dönüşümü 

olmayabilir.  
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BÖLÜM 2 

 

 BELLİ TİPTEN LİNEER OLMAYAN SİNGÜLER İNTEGRAL 

DENKLEM SİSTEMLERİ İÇİN VARLIK VE TEKLİK TEOREMLERİ 

 

   2.1 Giriş 

 

 CG ⊂  düzgün sınırlı (Yani çapı ( ) { } ∞<∈−==  ,: sup 2121 GzzzzGdd ) 

olan basit bağlantılı bir bölge olsun. Bilindiği gibi 

( )
( )yxyxxy

yxyxyx

vvuuvuyxHvu

vvuuvuyxHvu

,,,,,,,

,,,,,,,

2

1

=+

=−
                        (2.1.1) 

formundaki reel kısmi türevli denklem sistemi  

( )wwzFw zz
∂=∂ ,,                                       (2.1.2) 

kompleks kısmi türevli denkleme eşdeğerdir. Burada  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=∂⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=∂+=+=
y

i
xy

i
x

iyxzivuw zz 2
1,

2
1,,  

dir. 

 (2.1.2) denkleminin 

           ( ) ( ) ( )GCgzgw
G

∂∈=
∂

α,Re b                  (2.1.3) 

    ( ) Gzczw ∈= 000 ,Im                                 (2.1.4) 

Dirichlet sınır şartlarını sağlayan çözümünün varlığı Tutschke W.1976 tarafından 

çalışıldı.  

 (2.1.2) deki F fonksiyonu  

      ( ){ } 2x,,:,, CGChwGzhwzD =∈∈=     (2.1.5) 

bölgesi üzerinde tanımlı kompleks değerli bir fonksiyon olsun. ( ) ( )GCf α∈  için  

             
( ) ( )

( ) ( )
( )

ηξςηξ
ζ

ζ
π

ηξ
ζ
ζ

π

∫∫

∫∫

+=
−

−=∏

−
−=

G
G

G
G

idd
z

fzf

dd
z

fzfT

     ,1

1

2

          (2.1.6) 
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İ.N.Vekua integral operatörlerini göz önüne alalım. Bu durumda (2.1.2) denkleminin 

çözümü problemi wh zz ∂=  olmak üzere 

    
( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )( )zhwFzzh

zhwFTzzw

G

G

.,..,
.,..,

∏+′=
+=

φ
φ

                     (2.1.7) 

lineer olmayan singüler integral denklem sisteminin çözümünün bulunması problemine 

dönüştürülür. Burada ( )zφ , G üzerinde tanımlı keyfi holomorf bir fonksiyondur. 

 W.Tutschke tarafından (2.1.7) denklem sistemi Schauder ve Banach sabit nokta 

Prensipleri yardımıyla incelendiğinde CGGxCDCDF ⊂=→ ,,: 2  

( )hwzF ,,  fonksiyonunun w ve h değişkenlerine göre kimsi türevlerinin varlıgı ve bu 

kimsi türevlerin z’ye göre Hölder koşulunu, w ve h değişkenlerine göre ise Lipschitz 

koşulunu sağlaması istenmektedir. W.Tutschke’nin koymuş olduğu bu koşulun gerekli 

olmadığı Altun,I., K.,Koca, B.,Musayev (2006) tarafından yazılmış makalede ortaya 

konmuştur. Bununla ilgili olarak  

( ) hwzhwzF −−= α,,  

olmak üzere bu fonksiyonun W.Tutschke’nin şartı sağlanmadan çözümünün varlığı ve 

tekliği gösterilmiştir. İleride ele alacağımız (2.1.8) ve (2.1.9) denklem sistemlerinin de 

incelenmesinde bu düşünceler dikkate alınmıştır.   

 Bu çalışmada daha genel olan 

   
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )( )zhwgzhzwzfzh

zhwgTzhzwzfzw

G

G

.,..,,,,
.,..,,,,

22

11

∏=
=

              (2.1.8) 

ve 

                   
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )( )zhwgzhwgTzhzwzfzh

zhwgzhwgTzhzwzfzw

GG

GG

.,..,,.,..,,,,
.,..,,.,..,,,,

222

111

∏=
∏=

          (2.1.9) 

lineer olmayan singüler integral denklem sisteminin çözümü için 2121 ,,, ggff  

fonksiyonlarının sağlaması gereken şartlar incelenecektir.  
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2.2 (2.1.8) Denklem Sistemi İçin Varlık ve Teklik Teoremleri 

 ( ) GGC ,  üzerindeki sürekli bütün fonksiyonların sınıfı olsun. ( )GCw∈  için 

 ( ) ( ){ }Gzzwww
GGC

∈==
∞

: max  

tanımıyla ( )GC  vektör uzayı bir Banach uzayıdır. G  üzerindeki Hölder sürekli bütün 

fonksiyonların sınıfını ( ) ( )( )10 ≤< αα GC  ile gösterelim. ( ) ( )GCw α∈  için 

 ( ) ( ) ( ){ }GzzzzzzzwzwwH ∈≠−−= −
21212121 ,,: sup, αα  

olmak üzere  

 ( ) ( ) ( )ααα
,wHwww

GC
+=≡

∞
 

tanımıyla ( ) ( )GC α  vektör uzayı bir Banach uzayıdır. G  üzerinde tanımlı, z ve z   

değişkenlerine göre birinci mertebeden sürekli kısmi türevlere sahip Hölder sürekli 

bütün fonksiyonların sınıfı ( ) ( )GC α,1  ile gösterilir. Bu sınıf ∈w ( ) ( )GC α,1  için 

 ( ) ( ) { }
αααα α wwwww

zzGC
∂∂=≡ ,, max,1,1

 

normuyla bir Banach uzayı olur. Ayrıca 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }GChwhwGCGCGC

GChwhwGCGCGC
αααα ∈==

∈==

,:,x

,:,x
2,

2

 

vektör uzayları sırasıyla  

 
( ) ( ) ( ) { }
( ) ( ) ( ) ( ) { }

ααα α hwhwhw

hwhwhw

GC

GC

, max,,

, max,,

2,

2

2,

2,

=≡

=≡
∞∞∞  

normlarıyla birer Banach uzayı olurlar. Bu uzaylar sırasıyla  

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
2,

2,
2,

2 .,.;  ve.,.;
α

α GCGC
∞

 

ile gösterilir. 

 ( ) ( ) ∞<≤
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∞<= ∫∫ pdxdyzffGL
G

p
p 1  ,:  göz önüne alalım. ( )GLw p∈  için 

bu sınıftaki norm 

 ( ) ( )
p

G

p

GLp
ddwww

p

1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=≡ ∫∫ ηξζ  

olarak tanımlanır.  
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 ( ) ( ) ( )GLGLGL ppp x2 =  olmak üzere ( ) ( )GLhw p
2, ∈  için norm 

( ) ( ) ( ) { }
ppGLp

hwhwhw
p

,max,, 22,
=≡  

olarak tanımlanır. 

 

Lemma 2.2.1.: Eğer ( ) ( ) ( ) 10 ,, 2, <<∈ αα GChw  ise bu takdirde ∞<< p1  ve 

2
0 d

≤< ε  için 

   ( ) ( )
( )

( )
2,122,2,

,1,.2,
p

p
hwhwhw

πε
ε

α
α +≤

∞
  (2.2.1) 

eşitsizliği geçerlidir. 

 

İspat: ( ) ( ) 10 , <<∈ αα GCw  fonksiyonu ve herhangi bir Gt ∈  noktası verilsin. t, G nin 

bir iç noktası olduğundan  ( ) { } GtzGztB ⊂<−∈= εε :,  olacak şekilde ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈

2
,0 dε  

sayısı vardır. 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( )( )

∫∫ ∫∫ −+=
ε ε

ηζζ
πε

ηξζ
πε , ,

22

11

tB tB

ddwtwddwtw  

( ) ( )GCw α∈  olduğundan herhanği ∞<< p1  sayısı için 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )

( ) α
α

α

ε

ε

α

ε

ε
πε

αεηξηξζ
πε

ηξζ
πε

αηξζ
πε

ww

wHddddw

ddtwHddwtw

p
q

q

tB

p

tB

p

tBtB

+≤

+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤

−+≤

−

∈
∫∫∫∫

∫∫∫∫

112

1

,

1

,
2

,
2

,
2

1        

,1        

,1

 

yazılabilir. Burada 111  , =+
qp

q  koşulunu sağlayan bir sayıdır. 

Gt ∂∈  olsun. Bu durumda ( ) GtBt ∩∈ ε,0  olacak şekilde G nin içinde en az bir 0t  

noktası vardır. O halde ( ) ( )GCw α∈   olmak üzere son elde edilen eşitsizlik Gt ∈0  için 

de geçerli olduğundan  
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( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) p
p

p
p

ww

wwttwH

twtwtwtw

12

12
0

00

1.2        

1,        

πε
ε

ε
πε

α

α
α

α
αα

+≤

++−≤

+−≤

 

eşitsizliği sağlanır. Demek ki ( ) ( ) 10, <<∈ αα GCw  fonksiyonu ve herhangi d≤< ε0   

ve ∞<< p1  için 

                        
( ) p

p
www 12

12
πε

ε
α

α +≤
∞

                    (2.2.2) 

elde edilir.  

 Benzer şekilde ( ) ( ) 10, <<∈ αα GCh  fonksiyonu için de herhangi d≤< ε0  ve 

∞<< p1  için 

    
( ) p

p
hhh 12

12
πε

ε
α

α +≤
∞

                              (2.2.3) 

eşitsizliğinin geçerli olduğu gösterilebilir. (2.2.2) ve (2.2.3) eşitsizliklerinden (2.2.1) 

eşitsizliği elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. (Altun ve ark. 2006) 

Teorem 2.2.2.: Herhangi ( ) ( ) ( )  10,, 2, <<∈ αα GChw  ve ∞pp p1  için  

        ( ) ( ) ( ) ( ) p
p

p
p hwhwpMhw α

α
α

α
α ++

∞
≤ 22

2

2,2,
,,,,    (2.2.4) 

eşitsizliği sağlanır. Burada   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )pmpM

pmpmpMppm

p

p

pp
p

p

,
14

42,

,,2,,,

2

1
2

1
2

αα

απααπαα

α

αα

−
=

+==
−

+
−

 

olmak üzere  

( ) ( ) ( ){ }pMpMpM ,,,max, 21 ααα =  

dir. 

İspat: ( ) ( )
2,2,

,,,
α

hwBhwA ==
∞

 ve ( )
2,

,
p

hwC =  olmak üzere (2.2.1) den  

       CBA p

p

π
εε α

2

2
−

+≤                           (2.2.5) 

yazılır. ( )∞∈ ,0ε  için 
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( ) p
p

CBr
2

2
−

+= ε
π

εε α  

fonksiyonunu göz önüne alalım. Bu durumda  

( ) p
p

p
p

CBpm α
α

ααε ++
−

= 22
* ,  

olmak üzere  

        ( ){ } ( ) ( ) p
p

p CBpMrr αααεεε ++==∞<< 22
2

1* ,0:min                  (2.2.6) 

olduğu açıktır. Eğer d≤< *0 ε  ise (2.2.5) ve (2.2.6) dan  

   ( ) ( ) ( ) ( ) p
p

p
p hwhwpMhw α

α
α

α
α ++

∞
≤ 2

2,
2

2

2,12,
,,,,               (2.2.7) 

yazılabilir. Şimdi *ε<d  olsun. Bu durumda GmG,  bölgesinin alanı olmak üzere 

 ( ) ( ) ( ) AdmGhwhwC ppp
p

21

2,2, 4
,, π

≤≤=
∞

 

olduğunu dikkate aldığımızda (2.2.5) den  

CdBdA p

p

π
α

2

2
−

+≤  

ve buradan da  

4

12
π

α +≤ BdA  

 veya  

αBdA p

p

14
42
−

≤  

olduğu anlaşılır. O halde  

( ) p
p

p
p

p

p

p

CBpm

BA

α
α

αα

α

α

ε

++

−
=

−
≤

22
2

*

,
14

42    

14
42

 

yazılabilir. Buna göre  

           ( ) ( ) ( ) ( ) p
p

p
p hwhwpMhw α

α
α

α
α ++

∞
≤ 2

2,
2

2

2,22,
,,,,               (2.2.8) 

olur. (2.2.7) ve (2.2.8) den (2.2.4) eşitsizliğinin geçerli olduğu gözükür. (Altun ve ark. 

2006) 
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Tanım 2.2.3.: 3xCGD =  olmak üzere CDh →:  fonksiyonu verilsin. Eğer her 

( ) ( ) Drqpzrqpz ∈22221111 ,,,,,,,  için  

          
( ) ( )

214213212

21122221111 ,,,,,,

rrlqqlppl

zzlrqpzhrqpzh

−+−+−+

−≤− α

          (2.2.9) 

eşitsizliği sağlanacak şekilde 4321 ,,, llll  pozitif sabitleri varsa h fonksiyonuna D  

üzerinde ( )DllllH ;,,, 43211,1,1,α  sınıfındandır denir ve ( )DllllHh ;,,, 43211,1,1,α∈  yazılır.  

Tanım 2.2.4: 2
1 xCGD =  olmak üzere CDh →1

* :  fonksiyonu verilsin. Eğer her 

( ) ( ) 1222111 ,,,,, Dqpzqpz ∈  için 

   
( ) ( )

213212

211222
*

111
* ,,,,

qqmppm

zzmqpzhqpzh

−+−+

−≤− α

                       (2.2.10) 

eşitsizliği sağlanacak şekilde 32 ,, mmm  sabitleri varsa *h  fonksiyonuna 1D   üzerinde 

( )13211,1, ;,, DmmmHα  sınıfındandır ve ( )13211,1,
* ,,, DmmmHh α∈  yazılır. (Altun ve ark. 

2006) 

 ( ) ( )( )10 <<∈ αα GCu  için iyxz +=  ve ηξζ i+=  olmak üzere  

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( )∫∫∫∫ −

−=∏
−

−=
GG

GG dd
z

uzudd
z

uzuT ηξ
ζ

ζ
π

ηξ
ζ
ζ

π 2

1.,1.  

alışılmış Vekua integral operatörleri verilsin. 

 Sınırlı (Tutschke 1983), ( ) ( ) ( ) ( )GCGCT GG
αα →∏ :, , 10 << α  operatörleri için 

 
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }1,:sup

1,:sup

<∈=∏

<∈=

α
α

αα

α
α

αα

π wGCww

wGCwwTT

GG

GG  

olsun.   

Lemma 2.2.5.: ( ) ( )13211,1,43211,1,1, ;,,,;,,, DmmmHgDllllHf kkkkkkkkk αα ∈∈  ( )2,1=k , 

( )0,0=θ  fonksiyon çifti ve ( ) ( ) ( ){ } ,:, ,
2,

RhwhwRS ≤=
αα θ  olsun. Eğer 

( ){ }
( ){ }
( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]

α

α

G

G

kok

kk

RmmmmlRllllK

TRmmmmlRllllK

Gzzgm

Gzzfl

∏+++++++=

+++++++=

∈=

∈=

 2222

, 2222

,:0,0,max

,:0,0,0,max

2322210224232221022

1312110114131211011

0
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olmak üzere  { } RKK ≤21 ,max  ise 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )( )zhwgzhzwzfzh

zhwgTzhzwzfzw
hwhwAhw

GCGCA

G

G

.,..,,,,~
.,..,,,,~

~,~,,        

10,:

22

11

2,2,

∏=

=
=→

<<→ ααα

 

operatörü ( )RS ,θα  küresini kendi içine dönüştürür.  

İspat: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )( )( ) ( )( )( )

( )( )( ) ( ) ( )0,0,0,0,0,0,0,0.,,0,0,

0,0.,,0,0,.,..,,,,

.,..,,,,~

1111

1111

11

zfzfzgTzf

zgTzfzhwgTzhzwzf

zhwgTzhzwzfzw

G

GG

G

+−

+−≤

=

 

(2.2.9) eşitsizliğinden  

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )[ ]
( )( ) ( )0,0,0,0,0.,

0,0.,.,..,

1114

11141312

zfzgTl

zgzhwgTlzhlzwl

G

G

++

−++≤
 

         
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 01114

11141312

1

1

0,0.,

0,0.,.,..,

lgTl

ghwgTlzhlzwl

DCG

DCG

++

−++≤

α

α

α

α             (2.2.11) 

 olur. Şimdi  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1
0,0.,.,.., 11 DC

ghwg α−  

 ifadesini sınırlandırmaya çalışalım. 

 Her Gzzz ∈21 ,,  için 

    ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )Rmmzhmzwmzgzhzwzg 1312131211 0,0,,, +≤+≤−          (2.2.12) 

ve 

( ) ( )( ) ( )[ ]( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )[ ]0,0,0,0,,,

0,0.,.,..,0,0.,.,..,

211122211111

211111

zgzgzhzwzgzhzwzg

zghwgzghwg

−−−=

−−−
 

(2.2.10) eşitsizliğinden 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
ααα

αα

αα 211321122111

2111211321122111

2 zzhmzzwmzzm

zzmzhzhmzwzwmzzm

GCGC
−+−+−≤

−+−+−+−≤

( )[ ] α
21131211  2 zzRmmm −++≤                      (2.2.13) 

(2.2.12) ve (2.2.13) eşitsizliklerinden  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]Rmmmghwg
DC 13121111 20,0.,.,..,

1
++≤− α    (2.2.14) 
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olur.  

 Şimdi   

( ) ( ) ( )1
0,0.,1 DC

g α  

 için bir sınırlandırma bulmaya çalışalım. Herhangi Gzz ∈21 ,  için 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )
α

2111

11211121

                                          

0,0,0,0,0,0.,0,0.,

zzm

zgzgzgzg

−≤

−=−
 

olduğundan  

    ( ) ( ) ( ) 01111
1

0,0., mmg
DC

+≤α              (2.2.15) 

olur. (2.2.14) ve (2.2.15) eşitsizliklerini (2.2.11) de kullanırsak her Gz∈  için  

( ) ( ) ( )[ ]
αGTRmmmmlRlllzw  23~

1312110114131201 ++++++≤  

elde edilir. 

 Şimdi ( )α,~wH  Hölder sabitini bulmaya çalışalım. Her Gzz ∈21 , için  

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )[ ]

( )[ ] ( ) ( )( ) ( ) ( )
α

α

α

α

α 2111421131211

211114

211321122111

212221111111

21

1
.,..,

.,..,.,..,

.,..,,,,.,..,,,,

~~

zzhwgTlzzRlll

zhwgzhwgTl

zhzhlzwzwlzzl

zhwgTzhzwzfzhwgTzhzwzf

zwzw

DCG

G

GG

−+−++≤

−+

−+−+−≤

−

≤−

 

olur. Gzzz ∈∀ 21 ,,  için 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )[ ] α
2113121122211111  ,,,, zzRmmmzhzwzgzhzwzg −++≤−  

olduğundan  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )Rmmmmhwg
DC 131211011 2.,..,

1
+++≤α  

yazılır. O halde Gzz ∈∀ 21 ,  için 

( ) ( ) ( ) ( )( )[ ] α

α 21131211011413121112  2~~ zzRmmmmTlRlllzwzw G −++++++≤−  

veya 

( ) ( ) ( )( )[ ]RmmmmTlRlllwH G 1312110114131211 2,~ ++++++≤
α

α  

olduğu elde edilir. Böylece 

( ) ( )( )
αGTRmmmmllRlllK 1312110114111312011 2222 +++++++=  
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olmak üzere  

1
~ Kw ≤

α
 

olur. Benzer şekilde  

( ) ( )( )
αGRmmmmllRlllK ∏+++++++= 2322210224112322022 2222  

olmak üzere 

2
~ Kh ≤

α
 

olduğu gösterilebilir. Buna göre  

( ) { } { }212,
,max~,~max~,~ KKhwhw ≤=

ααα
 

olur. Eğer  

{ } RKK ≤21 ,max  

 ise  

( ) Rhw ≤
2,

~,~
α

 

 yani 

( ) ( ) ( )RShwhwA ,~,~, θα∈=  olduğu anlaşılır. Böylece ispat tamamlanmış olur.  

( ) ( ) ( ) ∞≤<<∈ ppGChwhw 1  ve10,,,, 2, αα  için 

( ) ( )[ ] { }
( ) ( )[ ] { },,max,,,

,,max,,,

2,

2,

ppp hhwwhwhwd

hhwwhwhwd

−−=

−−=
∞∞∞

 

biçiminde tanımlanan ( ) ),0[:, 2,
2,2, ∞→∞ GCdd p

α  dönüşümleri ( ) 10,2, << αα GC  

üzerinde metrik oldukları ve dolayısıyla ( )( ) ( )( )2,
2,

2,
2, ,  ve, pdGCdGC αα

∞  uzaylarının 

birer metrik uzay oldukları açıktır.  

 

Lemma 2.2.6.: ( )RS ,θα  küresi ( ) ( )( )
2,

2, .,.;
∞

GCα  uzayında kompakt bir kümedir.  

İspat: Herhangi ( ) ( )RShw ,, θα∈  için ( ) Rhw ≤
∞ 2,

,  ve herhangi 0>ε  için 

αεδ
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

R
 olarak alırsak Gzz ∈∀ 21 ,  için δ<− 21 zz iken  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) εα <−≤− 212211 ,, zzRzhzwzhzw  
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olur. Buradan ( )RS ,θα  kümesinin düzgün sınırlı ve elemanlarının da aynı dereceden 

düzgün sürekli olduğu anlaşılır. Bu da Arzela-Ascoli teoremi gereğince ( )RS ,θα  

küresinin  ( ) ( )( )
2,

2, .,.;
∞

GCα  uzayının kompakt bir kümesi olması demektir. (Altun ve 

ark. 2006) 

Sonuç 2.2.7: ( )RS ,θα  küresi ( ) ( )( )
2,

2, .,.;
∞

GCα  uzayının tam alt uzayıdır.  

Lemma 2.2.8: 10 << α  ve ∞<≤ p1  olsun. Bu takdirde ( )RS ,θα  küresi üzerinde 

2,∞d   ve 2,pd  metriklerine göre yakınsamalar eşdeğerdir. 

İspat: ( )00 ,hw   ve ( ) ( )RShw nn ,, θα∈  ve ( ) ( )[ ] 0,,,lim 002, =∞∞→
hwhwd nnn

 

olsun. ( ),...2,1=n . Bu durumda ,mG  G bölgesinin alanı olmak üzere   

            
( ) ( )[ ] { }

( ) ( ) ( )[ ]002,
1

00002,

,,,

,max,,,

hwhwdmG

hhwwhwhwd

nn
p

pnpnnnp

∞≤

−−=
 

olduğunu dikkate alırsak  

( ) ( )[ ] 0,,,lim 002, =
∞→

hwhwd nnpn
 

elde ederiz. 

 Şimdi bu iddianın tersinin de doğru olduğunu gösterelim. 

( ) ( )[ ] 0,,,lim 002, =
∞→

hwhwd nnpn
 

olsun. (2.2.4) eşitsizliğinden  

( ) ( )

( )

( ) ( ) p
p

pnn
p

p
p

pnn
p

nn

nnnn

hhwwpMR

hhwwhhwwpM

hhwwhwhw

α
α

α

α
α

α
α

α

α

++

++

∞∞

−−≤

−−−−≤

−−=

2
2,00

2
2

2
2,00

2
2

2,00

2,002,00

,,2                                 

,,,                                 

,,,,

 

veya  

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ]00
2

2,
2

2
002, ,,,,2,,, hwhwdpMRhwhwd nn

p
p

p
p

nn
α

α

α α ++
∞ ≤  

yazılabilir. Buradan  

( ) ( )[ ] 0,,,lim 002, =
∞→

hwhwd nnpn
 

ise  

( ) ( )[ ] 0,,,lim 002, =∞∞→
hwhwd nnn
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anlaşılır. (Altun ve ark.2006) 

 ( ) ( ) ∞<<→∏ pGLGLT ppGG 1,:, operatörleri için  

( )
( ) ( ){ }

( )
( ) ( ){ }1,:sup

1,:sup

<∈∏=∏=∏

<∈==

pGpGGLG

ppGpGGLG

wGCww

wGCwwTTT

p

p

α
α

α

 

şeklinde tanımlayalım. (Altun ve ark. 2006)  

Lemma 2.2.9: ( ),;,,, 43211,1,1, DllllHf kkkkk α∈   

( )13211,1, ;,, DmmmHg kkkk α∈ ( ) ( )10,2,1 <<= αk  ve ∞<< p1  olsun. Bu durumda 

Lemma 2.2.5 de tanımlanan A operatörü için  

( ) ( ) ( )RShwhw ,,,, 2211 θα∈∀  için  

  ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]22112,322112, ,,,,,, hwhwdpMhwAhwAd p ∞≤                  (2.2.17) 

eşitsizliği sağlanır. Burada  

      ( ) ( ) ( ) ( ){ }
pGpG

p mmlllTmmlllmGpM ∏++++++= 23222423221312141312
1

3 ,max  

dir. 

İspat: ( ) ( ) ( )RShwhw ,,,, 2211 θα∈∀  ve Gz∈∀  için  

( ) ( )
2,2211 ,,

p
hwAhwA − = ( ) ( )

2,2211
~,~~,~

p
hwhw −  

        = { }
pp

hhww 2121
~~,~~ max −−            (2.2.18) 

olduğundan 
p

ww 21
~~ −  ve 

p
hh 21
~~

− normlarını değerlendirelim. Gz∈∀  için  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )( )( ) .,..,,,,                           

.,..,,,,~~

221221

11111121

zhwgTzhzwzf

zhwgTzhzwzfzwzw

G

G −=−
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )( )zhwghwgTlzhzhlzwzwl G .,..,.,.., 2211111421132112 −+−+−≤  

olduğundan Minkowski eşitsizliği ve ( )11312111,1,1 ;,, DmmmHg α∈  gereğince 
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( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )( )[

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

( )[ ] { }
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]22112,1312141312

1

21211312141312

211321121421132112

2211111421132112

1

2211111421132112

1

21

,,,   

,max    

    

.,..,.,..,    

.,..,.,..,

~~

hwhwdTmmlllmG

hhwwTmmlll

hhmwwmTlhhlwwl

hwghwgTlhhlwwl

dxdyzhwghwgTlzhzhlzwzwl

dxdyzwzw

pG
p

pppG

ppppGpp

ppGpp

pp

G
G

p

Ü

p

∞+++≤

−−+++≤

−+−+−+−≤

−+−+−≤
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−+−+−

≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

∫∫

∫∫

 

olduğundan   

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ][ ]22112,1312141312
1

21 ,,,~~ hwhwdTmmlllmGww
pG

p
p ∞+++≤− (2.2.19) 

yazılabilir. Benzer şekilde  

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ][ ]22112,2322242322
1

21 ,,,~~ hwhwdmmlllmGhh
pG

p
p ∞∏+++≤− (2.2.20) 

 olduğu gösterilebilir. 

 (2.2.19) ve (2.2.20) eşitsizliklerinin dikkate alınmasıyla (2.2.18) den istenen 

(2.2.17) eşitsizliğinin sağlandığı anlaşılır.  

Lemma 2.2.10: Lemma 2.2.9 in koşulları sağlansın ve 21 , KK  Lemma 2.2.5 de 

belirtilen sabitler olmak üzere { } RKK ≤21 ,max  olsun. Bu durumda Lemma 2.2.5 de 

tanımlanan ( ) ( )RSRSA ;;: θθ αα →  operatörü 2,∞d  metriğine göre sürekli bir 

operatördür.  

İspat: ( ) ( ) ( ) ...,,nRShwhw nn 321    ,,,, 00 =∈ θα   

ve 

( ) ( )[ ] 0,,,lim 002, =∞∞→
hwhwd nnn

 

olsun. Bu durumda ( ) ( )[ ] 0,,,lim 002, =∞∞→
hwAhwAd nnn

 olduğunu gösterelim. (2.2.4) 

eşitsizliğinden  

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) p
p

pnn
p

nnnn hwAhwAhwAhwApMhwAhwA α
α

α
α

α ++
∞

−−≤ 2
2,00

2
2

2,002,00 ,,,,,,,,

yazılabilir. (2.2.17) den dolayı buradan  
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( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]

( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]00
2

2,232
2

2
2

2,00

00
2

2,232,00

,,,,2

,,.                                          

,,,,,,,

hwhwdpMpMR

hwAhwA

hwhwdpMpMhwAhwA

nn
p

p

p
p

p

p
nn

nn
p

p

p
p

nn

α
α

α
α

α

α
α

α
α

α
α

α

α

+
∞++

+

+
∞+

∞

≤

−

≤

 

olduğu elde edilir. Buradan  

( ) ( )[ ] 0,,,lim 002, =∞∞→
hwAhwAd nnn

 

olur. Dolayısıyla lemmanın ispatı tamamlanmış olur.  

 Böylece Schauder prensibi geregince aşağıdaki teoremi ifade ve  

ispat edebiliriz.  

Teorem2.2.11: ( ) ( )13211,1,43211,1,1, ;,,,;,,, DmmmHgDllllHf kkkkkkkkk αα ∈∈ , ( )2,1=k     

ve { } RKK ≤21 ,max  olsun. Bu durumda lineer olmayan (2.1.8) singüler integral 

denklem sisteminin ( )RS ,θα  küresinde en az bir çözümü vardır.  

İspat: { } RKK ≤21 ,max  olduğunda Lemma 2.2.5 de tanımlanan A operatörü 

( ) 10,2, << αα GC  uzayının konveks, kapalı ve kompakt ( )RS ,θα  küresini kendi içine 

çevirir ve bu küre üzerinde 2,∞d  metriğine göre sürekli olduğundan Schauder prensibi 

gereğince bu operatörün ( )RS ,θα  küresinde (veya (2.1.8) denklem sisteminin 

( ) 10,2, <<αα GC  uzayında) en azından bir sabit noktası (bir çözümü) vardır.   

 Şimdi (2.1.8) denklem sisteminin çözümünün tekliği ve bu çözümün yaklaşık 

olarak nasıl bulanabileceği problemini ele alalım.  

Teorem2.2.12: ( ) ( )13211,1,43211,1,1, ;,,,;,,, DmmmHgDllllHf kkkkkkkkk αα ∈∈  ( )2,1, =k ve 

10 << α  olmak üzere max{ } RKK ≤21 ,  ve 

( ) ( ){ } 1,max 24232223221413121312 <∏++++++=
pGpG lmmllTlmmlll  

koşulları sağlandığında (2.1.8) lineer olmayan singüler integral denklem sisteminin tek 

bir ( ) ( )RShw ,, ** θα∈  çözümü vardır ve bu çözüm, ( ) ( )RShw ,, 00 θα∈  herhangi bir 

başlangıç yaklaşım olmak üzere, terimleri (n=1,2,…) 

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )( )zhwgzhzwzfzh

zhwgTzhzwzfzw

nnGnnn

nnGnnn

.,..,,,,
.,..,,,,

111112

111111

−−−−

−−−−

∏=
=

             (2.2.21) 

biçiminde tanımlanan ( )nn hw ,  dizisinin limiti olarak bulunabilir. Üstelik  
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( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]00112,**2, ,,,
1

,,, hwhwd
l

lhwhwd p

k

nnp −
=  

eşitsizliği sağlanır.  

İspat: Teorem 1.3.5 de ( ) ( )10,; <<= αθα RSX  ve A operatörü Lemma 2.2.5 de 

tanımlanan operatör, ( ) ( )∞<<== pdd p 1    ve10 2,22,1 ραρ α pp  olsun. 

max{ } RKK ≤21 ,  olduğundan A operatörü ( )2,, αdX  uzayını kendi içine dönüştürür. 

 1<l  olduğunda A operatörünün ( )RS ;θα  üzerinde 2,pd  metriğine göre bir 

daralma operatörü olduğunu gösterelim.  

 ( ) ( )RShw ,, θα∈   için 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )( )zhwgzhzwzfzhwA

zhwgTzhzwzfzhwA

G

G

.,..,,,,,
.,..,,,,,

222

111

∏=
=

 

olmak üzere  

( )( ) ( )( ) ( )( )( )zhwAzhwAzhwA ,,,, 21=  

olduğuna göre herhangi ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )RShwhw ;,,, 2211 θα∈  için 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ){
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) }

p

pp

hwAhwA

hwAhwAhwAhwAd

22
2

11
2

22
1

11
1

2211
2,

,,,                                                         

,,, max,,,

−

−=
 

yazılabilir. ( ) ( )11312111,1,1141312111,1,1,1 ;,,,;,,, DmmmHgDllllHf αα ∈∈  olduğundan 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )

pGG

p

hwgThwfhwgThwf

hwAhwA

.,..,,.,..,.,..,,.,..,

,,

22
1

22
1

11
1

11
1

22
1

11
1

−

=−

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )( )] } pp

G

G

dxdyzhwghwgTl

zhzhlzwzwl

1
22

1
11

114

21
13

21
12

.,..,.,.., −+

⎩
⎨
⎧

−+−≤ ∫∫

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )( )
p

G

p

G

pp

dxdyzhwghwgTl

hhlwwl
1

22
1

11
114

21
13

21
12

.,..,.,.., ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

+−+−≤

∫∫



 - 37 -

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )
p

G

p

pG

pp

dxdyzhzwzgzhzwzgTl

hhlwwl
1

22
1

11
114

21
13

21
12

,,,, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

+−+−≤

∫∫
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )2211
2,1

21
131413

21
141212

21
13

21
1214

21
13

21
12

,,, hwhwdl

hhTmllwwTlml

hhmwwmTlhhlwwl

p

ppGppG

pppGpp

≤

−++−+=

−+−+−+−≤

 

olur. Burada  

( )
pGTlmmlll 14131213121 +++=  

dir. 

 Benzer şekilde  
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )2211

2,2
22

2
11

2 ,,,,, hwhwdlhwAhwA pp
≤−  

olduğu gösterilebilir. Burada  

( )
pGlmmlll ∏+++= 24232223222  

dir. Buna göre { }21 ,max lll =  olmak üzere ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )RShwhw ,,,, 2211 θα∈∀  için 

     ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ] ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]2211
2,

2211
2, ,,,,,, hwhwldhwAhwAd pp ≤                 (2.2.22) 

olur. Böylece 1<l olduğunda A operatörü ( )RS ,θα  üzerinde 2,pd  metriğine göre bir 

daralma operatörüdür.  

 Teorem 1.3.5 e göre (2.1.8) sisteminin ( )RS ,θα  üzerinde en az bir çözümü 

vardır. Gerçekten ( ) ( ) ,...2,1    ,,, 11 == −− nhwAhw nnnn  olduğundan ( )22.2.2 ye göre  

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]112,

112,112,

,,,                                        

,,,,,,

−−

−−++

≤

=

nnnnp

nnnnpnnnnp

hwhwld

hwAhwAdhwhwd
 

olur. Benzer eşitsizlikler sırasıyla kullanılarak Nmn ∈∀ ,  için  

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]00112,
12

2, ,,,...1,,, hwhwdllllhwhwd p
mn

nnmnmnp
−

++ ++++≤  

    ( ) ( )[ ]00112, ,,,
1

1 hwhwd
l

ll p

m
n

−
−

=                        (2.2.23) 

yazılabilir.  

0lim =
∞→

n

n
l  
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olduğundan son eşitsizliğe göre ( )nn hw , dizisi 2,pd  metriğine göre bir Cauchy dizisidir. 

( )2,, pdX  metrik uzayı tam olduğundan ( ) ( ) Xhwhw nnn
∈=

∞→ ** ,,lim  elemanı vardır. 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]**2,

**2,**112,

,,,

,,,,,,

hwhwld

hwAhwAdhwAhwd

nnp

nnpnnP

≤

=++  

ve  

( ) ( )[ ] 0,,,lim **2, =
∞→

hwhwd nnpn
  

olduğuna göre 

( ) ( )[ ] 0,,,lim 112, =++∞→ nnnnpn
hwhwd  

veya  

( ) ( )**112, ,,lim hwAhwd nnpn
=++∞→

 

olur. 

 Buradan ( ) ( )**** ,, hwAhw =  yani ( ) Xhw ∈** ,  elemanının ( ) ( )hwAhw ,, =  

denkleminin bir çözümü olduğu anlaşılır. Bu çözümün tek olduğu kolayca 

gösterilebilir. 

Sonuç 2.2.13: 2,pd  metriğine göre terimleri ( ) ( ) ,...2,1  ,,, 11 == −− nhwAhw nnnn ve 

(2.2.21) formülleri yardımıyla tanımlanan ( ){ }nn hw , dizisi ( )** , hw  çözümüne (2.2.23) 

den elde edilen  

 ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]**112,**2, ,,,
1

,,, hwAhwd
l

lhwAhwd p

n

nnp −
≤  

den dolayı yakınsaktır. 2,∞d  ile 2,pd  denk olduklarından 2,∞d  metriğine göre de 

yakınsaktır.  
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2.3. (2.1.9) Denklem Sistemi İçin Varlık ve Teklik Teoremleri  

Tanım 2.3.1.: 4xCGD =  olmak üzere CDh →:  fonksiyonu verilsin. Eğer her 

( ) ( ) Dsrqpzsrqpz ∈2222211111 ,,,,,,,,,  için 

( ) ( )
215214213212

2112222211111 ,,,,,,,,

sslrrlqqlppl

zzlsrqpzhsrqpzh

−+−+−+−+

−≤− α

 

eşitsizliği sağlanacak şekilde 54321 ,,,, lllll  pozitif sabitleri varsa  h fonksiyonuna D  

üzerinde ( )DlllllH ;,,,, 543211,1,1,1,α  sınıfındandır denir ve ∈h ( )DlllllH ;,,,, 543211,1,1,1,α  

yazılır.  

Lemma2.3.2.: ∈kf ( )DlllllH kkkkk ;,,,, 543211,1,1,1,α , ∈kg ( )13211,1, ;,, DmmmH kkkα  

( )2,1=k , ( )0,0=θ  ve ( ) ( ) ( ){ }RhwChwRS ≤∈=
2,

2, ,:,,
α

α
α θ  olsun. Eğer  

( ){ }Gzzfl kk ∈= :0,0,0, max0  

( ){ }Gzzgm kk ∈= :0,0, max0  

( ) ( )[ ]( )
( ) ( )[ ]( )

αα

αα

GG

GG

lTlRmmmmRllllK

lTlRmmmmRllllK

∏++++++++=

∏++++++++=

252423222102232221022

151413121101131211011

4422

4422
 

olmak üzere { } RKK ≤21 ,max  ise 

( ) ( )
( ) ( ) ( )hwhwAhw

GCGCA
~,~,,         

10,: 2,2,

=→

<<→ ααα

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )( )zhwgzhwgTzhzwzfzh

zhwgzhwgTzhzwzfzw

GG

GG

.,..,,.,..,,,,~
.,..,,.,..,,,,~

222

111

∏=

∏=
 

operatörü ( )RS ,θα  küresini kendi içine dönüştürür.  

İspat: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )( )zhwgzhwgTzhzwzfzw GG .,..,,.,..,,,,~
111 ∏= ≤

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )0,0,0,0,0,0,0,0,0,0.,,0,0.,,0,0,

0,0.,,0,0.,,0,0,.,..,,.,..,,,,

11111

111111

zfzfzgzgTzf

zgzgTzfzhwgzhwgTzhzwzf

GG

GGGG

+−∏+

∏−∏

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]( )
( ) ( )( ) ( )[ ]( ) ( )( ) ( )( ) 011151141115

11141312

0,0.,0,0.,0,0.,.,..,

0,0.,.,..,

lzglzgTlzghwgl

zghwgTlzhlzwl

GGG

G

+∏++−∏+

−++≤
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 01115

1141115

11141312

1

11

1

0,0.,

0,0.,0,0.,.,..,

0,0.,.,..,

lgl

gTlghwgl

ghwgTlzhlzwl

DCG

DCGDCG

DCG

+∏+

+−∏+

−++≤

α

αα

α

α

αα

ααα

                      (2.3.2) 

olur. Şimdi  

( ) ( )( ) ( ) ( )1
0,0.,.,.., 11 DC

ghwg α−  

ifadesini sınırlandırmaya çalışalım. Her Gzzz ∈21 ,,  için  

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )Rmmzhmzwmzgzhzwzg 1312131211 0,0,,, +≤+≤−               (2.3.3) 

ve 

( ) ( )( ) ( )[ ]( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]( )211111 0,0.,.,..,0,0.,.,.., zghwgzghwg −−−  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ] ( ) ( )[ ]0,0,0,0,,,,, 211122211111 zgzgzhzwzgzhzwzg −−−=  

(2.2.10) eşitsizliğinden  

             
( )[ ] α

αα

α

α

α

α

21131211

2111211321122111

 2 zzRmmm

zzmzzhmzzwmzzm

−++≤

−+−+−+−≤
        (2.3.4) 

(2.3.3) ve (2.3.4) eşitsizliklerinden  

                   ( ) ( )( ) ( ) ( )[ ]Rmmmghwg 13121111 20,0.,.,.., ++≤−
α

            (2.3.5) 

olur. Şimdi  

( )
α

0,0.,1g  

için bir sınırlandırma bulmaya çalışalım. Herhangi Gzz ∈21 ,  için  

( )( ) ( )( ) ( ) ( )
 z                                           

0,0,0,0,0,0.,0,0.,

2111

12211121

αzm

zgzgzgzg

−≤

−=−
 

olduğundan 

    ( ) 01111 0,0., mmg +≤
α

               (2.3.6) 

olur. (2.3.5) ve (2.3.6) eşitsizliklerini (2.3.2) de kullanırsak her Gz∈  için  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( )( ) 0101111514

13121115141312 2~

lmmlTl

RmmmlTlRllzw

GG

GG

++++

++∏+++≤

αα

αα

π
 

Şimdi ( )α,~wH  Hölder sabitini bulalım. Her Gzz ∈21 ,  için 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )[ ]
( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )[ ]

( )[ ] ( ) ( )( )
( ) ( )( ) α

αα

α

αα

α

α

21115

2111421131211

211115

211114

211321122111

21212221

1111111121

.,..,

.,..,

.,.:,.,.:,

.,..,.,..,

 .,..,,.,..,,,,                           

.,..,,.,..,,,,~~

zzhwgl

zzhwgTlzzRlll

zhwgzhwgl

zhwgzhwgTl

zhzhlzwzwlzzl

zhwgzhwgTzhzwzf

zhwgzhwgTzhzwzfzwzw

G

G

G

G

GG

GG

−∏+

−+−++≤

−∏+

−+

−+−+−≤

∏−

−∏=−

( ) ( ) ( ) ( )( )[ ] α

ααα 2111514131211 .,.., zzhwglTlRlll GG −∏++++=  

olur. Gzzz ∈∀ 21 ,,  için  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) 011312

1111

                         
0,0,0,0,,,,,

mRmm
zgzgzhzwzgzhzwzg

++≤

+−≤
 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )[ ] α
2113121122211111 ,,,, zzRmmmzhzwzgzhzwzg −++≤−  

olduğundan  

( ) ( )( ) ( )Rmmmmhwg 131211011 2.,.., +++≤
α

 

yazılır. O halde Gzz ∈∀ 21 ,  için 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ] α

αα 2113121101151413121121 2~~ zzRmmmmlTlRlllzwzw GG −+++∏++++≤−
veya 

( ) ( ) ( ) ( )( )RmmmmlTlRlllwH GG 131211011514131211 2,~ +++∏++++≤
αα

α  

olduğu elde edilir. Böylece  

( ) ( )[ ]( )
αα

π GG lTlRmmmmRllllK 151413121101131211011 4422 ++++++++=  

olmak üzere  

1
~ Kw ≤

α
 

olur. Benzer şekilde  

( ) ( )[ ]( )
αα GG lTlRmmmmRllllK ∏++++++++= 252423222102232221022 4422  

olmak üzere  

2
~ Kh ≤

α
 

olduğu gösterilebilir. Buna göre  

( ) { } { }212,
,max~,~max~,~ KKhwhw ≤=

ααα
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olur.Eğer  { }21,max KK R≤  ise ( ) Rhw ≤
2,

~,~
α

 ise   

( ) ( ) ( )RShwhwA ,~,~, θα∈=  olduğu anlaşılır. Böylece ispat tamamlanmış olur.  

Lemma 2.3.3: ( ) ( ),;,,,;,,,, 13211,1,543211,1,1,1, DmmmHgDlllllHf kkkkkkkkkk αα ∈∈  

( ) ∞<<<<= pk 1  ve10,2,1 α  olsun. Bu durumda Lemma 2.3.2 de tanımlanan A 

operatörü için ( ) ( ) ( )RShwhw ;,,, 2211 θα∈∀  için  

       ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]22112,422112, ,,,,,, hwhwdpMhwAhwAd p ∞≤                          (2.3.7) 

eşitsizliği sağlanır. Burada  

( ) ( ) ( )( ){
( )( )}232225242322

131215141312
1

4

                                   

,max

mmlTlll

mmlTlllmGpM

pGpG

pGpG
p

+∏+++

+∏+++=
 

İspat: ( ) ( ) ( )RShwhw ;,,, 2211 θα∈∀  ve Gz∈∀  için 

              
( ) ( ) ( ) ( )

{ }   ~~,~~max                                        

                    ~,~~,~,,

2121

2,22112,2211

pp

pp

hhww

hwhwhwAhwA

−−=

−=−
    (2.3.8) 

olduğundan 
p

ww 21
~~ −  ve 

p
hh 21
~~

−  normlarını değerlendirelim. Gz∈∀   için 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )( )zhwgzhwgTzhzwzf

zhwgzhwgTzhzwzfzwzw

GG

GG

.,..,,.,..,,,,                        

.,..,,.,..,,,,~~

222221221

11111111121

∏

−∏=−
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ).,..,.,..,

.,..,.,..,

22111115

2211111421132112

hwghwgl

hwghwgTlzhzhlzwzwl

G

G

−∏+

−+−+−≤
 

olduğundan Minkowski eşitsizliği ve g ( )11312111,1,1 ;,, DmmmHα∈  gereğince  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[

( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ] ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]] } pp
GG

G

p

G

p

hwghwglhwghwgTl

zhzhlzwzwldxdyzwzw

1

2211111522111114

21132112

1

21

.,..,.,..,.,..,.,..,

~~

−∏+−+

⎩
⎨
⎧

+−+−≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− ∫∫∫∫

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) { } ( )
( )

pppG

pppGpp

ppG

ppGpp

hhmwwml

hhmwwmTlhhwwll

hwghwgl

hwghwgTlhhlwwl

2113211215

211321121421211312

22111115

2211111421132112

,max

.,..,.,..,

.,..,.,..,

−+−∏+

−+−+−−+≤

−∏+

−+−+−≤
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( ) ( )( )[ ] { }
pppGpG hhwwmmlTlll 2121131215141312 , max −−+∏+++≤  

( ) ( )( )[ ] ( ) ( )[ ]22112,131215141312
1

,,, hwhwdmmlTlllmG
pGpG

p
∞+∏+++≤  

yazılabilir. Benzer şekilde  

( ) ( )( )[ ] ( ) ( )[ ]22112,232225242322
1

21

,,, 

~~

hwhwdmmlTlllmG

hh

pGpG
p

p

∞+∏+++≤

−
           

(2.3.10) 

olduğu gösterilebilir.  

 (2.3.9) ve (2.3.10) eşitsizliklerinin dikkate alınmasıyla (2.3.8) den istenen 

(2.3.7) eşitsizliğinin sağlandığı anlaşılır. 

 Lemma 2.3.4: Lemma 2.3.3 ün koşulları sağlansın ve { } RKK ≤21 ,max  olsun. Bu 

durumda Lemma 2.3.2 de tanımlanan ( ) ( )RSRSA ;;: θθ αα →  operatörü 2,∞d  metriğine 

göre sürekli bir operatördür.  

İspat: ( ) ( ) ( ) ,...2,1 ,;,,, 00 =∈ nRShwhw nn θα  ve  

( ) ( )[ ] 0,,,lim 002, =∞∞→
hwhwd nnn

 

olsun. Bu durumda ( ) ( )[ ] 0,,,lim 002, =∞∞→
hwAhwAd nnn

 olduğunu gösterelim. (2.2.4) 

eşitsizliğinden  

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ] p
nn

nn
p

p

pnn

hwAhwA

hwhwdpMpMhwAhwA

α
α

α
α

αα

+

+
∞+

∞
≤

2
2

2,00

00
2

2,2
2

32,00

,,,                                           

,,,,,,,
 

( ) ( ) ( )[ ] ( )( )[ ]00
2

2,232
2

,,,2 hwhwdpMpMR nn
p

p

p
p

p
α

α

α
α

α α +
∞++≤  

olduğu elde edilir. Buradan  

( ) ( )[ ] 0,,,lim 002, =∞∞→
hwAhwAd nnn

 

olur. Dolayısıyla lemmanın ispatı tamamlanmış olur.  

 Böylece Schauder prensibi gereğince aşağıdaki teoremi ifade ve ispat edebiliriz.  

Teorem 2.3.5: ( ) ( )13211,1,543211,1,1,1, ;,,,;,,,, DmmmHgDlllllHf kkkkkkkkkk αα ∈∈  

( )2,1=k ve lemma 2.3.2 de tanımlanan 21, KK ler için { } RKK ≤21 ,max  olsun. Bu 
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durumda lineer olmayan (2.1.9) singüler integral sisteminin ( )RS ;θα  küresinde en az 

bir çözümü vardır.  

İspat: { } RKK ≤21 ,max  olduğundan Lemma 2.3.2 de tanımlanan A operatörü 

( ) 10,2, << αα GC  uzayının konveks, kapalı ve kompakt  ( )RS ;θα  küresini kendi içine 

dönüştürür ve bu küre üzerinde 2,∞d  metriğine göre sürekli olduğundan Schauder 

prensibi gereğince bu operatörün ( )RS ;θα  küresinde (veya (2.1.9) denklem sisteminin  

( ) 10,2, << αα GC  uzayında en azından bir sabit noktası(bir çözümü) vardır.  

 Şimdi (2.1.9) denklem sisteminin çözümünün tekliği ve bu çözümün yaklaşık 

olarak nasıl bulunabileceği problemini araştıralım.  

Teorem 2.3.6: ( )DlllllHf kkkkkk ;,,,, 543211,1,1,1,α∈ ( )13211,1, ;,,, DmmmHg kkkk α∈  

( )2,1=k ve 10 << α  olmak üzere { } RKK ≤21 ,max  ve  

( )( ){
( )( )} 1            

,max

232225242322

131215141312

<+∏+++

+∏+++=

mmlTlll

mmlTllll

pGpG

pGpG
 

koşulları sağlandığında (2.1.9) lineer olmayan singüler integral denklem sisteminin tek 

bir ( ) ( )RShw ,, ** θα∈ çözümü vardır ve bu çözüm ( ) ( )RShw ;, 00 θα∈  herhangi 

başlangıç yaklaşım olmak üzere terimleri  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )( )zhwgzhwgTzhzwzfzh

zhwgzhwgTzhzwzfzw

nnGnnGnnn

nnGnnGnnn

.,..,,.,..,,,,
.,..,,.,..,,,,

112112112

111111111

−−−−−−

−−−−−−

∏=
∏=

 

biçiminde tanımlanan ( )nn hw ,  dizisinin limiti olarak bulunabilir. Üstelik  

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]00112,
**

,2, ,,,
1

,, hwhwd
l

lhwhwd p

k

nnp −
≤  

eşitsizliği sağlanır.  

İspat: Teorem 1.3.5 de ( ) 10,; <<= αθα RSX  ve A operatörü Lemma 2.3.2 de 

tanımlanmış bir operatör, ( ) ( )∞<<=<<= pdd p 1,,10, 2,22,1 ραρ α  olsun. 

{ } RKK ≤21 ,max  olduğundan A operatörü ( )2,, αdX  uzayını kendi içine dönüştürür.  

 1<l  olduğunda A operatörünün ( )RS ;θα  üzerinde 2,pd  metriğine göre bir 

daralma operatörü olduğunu gösterelim.  

 ( ) ( )RShw ;, θα∈  için 
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( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )( )zhwgzhwgTzhzwzfzhwA

zhwgzhwgTzhzwzfzhwA

GG

GG

.,..,,.,..,,,,,
.,..,,.,..,,,,,

2222

1111

∏=
∏=

 

olmak üzere  

( )( ) ( )( ) ( )( )( )zhwAzhwAzhwA ,,,, 21=  

olduğuna göre herhangi ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )RShwhw ;,,, 2211 θα∈  için 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ){
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) }

p

pp

hwAhwA

hwAhwAhwAhwAd

22
2

11
2

22
1

11
1

2211
2,

,,                                                          

,,,max,,,

−

−=
 

yazılabilir. 

( ) ( )( )2,1;,,,;,,,, 13211,1,543211,1,1,1, =∈∈ kDmmmHgDlllllHf kkkkkkkkkk αα   

olduğundan 
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )
pGG

GGp

hwghwgThwf

hwghwgThwfhwAhwA

.,..,,.,..,,.,..,                                                   

.,..,,.,..,,.,..,,,

22
1

22
1

22
1

11
1

11
1

11
1

22
1

11
1

∏

−∏=−

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )[
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )] }

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )2211
2,1

21
13

21
1215

21
13

21
1214

21
13

21
12

1
11

1
11

115

11
1

11
114

21
13

21
12

,,,

.,..,.,..,

.,..,.,..,

hwhwdl

hhmwwml

hhmwwmTlhhlwwl

dxdyhwghwgl

hwghwgTlzhzhlzwzwl

p

pppG

pppGpp

pp

G

G
G

≤

−+−∏

+−+−+−+−≤

−∏

+
⎩
⎨
⎧

−+−+−≤ ∫∫

olur. Burada 

( )( )1312151413121 mmlTllll
pGpG +∏+++=  

dir. 

 Benzer şekilde  
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )2211

2,2
22

2
11

2 ,,,,, hwhwdlhwAhwA pp
≤−  

olduğu gösterilebilir. Burada  

( )( )2322252423222 mmlTllll
pGpG +∏+++=  

dir.  

 Buna göre { }21 ,max lll =  olmak üzere ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )RShwhw ;,,, 2211 θα∈∀  için  

  ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )2211
2,

2211
2, ,,,,,, hwhwldhwAhwAd pp ≤            (2.3.11) 
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olur. Böylece 1<l  olduğunda A operatörü ( )RS ;θα  üzerinde 2,pd  metriğine göre 

bir daralma operatörüdür.  

 Teorem 1.3.5’e göre (2.1.9) sisteminin ( )RS ;θα  küresinde en az bir çözümü 

vardır. Gerçekten ( ) ( ) ,...2,1,,, 11 == −− nhwAhw nnnn olduğundan (2.3.11)’e göre  

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]   ,,,                                        

,,,,,,

112,

112,112,

−−

−−++

≤

=

nnnnp

nnnnpnnnnp

hwhwld

hwAhwAdhwhwd
 

olur. Benzer eşitsizlikler sırayla kullanılarak Nmn ∈∀ ,  için  

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]00112,

00112,
12

112,

,,,
1

1                                         

,,,...1,,,

hwhwd
l

ll

hwhwdllllhwhwd

p

m
n

p
mn

nnnnp

−
−

=

++++≤ −
++

(2.3.12) 

yazılabilir. 0lim =
∞→

n

n
l  olduğundan son eşitsizliğe göre ( )nn hw ,  dizisi 2,pd  metriğine 

göre bir Cauchy dizisidir. ( )2,, pdX  metrik uzayı tam metrik uzay olduğundan 

( ) ( )** ,,lim hwhw nnn
=

∞→
 olacak şekilde bir ( ) Xhw ∈** ,  elemanı vardır.  

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]**2,**2,

**2,**112,

,,,,,,

,,,,,,

hwhwldhwAhwAd

hwhwldhwhwd

nnpnnp

nnpnnp

≤=

≤++  

ve ( ) ( )[ ] 0,,,lim **2, =
∞→

hwhwd nnpn
 olduğuna göre  

( ) ( )[ ] 0,,,lim 112, =++∞→ nnnnpn
hwhwd  

veya  

( ) ( )**11 ,,lim hwAhw nnn
=++∞→

 

olur. Buradan ( ) ( )**** ,, hwAhw = , yani ( )**, hw X∈  elemanının ( ) ( )hwAhw ,, =  

denkleminin bir çözümü olduğu anlaşılır. Bu çözümün tek olduğu kolayca 

gösterilebilir.  

 Kabul edelim ki ( )**** , hw X∈  elemanı ( ) ( )hwAhw ,, =  denkleminin ikinci bir 

çözümü olsun. Bu durumda  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2,******2,******2,****** ,,,,,,

ppp
hwhwlhwAhwAhwhw −≤−=−  

10 << l  olduğundan  

( ) ( )
2,****** ,,

p
hwhw − =0 

yani  
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( ) ( )****** ,, hwhw =  

olmalıdır.  

Sonuç 2.3.7: 2,pd  metriğine göre terimleri ( ) ( ) ,...2,1  ,,, 11 == −− nhwAhw nnnn ile 

tanımlanan ( ){ }nn hw , dizisi ( )** , hw  çözümüne (2.3.12) den elde edilen  

 ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]**112,**2, ,,,
1

,,, hwAhwd
l

lhwAhwd p

n

nnp −
≤  

den dolayı yakınsaktır. 2,∞d  ile 2,pd  denk olduklarından 2,∞d  metriğine göre de 

yakınsaktır.  
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