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OZET

Bu c¢alismada Kuantum Kimyast ile Grup Teori arasindaki iligkilere
deginilmistir. Matematik ve Kimyanin bir ¢ok ortak noktasindan biri de Grup Teorinin

Kuantum Kimyasindaki uygulamalaridir.

Bu tezde molekiiler simetriden baslanarak simetri kavrami tanimlanmis ve
simetri elemanlar1 ile islemleri siiflandirilmistir. Fonksiyonlarin simetri 6zellikleri
donme gruplari, simetri gruplar1 ve direk ¢arpim gruplar1 yardimiyla cebirsel olarak

irdelenmistir.

Anahtar Kelimeler: kuantum kimyasi, simetri, simetri islemleri, simetri elemanlari, grup teori



ABSTRACT

In this work, the relations between Quantum Chemistry and Group Theory are
discussed. The applications of Group Theory in Quantum Chemistry is one of the many
applications of Quantum Chemistry in Mathematics.

In this thesis, the notion of symmetry is defined starting with molecular
symmetry, and symmetry elements and operations are classified. The symmetry
properties of functions are studied algebraically by means of rotation groups, symmetry

groups and direct product groups.

Keywords: quantum chemistry, symmetry, symmetry operation, symmetry elements, group
theory
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GIRIS

Bu tezin konusu olan simetrinin matematiksel teorisi, kuantum mekaniginin en 6énemli
kavramlarindan biridir. Biitlin c¢alisma alanlari onun kavramlarindan toparlanir. Agisal
momentum grup teorinin bir par¢asidir. Enerji ve momentumun korunumu grup teori agisindan
tartigilabilir. Grup teori, temel pargaciklar1 simniflamada, hangi spektroskobik baglantilara izin
verildigini gdsteren se¢im kurallarini tartigmada ve molekiiler yoriingeleri formiile etmede

kullanilir.



BOLUM 1

MOLEKULER SIMETRI

SIMETRI ELEMANLARI ve ISLEMLERI

Molekiiler dalga fonksiyonlar1 ve oOzellikleriyle ilgili nitel bilgiler molekiiler
simetriden elde edilebilir. Bir molekiiliin simetrisi denilince, denge halindeki sabit
tutulmus bir niikkleon etrafinda geri kalan kisimlarin simetrik oldugu anlasilacaktir. Bir
molekiiliin simetrisi farkli elektronik durumlarda farkli olabilir. Ornegin, HCN taban
elektronik durumunda molekiiliin simetrisi lineer; fakat belirli uyarma durumlarinda ise
lineer degildir. Tersi belirtilmedikge, taban elektronik durumunun simetrisi dikkate

alinacaktir. [2]

1.1. Simetri Elemanlar ve Islemleri

Bir objenin belli bir agiyla dondiiriilmesi gibi islemlere simetri islemleri denilir.
Simetri islemleri bir objeyi goriiniiste aynm1 birakir. Ornegin bir kiirenin merkezi
etrafinda herhangi bir ac1 ile dondiiriilmesi kiireyi goriiniiste degismez birakir ve bundan
dolay1 bir simetri iglemidir. Siniis fonksiyonunun 27 uzunlugundaki bir aralik boyunca
kaydirilmas1 fonksiyonun grafigini gorlinliste degismez birakir ve bu yiizden
fonksiyonun bir simetrisi olarak distlniilebilir. Bir dikdortgenin 90°’lik bir donmesi,
eger dikdortgen bir kare ise bir simetri islemidir. Her objenin en az bir simetri iglemi

vardir. O da 6zdeslik, yani hicbir degisiklik yapmayan simetri iglemidir. [1]

Her simetri islemine karsilik gelen bir simetri elemani vardir. Bunlar hangi
islemin uygulandigina bagl olarak nokta, dogru ya da diizlemdir. Ornegin bir dogru
etrafinda bir donme uygulandiginda bu durumda simetri elemani simetri ekseni olarak
adlandirilir. Bir diizleme gore bir yansima uygulandiginda ise bu eleman yansima
diizlemi adim alir. Eger ¢evirme simetri islemleri goz ardi edilirse, objeyi goriiniiste

degismez birakan bes tip simetri islemi ve karsilik gelen bes tip simetri eleman1 vardir:



E: Ozdeslik islemi hicbir degisiklik yapmaz. Karsilik gelen simetri elemani
objenin kendisidir.

Cy: Bir n-katli donme, islem, bir simetri ekseni etrafinda 27/n’lik bir donme.

Benzen gibi bir altigen ya da altigensel molekiil diizleme dik iki-, ii¢-, ve alti-

katli eksene (C,, Cs, Cg) ve diizlemde birkag 2-katli (C,) eksene sahiptir.

Sekil 1.1 Benzen molekiilii gibi diizgiin bir altigenin baz1 donme eksenleri.

1.1.1. Ornek. BF; iiclii diizlemsel molekiilii géz éniine alinsin ve Flor atomu

numaralandirilsin.

Eger molekiil, Bor atomu ve molekiil diizlemine dikey bir eksen vasitasiyla 120°
saat yoniiniin tersine dondiiriiliirse yeni pozisyon sekildeki gibi olacaktir. Ger¢ekte Flor
atomu fiziksel olarak digerinden ayirt edilemez oldugundan bir simetri islemi

uygulanmis olunur. Dondiirtilen eksen, simetri elemanina bir 6rnektir. [2]



F;

/B\

F2 Fs

BF3; molekili

B ve molekiil diizlemine dik eksen etrafinda 120° dondiriilen BF; molekiilil.

1.1.2. Tanmm. Simetri elemanlar1 ve simetri islemleri birbirleriyle ilgili fakat
farkli kavramlardir ve sik sik karigtirilmaktadir. Simetri elemani, nokta, dogru ya da
diizlem gibi geometrik bir varliktir. Eger bu eksenin 360/n derece (n bir tamsay1)
dénmesi orijinal pozisyonundan fiziksel olarak ayirt edilemez bir bi¢cim veriyorsa, cisim
bir simetrinin n-mertebeli eksenine (Ayn1 zamanda n-mertebeli ana eksen ya da n-
mertebeli donme ekseni olarak da isimlendirilir.) sahiptir denilebilir. n, eksenin derecesi

olarak isimlendirilir. [2]

1.1.3. Ornek. BF;, molekiil diizlemine dikey 3-mertebeli simetri eksenine
sahiptir. n-mertebeli donme ekseni C, ile gosterilir. B-F3’deki 3-mertebeli eksen bir Cs
eksenidir. [2]



1.1.4. Uyar1. Saat yoniiniin tersine 360/n derecelik donmeleri belirtmek igin C,,
sembolii kullanilir. (*), simetri islemlerini simetri elemanlarindan ayirt eder. BF3’iin {i¢

tane daha donme ekseni vardir. Her bir BF bag iki-mertebeli simetri eksenidir. [2]

n>2 i¢in déonmenin yonii 6nemlidir. Objenin n yonlendirmeleri donmenin saat
yoniinde (C,;) ya da tersine (C,}) olmasina bagli olarak farkli bir sirada vizite edilir. Bu
ylizden, n>2 igin, her simetri ekseniyle birlesmeli iki donme vardir. Eger bir obje
(altigen gibi) birka¢ donme eksenine sahipse, N’nin en blyiik degerli olan1 asal

(principal) eksen olarak isimlendirilir ve tektir. [1]

o : Bir yansima, bir ayna diizlemi, eleman.

1.1.5. Tamim. Eger biitiin atomlarin bir diizlemdeki yansimalar fiziksel olarak
orijinalinden ayirt edilemez bir bigimde kaliyorsa, molekiil bir simetri diizlemine

sahiptir denir ve bu diizlem o ile gdsterilir. Yansima iglemleri ise & ile gosterilir. [2]

1.1.6. Ornek. BF3, dort simetri diizlemine sahiptir. [2]

1.1.7. Tanmm. Bir yansima uygulandigi zaman yansima diizleminde bulunan

atom hareket etmiyorsa molekiil diizlemi bir simetri diizlemidir.

1.1.8. Ornek. B ve F; atomundan gecen ve molekiil diizlemine dikey olan
diizlem bir simetri diizlemidir. Bu diizlemdeki yansimada yalmizca F, ve Fs yer

degistirir. [2]

Eger ayna diizlemi asal simetri eksenini igeriyorsa dikey diizlem olarak
adlandirilir ve o, ile gosterilir. Eger asal eksen ayna diizlemine dikse son bahsedilen

simetri eleman1 bir yatay diizlem olarak isimlendirilir ve o} ile gosterilir. Bir gy



dihedral diizlem, asal eksene dik uzanan iki C, ekseni arasindaki agiy1 ikiye bolen bir

dikey diizlemdir. [1]

(a)

Sekil 1.2 (a) 2 dikey ayna diizlemi, (b) bir yatay ayna diizlemi ve (c) ikidiizlemli ayna diizlemi.

i: Bir inversiyon, simetri merkezi i¢inde bir eleman.

Inversiyon islemi, bir objenin her noktasini alarak merkezi vasitasiyla diger

tarafta esit uzakliga gondermekten meydana gelen kurumsal bir islemdir.

Sekil 1.3 Bir diizgiin sekizyiizliiniin simetri merkezi.

Sn: n-katli yardime1 donme, islem (bir ‘donme-yansima’ olarak da isimlendirilir)
yardimc1 donme ekseniyle meydana gelir, simetri eleman1 (ya da ‘donme-yansima

ekseni’).

Yardimer donme, n-katli donmeyi takiben n-kathi eksene dik bir diizlemde bir
yatay yanstmadan meydana gelen bir karma islemdir. Islem genelde bir simetri islemi
degildir fakat tiim sonuglar simetri islemidir. Ornegin bir metan molekiilii {i¢ tane S,

eksene sahiptir. [1,2,6]



Sekil 1.4 Bir dortyiizlii molekiilde (metan gibi) yardime1 donme ekseni.

Degistirilmis formdaki yardimci donmeleri tanimak i¢in dikkat edilmelidir. Boylece S;

bir yansimaya, S, bir inversiyona esittir.



BOLUM 2

MOLEKULLERIN SINIFLANDIRILMASI

2.1. Simetrilerine Gore Simmiflandirma

Simetrilerine gore bir molekiilii smiflandirmak i¢in ilk olarak biitliin simetri
islemlerini listeledikten sonra bu listeye dayanan bir yol takip edilir. Diger bir deyisle
molekiilin nokta grubunu belirlemek igin simetri islemlerinin listesi kullanilir.
Buradaki “nokta” terimi, sadece bir noktada kesisen simetri elemanlaria karsilik gelen
islemleri ele aldigimiz1 gostermek i¢in kullanilmistir. Bu nokta higbir islem tarafindan
hareket ettirilemez. Kristalleri siniflandirmak igin ayrica 6teleyen simetrileri de dikkate
almak gerekmektedir ki bu da kristallerin uzay gruplarina gore siniflandirmaya gotiiriir.

[1, 2, 3]

Nokta grubunun adi Schoenflies sistemi ya da Uluslararas:1 sistem (bazen
Hermann-Mauguin sistemi olarak da adlandirilir) kullanilarak ifade edilir. Genellikle
bunlardan ilki molekiillerin tek basina oldugu durumlarda; ikincisi ise katilar igerisinde
bulunan tiirler dikkate alindiginda kullanilir. Burada Schoenflies sistemi tanimlanacak

ve kullanilacaktir. Tablo 2.1°de iki sistemin bir karsilagtirilmasi verilmistir. [1,3,6]

Tablo 2.1 Nokta gruplar1 i¢in Schoenflies ve uluslararasi gosterimler

C:1 G

Cy: 1 Cr: 2 Cs: 3 Cy: 4 Ce: 6
Coy: 2mm Ciy: 3m Cyy: 4mm Coy: 611
Cop: 2/m Cip: 6 Can: 4/m Con: 6/m
D,: 222 Dj: 32 Dy: 422 Dg: 622
D>sy: mmm Dsp,: 62m Dy, 4lmmm Dgn: 6/mnm
D>g: 42m Dsy: 3m Sq: 4 Se: 3

T: 23 Ty: 43m Ty: m3 0: 432 Oy m3m




Bu tablodaki gdsterimler “Schoenflies: Uluslararasi” seklinde karsilagtirmali

olarak verilmistir. D,:222 grubu bazen V ile de gosterilir ve dordiin grubu adini alir.

[2]

Schoenflies sisteminde nokta grubunun adi, molekiiliin baskin olan simetri
Ozelligine dayanir ve bazi durumlarda 6zelligin ad1 gruba da verilir. Bir semboliin bu

ikili kullanimi aslinda oldukca faydalidir ve nadiren karisikliga sebep olmaktadir.

1. Cy, Csve Cj gruplart. Bu gruplar yalnizca birim (C;), birim ve bir yansima (Cs)

ve birim ve bir inversiyon (C;) igerir.

(a) /

(h)

Sekil 2.1 (a) C,, (b) C ve (c) C; gruplarina ait olan nesneler.

2. C, gruplar1. Bu gruplar birim ve n-katli donmeden olusur.
3. Cu gruplari. C, gruplarinin islemlerine ek olarak bu gruplar n adet dikey

yansima da igerir (Sekil 2.2).
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Sekil 2.2 C,4, grubuna ait olan bir nesne.

Onemli bir 6rnek, bir koni ve bir heteronuclear diatomic molekiiliin ait oldugu
C. grubudur.
4. Cpp gruplart. C, gruplarinin islemlerine ek olarak bu gruplar, bu islemlerin

varliginin gerektirdigi her islemle birlikte yatay bir yansima igerir.

Son tanimda belirtildigi gibi, islemlerin belirli bir kiimesinin varlig1 tanimda
belirgin bir sekilde bahsedilmeyen diger islemlerin varligini gerektirebilir. Ornegin, Cp
otomatik olarak bir inversiyona sahiptir. Her bir gruptaki islemlerin tam kiimesi Ek 1°de
listelenen tablolar (karakter tablolari) tarafindan bulunabilir. Bu tablolar ek bilgiler

igerir.

5. Dy gruplart. C, gruplarmin islemlerine ek olarak bu gruplar, bu islemlerin
varligimin gerektirdigi her islemle birlikte n-katli (ana) eksene dik olan n tane

2-katli donmeye sahiptir.
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Sekil 2.3 D, grubuna ait olan bir nesne.

6. Dpn gruplari. Bu gruplar, bu islemlerin varliginin gerektirdigi her islemle
birlikte, bir yatay yansimayla birlikte D,’de mevcut islemlerden olusur. Onemli

bir ornek D4, bir uniform silindir ve homonuclear diatomic molekiiliin ait

oldugu gruptur.

Sekil 2.4 Dy, grubuna ait olan bir nesne.

7. Dyng gruplari. Bu gruplar, bu islemlerin varliginin gerektirdigi her islemle

birlikte, birim ve bir n-katli yardimci1 donme igerir.
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Sekil 2.5 D4y grubuna ait olan bir nesne.

8. Sy, ngift, gruplari. Bu gruplar, bu islemlerin varliginin gerektirdigi her islemle
birlikte, birim ve bir n-katli yardimc1 donme igerir. Sadece n’nin ¢ift degerleri
géz Oniine almir. Ciinki n sayisinin tek oldugu gruplar zaten daha Once
smiflandirdigimiz Cyp, gruplariyla aynidir. S, grubu da C; grubuna esittir.

9. Kiibik ve icosahedral gruplar. Bu gruplar, n > 3 i¢in birden fazla n-katli donme
icerir. Kiibik gruplar T (tetrahedral i¢in) ve O (octahedral igin), icosahedral
gruplar | ile gosterilir. Ty grubu regular tetrahedronun grubu; T tetrahedronun
yansimalarimin olmadigi aynt grup; Ty, bir inversiyonlu bir tetrahedral gruptur.
Regular octahedron grubu Oy ile; eger yansimalar eksikse O ile gosterilir.
Regular icosahedron grubu Iy ile, inversiyon eksikse | ile gosterilir. Bu

gruplarin bazilar Sekil 2.6, Sekil 2.7 ve Sekil 2.8’de 6zetlenmistir.

= — =
o = \

(a) (b) (c)

Sekil 2.6 (a) Tq, (b) T ve (c) Ty, gruplarina ait olan nesneler.
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/

(a) (b)

Sekil 2.7 (a) Oy, ve (b) O gruplarina ait olan nesneler.

Sekil 2.8 | grubuna ait olan bir nesne.

10. R tim donme gruplari. Bu gruplar herhangi a¢i ve herhangi yonelme

vasitasiyla tim donmeleri igerir. Kiirenin simetri gruplaridir.

Atomlar Rj3’e aittir. Fakat hicbir molekiil bu gruba ait degildir. R3’{in 6zellikleri
acisal momentumun Ozelliklerine dontisiir. Bir molekiiliin hangi nokta grubuna ait
oldugunu tanimlamanin iki basit yolu vardir. Birisi, Sekil.2.9’da gosterilen agag

diyagrami vasitasiyla karar vermektir.
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Molecule

Sekil 2.9 Bir nesnenin hangi nokta grubuna ait olduguna karar vermede kullanilacak bir akis
diyagrami.

Digeri, molekiil ile Sekil.2.10’daki objeleri kiyaslayarak grubu tanimaktir.
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n= 2 3 4 5 S
A a
\
D, \_/_ >
A v
(piramit) -
ALY 3
/
N AN O OO0
(diizlem ya da bipiramit) PN
YR PO O
= W% o
8 |
& ¢ P
Bl T

Sekil 2.10 Cesitli nokta gruplari igin temsili sekiller.

Grup teorinin giicli matematiksel yapisindan gelmektedir. Simetri hesabi iKi
asamada sunulacaktir. Ilk olarak simetri islemleri géz Oniine almacak ve birbirleriyle
nasil Dbirlestirilebilecegi gosterilecektir. Ikinci asamada her bir simetri islemiyle
matrislerin nasil birlesmeli oldugu gosterilecek ve birkag 6nemli sonug¢ saptamak igin

matrislerin 6zellikleri kullanilacaktir. [1]
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2.2. Bir Grubun Tanimlanmasi

Simetri islemleri art arda uygulanabilir. R islemini takiben uygulanan S islemi
SR ile gosterilir. Islemlerin mertebesi énemlidir. Ciinkii genel olarak SR isleminin
sonucu ile RS igsleminin sonucu ayni degildir. Bununla birlikte simetri islemlerinin genel
Ozelligi, eklenmig bir simetri isleminin sonucu her zaman bir tek simetri islemine esittir.
2-katli bir donmeyi takiben 2-katli eksene dik bir diizlemdeki bir yansimanin bir

inversiyona esit olmasi bu 6zelligin bir sonucudur. [1]
0,C, =1
Genel olarak, bir objenin biitlin simetri islemleri i¢in,
RS=T (T grubun bir islemidir.) 1)
yazilabilir.

Simetri iglemleriyle ilgili ileri bir nokta, (RS)T isleminin sonucu ile R(ST) nin
sonucu arasinda fark yoktur. Burada (RS), S islemini takiben eklenmis R isleminin
sonucu ve (ST), T’yi takiben eklenmis S isleminin sonucudur. Diger bir ifade ile

(RS)T = R(ST) ve simetri igslemlerinin ¢arpimi birlesmelidir. [1]
Bu gozlemler su sekilde 6zetlenebilir:

Birim bir simetri islemidir.
Simetri islemleri, ¢arpmanin birlesme kanununa gore birlestirilir.

R ve S simetri islemleri ise RS de bir simetri iglemidir.

A w0 np e

Her bir simetri igleminin tersi de bir simetri islemidir.

Ugiincii gdzlem R%’nin (RR igin kisaltmadir.) bir simetri islemi olmasim

gerektirir. Dordiincii gozlem de bir R isleminin tersi genellikle R~ ile gosterilir ve
RR'=RR=E (2)

seklinde tanimlanir.
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Matematikte elemanlar olarak adlandirilan varliklarin bir kiimesi asagidaki

sartlar1 sagliyorsa bir grup olusturur:

1. Birim, kiimenin bir elemanidir.

2. Elemanlarin ¢arpimi birlesmelidir.

3. Rve Selemanlar ise RS’de kiimenin bir elemanidir.
4

Her bir elemanin tersi kiimenin bir elemanidir.

Bir objenin simetri islemlerinin kiimesi, matematiksel anlamda bir grup
olusturmay1 saglayan sartlar1 yerine getirir. Dolayisiyla grup teori olarak adlandirilan

gruplarin matematiksel teorisi molekiillerin simetrisini ¢alismak i¢in kullanilabilir.

2.3. Grup Carpim Tablosu

2.3.1. Tamim. Bir grupta biitiin simetri islemleri i¢in RS ¢arpimlarinin sonucunu
gosteren tabloya grup ¢arpim tablosu denir. Cs, grubu ile 6rneklendirilen tablolar gibi

yapilir. Bu grup i¢in simetri islemleri Sekil 2.11°de gosterilmistir.

Sekil 2.11 C3, grubunun simetri elemanlari.

Grubun alt1 tiyesinin oldugu goriliir. Bu ylizden mertebenin 6 oldugu séylenir ve
h = 6 yazilir. Simetri islemlerinin bir dizisinin sonucunu belirlemek i¢in Sekil 2.12’deki

gibi diyagramlar g6z 6niinde bulundurulur.
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%

Oy

Sekil 2.12 C{ islemini takiben uygulanan g, isleminin etkisi 0',’,’ islemine esittir.

Degisiklikler dizisi simetri elemanlarinin bir sabitine karsilik gelir. Bu anlamda
bir Ci islemi uygulandiginda, o, diizlemini gosteren dogru sayfa iizerinde ayni

pozisyonda kalir ve C3~ operasyonu ile 120° dondiiriilmez. Boylece,
C;Cf =E 0,C5 =0, 0,0, = C5

36 (genellikle h?) carpimin tam kiimesi Tablo 2.2’de gdsterilmistir.
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I

First: E C; Cs3 o, Ty Gy

Second:

E E C3 Cy i o, o
62 G 6 E o, o ay

C3 C3 E Cy ol Oy a,

Gy Ty ay o, E Cy Gy
o, a, a5 ol @22 E By
o, ar a, Ty G & E

Goriildiga gibi, her bir garpim, grubun bir tek elemanina esittir. RS, her zaman

SR ile ayn1 degildir. Benzer tablolar biitlin nokta gruplari i¢in yapilabilir.

2.3.2. Ornek. Bir grup ¢arpim tablosunu nasil olusturabilecegimizi gorelim.

Elemanlarn1 Sekil.2.13’de gosterilen C,, grubu icin grup c¢arpim tablosu

olusturalim.

Gy

Sy

£

Sekil 2.13 C,, grubunun simetri elemanlari

Bir tek noktayr ve her bir (RS) simetri islemlerinin etkisini diigiinelim.

(RS=T)’nin sonucunu iireten tek islem tanimlayip tabloya girelim. Biitiin R’ler i¢in

ER=R’dir (E birim iglem). Simetri elemanlarinin yonii tiim islemler altinda degismezdir.
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E C, o, o,
E E C, o, o,
C, C, E o, oy
o, g, G; E C,
o, o, o, C, E

Bu grupta, tablodaki biitiin girdiler i¢in RS=SR’dir. Bu tiir gruplar, yani
degismeli olan gruplar, ‘Abelian’ olarak adlandirilir. C3, grubu ‘Abelian olmayan

gruba’ bir ornektir.

2.4. Matris Gosterimleri

RS=T gibi iligkiler, nesneler {izerinde yiiriitillen hareketlerin sonucunun
sembolik 6zetleridir. Simetri islemlerinin bu sembolik gosterimi, alisilmis cebirdeki gibi
kontrol edilebilen girdilerle gosterilen islemlerle zenginlestirilebilir. Bununla birlikte
simetri islemlerinin genelde degismeli olmamasindan dolayr basit sayilardan ziyade
matris gosterimlerinin kullanilmas1 gerekmektedir. Matris carpimlar1 da genelde
degismeli degildir. Bir simetri isleminin matris temsili, simetri igleminin sonucunu
lireten bir matristir. Bir matris gosterimi, grup carpim tablosunda O6zetlendigi gibi

birbiriyle ¢arpilan temsilcilerin bir kiimesidir. Grubun her bir elemani i¢in birdir.

Bir grubun belirli bir isleminde bir matris ifadesi olusturmak i¢in, islemin aldig1
yer tizerindeki fonksiyonlarin kiimesi baz olarak se¢ilir. Yontemi 6rneklendirmek i¢in
C3, grubuna ait olan bir NH; molekiiliindeki Sa, Sg, Sc Ve Sy S-orbitallerinin kiimesi goz
oniine almabilir (Sekil 2.14).
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Sekil 2.14 C;, grubunun temsili igin bir baz. Her kiire, bir atomda ortalanmig bir s-orbital olarak
goriilebilir.

Bu bazin boyutu 4’diir (elemanlarinin sayisi) ve 4-bilesenli bir (Sn, Sa, Ss, Sc)

vektor olarak yazilabilir. Genel olarak d-boyutlu bir bazin f vektord,
f=(f1,f2, ... fa)
seklinde yazilabilir. g, islemi altinda vektor (S, Sa, S, Sc)’den
0y (SN, Sa, SB, Sc)=(SN, Sa, Sc, SB)
ye doniisiir. Bu doniisiim bir matris ¢arpimi ile gosterilebilir:

1000
0100
0001
0010

(3)

0, (SN, Sa, SB, Sc)= (SN, Sa, S, Sc)

Simetri isleminin etkisinin bu tanimlamasi, matris carpimini tamamlamayla
gerceklenir. Bu ifadedeki matris, secilen baz igin g, islemini temsil eder ve D(o,) ile
gosterilir. 4-boyutlu bir bazin 4x4-boyutlu temsili vardir. Genel olarak bir d-boyutlu
bazin dxd-boyutlu temsili vardir. Matris ¢arpim kurallarina gore, genel f bazi tizerindeki

bir islemin etkisi, D(R), R isleminin temsili olmak tizere f;’leri
Rfi =2 fiDi(R) (4)
ye doniistiiriir. Ornegin,

0,58 = SNX0 + 5a%0 + SgX0 + Scx1 =S¢



22

Ayni yolla grubun diger islemlerinin temsilleri de bulunabilir. Ef = f oldugundan birim

islemin temsili her zaman birim matristir.
2.4.1. Ornek. Bir matris gosterimini nasil formiile edebilecegimizi gorelim.

C;, grubunda yukarida kullamlan s-orbital bazi igin C5 isleminin matris

temsilini bulunuz.

Bazin her bir elemanmin islem altinda nasil donistiiriilecegi Sekil 2.14°e
bakilarak karar verilir ve Rf = f formunda yazilir. Sonra fD(R) bigimlendirilip ¢arpildig

zaman f *nii meydana getiren bir dxd-boyutlu D(R) matrisi kurulur.
Omegin kontrolii,
C5 (SN, Sa, S, Sc)= (SN, SB, Sc, Sa)
islemi altinda goriiliir. Bu doniisiim matris ¢arpimi seklinde ifade edilebilir.

1000
0001
0100
0010

C5 (sn, Sa, SB, Sc)= (SN, Sa, S, Sc)

Bundan dolay1 bu ifadedeki 4x4 matrisi bazdaki C5 isleminin temsilidir.

2.4.2. Ornek. Ayni1 bazdaki C5 isleminin matris gdsterimini bulalim.

1000
0010
0001
0100

C5 (SN, Sa, SB, Sc)= (SN, Sa, S, Sc)

Bu ifadedeki 4x4 matrisi bazdaki C5 isleminin temsilidir. Bu baz i¢in temsillerin biitiin

kiimesi Tablo 2.3’de gosterilmistir.
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Tablo 2.3 {sy, Sa, Ss, Sc} bazinda Cg,’nin matris temsili

D(E) D (CH) DlCH

1 00 0 1 0 0 0 1 00 0
0O 1 0 0 0O 0 0 1 0 0 1 0
0O 0 1 0 0O 1 0 0 O 0 0 1
0 0 0 1 00 1 0 01 0 0
w(E)=4 x(Ci)=1 x(C5)=1
D(c.) D(a)) D(a7)

1 0 0 0 1 0 0 0 1.0 0 0
0O 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1
0o 0 0 1 0O 1 0 0 0O 0 1 0
00 1 0 00 0 1 01 0 0
woy) =2 x(ov) =2 =2

Simdi Cj, o, ardisik islemlerinin etkisi gdz Oniine almsin. Grup g¢arpim

tablosundan ¢, C5 isleminin etkisi ile o,, yansimasmnin etkisinin ayn1 oldugu biliniyor.
0,C5 = o,

Simdi bu islem matris temsillerince goz oniine alinsin.

0100)10001| _(0001
0001|0100 0010
0010110010 0100

D(O-U)D(Cél—) =

1000][1000] [1000
= D(0,)

Matris temsilleri grup islemlerinde oldugu gibi birbiriyle ¢arpilir. Bu goz 6niine
aliman herhangi islem i¢in dogrudur. Bu ylizden Tablo 2.3°deki alt1 tane 4x4 matrisin

kiimesi grubun biitiin elemanlar1 i¢in
RS =T ise D(R)D(S) = D(T) (5)
olacak bi¢cimde segilen baz i¢in bir matris temsilini olusturur.

Simetri islemleri ile ayn1 yoldan ¢arpilan temsilleri veren onceki ispat sonralari
ihtiyag duyulacak baska bir kullanim verir. Carpimlart T elemanini veren R ve S

elemanlar1 g6z Oniine alinsin. (4) esitliginden f genel bazi igin
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RSf, =R Z}SD]I ) = kaij (R)D;; (S)
J ji
dir. Dy; (R)Dj; (S) nin j Gistiinden toplami bir matris garpiminin tanimuidir. Bu yiizden,
RSf = ) fi (D(RID(S)h
k
dir. RS = T oldugundan

RSfi=Tfi = ) fi (DD
k

yazilabilir. ki esitlik karsilastirildiginda, biitiin K, i’ler icin,
{D(RID(S)}ri = {D(T)}ki
oldugunu goriiriiz. Bundan dolayz,
D(R)D(S) = D(T)

dir. Bu temsillerin gercekten de grup elemanlar1 gibi carpildigini gdosterir. Bir R

isleminin temsilleri ve onun Rt inversi, D, D matrisinin inversi olmak lizere;
D(R™) =D(R)™ (6)
seklindedir. Ornegin R R = E oldugundan
D(R)D(R™Y) = D(R) D(R)™* = 1 = D(E)

dir.

2.5. Matris Gosterimlerinin Ozellikleri

Matris gdosterimlerinin igerigini gelistirmek i¢in bazi 6zelliklerinin tanitilmasi

gerekmektedir. Diislinceleri oturtmak icin, her durumda (3, igin S-orbital bazini
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kullanarak kavram tanitilacak ve sonra herhangi grup i¢in herhangi bazina genelleme

yapilacaktir. [1]

Basta, ‘benzerlik doniisiimii’ kavrami tanimlanacaktir. s-orbital bazinin yerine

bu orbitallerin bir lineer kombinasyonunun se¢ildigi farz edilsin.
St=Sa*+Sgt+Sc,
So =255 -Sg - Sc

ve
S3 =SB - Sc

olacak sekilde (Sn, Si1, Sz, S3) olsun. (Kombinasyon lineer bagimsiz ve rastgele
secilmigtir. Fakat daha sonra bu kiimenin 6zel bir dneme sahip oldugu goriilecektir).

Kombinasyonlar Sekil 2.23’de gésterilmistir. [1]

S

S3

Sekil 2.15 Bir C;, molekiiliinde periferik (¢evresel) atom orbitallerinin simetri-uyarlanmig lineer
kombinasyonlart.
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Bu bazin matris gosteriminin orijinal bazin matris gosterimine benzer olmasi

beklenmelidir. Bu benzerlik bir tanimlama ile verilebilir.

f =(f1',f2’,...,f,;) yeni bazi, f=(f;, fp..., f4) orijinal bazmin bir lineer

kombinasyonu oldugundan herhangi iiyesini Cji’ler katsayilar olmak {iizere,
fi, =2 fiGi (7)
seklinde ifade edilebilir. Bu genisleme ¢, ¢; katsayilarinin matris formu olmak tzere,
f =fc

seklinde bir matris ¢carpimi olarak ifade edilebilir. Simdi R elemaninin orijinal bazdaki

temsili,
Rf; = 2k fiDii (R) (8)
ya da
Rf = fD(R) )

anlaminda D(R)’dir. Ayrica doniismiis baz kiimesinin bir {iyesi iizerindeki ayni

isleminin etkisi

Rfi = i fiDu(R)
ya da

Rf =f D' (R)

dir. Iki ‘benzer’ temsilci arasindaki iliski, son esitlikte f =fc degisimi yaparak

bulunabilir. Boylece,
Rfc = fcD’

olur. Eger her iki taraf sagdan ¢ ile carpilirsa,
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Rf = feD' (R)c™?
olur. Bu gosterim (9) esitligi ile karsilagtirilirsa, iki baz i¢in temsilciler,
D(R) = cD' (R)c! (10)

benzerlik doniigiimii ile ilgili oldugunu gosterir. Ters iligki, sol tarafi ¢ ile ¢arparak da

elde edilir. Boylece,
D'(R)=c1D(R)c (11)
olur.
2.5.1. Ornek. Bir benzerlik doniisiimiinii nas1l kurabilecegimizi gorelim.

s-orbital baz1 igin C3, deki C3 isleminin temsili Tablo 2.3’de verilmistir. Bu

boliimiin basinda verilmis doniistiiriilmiis bazdaki temsilci i¢in bir gésterim ¢ikar.

(11) denklemindeki esitligi kullanabilmek ig¢in ¢ ve c¢' matrisleri

olusturulmalidir. Bundan dolayr matris bi¢imindeki iki baz arasindaki iliskiyi ifade
etmeyle baslanir (f = fc gibi). ¢’nin karsihgi bulunur. Son olarak ¢~ D(R)c matris

carpimi hesaplanir.
Iki baz arasindaki iliski,
SN = SN
S1=Sp+Sg+Sc
S2 = 2Sa-SB - Sc
S3=Sg - Sc

asagidaki matrisle ifade edilebilir.
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0 O

2 0
-1 1
-1 -1

(SN, S1, S2, S3) = (SN, Sa, S8, Sc)

O O o -
=)

Ki ¢ matrisinin tanimlanmasina izin verir. Bu matrisin karsilig

6 0
C_1_1022 2
6|0 2 -1 -1
00 3 -3
dir. Yeni bazda C3 ’nin temsili,
6 0 0 011 00 0][1 0 0 O
, 110 2 2 2o o0 o0 1({l0 1 2 0O
D (C})=c1D(C ==
() (3)602—1—1010001—11
00 3 -3l00 1 o0/ll01 -1 41
10 0 0
o1 o 0
1o 0 -2 -y2
00 32 -372

Ornekteki teknik diger temsilcilere uygulanabilir. Sonuglar Tablo 2.4’de verilmistir.
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Tablo 2.4 {sy, S, S2, S3} bazinda Cs,’nin matris temsili

D(E) D(C{) 15 ( 6o

1 0 0 0 I 0 0 0 1 0 0 0
01 0 0 01 0 0 01 0 0
00 1 0 0 0 =& =1 00 —1 1
0 0 0 1 0 0 % é 00 -1 -1
E)=4 Y(Cs5)=1 x(C3)=1

D(s,) D(a) D(a’))

1 0 0 0 1 0 0 O I 0 0 0
010 0 01 0 0 01 0 0
00 1 0 0 0 —5 1 o0 -1 -1
O 2070 = o0 3 1 00 -3 |
Klrl=2 (o, ) =2 (07) =2

2.6. Temsilcilerin Karakterleri

Tablo 2.3 ve 2.4°deki iki temsilcinin gdze carpan bir dzelligi vardir. Iki baz igin
matrisler farkli olmasma ragmen verilen bir islem i¢in temsilcinin diagonal
elemanlarinin toplami iki bazda da aynidir. Matris elemanlarinin diagonal toplami
matrisin karakteri olarak adlandirilir ve y(R) ile gosterilir. Bir islemin karakteri bazin

bir benzerlik doniisiimii altinda degismez kalir.
Bir bazdaki islemin karakterinin tanimi;
X(R) =X Dy (R) (12)

dir. Matris cebirinde, diagonal elemanlarin toplami matrisin izi olarak adlandirilir ve tr

ile gosterilir. Boylece R isleminin karakterinin kisa bir tanimi
#1(R) = trD(R) (13)

dir. Bir islemin karakterinin genel ispatinda, bir matris ¢arpiminin izinin devirli
permiitasyon altinda degismez oldugunu kullanarak bir benzerlik doniisiimii altinda

degismez oldugu gosterilir:
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trABC = trCBA = trBCA (14)
Bu degismezligin ispat1 asagidaki gibidir:

Ik 6nce iz, bir diagonal toplam olarak ifade edilir.

trABC = Z(ABC)H
i

Matris ¢arpim kurallarindan matris sonucu genisletilebilir:
trABC = Yy Aij Bjy Cii

Matris elemanlari, herhangi sirada ¢arpilabilen basit sayilardir. Bu ifadedekiler
devirli sekilde permiite edilebilirse komsu alt simgeler eslesmeye devam eder ve

bdylece matris sonucu bir permiite edilmis siradaki matrisle tekrar formiile edilebilir:

ijk j

Simdi, ¢ matrisi tarafindan meydana getirilen bir benzerlik doniisiimii altinda karakterin

degismezligini kurmak icin bu genel sonug uygulanabilir.
%(R) =trD(R) = trcD (R)c™ = trD (R) ¢'c = trD (R) = % (R) (15)

Iki gdsterimdeki R nin karakterleri y(R) ve X'(R) birbirine esittirler.

2.7. Karakterler ve Siniflari

Tablo 2.3 ve 2.4’de gosterilen karakterlerin bir 6zelligi, iki dénmenin
karakterleri {i¢ yansimanin karakterleri gibi aynidir. Bu islemlerin c¢esitli siniflara
boliinmesini akla getirir ki karakterleri tarafindan ayirt edilebilir. Bir simetri isleminin

sinifinin tanima,

R =S7'RS (16)
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olacak sekilde grubun bazi S simetri islemi varsa R ve R’ islemleri ayni sinifa aittir. R
ve R elemanlarinin konjiige olduklari sdylenebilir. Konjiige iiyeler (elemanlar) ayni
sinifa aittir. Konjiigeligin fiziksel yorumu ve bir smifin iyeligi, R ve R ayn tiir
islemlerdir (bir donme gibi). Fakat simetri islemi ile ilgili simetri elemanlari

uygulanmstir.

2.7.1. Ornek. iki simetri isleminin konjiige oldugunu gérelim.
Cs, grubunda C5 ve C3 simetri islemlerinin konjiige oldugunu gosteriniz.

Ci’y1 C;’ye doniistiiren bir simetri isleminin var oldugunun gdsterilmesi
gerekmektedir. Sezgisel olarak, bir dikey diizlemde bir donmenin yansimasinin dénme
anlaminda tersi oldugu biliniyor. Bdylece yansimanin gerekli islem oldugu farz
edilebilir. Islemlerin bir dizisinin etkisini ¢dzmek i¢in grup carpim tablosundaki (Tablo
2.2) bilgiler kullanilir. Bir islemin karsiligini bulmak ic¢in grup ¢arpim tablosunda E

birimini tireten elemanlara bakilir.

0,1Cio, islemi gdz Oniine almsin. Tablo 2.2’ye gbre o,’nin karsiligi

kendisidir. Bundan dolay1 grup ¢arpim tablosundan,

yazilabilir. Boylece iki donme doniisiimii de ayn1 sinifa aittir.

Olusturulan bu konjlige kavrami ile verilen bir gosterimde ayni simiftaki
islemlerinin aym karaktere sahip oldugu gosterilecektir. Bunu yapmak i¢in temsillerin

carpiminin izinin devirli invaryansi kullanilir (Denk.14).

x(R) =trD(R) = trD~1(S)D(R)D(S) = trD(R)D(S)D~'(S) = trD(R) = x(R)
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2.7.2 Uyarr: Verilen bir gosterimde ayni sinifin biitiin {iyelerinin ayni1 karaktere
sahip oldugu dogru olmasina ragmen farkli siniflarin karakterleri birbirleriyle ayni
olabilir. Ornegin bir grubun bir matris gosterimi tek eleman 1 ile 1x1 matris igerir.
Boyle bir gosterim grup g¢arpim tablosunu meydana getirir. Fakat siradan bir yolla
yapilir ve dahasi grubun giivenilmez gosterimi denir. Daha sonra bu gosterimin aslinda
biitlin miimkiin gosterimlerin en dnemlisinden biri oldugu goriilecektir. Grubun biitiin
islemlerinin karakterleri adi gosterimde 1’°dir ve aymi siifin liyelerinin ayni karaktere

sahip olmasi dogru oldugu halde farkli siniflarda bu karaktere sahiptir.

2.8. Indirgenemez Gosterimler

Orijinal s-orbital bazi i¢in Tablo 2.3’deki Cs, grubunun gosteriminin incelemesi

gosterir ki biitiin matrisler bir blok diagonal forma sahiptir.

1 000

o O O

Sonug olarak orijinal 4-boyutlu baz ikiye ayrilabilir. Yalniz sy igeren ve digeri
de 3- boyutlu (Sa, Sg, Sc) bazi:

E Cy Cy o, o, o,
1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 1 0
0 0 0 1 0
0 1 1 0 0 1

Her bir durumda ilk satir sy ile gerilen 1-boyutlu gosterim ve 3-boyutlu ( sa, S,

Sc) bazi tarafindan gerilen 3-boyutlu gosterimden 3x3 matris formudur. Gosterimi daha
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az boyutlu matris kiimelerine ayirma, gosterimi indirgeme olarak adlandirilir. Bu

durumda;
D(4):D(S)@ D(l) (17)

yazilir ve 4-boyutlu gosterim bir 3-boyutlu ve bir 1-boyutlu gosterimin direk toplamina
indirgenmistir denir. “Direk toplam” terimi kullanilir ¢iinkii matrisler normal yoldan
birbirleriyle toplanmaz. Diisiik boyutlu matrislerden yiiksek boyutlu bir matris elde
edilir. Indirgenmeyle ilgili dikkat edilmesi gereken birka¢ nokta vardir. Birincisi, daha
once bahsedildigi gibi her durumda biitiin gosterimlerin ayni tek eleman 1 ile 1x1
matrislerin oldugu adi gosterim elde edilen gosterimlerden biridir. Diger nokta, daha
once ispat edildigi gibi aym1 smifin simetri islemlerinin temsillerinin karakterleri de
aynidir. Bu, D D® ve D i¢in dogrudur. Simdi ugrasilmasi gereken problem D®iin
indirgenebilir olup olmadigidir. Tablo 2.4’deki gosterimler gosterir ki dnceden tartisilan

benzerlik doniistimleri DW-
D® = pW ) D(l)@D(Z)

indirgemesine karsilik gelen

o O O -
o O+ O

yapisinin blok-diagonal formuna gevirir. Bu ifadedeki iki 1-boyutlu gosterim yukarida
tanitilan tek 1-boyutlu (ve adi) gosterimle aynidir. Bu yiizden elde edilen yeni 6zellik 3-

boyutlu gdsterimin indirgemesidir:
D® = D(l)(_B D®@

D® 6nceden sy tek orbitali tarafindan gerilirken bu durumda s;’in lineer kombinasyonu

tarafindan gerilir. Sekil 2.15’e bakilirsa bu benzerligin fiziksel tabanini1 gosterir:

sy orbitali s; gibi ‘ayni simetriye’ sahiptir. ‘Ayn1 simetri’ terimi ile ayn: matris

gosteriminin bir baz olarak davranmas: Kastedilir.
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2-boyutlu gosterimin, benzerlik doniisiimiiniin diger se¢imlerinden iki 1-boyutlu
temsillerin direk toplamina indirgenebilir olup olmadigi sorusu ortaya ¢ikar. Grup teori,
D@ nin, aym1 zamanda temsilleri blok-diagonal forma ¢eviren higbir benzerlik
dontisiimii (Bu, baz fonksiyonlarin lineer kombinasyonudur.) bulunamadigi anlaminda
molekiiler nokta grubunun bir indirgenemez gosterimi ya da ‘irrep’ i oldugunu
dogrulamak icin kullanilabilir. Adi D" gosterimi, indirgenemez gosterime baska bir

Ornektir.

Bir grubun her bir indirgenemez gosterimi simetri sinifi olarak adlandirilan bir
siifa sahiptir. Simetri siniflar1 gésterimlerin karakterlerinin listesinin bazina atfedilir.
Boylece adi gosterim (1, 1, 1, 1, 1, 1) karakterler listesine sahip olur ve A; ile
isimlendirilen simetri sinifina ait olur. 2- boyutlu indirgenemez gosterim (2, -1, -1, 0, 0,
0) karakterlerine sahiptir ve etiketi E’dir. A ve B harfleri 1-boyutlu indirgenemez
gosterimlerin simetri smiflart i¢in, E, 2-boyutlu indirgenemez gosterimler i¢in ve T, 3-
boyutlu indirgenemez gosterimler igin kullanilir. A; ve E ile gosterilen indirgenemez
gosterimler swras1 ile I'D ve I'®) olarak da gosterilir (I'’min iistiindeki sayilar
indirgenemez gosterimin boyutunu kastetmez. Sadece etiketlerdir.). I' notasyonu genel
ifadeler icin, A, B, ... 6zel durumlar i¢in kullanilir. Eger fonksiyonun 6zel bir kiimesi I’
indirgenemez gosterimi igin bir baz ise, baz, indirgenemez gosterimi gerer denir. Bir
grubun biitlin muhtemel indirgenemez gosterimlerinin karakterlerinin tam listesi
karakter tablosu olarak adlandirilir. Sonlu mertebeli gruplar i¢in sonlu sayida

indirgenemez gosterim vardir ve bu tablolarin ¢ok biilyiik 6nemi ve faydasi vardir.

Coziilmesi gereken ii¢ problem s6z konusudur. Ilki, indirgenemez gdsterimin
simetri simiflarinin hangi grupta olabilecegini belirlemek ve karakterlerini saptamaktir.
Ikincisi, hangi indirgenemez gosterimlerin direk toplamlarinin bir keyfi matrise
indirgenebilecegini belirlemektir ki bu, hangi indirgenemez gosterimleri keyfi bir bazin
gerdigine karar vermeye esittir. Ugiinciisii ise, bir 6zel indirgenemez gdsterimi geren

keyfi bir bazin iiyelerinin lineer kombinasyonunu tertip etmektir.
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2.9. Biiyiik ve Kiiciik Diklik Teoremleri

Grup teorinin nicel gelisimi, biiyiik diklik teoremine (GOT) dayanir. h mertebeli
bir grup gz dniine alinsin ve DY, grubun I'® simetri sinifinin di-boyutlu indirgenemez

gosteriminde R isleminin temsili olsun.

* l, h
ZR Dl's'l) (R) Dl(,j,)(R) = d_lé‘lllé‘il',é‘]’]', (18)

dir. Teoremin bu sekli, bu boliimdeki uygulamalarda temsillerin kompleks elemanlara
sahip olma olasiligina izin verir. Bununla birlikte, reel ve kompleks konjligasyonu
higbir etkiye sahip olmayacaktir. indirgenemez bir gdsterimin bir matrisinde herhangi
konum secilirse ve grubun ayni ya da farkli indirgenemez gosterimin bir matrisinde
herhangi konum secersek bu iki yerde bulunan sayilar birbiriyle carpilir ve sonra
sonuglar grubun biitiin islemleri iizerinden toplanir. Sonra, elemanlarin yerleri
matrislerin her iki kiimesinde de ayni1 olmadik¢a sonug sifirdir ve gergekte matrislerin
aynt kiimeleri (ayn1 indirgenemez gosterimler) secilir. Eger konumlar1 ve iki

indirgenemez gosterimi ayni ise hesaplamanin sonucu h/d;’dir.
2.9.1. Ornek: Biiyiik diklik teoremini nasil kullanabilecegimizi gorelim.

Tablo 2.3’den (a) sifir olmayan ve (b) sifir olan degere iki Ornek segilerek

GOT’nin gecerliligi 6rneklenir.

Sifir olmayan bir sonug i¢in, aynt matris gosteriminde ayn1 konum secilmelidir.
Basit bir 6rnek, A; 1-boyutlu adi gosterimini kullanmak olabilir. Sifir sonucu i¢in, bir
tek indirgenemez gosterimde farkli konumlar ya da iki farkli indirgenemez gosterimde
keyfi konumlar segilebilir. Matris elemanlarinin spesifik degerleri igin Tablo.2.3’e

bakilir.

(@) Cs,’de h = 6 i¢in, matrisleri 1, 1, 1, 1, 1, 1 olan A; (d = 1) indirgenemez

denklemi alinsin. Kendisi alinan her bir matris elemani ile GOT nin solundaki toplam

ZDl(i‘l)(R)*Dl(‘fl)(R)z1x1+1x1+1><1+1><1+1><1+1><1=6
R

dir ki teorem geregi 6/1 = 6’ya esittir.
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(b) 2-boyutlu E indirgenemez gosterimde iki farkli konum g6z oniine alinsin.

Ornegin Tablo 2.3’de 34 ve 33 matris elemanlar1 alinsin:

Y2 D& (R DE(R) = DL (E) DL (E) + D (¢ DL (CH) + = 0x 1+
O0X04+1X04+41X04+40x04+0x1=0

olur ki teoremle de uyusmaktadir.

Biiyiik  diklik  teoremini  indirgenemez  gOsterimlerin  karakterlerinin
terimlerindeki daha zayif ifadeden saglamak miimkiindiir. Bu versiyonunu saglamak
icin, (18) denkleminin solundaki diagonal elemanlari elde etmek igin i = jve j = i
belirlenir ve sonra biitiin bu diagonal elemanlar {izerinden toplanir. (18) denkleminin sol

tarafi,

Oy py — O pys «) _ O
zzu (RY'D; (R ER:{ZD (R) }{ZD” (R)} ZX(Z)(R) O®

i i

olur. Ayni islemler altinda, (18)’in sag tarafi,

h h
Z(d—l)5ll' 8,6y = d_l5ll’ Z 8
i g

olur. d;-boyutlu bir matrisin, indeksi i olan d; degerleri vardir ve sag taraf tizerindeki
toplam d; ya da d; kez alinan I’nin toplamidir. Boylece denklemin her iki tarafini

birlestirirsek, kiictik diklik teoremi elde edilir.

Yrx QR xO(R) = héyy (19)

Kiiciik diklik teoremi (LOT), ayn1 siniftaki biitiin islemlerin ayn1 karaktere sahip oldugu
gercegi kullanilarak daha basit bir sekilde ifade edilebilir. Bir ¢ sinifindaki simetri
islemlerinin sayisinin g(c) oldugu farz edilirse, C3, grubunda g(Cs) = 2, g(o,,)=3"diir.

Sonra

% 9©x P 2 (e) = héyy (20)
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ki toplam simdi smiflar iizerindendir. I' = | oldugunda bu ifade, bir grubun
indirgenemeyen herhangi temsilinin karakterlerinin karelerinin toplami, grubun

mertebesine esit oldugunu belirten
2 9@ =h (21)
ifadesine doniistir.

LOT asagidaki benzer yapiy1 verir. Bir ¢ indeksiyle ayirt edilen her bir bilesenle

bir v vektériiniin vc(l) bileseni olarak /g (c) )(C(l) niceligi yorumlansm. O zaman LOT,

v = vO vy = gy, (22)
seklinde yazilabilir. Bu ifade LOT un, I' = | olmadik¢a iki vektoriin ortogonal oldugu

ifadesine denk oldugunu gosterir. Bununla birlikte N-boyutlu bir uzayda dik vektorlerin
sayist N’yi asamaz. Bu durumda vektorler tarafindan olusturulan bir uzayin
boyutlandirilmasi bir grubun siniflarinin sayisina esittir. Bundan dolay farkli ortogonal
vektorleri ayiran I’'nin degerlerinin sayisi grubun siiflariin sayisini agsamaz. Ciinkii |,
grubun indirgenemez temsillerinin simetri tiirlerinin sayisimin  grubun siniflarinin
sayisint asamayacagint gosterir. Gergektende GOT un daha detayli analizinden bu iki
saymin esit oldugu anlasilir. Boylece bir grubun yapisi tlizerinde asagidaki kisitlamaya

ulagilir:
Simetri tiirlerinin sayisi siniflarin sayisina esittir.

Vektor yorumu GOT’un kendisine uygulanabilir. Bunu yapabilmek igin |, i ve j indisleri

ile tanimlanan bir v vektoriiniin R. bileseni olarak Dl.(jl)(R) tanimlansin. Ortogonallik

kosulu,

i @i = di(sllr(s '8 (23)
l

i =jj
seklinde olur. Bu kosul, farkli etiketli vektorlerin herhangi ¢iftinin dik oldugunu
gosterir. Diklik kosulu bir grubun tiim h elemanlar1 iizerinden bir toplami cinsinden

yazilabilir. Bdoylece vektorler h boyutludur. Verilen bir indirgenemez temsilin
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vektorlerinin toplam sayis1 d?’dir. Ciinkii i ve j etiketleri bir d; X d; matrisinde her biri
d; degerini alir. Uzaym toplam boyutlandirilmasi bundan dolay1 tiim simetri tiirleri
{izerinden d?’nin toplamidir. Sonug olarak elde edilen (¥; d?) sayisi, bu uzay: temsil
eden vektorlerin h boyutunu asamaz ve buradan da bu iki saymin esit oldugu

gosterilebilir. Bundan dolay1 grubun yapisi iizerinde asagidaki kisitlama elde edilir:

Yidf =h (24)

2.9.2.0rnek: Bir karakter tablosunu nasil olusturabilecegimizi gorelim.

Csy karakter tablosunu tamamlamak i¢in LOT ve yukarida tiiretilmis kisitlamalar

kullanilir.

6-boyutlu grubun indirgenemez temsillerinin ikisi, A; ve E tanimland1. Yukarida
verilen kisitlama aranan simetri tiirlerinin sayisin1 verecektir ve boyutlarini belirlemek
icin (24) kullanilabilir. Karakterler zaten bulunan iki indirgenemez temsile dik oldugunu

saglayarak LOT dan bulunabilir.

Grubun mertebesi h = 6 ve islemlerin ii¢ sinifi vardir. Bu yiizden indirgenemez
temsilinin ti¢ simetri tiiriiniin olmasit beklenir. Tanimlanmamis indirgenemez temsilin d

boyutlandirilmasi
12422 +d*=6

saglayacak sekilde olmalidir. Buradan d = 1 ve kayip indirgenemez temsil 1-boyutludur.
Bu A; olarak isimlendirilebilir. Bu asamada ii¢ bilinmeyen karakter i¢in ii¢ denklem

kurmada LOT kullanilabilir. I' =1 = A, olmak {izere (21) denklemi,
XUD(E)? +2x)“2(C5)* +3x“2(0,)* = 6
dir. | = A, ve I' = A; olmak tizere,
XD EY D (E) +2x D (Ca)x U0 (Cy) + 3512 (0,)x 0 (0,) = 0

ve l = A, I' = E olmak tizere,
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x4 (EY B (E) + 24D (C3)x B (C3) + 3x“2 (0,)x P (0,) = 0

elde edilir. A; ve E’nin karakterlerinin bilinen degerleri yerine kondugu zaman bu iki

denklem:;
XUD(E) +2)“D(C3) + 3¢ (a,) = 0
ve
2 “(E) = 2)“2(C3) = 0

olur. Ug denklem, ii¢ bilinmeyen karakteri belirtmeye yeterlidir.

x“P(E) =1

x4(C3) =1
ve

x“2(a,) = -1

bulunur. Karakterlerinin tam kiimesi Tablo 2.5’de gosterilmistir.

Tablo 2.5 Cs, karakter tablosu

Csy {0 24 85 30,
A, 1 1 |
E 2 1 0

Bir 1-boyutlu indirgenemez temsilde birimin karakteri 1°dir. Boylece deger

hicbir hesaplama yapilmaksizin elde edilmis olur.
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2.10. Temsillerin Indirgenmesi

Simdi ugrasilacak soru, ‘Genel bir kiimesi verilen baz fonksiyonlarin gerdigi
indirgenemez temsillerin simetri tlirleri nasil bulunur?’ sorusudur. Sik sik goriilecegi
gibi, simetri tiirleri ve karakterleriyle asil indirgenemez temsilden (matrislerin kiimesi)
daha fazla ilgilenilir. Matris temsilcilerini ayni zamanda blok-diagonal forma
doniistiiren bir benzerlik donilisiimii bularak bir temsilin indirgenemez temsillerinin bir

direk toplami olarak ifade edilebilecegi goriilmiistii.
DR =DWR)®DDR) @ .. (25)

Bu indirgemeyi, indirgemede olan indirgenemez temsillerinin simetri tiirleri seklinde

ifade etmek notasyon olarak daha basittir:
r=%ar® (26)

Burada a;, direk toplamda goriilen I') simetri tiirlerinin indirgenemez temsilinin devir
(times) sayisidir. Ornegin gz oniine alman s-orbital bazinin indirgemesi I' = 2A; + E

seklinde yazilabilir.

Yapilacak is a; katsayilarmi bulmaktir. Bunu yapabilmek i¢in, bir benzerlik
dontisiimii altinda bir islemin karakterinin invaryant oldugu gercegi kullanilarak orijinal
temsilcinin  karakteri, indirgenmisteki indirgenemez temsillerinin karakterlerinin

toplamidir (Sekil 2.16).
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9
D 3 \\
7
(D\E‘n
DN,
PEN
~ A 3)

/('1)+ /(2)+ 7
Sekil 2.16. Bir matrisin blok-diagonal forma indirgemenin sematik gosterimi.

Bundan dolayz,

x(R) =%, aixP(R) (27)

dir. Simdi katsayilar1 belirtmek i¢in LOT kullanilir. Bunu yapabilmek i¢in bu denklemin

her iki tarafi )((l’ ) (R) ile garpilir ve grubun biitiin elemanlari {izerinden toplanir:

D AO@® A® =Y Y apD® A O® =h Y ady = ha)
R R l l

Buradan,
a =335 xPR) x(R) (28)

dir. Islemin aymi sinifinin iiyelerinin karakterleri ayn1 oldugundan bu denklemi siniflarin

karakterleri tiirinden ifade edilebilir:

@ =% 9()xP () x(0) (29)

Son iki ifade, indirgenmis katsayilari bulmak i¢in formal bir yontem saglamasina
ragmen bircok durumda inceleyerek de bulmak miimkiindiir. Ornegin, Ca, icin s-orbital

bazinda (E, 2Cs, 30y) siniflan igin karakterler (4, 1, 2)’dir. Karakter tablosunun (Tablo
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2.5) incelenmesi ile indirgemenin 2A; + E oldugu hemen anlagilabilir. Bununla birlikte

daha karmasik durumlarda bigimsel yontem daha kullanighdir.

2.10.1.0rnek. Bir temsilin indirgemesini nasil belirleyebilecegimizi gorelim.

Metan T4 grubuna aittir. 4-boyutlu baz (Ha, Hp, Hc, Hg)’de her bir islemin
karakteri her bir islemin uygulamasindan sonra orijinal konumunda soldaki iiyelerinin
(N) sayisina dikkat ederek belirlenebilir: 1, her durumda temsilcinin diagonalinde olur
ve bundan dolay1 karakterler N kez alinan 1’in toplamidir. Her bir siniftan yalnizca bir
islem g6z Oniine alinmalidir. Ciinkii bir smifin biitliin iiyeleri i¢in karakterler aynidir.

Indirgemeyi belirlemek icin saptanan y(c) karakteri ile birlikte denklem (29) uygulanir.

E, Cs, Cy, S4, oy islemleri altinda degismeyen baz {iyelerinin sayilari sirasi ile 4,

1, 0, 0, 2°dir. Grubun mertebesi h =24’diir. Denklem (29)’dan

a(Al)=%{(4x1)+8(1><1)+3(O><1)+6(0><1)+6(2><1)}=1
a(Az)=%{(4x1)+8(1><1)+3(0><1)—6(0><1)—6(2><1)}=0
a(E)=%{(4x2)—8(1><1)+3(0x2)+6(0x0)+6(2><0)}=0
a(Tl)=%{(4x3)+8(1x0)—3(0x1)+6(0x1)—6(2><1)}=0

a(TZ)=%{(4x3)+8(1x1)—3(0x1)—6(0x1)+6(2x1)}=1

dir. Bundan dolay1 4 orbital A; + T, y1 gerer.
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Bazi durumlarda bir islem konumunu degistirmeksizin bazin bir iiyesinin
isaretini degistirir (Bir 6rnek C; islemi altinda H,O da O2py-orbitalidir.). Bu diagonalde
gorlinen -1’in sebebidir. Diger durumlarda Cs, grubuna ait olan bir molekiilde merkez

atomdaki (py, py) bazindaki gibi diagonalde bir kesirli deger goriiliir.

2.11. Simetri-Uyarlanms Bazlar

Simdi verilen bir simetri tiirliniin bir indirgenemez temsilini geren bir bazinin
tiyelerinin lineer kombinasyonlarinin nasil bulundugu belirlenecektir. Bu islem bir

simetri-uyarlanmis baz bulma olarak isimlendirilir.

h mertebeli bir grubun ') simetri tiirlerinin bir d, -boyutlu DU indirgenemez temsili

()

5 ree d(l )) fonksiyonlar kiimesi goz Oniine

igin bir baz formu olan f = (fl(l ),

alinsin. Grubun herhangi bir igleminin sonucunu

i

RO =3, £ ) (30)

seklinde ifade edilebilir. Simdi GOT’a basvurulabilir. ik 6nce aymi islemin bir
temsilcisinin  bir Dis.l)(R) elemaninin kompleks konjligesi ile carpilir ve sonucu

basitlestirmek icin GOT u kullanarak elemanlar {izerinden toplanir:

Y DP@RED =Y PO R =) r O {Z p{ Ry DY (R)}
R R i R

w7
i

1, h h U h U
- Zi'fig )(d_l,)5ll’5ii6jj' = <Z) 6’0 £ = (d_z) 6,85 £ (31)

Sonra bir iz diisiim operatdrii tanimlanir:

l d *
P =Ly, DP(RY'R (32)
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Bu operator, temsilin matris elemanlarinin degerleri ile verilen bir degerle birlikte
grubun iglemlerinin bir karisimi olarak da diisiiniilebilir. (31) ve (32) denklemlerinden

iz diistim operatdriiniin sonucu;
D0 l
()Z.( )= = ’()611 ]] (33)

dir.

P’nin neden bir iz diisiim operatorii olarak adlandirildigi simdi daha agiktir.
Birinci durumda | # 1" ya da j # j oldugu varsayilsin. O zaman P() bazi f( ) liyesi

tizerinde hareket ettigi zaman 0 verir. Pl.](l), r'®’yi geren kiimenin bir iiyesi olmayan ya

da — iiyesi ise — kiimede j konumunda bulunmayan bir fonksiyon tizerinde hareket ettigi
zaman 0 verir. Diger taraftan iiye, I')’yi geren kiimenin j konumunda ise, j konumunda
bulunan fonksiyonu i konumunda bulunan fonksiyona donistiiriir. Bu; P, bir liyeyi bir

konumdan baska bir konuma iz diistiriir (Sekil 2.17) demektir.

Basis set

4]

Symmetry \ ‘
adapted basis\

DIDD

Symmetry
adapted baSIS

T

Sekil 2.17. Cesitli projeksiyon operatorlerinin etkisini O6rneklemek icin bir sematik

diyagram.

Bu sonucun 6nemi sudur: Eger bir temsilin bir bazimin sadece bir iiyesi

biliniyorsa diger biitiin {iyeler onun disina iz diisiiriilebilir.
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I =1 vei=j 6zel durumunda bazin bazi iiye iizerindeki iz diisiim operatoriiniin

etkisi,

OFIOFI0)
Pij ]; =f; 61'1" (34)

diir. Bu; P, 0’1 (i #j ise) diretir ya da orijinal fonksiyonu (i = j ise) yeniden iiretir

demektir.

Simdi lineer bagimsiz fakat baska keyfi f = (f, f>, ... ) fonksiyonlar kiimesinin

verilmis oldugu farz edilsin. Daha 6nce gz Oniine alinan s-orbital bazi bir 6rnek
olabilir. Herhangi bir iiye tizerindeki Pigl) iz digim operatoriiniin etkisi nedir? Tam
anlamiyla, simetri-uyarlanmis herhangi bir iiyesi keyfi bazin iiyelerinin uygun lineer
kombinasyonu olarak ifade edilebildiginden herhangi bir fj, biitiin ];r(l’)’lerin bir lineer

kombinasyonu olarak ifade edilebilir:

.
fi = Zl,].,];§ ) (35)
(Genisletilmis katsayilar ];Q ) niin i¢cine absorbe edilmistir.)

Eger Pifl) iz diislim operatdrii ile bu genisleme tlizerinden islem yaparsak,

l D U l
POS =Sy B 1 = By sy £ = £ (36)

elde ederiz. Bu, Pl.gl), keyfi ilk bazin herhangi bir iiyesi lizerinden islem yapildiginda
r'® simetri tiiriiniin indirgenemez temsili igin bazin i. iiyesini iretir demektir. Elde
edilen iiye ile kiimenin j. {iyesini olugturmak igin I;i(l) ile lizerinde hareket edebiliriz. Bu,

bir simetri-uyarlanmis baz bulma problemini ¢ozer.

Yontem ile ilgili problem indirgenemez temsilin tiim temsilcilerinin bilinmesi

gereken elemanlarini veren iz diisiim operatorlerini olusturmaktadir. Sadece karakterler



46

(diagonal elemanlarin toplamlari) mevcuttur ki normal durumdur. Diagonal elemanlari

tizerinden P® toplamu ile olusturulan p® iz diisiim operatdrii goz dniine alinsin:

l d "
p' =% P =218z D} (R)'R (37)

Bir temsilcinin diagonal elemanlari iizerinden toplami ilgili islemin karakteridir. Bu

yiizden,

d X
p =235 xO RYR (38)

dir. Bu operatér bu yiizden yalnizca karakter tablolarindan olusturulabilir. Etkisi bir

indirgenemez temsili geren bir bazin {iyelerinin toplamini tiretir (Sekil 2.18):

Basis set

I uu UD UE
| P

Symmetry- |

adapted basis

Sekil 2.18. p projeksiyon operatdrii orijinal bazin herhangi iiyesine uygulandigi zaman simetri-

uyarlanmis baz fonksiyonlarinin bir toplamini iiretir.

p'f; =% Pf =%, O (39)

Gergekte toplam, 1-boyutlu indirgenemez temsiller i¢in hi¢ sonug iiretmez. Ciinkii bu
gibi durumlarda, baz kiimesinin sadece bir {liyesi vardir. Bununla beraber, iki ya da daha
yiiksek boyutlu indirgenemez temsiller i¢in iz diisiim operatorii bazin iki ya da daha

fazla iiyesinin bir toplamini verir. Yine de genellikle sadece diisiik boyutlu
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indirgenemez temsillerle ilgilenildiginden dolay1 bu nadiren bulunan bir karmasadir ve

asagidaki ornek herhangi bir belirsizligin nasil ¢oziilebilecegini gosterir.

2.11.1. Ornek. 1z diisiim operatorlerini nasil kullanabilecegimizi gorelim.
s-orbital bazini kullanarak Cs, grubu i¢in simetri-uyarlanmig bazlari olusturunuz.

Zaten s-orbital bazinin 2A; + E’yi gerdigi belirlenmisti. Bu yiizden iz diisiimle
uygun simetri-uyarlanmis bazi olusturmak igin denk. 39 kullanilabilir. Biitiin karakterler

gercel olarak alinabilir. Denk.39°u kullanmanin en kolay yolu asagida tarif edilmistir.

1. Ust kisimda bazi ve kolonlarda islemlerin etkisini gdsteren bir tablo cizilir
(Verilen bir kolon f; tarafindan basta olur ve tablodaki bir girdi Rf; ’yi gosterir.).

2. Kolonun her bir iyesi ilgili islemin karakteri ile carpilir (Bu adim her
konumdaki y(R)Rf; yi gosterir.).

3. Her kolondaki girdiler toplanir (Bu verilen birf; i¢in Y.p ¥ (R)Rf;yi gosterir.).

4. Boyut/mertebe ile carpilir (Bu pf;,’yi gosterir.).

Cay grubu igin h = 6’dr.

Olusturulan tablo asagidaki gibidir:

Orijinal Kiime: sy SA Se Sc
E altinda SN SA SB Sc
Cy SN Ss sc SA
C3 SN Sc Sa SB
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oy, SN S SA Sc

oy SN Sc Sg SA

A, simetri tiirtiniin indirgenemez temsili i¢in d = 1 ve biitiin ¥(R) = 1°dir. Bundan

dolay1 birinci kolon,
1
o (St sy + 5 + 5+ 5y +5) = sy
yi verir. Ikinci kolon,
1 1
g(SA+SB+SC+SA+SB+SC) :E(SA+SB+SC)

yi verir. Geriye kalan iki kolon ayni sonucu verir. E i¢cin d = 2 ve alt1 iglem igin

x=(2,-1,-1,0,0,0). Birinci kolon,
%(an—sn—sn+0+0+0)=0
verir. Ikinci kolon
%(ZSA—SB—SC+0+O+O) =§(25A—SB—SC)

1 1 R .1
Kalan kolonlar g(ZsB—sC—sA) ve E(ZSC—SA—SB)’yl tretir. Bu ¢ lineer

kombinasyon lineer bagimsiz degildir (toplami sifirdir). Bu yiizden birinciye ortogonal

olan ikinci iki kombinasyonun bir lineer kombinasyonunu olusturabiliriz.
S3 —g(ZSA — Sp —S¢) —g(zsc — 5S4 —Sp) =Sp—S¢

kombinasyonu s, = §(25A — sg — s¢)’ye ortogonaldir. iki s, orbitali ve s3 o, altinda

farkli bir karaktere sahiptir (sirasi ile +1 ve -1).

Bu boliimle ilgili daha ayrintili bilgi [1], [2], [3], [5] ve [6]’dan elde edilebilir.
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BOLUM 3

FONKSIiYONLARIN SIMETRI OZELLIKLERI

3.1. p-orbitallerinin doniisiimii
Cay i¢in (Px, Py, Pz) bazi1 goz Oniine alinsin. Orbitaller
px = Xf(r) py = yi(r) p; = zf(r) ; r¢ekirdekten olan uzaklik

formuna sahip oldugu biliniyor. Bir nokta grubunun biitiin islemleri r’yi degismez
birakir ve bu ylizden orbitaller (X, Y, z) bazindaki gibi ayn1 yolla doniisiir. Bu bazin bazi

doniistimleri Sekil 3.1°de o6rneklendirilmistir.

Sekil 3.1 x ve y fonksiyonlarinda Cs, grubunun belli simetri islemlerinin etkisi.

Bazdaki o, ’nin etkisi,
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-1 0 O
O_v(xfy)z)=(_ny)Z)=(x'y'Z) 0 1 0
0 0 1
dir. Bu iliski bu bazdaki D(o,,)’yi tanimlar. C; dénmesi altinda
1 1
-3 "33 0
1
2
0 1

1 1 1 1
Ci(x,y,2) = (—5x+5\/§y,—5\/§x—5y,z) = (x,v,2) _1\/§
0

ve baz i¢in D(C5) tamimlanabilir. Tam temsil bu yolla olusturulabilir ve karakterlerle

birlikte Tablo 3.1 kurulur.
Tablo 3.1. (x, Y, 2) bazinda Cs,’nin matris temsili

(X, Y, z) bazindaki E, 2C3, g, islemlerinin karakterleri sirasi ile 3, 0 ve 1 dir. Bu A; + E
indirgemesi ile ilgilidir. z fonksiyonu A; i¢in bir bazdir ve (X, y) ¢ifti E’yi gerer. Bu

yiizden simdi ii¢ p-orbitallerinin A; + E’yi gerdigi, p,’nin A; i¢in bir baz oldugu ve

(Px, Py)’nin E i¢in bir baz oldugu da biliniyor.
X, y ve z tarafindan gerilen indirgenemez temsillerin simetri tiirlerinin

ozdeslikleri olduk¢a onemlidir. Ozellikle karakter tablolarinda verilir. Tam olarak ayni
siireg, d-orbitalleri kartezyen koordinatlarda ifade edildigi zaman ortaya ¢ikan X2, xy gibi

dyy = zxf (1)

kuadratik formlara uygulanabilir.
dy, = yzf (r)
d,2 = (32> = r)f (1)

dyy = xyf (1)
dxz—y2 = (xZ - yz)f(r)
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ve bu fonksiyonlar1 geren simetri tiirleri de normalde anlatildigi gibidir: Cs,’de bes

fonksiyon A; + E’yi gerer.

3.2. Direk-Carpim Bazlarmin Ayrisimi

d-orbitallerinin simetri 6zelliklerine hakim olan kuadratik formlar, p-
orbitallerinin simetri 6zelliklerini etkileyen lineer terimlerin ¢carpimi olarak ifade edilir.
Simdi xy gibi kuadratik formlarin simetri tiirlerini bulmanin miimkiin olup olmadig:
incelenebilir. Ornegin tekrar bastan simetri doniisiimlerini ve temsillerini kurma isini
yapmaksizin X Ve y’nin 06zelliklerinden hemen bulunabilir mi? Daha genel terimlerde,
hangi simetri tiirlerinin bir (fy, f,,...) baz1 tarafindan gerildigi bilinirse (fZ, fifs, ...) gibi
carpimlar tarafindan gerilen simetri tiirleri belirtilebilir mi? Simdi bu bilginin karakter

tablolarindan gecirildigi gosterilecek.

fi(l)’nin, d; boyutlu I'® simetri tiiriiniin bir indirgenemez temsili icin bir bazinin
bir liyesi ve fl.gl )’nl'in, d, boyutlu I'") simetri tiiriiniin bir indirgenemez temsili igin bir

bazinin bir liyesi oldugu farz edilsin. Kabulden dolayi, bir grubun bir R islemi altinda

asagidaki gibi doniistirler:

Carpimlari, ];.(l) ];r(l ) carpimlarinin bir lineer kombinasyonu olan

R(501) = (k) (rr") = 55 £ £ 0P @)D (R) (41)

a dontisiir. Carpimlar, direk-carpim temsili ad1 verilen bir temsil i¢in bir baz teskil eder.

Boyutu d,d; diir.

Direk-garpim temsilinin indirgenir oldugunu kesfetmek i¢in karakterlerin

¢ozillmesi gerekir. Direk-arpim bazindaki R isleminin matris temsilcisi, jj indisleri
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matrisin satirim1 ve ii indisleri kolonu gdstermek iizere ngl) (R)Dj(,li,)(R)’dir. Diagonal

elemanlarj=ivej =i olan elemanlardir. R isleminin karakteri

x(R) = 5, DY DY (R) ={x, D B}z DL R} = x O R) (42)

dir. Bu da direk-gcarpim bazindaki islemlerin karakterlerinin orijinal bazlar i¢in ilgili
karakterlerin ¢arpimlar1 oldugunu ifade eder. Bu ¢ok basit ve kullanish bir sonugtur.
Temsillerin karakterlerini saptamayla temsilin indirgemesine karar vermek i¢in yukarida

tanimlanan standart teknikler kullanilabilir. Bu siire¢ asagidaki 6rnekte gosterilmistir.

3.2.1. Ornek. Bir direk-carpim temsilinin indirgemesi (a) kuadratik formlar ve
(b) Csy grubundaki (xz, yz) bazi tarafindan gerilen indirgenemez temsillerin simetri

tiirlerini belirleyelim.

Problemin her iki tarafinda, direk-¢arpim temsilinin karakterlerini saptamak i¢in
(42) denkleminde belirtilen sonug¢ kullanilir ve sonra grubun indirgenemez temsillerinin
karakterlerinin bir lineer kombinasyonu olarak karakterler yeniden diizenlenir. Eger
karakterlerin yeni kombinasyonu asikar degilse 2.12.1.0rnek de belirtilen ydntem

kullanilir.

(@) (x, Yy, 2) baza 3, 0, 1 (alisilmis sirada) bir (indirgenebilir) temsili gerer. Direk-
carpim bazi bundan dolay1 9, 0, 1 karakterli bir temsili gerer. Bu karakterlerin kiimesi

2A; + A; + 3E’ye benzer.

(b) (xy, yz) baz1 sirasi ile A; ve E’yi geren z ve (X, y) bazlarinin direk ¢arpimudir.

Direk-¢arpim bazi bundan dolayi
(111)x(2-10)=(2-10)

karakterlerine sahiptir ki E’nin karakterleri kendisi olarak kabul edilir. Bundan dolayz,

(Xy, yz), E i¢in bir bazdir.
Aslinda A;’i geren bazlarin direk carpimi ve E’yi geren E normalde

A xE=E
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olarak yazilir.

Omekte A; x E = E oldugu gosterildi ki (xy, yz) direk-carpim baz1 E’yi
gerdiginden ifade etmenin diizgiin (formal) bir yoludur. Ayni yolla (X, ¥) nin kendisi ile

direk carpimui ki (XZ, XY, YX, y2) bazindan olusur,
ExE=A1+A+E
yi gerer.

Bunlar gibi direk carpimlarin ayrigimlarinin tablolar1 direk-carpim tablolar
olarak adlandirilir. Karakter tablolar1 ¢ogu kez kendileri kadar 6nemlidir. Tablodan not
edilmesi gereken onemli bir nokta, I'® x I’ @ arpim1 sadece | = | ise tamamen

simetrik indirgenemez temsil (A; birgok grupta) igerir.

Son olarak, direk g¢arpim bazindaki xy ve yx’in her ikisinin varliginin

aciklanmasi gereklidir. Alinan bir bazin kendisi ile simetrilestirilmis direk ¢arpimu,

fl]+ — %{f;(l)];(l) +f]‘(l)fl(l)} (43)

ve anti-simetrilestirilmis direk ¢arpimi,

fi = %{fi(l)ﬁ'(l) _];'(l)fi(l)} (44)

da grup icin bazlar olusturur. Agikc¢a, sonuncusu bu durumda 6zdes olarak sifir olur
(yok olur). Ciinkii xy — yx = 0’dir. Hangi indirgenemez temsillerin anti-simetrilestirilmis
direk c¢arpim tarafindan gerildiginin belirlenmesi ve bunlarin ayrisimdan atilmasi
gereklidir. Carpimlarin karakterleri asagidaki ifadede verilmistir (Bir derivasyonu igin
M. Hamermesh, Group theory and its applications to physical problems, Addison-
Wesley, Reading Mass.(1962)’ye bakilabilir.):

xR =2 {xOR)? + xO(R?) xR =2{xO®R? - xO®H}  (45)

Direk-carpim tablolarinda anti-simetrilestirilmis ¢arpimin simetri tiirleri [/] ile

gosterilir. Su anki durumda
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E><E=A1+[A2]+E
dir ve boylece (X, Xy, y*)’nin Ay + E yi gerdigi biliniyor.

Bu tip islemin en O&nemli uygulamalarindan biri se¢im kurallariin

belirlenmesidir.

3.3. Direk-Carpim Gruplari

Simdi var olan sonuglar1 gelistirmek i¢in grup teori kullaniminin baska bir
Ornegi gbdz Oniine alinacaktir. Burada daha kiigiik gruplar icin karakter tablolariyla

birlikte birlestirerek daha genis gruplarin 6zelliklerinin nasil gelistirilecegi goriilecektir.

Ri, Ry, ..., Ry elemanli h-mertebeli bir G grubu ve Rll,RIZ, ...,R;l elemanli h -

mertebeli G' grubunun var oldugu ve gruplarin asagidaki iki sart1 sagladigi farz edilsin:

1. Ortak tek eleman birim elemandir.

2. G grubunun elemanlar1, G’ grubunun elemanlari ile degismelidir.

Buradaki “degismelilik” islemlerdeki degismelilikle ayni anlamdadir. Yani RR = RR
dir. Bu sekildeki iki grup 6rnegi Cs ve Cs,’dir. Boylece G’ niin her bir elemani ile G’nin

her bir elemanimnin RR carpimlar1 direk-¢arpim grubu adi verilen bir grup olusturur:
G"=G6GQ®CG (46)

Bu G niin ashnda bir grup oldugu elemanlarinin biitiin ¢iftleri i¢in grup 6zelligine
uydugu kontrol edilerek de saglanabilir. Boylece, RiRj = R¢ (¢iinkii G bir grup) ve
R,.R, = R, (benzer nedenden dolay1) oldugundan R; R, elemanli G  de,

(RiR)(RiR;) = R.R,RjR; = R,R R, R; = R\R;

ve bu sekilde iiretilen eleman G niin bir iiyesidir. Direk-¢arpim grubunun mertebesi

hh *diir (Cs®Cs, nin mertebesi 2 x 6 = 12).

Direk-carpim grubu elemanlarini tertip ederek tanimlanabilir (Cs®Csy, Dsn’t

tiretecek) ve karakter tablosu bilesen gruplarin karakter tablolarindan yapilabilir. Boyle



55

devam ederek asagidaki gibi ilerlenir. (f1, f2, ...) G’nin indirgenemez bir temsili i¢in bir

baz ve (f;, f,, ...) G"niin indirgenemez bir temsili i¢in bir baz olsun.
Rf, = %; f;D (R) R'fy =X f; Dsr (R)
yazilabilir. Direk-¢arpim bazindaki RR ’niin etkisi
RRfify = RFD(R 1) = Xjs fif; D (R)Dsr (R)
dir. RR isleminin karakteri, diagonal elemanlarinin toplamidir:

x(RR) =¥, D;(R)D,,(R) = x(R)x(R")

O nedenle direk-garpim grubunun karakter tablosu katilan iki grubun uygun karakterleri

birbirleriyle ¢arpilarak basit¢e yazilabilir.

3.3.1.0rnek. Bir direk-garpim grubunun karakter tablosu nasil yapilabilir?

Cs®Csy direk-carpim grubunu tanimlaym, olusturun ve bilesen gruplardan

karakter tablosunu olusturun.

Direk-garpim grubunun elemanlarini olusturmak i¢in, bir grubun her bir elemani
stirastyla diger grubun her bir elemani ile birlestirerek olusturulur. Cogu kez her bir
islemden ziyade islemin siniflarinin ¢arpimlariyla ilgilenmek yeterlidir. Sonugta olusan
grup bilesimini tespit ederek taninir ve Sekil 2.9’a tekabiil eder. Karakterler, bilesen her

bir islemdeki karakterleri birbirleriyle carpilarak olusturulur.

Cs ve Cay gruplar sirasiyla 2 ve 3 sinifa sahiptir. Bu yilizden direk-¢arpim grubu
2 x 3 = 6 sinifa sahiptir. Bu da indirgenemez temsillerin alt1 simetri tiiriine sahip oldugu
anlamina gelir. Cs’nin siniflar1 (E, o) ve Cs,’nin smiflan (E, 2C3, 30y)’dir. C3,’nin her
bir smifi Cs’nin birim operasyonuyla ¢arpildigi zaman aym t¢ smif, (E, 2Cs, 30,),
tiiretilir. Bu stmflarim her biri oy, ile de garpilir. Eoy, islemi on’1n kendisi ile aymdir. C3 gy,

ve C3 oy, islemleri sirast ile S ve S5 yardimer donmeleridir (Sekil 3.2).
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\\\\«.:. B B e v“.
& =0

Sekil 3.2. ;, ve C§ islemlerinin bir kombinasyonu S3 islemine esittir.

0,0, islemleri tiiggensel objenin agilarnin aglortaylarn ile ilgili 2-kath
donmelerle aymidir (Sekil 3.3) ve C; ile gosterilir. Direk-carpim grubu bu nedenle
asagidaki gibi olusturulur:

Ca: E 2 Cs 3oy

Cs: E Oh E Oh E Oh

C3V®Cs: E on2Cz 2Cj3 2S; 3oy 3C,

,//
//‘
~
=

,G\“/?’f / // : /
é‘f\/ | /

Sekil 3.3 g, Ve g, islemlerinin, bir kombinasyonu C, islemine esittir.

Boliim 2.1°de tanimlanan terminoloji sistemine gore islemlerin bu kiimesi D3y
grubuna tekabiil eder. Bu noktada karakter tablosunu yaparken karakterlerle ilgili

kurallar kullanilir. Iki bilesen grup karakter tablosu asagida gosterilmistir.
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C E 2C 3
3v 3 Oy Cs E o
A 1 1 1
A 1 1
A, 1 1 -1
A 1 -1
E 2 -1 0

Biitiin uygun carpimlar alinarak asagidaki tablo elde edilir:

E=EE |on=Fo, |2C3 2S3 3on 3C;
=E@2Cs) | =on(2C3) | =EBa) | =E(o)
Ai(FAA ) 1 1 1 1 1 1
AL (=AA) |1 1 1 1 1 1
A =AAY |1 1 1 1 1 1
A EAAY) |1 1 1 1 1 1
E(=EA) |2 2 1 1 0 0
E(=EA) |2 2 1 1 0 0

Bu tablo bu grup i¢in Ek 1°de verilen tablodur.

Burada tanimlanan yontem, Dgp = Dg @ Cj ve O = O ® C; gibi daha kompleks

gruplar i¢in karakter tablolar1 olusturmada kolay ve 6énemli bir yoldur.

3.4. Sifir Integraller

Grup teorinin Onemli uygulamalarindan biri sistemin simetrisinden dolay1

integrallerin ne zaman sifir olmasi gerektigine karar verme problemidir. Bu uygulama,
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f(x) ve g(x) fonksiyonlarini ve X = 0 civarinda bir simetrik aralik iizerinden integrali géz

Oniine alarak oldukga basit bir sekilde 6rneklendirilebilir.

f(x), X— -X’e uyan anti-simetrik bir fonksiyon olsun. Boylece f(-x) = -f(x)’dir. Bu

fonksiyonun bir X = -a’dan x = a aralig1 izerinden integrali sifirdir (Sekil 3.4).

f e
// \
/
/
. ‘}r" \
o a x
/
/
@) N\
"/‘v
y
f /
/
7
\ /
\\\\ - /'/
-a 0 a x
(b)
f
/l
| l\\‘ /
\
N

-a O/ax

(c)

Sekil 3.4. (a) Orijin ¢evresinde bir simetrik aralik iizerinden zorunlu olarak sifir integralli bir
anti-simetrik fonksiyon. (b) Bir simetrik aralik iizerinden sifir olmayan integralli bir simetrik
fonksiyon. (¢) Bu simetrik fonksiyonun integrali bununla birlikte sifirdir.

Diger taraftan eger g(x), g(-x) = g(X) anlaminda bir simetrik fonksiyon ise o
zaman ayni aralik tizerinden integrali sifir olmak zorunda degildir. Dikkat edilmelidir ki
g’nin integrali, f'nin integrali sifir olmak zorundayken sifir olabilir. Simdi iki

fonksiyonu incelemenin baska bir yolu goz Oniine alinsin. (-a, a) aralig1 iki simetri
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elemanl bir nesnedir. Simetri elemanlari, birim ve X-eksenine dik bir ayna diizlemidir
(Sekil 3.4). Boyle bir nesne Cs grubuna aittir. f fonksiyonu, A’ simetri tiiriiniin
indirgenemez temsilini gerer. Ciinkii Ef = f ve onf = -fdir. Diger taraftan g, A *nii gerer.
Cinkii Eg = g ve o,g = @’dir. Bu, eger integrallenen, grubun biitiin simetrik
indirgenemez temsili i¢in bir baz degilse, o zaman integral sifir olmak zorundadir

demektir. Eger baz ise sifir olmak zorunda degildir (Fakat raslantisal olarak olabilir.).

Bu basit drnek biitiin gruplara genellenen daha ileri bir noktay: da tamtir. f* ve
g% nin integralleri sifir degildir fakat fg nin integrali sifir olmak zorundadir. Bu 6zellik
yukaridaki tartigsma ile birbirini tutmaktadir. Ciinkii 2, biitiin simetrik indirgenemez
temsili olan A" x A" = A’ igin bir bazdir. Bununla birlikte fg tamamen simetrik olmayan
A" x A" = A" i¢in bir bazdir. Dolayistyla integral sifir olmak zorundadir. Bu sonucu
diisinmenin baska bir yolu, f’nin indirgenemez temsilin bir tiiriinii ve g’nin digerini
gerdigine dikkat etmektir. O zaman, farkli simetri tiirlerinin indirgenemez temsillerini

geren baz fonksiyonlari ortogonaldir.
Daha bicimsel olarak; fi(l), bir grubun I (D gimetri tiiriiniin indirgenmez temsilini

geren bir bazinm i. iiyesi ise ve ]j.(l ) ayni grubun ') simetri tiiriiniin indirgenemez

temsilini geren bir bazinin j. liyesi ise 0 zaman integrasyonun bir simetrik aralig1 i¢in;
1)* l,
[V O drasy s, (49)
olur.

Bu sonucun ispatt GOT ne dayanir. | = | ve i = j olmasina ragmen integralin sifir
olabilecegine dikkat ediniz. Cilinkli teorem orantililik sabitinin degeri icin bir sey
soylemez. Simdi grup teorinin en onemli sonuglarindan birisi verilecektir. Bu sonug

asagidaki gibi 6zetlenebilir:

3.4.1. Sonug. Bir simetrik aralik {izerinden bir [ fi(l)* j;.(l Ddr integrali, grubun
biitlin simetrik indirgenmez temsili i¢in bir baz olmadikca sifir olmak zorundadir. Bu

sadece I'® = ') durumudur.
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3.4.2. Ornek. Sifir integrallerin tanimlanmasim gorelim.

Amonyaktaki azotun  hangi  orbitallerinin  simetri-uyarlanmis  lineer

kombinasyonlari ile yok olmayan ortiismeye sahip olabilecegini belirleyiniz.

Ortiisen integral, [1y;dr seklindedir. Bundan dolayi sadece I3 x I, Ay
icerirse yok olmayandir. N2-s ve N2-p orbitallerinin simetri tiirlerini tanimlayarak
baglanir ve py, X gibi doniistirdigiine dikkat ediniz. HIs-orbitallerinin simetri-
uyarlanmis lineer kombinasyonlar1 ile hangilerinin yok olmayan Ortiistime sahip

olabilecegine karar veriniz.

Csy de N2p-orbitalleri A1 (pz) ve E (px, Py)’yi gerer. Ciinkii A; X A = A; ve
E X E=A; +A; +E, p;orbitali s; kombinasyonu ile sifir olmayan ortiisiime ve px Ve py
orbitalleri s, ve sj ile sifir olmayan ortlisiime sahip olabilir. N2s-orbitali de A;’i gerer ve

bu yiizden s; ile ortiistime sahip olabilir.

s; kombinasyonunun N2pz ile sifir olmayan ortiisiim olup olmadigi bag agisina
baglidir. Molekiil diiz oldugu zaman s; N2pz nin nodal (diigiim) diizleminde bulunur ve

ortlistim sifirdir.

Biitiin uzay tizerinden
[=[fO gy (50)

bigimindeki bir integralde biitiin simetrik indirgenemez temsil (A; gibi) i¢in integrasyon
bir baz olmadik¢a sifir olmak zorundadir. Béyle olup olmadigini belirlemek i¢in, ilk
snce I'O x ') olusturulur ve normal bigimde genisletilir. Sonra genislemedeki her bir
r'® alimir ve I'® x ') direk carpimi olusturulur. Eger A; (ya da esdegeri) sonucta
olusan gosterimde hi¢bir yerde bulunmuyorsa o zaman I integrali sifir olmak

zorundadir. Bu sonu¢ kuantum mekaniginde ¢ok biiyiik oneme sahiptir. Cilinkii sik sik

(al0lby = f W: Dy de
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biciminde integrallere rastlanilacaktir. Bu nedenle matris elemanlarinin ne zaman sifir
olmak zorunda olduguna karar vermek icin grup teori kullanilabilir. Bu molekiiler
orbitallerin yapisi, spektrumun yorumu ve molekiiler 6zelliklerin hesaplanmasinda

bliyiik kolaylik saglar.

3.4.2.0rnek. Yok olan matris elemanlarinin tanimlanmasini gorelim.

Bir C4y molekiiliinde (a) (dyy |z|d,2_2) ve (b) (dyy|l,|d,2_,2) integralleri yok

(s1fir) olur mu?

r® x r@) x repgn A71’1 igerip icermedigi degerlendirilmelidir. Bunu
yapmak i¢in integraldeki her bir fonksiyonun simetri tiirlerini tanimlamada karakter
tablolar1 kullanilir. Agisal moment, donmeler gibi dondstiiriir (Bu yiizden |, tabloda

listelenen R, donmesi gibi donistiiriir.).

Cyy de dy, Ve d,z2_,2 sirastyla By ve By’i gerer. z, Ap’i ve I, A2 yi gerer.

-y
(a) integral
B x A1 xB1 =By xB1=A;
1 gerer ve dolayisiyla matris eleman yok olmalidir.
(b) Integrasyon
By xA;xB1=ByxBy=A;

1 gerer ve dolayisiyla integral sifir olmak zorunda degildir.

Bu tiir matris elemanlar elektronik spektrum tartismasi i¢in bilhassa 6nemlidir.

Bunlarin se¢im kurallarinin formiilasyonunda meydan geldigi goriilecektir.
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3.5. Simetri ve Dejenere Olma

Dejenerasyonun varligi bir sistemin simetrisinin sonucudur. Bu tartigma i¢in bir
sistemin hamiltonianin ilgili nokta grubunun her islemi altinda degismez olduguna

dikkat edilmelidir.
(RH) = H (51)

Bu sonucun bir nitel yorumu; hamiltonian enerji i¢in operatordiir ve enerji bir
simetri islemi altinda degismezdir. Harmonik osilator igin hamiltonian bir Ornektir.
Kinetik enerji operatorii icin d%/dx’ ile orantilidir ve potansiyel enerji operatdrii X? ile
orantilidir. Her iki terimde X — -X yer degistirmesi altinda degismez kalir ve bundan
dolayr hamiltonian Cs nokta grubunun biitiin simetrik indirgenemez temsilini gerer.
Ciinkii H, grubun bir benzerlik doniisiimii altinda degismez kalir (Bu, herhangi simetri

islemi degismez birakir demektir.).
RHR™ = H

yazilabilir. Sag taraftan R ile carpilirsa RH = HR elde edilir. Bundan dolay:1 simetri

islemleri hamiltonian ile degismelidir sonucuna varilabilir.

Simdi H’in E 6z degeri ile y; 6z fonksiyonu goz oniline alinsin. Hy; = E; dir.
Bu denklem soldan R ile ¢arpilabilir. RHy; = ERy; elde edilir ve dzdeslik i¢in R™'R

eklenir.
RHR™'RY; = ERY;
elde edilir. H’1n invaryantligindan
HRy; = ERy;

olur. Bu ylizden y; ve Ry; ayni E enerjisine tekabiil eder. Boylece sistemin herhangi
simetri islemi tarafindan birinden digeri iiretilebilen fonksiyonlar ayn1 enerjiye sahiptir
sonucuna varilir. Bu, sistemin simetri doniistimleri ile ilgili 6z fonksiyonlar dejeneredir
demektir. Bir sistemde verilen simetrinin meydana gelebilen dejenerasyonun maksimum
derecesi igin bir kural formiile etmeye devam edilebilir. Sistem i¢in nokta grubunun d-

boyutlu indirgenemez temsili igin bir bazinin bir 1); iiyesi goz Oniine alnsin ve bir E
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enerjisine sahip oldugu farz edilsin. Bazin diger biitlin iiyelerinin 5.32 denklemde
tanimlanan Pj; projeksiyon operatorii ile bu fonksiyona etkisi tarafindan iiretilebildigi
goriilmiistii. Bununla birlikte, Pjj, grubun simetri iglemlerinin bir lineer kombinasyonu
oldugundan hamiltonian ile degismelidir. Bu nedenle, P;jHY; = HP;y; = Hy; ve
PjHY; = P, EY; = EY; ve dolayisiyla Hy; = EY; ve ¢;, Y; ile aym 0z degere
sahiptir fakat uygun bir sekilde i indeksi secerek d-boyutlu bazin biitiin d tyeleri

tiretilebilir ve bdylece biitiin d baz fonksiyonlar1 ayn1 enerjiye sahiptir.

“Fonksiyonlarin  bir kiimesinin  dejenerasyonunun derecesi  gerdikleri

indirgenemez temsilin boyutuna esittir.”
sonucuna varilir. Bu boyut her zaman birimin karakteri olan y(E) ile verilir.

Harmonik osilasyonda, Cs nokta grubu ile sadece indirgenemez temsiller 1-
boyutludur ve bu yiizden biitiin 6z fonksiyonlar dejenere degildirler. C4, nokta grubu ile
geometrik olarak bir kare 2-boyutlu square-well potansiyel i¢in 2-boyutlu indirgenemez
temsillere izin verilir ve bu yiizden baz1 seviyeler iki katli dejenere olabilir. Ug kath

dejenere seviyeler kiibik nokta grup simetri sistemlerinde meydana gelir.

3.6. Tam Donme Grubu

Simdi 2- ve 3-boyutluda (R; ve R3) tam donme gruplar1 g6z Oniine alinacak ve
grup teori ve agisal momentumun kuantum mekanigi arasindaki derin iliski
bulunacaktir. Teknikler bu boliimiin baglarinda verilenlerden temelde farkli degildir.

Ancak bazi ilging noktalar vardir.

3.6.1. Donmelerin Uretecleri

Ik 6nce 2-boyutluda tam dénme grubunu, bir dairesel sistemin nokta grubunu

(Sekil 3.5) gbz Oniine alalim.
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Sekil 3.5. z ekseni etrafinda sonsuz kii¢iik ¢ dénmesinin X ve y fonksiyonlar1 tizerindeki
etkisi.

Sonlu ve sonsuz donme gruplarinin davranisi arasindaki benzerligi gérmede
eskenar tiggen (Sekil 3.1) i¢in verilen 6rnek hatirlanmalidir. Fark Ry’de (C.,’nin bir es
anlamlisidir) herhangi ag1 boyunca bir dénmesi bir simetri islemidir. Ozellikle sonsuz

kiigiik a¢ilar boyunca donmeler simetri islemidir.

Ik 6nce (X, y) bazindaki z-ekseni etrafinda sonsuz kii¢iik bir d¢ acis1 boyunca
saat yoniiniin tersi donmesinin etkisi olusturulmalidir. Polar koordinatlarda ¢alismak ve
bazi, r, grubun biitlin islemleri altinda sabit olmak tizere (rcosg, rsing) olarak yazmak
uygun olacaktir. Cs4 ile gosterilen sonsuz kiigiik d¢ donmesi altinda baz asagidaki gibi

doniistir:

Csp(x,y) = {rcos(® — 60),rsin(@ — 60)}
= {rcos@cosd® + rsin@sind®, rsindcosd@® — rcosPsind@}
= {rcos® + ré6@sin® + ---,rsin® — r6@cos® + --- }
=x+y8Q0+-,y—x60+--)=(x,¥) — (—=y,x)60 + -

. 1
sinx = x —gx3 +
ve

1
cosx =1—-x*+ -
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genislemeleri kullanildi ve sonsuz kiiglik 6@ agisinda sadece en kiiglik mertebeli

terimler alind1. Bu;

C5®(x'y) = (x'y) - (—y,x)6(z) + -

dir. Simdi 6nemli bir olgu tanimlanacaktir.

RRTRTNE &

acisal momentum operatoriiniin baz tizerindeki etkisi,
Leoy) =2 (x5 =y ) ) =1 (=30)
g0z Oniine alinsin. Bu sonug, Cs4’nin etkisi ile karsilastirilarak,
Csp(x,y) = {1 —%6®lz + ---}(x,y) (53)
oldugu goriiliir ve operatoriin kendisi
Csp =1 — 1801, + - (54)

seklinde yazilabilir. Bu yiizden |, operatoriine orantili olan bir terim tarafindan §@ deki
birinci mertebeli i¢in sonsuz kiigiik donme operatorii birimden farklidir. 1 — (i/h)6@L,
z-ckseni etrafinda sonsuz kii¢iik donmenin reteci olarak adlandirilir. Benzer sekilde Ix

ve ly operatdrleri de Rs de x-ekseni ve y-ekseni etrafinda donmeler igin iireteclerdir.

Acisal momentum operatdrlerinin  kamiitasyon bagmtilarinin  bir grubunu
sagladig1 bilinmektedir. Bu, asagidaki gibi farkli bir yoldan da goriilebilir. Farkli
eksenler etrafindaki donmelerin bir dizisinin etkisi uygulandiklar1 siraya baghdir (Sekil
3.6).
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Sekil 3.6 Diisey donmelerin degismezleri. Birlestirilmis C (% )¢ 5(;{) dénmenin sonucu C (gz)C (g:};)

sonucundan farklidir.

X etrafinda da tarafindan bir donmeyi takiben y etrafinda Jf tarafindan bir

donme,

0) () _ i ;
Csp Csy = (1 — 0Bl + )(1 —dal, + )

. . 2
l l
=1- H((?Bly + 8al,) + (ﬁ) SBSal,l, + -

dir. Bununla birlikte eger donmeler ters sirada uygulanirsa sonug,

) ) _ i ;
Y = (1 - = dal, + )(1 — =8Bl + )

. . 2
l l
= 11— (bal, + 5L, + (ﬁ) SabpL,L, +

dir. Bu iki islem arasindaki fark,
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.\ 2 .
cPe) — e = (3) 6asp(l L, — Ll,) =1 6aspl, (55)
dir. Son esitlik [lx, ly] = ihl, kamiitasyon bagitisindan gelmektedir.

Burada elde edilen sonug, sonsuz kii¢iik iki donme arasindaki fark z-ekseni
etrafinda —dadp agis1 boyunca tek bir sonsuz kiigiikk donmeye esittir ki geometrik olarak
kabul edilebilirdir (Sekil 3.6). Aksi tartisma, geometrik olarak agiktir ki fark, tek bir
donmedir. Ustelik [lx,ly] = ihl, ifade eder. Bundan dolay1 agisal momentum

kamiitasyon bagintilar1 bilesik donmelerin geometrik 6zelliklerinin dogrudan bir sonucu

olarak goriilebilir.

3.6.2. Tam Dénme Grubunun Temsili

Simdi R; tam donme grubunun indirgenemez temsilleri arastirilacaktir.

Baglangig olarak verilen bir | igin kiiresel harmonik Yj,, ’ler bir dénme altinda bir
digerinin lineer kombinasyonlarina doniistiiriir (Ornegin p-orbitalleri bir digerine dner.
d-orbitalleri de ayni seyi yapar. Fakat p-orbitalleri d- orbitallerine déonmez.). Bundan
dolay1 Yy, Y1, ..., Y, _; fonksiyonlar1 grubun bir (2| + 1)-boyutlu temsilci igin bir baz
olusturur. Her kiiresel harmonik Y, = P (6)e'™? formuna sahiptir ve boylece z-ekseni

etrafinda a boyunca bir dénmesinin sonucu olarak her biri P(8)e!™(®~%) ya doniistiiriir.

Boylece biitiin baz asagidaki gibi doniistiiriir:

CO (Y, Yyt o Yimt) = (P(0)e @O, P(0)! =D, p(g)eil0-0)

' 0 0 0
0 e’ 0 0
= (Ylll Yl,l—lf ] Yl,—l) 0 0 (56)
0 0 e" |

Bu gosterim bazdaki donmenin matris temsilinin taninmasina izin verir.
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z-ekseni etrafinda a agist boyunca bir donmenin karakteri (ve bundan dolay1
herhangi eksen etrafindaki, ciinkii Rs’de verilen bir ag1 boyunca tiim donmeleri ayn

sinifa aittir) asagidaki toplamdir:
X(Ca) — e—ila + e—i(l—l)a + -+ ella’
=1+ 2cosa + 2cos2a + -+ + 2cos(l — 1) a + 2cosla (57)

Bu gosterimi elde etmek icin * + e™ = 2cosx kullanildi ve bastaki 1, m; = 0
teriminden gelir. Bu basit gosterim bir (21 + 1)-boyutlu baz i¢in herhangi bir donmenin
karakterini olusturmada kullanilabilir. Daha basit bir sekli ilk siranin bir geometrik seri

oldugu diisiiniilerek elde edilir. Bu nedenle,

e—ila (ei(Zl+1)a_1)

X(Ca) = £nl=—leimla = el _1 (58)
Bu kullanilmasi zor gosterim
sin l+l a
r(c) =2 (59)
sin-a

2

sekline doniistiirilebilir. a = 0 oldugu zaman karakter 2l + 1 (limiti & — 0 olarak alin)

dir ve dolayisiyla | kuantum sayili seviyeler kiiresel sistemde (21 + 1)-katli dejeneredir.

3.6.2.1. Ornek. Cesitli sartlardaki atomlarin simetri tiirlerini nasil

belirleyebilecegimizi gorelim.

Bir atom bir F terimine neden olan bir konfigiirasyona sahiptir. Hangi simetri

tiirleri bir octahedral sarta neden olur?

R3 ve O her ikisi i¢in ortak olan donmeler tanimlanmalidir ve | = 3 igin denklem
59’dan karakterleri hesaplanir. Sonra Ek 1’de O icin karakter tablosuna bakarak

indirgenmez simetri sartindaki terim tarafindan gerilen simetri tiirleri tanimlanir.

O’daki donme acgilar1 E i¢in a = 0, a=%ﬂ(Cg),ﬂ(Cz),%n(CA}),n(Cé)’dir.
Ciinkii,
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__sinif7a/2)
x(Ce) = sin i /2)

(E, C3, Cy, C4, Cé) iciny =(7, 1, -1, -1, -1) bulunur. h =24 igin denklem 29’u kullanmak
a(A;) =1, a(Ty) =1 ve a(T,) = I’i verir. Bundan dolay1 F — A, + T; + T, dir.

Bir gruptan alt grubuna inmek ‘simetride inis’ olarak adlandirilir. Bu d-metal

komplekslerinin spektra ve yapi teorisinde 6nemli bir tekniktir.

Bu boliimle ilgili ayrintili bilgili [1], [2] ve [3]’den elde edilebilir.
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EKI

Baz Fonksiyonlarimin Dikligi
Bu boliimde iki teorem ispatlanacaktir:

Teorem 1. Eger iki fonksiyon bir grubun farkli indirgenemez temsilleri i¢in baz
fonksiyonlar1 ise ya da satirda farkli konumlarda bulunan, 6zel bir indirgenemez

temsilin bir bazinin {iyesi ise bu iki fonksiyon diktir.

Teorem 2. < fi(l) | f, S )> integrali indeksinden bagimsizdir.

Teorem 1’in ispati: i =1, 2, ..., dj i¢in fi(l) fonksiyonlariin kiimesi 'Y simetri tiiriiniin
bir indirgenemez temsilinin baz1 ve i = 1, 2, ..., d; i¢in fi,(l) kiimesi ') simetri

tiiriiniin bir indirgenemez temsilinin bazi olsun. O zaman grubun biitiin R islemleri i¢in

RV =3, £ODO (R) rRf® =3, £ ) (1)

i

dir. Bir integralin degeri herhangi simetri isleminden bagimsizdir ve bundan dolay1

l l, l l,

dir. O yilizden grupta h eleman bulundugundan ve her biri integrali degismez

birakacagindan
D] 1 ! ! l en( D] o
(FO10) = 1 2o (REC|RED) = 1525 P @ DB (O]) @)
Biiytik diklik teoremi bu iligkiyi,

<f(z>|f(z )> _5” Y 6 8 <,;(l)|j;,<l’)> = 608 7 1y <f(z)|f(l )> 4)
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O ylizden, < fl.(l)| f, ¢ )> o« §;;'8;; olur ki teoremin ispatini tamamlar.
Teorem 2’nin ispati: Onceki teoremden
DOl _ 1 OO
(FO10) = 22 {5 1) ©)

elde edilir ve sag taraftaki toplam i’den bagimsizdir.
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Cyyy 2 E G a, a5 h=4
Ay 1 1 1 1 z, 2%, x%, ¥
Ay 1 1 -1 -1 Xy o8
B, —1 1 -1 X, X2 R,
B, 2 -1 -1 1 Y, Y2 R,
Ciy, 3m E 2C; 3o, h=6
A, 1 1 1 Z, zz, x° -y
A, | 1 -1 R,
E 2 1 0 | (&), a3, (2, 92) (Re Ry)
Cyy, 4mm E G 20 25, 2aj h=38
Ay 1 1 1 1 1 22X +y
As 1 1 1 -1 —1 R.
B, | 1 -1 1 -1 xz —y*
BZ 1 —1 —1 1 Xy
E 2 -2 0 0 0 (x, ¥), (xz, ¥2) (R, R}
Co E 2C; 4167 5o, h=10, a=72°
A 1 1 1 1 z, 22, X0+ yZ
As il | 1 —1 R,
E, 2 2cosc 2 cos 2 0 (x, ), (xz, ¥2)  (Rx R})
E, 2 2cos2a  2cos 0 {2y, T yz)
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Ceyy 6mmi E C 2C; 2Cs 304 3oy h=12
A 11 1 1 1 1 | 24,8+
A, 1 1 1 1 =1 R.
B, R | 1 -1 1
B, S | 1 1 1 -1
E, 2 =2 -1 0 0 (x, y), (xz, ¥2) (Ry Ry)
E» 2 2 -1 0 0 | (xy 2"~y
Coiv E 2] 200, h=o0c
A ZH) 1 1 1 7, 2 x4y
Ax(Z) 1 1 —1 R.
E(IT) 2 2cosd 0 (x, ¥), (xz, yz)  (R,, Ry)
E»(A) 2 2cos2¢ 0 (xy, x> — %)
Eger ¢=n ise bu sinifin sadece bir tiyesi vardr.
D:,22 |E &G C &G |h=4
A, 1 1 1 1 | 2342
B, 1 1 -1 -1 z, Xy R
Ba 1 -1 1 1 Y, X2 R,
B; 1 -1 =1 1 X, ¥2 R,
D;,32 | E 2C; 3C, |h=6
A 1 1 1 | A%+
Az 1 1 -1 Z R:
E 2. =1 0 | (x9), (xz, ¥2) (xy, ¥* =) (Ru R,)
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D, 422 | E C, 2C4 2C, 2C; | h=8
Ay 1 1 1 1 1 2, a9
Ay f d 1 1 -1 z R
B, 1 ; A | 1 -1 xr—y*
B, 1 1 —1 -1 1 xy
E 2 =2 0 0 0 (x, ¥), (xz, y2)  (Rw R,)

Dy,62m | E on 2C; 253 3C, 30, | b=12
A 111 1 1 1 | A5+
Al 1 1 1 y QS Q| R,
Al 1 = R i =i
Al 1 -1 1 =1 =1 z
E/ 2 2 -1 -1 0 0 | (xy)06ya’=y)
E/ 9 =5, =i 1 0 0 | (xz 2 (Ry, Ry)
D.h E 2C, a0y i 2iC, oo Ch h=0o0
A | 1 1 1 1 1 1 | 2 %*+9?
An(zy) |1 1 1 -1 -1 -1 |z
Ag(Z;) | 1 1 o 1 1 1 R,
An(Z)) | 1 1 < =it ~1 1
Eig(I1g) 2 2cos¢ 0 2 —2cos¢ 0 (xz, yz) (Rx, Ry)
Eio(ITy) 2 2cos¢ 0 —2 2cos¢ 0 (x, y)
Eze(Ag) 2 2cos2¢ 0O 2 2cos2¢ 0 (xy, x> —y7)
Eau(Ay) 2 2cos2¢ 0 -2 —2cos2¢ 0

Ty, 43m | E 8C; 3Cy 6oq 6Ss | h=24
A, 1 1 1 1 1 | P®+9*+2°
K 1 1 =, =
E 2 = ) 0 0 | 32— "=y
i i 3 B = 1 (Ry, Ry, R,)
13 3 =1 1 =l (x, ¥, 2), (xy, x2, y2)
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0,432 | E 8C; 3C, 6C, 6C, | bh=24
A, I 1 1 1 1| 2?4y 4+ 2
A, 1 1 1 & -1
E 2 =1 2 0 0 | (x*-9%.32-1)
T4 3 0 -1 -1 1 (x,» 2 (Ry, Ry, R.)
T 3 0 1 1 -1 (xy, ¥z, 2x)
On, | E 8C3 6C; 6C4 3C, i 6S4 856 30y, 604 | h=48
m3m
A |1 1 1 1 1 1 1 1 1 1]|xX+y+2
A | T 1 -1 -1 1 1-1 1 1 =1
E, 2 -1 0 0 2 2 0-1 2 0| @B2-Ax*-9
T [ 3 0 <1 1 -1 3 1 0 -1 —1 (R Ry, R.)
Tye |3 0 1 =1 —1 3 <1 0 =1 1| (xv vz 2v)
A | B T 1 1 =11 of =] =1
A |17 1 -1 =1 1-1 1 -1 -1 1
E, 2 -1 0 0 2-2 0 1-2 0
Tw |3 0 -1 1 =1 -3 -1 0 1 1| (xy2
Tow |3 0 1 =1 =1-3 T 0 1 -1

Direct products

Genelde gXg=g, gXu=uuxu=g;
l"xl":l",

S o

. e ['II
= >

l'll X rll — [‘I
<;.’.9 C?.w C.’.h; (?3! C.h‘s C.¥h; D}a DJln D3d; (:(n (:(ws C(ah, l)(n Sb icin,

Ay Ay By B E, E»
A, Ay Ay By B, E, E,
A, Ay B, B E, E;
B, Ay Ay E, E,
B, Ay E, E,
E¢ A+ A +E; B+ B+ E,
E A+ A+ Es
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