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OZET

Doktora Tezi
KONKAV YALINKAT FONKSIYONLAR
Hasan BAYRAM
Bursa Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlsu
Matematik Anabilim Dali
Damisman: Prof. Dr. Sibel YALCIN TOKGOZ

Bu tez dort bolimden olusmaktadir. Tezin amaci konkav yalinkat fonksiyonlari
detaylica incelemek ve yeni siniflar kesfetmektir.

Birinci bolumde; tezin ilerleyen kisimlarinda kullanilacak olan bazi temel tanimlar ve
teoremler verildi.

Ikinci boliimde; D acik birim diskinde normalize edilmis analitik ve yalinkat
fonksiyonlarin olusturdugu S sinifinin temel 6zellikleri verildi. Ayrica S sinifindaki
fonksiyonlar i¢in katsayr bagmtilari, alan teoremleri, biiylime, 6rtme ve distorsiyon
sonuclari verildi.

Tezin esas kismini olusturan {iglincli boliimde; konkav yalinkat fonksiyonlarin ve bazi
ozel alt simiflarinin tanimi yapildi ve bu siniflara ait teoremlere yer verildi. Ayrica bazi

konkav yalinkatlik kriterleri incelendi.

Son boliimde de teze ait genel inceleme yapildi.

Anahtar Kelimeler: Yalinkat Fonksiyonlar, Konkav Yalinkat Fonksiyonlar
2019, vi + 56 sayfa.



ABSTRACT

PhD Thesis
CONCAVE UNIVALENT FUNCTIONS
Hasan BAYRAM

Bursa Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Sibel YALCIN TOKGOZ

This thesis consist of four chapters. The aim of this thesis is to examine concave
univalent functions and to define new classes.

In the first chapter; some of definitions and theorems which will be used later are
introduced.

In the second chapter; the basic features of the S class which is composed of normalized
analytical and univalent functions, are given in the open unit disk D. Furthermore the
coefficient equations, theorems of the growth, covering and distortion results for
univalent functions were examined.

In the third section, which constitutes the main part of the thesis, the definition of
classes of concave univalent functions and some special subclasses and theorems of
these classes were defined. In addition, some concave univalence criteria were
examined.

In the last section, a general review of the thesis was made.

Key words: Univalent Functions, Concave Univalent Functions
2019, vi + 56 pages.



TESEKKUR

Doktora tez donemimde danismanlifimi yiirliten, akademik bilgisini ve bilimsel
destegini bliyiik bir sabir igerisinde tiim imkanlariyla sunan ve bundan sonraki
akademik yasantimda tecriibelerinden istifade edecegim Sayin Prof. Dr. Sibel YALCIN
TOKGOZ’e tesekkiirlerimi sunarim. Ayrica, matematik Ofrenimim ve egitimimde
katkis1 olan tiim hocalarima, doktora egitimi siirecinde desteklerinden faydalandigim
TUBITAK’a, bu giinlere gelmemi saglayan, sevgisini, anlayisini ve sabrimi hig
esirgemeyen, bana yeni ufuklar acan ¢ok degerli anne ve babama, her zaman destek¢im
olan ve giivenimi tazeleyen ablamlara, bu zor siiregte anlayisi, destegi, hissettirdigi
sevgi ile her problemin {istesinden gelmemi saglayan c¢ok sevdigim esime sonsuz
tesekkiirlerimi sunuyorum.

Bu calisma kizim Zeynep Nur’a ve oglum Hamza’ya ithaf edilmistir.

Hasan BAYRAM
22/03/2019
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DEgTONZ
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dD(zy, 1)
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Birim diskin dis1
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D diskinin kapanig1
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D diskinin siniri
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Normalize edilmis yalinkat analitik fonksiyonlarin sinifi
Reel kismi pozitif analitik fonksiyonlarin sinifi

A bolgesinde tanimli analitik ve yalinkat foksiyonlarin sinifi
¥ smifindaki zy = 0 degerini almayan fonksiyonlarin sinifi
Birim diskte analitik fonksiyonlarin sinifi

Lokal yalinkat fonksiyonlarin sinifi

Yildiz1l fonksiyonlarin sinifi

Konveks fonksiyonlarin sinifi

Konkav yalinkat fonksiyonlarin sinifi

pre-Schwarzian tlrev operatori
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1. GIRIS

“Rene Descartes 1630 yili dolayinda negatif bir saymin karekokiinii “sanal” olarak

niteledi. Onun bu nesneler konusundaki derin endiseleri v—1 sayis1 igin i semboliini
kullanmak seklinde, giiniimiize kadar uzanmistir. Kompleks analiz on dokuzuncu yiizy1l
matematiginin en yiiksek onur ve Oviing kaynagi oldu. Gauss kompleks integralin
onemini 1811°de fark etti. Cauchy, kendi adinmi tasiyan o giizel integral teoremini
1825°te ispatladi ve analitik fonksiyonlarla bir grup kismi diferansiyel denklemler
sistemi arasindaki bagintiyr ortaya ¢ikardi. Riemann kompleks analizin geometrik
teorisini gelistirdi. On dokuzuncu ylizyillin ikinci yarisinda Karl Weierstrass kuvvet
serileri konusundaki teorisini ortaya koyarak kompleks analize tam bir kesinlik
kazandird1 (King 1992).”

Ikinci bolimde verilen tamim ve teoremler konkav yalinkat fonksiyonlarin
aciklanmasinda yardimci olacak temel kavramlardir. Kompleks sayilarda acgik disk,
analitiklik, konformluk, yalinkatlik, yildizillik ve konvekslik gibi ifadelerin tanimlari
verilecektir. Ayrica bu kavramlarla ilgili baz1 teoremler verilecektir. Bieberbach (1916)
tarafindan verilen S sinifinin temeli olarak bilinen birim diskte normalizasyon sartlarin
saglayan analitik ve yalinkat fonksiyonlarin katsayilar: ile ilgili Bieberbach konjektiirl
olarak bilinen ve 1984 yilina kadar bir¢cok matematik¢i tarafindan calisilan en sonunda

tam ispat1 de Branges (1984) tarafindan yapilan teoreme yer verilmistir.

Uciincii boliimde ise ilk olarak Goodman (1956) ve daha sonra ise Miller (1970, 1980)
tarafindan temelleri atilan konkav yalinkat fonksiyon kavrami ve bu fonksiyonlarin
olusturdugu Co smifina ait olma sartlari ile bu smifin katsay1 problemleri, distorsiyon
bagintilar1 gibi temel 6zelliklerinden bahsedilmistir. Livingston (1994) tarafindan tekrar
ele aliman ve detaylica arastirilip incelenen konkav yalinkat fonksiyonlarin p € (0,1)
noktasinda basit kutbu olan Co(p) sinifindan ve bu smifa ait olma sartlart ile temel
teoremlerden bahsedilmistir. Ilk olarak Avkhadiev ve Wirths (2005) tarafindan
tanimlanan Co(«a) sinifinin tanimi verilmistir. Bu sinifi daha sonra ele alan Bhowmik ve

ark. (2010) tarafindan elde edilen temel teoremlerden bahsedilmistir. Ayrica bu



boliimde yazar tarafindan ele alinan Co(a) smifinin bir alt sinifi tanimlanmis ve bu

sinifa ait katsay1 bagintilari, distorsiyon teoremleri verilmistir.

Son boliimde yapilan ¢alismalarin kisa bir 6zeti ve tartismasi verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE ANALITiK YALINKAT FONKSiYONLAR

Bu boliimde acik disk, analitiklik, yalinkatlik, yildizillik ve konvekslik gibi temel

kavramlar ve bu kavramlarla ilgili bazi teoremler verilecektir.
2.1 Temel Kavramlar
Bu bélumde tezde ihtiya¢ duyulacak temel tanim ve teoremler verilecektir.
2.1.1 Tanim. z,, C kompleks diizleminde sabit bir nokta ve 0 < r < co olmak Uizere
D(zy,1v) ={z: |z — z5| < 1}
D(zo,7) ={z:]1z — 25| < 1}
D*(zy,7) ={z:0 < |z — zy| < 1}
0D(zy, 1) ={z: 1z — z5| = 1}

kiimelerine sirastyla z, merkezli ve r yaricaph acik disk, kapali disk, delinmis agik disk

ve cember (z, merkezli ve r yarigapl agik diskin sinirr) denir.
Ozel olarak z, = 0 ve r = 1 ise D(0,1) = D diski birim disk olarak adlandirilacaktir.

2.1.2 Tammm. A c C olmak Uzere f: A — C bir fonksiyon ve A kiimesinin bos olmayan
actk bir alt kiimesi U olsun. Eger f fonksiyonu U kiimesinin her noktasinda

diferansiyellenebilirse f fonksiyonuna U da analitiktir denir (Koebe 1907).

Kompleks degiskenli bir fonksiyonun analitikligi ile ilgili asagidaki teorem oldukca
kullanighidir.

2.1.3 Teorem. f fonksiyonu bir z, € C noktasinda diferansiyellenebiliyorsa bu noktada
her mertebeden tireve sahiptir ve f fonksiyonu z, merkezli acik bir dairede yakinsak

ve a, = f™(zy)/n! olmak lzere;

oo

() =) an(z—z)" @D

n=0

Taylor serisi bigiminde tek tiirlii yazilabilir (Ahlfors 1966).



2.1.4 Teorem (Schwarz Lemma). f fonksiyonu, D diskinde f(0) =0 ve |f(2)| <1
ozelliginde analitik bir fonksiyon olsun. Bu takdirde D de |[f'(0)] < 1 ve |f(2)| < |z|
dir. Esitlikler f(z) = e'®z fonksiyonu igin gecerlidir (Ahlfors 1966).

2.1.5 Teorem (Schwarz-Pick Lemma). f: D — C analitik bir fonksiyon ve her z € D
icin |[f(z)] < 1 olsun. Bu takdirde

1-1f@)I?

@l s ==

dir (Ahlfors 1966).

Bazen birim disk yerine birim diskin disin1 almak daha kullanish olabilir.

A= {z € C = C U {oo}: |z| > 1} bolgesi tizerinde

1 (0]
flz)=—+ Z bpz™" (2.2)
n=2

biciminde tanimli Tanim 2.2.1 de verilmis fonksiyonlarin sinifi X ile, bu sinifa ait olup
zy = 0 degerini almayan fonksiyonlarin sinifi X, ile gosterilir. £, c £ ve X siifina ait
her bir fonksiyonun, A bolgesini kompakt ve baglantili bir bdlgenin tiimleyeni iizerine

dontistiirdiigii aciktir.

2.1.6 Tammm. f fonksiyonu bir z, noktasinda analitik degil fakat D*(z,,r) diskinde
analitik olacak sekilde bir r > 0 sayis1 varsa z, noktasina f fonksiyonunun ayrik
singtiler noktasi denir (Ahlfors 1966).

2.1.7 Tammm. Eger z, noktas1 f fonksiyonunun ayrik singiiler noktas1 ise f fonksiyonu
D* = D*(z,,r) delinmis diskinde

fD= ) az-2)"= ) aa@-2)"+ ) al-z2)  (23)
n=-—oo n=1 n=0

bi¢iminde bir Laurent agilimina sahiptir. Eger (2.3) ifadesinde biitlin a_,, katsayilari
sifir ise zy noktasina f fonksiyonunun kaldirilabilir singiiler noktast, eger sonlu sayida

a_, katsayilar1 sifirdan farkli diger tiim katsayilar sifir ise Zz, noktasma f



fonksiyonunun kutup noktasi, eger sonsuz sayida a_, katsayilari sifirdan farkl ise z,

noktasina f fonksiyonunun esasl: singiiler noktas: denir (Ahlfors 1966).

2.1.8 Tanmm. Eger f fonksiyonunun bir bolgedeki singililer noktalart kutup

noktalarindan ibaretse f ye bu bdlgede meromorf fonksiyon denir (Ahlfors 1966).

2.1.9 Teorem. U, C = CU {oo} da acik bir kiime ve f:U — C strekli bir fonksiyon
olsun. Bu taktirde f fonksiyonunun meromorf olmasi i¢in gerek ve yeter sart
E={z€U:z=o veya f(z)= oo} kimesinin U kiimesinin ayrik alt kiimesi ve f

fonksiyonunun U — E c C agik alt kiimesinde analitik olmasidir (Palka 1991).

2.1.10 Tanmm. D, C de bir bolge olmak tzere f: D — C siirekli doniisiimii verilsin. Eger
bir z, € D noktasindan gegen ve aralarinda a agis1 yapan herhangi iki diizgiin y; ve y,
egrilerinin f(y;) ve f(y,) resim egrileri de f(z,) = w, da aralarinda yon ve biiytiklik
bakimindan @ agis1 yapiyorlarsa f fonksiyonuna z, noktasinda bir konform déntisiimdir
denir. Eger her z, € D noktasinda f konform ise f, D de konformdur denir (Palka
1991).

Asagidaki teoremde bir fonksiyonun ne zaman konform olacag ile ilgili pratik bir yol

verilmistir.

2.1.11 Teorem. f fonksiyonu bir D bélgesinde analitik ve z, € D olsun. Eger f'(z,) #
0 ise f fonksiyonu z, noktasinda konformdur (Zill ve Shanahan 2003).

1851 yilinda Riemann tarafindan her bir basit baglantili bolgenin birim disk iizerine

konform olarak doniistiiriilebilecegi ifade ve ispat edildi.

2.1.12 Teorem (Riemann Doéniisiim Teoremi). B, C nin basit baglantili bir 6z alt
kiimesi ve z, € B noktasi verilmis olsun. Bu takdirde f(z,) = 0, f'(z,) > 0 ozelliginde

B yi birim disk {izerine konform olarak doéniistiiren bir tek f fonksiyonu vardir (Ahlfors

1966).

2.1.13 Tanmim. D diskinde analitik, p(0) = 1 ve Vz € D icin Re{p(2)} > 0 olan

p(2)=1+pz+pz2+--=1+ Z A (2.4)

n=1



bicimindeki bir fonksiyona reel kismi pozitif analitik fonksiyon denir. D de reel kismi

pozitif analitik fonksiyonlarin sinifi P ile gosterilir (Caratheodory 1911).

P sinifina ait bir fonksiyonun yalinkat olmasi gerekli degildir. Ornegin, n > 2 tamsayis1

icin, f(z) = 1 + z™ fonksiyonu P sinifina ait olup, D de yalinkat degildir.
2114 Lemma. P(z) = 14 Y-, pnz" € P olsun. Her n € N igin
lpal < 2
dir (Caratheodory 1911).
2.2 Analitik Yalinkat Fonksiyonlar ve Bazi1 Alt Simiflari

Bu kisimda yalinkat fonksiyonlarin temel tanim ve teoremlerine kisaca deginilecek ve

bazi alt siniflar1 tanimlanarak bazi dzellikleri verilecektir.

2.2.1 Tammm. B bdlgesinde analitik bir f fonksiyonu ayni degeri birden fazla almiyorsa,
baska bir deyisle f, B yi bir bolge tzerine bire-bir olarak resmediyorsa f fonksiyonuna

B bolgesinde yalinkattir (Univalent) denir (Bieberbach 1916).

D de analitik, yalinkat ve f(0) = f'(0) — 1 = 0 bagntisin1 saglayan

f(z)=z+ Z a,z" (2.5)
n=2

bicimindeki bir fonksiyona normalize edilmis yalinkat analitik fonksiyon denir. D
diskinde normalize edilmis biitiin yalinkat analitik fonksiyonlarin sinifi S ile gosterilir.

Bundan boyle yalinkat fonksiyon denildiginde yalinkat analitik fonksiyon anlagilacaktir.

S smifi ile X, sinifi arasinda birebir bir baginti mevcuttur. Gergekten, f € S ise,
g(2) =1/f(1/z) =z —a, + (ay% — as)/z + --- fonksiyonu Z, sinifina aittir. Tersine,
g €%y isef(2) = 1/9(1/z) =z — byz® + (by® — b;)z3 + - fonksiyonu da S sinifina

aittir.

2.2.2 Teorem. f fonksiyonu bir D bolgesinde analitik olsun. Eger f, D bolgesinde
yalinkat ise bu takdirde her z € D igin f'(z) # 0 dir (Bieberbach 1919).



2.2.3 Teorem. f fonksiyonu bir D bolgesinde analitik olsun. Eger z, € D igin
f'(zy) # 0 ise f fonksiyonunun yalinkat oldugu D bdlgesinin z, noktasini bulunduran

bir G alt bélgesi mevcuttur (Pommerenke 1975).

2.2.4 Teorem. f bir bolgede analitik ve bdlgenin bir z, noktasinda f'(z,) # 0 ise bu
takdirde f, z, 1n uygun bir komsulugunda yerel olarak yalinkattir. Tersine f fonksiyonu
Z, noktasinda yerel olarak yalinkat ise f'(z,) # 0 dir (Duren 1983).

2.2.5 Teorem. D, C de bir bolge olmak tzere f: D — C fonksiyonunun D bolgesinde
konform doniisiim olmasi i¢in gerek ve yeter sart f nin yalinkat analitik bir fonksiyon

olmasidir (Bieberbach 1919).

2.2.6 Teorem. (f,,), bir D bolgesinde analitik ve yalinkat fonksiyonlarin bir dizisi ve D
bolgesinin kompakt alt kiimelerinde f,, = f yakinsamasi diizgiin olsun. Bu taktirde f

fonksiyonu D bolgesinde ya yalinkat ya da sabittir (Duren 1983).

Ispat. f:D — C fonksiyonu analitiktir. Sabit olmadig1 kabul edilerek yalinkat oldugu
gosterilmelidir. z, € D keyfi sabit bir nokta olsun. z # z, icin f(z) # f(z,) oldugu
gosterilmelidir. Bunun i¢cin Dy = D — {z,} bolgesinde g,(2) = f,(2) — fn(20)
bi¢iminde tanimlanan (g,) dizisi géz Oniine alinsin. f, fonksiyonlar1 D bdlgesinde
yalinkat olduklarindan g,, fonksiyonlarinin Dy da sifir1 yoktur. g(z) = f(z) — f(z,)
olmak tzere D, bolgesinin kompakt alt kiimelerinde g,, = g yakinsamasi diizgiindiir.
Ustelik g, D, da sifir fonksiyonu degildir. (Eger olsaydi f fonksiyonu D bolgesinde
yalinkat olurdu). Hurwitz teoremi geregi g fonksiyonunun D, da sifir1 yoktur. Yani

Z # 7y I6in f(z) # f(z,) dir. Dolayisiyla f fonksiyonu D bolgesinde yalinkattir.

2.2.7 Teorem (Bieberbach Konjektiri). n €N i¢in S smifinda bulunan f

fonksiyonlarinin katsayilari |a,| < n esitsizligini saglar (Bieberbach, 1916).

2.2.8 Tammm. D kompleks duzlemde bir kiime olsun. 0 <t <1 ve z, € D sabit bir
nokta olmak lzere her z € D igin (1 — t)z, + tz € D ise D bdlgesine z, noktasina gore
yuldizildir denir. zy = 0 olmasi halinde D bdlgesini yildizil bir bolgeye resmeden f(z)
fonksiyonuna yildizil fonksiyon denir. Bu fonksiyonlarin smifi S* ile gosterilir
(Alexander 1915).



2.2.9 Tamm. 0 <t <1 olmak Uzere her z;,z, € D igin tz; + (1 —t)z, €D ise D
bolgesine konvekstir denir. D yi konveks bir bdlgeye resmeden f(z) fonksiyonuna
konveks fonksiyon denir. Konveks fonksiyonlarin sinifi C ile gosterilir (Alexander
1915).

2.2.10 Teorem. f, f(0) = f'(0) — 1 = 0 esitliklerini saglayan analitik bir fonksiyon

olsun. Bu taktirde f € C olmasi i¢in gerek ve yeter sart z € D igin

zf"(2)
Re<1+ ) ) >0

olmasidir veya denk olarak;

zf" (2)

feCe1+ )

dir (Study 1913).

2.2.11 Teorem. f(0)=f'(0)—1=0 esitliklerini saglayan analitik bir f

fonksiyonunun S* sinifina ait olmasi igin gerek ve yeter sart z € D igin

2f'(@)
Re( @ ) >0

olmasidir veya denk olarak;

zf'(2)
f(2)

feES =

dir (Nevanlinna 1921).
Konvekslik ve yildizillik arasindaki bagint1 asagidaki teorem ile verilmistir.

2.2.12 Teorem. f(0) =f'(0) —1 =0 esitliklerini saglayan D de analitik bir f
fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart g(z) = zf'(z) fonksiyonunun
yildizil olmasidir (Alexander 1915).

Ispat. g(z) = zf'(z) olarak alinirsa



2@ _2f' @) _f@+af'@)_ f@
9(2) zf'(2) f'(2) '(2)
esitliginden acikga goriiliiyor ki sol taraf D de analitik ve reel kismi pozitif olursa

benzer durum esitligin sag tarafi i¢in de gegerli olur.
2.2.13 Teorem. D de (2.5) tipinde bir fonksiyon verilmis olsun. Bu taktirde

(i) Ymeonla,| < 1ise f(z), D de yalinkat ve yildizildur.

(i) Xx_,n?la,| < 1ise f(z), D de yalinkat ve konvekstir (Alexander
1915).
2.2.14 Teorem. f(z) =z + Yo, a,z" € S* ise bu takdirde n = 2,3, ... i¢in |a,| <n
dir. Esitlik f(z) = z/(1 — z)? fonksiyonu icin gecerlidir (Nevanlinna 1921).

2.2.15 Teorem. f(z) =z + Y-, a,z" € C ise bu takdirde n = 2,3, ... i¢in |a,| <1
dir. Esitlik f(z)=z/(1—2z) fonksiyonu ve onun rotasyonu igin gegerlidir (Lowner
1917).

2.2.16 Teorem (Caratheodory Cekirdek Teoremi). n=123,.. igin f,(2)
fonksiyonlart D birim diskinde analitik ve yalinkat olsun ve f,(0) =0, f,'(0) > 0,
E, = f,(D) olsun. (f,(2)), D birim diskinde lokal yalinkat olarak yakinsak olmasi i¢in
gerek ve yeter sart F # C iken (F,) dizisinin gekirdek -sifir tek nokta kiimesinden
olusan veya sifir1 da ihtiva eden agik baglantili kiime- F ye yakinsamasidir. Dahas1 limit
fonksiyonu D birim diskini F Gzerine resmeder (Caratheodory 1911).

2.2.17 Tammm. F(z) = ay + a,z + ---, D birim diskinde analitik, tek degerli ve yalinkat
olsun. D basit baglantili bir bolge olmak tizere F(ID) = D oldugunu kabul edelim. f(z),
D birim diskinde analitik, tek degerli, f(0) = F(0) ve f(ID) c D ise D birim diskinde
f(z), F(z) ye sabordinedir denir ve f(z) < F(z) bigiminde gosterilir (Goodman 1983).



3. KONKAYV YALINKAT FONKSiYONLARIN BAZI OZELLIKLERI

Bu kisimda, D, C de keyfi bir bolge olmak lizere C\f(D) bolgesi konveks olan ve
konkav olarak adlandirilan f:D — C fonksiyonlar1 incelenecektir. Konkav fonksiyon

kavrami tanimlanacak ve bazi konkav fonksiyon tipleri incelenecektir.
3.1 Co Smifi ve Bazi Ozellikleri

Burada konkav yalinkat fonksiyonlarin temelini olusturan Co sinifi ve bu sinifin bazi

Ozellikleri verilecektir.

3.1.1 Tamm. f:D — C fonksiyonu D birim diskinde meromorf ve yalinkat olsun. f
fonksiyonu sifir noktasinda analitik ve (2.5) tipinde bir seri a¢ilimina sahip olsun. f
fonksiyonu I diskini, timleyeni C a gore konveks bir bdlgeye doniistiiriiyorsa f
fonksiyonuna konkav fonksiyon denir ve bu fonksiyonlarin smifi Co ile gosterilir. Bu

ozellige sahip olan f fonksiyonlar1 i¢in C\ f(ID) kiimesi konvekstir.

Bu ise f fonksiyonunun D diskinde ya analitik oldugunu ya da bir kutba sahip oldugunu
gosterir. b := f~1(o0) € D\{0} seklinde tanimlansm. Goluzin (1969) de gecen ve iyi
bilinen bir sonug¢ £, D de analitik ise n € N\{1} icin

la,(f)l <n (3.1
dir.

Jenkins (1962) ve De Branges (1985)’in tahminine gore n € N\{1} icin b € D\{0} ve
f, D de analitik ise

n—1
1
a1 S Ty ) 1" (3.2)
k=0

esitsizligi gecerlidir. (3.1) ve (3.2) tipindeki sinirlar, yalinkat fonksiyonlarin bazi
siniflart i¢in bilinir. Bir¢ok durumda katsay1 bolgesi sifir merkezli disktir. Buradan |a,,|

icin en iyi alt sinir O dir.

O halde belirli bir |b| € (0,1) i¢in C(|b]) smifi Co smifinin 6zel bir alt siifidir.
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Yukaridaki sonuglarin tersine herhangi bir f € Co icin a,(f) = f™(0)/n! ise n =
2,3,4 icin

la, (Al =1 (3.3)

esitsizligi saglanir. Gergekte (3.3) deki tahminin vn > 2 icin |a,| = 1/2 oldugu

gosterilmistir.
Genel bir tanim yapilacak olursa

Co = {f: f:D - C meromorf, yalinkat, C\ f (D) konveks }
yazilabilir. Bu durum Sekil 3.1 de gosterilmistir.

D C

o
/

Konveks

Sekil 3.1 f(ID) nin konkavligi
Ayrica;
Co = {f: f:D — C meromorf, yalinkat, C\ f (D) konveks, f(b) = o0,b = 0,|b| < 1}
yazilabilir.

f € Co fonksiyonu D birim diskinde analitik olabilir. Geometrik olarak f € Co icin iKi
durum mevcuttur. C\f (D) konveks kiimesi smirli ise f fonksiyonu D birim diskinde
yalinkat oldugundan f fonksiyonunun I diskinde basit kutbu vardir. C\f (D) konveks
kiimesi sinirl degilse oo € df (D) dir. Buradan f fonksiyonunun D de analitik oldugu

anlagilir.
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3.1.2 Teorem. f € Cover = |f~1()| € (0,1] olsun. O halde tahminler

1+t

1
mﬁlaz(fﬂﬁr-l-; (3.4)

dir. (3.4) esitsizliginin sol tarafindaki esitlik

l _z—=((2n)/(A +1?))z?
r(2) = (1-z/r(1—r2)

olmak tizere
f(z)=e"%1.(e%z), 6€R

fonksiyonu i¢in saglanir. (3.4) ifadesinin sag tarafindaki esitlik ise

VA
k@) = T a1

olmak Uzere
f(z) =e k. (e'%2z), 6€R
fonksiyonu i¢in saglanir (Avkhadiev ve Wirths 2002).

3.1.3 Lemma. f € Co ve f fonksiyonu D diskinde analitik ise f,; () € D ve D de
n — oo iken f,, = f yakinsamasi diizgiin olacak sekilde n € N i¢in bir f,, € Co dizisi
vardir (Avkhadiev ve Wirths 2002).

3.1.4 Teorem. f € Co ise ¢ fonksiyonu

2f'(2)
'@

p(z)=z+ (3.5)

formiilii ile tanimlanir ve b = f~1(o0) ise ¢(b) = b analitik timleyenine sahiptir ve

asagidaki ozellikler saglanir:
(i) ¢, fonksiyonu D diskinde analitik ve z € D igin |¢p(z)| < 1 dir.

(ii) ¢ fonksiyonunun tek sabit noktas1 b = f~1(o0) dir. Daha agik olarak, |b| < 1 ise
¢(b) =b, ¢p'(b) =@ (b) =0ve |b| =1ise ¢'(b) € [0,1/3] dir.

12



(iif) ¢ fonksiyonunun D\{b} bolgesinde sabit noktasi yoktur (Avkhadiev ve Wirths
2002).

3.1.5 Lemma. F ve G fonksiyonlar1 D diskinde meremorf ve orijinin bir komsulugunda

analitik olsun. Burada

F(z) = z A z"
n=0

ve

G(z) = Z B,z"
n=0

acilimina sahiptirler. Eger |[¢p(z)| <1 ve |w(2)|<]z|], z€D (Yani w;, z=0
noktasinda analitik olmak lizere w(z) = zw;(z) dir) 6zelliginde D diskinde analitik ¢

ve w fonksiyonlari

F(z) = gb(Z)G(a)(z)) (3.6)

olacak sekilde mevcut ise her n € N U {0} icin

DA< Y B (3.7)
k=0 k=0

esitsizligi saglanir (Avkhadiev ve ark. 2004).

3.1.6 Sonu¢. n € NU {0} igin, F ve G fonksiyonlar1 (3.6) esitligindeki gibi ve

Ao = Ay =+ = A, = 0 olsun. Bu taktirde

n n
D Al < AlBi?
k=0 k=0

esitsizligi saglanir (Avkhadiev ve ark. 2004).

3.1.7 Teorem. f € Co olsun. Bu taktirde n € N i¢in |a,| = 1 dir.
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Esitlik ancak ve ancak T € [0,21) ve n € N\{1} olmak Uzere f(z) = z/(1 — exp(it)z)
fonksiyonu i¢in saglanir (Avkhadiev ve ark. 2004).

3.2 Co(p) Smif1 ve Bazi Ozellikleri

Bu kisimda Co(p) smifin1 tanimlamadan 6nce gerekli olan bazi kavramlar tanimlanacak

ve bazi temel bilgiler verilecektir.

0 < p <1 noktasinda basit kutbu olan, |z| <p icin f(z) =z + b,z% + - tipinde
kuvvet serisi acilimina sahip, birim diskte yalinkat ve meromorf fonksiyonlarin sinifi
S(p) ile gosterilir. Bu sinifta iki tip agilimi goz Oniline alacagiz. Sifir noktasindaki

Taylor agilim1

f2) =2+ Z a,z", |zl <p (3.8)

ve p noktasindaki Laurent agilim1

F@ = b=p,  lz-pl<i-p. (3.9)
n=-1
Bu smif bir¢ok kisi tarafindan arastirilip incelendi. Jenkins (1962) tarafindan S(p)
sinifindaki f fonksiyonu (3.8) tipinde bir agilima sahip oldugunda

1+p2+._.+p2n—2

|an| S pn_l

(3.10)
esitsizliginin  gegerli oldugu gosterildi. Esitlik f(z) = —pz/((z — p)(1 — pz))
fonksiyonu i¢in saglanir.

Royster (1970) tarafindan K(p) smifinin S(p) smifina ait olan ve 0 <& <1 iken
6 <|z| < 1igin

zf"(2)
Re (1 e > <0 (3.11)

ozelligindeki elemanlarindan olustugu gosterildi. Ayrica Z(p) € S(p) sinifin1 da galisan

Royster (1970) tarafindan bu sinifa ait f fonksiyonlarmin z € D igin

14



Re (1 ML Zf”(z)> >0 (3.12)

1-pz 14+pz f'(2)
sartini sagladigi ve 0 < p < 2 — /3 ozelligindeki p sayilari i¢in K(p) = X(p) oldugu,

p > 2 —+/3 ozelligindeki p sayilari i¢in K(p) smifi Z(p) nin bir alt kiimesi oldugu

gosterilmistir.

3.2.1 Tammm. 0 < p < 1 noktasinda basit kutbu olan, birim diskte yalinkat ve meromorf
fonksiyonlar Co(p) sinifina aittir ve orijin etrafinda (3.8) tipinde agilima sahiptir
(Livingston 1994).

Bu tanimi g6z 6niinde bulundurarak K(p) € Co(p) oldugu goriiliir. Ayrica Pfaltzgraff
ve Pinchuk (1971) tarafindan 0 < p < 1 i¢in Co(p) = Z(p) oldugu gosterilmistir.

3.2.2 Teorem. f fonksiyonunun Co(p) smifina ait olmasi i¢in gerek ve yeter sart

2 (z—-p)A -p2)f"(2)
Re |1+ p“ —2pz + ) <0 (3.13)

esitsizliginin saglanmasidir (Livingston 1994).
3.2.3 Uyar. 3.2.2 Teoreminde f € Co(p) iken P(z) fonksiyonu

@-pU-pf'@)

P(z) = 2pz—1—-p? )

bi¢iminde tanimlanirsa z € D igin ReP(z) > 0, P(p) = 1 — p? ve P'(p) = 0 dur.

3.24 Lemma. P(z) fonksiyonu z €D icin ReP(z) >0 ve P(0) =1 sartlarim

saglasin. Bu taktirde 0 < p < 1 olmak (izere z € D igin

R (z—-p)A -pz)P(z) +p
e " -p

z| >0

dir (Livingston 1994).
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3.25 Lemma. z € D i¢in ReP(z) > 0 ve P(p) = 1 — p? olmak lzere

zP(z) — p + pz?
(z—-p)(1 —p2z)

Re

dir (Livingston 1994).
3.2.6 Teorem. 0 < p < 1icin Co(p) = Z(p) dir (Livingston 1994).

3.2.7 Lemma. P(z) fonksiyonu D diskinde analitik ve z € D igin ReP(z) > 0,
Pp)=1—-p%? ve 0<p<1 iken P'(p)=0 olsun. |z—p|<1—p icin
P(z) = (1 —p?) +d,(z—p)? + ds(z—p)3 + - agtlimna sahip ise

ld,| < =5 (3.14)
dir. Ayrica 2/3 < p < 1ig¢in
p 6p
_— < J .
|1_p2d2+d3 <~ (3.15)
ve 0 <p < 2/3igin
p 2[1+ (9/9)p?]
|—1_p2 dy +ds| S = (3.16)

elde edilir. Bu esitsizlikler kesindir (Livingston 1994).

3.2.8 Teorem. f € Co(p) fonksiyonu (3.9) tipinde bir agilima sahip olsun. Bu durumda

2

p
by | < CETDE (3.17)
dir. Ayrica 0 < p < 2/3igin
(4 + 9p*)|b_4|
|b,| < 201 = p2)? (3.18)

ve2/3<p<1igin
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3
byl < —P——|b_y| < —2—— (3.19)

(1-p?)° (1-p»*
elde edilir. Biitiin esitsizlikler kesin olup (3.17) ve (3.19) bagmtilarinin esitlik halleri
f(z) = —pz/((z —p)(1 — pz)) fonksiyonu i¢in saglanir. (3.18) deki esitlik P(z),

3.2.7 Lemmasinin hipotezini saglayan ve (3.16) ile verilen bir fonksiyon olmak lzere

(z=p)A =p2)f"(2)

P(z) =2pz—1—p?— 0

esitligini saglayan f fonksiyonu icin gergeklenir (Livingston 1994).

3.2.9 Uyar.. Burada 0 < p < 2/3 olmas1 halinde (3.18) de |b_;| <p?/(1—p?)
bagintisin1 kullanmak esitsizligin sinir1 i¢in kesin bir sonu¢ vermez. Daha sonra (3.17)

esitsizliginin farkli bir ispatt Bhowmik (2010) tarafindan yapilmaistir.

3.2.10 Teorem. f € Co(p) fonksiyonu (3.9) tipinde bir agilima sahip olsun. Bu

durumda

bo(1 — PZ)
b_4

1 2
< +p

p+ <
| p

olup esitlik f(z) = —pz/((z —p)(1 —pz)) fonksiyonu igin saglanir (Livingston
1994).

f € Co(p) fonksiyonu (3.8) acilimina sahip olsun. Biitiin n sayilart igin |a,|
katsayilarinin kesin iist sinirlar1 ve Re(a,) nin kesin alt smrlart Miller (1980)
tarafindan gosterilmistir. Asagidaki teoremde Re(as) icin Livingston (1994) tarafindan

verilen kesin alt sinir elde edilecektir.

3.2.11 Teorem. f € Co(p) fonksiyonu (3.8) agilimina sahip olsun. Bu durumda

R Ltp 3.20
EETED) (5:20)
ve
1-p*+p*  1+p°
Reas > —b 1P P54 (3.21)
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dir. Her iki esitsizlik de kesin olup esitlik

_ p(1+p*)z—2p?z*
f@ = a6 -0 -p2)

fonksiyonu icin gegerlidir (Livingston 1994).
3.2.12 Uyar. Livingston (1994) tarafindan f € Co(p) iken her n i¢in

R - 1+ p*"
) 2 T Ty
oldugu tahmin edildi.

Bir f:ID - C fonksiyonunun Co(p) smifina ait olabilmesi i¢in asagidaki sartlarn

saglanmas1 gerekir:
(1) f fonksiyonu D diskinde meromorf ve p € (0,1) noktasinda basit kutba sahiptir.
(i) f(0) = 0 ve f'(0) = 1 dir.

(iii) f fonksiyonu I diskini, C kiimesine gore timleyeni konveks olan bir kiimeye

konform olarak resmeder.

Konkav fonksiyonlarda katsay1 bagintilarinin incelenme siireci Miller (1980) tarafindan

(1) ve (ii) 6zelligindeki f fonksiyonlari igin

1+p?+p* p
- < 3.22
T+ | T 1402 (3.22)
ve z € D igin
zf"(z)  2p 2pz )
Re(1+=—2+ — <0 (3.23)
( f(z) z—p 1-pz

bagintilarinin ispatlanmasiyla bagladi.

Asagidaki teorem Wirths (2004) tarafindan ispatlanmis olup burada iki alternatif kisa

ispat1 verilecektir.
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3.2.13 Teorem. f fonksiyonunun Co(p) smifina ait olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart f

fonksiyonunun (ii) bagitisini saglamasi ve D diskinde

= 2p € (0,1
a._1+p2 (0,1)

iken w(D) c D ve z € D igin

'@ 2p N 2 2zw(z) —a(1+ w(2))
fi@) 1-zp p(A-z/p) 1-az(1+w(@)+z20(2)

(3.24)

bagintilarini saglayan bir w analitik fonksiyonunun mevcut olmasidir.

Ispat. Bunlardan birisi (3.23) esitsizligi ile digeri ise asagidaki temsil formiilii ile

baslar.

f fonksiyonunun Co(p) sinifina ait olabilmesi igin gerek ve yeter sart f fonksiyonunun

(i) bagmtisini saglamasi ve D diskinde ¥(ID) c D ve z € D igin

o p+(£2L) v
PO (£25) e

(3.25)

esitligini saglayan analitik 1 fonksiyonunun mevcut olmasidir (Avkhadiev ve ark. 2004,
Avkhadiev ve Wirths 2002). Boylece (3.23) ve (3.25) nin kisa bir ispati elde edilir.

Diger yandan, Miller (1970), Pfaltzgraff ve Pinchuk (1971) ve Livingstone (1994) daki
hususlar (3.23) ile birlikte g6z Oniine alinip hesaplandiginda f fonksiyonunun Co(p)
siifina ait olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart f fonksiyonunun (ii) bagitisin1 saglamasi

ve D diskinde z € D igin

2

1
Re(P(Z)) > 0, P(p) = T i 52’ P(0) =1
ve
f(2) _2p 2 1 B
fl(z) 1—2zp + p(1—z/p) + 7 (1 P(Z)) (3.26)
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esitliklerini saglayan analitik bir P fonksiyonunun mevcut olmasidir.

Boylece yukaridaki 6zellikleri saglayan bir P fonksiyonunun olmasi i¢in gerek ve yeter
sart D diskinde (D) c D ve z € D igin

v@) (1=5) +»

zp
1+z =
1+9(2) (1 - pr)p
_ V) (1 - Zp) P
D)
Y(z T—2p p
esitligini saglayan 1 analitik fonksiyonunun mevcut olmasidir.
(3.27) deki fonksiyon (3.26) esitliginde yerine yazilirsa
"(z 2 2 Z2)z-p)+(AQ—-z
f'(z) 2p Y(z)(z—p)+ (1 —zp)p (3.28)

——= = + +
f@ 1-zp p(-z/p) P@)(z-p)?—-1-2zp)?
elde edilir. Benzer 6zdeslik (3.25) bagintisindan da elde edilir. Bu ise (3.23) ile (3.25)
esitliklerini ispatlar. (3.24) esitligini elde etmek i¢in (3.28) esitliginde
2
_p"—w(2)
N AT

yazilmasi yeterlidir. w fonksiyonunun D diskinde analitik ve w (D) € D oldugundan
(3.24) elde edilir. Bu ise 3.2.13 Teoremindeki iddiay ispatlar.

Co(p) smifinda bulunan f fonksiyonlarinin katsayilar ile ilgili baginti Avkhadiev ve
Wirths (2007) tarafindan verilmistir. 3.2.14 Teoreminin ispati doktora tez konusunun
disina ¢iktign icin burada verilmeyecektir. Ispat Avkhadiev ve Wirths (2007) de

bulunabilir.
3.2.14 Teorem. n > 2 ve p € (0,1) olsun. Herhangi bir f € Co(p) i¢in

B 1— p2n+2 - pZ(l _ pZn—Z)
p" (1 —-pY| ~ p* (1 -p*)

a, (3.29)

esitsizligi gecerlidir. Burada esitlik hali ancak ve ancak 8 € [0,2m) icin
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. p i0y.,2
z 1+p2(1+e )z

(1-z/p)( — zp)

fo(z) = (3.30)

bigiminde taniml1 f = f, fonksiyonu icin elde edilir.

3.2.15 Teorem. f fonksiyonu (3.8) agilimina sahip ve f € Co(p) olsun. p € (0,1) i¢in

1+p2 .
= 2 jken

|3a; — (ay, + @)? + (a?+2)| <1 —a, —al? (3.31)
dir (Bhowmik 2010).
Ispat. 2.1.5 Teoremindeki Schwarz-Pick Lemmasi z = 0 i¢in kullanilirsa
' (0)] + |h(0)|* <1 (3.32)

elde edilir. Ustelik,
1
h(0) = w'(0) = EP,(O)
ve
! 1 " 1 " ! 2
H(0) =5 "(0) = 2 (P"(0) = (P'(0))?)
oldugundan (3.32) esitsizliginden

|P"(0) — (P'(0))%] + I(P'(0))?*] < 4 (3.33)

elde edilir. f € Co(p) igin (3.33) esitligi 3.2.6 Teoreminin ispatinda tanimlanan P(z)
esitliginde kullanilarak

1
P'(0) = —2a, + 2 (p + —)

A (3.34)
P(0) = —2(6a5 — 4a,2) + 4 (pz + ?>

elde edilir. (3.34) deki iki esitlik ve (3.33) deki esitsizlik kullanilarak (3.31) deki
esitsizligin ispat1 elde edilir. Esitlik
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_pz
(z—-p)A —-pz)

f(2) =

fonksiyonu i¢in saglanir. Bu fonksiyonda

1+ p? 1+ p?+p*
=a Ve G=—s—=a
p p

a2:

olarak alinmistir.

Simdi f € Co(p) fonksiyonlar1 icin p € C iken Taylor katsayilarinin pa, —as

kombinasyonu i¢in degiskenlik kiimesi bulunacaktir.

2
3.2.16 Teorem. f fonksiyonu (3.8) acilimina sahip ve f € Co(p) olsun. a = HTP

alalim. pu € C igin ua, — as iin degiskenlik kiimesi

2 _
ﬂaz_a3_(<a p” 1>u+(2—a2)>

esitsizligi ile belirlenir (Bhowmik 2010).

11 3lu—«al?
(1|1, 3lk—al
3 4

| I<2

) u—a =

Sia 32
u

1—= —q| ==

17 o lu—alzg

4

Ispat. Teoremin ispat1 icin 3.2.13 Teoremindeki f € Co(p) fonksiyonlar1 igin f''/f
temsiline ihtiya¢ duyulur. Bu (3.8) ifadesi ve z € D igin

[ee]
w(z) = Z cpz"
n=0

ile birlikte kullanilirsa

1+p? p(l+cy) 1
a, = > — 1+p2 :a—a(1+C0)
ve
by 2 €1

a3=p2+?—co at—2—cy—=—

JECETDN

elde edilir. Buradan
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a?—1 U o3
—q. — a2y = (1H 4 _.
ua; —as (( p ),u+(2 a))—(l a)co+3a—'q)a(w)
elde edilir. Boylece |cy| = x € [0,1] iken

. u €1

[®e(@) =|(1-)co+5]
<|i-Yleol+==leol) (el =1-leP
—_ a 0 30( 0 1l = 0
=|1—E|x+i(1—x2)=:r(x) (3.35)

a 3a '

oldugu gorilir. Yani amag¢ tim g € C icin max{r(x) : x € [0,1]} degerini

hesaplamaktir. Bunun i¢in problem iki durumda incelenecektir:

1. Durum: |u —a| < g olsun. Bu durumun ispatt Bhowmik ve ark. (2007) tarafindan

yapilmistir.

2. Durum: |u — a| = %olsun. Burada
, Uy 2x
o) =[1-2 - =
al 3a

>2 1
_3a( x)

= 0.

oldugu goriiliir. Dolayisiyla |u —a| = 2/3 iken r(x) fonksiyonu [0,1] araliginda

artandir. Boylece
U
max{r(x) : x € [0,1]} =r(1) = |1 — E|

elde edilir. (3.35) bagintisindan

LK

[@e(@)] < |1~
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elde edilir. Bu ise teoremin ikinci esitsizligini ispatlar. w(z) = ¢, iken disklerin |c,| =

1 sinir noktalarinin elde edildigi f € Co(p) fonksiyonlari sadece |c| = 1 igin

R Z 2
z 1_I_pz(1+c)z

Jele) = (1—§) (1 - zp)

(3.36)

olarak tanimlanir. Teoremin ikinci esitsizligiyle tanimlanan diskin i¢ noktalar1 |c| < 1

icin (3.36) fonksiyonu i¢in saglanir.
3.2.17 Sonug. f fonksiyonu (3.8) tipinde bir agilima sahip ve f € Co(p) olsun.
la, —as| <a?—a—-1

- . 14p? .
elde edilir. Bilhassa a = v iken

llazl — lasl| < a? —a -1

elde edilir. Buradaki esitsizliklerin ikisinin de esitlik halleri

—pz
(z—p)A —pz)

f(2) =

fonksiyonu i¢in saglanir (Bhowmik 2010).

Miller (1980) tarafindan meromorf yalinkat bir f fonksiyonunun f € Co(p) olmasi igin

gerek ve yeter sartin z, & € D igin

Re 2z2f"(2) _Z+f+z+p_1+pz
f@O-f& z-§ z-p 1-pz

<0 (3.37)

esitsizligini saglamasi oldugu ispatlandi. Burada

2zf'(2) z+¢ z+p 1+pz

P:(2) = - 3.38
M= @ z-¢z-p 1-p (5:59)
iken Py € P yazilabilir. P nin orijin civarindaki kuvvet serisinde ilk iki katsayisi
1 1 1+p?
VG R A (3:39)
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ve

1 1 2a, 1+p*
P2=2(f—@>z‘e—z+ﬁ+—pz ) (3-40)

seklindedir. P sinifindaki fonksiyonlarin iyi bilinen sinir 6zellikleri kullanilarak

1 1 1+p?
%_E+ <1 (3.41)
ve
1 1 2a, 1+p*
‘f(f)z_?+ﬁ+ 2 | =1 (3.42)

elde edilir. (3.41) ve (3.42) denklemlerindeki esitlikler & € D\{0} ve p € (0,1) iken
f € Co(p) fonksiyonlari i¢in gegerlidir.

3.2.18 Teorem. p € (0,1) iken f € Co(p) fonksiyonu (3.8) tipinde bir agilima sahip ise

1+ p*

2a; —ay? —
2
p

<1 (3.43)

dir (Zaprawa 2010).
Bu sonug asagidaki teoremle kismen gelistirildi.
3.2.19 Teorem. p € (0,1) iken f € Co(p) fonksiyonu (3.8) tipinde bir agilima sahip ise

1 1+ p?|°
<-|1- (3.44)

1+ p?

a3_ a2+1 az_

dir (Zaprawa 2010).
3.3 Co(a) Smifi ve Bazi Ozellikleri

Bu kisimda konkav yalinkat fonksiyonlarin alt sinifi olan Co(a) sinifi tanimlanacak ve
bir f fonksiyonunun hangi sartlar altinda bu sinifta olacagi verilecektir. Ayrica bu sinifa

ait fonksiyonlar icin temel teoremler verilecektir.

25



Birim diskte analitik fonksiyonlarin smifi H ile gosterilsin. Lokal yalinkat
fonksiyonlarmn sinifi da LY ile gosterilsin. f € LY igin pre-Schwarzian tlrev operatoru

bigiminde tanimlanir ve Ty operatoriniin normu
17| = sup(1 = 12|77 (2)]
zeD

bigiminde tanimlanir. ||f|| < co olmasi igin gerek ve yeter sartin f fonksiyonunun lokal
yalinkat olmas1 gerektigi bilinmektedir. Oregin r = r(f) > 0 sabiti vardir dyle ki D

diskinde kalan r merkezli her bir diskte f fonksiyonu yalinkattir.

f € H simfindaki fonksiyonlar f(0) = f'(0) — 1 = 0 normalizasyonuna sahip ise A
smifina aittirler. H; ise f(0) = 1 esitligini saglayan f € H simifindaki fonksiyonlardan
olusur. f €S icin ||T¢|| <6 ve f € C icin ||Tf|| <4 oldugu bilinen bir dzelliktir.
Tersine Becker (1972) den f € A ve ||T¢|| < 1ise f € S dir.

3.3.1 Tamm. f:DD — C fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglarsa Co(a) smifina aittir

denir:

e f fonksiyonu D diskinde f(0) = f'(0) —1 = 0 standart normalizasyonlarini
saglayan analitik bir fonksiyondur. Ek olarak f (1) = oo sart1 saglanir.
e f fonksiyonu D diskini timleyeni C ye gore konveks olan bir kiimeye konform
olarak resmeder.
e f(ID) nin oo da agilma acis1 @ € (1,2] iken ma degerine esit veya bu degerden
daha azdir.
Co(a) smifi konkav yalinkat fonksiyonlarin bir sinifi olarak tanimlanacaktir. Konkav
fonksiyonlarla ilgili daha detayli bilgiler icin Avkhadiev ve ark. (2006), Cruz ve
Pommerenke (2007) kaynaklari kullanilabilinir. Ozellikle z € I igin,

2f"(2)
Re<1+ ) ><O
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esitsizligi f € Co konkav fonksiyonlar1 i¢in bazen tanim olarak da kullanilir (Pfaltzgraf

ve Pinchuk 1971).

Bhowmik ve ark. (2010) f analitik fonksiyonunun D diskini wa agili konkav bir bolge

lizerine resmetmesi i¢in gerek ve yeter sartin

2 |la+11+2z f"(2)
Pr(z) = 1l 7 1=, 1" ¢ 0 (3.45)
iken z € D igin
ReP;(z) > 0 (3.46)

olmas1 gerektigini gostermistir.

a € (1,2] ve f € Co(a) igin C\f(D) kapali kiimesinin konveks ve sinirsiz oldugu
agiktir.

Simdi (1 — |Z|2)Tf (z) fonksiyonlar1 i¢in tam degiskenlik kiimesi bulunacak ve bunun

bir sonucu olarak Co(a) smifinda bulunan f fonksiyonlarinin ||Tf|| pre-Schwarzian
normu i¢in alt ve ist sirlar1 hesaplanacaktir. Sonrasinda ise f''(0) sabit iken
f €Co(a) igin (1— IZIZ)Tf(Z) fonksiyonlarinin degiskenlik kiimesi bulunacaktir.
Co(a) sinifindaki fonksiyonlar i¢in Hadamard fonksiyonlarinin terimlerinin temsil
formiilii verilecek sonrasinda da bu smifa ait fonksiyonlarin katsayr bagmtilari

verilecektir.

3.3.2 Lemma. ¢ € H; fonksiyonu yalinkat ve 1 noktasina gore yildizil olsun g € A
fonksiyonu da z € D ve a € (1,2] igin

2 [(@+D1+z 9" (2

7 —1 > 1—2 1—Zml:¢(2) (347)

esitligini saglasin. f € Co(a) fonksiyonu igin

2 (a+1)1+z_ f'"(2)

—_ 77—

a—1 2 1-2z f'(2)

< Y(2) (3.48)

ise
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(1-2)*"f'(2) < 1 - 2)"""g'(2)
dir (Bhowmik ve ark. 2010).

f.g € Aicin f' < g’ sartr ||T¢|| < ||T,]| esitsizligini agiklar. Buradan asagidaki teorem
elde edilir.
3.3.3 Teorem. g’ fonksiyonu (3.47) deki gibi olsun. f € Co(a) ise

z

F(2) = f A= f(Qd  ve G(z)= f (1 - %1 (()dg
0

0

iken ||T=|| < |IT; || dir (Bhowmik ve ark. 2010).

3.3.4 Sonug. f € Co(a) ve (3.47) deki g' fonksiyonu icin w:DD —» D analitik
fonksiyonu w(0) = 0 esitligini sagladiginda

(@ 1— |z
g (w@) 1- w(2)P?
< ’(1 |z| )—g’(w(z)) (a+1) Tl WD) (3.49)

elde edilir. Esitlik w(z) = z igin gergeklenir (Bhowmik ve ark. 2010).

3.3.5 Teorem. a € (1,2] sabit olsun. (1 — |z|*)T;(z), fonksiyonelinin deger kiimesi
f € Co(a) iken

27+ (@ + 1)1 -2/ —2)

merkezli kapali disktir ve yarigapt ¢ — 1 dir. Diskin siir noktalar1 ancak ve ancak

6 € [0,2rc]\{r} igin

_ 1 1+ez *
ge(z)_a(1+ei9)[< 1-2z > _1l

ve 6 = migin

. VA
9n(2) =7
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olmak Uzere f, gg nin bir fonksiyonu iken elde edilir (Bhowmik ve ark. 2010).

3.3.6 Sonug. a € [1,2] ve f € Co(a) olsun. Bu takdirde 4 < ||T¢|| < 2a + 2 dir. Alt
sinirdaki esitlik hali g, fonksiyonu igin gecerlidir. Ust simirdaki esitlik hali ise

yukaridaki teoremin ifadesinde kullanilan g, fonksiyonu igin gecerlidir (Bhowmik ve
ark. 2010).

3.3.7 Uyar.. C smifinda bulunan f konveks yalinkat fonksiyonlar1 icin ||Tf|| pre-
Schwarzian normunun ||T¢|| < 4 esitsizligini sagladigi biliniyor. Burada esitlik
9=(2) = z/(1 — z) fonksiyonu igin saglanir. Sonra konkav fonksiyonlarin simifi igin
4 <||Tf|| oldugu gériildii. Burada da esitlik g,(z) =z/(1—2z) fonksiyonu igin
saglanir. Bu fonksiyon iki smif i¢in de aymdir fakat Co(a) sinifinda @ =1 iken
bulunan tek fonksiyondur (Bhowmik ve ark. 2010).

3.3.8 Teorem. a € (1,2] olsun. Her bir f € Co(a) fonksiyonu ve |z| = r < 1 igin

(1-r)et ) (1+r)*t
e =M@= g=na

elde edilir. Her bir z# 0, z € D i¢in esitlik sadece 6 € [0,2m]\{0} iken f = gg
fonksiyonu i¢in saglanir (Bhowmik ve ark. 2010).

3.3.9 Teorem. a € (1,2] ve f € Co(a) olsun. a € D sabit iken f”(0) =a + 1+
(¢ —1a oldugunda f € Co(a) olmak tzere (1—|z|*)T;(z) fonksiyonu icin
degiskenlik kiimesi

(1= 1217 (2) - 27 — (a — 1)g _(@_pZOtlalta) ta

1+ |z|? + 2Re(az)

(1—lal®)lz|

<(a-1
<@-1 1+ |z|? + 2Re(az)

diskidir (Bhowmik ve ark. 2010).
3.3.10 Sonug. f € Co(a) ve f"'(0) = a + 1 sabit olsun. Bu takdirde

3+a<|Tf|| <2+ 2¢a
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dir (Bhowmik ve ark. 2010).

3.3.11 Tanmm. f, g € H ise

fl2) = i a,z" ve g(2) = i b,z"

iken f ve g fonksiyonlarinin Hadamard ¢arpimi veya konvoliisyonu

o

(f*x9)(2) = Z anbpz"

n=0
seklinde tanimlanir. Aciktir ki f * g € H dir (Bhowmik ve ark. 2010).

Hadamard c¢arpimi kullanilarak Co(a) smifindaki fonksiyonlar ic¢in  yeni
karakterizasyonlar yazmak miimkiindiir. Siradaki teorem buna bir Ornek olarak

verilebilir.

3.3.12 Teorem. a € (1,2] olsun. f € Co(a) olmasi igin gerek ve yeter sart tim |z] < 1

ve |x| = 1 esitligini saglayan tiim x degerleri i¢in

1 (a —1)z—(a+ 1+ 2x)z? ((@+ Dx+2)z — (a — Dxz?
— # 0(3.50
o U a1-2)7° | a-27° (3:50)
dir. Esitlik ancak ve ancak
f2)=z+ Z a,z" (3.51)
nx2
ven>=>1vea; = 1igin
A, =(@a—n—-1—-nx)(n+ Va4 + [n+ 1+ (n+ a)x]na,
iken z € D ve |x| = 1 olmak Uzere
ZAnz” 20 , Ay=a-1 (3.52)

nz0

fonksiyonu icin gegerlidir (Bhowmik ve ark. 2010).
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3.3.13 Teorem. a € (1,2] iken f € Co(«) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

£\ @D/2
) dt (3.53)

Ao2) = f a —1t>a+1 (5w

iken f(z) = Ag(2) olacak sekilde ¢ € S fonksiyonunun mevcut olmasidir (Bhowmik
ve ark. 2010).

f € Co() icin yukaridaki karakterizasyon

, _ 1 Z (a-1)/2
f'(2) = e <¢(Z)> (3.54)

esitligini saglayan ¢ fonksiyonunun S* siifinda oldugunu gosterir.

f(2) =z+2anzn ve ¢(z) =Z+z¢nz"

n=2 nz2

denirse ve (3.54) bagmtisindaki z?2 li terimlerin katsayilar1 esitlenirse

a—1¢ (0(+1)(0(—1)¢2 az—ld) +(a+1)(a+2)

303 = =——s 8 2 Ty P2 2

elde edilir. Bu ise

1 +1
Als, b2,0) = =35 |5 = 5" + (@ + D

iken

3 < (a+1D(a+2)
as —

a?—1 6 ) = A(¢3' ¢2' Cl)

oldugunu gosterir. Avkhadiev ve Wirths (2005) yaptiklari g¢alismada fonksiyonun

sadece bu tipte olmadigini géstermislerdir.

3.3.14 Sonug. ¢(z) = z + Ypsa Ppz™ fonksiyonu S* smifina ait ve a € (1,2] olsun. O
halde
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WD) =z + a—2 )
Yo e

iken A(¢3, ¢,, @) € h(D) dir (Bhowmik ve ark. 2010).

f fonksiyonu D diskinde tanimli (2.5) tipinde S sinifina ait bir fonksiyon olsun. Klasik
Fekete-Szego esitsizligi Loewner’in metoduna gore tanimlanirsa f € S fonksiyonunun
katsayilar1 i¢in A € (0,1] olmak Uzere |a; —Aay?| <1+ 2exp(—21/(1— 1))

esitsizligi gecerlidir. 1 —» 17 iken temel |a; — a,?| < 1 esitsizligi elde edilir. Dahasi

M (f) = a3 — Aa,?

katsayr fonksiyonu ve D diskinde tanimli normalize edilmis f analitik fonksiyonu
fonksiyonlar teorisinde onemli rol oynamaktadir. Ornegin a; — a,? sayisi Sy D
dairesinde lokal yalinkat f fonksiyonlarinin Schwarzian ttrevi (f"/f) — (f"'/f")?/2
olmak (zere S;(0)/6 sayisim temsil eder. A;(f) fonksiyonunun mutlak degerinin
maksimumunu bulma problemi Fekete-Szeg6é (1933) problemi olarak adlandirilir.
Burada konkav yalinkat fonksiyonlarin Co(a) simifindaki fonksiyonlar igin A reel
parametreli Fekete-Szegd problemi ¢ozilecek.

3.3.15 Lemma. g(z) = z + a,z> + a;z> + --- € S* olsun. Bu taktirde

lag — Aa,?| < max{1,|3 — 41|}
dir. Esitlik, |A —3/4| = 1/4 iken k Koebe fonksiyonu icin, |A —3/4| < 1/4 iken
(k(zz))l/2 =z/(1 — z?) fonksiyonu igin saglamr (Koepf 1987).

3.3.13 Teoreminden f fonksiyonu (2.5) tipinde iken f € Co(a) olmasi i¢in gerek ve
yeter sart

a+1

, _ 1 z 2
f'(z) = e (d)(z)) (3.55)

olacak sekilde bir ¢(z) =z + Y-, P,z" €S fonksiyonunun mevcut olmasidir.

(3.55) esitliginin her iki tarafindaki z ve z? terimlerinin katsayilari esitlenirse sirasiyla
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_a+1 a—1
T2 4 72

ve

(a+1D(a+2) a?-1 a—1 a? -1
%= 6 T 6 72T

bulunur. Buradan

2 2 _
a3—/1a22=(a+1) <2(a+2) /1>+a 1(/1_§>¢2

4 3(a+1) 4
a—1 2(c+1) - 31(a—1)
- b3 — b2 (3.56)
6 8
elde edilir.
2(a—3) y
1. Durum. A € (—oo, 3(2—_1)] oldugunda

2(a+1)—3/1(a—1)>1
3 >

Esitsizligi saglanir. Buradan 3.3.15 Lemma, (3.56) esitliginin son teriminde kullanilir

ve |¢,| < 2 oldugu g6z 6niinde bulundurulursa

(a+1)? (2(a +2) a’—1/2
las = Aa;*| < — (3(a+1)_/1>+ 4 (5_’1)"1)2'

a—1 2(x+1)—3A(a—1) )
o ( _ o

+

(a+1)? (2(a +2) a’—1,2
=73 <3(a+1)_/1> ( )

a—1(2(a+1)-3A(a—1)
2 ( _ _3)

2(a—3); . .
3(a—1)] icin

elde edilir. Boylece 1 € (—oo,
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, _2a®+1 5
la; — Aa,”| < - Aa (3.57)

yazilabilir.

2. Durum. A > 2at2)
3(a+1)

oldugunda (3.56) esitliginin ilk terimi pozitif degildir. A daki sart

kismen A > 2/3 olur. Buradan A varsayimi yerine

2(a+1)—3/1(a—1)<1
8 2

yazilabilir. 3.3.15 Lemma tekrardan kullanilirsa

_2(a+ 1) —3AM(a—-1)
2

<3

2 1) -3M(a—-1
¢3_<(a+>8 (@ ))qbzz

elde edilir. Bu gozlemler esliginde |¢,| < 2 esitsizligi ve (3.56) esitligi kullanilirsa

ra? = (a+1)? (2(a + 2) 5 a2—1<2 /1)
™ Adm = 4 \3(@+1) 4 \3
a—1 2(c+1) —32(a— 1)
3 -
2 :
e e o . e 2(a+2) . .
bulunur. Buradaki esitligin sag tarafi basitlestirilirse 4 > @D Icin
5 , 2a*+1
la; — Aa,?| < Aa” — 3 (3.58)
elde edilir. Esitsizlikler kesin olup esitlik
1 [/1+42\%
= — -1
f@=7 (1—2) l
fonksiyonu icin gegerlidir.
3. Durum. Fekete-Szeg6 probleminin tamaminin ¢éziimiinii elde etmek igin
2(a—3) 2(a+2)
AE :
<3(a—1)'3(a+1) (3:59)
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durumu g6z oniinde bulundurulmalidir. Bu durum i¢in (3.55) ve (3.56) formullerinde

w: DD — D fonksiyonu D diskinde analitik ve

(o]
w(z) = z cpz™
n=0

tipinde Taylor seri agilimina sahip iken ¢ € S* icin

z¢'(z2) 1+ 2zw(2)
¢(z)  1-2zw(2)

temsil formiilii kullanilir. (3.56) esitliginde ¢, = 2¢, Ve ¢3 = ¢; + 3co? degerleri

yerine yazilirsa

(. (@+D(a+2) (a+1)?
A— 6 _A, 4 )
A1

B=(a*-1)(=—=),
| z-3)
C__(a—l)(4—2a+3/1(a—1))
B 12 '
a—1
¥V’ 6

olmak tizere

3 , (a+1)?(2(a+2) 3 _I_az—l(/1 2)
=4 = 3+ 1) 4 3) 0

a—llc <2(a+1)—3/1(a—1)>c 2]
6 | 8 0

=: A+ Bcy + Ccy® + Dcy

elde edilir. |col <1 ve ¢l €1 —]col? oldugu bilinmektedir. Bu esitsizlikler

kullanilarak

laz — Aay?| = |A+ Bcg + Ccy? + Dcy| < |A+ Bcg + Ccp?| + [DI(1 = |col?) (3.60)

6

elde edilir. ¢y =re®® olsun. Ik olarak r sabit, 8 degisken degerler alirken

|A + Bcy + Ccy?| ifadesinin maksimum degeri arastirilacak olunursa
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|A+ Bco + Cco?|> = |A+ Bre'® + Cr232i9|2
=(A—Cr??+ B?r? + (2ABr + 2BC7r?3)?cos + 4ACr?(cosh)?

: f(r,0)

ifadesi goz Oniine alinir. Buradan r, (0,1] araliginda degerler alirken f(r, 8) maksimum
fonksiyonunun en biiyiilk degeri bulunmali. Bunun i¢in (3.59) ifadesinin bazi alt
araliklarina bakilmalidir. Buradan yedi farkli durum ortaya ¢ikar.

2(a-3) 2(a-2)

Durum A. 1 € (3(a_1),3(a_1)

)olsun. r€[0,1] icin C>0, B<0ve A+Cr?>0

oldugu kabul edilsin. Dolayisiyla karsilik gelen ikinci dereceden fonksiyon x € [—1,1]

icin
h(x) = (A—Cr??+ B?r? + 2Br(A + Cr?®)x + 4ACr?x?

olup h(x) fonksiyonu maksimum degerine herhangi r € [0,1) i¢in x = —1 de ulagur.

Boylece
a—1
gr)=A—Br+Cr? +T(1 —r?)
fonksiyonunun maksimum degerinin bulunmasi gerekir. 4 < 2(63!—;1) icin g'(0) = —B ve
a—1 a-1
g'(1)=—-B+2C— =% (-6 +4(a—1))>0
ifadeleri
202 +1 5
g <g()=4A-B+C=—7—-1a

oldugunu gosterir.

Durum B. 1 = ;EZ:?; ise C = 0 olup h lineer fonksiyonu maksimum degerine x = —1

de ulasir. Yine Durum A daki hususlar gecerli olup maksimum degerinin yukaridaki

gibi g(1) oldugu goriiliir.
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2(a—2) 2(a-1)
3(a-1)’ 3a

Durum C. 1 € ( ) olsun. Ilk olarak x € [—1,1] icin ikinci dereceden h

fonksiyonunun bu aralikta monoton azalan oldugunu gostermek gerekir. h: R - R

fonksiyonu maksimum degerini

()_—B(A+Cr2)_—B<1+r)
N =acr a2 \cr'a

icin aldigindan x(r) nin monoton artan ve x(1) < —1 oldugunu gostermek yeterli

olacaktir. Buradaki A parametresi icin ilk ifade 6nemsiz, ikinci ifade ise
JA) =a?(BA—-2)2—-4+31>0

ifadesine denktir. Bu esitsizlik kolaylikla goriiliir. Boylece Durum A ve Durum B

dekilere benzer bir iist smir elde edilir. Sonu¢ olarak Durum A, B ve C A€

(2(0(—2) Z(a—l)) igin

3(a-1)’ 3a
. 2a®+1 5
la; — Aa,”| < . § o (3.61)
esitsizligini verir.
DurumD. 1 € [2(“_1),3) olsun.
3a 3
402 —1—+V8a?2 +1 40?2 —1++V8a2 +1
1= 6a2 ve AZ = 6“2 (362)

iken j(A) fonksiyonu j(1) = 9a?(1—1,)(1 —1,) tipinde carpanlarmna ayrilabilir.

Burada 1, > 4, kabul edilirse; 2 € X2, 4,) igin h fonksiyonu en bityik degerini
x = —1 noktasinda alir ve g fonksiyonu maksimum degerine
fin = ————— € (0,1]

noktasinda ulasir. Buradan maksimum Fekete-Szeg6 fonksiyoneli

a(10 —91) — (31 — 2)
92 =2) + 3a(31—2)

g(rm) =
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olur. 1 € [/11,%) icin (0,1] araliginda x(r) = —1 esitliginin tek ¢6ziimii
B

B2
ZC<1+ fl—m>

dir. 1 < % icin 1, < 1y oldugu agiktir. Dahasi r > 1y igin

To = € (0,1]

k(r) = /h(x(r))+aT_1(1—r2) = (4—Cr?) 1—%#)‘;1(1—#)

fonksiyonu monoton azalandir. Buradan anlasiliyor ki bu durumdaki aralik icin de
las — Aa,?| nin maksimum degeri g(r;,) fonksiyonu ile bulunur. Ekstremal fonksiyon
D bolgesini sonsuzluga ma dereceden daha az agilma agisina sahip kama bigimli ve

Bhowmik ve ark. (2008) 6rnegindeki gibi sonlu bir koseye sahip bir bolgeye resmeder.

Durum E. 1 = % icinB=0ve C =— aT_l dir. Boylece maksimum deger herhangi bir

r € (0,1] ve cosf = 0 i¢in saglanir. Tim durumlarda kesin tst sinir olarak |a; —

a

Aa,?| = 3 elde edilir. Ekstremal fonksiyon D diskini sonsuzluga wa dereceden daha az

acilma agisina sahip ve Bhowmik ve ark. (2008) 6rnegindeki gibi sonlu iki kdseye sahip

bir bélgeye resmeder. Sonug olarak Durum D ve E den A € (%,g] icin

a(10 —91) — (31 — 2)
9(2—A)+3a(31—2)

las — Aa,?| < (3.63)

elde edilir.

Durum F. 4 € (2/3,4;] olsun. B > 0 oldugundan x(r) fonksiyonu monoton azalan

olur. (0,1] araliginda x(r) = 1 esitliginin tek ¢oziimi

B
BZ
—2C<1+ /1_W>

dir. v < ry icin h(x) < h(1) elde edilir.

rn = € (0,1]
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a—1
l(r)=A+Br+Cr2+T(1—r2)

fonksiyonu g6z 6niine alinirsa, bu fonksiyon r,, > ry icin

B
a—1
3

™ =
—2C +

noktasinda maksimum degerini alir. k(r) monoton artan oldugundan bu durumda

—B(A+C)
4AC

KD =(-0 12 —aa—2 12d-4
D=A-0 =g =20=D (a3 — a2 Gi-2

seklinde bir maksimum degeri vardir. Boylece ekstremal fonksiyon

Fekete-Szeg0 fonksiyonelinin cos6, = iken ¢, = e icin elde edilen

(1- Zeieﬂ)a_1

(1 — Z)a+1

f'(2) =

kompleks diferansiyel denkleminin ¢6zumi ile belirlenir. Sonu¢ olarak A € (2/3, ;]

icin

12(1- 2)
(4 —-31)2 —a?(31—2)?

las — Aa,?| < a(1 - /1)\/ (3.64)

elde edilir.

2(a+2)
3(a+1)

DurumG. 1 € (Az, ) olsun. Bu tipteki A degerleri i¢in x(1) < —1 oldugundan

B
B2
-2C <1 -1 _W>

sayist x(r,) = —1 ve r, € (0,1) sartlari1 saglar. r < r, icin 6nceki durumlardaki

T'z ==

benzer hususlar yazilabilir 6rnegin r < r; i¢in [(r) maksimum degeri alir ve r € (14,75
icin k(r) fonksiyonu benzer roldedir. r > r, igin x(r) noktast [—1,1] araliginda

degildir. Dolayisiyla problemdeki maksimum deger x = —1 veya x = 1 i¢in gegerlidir.
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Bu durumdaki A degerleri icin A + C < 0 ve —A — Cr? > 0 ve ¢, = —7 ic¢in (3.60) 1n

maksimum degeri x = —1 i¢in elde edilir. Boylece r € (1, 1] igin
a—1
n(r) = —A+ Br — Cr? +T(1 )

maksimum fonksiyonudur. —C > (¢ —1)/6 ve B >0 oldugundan bu aralikta

o 2(a+2)\ . .
n(r) < n(1) elde edilir. Dolayisiyla A € (Az,m) icin
2a2+1
la; — 1a,?| <n(1)=—-A+B—C = a? — 3

bulunur.
(3.57), (3.58), (3.61), (3.63), (3.64) ve Durum G asagidaki teoremi verir.

3.3.16 Teorem. a € (1,2] icin f € Co(a) fonksiyonu (2.5) tipinde bir agilima sahip
olsun. 1,, (3.62) bagintisindaki gibi tanimlansin. Bu taktirde

22 +1 2(x —1
( CZ3 — la? ,/16(—00,(0[7))
a(10 —91) — (31— 2) 2(a—1)</1<2
9(2—-21) +3a(321—2) ’ 3¢~ 3
— Aa,?| <4

|Cl3 a, |— (1 /1) 12(1_/1) 2</1</1

“ (4—30)% —a?(31—2)% ' 3= 2
, 2a*+1

kla - 3 ] AE[AZJOO)

dir. Sinirin, herhangi bir a i¢in A nin siirekli bir fonksiyonu oldugunu ve A nin bazi
degerleri i¢in ayni smrn iki farkli degerinin oldugunu vurgulamakta yarar vardir.

Esitsizlikler kesindir (Bhowmik ve ark. 2011).

[k olarak Alexander (1915)

A(z) = @dt

0

tipinde bir integral operatorii tanimlamistir. Daha sonra Libera (1965) operatdrii
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L(z) = ;ff(t)dt
0

seklinde tanmimlanmistir. Libera operatorinin genellemesi olan Bernardi (1969)

operatori

y =1,2,3,---i¢in
z
L,(2) = 1Z+—yyf f(OtYtde
0
olarak tanimlanmistir. Bircok yazar tarafindan farkli metotlar kullanilarak 6zel integral

operatorleri ¢alisilmistir. Tiim bu 6zel operatorler genel operator olarak verilen ¢, ¢ €

D vey, B, 6 ve a kompleks sayilar olmak iizere

1
B
1F1() —[ j Fe(O)E0- 1¢(t>dt] (3.65)

7V ¢(2)

operatoruniin 6zel halleridir. (3.65) deki operator Miller ve ark. (1978) tarafindan

tanimlanmistir. Sonra Breaz ve Breaz (2002) tarafindan f;(z) € A ve i € 1,2,3, ... iken

y; > 0igin
z
t t
j fl() fni )) (3.66)
0
operatorli tanimlanmistir.
Frasin (2010) tarafindan i = 1, ..., m igin (3.66) operatoriiniin genel hali olan
(i gD\
I(fi, 91)(2) = f( : tl ) dt (3.67)

0

operatorii tanimlanmis ve calisilmistir. I(f;, g;) operatéri; g;(z) yerine uygun bir

fonksiyon secilerek ve a; parametresi degistirilerek bir¢cok iyi bilinen integral
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operatdriine doniistiiriilebilir. Oregin (3.67) operatériinde m = 1, g,(z) = z/(1 — z)

ve a; = a € [0,1] secilirse Miller ve ark. (1978) tarafindan ¢aligilan

f (@) dt (3.68)

operatori elde edilir.

Frasin (2013) tarafindan genel integral operatorii i = 1,...,n igin y;, ¢ € C, f; € A,
p; € Pve g € C* = C\{0} iken

n

z Vi %
By(2) = [ﬁ [ (ﬂ(t)> pifi(wdt] (3.69)
0 i=1

t

L=

seklinde tanimlanmistir. Bu integral operatdriinde de degerlerin 6zel segimleriyle

calisilmig bir¢ok operatoriin elde edildigini gormek zor degildir.

Konkav yalinkat fonksiyonlar igin A > 0 iken

zZ

2
F(z) = Z/1+1Jt/1f(t) dt (3.70)

0

integral operatoriiniin bazi doniistim 6zellikleri incelenecektir. Burada 4 = 0 i¢in (3.70)

esitligi Libera operatoriinii verir.

3.3.17 Teorem. a € (1,2] olmak tizere f € A fonksiyonu z € D igin

zf'(2)
-1( <1 (3.71)
f(2)
esitsizligini sagliyorsa tiim A € R sayilar1 i¢in
z 2
t
F(z) :f<g> dt (3.72)

0

operatorl Co(a) sinifindadir (Darus ve ark. 2015).
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Ozel olarak A = 1 iken Alexander (1915) operatorii elde edilir.

3.3.18 Teorem. f € A ve a € (1,2] olsun. f € Co(a) ise (3.72) de verilen integral

operatoru

R zF"'(z) 0
e< ) ) > (3.73)

iken

(z%F"(2))’ (a—1)(A+2)
Re( F(2) ) = 2

esitsizligini saglar (Darus ve ark. 2015).
3.4 31‘;,"6 o(a) Smifi ve Baz1 Ozellikleri

Bu kisimda Co(a) nin bir alt sinifi tanimlanacak ve bu alt sinif ile ilgili teoremler

verilecektir.

Operatdr c¢aligmalar1 kompleks analizin, geometrik fonksiyonlar teorisi ve ilgili
alanlarinda olduk¢a 6nemli rol oynamaktadir. Bircok tiirev ve integral operatorleri bazi

analitik fonksiyonlarin konvoliisyonu olarak yazilabilir. D birim diskinde analitik

[ =) azt (=12

n=0

tipindeki fonksiyonlar igin f; ve f, fonksiyonlarinin Hadamard ¢arpimi

(fi*xf2)(2) = Z an,1an,zzn = (f2* f1)(2) (3.74)
n=0

esitligiyle tanmimlanir. Genellestirilmis hipergeometrik fonksiyonu iceren Dziok-
Srivastava lineer konvoliisyon operatorii, Hadamard carpimi (veya konvoliisyonu)
acisindan Dziok-Srivastava (1999, 2003) ve daha sonra diger bir¢cok yazar tarafindan

sistematik olarak tanitildi1 ve arastirildi.
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Srivastava ve Choi (2001) tarafindan tanimlanan genel ®(z,s,a) Hurwitz-Lerch Zeta
fonksiyonu Z; = Z\N, N := {1,2,3,::-} ve a € C\Z; oldugunda |z| < 1 iken s € C;

|z| = 1 iken Re(s) > 1 olmak lizere

co Zn
CD(Z, S, a) = 2 (n-l——a)s
n=2

seklinde tamimlanir. ®(z,s,a) Hurwitz-Lerch Zeta fonksiyonu ile ilgili bu ve buna
benzer birgok Ozellik Srivastava ve ark. (2005, 2006, 2007) tarafindan calisilmistir.
Srivastava ve Attiya (2007) tarafindan z € D, b € C\Z;, u € Cve f € A iken

3pf(2) = (Gf + ) (@) (3.75)
Hadamard ¢arpimui ile tanimlanan
34— A
lineer operatorii aragtirilip tanitildi. Burada kolaylik saglamasi agisindan z € D igin
G} (z) = (1 + b)*[®(z,u, b) — b™#] (3.76)
esitligi ile verilecek.

(2.5), (3.75) ve (3.76) esitlikleri yardimiyla

» R LA
3,f(2) =z+ Z (n—-l-b> anz (3.77)
n=2

esitligi elde edilir.

(»m,k

Aslinda Srivastava-Attiya operatord ile ilgili olan J,}" genellestirilmis integral

operatdrii Murugusundaramoorthy (2014) tarafindan tanimlanmigtir. Buna gore;

SS@ =2+ ) R b k)anz" (3.78)
n=2

burada
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m!(n+k — 2)!
I(n+m—1)!

1+ b\¥
W = Cm(b, k) = ‘(n . b) (3.79)

olup u ve b parametreleri k > 2 ve m > —1 iken u € C ve b € C\Z, sartlarin1 saglar.

Burada 3§ icin (2.5) agilimi elde edilir. Ayrica ;5 operatoriiniin Srivastava-Attiya

c»mk

operatorii ve 3,3 operatorlnin de iyi bilinen Choi-Saigo-Srivastava operatori
c»mk

olmasidir (Ling ve Liu 2005). 3,y f (z) operatorindeki m, k, u ve b parametreleri ozel

olarak secilirse Alexander (1915), Bernardi (1969), Libera (1965) ve Livingston (1966)

tarafindan tanimlanan ¢esitli integral operatorleri elde edilir.

3.4.1 Tanim. f(z) € A ve a € (1,2] olsun. f(z) € Slrf;)kCo(a) olmasi igin gerek ve

yeter sart z € D igin

o 2 |atiltz M>O
a—1| 2 1-z [Szlbkf(z)]

olmasidir.
3.4.2 Teorem. f(z) € A fonksiyonu, n € N ve bir « € (1,2] igin

Dl Dn+ 2021ICR (b, w0 llay] < 3 - @

n=2

(\,mk

esitsizligini sagliyorsa f(z) € 3, Co(a) dir.

Ispat. f(2) € SznbkCo(a) oldugunu gostermek icin

o2 fat1t4z [S,Tb';f(Z)]
a—1 2 1—2z [Szlbf(z)]

oldugu gosterilmelidir. Bunun i¢in
1 1
Rea>—=>|w—1| <1

2

esitsizligini kullanarak |w| < 1 oldugunu gostermek yeterli olacaktir.
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1 2 |la+11l+z g'(2)
—= —z (3.80)
w a—1| 2 1-z g(2)
esitliginde
g(2) =z (s;”b" f(z)) - z{l + 2 C™(b, 1, k)nanz"‘l} (3.81)
n=2
ve

gz)=1+ Z C (b, u, k)na,z" 1 (3.82)

n=2
dir. (3.81) ve (3.82) esitlikleri (3.80) esitliginde kullanilarak

a—1 2(1 = 2)z[1 + X, CI(b, u, k)na,z™ 1] |
2 |(a+ DA +2)zQ0 + X5, CF(b, 1, k)nayz™1) —2(1 — 2)z(1 + Y-, G (b, 1, k)nzanzn‘l)l

lw| <

esitsizligi elde edilir. Uggen esitsizligi kullanilip, z — —1 i¢in limit alinirsa

o] < a—1 < 1+ Xn= G (b, k)laanL)

2 1 _Z?lo=2 Crrln(buu' k)lanlnz
elde edilir. Son ifade,

1+Z?f=zC£”(b,#,k)|an|n< 2
1-=Y",Clb,uk)a,n? a-1

iken 1 ile sinirhidir. Boylece
> [t = Dn+202ICE b, Bllan] < 3 - a (3.83)
n=2

oldugu kolaylikla goriiliir.

3.4.3 Teorem. f(z) € JyCo(a) ise

3—
2] = s |z|* < [ F (@] < |zl + 52— |2I?

2(3+ ) 2(3+ a)

dir.
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Ispat. 3.4.2 Teoreminden

o)

26 +@) Y CRb,rBlan] < ) [(@ = Dn+ 2071 CR B, Bllay] <3 - a
n=2

n=2
elde edilir. Bu ise

oo

zcm(b k)| |<3——a
n DRl =53

n=2

esitsizligini verir. (3.83) esitsizligi kullanilarak

[SEF @I < 12l + ) Cr b pOlan 21"
n=2

<zl + Z CI (b, , k)| an] |22
n=2

<)zl + 3—« 5
<zt o
ve
IS F (@] = 12l — ) b, k) "
J#_bfz == 14 n (b, k)lan||z|
n=2
> |z] - Z (b, u, k) |ay||2]?
n=2
3—a
> |z| |z|
23+ a)
elde edilir.

3.4.4 Teorem. f(z) € 3 Co(a) ise

|z

21> < If @] < lz| +

3—a m+1 2 +bh\*
(57) 127

—a m+1 (2+b>”
2B+ kk—1)|\T+b

2B+ k(k—1)|\1+b

47



dir.

Ispat. 3.4.2 Teoreminden

[oe]

k(k—1) Z|an| < Z[(a — Dn+2n?1CH (b, w k)|a,| <3 —«a
n=2

2+b>”

2(3+“)’(1+b

m+1

n=2
elde edilir. Buradan

o)

Zl < 3—a m+1 (2+b>”
M =B+ k(k—- 1) |[\1+b

n=2

bulunur. (2.5) esitligine tiggen esitsizligi uygulanirsa

F@I <1zl + ) layl 121"

co
<1zl + ) lanl 2
n=2

3—a m+1 |2+b\"
< |2l + (F52) 1=
23+ a)k(k—1)[\1+b
elde edilir. Esitsizligin diger tarafi asagidaki gibi gosterilebilir.
F@I 212l = ) layl 121"
n=2
> |2l = ) lan] |2
n=2
3—a m+1 |/2+b\"*
> |2 - (F53) 1P
23+ a)k(k—1)[\1+b

Bu ise ispat1 tamamlar.
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3.4.5 Teorem. f(z) € 373 Co(a) ise

(2+b)” 3—«a
1+5»b

23+ a)

3—«a

2B +a) ]2 < |f (@) < |z| +

12| (2+b>
z 1+0b

dir.

Ispat. 3.4.2 Teoremi kullanilarak

oo

23 + ) Z CL(b, 1, 2)]an] < Z[(a — Dn+2021CM (b, 1 k) |ay] < 3 — @
n=2

n=2

veya bu ifadeye denk olarak
(2 + b)”
1+5b

elde edilir. Boylece

23+ a)

ZIanl < Z[(a — Dn + 2n21c"(b,u,k)|ay| <3 —«a
n=2

n=2

oo

3—«a
NAE
23+ a)

n=2

(2+b)“
1+b

bulunur. (2.5) esitliginden hareketle

@I 121+ ) lag] 2"
n=2

o
<1zl + ) layl |22
n=2

(2+b>“
1+5»b

elde edilir. Esitsizligin diger tarafi asagidaki gibi gosterilebilir.

3—«a

< +
2] 23+ a)

|z|?

F@I 2 121 = ) la] 2"
n=2
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o

> 1zl = ) layl |2I?

n=2
3—a [/2+4+b\*
> |2 - () 1P
2B3+a)|\1+b
Bu ise ispat1 tamamlar.
3.4.6 Teorem. f(2) € 3,3 Co(a) ise
3—a |k=2)(n+m—-1)! 3—a |[k=2)(n+m—-1)!

|z|

lz]? < If@)] < |z + |z|?

" 2B+4a)| mn+k-2) 2B+a)| mm+k-2)

dir.

Ispat. 3.4.2 Teoremi kullanilarak

[oe]

k —2)! ENIRS
23 + ) ’( - ()n(f,finz)! ) ‘Zlanl < ) [@= D+ 207167 (b, K)lan] < 3 - a
n=2

n=2

elde edilir. Buradan

(k—2)!(n+m—1)!‘

il < 3—a
n_za”—2(3+a) ml(n+k — 2)!

bulunur. (2.5) esitliginden hareketle

F@I <121+ ) layl 121"

oo
<lzl+ ) lanl 12
n=2

k=-2)!(n+m—1)!
m!(n+k —2)!

3—«

< +
d 23+ a)

|z|?

elde edilir. Esitsizligin diger tarafi asagidaki gibi gosterilebilir,
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@Iz 121 = ) la] 2"
n=2

(°9)
> 1zl = ) layl |2I?
n=2

k—=2))(n+m-—1)!
m!(n+k — 2)!

3—a
23+ a)

> |z| — |z]2.
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4. SONUC

Bu doktora tezinde yalinkat fonksiyonlarin bir alt sinifi olan konkav yalinkat
fonksiyonlar ve bu fonksiyonlarin olusturdugu siniflar ayrintili olarak incelenmis ve bu

smiflar ile ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ikinci béliimde, tezin alt yapisin1 olusturacak olan z, merkezli ve r yaricapl acik disk,
kapali disk, delinmis agik disk, ¢ember, analitiklik, Taylor seri agilimi, kompaktlik,
yalinkatlik, yildizillik, konvekslik, singiiler nokta ve cesitleri, meromorf fonksiyon,
konform doniisiim, reel kismi pozitif analitik fonksiyon gibi temel tanimlar ve bu
tanimlarla ilgili Schwarz Lemmasi, Schwarz-Pick Lemma, Riemann Déniisiim Teoremi,
Bieberbach Konjektiirii, yalinkatlik ile ilgili temel teoremler, konvekslik ve yildizillik

arasindaki bagintiy1 veren bazi teoremler ayrintili bir bicimde verilmistir.

Ugiincii boliimde ise esas konumuz olan konkav yalinkat fonksiyonlar ele alinmustir. Bu
tipteki fonksiyonlar ii¢ esas sinifta kategorize edilmistir. Bu siniflara ait olma tanimlari
teorem olarak verilip ispatlari yapilmistir. Ayrica bu smifin katsayr problemleri,
distorsiyon bagintilar1 gibi temel 6zelliklerinden bahsedilmistir. Bu boliimde detaylica
tizerinde durdugumuz Co(a) sinifina ait olma sart1 verilmis olup bu smnifin da katsayi
problemleri, distorsiyon bagimtilar1 gibi temel dzelliklerinden bahsedilmistir. Ustelik bu
sinifin pre-Schwarzian norm incelemesi ve Co(a) sinifina ait olan D diskinde tanimli
normalize edilmisg bir f analitik fonksiyonu icin A reel parametreli Fekete-Szegd (1933)
problemi olarak bilinen A;(f) = a; — Aa,? katsayr fonksiyonunun mutlak degerinin
maksimumunu bulma problemi de ele alimmistir. Murugusundaramoorthy (2014)
tarafindan tanimlanan genellestirilmis Srivastava-Attiya operatori olarak bilinen 3:2;,’{

integral operatorii yardimiyla Co(a) smifinin bir alt sinifi olan S:Z;,kCo(a) sinif

tanimland1 ve bu smifa ait olma sartlar1 ile distorsiyon bagimntilari, katsay1 problemleri

gibi teoremler verilip ispatlar1 yapildi.
Elde edilen bu sonuglara ilaveten ileride g¢alisilmasi diisiiniilen agik problemler de
mevcuttur. Ornegin, konkav yalinkat fonksiyonlarin alt siiflarinin kategorize edilmesi

gibi.
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